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RESUMO

Investigamos a existéncia e detectamos solugdes periddicas do tipo ciclo limite em
sistemas deterministicos nao lineares de equagdes diferenciais ordinarias auténomas tais
como as que se originam em modelos de populagdes interagentes.

Apos descrever alguns modelos populacionais basicos para uma unica espécie bem
como para duas populacdes interagentes (presa e predador), introduzimos o modelo de
Hastings-Powell (H-P) que descreve o comportamento dindmico de uma cadeia alimentar
de trés espécies, onde a presa € logistica, enquanto o predador e o superpredador tém uma
resposta funcional do tipo Holling.

Posto que uma condicdo necessdria para a existéncia de um ciclo limite é a
instabilidade de um estado estacionario, desenvolvemos a analise da estabilidade linear dos
estados de equilibrio dos sistemas com os quais trabalhamos. Assim, apés calcular os
estados estacionarios, obtemos a linearizagdo de cada sistema em torno de tais pontos no
espaco de fase. Também obtemos o comportamento dindmico global do modelo de H-P
através de integracdo numeérica € podemos observar nao somente a existéncia de ciclos
limite mas também comportamento cadtico, para valores adequados do parametro de
controle.

Antes de aplicarmos os teoremas de Poincaré-Bendixson e de Hopf, que tratam de
condicdes para a existéncia de solugdes periddicas, apresentamos uma breve discussio a
respeito de bifurcagdes, incluindo algumas ilustragdes praticas.

Finalmente, também incluimos uma aproximac@o, recentemente desenvolvida por
Muratori e Rinaldi, desenvolvida através de perturbagdo singular, para analisar possiveis
conseqiiéncias de interagdes entre as componentes dos sistemas dinamicos que envolvem
tempos de respostas muito distintos; embora particular, este caso é fregiientemente
observado para cadeias alimentares, onde os tempos de resposta dos niveis tréficos
aumentam no sentido da base para o topo. Além disso, estes autores mostram como detectar
a estrutura dos transientes e a natureza do atrator, em particular, um ciclo limite de baixa
freqiiéncia globalmente estavel com uma repentina inser¢cao de oscilacoes de alta
freqiiéncia, muito similar ao que encontramos no modelo de H-P.
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ABSTRACT

We investigate the existence and the detection of limit cycle periodic solutions for
nonlinear deterministic systems of autonomous ordinary differential equations such as those
arising in interacting population models.

After describing some basic population models for a single species and for two
interacting populations (prey and predador), we introduce the Hastings-Powell (H-P) model
describing dynamical behavior for a three-species food chain, where prey is logistic, while
predador and superpredador have a Holling type functional response.

Since a necessary condition for the existence of a limit cycle is the instability of a
steady state by growing oscillations, we develop the linear stability analysis for each
equilibrium state of the systems we are concerned with. So, after calculating the steady
states, we obtain the linearization of the system about such phase space points. We also
obtain the global dynamic behavior of the H-P model by numerical integration and we can
observe not only limit cycles but also chaotic behavior, for suitable values of the control
parameter.

A brief discussion about bifurcation, including some practical illustrations, is
presented before applying Poincaré-Bendixson and Hopf’s theorems, which deal with
conditions for the existence of periodic solutions.

Finally, we also include an approach, recently developed by Muratori and Rinaldi,
performed through singular perturbation, to analyse possible consequences of interactions
between components of dynamical systems which involve highly diversified time
responses; although particular, this case is very frequently observed for food chains, where
time responses of the trophic levels increase from bottom to top. Moreover, these authors
show how to detect the structure of the transients and the nature of the attractor, in
particular, a globally stable low-frequency limit cycle with a burst of high-frequency
oscillations, very similar to those we can find from H-P model.



INTRODUCAO

H4a muito tempo a matematica vem sendo aplicada como ferramenta em diversas
areas, nas quais se pretende, por exemplo, estimar o crescimento de uma populacio,
planegjar o uso correto de recursos publicos, programar a construcao de postos de
atendimento meédico, delinear a urbanizagdo planificada de cidades em crescimento,
projetar a aloca¢do de salas de aula, etc.

Entre os problemas abordados pela matematica aplicada, citamos em especial a
dinamica populacional, onde se procura, entre outros, avaliar o crescimento de populagdes
para prever se uma temporada de pesca serd boa ou ma, ou para preparar-nos para uma
invasdao de pernilongos, gafanhotos € outras pragas. Mais urgente ainda ¢ prever quantos
seremos na Terra e quantos recursos teremos nas proximas décadas. Em quantos anos
dobraremos nossa populacio mundial? Quanto alimento seremos capazes de produzir?
Considerando o ritmo de crescimento da populagao, o mercado de trabalho absorvera toda a
mao-de-obra que se formara? Quantos estarao desempregados? Enfim, sdo problemas como
estes que motivam o trabalho de matematicos aplicados.

Um problema real, na maioria das vezes, ndo pode ser representado de maneira
exata, em toda a sua complexidade, por uma equagdao matematica ou um sistema de
equacdes. No entanto, se trabalharmos com as variaveis essenciais do fenémeno observado,
o modelo matematico que simula tal fendmeno podera levar a solucdes bastante proximas
daquelas observadas na realidade.

E muito fregiiente, em se tratando de modelar um fendmeno ou um experimento
qualquer, obtermos equagdes que envolvam as “variacdes” das quantidades (varidveis)
presentes e consideradas essenciais. Desta forma, as leis que regem tal fendmeno sio
traduzidas por equacdes de varia¢des. Quando estas variagdes sdo instantaneas, o fendmeno
se desenvolve continuamente ¢ as equagdes matematicas sao denominadas equagdes
diferenciais, ao passo que se as variaveis envolvidas forem discretas, isto ¢, fun¢des de uma
rede de pontos, em que temos as médias das variagdes, entdo as equacdes que descrevem o
fendmeno sao denominadas equagdes a diferencas.

Trataremos apenas com modelos matematicos que utilizam na sua formulagdo
equacdes diferenciais. Estes modelos podem ser deterministicos ou estocasticos. Os
modelos que levam em consideracao somente algumas caracteristicas observaveis, sem
considerar flutuacdes do ambiente sdo chamados deterministicos; os que levam em
considerac¢do flutuacdes envolvem probabilidades e sdo chamados estocasticos. Nos
referiremos apenas a modelos deterministicos.

O estudo de sistemas dindmicos populacionais é o objeto principal do nosso estudo.
Entenda-se por sistema dinamico a prescri¢do matematica deterministica para a evolucao
do estado de um sistema a medida que o tempo passa continuamente, uma vez que nos
referiremos apenas a modelos que envolvem equagdes diferenciais.

O economista e demografo inglés Thomas Robert Malthus foi o responsavel pela
primeira tentativa de estimar o crescimento da populacdao mundial. Malthus em 1798 usou
um modelo que estabelecia que o crescimento populacional se daria segundo uma
progressao geométrica, se nao fosse controlado, enquanto os meios de sobrevivéncia
cresceriam em progressao aritmética. O modelo malthusiano falha pelo fato de prever



crescimentos populacionais cada vez maiores, 0 que nao representa a realidade. Verhulst
propds, em 1837, uma modificagdo na equagdo original de Malthus. Este modelo de
Verhulst supde que a populagdo de uma certa espécie, vivendo num determinado meio,
atinja um limite maximo sustentavel e considera ainda que a variagdo de populagdo esteja
sujeita a um mecanismo inibidor. Ou seja, € preciso que a equagio incorpore a queda de
crescimento, a medida que a populagdo cresce.

Foi no inicio do século XX que houve um crescente estudo de modelos matematicos
em ecologia. Talvez isto tenha sido um reflexo de sua utilizagdo na compreensdo dos
processos dindmicos envolvidos em areas como interagdes presa- predador e competi¢do,
gerenciamento de recursos renovaveis, controle ecoldgico de pragas entre outros. A teoria
de dindmicas populacionais comegou a se desenvolver no sentido de buscar modelos e
teorias concernentes que possam predizer, explicar e facilitar a obtengdo dos resultados
desejados, de modo a descrever da forma mais simples possivel a realidade.

No presente trabalho trataremos com modelos dindmicos populacionais n —
dimensionais que podem ser escritos sob a forma:

dx
— =F®

onde x = {x,(t),x,(?),....,x, (1)} e x,(1), i=1,2, ..., n, é a populagdo da espécie 7, em algum
instante de tempo ! e caracteriza o estado do sistema. A fungdo F = {F|  F,,...,F,}, neste

trabalho, independe explicitamente da varidvel 7 , o que caracteriza os sistemas com 0s
quais trabalharemos como sistermas dindmicos auténomos; na maioria dos casos € uma
fungdo ndo linear, que envolve um ou mais parametros de controle do sistema.

Um sistema desta forma pode apresentar diversos tipos de atratores (estado
assintotico do sistema) dependendo do valor do(s) pardametro(s) envolvido(s) no sistema.

Tais atratores podem ser pontos de equilibrio, ciclos limite e atratores cacdticos. As
condiges para cada tipo de comportamento serdo consideradas ao longo deste trabalho que
esta dividido em cinco capitulos.

Faremos o estudo de um sistema dindmico continuo proposto por Hastings-Powell,
que descreve a evolugdo dinamica de um sistema do tipo presa-predador-superpredador
para uma cadeia trofica composta por trés espécies de peixes interagentes. O sistema em
questdao depende de dez (na versdao adimensionalizada este nimero € reduzido para seis)
parametros, € uma vez que o espago de parametros ¢ muito grande, concentraremos nossas
investigacoes na variagdo de um dos parametros, considerando os outros fixos; para estes
assumiremos os valores adotados por Hastings-Powell em 1991.

No capitulol, faremos um breve estudo sobre modelos populacionais classicos
continuos de uma e duas espécies com o intuito de definirmos, no capitulo 2 o modelo
tridimensional de Hastings-Powell. Enfatizaremos os modelos de Malthus e Verhulst para
modelos continuos de uma espécie e os modelos presa-predador de Lotka-Volterra para
populacdes de duas espécies.

Nossos principais interesses nos modelos que serdo apresentados no capitulo 1 s@o a
interpretagdo dos parametros envolvidos, a analise de estabilidade dos equilibrios e tipos de
solugdes obtidas em cada sistema.



Estudos matematicos sugerem que modelos que envolvem somente duas espécies
podem ocultar caracteristicas importantes do comportamento ecologico. Do ponto de vista
dindmico, modelos continuos no tempo, para duas espécies, apresentam apenas dois
padrdes basicos: tendem a um equilibrio ou a um ciclo limite. Resultados muito mais
complexos aparecem em estudos tedricos de populagbes com trés espécies, ou cadeias de
trés niveis troficos em modelos também continuos no tempo. E esta ¢ uma das motivagoes
que nos levaram a estudar o sistema tridimensional considerado por Hastings-Powell em
1991.

No capitulo 2 faremos a formulagdo do modelo em questdo juntamente com a
analise de seu comportamento assintético. Comegaremos por calcular e analisar a
estabilidade linear dos pontos de equilibrio, e visto que esta analise nos da informag&o
apenas sobre o comportamento local, proximo ao ponto de equilibrio, e ndo esclarece o
comportamento global do sistema, nossa escolha para investigagdo do comportamento da
dindmica global do sistema em quest&o foi a utilizagdo da integrag@o numérica, pois ele ndo
possui solugdo analitica fechada. A medida que variamos o valor do parametro de controle
o sistema passa a apresentar diferentes comportamentos. Pontos de equilibrio perdem
estabilidade dando origem a comportamento do tipo ciclo limite e esses ciclos vao
duplicando o periodo até que em um determinado valor temos comportamento cadtico, o
que nao € possivel em modelos para duas espécies.

Solugdes periddicas do tipo ciclo limite sdo do ponto de vista pratico uma das
principais caracteristicas de um sistema e é desejavel que sejamos capazes de garantir sua
existéncia, bem como detecta-los.

No capitulo 3, apresentaremos o enunciado e faremos a aplicagdo de dois teoremas,
a saber, o teorema de Poincaré-Bendixson e o teorema da Bifurcagao de Hopf, considerados
fundamentais nos estudos que se referem a existéncia de ciclos limite.

Visto que o teorema de Poincaré-Bendixson é valido apenas em R*, o mesmo sera
aplicado aos subsistemas bidimensionais do sistema de Hastings-Powell. Aos mesmos
subsistemas aplicaremos também o teorema da Bifurcagio de Hopf em R>. Ao modelo
completo de Hastings-Powell aplicaremos, no final do capitulo, o teorema da Bifurcagdo de
Hopfem R*.

No capitulo 4, aplicaremos aos subsistemas de Hastings-Powell definidos no
capitulo 3 a abordagem desenvolvida por Muratori e Rinaldi (1991), que apontam a
possibilidade de fazer uso da teoria de perturbagdo singular, para se obter informagdes a
respeito de ciclos-limite em sistemas do tipo lento-rapido, em particular para cadeias
troficas de dois niveis, como os subsistemas de Hastings-Powell, que sdo caracterizados por
tempos de resposta bastante distintos e crescentes de acordo com o nivel na cadeia (a
dindmica mais lenta é da espécie do topo). Considerando esta hipotese, uma aproximagao
geomeétrica (principio da separagdo), baseada no método da perturbac@o singular, pode ser
aplicada para detectar ciclos limite do tipo lento-rapido.

Por fim, apresentaremos no capitulo 5 a aplicagdo dessa mesma abordagem
(Muratori e Rinaldi ; 1992) fazendo uso da teoria de perturbag¢@o singular, para se obter
informagdes a respeito de ciclos-limite, desta vez em sistemas do tipo lento-intermediario-
rapido, para cadeias troficas de trés niveis de dinamica, tais como o sistema de Hastings-
Powell.



1 MODELOS CONTINUOS PARA POPULACOES DE
UMA OU DUAS ESPECIES

O crescente estudo de modelos matematicos em ecologia (basicamente o estudo da
relagio entre as espécies e seu meio ambiente) é um reflexo de sua utilizagdo na
compreensao do processo dinamico envolvido. O controle ecologico de pragas em sistemas
planta-herbivoros € o gerenciamento de recursos renovaveis incluindo programas de
preservagao de espécies constituem aplica¢Ges relevantes de tais estudos.

Um dos principais objetivos ao construir modelos matematicos para populagdes de
plantas e amimais € entender de que forma as interagOes fisicas e biologicas afetam a
dinamica de varias espécies. Estamos interessados em compreender, explicar, predizer e por
vezes modificar ou controlar variagdes no tamanho das populagdes.

Somente modelos deterministicos e que pressupdem a completa sobreposi¢do entre
geragdes (como em populagdes humanas), serdo considerados neste trabalho.

O estudo da dinamica de tais sistemas, onde as populagdes mudam de modo continuo,
envolve equagdes diferenciais, que relacionam a taxa na qual as populagdes estao mudando,
com o valor das popula¢cdes em um tempo qualquer. Neste capitulo apresentaremos, nas
segoes 1.1 e 1.2 aqueles modelos de tempo continuo para uma e duas espécies,
respectivamente, uteis na compreensio de cada um dos termos que constituem o modelo de
trés espécies, de Hastings e Powell, que abordaremos na segio 2.1.

1.1 Modelos continuos para populagdes de uma unica espécie

No estudo de modelos matematicos para populagdes, € 1til comegarmos com
modelos para uma unica espécie. Nestes modelos, investiga-se o comportamento da
populagdo de uma tunica espécie, N(7), como uma fungdo do tempo ¢>0; evidentemente, a
variavel dependente N sera supostamente ndo negativa, de modo a garantir significado
biologico.

1.1.1 Modelo de Malthus

O modelo mais simples considera uma taxa de crescimento per capita constante r,
independente da densidade populacional, isto €,

——= (1.1)

onde r = b — d e b e d representam, respectivamente as taxas de natalidade e de
mortalidade da populagio.
Esta equacdo, para >0, tem a solugdo familiar

N(f)=N(0)exp(rt) (1.2)



que indica, para N(0)>0, crescimento exponencial ilimitado se r >0 e decrescimento
exponencial se 7<0. Se r=0, tem-se N()=N(0), para todo 7>0. Estes trés

comportamentos distintos, para N ( 7 ), sdo apresentados na figura 1.1 para um valor
particular de N(0) >0 e trés valores diferentes de ». Se N(0)=0, tem-se N(1)=0, para todo
t=0.

(a)

44 (b)
] (c)
0 i TN 3

Fig. 1.1 — Grafico da solugdo (1.2) para N(0) =5 e diferentes
valoresder: (@) r=05>0; ®)r=0; (c)r=-1<0.

Este modelo n3o descreve uma situagdo real, uma vez que, se b > d a populagdo
cresce ilimitadamente.

Na segdo 1.1.2, apresentaremos um modelo que contempla a existéncia de uma
populagéo finita, de acordo com o que se espera de um modelo mais realistico, visto que os
recursos (espago, alimento, etc.), para a populag@o sdo limitados.

1.1.2 Modelo de Verhulst

Um modelo simples que captura as caracteristicas essenciais de um meio finito € a
equagao

dN
o F(N) (1.3a)
onde definimos
F(N)=rN [1 -%) (1.3b)

que € a equacdo logistica e onde >0 ¢é a taxa de crescimento intrinseco da populagdo. A

. ; . N -
taxa de crescimento per capita efetiva tem, portanto, a forma » | 1— I3 : positiva se N <K



e negativa se N>K . O pardmetro K , denominado capacidade de suporte do meio finito, é
determinado pelo alimento, espago, predadores ou outros fatores.
A solucdo da equagdo logistica, que satisfaz a condi¢@o inicial N(0)=N,, tem a
forma
N(E) = N,Ke™ _ N, K
[K+N,(e"-1)] [Ke™ +N,(1-e")]

(1.4)

donde vemos que, se N, # 0, tem-se lim N(¢) = K . Visto que este limite independe do

valor de N, # 0, diz-se que K € um valor de equilibrio globalmente assintoticamente estavel
para a populag@o.

Este modelo admite dois pontos de equilibrio, isto é, onde % =0,asaber, N" =0

e N'=K.
A estabilidade local de cada ponto de equilibrio é investigada mediante a

linearizagdo da equagao diferencial (1.3) em torno do ponto em questdo (apéndice A).

—rN"

A partir da equag@o (1.3b), obtemos: F'(N*)= +r [1 - %} , donde concluimos

que:
i)N" =0 éum ponto de equilibrio instavel, pois 7 (0)=r>0.

ii) O outro equilibrio N* = X ¢ estavel , pois F'(K)=-r<0.
Na figura (1.2) temos o grafico da solugdo (1.4) para diferentes valores de N; .,
onde K=6er= 1, donde podemos destacar algumas caracteristicas importantes:

Fig. 1.2 — Grafico da solu¢do da equagdo (1.4), com K =6, r = 1 e diferentes
valores de N, .

(a) Ny=7>K; (b) N, =6=K: (c)ig~<N0 =4<K; (d)0<N, =0.5<§ :



i) Se N,< K, N(t) cresce monotonicamente aproximando-se de K, como
mostrado pelas curvas (¢ )e(d).

i) Se N,> K, N(t) decresce monotonicamente aproximando-se de K, como
mostrado pela curva ( a ).

Para o caso 1) temos as seguintes situagdes distintas:

a) Se0< N, <% , a forma da curva N(¢) € uma sigmoide, indicando que a curva

9

tem um ponto de inflex@o (o sinal da curvatura

5- varia) em algum valor de 7> 0.
t

K - ;
b) Se N, >? , a curva que representa a solugdo N(7) tem curvatura negativa para

todo 7>0. Seu ponto de inflexdo corresponde a algum valor de 7 < 0.

Antes de apresentarmos alguns modelos para populagdes de duas espécies, devemos
enfatizar que a forma especifica dos dois modelos considerados neste item, sdo as mais
elementares, ndo traduzindo assim a realidade. Diversos fatores importantes, que deveriam
ser envolvidos ndo sdo considerados. A equagdo logistica, em particular, apenas faz parte
de uma grande classe de equagdes, que possuem mecanismos regulatorios, para descrever
o comportamento de populagdes.

1.2 Modelos continuos para duas espécies interagentes

Quando duas ou mais espécies interagem, a dindmica populacional de cada espécie
¢ afetada pela dindmica da outra espécie. Um conjunto de espécies interagentes € chamado
de cadeia tréfica. Consideraremos nesta se¢ao sistemas envolvendo apenas duas espécies.

Existem trés tipos de interagdes.

a) Se a interagdo ¢é tal que a taxa de crescimento de uma populagdo aumenta e a da
outra diminui, as populagdes estdo em uma situagio chamada presa-predador.

b) Se a interagdo é tal que a taxa de crescimento de cada populagao diminui, entdo
chamamos de competicdo.

¢) Se ainteragdo é tal que a taxa de crescimento de cada populagdo aumenta
chamamos mutualismo ou simbiose.

Nesta se¢do, apresentaremos apenas aqueles sistemas do tipo presa-predador, que
esclarecem a construgdo do modelo de trés espécies, de Hastings-Powell, que sera
apresentado na segao 2.1.



1.2.1 Modelo presa-predador do tipo Lotka-Volterra

Em 1926, Volterra propés um modelo simples para duas espécies. Este modelo
procurava explicar os niveis oscilatorios de uma determinada cadeia de peixes no mar
Adriatico.

Se N(t) € a populacdo de presas e P(r), a populagdao de predadores no tempo 7,
entdo o modelo de Volterra é

1 dN

2 0L oD 15

Na (-3)
o~ (1.6)
P dt

onde a, b, ¢ e d sdo constantes positivas.

As hipéteses sobre o modelo s@o:
a) A presa na auséncia do predador cresce ilimitadamente na forma de Malthus; esse
crescimento € representado em (1.5) pelo termo a.
b) O efeito da predagdo € reduzir a taxa de crescimento per capita da presa, mediante um
termo proporcional a popula¢ao de predadores, representado em (1.5) pelo termo -bP.
¢) Na auséncia de presas, a taxa de mortalidade do predador resulta em um decaimento
exponencial, representado em (1.6) pelo termo —d.
d) A contribuicdo de presas para a taxa de crescimento per capita dos predadores € dada
por ¢N em (1.6), que € proporcional a quantidade de presas.

Como um primeiro passo na analise do modelo de Lotka-Volterra,
adimensionalisaremos o sistema. A adimensionalizagdo € uma etapa fundamental no
estudo de sistemas dindmicos, que modelam populagdes pois, evidentemente, condigoes de
estabilidade nio podem mudar conforme as unidades de medida adotadas (por exemplo, se
o tempo € medido em segundos ou em horas ou em anos). Condi¢des de estabilidade
podem depender apenas de parametros adimensionais € estes, por sua vez, sao constituidos
por agrupamentos adequados dos parametros dimensionais, de tal forma que as unidades
cancelam. Escrevendo (apéndice A.1)

ur)y=8 | )20 g
d a
€ O sistema torna-se
gﬁ:u(l—v), ﬁ=¢:z v(iu-1). (1.7)

dr dr



onde a=d/a é um pardmetro adimensional. Observamos que de quatro parimetros
dimensionais, este namero ficou reduzido para um.
No plano de fase, temos

av :av(u—l)

du  u(l-v) LA

que tem pontos singulares em # =v'=0 e u" =v" =1. Integrando (1.8), obtemos as

seguintes trajetorias de fase
au+v-Inu“v=C (1.9)

que constituem a soluc3o geral da equagao diferencial (1.8) e que representam uma familia
de curvas, cada uma delas correspondendo a um valor distinto da constante arbitraria C. O
valor de C deve satisfazer a condigdo: C> 1 + a. As solugdes de (1.9) no plano de fase sao
trajetorias fechadas e, para alguns valores de C > 1 + «a, estdo ilustradas na figura 1.3.

Fig. 1.3 — Solugdes do modelo presa-predador de
Lotka-Volterra (1.7), no plano de fase.

As condi¢bes iniciais #(0) e w(0) determinam a constante C em (1.9) e
conseqiientemente a trajetoria correspondente no plano de fase. Uma trajetoria fechada
(ciclo) no plano uv implica solugdes periddicas em 7 para u e v, cuja amplitude depende do
valor da constante C correspondente, na solugdo (1.9). Solugdes periodicas tipicas #(7) e
v(7)sao ilustradas na figura 1.4.
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T

Fig. 1.4- Solugdes periodicas para a presa #(7) e para o predador
V(7) no sistema de Lotka-Volterra (1.7 ).

O sistema de Lotka-Volterra ¢ inadequado no sentido que as solugdes ndo sdo
estruturalmente estaveis, o que fica claro na figura (1.4). Supondo que #(0) e v(0)sejam
tais que os pontos (u,v) para 7 >0 estejam sobre uma das trajetorias ilustradas na figura
(1.4), entdo qualquer pequena perturbagio levara a solugdo para outra trajetoria, visto que
por qualquer ponto no plano = v, passa uma trajetoria fechada do tipo (1.9). Existe um
numero infinito de ciclos correspondendo a distintas condigGes iniciais, a qualquer pequena
perturbacdo muda o comportamento do sistema, de um ciclo para outro com nova
amplitude.

Estabilidade linear dos estados estacionarios

Para investigar a estabilidade local dos estados estacionarios do sistema de equagdes
diferenciais (1.7), considera-se uma aproxima¢do linear deste sistema em torno destes

pontos (z",v"). Consideraremos apenas pontos (z,v) suficientemente proximos de (u*,v"),
1sto €,
u(z)=u" +n(7) (1.10)

W) =v' +£&(7) (1.11)
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onde] 7;}{<1 e 1§ |<~: ; 21

Expandindo as equagdes (1.7) em série de Taylor em torno do ponto («", v') e
mantendo apenas os termos lineares em (x—u") e (v—v") o sistema pode ser escrito, sob
forma matricial, como

dan
dr | & 3|7 1.12
dé £ (1.12)
dr

onde definimos a matriz

é(u (1-v)) . S(u(l—v))‘ N g ’
ool . B IEB g " A e o g
0(av(u-1) d(av(u-1) ' a@’ -1)
Bu @) v (')

denominada matriz comunidade do sistema. A solug@o ¢é da forma

[n(r)
é(7)

J = ¢v,e4" +c,v, e*’ (1.14)

onde ¢; e ¢, sdo constantes arbitrarias € vy € v, sdo os autovetores da matriz Jacobiana,
associados aos autovalores A, e A,, respectivamente, e estes sdo as raizes do polindmio

caracteristico da matriz J, isto €, sao solugoes de

det(—AD) =0, (1.15)

a) Estado de equilibrio trivial

Para (z",v")=(0,0), denominado estado de equilibrio trivial, a matriz J definida em
(1.13) é dada por

j = F 0] (1.16)
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) N 1
cujos autovalores sao 4, =1 e 4, =-a, e os autovetores correspondentes sio v, =[ e
0

)

A solugao de (1.12) com J dada por (1.16) tem a forma

ol ol
E(7) 0 1

isto €, n(z)=c,e"e &£(r)=c,e”™, onde ¢, e ¢, sdo constantes arbitrarias. Entdo, quando
T—>, tem-se que[q(r)| cresce exponencialmente enquanto que |§(r){ decresce

exponencialmente pois « >0, donde concluimos que este ponto € linearmente instavel.
Como 4, >0 e A,<0 este ¢ um ponto de sela, portanto instavel. Qualquer pequena

perturbag@ao com relagdgo ao ponto (0,0) cresce exponencialmente em modulo, exceto
quando a perturbagao for estritamente ao longo de vz, isto €, para C; = 0.

b) Estado de equilibrio ndo trivial

Para (u",v")=(1,1) temos que a matriz J definida em (1.13) é dada por

0 -1
J= 1.18
[a 0] (1.18)
cujos autovalores A sao dados por
-A -1
;’ =0 = A,h=tiJa. (1.19)
a —-A

Uma vez que os autovalores sao imaginarios puros, concluimos que o unico
equilibrio ndo trivial do modelo de Lotka-Volterra, (x",v")=(1,1), € uma singularidade do
tipo centro (neutralmente estavel). A solugdo de (1.12), com J dada por (1.18) € da forma

[W(T)} = &% gl +e,v, e” s (1.20)
¢(7)
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" g .58 1 1
onde ¢ e ¢, s30 constantes arbitrarias e v; = | eva= | sdo os autovetores
—-Jai Jai

associados aos autovalores A, e A,, respectivamente. Assim, as solugdes na vizinhanga do

- * » iy ¥ g 3 V 2
ponto singular (" ,v )=(1,1) sdo periddicas em z e tem periodo igual a Sl .

Ja

O modelo de Lotka-Volterra mostra que simples interagdes entre presa-predador
podem resultar em comportamento oscilatorio das populagdes. Heuristicamente, isto €
esperado, uma vez que, se a populagdo de presas aumenta, ela encoraja o crescimento da
populagao de seus predadores (arco AB na figura 1.5). Entretanto, mais predadores
consomem mais presas, € assim a populagdo destas comega a diminuir (arco BC na figura
1.5). Com menos alimento a populagido de predadores decresce (arco CD na figura 1.5) e
quando esta suficientemente baixa permite que a populagdo de presas volte a aumentar
(segmento DA na figura 1.5) comecando o ciclo novamente.

y (predadores)

* x (presas)

Fig. 1.5 - Oscilagdo periddica em um sistema presa-predador do
tipo Lotka-Volterra; ( x*, ") é um ponto de equilibrio do tipo
centro (neutralmente estavel) que ndo € assintoticamente estavel.

Embora o modelo de Lotka-Volterra reproduza a existéncia de ciclos (curvas
fechadas no espago de fase), o que significa solugGes oscilatorias para x(7) e y(7), ele é
considerado biologicamente néo realistico, porque a existéncia de um numero infinito de
curvas fechada, correspondendo a diferentes condigbes iniciais, permitiria que pequenas
perturbagdes transferissem o sistema de um ciclo para outro e nao ha justificativa biologica
para explicar oscilagdes de qualquer tamanho.
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1.2.2 Modelos presa-predador com crescimento logistico e resposta funcional

Uma das hipoteses que tornam o modelo de Lotka-Volterra ndo realistico, € que o
crescimento da presa é considerado ilimitado na auséncia do predador. Além disso, o termo
de predagdo no modelo de Lotka-Volterra descreve predadores com uma voracidade
constante, independente do numero de presas.

Sendo N( t ) e P( t), respectivamente, as populagdes de presas e de predadores,
podemos escrever, de forma genérica, o sistema dindmico sob a forma:

Ldy _ 1dp_ 2
= —-=F(,P), 5 = =OW.P) (1.21)
onde aformade F e G dependem do tipo de interagio e das espécies envolvidas.

Uma primeira idéia razoavel € esperarmos que na auséncia de predadores, a presa
satisfaga o crescimento logistico. Sendo assim, uma equagdo para a populagdo de presas
poderia ter a forma

1 dN (1N
~ SF=F(V.P),  com F(N,P)ur[l KJ PR(N) (1.22)

onde K ¢€ a capacidade de suporte para a presa quando P =0 e —P R(N)é um termo de

predagdo que sera discutido a seguir.
A fungdo R(N)envolvida no termo de predacao, € a resposta funcional por predador

as variagdes na densidade de presas, ¢ geralmente se observa algum efeito de saturagio na
voracidade do predador, quando ha um nimero excessivo de presas. Isto significa que
R( N ) deve diminuir quando a populagdo de presas N atinge valores altos. Por outro lado,
vé-se da equagdo (1.22), que a contribuig¢do para a taxa de variagdo da populagdo de presas

%, devida a predacdo pela popula¢do de predadores, tem a forma —NPR( N ). Portanto,

nos graficos para a taxa de predagdo (captura) por predador, que é igual a NR(N),
observaremos a existéncia de um valor limite (de satura¢@o) para grandes N.

Tais respostas funcionais foram classificadas por Holling, nos seguintes trés tipos :

1. tipol
R(N)=b6>0, (1.23)

isto €, o predador captura as presas com uma voracidade constante (figura 1.6),
independente da populag@o de presas , o que corresponde a uma taxa de predagdo
por predador NR( N ) = bN, que cresce indefinidamente a medida que N cresce; este
€ o caso do modelo de Lotka-Volterra.
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RV NR(N)

1 2N 0 i
(@ (b)
Fig. 1.6 — (a) Grafico da resposta funcional do tipo I, R(N) =2 > 0;
(b) Grafico da taxa de captura por predador NR(N) em fun¢io do numero de
presas /N, para uma resposta funcional R(N) dotipo I, R(N) =b = 2.

2. tipo II: s3o respostas funcionais tipicas de predador invertebrado:

) RNM=—— (1.24)

AlT=e™)

b) R(N)= (1.25)

onde A, B e a sdo constantes positivas; seus graficos, juntamente com os das fungdes
NR( N') correspondentes s3o apresentadas nas figuras. 1.7 e 1.8 respectivamente.

R (N) NR M)

4 A+ ///—

/

B

——
.

P
%I

gl

0 4 10 5 N 5 9 L

|

A
N+B’
(b) Grafico da taxa de captura por predador NR(N) em fun¢ao do niimero de

presas N, para uma resposta funcional R(N) do tipo [la, R(N) = = 9

N+B’

Fig. 1.7 - (a) Grafico da resposta funcional do tipo Ila R(N) =
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Observe que para o funcional resposta do tipo II a), tem-se para a taxa de predagio
, uma fun¢gd@o monotonicamente crescente € lim NR(N)=A4;
N—wo

AN
or predador NR(N) =
por p. (N) B
além disso quando N = B, NR(N) =i:—, e isto € a metade de seu valor maximo, por isso B é

chamado constante de meia saturagao.

RN NR(V)
4 s

i
wa

\!
T R AN R T

—aV
A0=e ) omid =Tag=1.

N

Fig. 1.8 — (a) Grafico da resposta funcional do tipo IIb R(N) =

(b) Grafico da taxa de captura por predador NR(N) em fungdo do numero de presas N,
-aN
ﬁ(—l-}f—) comA=2eB=05e

para uma resposta funcional R(N) do tipo IIb, R(N) =

a=1.

tipo III: € uma resposta funcional tipica de predador vertebrado.

-~

-

. (1.26)

R(N)=———
) N?* + B?

onde A e B sdo constantes positivas; seu grafico, juntamente com o do produto NR(N) é

apresentado na figura 1.9.
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R(N)
ot i N R(V)
T i 4
|/ p———
i 4
[ /
i
1 /
") : A/2B 13---|
1 1
| i
i &
! &
] [}
| /|
i . V e , — N
0" B 2 4 : 0 g 3 H :

Fig. 1.9 (a) Grafico do funcional resposta do tipo IIl R(N) = J_NzﬂB_z— comA=2eB=05.
+
(b) Grafico da taxa de captura por predador NR(N) em funcdo do niimero de presas N,
AN
N2+BY

para uma resposta funcional R(&) do tipo III, R(N)=

A principal diferenga entre os graficos de NR(N) do tipo II e tipo III esta no
comportamento do predador quando o nimero de presas € pequeno: da equacio (1.26), para
a resposta funcional tipo III, cujo grafico € apresentado na figura 1.9 (a), observa-se que,
para valores de N entre zero e B, a fun¢do R(N) é crescente assumindo valores entre zero e

%, passando a decrescer a partir deste valor. Ao ponto de maximo [B, %} no grafico

R(N) versus N, corresponde o ponto de inflexdo [B, 2—‘%] no grafico de NR(N) versus N

apresentado na figura 1.8 (b). Este tipo de resposta funcional modela a baixa voracidade do
predador para pequeno numero de presas.

Na equagdo para a populagdo de preaadores em (1.21), a fungdo G(N,P), também
deve ser considerada mais realisticamente do que simplesmente —d +c¢N como no modelo
de Lotka-Volterra. Possiveis formas sdo

hP
G(N,P) = k[l -?], (1.27)

onde k e h sdo constantes positivas; ou ainda,

G(N,P)=—d +e NR(N) (1.28)
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onde d teria o mesmo significado que no modelo de Lotka-Volterra e R(N) é a resposta
funcional envolvida na equagdo para as presas; neste caso e seria interpretado como um
Jator de conversao do namero de presas consumidas para numero de novos predadores.
Estes modelos sdo somente alguns exemplos de muitos que tém sido propostos e
estudados. Eles sao todos mais realisticos do que aquele proposto por Lotka-Volterra.

1.2.3 Ciclo limite em modelos do tipo presa-predador

O sistema (1.21) com F(N, P) dada em (1.22), R(N) dada em (1.24) e G(¥, P) dada

em (1.27) torna-se
dt K) N+D

el

onde r, K, k, D, s, e h s3o constantes positivas. Como visto na subsegdo 1.2.1 € importante
escrevermos um sistema em forma adimensional.
Adotando como novas variaveis, adimensionais (apéndice A)

(1.29)

u(r):%, v(r):—@%(r—), z=7l. (1.30)
o sistema (1.29) torna-se
... u(l—u)-— sk
T u+d

dv v
bl Y G
dr W u)

onde dos seis parametros dimensionais restaram apenas tré€s parametros adimensionais:

a

i, b=, d=—;
hr

Pode-se mostrar, através da analise da estabilidade linear (Murray, 1993), que existe
uma regido no espago dos parametros adimensionais tal que no seu interior o sistema
apresenta um ponto de equilibrio (com persisténcia das duas espécies) estavel, e fora dele o
ponto de equilibrio € instavel. Quando esse ponto € instavel e for uma singularidade do tipo
nd ou espiral instavel podemos aplicar o teorema de Poincaré-Bendixson que estabelece
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critérios para a existéncia de ciclos limite, isto €, de um ciclo (trajetéria fechada no plano de
fase) em direcdo ao qual as trajetorias evoluem, com o passar do tempo. A definigio
formal de uma solugdo do tipo ciclo limite e condi¢gdes para sua existéncia, serdo
apresentadas no capitulo 3.

Este modelo, como muitos que admitem comportamento do tipo ciclo limite, exibe
propriedades de bifurcagao, isto €, pontos de equilibrio que deixam de ser estaveis 8 medida
que os parametros variam. Uma solugdo do tipo ciclo limite pode originar-se quando os
parametros assumem valores tais que um ponto de equilibrio perde sua estabilidade.

Se o ponto de equilibrio de um sistema dindmico linear de segunda ordem é
instavel, entdo qualquer 6rbita move-se para longe deste ponto ou aproxima-se de um ciclo
limite que o circunda. Para sistemas n3o lineares, a situagdo € menos Obvia. Se o sistema
satisfizer algumas condig¢Ges (capitulo 3), um ponto de equilibrio instavel pode forgar as
orbitas a se moverem na sua vizinhanga e € possivel que uma orbita se aproxime de um
ciclo que circunde o ponto de equilibrio instavel: a instabilidade local pode dar origem a
um ciclo globalmente estavel.

Cabe enfatizar que uma solugéo do tipo ciclo limite € uma trajetéria fechada no
espaco de fase presa-predador, que nao ¢ membro de uma familia continua de trajetorias
fechadas tal como as solugdes do modelo de Lotka-Volterra ilustradas na figura 1.3.

Uma trajetoria do tipo ciclo limite em um sistema de duas espécies com interagao
do tipo presa-predador € ilustrada esquematicamente na figura 1.10, juntamente com
trechos de duas possiveis trajetorias, antes de atingirem o ciclo limite em questio.
Oscilagbes na trajetoria, antes de atingir um ciclo limite sdo freqiientemente denominadas
oscilagoes de relaxagido. De um modo geral, enquanto o sistema evolui para um ciclo limite,
sua trajetoria no espago de fase pode ser vista como uma composi¢do do ciclo (periodico)
com contribuigdes de termos que decrescem para zero a medida que o tempo passa,
denominados transientes.

y (predadores)

4 N Ciclo limite

Ponto de
equilibrio instavel

X x (presas)

Fig. 1.10 - Uma oscilagdo periodica tipica do tipo
ciclo limite estavel. Qualquer perturbagdo do sistema
afastando-o do ciclo tende a zero com o tempo.
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1.2.4 Modelo presa predador classico

Denomina-se modelo presa-predador classico, aquele que se obtém a partir da eq.
(1.21)

LA wnm, L eon
N dit P dt

com F(N,P) dado por (1.22)

N
F(N,P)= r(l —E]—PR(N)

e G(N,P) dado por (1.28)
G(N,P)=-d +e NR(N).

Tratando-se de predadores invertebrados podemos escolher para a resposta funcional R(N),
a expressao dada em (1.24),

A g
R =———_ (tipo I
(V) =" (tipo ITa),

donde finalmente obtemos, substituindo N por x e P pory, o sistema de equagdes

ﬁﬂ[r[n—i}- y‘ﬂ (1.31a)
dt K) x+B

dy eAx

D_yl-d+ 1.31b
dr y[ x+B] sy

chamado modelo presa-predador classico.

Como vimos nas subsegdes anteriores, 0 primeiro passo para explicarmos o
comportamento dindmico de um sistema € encontrarmos o(s) equilibrio(s) e analisarmos a
estabilidade deste(s) equilibrio(s).
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Faremos uma andlise grafica do sistema (1.31), para mostrarmos que existe uma
tendéncia de que as solugdes oscilem. A determinacdo da estabilidade do(s) ponto(s) de
equilibrio pode ser feita através da linearizagao.

Para encontrar o(s) ponto(s) de equilibrio do sistema (1.31) resolvemos
simultaneamente o par de equagdes

x r[}di)- ¥4 }:0 (1.32a)
i K/) x+B

y —a'+eAx}=o (1.32b)
L x+B

donde obtemos, de (1.32a)

-~ rK —x)(x+B)

x=0 ou
AK
e de (1.32b)
=0 ou x= @i
4 ed—d

O modelo (1.31) apresenta quatro pontos de equilibrio. O ponto de equilibrio trivial
(x",y")=(0,0), o ponto onde se tem a extingdo do predador e a presa na sua capacidade de
suporte (x*,y")=(K,0), o ponto sem significado biologico, a saber, (x',y")=(-B,0)

& finalmente 0 ponto onde ha persisténcia das duas
. . - - dB r(K—X)(x+B) e ]
espécies (x ,y )= 3 1K . E neste ultimo que concentraremos nossa
e —

analise.

Desenhamos as isoclinas da presa x{:r (l —i]— Y AB} =0 e do predador
x+

eAx

y[—d+ B]:O na figura 1.11, as setas na figura sdo utilizadas para determinar o
x+

sentido da mudanga nas populagdes em cada uma das quatro regiGes que ficam
determinadas pelas isoclinas de inclinagdo nula.
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o dy/dt=0
| dedt<0 |/

; } dy/dr < 0
dx/dr < 0
dy/dt > 0

dx/df > 0 l i dx/dt =0
dy/dr <0

dx/dt >0
dy/dr >0 \

>
-B K 5

Fig 1.11 — Plano de fase para o modelo presa-predador classico.

A figura 1.11 mostra o caso onde a isoclina de inclinagdo nula do predador esta
localizada do lado direito do vértice da isoclina de inclinagdo nula da presa. A analise da
estabilidade feita através da linearizagdo mostra que neste caso o ponto de equilibrio €
estavel. Por outro lado se a isoclina do predador estiver localizada do lado esquerdo do
veértice o ponto de equilibrio € instavel. Em outras palavras, se a eficiéncia do predador nao
€ muito alta todas as trajetorias tendem ao equilibrio positivo, enquanto que se a eficiéncia
do predador € muito alta, todas as trajetorias tendem a um ciclo limite que circunda o ponto
de equilibrio positivo.

O modelo de Hastings-Powell, que apresentaremos no proximo capitulo, poderia ser
denominado presa-predador-superpredador classico, por tratar-se de uma extensio do
modelo (1.31) para o caso de trés espécies.



2 MODELOS CONTINUOS PARA TRES ESPECIES
INTERAGENTES — O MODELO DE HASTINGS-
POWELL

No capitulo anterior, revisamos alguns modelos ecologicos classicos de populagdes
interagentes para duas espécies. Entretanto, hoje se reconhece que sistemas para duas
espécies interagentes, conseguem explicar apenas um pequeno numero de fendmenos que
sdo comumente exibidos na natureza.

O estudo de comunidades ecoldgicas comega com um importante objeto: cadeias
alimentares. Estudos teoricos de cadeias alimentares devem considerar de que forma se da o
acoplamento entre as espécies que estdo interagindo.

Estudos matematicos também sugerem que modelos que envolvem somente duas
espécies podem ocultar caracteristicas importantes do comportamento ecologico.
Resultados muito mais complexos aparecem em estudos tedricos de populagdes com trés
espécies, ou cadeias de trés niveis troficos. Isto ndo significa que quanto maior o nimero de
equacdes mais realistico sera o modelo, um mesmo modelo pode ser adequado para a
descricao de um fendmeno e ndo adequado para outro.

O mais importante, do ponto de vista dinamico, € que de acordo com o que
revisamos no capitulo 1, modelos continuos no tempo, para duas espécies, apresentam
apenas dois padroes basicos: tendem a um equilibrio ou a um ciclo limite, enquanto que,
em modelos também continuos no tempo, para trés ou mais espécies, a dindmica pode ser
muito mais complexa. Investigaremos aqui, um modelo de trés espécies continuo no tempo,
ou seja, uma cadeia alimentar de trés niveis estudada por Hastings-Powell (1991).
Mostraremos que, para valores adequados dos parametros, podemos ter pontos de equilibrio
estaveis, ciclos limite ou atratores cadticos, o que ndo € possivel em modelos de duas
espécies.

2.1 Formulagdo do Modelo

O modelo de Hastings-Powell (Hastings e Powell, 1991) descreve uma cadeia
alimentar composta por trés espécies, onde designaremos por X a espécie que ocupa 0
nivel mais baixo (base) da cadeia alimentar, Y a espécie que tem X como presas, € Z a
espécie que ocupa o nivel mais alto da cadeia alimentar (topo) e que tem Y como presas. A
cadeia alimentar deste modelo € ilustrada diagramaticamente abaixo.

Espécie Z (topo da cadeia)

Espécie Y
&
Espécie X (base da cadeia)
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Incorporando a resposta funcional saturante do tipo II ( se¢d@o1.2.2) o modelo tem a
forma

L& wli-tl ey @.1)
X ar X, X+B,
- ﬁ:—Dl-i»X 4 -Z 4 (2.2)
ar X+B Y+B,
1 dz 4,
-E d—T=—-D2 +C2YY+’B : (23)
F

Neste modelo 7' é o tempo. A constante R, € a taxa de crescimento intrinseco da
espécie X, a saber, a populagio de presas, e a constante K, € a capacidade de suporte do

ambiente para esta espécie. As constantes C,' e C, sdo as taxas de conversdo de presa para
predador para as espécies Y e Z, respectivamente; as constantes [, e [, sao taxas de
mortalidade para as espécies ¥ e Z e as constantes A e B, para i =1,2 parametrizam a

resposta funcional saturante, de acordo com o que apresentamos na se¢do 1.2.2, o
parametro A; ¢ a taxa de captura da espécie Y sobre a espécie X enquanto que o parametro
A é a taxa de captura da espécie Z sobre a espécie Y. Além disso, os parametros B; (i =1,2)
sao constantes de meia saturagdo (o valor do nivel populacional de presas, na qual a taxa de
captura por predador é a metade de seu valor maximo) para cada uma dessas capturas.

O modelo especifico considerado aqui tem 10 parametros. No entanto,
adimensionalizando o sistema (Apéndice A.2), o nimero de parametros fica reduzido para
6. A adimensionalizag¢do tem ainda a vantagem de evidenciar quais s3o as combinagdes de
parametros dimensionais que de fato controlam a dindmica do sistema.

Escolhendo as seguintes variaveis adimensionais,

X ¢, C,Z
D o y:——Y, L=
KU KO CzKo

, t=R[T (2.4)

obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

dx
Z:x([*l‘)“f;(x)y (25)

ﬂ_f;(x)y_fz(y)z_d:y

dt (2.6)
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dz
‘&;"fz(}')z_d_?z @.7)

onde
au

1= 1% 5m)

para i=12. (2.8)

Agora, x, y e z sdo medidas adimensionais do tamanho das populagdes e ¢ € a nova
variavel tempo, também adimensional.

Obtém-se como parametros adimensionais: a,, b, e d; ( i=12), cujas rela¢cdes com
os parametros dimensionais s3o dadas na tabela 2.1, juntamente com os valores numéricos
adotados por Hastings-Powell (1991).

Parametros Parametros dimensionais Valores adotados
adimensionais
& (Ko4)/(RyB,) 5.0
by K,/B, variando de 2.0 a 3.0
a (C,A4,K,)/(C,R,B,) 0.1
by K(,/(Cl B,) 2.0
d D, /R, 0.4
dz D 2 / Ro 0.01

Tab. 2.1 — Parametros e valores dos parametros utilizados nas simulagdes.

Substituindo valores numéricos para a,, b, e d, considerados por Hastings-Powell
(tabela. 2.1) o sistema torna-se

dx 5x

2 2l —5]

e L (2.9)
d_ s 0y ..

dr 1+bx’ 1+ (2.10)
dz _ 0ly

= z—00Iz
dr 1+2y (2.11)
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Um dos fatores que guiou a escolha dos valores para os parametros, foi o fato de
Hastings-Powell investigarem cadeias alimentares que fossem biologicamente razoaveis: a
escolha dos parametros foi feita de forma que a escala de tempo natural da interagdo entre a
espécie y e a espécie z fosse substancialmente maior do que a escala de tempo da interag@o
entre a espécie x e a espécie y, isto €, d, >>d,. Outro fator foi o interesse em sistemas que
pudessem gerar caos, € uma das formas € forgar periodicamente sistemas ndo lineares que
ja exibem comportamento de ciclo limite. Entdo, os pardmetros foram escolhidos de tal
modo que:

a) com z ausente, o subsistema xy exibisse comportamento de ciclo limite;
b) com x constante, o subsistema yz exibisse comportamento de ciclo limite.

A escolha do parametro b; como parametro de controle se deve ao fato de que
investigacdes anteriores, por exemplo, Murdoch and Oaten (1975) citado em Hastings e
Powell, (1991) mostraram que a constante de meia saturagdo B;, que € proporcional a b,
foi um paridmetro chave na determinag¢do da estabilidade de modelos presa-predador. Na
se¢ao 2.3 mostraremos como, dependendo do valor de b;, o sistema pode exibir equilibrio
estavel, comportamento de ciclo limite ou caos.

2.2 Pontos de Equilibrio

Na analise de sistemas dindmicos € importante determinarmos seus pontos de
equilibrio, ou seja, onde a variagdo das populagdes € nula e fazermos a andlise da
estabilidade linear (local) destes pontos.

2.2.1 Determinagdo dos pontos de equilibrio

Denomina-se pontos de equilibrio, estados estacionarios ou ainda estados de
equilibrio, aqueles pontos ( x",y",z") do espago de fase xyz, tais que

oI Y B on=, Lo (2.12)
dt (x.y,2) dt (3 .2) d 13
sejam satisfeitas simultaneamente.
Para determina-los reescreveremos o sistema adimensional (2.9)-(2.11), da seguinte
forma
dx

& =F&y)=xf() (2.13)
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dy
—_ :G —
g (x.y,2)= yg(xy,2) 2.14)
dz
—_ =H — h
= 0.2)= z h(y) 2.15)
onde definimos
fxy) = 1-x- =i (2.16)
1+b,x
S5x 0.1z
- - -04 217
g(x,y,2) Tiia (2.17)
) = 22 _o01 (2.18)
1+2y

Os pontos (x',y",z") procurados devem, portanto, satisfazer as seguintes
condicdes:

i) x"=0ou f(x",y)=0
i) =0 ou g(x",y",z")=0
iii) z*=0 ou A(y")=0

donde, para satisfazer simultaneamente as trés condigdes, temos as seguintes
possibilidades:

1) Se pelo menos uma populagio for nula, ou seja, for extinta, os pontos de equilibrio sdao
os seguintes

a) (x",y",z")=(0,0,0), que é o ponto de equilibrio trivial.

b) (x",»",2")= (1,0,0), € o ponto onde se tem a extingdo do predador e
superpredador e onde o nivel populacional de presas € igual a sua capacidade de suporte.
Temos x" =1, pois estamos trabalhando com um sistema adimensional.

¢) (x",y",z")= (0,1/8,-5), sem significado bioldgico, uma vez que a populagao da
especie z seria negativa.

04 (A+bx)(1-x")

d ., ., - - ,
il [5-0.4{;l 5

de b,. Neste ponto temos a extingdo do superpredador e ha persisténcia da presa e do
predador.

,OJ, que varia de acordo com o valor
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2) Se os pontos de equilibrio envolvem persisténcia das trés espécies, eles devem satisfazer
simultaneamente

f(x",¥")=0 (2.19)
g(x",y",2")=0 (2.20)
h(y")=0. (2.21)
De (2.21), obtém-se
Pt (2.22)
¥z .

que, substituido em (2.19) fornece a equagao

8h,(x")? —8(6, —)x" —3=0 (2.23)

que tem solugdes

. 8(b, —1)++/64(b, —1)* +96b
R \/lé(bl ) L (2.24)

Como b, é um parametro positivo, a solugao

. 8(b,—1)—/64(b, —1)* +96b
o _ 80, =1)— 648, ~1)* +96b, o8
165,

€ sempre negativa e, portanto, ndo possui significado bioldgico. A solug¢do

8(b, —1 64(b, —1)°
o 80, )+J16<bl )" +96b, —

¢ sempre positiva, e portanto, é ela que vamos utilizar para determinar o valor de z".
Substituindo (2.22) e o lado esquerdo de (2.26) na equagio (2.20), obtemos
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z' :_1_22‘_%__5 (2.27)
2(1+b,x+)

que para os valores de b, considerados neste capitulo, a saber 2<b, <3 (tabela 2.1), €
sempre positivo (ver figura 2.1).

13-
12+
11

10+

Fig. 2.1 — Grafico de z* versus b,. Para 2< b, <3 o valor z é
sempre positivo.

Considerando-se todas as possibilidades para os pontos de equilibrio, chega-se
finalmente a conclusio de que existe um unico ponto de equilibrio com persisténcia das trés
espécies, que representamos anteriormente por (x*,y",z"), onde

. 8(b, —1)+/64(b, —1)* +96b,
x =

2.28
166, (=
« 1
_1 2.29
¥ =z (2.29)
'71' 125x + _S' (2'30)

C2(1+b,x".)
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A figura 2.2 mostra a forma como o ponto de equilibrio evolui a medida que o
parametro b, varia no intervalo [2,3] . Observe, na figura 2.1, que para b; = 2 temos o valor
maximo de z neste intervalo.

ta

075

0.82 %

Fig. 2.2 - Grafico do ponto de equilibrio com
persisténcia das trés espécies, variando o parametro b,
no intervalo [2,3].

2.2.2 Analise da Estabilidade

A analise da estabilidade linear de um ponto de equilibrio (x*,y",z") de um sistema
¢ feita através da expansao em série de Taylor das equacdes ndo lineares em torno deste
ponto.

Para o sistema de Hastings-Powell, consideraremos um ponto (x, y,z) proximo a um

ponto (x*,y",z") , tal que

x(1)=x"+m @ y(t)=y" +n,(0 2(t)=z"+n,()

onde 7,(r), n,(t), n;(t) sdo, em médulo, muito pequenos.
O sistema (2.13)-(2.15) pode ser escrito na forma
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dn, (1) . oL OF(x,)) oF (x,y) oF(x,y)
i CHESY I S e F Ty e 7,(8) + o &) 175 (1) + 231)
+0(," (1)
ﬁ‘;(_’) =G,y 2" +:°§—(%*Z) e e T
k - o (2.32)
# RELD) o1 O+00 )
dn;(1) -\ CH(Y) oH (y) CH () 2 &
L L B T 5 lon™m® +—67‘(y.)q3 O +0@ () (233)

parai =1, 2, 3.

Mantendo, em (2.31)-(2.33), somente os termos lineares em 7, () , e lembrando que

fx",¥")=0, g(x',»",z')=0 e h(y")=0 obtemos, em notagio matricial,

i )]
dt Ju Jn i m (")
dn, (t
_%(_)‘ = |y Jyn Ju| |m(O) (2.34)
dns (1) Ja Jn JIu| [10)
dt

onde os elementos J;, da matriz Jacobiana (conhecida também como matriz comunidade),
sao dados por

A ; 5y°
Jy =] oy =1-20 -2
Bx 16 (1+5b,x")
oF 5x”
J'IZ = (x'.).') = * 2
oy 1+b,x
oF
J]3 -‘a—z— (x'.y') =O,
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J _9G __Sy'
21 & ("0 .2 (1+51x.)2 »
Bp=B] e B OE g (2.35)
gy 1= 14hx”  (1+2y7)
J _ oG __ 01y
BUg e 140yt
oH
Js‘ = Bx o R
g oH) 01
32 @) (J".) (1+2y-)z 2
_8H| _ 01y
Jss = “TJF—?;;—O.OL

Determinada a matriz Jacobiana, podemos proceder a analise da estabilidade linear.
Os autovalores A da matriz Jacobiana s3o as raizes do polindmio caracteristico P( 1 ) desta

matriz, isto €, tais que

P(A)=det(J - A1) =0,

onde I é a matriz identidade de ordem 3. Ou ainda,

donde obtemos a seguinte equagio algébrica de 3° grau:
)"3 = (Jll i ‘]22 )Z'2 i (JIZJZ! 7 jS‘ZJZS - JIIJ'ZI );" +: JB?.JBJII . 0 2

Para definir a estabilidade local assintotica do ponto (2.28)-(2.30), o nico ponto de
equilibrio com persisténcia das trés espécies, utilizaremos os critérios de Routh-Hurwitz

(Apéndice B), que sao os seguintes:
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Dado o polindmio

0 =2 +aA* +a,A+a,, (2.37)

o ponto de equilibrio (x*,y",z") é linearmente estavel se
a, >0, a, >0, a,a, —a, >0. (2.38)

Para o sistema de Hastings-Powell, temos

a,=—(J,; +J3), a, =~(JypJy +Jndyn =Jndn), a, =Jy,JxJy (2.39)

donde, usando as expressoes dadas em (2.35) para os elementos J; , as condigdes (2.38)

fornecem:

x| B, + 1 - i,

1+b,x 10
N TN Y (2.40a)
10000 1+4b,x
g[8 X ) pfloos2 4 )
100 1+b,x 10000 1+b,x

onde

8(b,x" +1)

B, = 25x_}: 3+0'01yf sl iomy® Sy i 5x = 0.1.2._0.4 '
(1+bx) 1+2y 1+bx A1+bx 1+2y

(2.40b)

O software Maple V foi utilizado para testar as condi¢des de estabilidade linear
(2.40a2)-(2.40b) para alguns pontos de equilibrio onde consideramos o parametro b, no

intervalo [2,3]. Observou-se que o ponto de equilibrio (x",y",z") perdeu estabilidade
quando o parametro b; atingiu o valor 2,113 com precisdo de trés casas decimais, uma vez
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que para b, = 2,114 o ponto de equilibrio (x*,y",z") ¢é instavel . Também com a utiliza¢io
do software Maple V encontramos para b; = 2,113 o ponto de equilibrio (x*,y",z")=
(0,76, 0,125, 13,23) chamado ponto de bifurcagao.

Os critérios (2.40a) considerando-se (2.40b), que deduzimos nesta se¢do, nos ddo
informagao apenas sobre o comportamento local do sistema, mais especificamente sobre a
estabilidade linear ou ndo de um ponto de equilibrio (x*,y",z").

2.3 Atratores e Diagramas de Bifurcacao

Como mencionado, a analise apresentada na segdo anterior da informagdo apenas
sobre o comportamento local, proximo ao ponto de equilibrio, mas n3o esclarece o
comportamento global do sistema.

A tunica escolha para investigagdao do comportamento da dindmica global do sistema
em questdo € a integra¢do numérica, pois ele ndao possui solugdo analitica fechada.

Adotando o método de Runge-Kutta de 4* ordem, com um passo de 102,
observamos que, dependendo do valor de b;, o sistema (2.9)-(2.11) exibiu comportamento
do tipo ciclo limite ou caos. Na subsecdo 2.2.2 vimos que para b, = 2 o sistema apresentou
um ponto de equilibrio estavel, so6 perdendo estabilidade para b;=2,113.

Nas figuras 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 observa-se que a medida que variamos o valor de b; 0
sistema passa a apresentar comportamento do tipo ciclo limite e esses ciclos vdo duplicando
o periodo até que na figura 2.6 temos comportamento caotico. Essa seqiiéncia de
duplicag@o de periodo € uma das rotas tipicas para o caos.

As investiga¢des iniciais consistiram em iterar o sistema 160.000 vezes e examinar
somente as ultimas 80.000 de modo a eliminar o comportamento transiente. Estudamos o
comportamento, examinando os graficos da populagdo de cada espécie em fungdo do
tempo, assim como graficos no espago de fase tri-dimensional (eliminando a dependéncia
explicita da variavel tempo).

As figuras 2.3, 2.4 e 2.5 mostram comportamento do tipo ciclo limite para trés
valores distintos do parametro 5.

A figura 2.3 representa:

(a) no espaco de fase um ciclo limite de periodo 1 correspondendo a b; = 2,2, o
ciclo € percorrido no sentido anti-horario.

(b) o grafico de x X 7 que corresponde a b, =2.2.

Sendo um ciclo limite de periodo 1 é natural esperarmos a existéncia de apenas um
valor maximo e um valor minimo para as espécies x, y, z e € 0 que podemos observar, para
a espécie x, na figura 2.3b.

Os graficos de y x 1 e z X t apresentam o mesmo comportamento observado na
figura 2.3b.
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13

12.8

12.6

0.16

0.8
2 0.1

Fig. 2.3 — (a) Ciclo limite de periodo 1 correspondendo a &,= 2,2.
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f

Fig. 2.3 - (b) Grafico de x X f para o atrator que corresponde a b; = 2,2.

A figura 2.4 representa:
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(a) no espago de fase um ciclo limite de periodo 2 correspondendo a b, = 2,32.

(b) o grafico de x X f que corresponde a b; = 2.32.

Sendo um ciclo limite de periodo 2 é natural esperarmos a existéncia de dois valores
maximos € dois valores minimos para as especies X, y, z e € 0 que podemos observar, para
a espécie x, na figura 2.4b.

Os graficos de y X f e z X t apresentam o mesmo comportamento observado na
figura 2.4b.

125 kL
12.1 |
Zz
11.7
0.20
o 0.8
Fig. 2.4 — (a) Ciclo limite de periodo 2 correspondendo a b; = 2,32.
0.9 . : : T T T T
0.85 | A
08 |
075 | 3
o7 | =
DES |- 4
X
o8 | I -
D'?oooo 90600 1 oolooo 11 c;ooo 1 znlbm 1 31';000 1 4ol0m 1 sc;ooo 180000

{
Fig. 2.4 - (b) Grafico de x X ¢ para o atrator que corresponde a ; = 2,32.
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A figura 2.5 representa:

(a) no espago de fase um ciclo limite de periodo 4 correspondendo a ;=2 ,39

(b) o grafico de x X f que corresponde a b; = 2,39. Observa-se a existéncia de
quatro maximos e quatro minimos para a espécie x. Novamente os graficos de yxzez x ¢
apresentam 0 mesmo comportamento observado na figura 2.5b.

125 |

11.5

11

: 01
» 0.85

Fig. 2.5 — (a) Ciclo limite de periodo 4 correspondendo a b; = 2,39.
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f
Fig. 2.5 — (b) Grafico de x X ¢ para o atrator que corresponde a ;= 2,39.
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A figura 2.6 mostra comportamento irregular, sugestivo de caos:
(a) no espago de fase comportamento cadético correspondendo a b, = 2.75.

(b) o grafico de x X ¢ que corresponde a b, = 2,75. Observa-se que os valores dos
maximos primarios e maximos secundarios variam de forma irregular.

115 |
10.5
9.5
85
* 0.9 0.05
Fig. 26 - (a) Um atrator caracterizado por comportamento cacdtico
correspondendo a b; =2,75.
1 T . e T LE L] T
QIB h \ /\
o8 1 \ \ \
]
ol TR
o6 -
x 0os -
04 + -
03+ -
0320000 BU‘;OO 1 oojom 1 OIMO 1 aolow 130&30 1 4(!;0&) 1 5!.';300 180000

{
Fig. 2.6 — (b) Grafico de x X ¢ para o atrator que corresponde a b, =2,75.
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E importante salientar que o comportamento irregular observado através da
varia¢do do numero de maximos secundarios entre maximos primarios, ndo € o resultado de
um transiente, mas representa o comportamento sobre um atrator. O atrator na figura 2.6
assemelha-se a superficie de uma “xicara de cha com a abertura (parte mais larga) para
baixo”, embora as solugdes do sistema (2.9)-(2.11) nao preencham toda esta superficie. A
sensivel dependéncia de dinamicas futuras do estado atual, que é uma indicagdo de caos,
esta aparentemente no fato de que as trajetorias na alga da xicara estao muito proximas.
Assim, uma pequena mudanga nas condi¢des iniciais pode nos levar a um comportamento
dinamico diferente.

Entio procedemos a uma investigagao mais sistematica de como a dinamica do
sistema € influenciada, a medida que se varia b,, construindo diagramas de bifurcagdo. Para
construir os diagramas de bifurca¢do apresentados nas figuras 2.7, 2.8 e 2.9, integramos,
utilizando o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem, o sistema (2.9)-(2.11)
usando valores de b, entre 2.0 e 3.0 mudando em passos de 0.01 e marcamos os valores de
Xmax, Vmax € Zmax €M fung¢@o do parametro b;. Encontramos uma seqiiéncia de duplicagdo de
periodos como exibido por equagdes a diferengas unidimensionais € que constitui uma das
rotas tipicas para o caos. Os valores de b, para os quais existe um menor namero de valores

de X, Vo © Zm NO diagrama correspondem a um comportamento do tipo ciclo limite,
enquanto que os valores de b; para os quais os valores de x_.,V..€ Z,. formam
aproximadamente um intervalo correspondem a caos.
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08 L 4

06 |

xmax
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02

2 2.2 2.4 286 2.8 3
Fig. 2.7 — Diagrama de bifurcagdo para a espécie x: valores de Xpma. X b;.
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Ymax

0.2

0.1 -

0 1 1 ! 1 1 1 1 1 1
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Fig. 2.8 - Diagrama de bifurcagado para a espécie y: valores de V.. X by.
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Também, nestas figuras, podemos deduzir que para alguns valores de b, por
exemplo, para b, = 2,6, existem dois atratores separados, um caotico e um que € um ciclo
limite. Assim, a presenca de dinamicas cadticas pode depender das condigdes iniciais, com
umas levando a um ciclo limite e outras levando a caos.

14 T T T T = o T T T T

13

12

Zmax 41

10 + "g‘

Fig. 2.9 — Diagrama de bifurcag@o para a espécie z: valores de zp.. X b;.

Uma considera¢@ao importante a ser feita é que as escalas de tempo utilizadas s@o
muito importantes. Por exemplo, quando consideramos escalas de tempo pequenas, o
comportamento pode parecer bastante regular. Entretanto, se considerarmos escalas de
tempo maiores os efeitos de sensibilidade as condi¢bes iniciais e as variagdes nos
parametros tornam-se muito importantes.

Mais surpreendente € vermos que o comportamento assintotico do sistema €
extremamente sensivel ao valor de b,. Nos diagramas de bifurcagdo apresentados nas
figuras 2.7, 2.8 e 2.9 ¢ facil ver que mesmo pequenas variagdes em b; podem causar uma
mudanga de ciclo limite para caos ou vice-versa.



3 CICLOS LIMITE: DEFINICAO E TEOREMAS DE
EXISTENCIA

Sendo um dos nossos principais objetivos o estudo do comportamento assintético de
solugbes de equacdes diferenciais autonomas, com maior enfoque em solugdes periddicas
do tipo ciclo limite, torna-se necessario estabelecer alguns conceitos importantes antes de
procedermos as definigbes e aos teoremas concernentes. Estas solugdes sao do ponto de
vista pratico uma das principais caracteristicas de um sistema e ¢ desejavel que sejamos
capazes de garantir sua existéncia.

No capitulo 2, além de apresentar o modelo de Hastings-Powell, foram identificados
através de integra¢do numérica, diversos ciclos limite correspondentes a distintos valores
do parametro de controle do sistema.

Nosso objetivo, neste capitulo, € o de enunciar e aplicar dois teoremas, a saber, o
teorema de Poincaré-Bendixson e o teorema da Bifurcagdo de Hopf, considerados
fundamentais nos estudos que se referem a existéncia de ciclos limite.

Visto que o teorema de Poincaré-Bendixson é valido apenas em R*, o mesmo sera
aplicado (se¢do 3.4) aos subsistemas bidimensionais do sistema de Hastings-Powell. Aos
mesmos subsistemas aplicaremos mais tarde (se¢do 3.6) o teorema da Bifurcacio de Hopf

em R’>. O modelo completo de Hastings-Powell tridimensional sera retomado ao final do
capitulo, quando abordaremos o teorema da Bifurcagio de Hopfem R°.

3.1 Solucgdes Periddicas e Ciclos Limite

Por convengdo usaremos letras em negrito para denotar quantidades vetoriais. Por

dx, dx .
exemplo, se x=(x,,x,), %:-:(j—j] e F=(F,,F,) podemos escrever um sistema
bidimensional da forma

dx dx
—E;‘:Fl(xnxz)s "j=Fz(x1)xz)
como
dx
—=F(x). 3.1
= (x) (G.1)

Convencionaremos o uso de subscritos para denotar as componentes de um vetor e
sobrescritos para identificar os vetores, por exemplo, x' =(x;,x}).
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Solugdo periddica de um sistema auténomo do tipo

dx _
— =F®

€ uma solug@o que satisfaz a condic¢@o de periodicidade
x(t+T1)=x(1),

para todo 7 e para algum 7 constante ndo negativo. Denomina-se periodo ao menor dos
valores de 7" que satisfazem esta condi¢do de periodicidade. Uma solug@o constante € um
caso especial de solugdo periodica.

Solugdes periodicas representam, portanto, fendmenos que ocorrem repetidamente
e, no plano de fase, correspondem a curvas fechadas.

Quanto a estabilidade orbital, uma trajetoria fechada pode ser:

- estavel: quando a trajetoria fechada for tal que outras trajetorias nem se aproximam
nem se afastam dela; por exemplo, cada uma das trajetorias fechadas (solugdes
periodicas) das equagdes do modelo de Lotka-Volterra para sistema predador-presa;

- instavel: quando as trajetorias por ambos os lados da trajetoria fechada espiralam
para longe dela, quando 7 — .

Pode-se mostrar que toda trajetoria fechada de um sistema deve necessariamente
contornar no minimo um ponto critico (de equilibrio). Além disso, mostra-se também
que se uma trajetdria fechada contornar apenas um ponto critico, este ponto nao pode
ser um ponto de sela.

Isto implica que se uma regido ndo contiver ponto critico, entdo ndo podera existir
trajetoria fechada localizada inteiramente nesta regido. Da mesma forma, se a regido
contiver apenas um ponto critico e se este ponto for um ponto de sela, entao nao podera
existir trajetoria fechada localizada inteiramente nesta regiao.

Denomina-se ciclo limite a uma trajetoria fechada no plano de fase, tal que outras
trajetorias nao fechadas espiralam em diregdo a ela, pelo lado de dentro e/ou pelo lado
de fora, quando 7 — . Trata-se, portanto, de um “estado final”, em diregdo ao qual
trajetorias “vizinhas” se aproximam, quando os transientes devido as condi¢des iniciais
ja se “extinguiram’.

Um ciclo limite pode ser:

- assintoticamente estavel. quando todas as trajetorias que iniciam perto da trajetoria
fechada (dentro ou fora) espiralam em diregdo a ela quando # — o,

- semi-estavel. quando as trajetorias por um dos lados espiralam em diregdo a
trajetoria fechada, mas pelo outro lado espiralam afastando-se dela, quando 7 — o
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Antes de enunciar os teoremas relevantes, estabeleceremos uma defini¢io formal de
ciclo limite. Define-se (Hale e Kogak (1991)) ciclo limite a partir da definicdo de orbita
periddica e de conjunto limite, como segue:

Seja o problema de valor inicial bidimensional

%:F(x) . ikl yex?, (3.2)

Se F e C'(ou seja, se a fungdo F for continua e possuir as derivadas parciais de
primeira ordem também continuas), entdo para qualquer x’ e R?, existe um intervalo
(possivelmente infinito) / , =(a,,f ) contendo 7, =0 e uma Gnica solu¢do o(t,x") do
problema de valor inicial (3.2) definida para todo 7€/, satisfazendo a condi¢do

9(0,x")=x".
Cada ponto do espago (7,x) onde F(x) ¢ definida, fornece um valor da derivada

dx . I :
—, cujas componentes definem a inclinagao de um segmento de reta orientado no ponto x
f

do espago de fase bidimensional (xi, x2) do sistema. O conjunto de todos estes segmentos €
chamado campo de direg¢oes (ou campo vetorial) da equagao diferencial (3.1).

O grifico da solugio passando por x’, isto ¢, a curva no espago tridimensional
(t,x) definido por 37, ¢(1,x"):1 €1 , § é chamado a trajetéria passando por x” .

As projegdes das trajetorias sobre o plano (x,,x,) sdo chamadas orbitas ou
caminhos de fase no espago de fase (x, x2) . E o conjunto de todas as orbitas juntamente
com as setas que indicam o sentido no qual ¢(z,x°) esta mudando quando ¢ aumenta é
chamado diagrama de fase para o sistema.

A orbita positiva (ou semicaminho positivo) y*(x°), a drbita negativa (ou
semicaminho negativo) 7 (x°) e a odrbita (ou caminho) y(x°) de x°sdo definidas,
respectivamente, como os seguintes subconjuntos de R’ (no plano (x,,x,)).

y &)= | etx"

1108 0)

r &)= | e@x°%)

re(a‘n,oj

&)= |J o@.x%)

re {a‘a -ﬁ‘e ]
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Uma solugdo ¢(#,x") de (3.1) é chamada uma solugéo periédica I’ de periodo p,
comp >0,se @(t+p,x°)= @(t,x°) paratodo? eR.

Um ponto y € um ponto limite @ da orbita y(x°) se existir uma seqiiéncia ¢, com
t,>pB. quando j—+o tal que ¢(t;,x") >y quando j—>+w .Istoé,y éum
ponto limite @ da orbita y(x°) se, para qualquer £>0, existir um 17(¢) tal que
" y— ga(t(a),x“)” <& . O conjunto de todos os pontos limite @ da orbita y(x°) é chamado

o conjunto limite @ de y(x°) e é denotado por w(x’).

O conceito de conjunto limite a denotado por a(x”) de uma orbita 7(x°)pode ser
definido similarmente revertendo o sentido do tempo. Mais precisamente, um ponto
y ca(x’) se existir uma seqiiéncia 7 ;, com f, >a, quando j — -+ tal que
o(t,,x°) —>y quando j— +o.

Uma oOrbita periédica I é chamada um ciclo limite se existirem dois pontos em

R*, um no interior de I" e o outro no exterior, tal que o conjunto limite & ou @ da 6rbita
passando por estes pontos € a orbita periodica .

Como visto na se¢ao 1.2.2 uma solugio do tipo ciclo limite € uma trajetona fechada
no espa¢o de fase, em particular no plano de fase no caso de considerarmos um sistema
bidimensional, que ndao € um membro de uma familia de trajetorias fechadas tais como as
solu¢des do modelo de Lotka-Volterra, pois neste caso cada trajetoria fechada é um ciclo
(orbita periodica estavel), mas ndo um ciclo limite.

Supondo que o diagrama de fase para um sistema de equagdes diferenciais contenha
um unico ponto de equilibrio instavel e um ciclo limite circundando-o, entdo todos os
estados iniciais levam a oscilagdes periodicas representadas por ciclo limite. Em tais casos
o ciclo limite € a principal caracteristica do sistema do ponto de vista pratico.

32  Analise de estabilidade linear e algumas solucdes dos
subsistemas de Hastings-Powell obtidas através de integragdo
numérica

Visto que alguns teoremas a respeito de existéncia de ciclos limite sdo aplicaveis
apenas em R’ construiremos a seguir sistemas bidimensionais a partir do modelo de
Hastings-Powell. Nesta segdo, serdo apresentados os pontos de equilibrio de cada
subsistema juntamente com a analise de estabilidade destes pontos. Mostraremos também
algumas solu¢bes numéricas encontradas para o que chamaremos subsistemas
bidimensionais de Hastings-Powell.
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3.2.1 Solugdes do subsistema ( x y ) de Hastings-Powell

Denominaremos subsistema xy ao sistema bidimensional adimensional obtido a
partir daquele de Hastings-Powell, considerando-se que a populagdo de superpredadores
seja nula, ou seja, z = 0, e utilizando os valores dos parametros dados na tabela 2.1, isto é:

dx
L . v.b, 3.3
7 x f(x,y.b,) (3.3)
dy
L A v.b, 3.4
dt yg(x,y.b,) 3.4
onde definimos
5
fx,3,b,)=(1-x)-—2— (3.5)
1+5,x
[~
5x
g(x,y,b,)= -04 (3.6)
1+b,x

Os pontos de equilibrio (x",y") do sistema constituido pelas equagdes (3.3)-(3.6) sdo
quatro:

a) (x*, )= (0,0)

b) f(x",y",b,)=0 e y =0 queresulta (x",y )= (L,0) ou (x",y")= (-bi,()}

1

, este

©) f(x",y".b)=0e g(x",y",b)=0 que resulta (x',}")z[ ; 5(23_2)5‘)J

25-2b, (25 - 2b,)*
€ o unico que n3o ¢ um equilibrio de extingao.

o . - » 1 - < .
O ponto de equilibrio (x ,y )= [_E_’OJ possui abscissa negativa uma vez que o
1
parametro b, € sempre positivo e, portanto, ndo o consideraremos daqui para frente, pois

nao possui sentido biolégico. Precisamos entdo analisar a estabilidade dos outros trés
pontos de equilibrio.
A matriz jacobiana associada ao sistema (3.3)-(3.6) para cada um destes pontos

criticos (x*,y"), é dada por:
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. : .
. SR ..
(1+5,x)* 1+b,x
Jx',y)=
S5y 5 2
(1+b,x)* I+bx 5] . .
1 0
a) Para (x",y")= (0,0) tem-se J(0,0)= , | que independe de b;. A matriz em
8 ==
5

questdo possui trago positivo e determinante negativo, o que significa que o ponto de
equilibrio é um ponto de sela, ou seja, é sempre instavel. Exceto estritamente ao longo de
uma diregdo, qualquer pequena perturbagdo a partir deste equilibrio cresce
exponencialmente. Os autovalores e autovetores associados a esta matriz s3o,

; 2
respectivamente A, =1, 4, = ik e (1,0) e v, =(0,1).

I §

- .
1+ 5,
b) Para (x",y")= (1,0) tem-se J(1,0) = que possui trago negativo

0 A

1+b, 5|

18 . ae 4
para b, >—7—m1,57 e determinante positivo para b, >11,5, ou seja, o ponto s6 é

localmente assintoticamente estavel (atrator) para 5, >11,5. No caso de b, <11,5 temos
dois casos a considerar. Se 1,57 <b, <11,5 a matriz possui trago e determinante negativo,
o que significa que o ponto de equilibrio € um ponto de sela. Se 5, <1,57 a matriz possui
trago positivo e determinante negativo o que significa que o ponto de equilibrio, neste caso,
também € um ponto de sela. A tabela 3.1 fornece uma sintese destes resultados. Onde
aparecem asteriscos (***) nas tabelas 3.1 e 3.2 significa que como o det J € negativo o
ponto de equilibrio é sempre de sela, ndo precisamos nestes casos analisar o sinal de
tr2J —4det J .



48

Ponto de

Intervalo

Sinal de Sinal de tr2J —4det J| Tipode
equilibrio de b trJ det J singularidade
, 18 positivo negativo - ponto de
157 sela
18 ) _ ponto de
(1,0) e b, <115 | negativo negativo Fhok sela
; o espiral
b, >115 negativo positivo estavel

Tab. 3.1 — Analise do tipo de singularidade do ponto (1, 0) em fung¢ado do parametro b;.

¢) Como estamos tratando com um sistema dindmico populacional, precisamos garantir que
nenhuma das populagdes (x e y) assuma valores negativos. Antes da analise da estabilidade
do ultimo ponto de equilibrio vejamos as condi¢gdes sobre o parametro b; que garantem que

(x", y")pertence ao primeiro quadrante.

2 523-2b)
25-2b, " (25-25,)"
b, <125 e y" >0 quando b, <115, ou seja, para que tenhamos x >0 e
simultaneamente devemos ter b, <11,5. Observamos que este intervalo para b; ndo inclui o

valor de b, = 12,5 onde as coordenadas do ponto em questdao apresentam uma
singularidade.

Considerando o ponto (x ,y")= [ J temos x >0 quando

y >0

2 5(23-2b,)
25-2b, ' (25— 2b,)*

A matriz jacobiana calculada em (x",y")= ( } fornece

4  (23-25) 2]

]._
25-2b, 25 5

5(23-2b : i
( ) ] = que possui determinante

2
i 2 T -
[25 2b,” (25-25,) 235,

25

23-4/329

positivo para b, <115 e trago positivo para r, <b, <r, onde r, = ~1,21 e

3 ~ 10,28, ou seja, instabilidade do ponto no intervalo 1,21 <5, <10,28. Isto

2344329
4

significa que todas as oOrbitas na vizinhanga deste ponto movem-se no sentido de se afastar
do ponto. A tabela 3.2 fornece uma sintese da analise do tipo de estabilidade ou
instabilidade do ponto em fungao de b;.



Ponto de Intervalo Sinal de Sinal de r®J —4det J | Tipode
0<b <r, negativo positivo negativo nodo estavel
[ 2 523- 25,)}
S * s _ D . . .
Sl S n<h<n positivo positivo negativo nodo instavel
ra< by<115 negativo positivo negativo S

Tab. 3.2 - Anilise do tipo de singularidade do ponto [

parametro b,.

5(23-2b)

25-2b (25-2h)°

) em fungdo do

A figura 3.1 fornece o diagrama de bifurcagdo (espécie x) para o subsistema dado

pelas equagdes (3.3)-(3.6).
Por convengdo, solugdes estacionarias estaveis constituem curvas continuas,
enquanto que solugdes estacionarias instaveis constituem curvas tracejadas.

/f
o
0,04 ——4——--——"""""""" .
b 2 a
0. _____ g._________...._._-..____g_) __________ —4 _______ p—
1,521 10,28 5

by

Fig. 3.1 — Diagrama de bifurcagdo (espécie x) para o sistema
(3.3)-(3.6), onde os pontos de equilibrio sdo: (a) (0, 0), em (b)

2 5(23—24)}

(1,0)eem (c) {

25-2b (252’
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E importante observar na figura 3.1 que existem trés estados de equilibrio que
apresentam, quanto a estabilidade, quatro intervalos distintos:

a) Para 0 < b; < 1,21 o sistema apresenta dois equilibrios instaveis, x=0 ex =1, e um
2

25-2b,

b) Para 1,21 < b; < 10,28 os trés estados de equilibrio sio instaveis. Poderiamos
esperar a existéncia de ciclo limite neste intervalo.

c) Para 10,28 < b, < 11,5 o sistema volta a apresentar 0 mesmo comportamento inicial,

equilibrio estavel , x =

a saber, instabilidade para x =0 e x = 1 e estabilidade para x =

25-2b,

d) Para b, > 11,5 o sistema continua apresentando os trés pontos de equilibrio, mas
apenas o ponto x = 1 € estavel. Ndo ha sentido bioldgico neste caso, pois para b,
neste intervalo a populagéo y < 0.

Utilizando o método numérico Runge-Kutta de quarta ordem, através do comando
“dsolve” do software Maple V, integramos o sistema constituido pelas equacdes (3.3)-(3.6),
e verificamos, para valores do pardmetro 5, no intervalo (1,21, 10,28) que corresponde ao

2 5(23-2b)
25-2b, " (25-2b,)*
limite. As figuras 3.2 e 3.3 mostram a solugdo deste sistema considerando-se b; = 10 para
condigOes iniciais distintas e demonstram claramente que o ciclo limite € o mesmo,
independente da condigdo inicial escolhida. Na figura 3.2, o ponto inicial € interior ao ciclo
limite, enquanto que na figura 3.3, é exterior ao ciclo limite. Em ambas, o sentido do
percurso (para ¢ crescente) € anti-horario. Observamos também que este ciclo contorna o

intervalo onde o equilibrio ( J ¢ instavel, comportamento do tipo ciclo

ponto de equilibrio [%%J, que como a tabela 3.2 mostra, € um ponto critico do tipo nodo

instavel, pois para o valor de b, considerado, a saber, ;= 10, tem-se tr J > 0, det J> 0 e

fer—%detJ<0.

: 4

05 /

D,Ag —’—‘/)\
0.3

0.2

0.2 0.4 0.5 08

Fig. 3.2 — Solugdo do sistema (3.3)-(3.6) considerado com
b; =10 e condicao micial (x (0), v(0))=(0,4,0,3).
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y

06
0.57
0.4 -
1:l.3-1

(/
: ‘&

0.24 z . -
02 04 06 08 X

Fig. 3.3 — Solu¢do do sistema (3.3)~(3.6) considerado com
by =10 e condigdo inicial (x(0), ¥(0) )= (0,6, 0,2).

3.2.2 Solugdes do tipo ciclo limite no subsistema ( yz ) de Hastings-Powell

Denominaremos subsistema yz ao sistema bidimensional adimensional obtido a
partir daquele de Hastings-Powell, considerando a populagao de presas (x) constante e
utilizando os valores dados na tabela 2.1, isto é:

L yhr,2) 3.7)
dz
—_—=Z W ’z 6.8
=W (2,2) (.8)
onde definimos
0.1z
h(y,z)=(- - 3.9
,z)=(1-y) o (3.9)
e
0.
LT (3.10)
1+2y

que independe do parametro b;.

Observamos que, ao escrever o subsistema yz acima, sendo a populagdo x constante,
consideramos uma dindmica de predadores (y) tal que na auséncia da populagao de
superpredadores (z) € descrita por uma equagao diferencial do tipo logistica:

Y _ - 5
7 =y(1-y) (3.11)
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O sistema constimido pelas equagdes (3.7)-(3.10) possui quatro pontos de
equilibrio:

a) (¥°.27)=(0,0)
b) h(y.z)=0 e z" =0 queresulta (y*,z")=(1,0) ou (y',z")= (—%OJ

1 175

E’FJ , este € o unico que nao € um

c) h(y,z)=0 e w(y,z) =0 que resulta (y',z')=(

equilibrio de extingdo.
A matriz jacobiana associada ao sistema (3.7)-(3.10) é dada por:

0,1z 0.2z oly |
(1-y)- +y =1 e
1+2y (1+2y) 1+2y

I,z =

t

0,1z 0,1y ~0.01

(1+2y)* 142y j

a) Para (y*,z")= (0,0) tem-se J(0,0)= .t A matriz em questdo possui trago

100
positivo e determinante negativo, o que significa que, (ver apéndice C) o ponto de
equilibrio € um ponto de sela, ou seja, ¢ sempre instavel. Exceto estritamente ao longo de

uma dire¢do, qualquer pequena perturbagido cresce exponencialmente. Os autovalores e
. - \ 1
autovetores associados a esta matriz sdo, respectivamente A, =1, 4, = e v, =(1,0) e

v, =(0,1).

b) Para (y",z')= (1,0) tem-se J(1,0)= que possui trago negativo e

® 3

300
determinante negativo o que significa que o ponto de equilibrio, neste caso, também € um
ponto de sela.

¢) Para (y*,z")= (—%,O) nao faremos a andlise da estabilidade pois ndo ha sentido

biologico neste ponto.
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=
40 100
1 17
d) Para (y°,z°)= [— —EJ a matriz fica J[l 1?5] que possui trago e
16 8 16 2
10

determinante positivo, o que significa que o ponto de equilibrio € instavel.

A analise do tipo de instabilidade do ponto G %] foi feita de forma similar ao que

fizemos na se¢ao anterior. Como este sistema independe de qualquer parametro, calculamos

r’J—4det] e encontramos -0,025, o que significa #°J <4detJ e portanto o ponto
considerado € do tipo nodo instavel.

E importante salientar que este sistema n3o apresenta diagrama de bifurcag¢do, uma
vez que independe de qualquer parametro.

Utilizando novamente o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem através
do comando “dsolve” do software Maple V, integramos o sistema constituido pelas
equacgdes (3.7)-(3.10) e verificamos comportamento do tipo ciclo limite. As figuras 3.4 e
3.5 mostram a solugdo do sistema (3.7)-(3.10) considerando-se condigdes iniciais distintas.
Na figura 3.4, o ponto inicial € interior ao ciclo limite, enquanto que na figura 3.5, é
exterior ao ciclo limite. Em ambas, o sentido do percurso (para 7 crescente), € o anti-
horario. Observamos também que esta trajetéria periédica contorna o ponto critico
[1 175

= J que, como mostraremos anteriormente € do tipo nodo instavel.

S
11 \
10 \,
9
0.1 0.2 0.3

8

D4 05 y

Fig. 3.4 — Solucédo do sistema (3.7)-(3.10) considerado com
condigdo micial ( 3(0), z(0) ) = (0,1, 9,0).
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124

111

104

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 os Y

Fig. 3.5 — Solugdo do sistema (3.7)-(3.10) considerado com
condicdo inicial ( (0), z(0) ) = ( 0,57, 8,2).

3.3 O Teorema de Poincaré-Bendixson

Apresentaremos, a seguir, o enunciado do teorema de Poincaré-Bendixson e
algumas implicagdes deste teorema, para aplica-lo, na proxima se¢ao, aos subsistemas de
Hastings-Powell.

O enunciado (D.W. Jordan e P. Smith, 1987, p.294) do teorema de Poincaré-
Bendixson € o seguinte:

Seja M uma regido limitada-fechada que consiste de pontos ndo-singulares de um

sistema auténomo bidimensional i F(x) tal que algum semicaminho positivo H do

sistema permanega completamente em R. Entdo ou A € um caminho fechado, ou H se
aproxima de um caminho fechado, ou /' termina em um ponto de equilibrio.
Em outras palavras, se existir uma constante 7, tal que

x=¢(t) e y=y()

seja uma solugdo do sistema, que existe € permanece para todo = 7, em uma regido R que
n3o contém ponto critico do sistema

dx
e IR
2 (x,»)

@
df —G(x:}’),
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entao ou

x=4(t) e y=y()

€ uma solugao periodica (trajetoria fechada), ou

x=¢() e y=y()

espirala em dire¢ao a uma trajetoria fechada quando 7 — 0.

Em ambos os casos, o sistema possui uma solu¢do periodica em R.

Lembrando que (secdo 3.1) toda trajetoria fechada deve contornar no minimo um
ponto critico, concluimos que a regiao R a qual se refere o teorema de Poincaré-Bendixson
ndo pode ser simplesmente conexa (deve ter um “buraco”, no qual se situa o ponto critico
que a trajetoria fechada contorna).

O teorema pode ser usado das seguintes formas:

a) Suponhamos que se possa encontrar duas curvas fechadas C; e C> com C, interior a C,
tal que todos os caminhos atravessando C; apontem para seu interior, € todos os caminhos
atravessando C apontem para fora dela. Entdo nenhum caminho que esteja na regido anelar
(regido entre C; e C-) pode escapar dela. Se a regido anelar ndo tiver pontos de equilibrio,
trata-se de uma regiao R para o teorema de Poincaré-Bendixson, e o teorema prediz que ha
no minimo um caminho fechado Z em R . Neste caso, a curva C> evidentemente contornara
0 ponto critico.

A dificuldade pratica esta em encontrar, para um dado sistema uma curva C; € uma
curva (> adequadas, tais que o teorema possa ser aplicado (onde a solugdo permanece para
todof = 1y). A figura 3.6 ilustra uma regido R para o teorema.

b) Se pudermos encontrar uma curva fechada C;, que contorne um ponto de equilibrio
instavel (que ndo é um ponto de sela), tal que todos os caminhos que atravessem C,
apontem para dentro dela, temos um dominio confinado. Vale salientar que o proprio ponto
de equilibrio por ser instavel garante que todas as trajetorias se afastam dele e se as
trajetorias que atravessam o contorno externo (Ci) apontam para dentro isto significa que
nenhuma trajetoria (soluc@o) pode sair do dominio confinado uma vez dentro dele.



G

Fig. 3.6 — Uma regido ‘R para o teorema de Poincaré-Bendixson. Curva C,
mnterior a curva C, e tal que todos os caminhos atravessando C, apontam para
seu interior e todos os caminhos atravessando (; apontam para fora dele.

Reproduziremos no apéndice C uma aplicagdo do teorema de Poincaré-Bendixson
apresentada por Jordan e Smith (1987). Na secdo seguinte, faremos a aplicagio do teorema
ao que chamamos anteriormente subsistemas de Hastings-Powell.

3.4 Aplicagdo do Teorema de Poincaré-Bendixson aos subsistemas
de Hastings-Powell

3.4.1 Aplicagdo ao subsistema (xy) de Hastings-Powell

Para mostrar que o sistema

& _ a2 |-
” —x{(l ) 1+blx:| x f(x,y) (3.12)

dy 5%
—_— = -04|= X 3.13
” y[i-&-b,x s } y 8(x,y) (3.13)
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obtido de (3.3)-(3.6) possui uma solugdo periddica, segundo o que foi dito na secio
anterior, podemos proceder de duas formas:

1) Devemos tentar encontrar duas curvas fechadas, limitadas ao quadrante positivo do
espago de fase xy (supondo que assim como na figura 3.5 a curva C; seja interior a C)) tais
que todas as trajetorias de fase passando por C; apontem para dentro do dominio e todas as
trajetorias de fase passando por C; apontem para fora. Isto €, se n denota o vetor normal
apontando para fora de uma determinada fronteira devemos ter:

d
a)n [%%J <0 para todos os pontos sobre C;

b) n (%%} >0 para todos os pontos sobre (.

Se estas inequagdes sdo validas para pontos sobre as fronteiras (C; e () isto
s B : dx ;
significa que o vetor “velocidade” [?%] esta apontando ou para dentro ou para fora.
t dt
Intuitivamente isto significa que nenhuma trajetoria (solu¢do) pode sair do dominio uma
vez tendo estado dentro dele.

2) Devemos tentar encontrar uma curva fechada C;, que contorne um ponto de equilibrio
instavel, tal que todos caminhos que atravessem C, apontem para dentro dela. Isto €, se n
denota o vetor normal apontando para fora de uma determinada fronteira C; devemos ter:

dx d
n. [Z’ ?‘:,J <0 para todos os pontos sobre C;

Nosso objetivo deve ser, portanto, ou encontrar duas curvas que determinem um
conjunto confinado apropriado que encerre um ponto singular ou encontrar uma curva
fechada que encerre um ponto singular instavel para que assim possamos aplicar o teorema.
Adotaremos o segundo procedimento.

Antes de procedermos a aplicagdo do teorema, precisamos relembrar o ponto de
equilibrio, de interesse, do sistema (3.3)-(3.6), sua analise quanto a estabilidade (sec¢do
3.2.1) e fazer algumas consideragdes importantes quanto ao intervalo do parametro b, que
sera considerado para garantirmos que o conjunto confinado estara realmente englobando
um Unico ponto de equilibrio.

O ponto de equilibrio do sistema (3.3)-(3.6), onde ndo ha extingdo de nenhuma das

2 5(23-25,)
25-2b," (25-2b,)’
equilibrio do tipo nodo instavel. A partir de agora so trabalharemos com valores de b, neste
intervalo uma vez que para aplicarmos o teorema de Poincaré-Bendixson precisamos ter um
conjunto confinado envolvendo um ponto de equilibrio instavel.

A figura 3.7 representa asretas x=0, y=0 eascurvas f(x,y,5,)=0 ¢ g(x,y,6,)=0.

espécies, ¢ (x ,y')= [ J, que para 1,21<b, <10,28, é um ponto de
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2

De acordo com a equagdo (3.12), sobre x = 0 e também sobre f(x, y, b;) = 0, tem-se ? =0;
t

por outro lado, sobre y = 0 e sobre g (x, y, b;) =0, tem-se g{— =0, de acordo com a equagio

(3.13).

x=0 %\ /— g(an’: bl)=0

/_ f(xa J’,bl) =0
d>

d y=0

/ 0 x \ x
Fig. 3.7 — Grafico das isoclinas x =0, y =0, f (x, y, b)) =0 e g (x, y, b;) =0, para

by = 10, com as distincias d; e d», entre (x",y") e cada um dos outros dois
pontos criticos do sistema.

dy

Cada vez que se da o encontro de uma linha azul [;:0) com uma vermelha

[%zﬂ} temos um ponto de equilibrio, cuja estabilidade acabamos de analisar. As

distancias d; e d, representam respectivamente as distancias do ponto de equilibrio (0,0) ao
5(23-2b 5(23-2b
ponto 2 : (2 ‘2) - ; ( 13
25-2b, " (25-2b,) 25-2b, " (25 - 2b,)
possamos aplicar o teorema, precisamos garantir que as curvas consideradas estejam
englobando apenas um ponto de equilibrio instavel.

) e do ponto (1, 0) ao ponto ( J Para que

2 5(23-2b,)
25-2b, " (25-2h,)*

Com relag@o ao ponto [ )temos:

x" =y para b, =% ~10,8
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x" > y" para b, >%€l ~10,8

x" <y’ para b, <(:5—5 ~10,8

Para o intervalo de b; que estamos considerando, a saber, 1,21 <5, <10,28, teremos
sempre x <lex <y"

Sobre contornos circulares de raio r, com centro em (x*,y"), podemos escrever o

produto escalar n{%,-?—r] em termos de x*, ", x, y e by, como segue:

« [ dx «[dv) _ . S5y . 5x
= e o 2 = g R ey - P Lo SO
(x—x )[ dz} (v—y )[ dr} (x—x )(r{(] x) 1+b1x:|] + (y=y )[y[l+blx 0,4:“.

dx d .
Em coordenadas polares, o produto escalar n{:;f’-] pode ser escrito, em termos
t

de x",y",r,8 e by, como segue:

(rcosi9){(roos9+x'){(1—(rcosg+x‘))_ 5(rsen@+y") :|]+

1+b,(rcosd+x")

(3.14)

| 5(rcosf+x")
. P -0,4
+(rsen )[("S“"n +y)[l+b1(roosé?+x‘) D

A variagdo de &, de modo a restringir parte da circunferéncia que se situa no
primeiro quadrante, depende do valor de r.
Para tanto, definimos:

d, se x <05
r. =minid,,d, =1 g
" .4} {dz se x" >05

d, se x" <05
r, =maxd,,d,g=1 ° a8
. ¢,d.} {d, se x” >05

e observamos que d, =d, se x =05.
Desta forma, obtemos a tabela 3.3:



60

R Variagdo de & Outras singularidades
incluidas, sobre o eixo x.
r< x' [0, 27[]
nenhuma
X Sr<r, [-7+a,z-a]
nenhuma
FEX
e [- 8, 7-a] apenas uma: (0, 0)ou (1, 0)
T Srar;
r>r, [-8.7-a]
duas: (0,0)e (1,0)

Tab. 3.3 -Numero de singularidades em fungdode re €.

- *

> x ;
onde @ e f satisfazem cosa=— € sen f = y_’ respectivamente.
r r

Sempre que 7 for maior que x, parte do contorno fechado podera ser constituido
pelo arco de circunferéncia determinado na tabela acima; sera necessario ainda compor o
restante do contorno fechado de modo a poder aplicar o teorema de Poincaré-Bendixson.

Dentro do intervalo de b; considerado escolhemos »; = 10, como fizemos na segdo
3.2, e buscaremos a regiao para o teorema utilizando este valor.

Considerando 5; = 10 obtemos os seguintes pontos de equilibrio: (0,0) e (1, 0) e
(x’,¥) = (0,4, 0,6). Para(x’,y") = (0,4, 0,6) a distancia &, ~ 0,72 e d, ~0,85. Supondo
r = 0,84 estamos no caso, do quadro acima, onde as singularidades sdo (0, 0) ou (1, 0).
Substituindo os valores de x e r, o intervalo de € a ser considerado deve ser

—0,78 <8 <2,06. A figura 3.8 mostra o grafico de n. (g%:i] dado em (3.14) versus 8 que

apresenta valores negativos no intervalo, o que esta de acordo com as condigGes para o
teorema ja que este € parte do nosso contorno externo. Na figura 3.9, visualizamos a
solugdo do subsistema (3.12)-(3.13) juntamente com o campo de diregoes e esta parte da
circunferéncia de raio 0,84 e centro (0,4, 0,6). O contorno externo € constituido pelo arco
de circunferéncia mostrado na figura 3.9 juntamente com os segmentos de reta x = 0 e
y = 0 (sobre x = 0 as trajetorias sdo verticais € sobre y = 0 as trajetorias sdo horizontais)
para 0<x<0,997 e 0<y < 1,34 desconsiderando apenas o ponto (0, 0). Os valores 0,997
e 1,34 sdo as intersecgoes da circunferéncia de raio 0,84 com o eixo x e com o eixo y
respectivamente.

Se o sistema autonomo possuir um dominio confinado, isto €, cujo contorno € tal
que as trajetorias o atravessam de fora para dentro, e se no interior deste dominio existir um
nico ponto singular (x*,y") do tipo né instavel ou espiral instivel, entio nenhuma
trajetoria de fase pode tender, com o tempo, para este ponto, nem sair do conjunto
confinado. O teorema de Poincaré-Bendixson estabelece entdo que a trajetoria tende para
um ciclo limite. Se a unica singularidade instavel for do tipo ponto de sela, nao ha ciclo
limite.
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X
dt df]
06 02 | 02 0B 1 1.4 18 6
/ N
\

Fig. 3.8 Grafico n.[%,%} versus & considerado com raio » = 0,84.

P % T e e e e P e S
P e R N
067 / 7 /27 N
N et
02 :}\ ‘;‘: /7
J ———
4
02 04 06 68 -1 12 14 16 X

Fig. 3.9 - Solugdo do subsistema (3.12)-(3.13),
juntamente com o campo vetorial e o circulo de centro
", ¥) = (0,4, 0,6) e raio r = 0,84.

3.4.2 Aplicagdo ao subsistema (yz) de Hastings-Powell

Para mostrar que o sistema

dy _ oy Olz 3.15
0 y[(l ¥) 1+2y} yh(y,z) (3.15)
% X =z 16
a z[l+2y 0,0I} zw(y,z) (3.16)
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obtido de (3.7)«(3.10) possui solugio periédica devemos, como na subsegio 3.4.1,
encontrar uma regido para o teorema. Nosso objetivo deve ser, portanto, encontrar uma
curva fechada que encerre um ponto singular instavel para que assim possamos aplicar o
teorema. Este ponto de equilibrio instavel do sistema (3.15)~(3.16), onde ndo ha extingdo de
1 175

nenhuma das espécies ¢ dado por ( y',z')=(§,¥

] que € do tipo nodo instavel (segdo

3.2.2).

A figura 3.10 representa as retas y=0, z=0 e as curvas A(y,z)=0 e
w(y,z)=0.

De acordo com a equagao (3.15), sobre y = 0 e também sobre A(y,z)=0, tem-se

dy

dz
= =0 ; por outro lado, sobre z = 0 e sobre w(y,z) =0, tem-se r =0, de acordo com a
t

equagao (3.16).

Fig. 3.10 — Grafico das isoclinas de inclinagdonula y= 0, z=0,h (y, 2)=0e
w(y, z) = 0 com as distancias d; e d,.
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Cada vez que se da o encontro de uma linha azul com uma vermelha temos um
ponto de equilibrio, cuja estabilidade acabamos de analisar. As distdncias & e &

representam respectivamente as distancias do ponto de equilibrio (0,0) ao ponto (%%J e

do ponto (1, 0) ao ponto (lﬁj
8 16
Sobre contornos circulares de raio 7, com centro em (y",z" ), podemos escrever o
dy

produto escalar n(—-dr—,gz}-J em termos de y*,z",y e z, como segue:

RN o[ .y 0z e Oly
& y)(g,r}'“(z 2)(0,{} 6 y)[y[(l ») l+2,vD+(z Z){Z[HZy O,OID

dy dz

Em coordenadas polares, o produto escalar H(Z’FEJ pode ser escrito, em termos

de y*,z",r e @ , como segue:

14+2(rcos@+y")

+rseu6{(rcost9+z')[ G ), ~—0,01D

rwsﬁ((rw59+y')[ﬂ ~(rcos@+y — B lireemd £z D+
(3.17)

1+2(rcos@+y")

Da mesma forma que fizemos na subseg@o 3.4.1 atribuimos um valor para o raio do
circulo que ird compor parte do nosso contorno externo e descobrimos a varia¢ao de theta
de modo a garantir que estaremos considerando somente o primeiro quadrante.

Supondo » = 10,95 o intervalo de @ a ser considerado deve ser —152<68<158. A

d
figura 3.11 mostra o grafico de n. (%%] dado em (3.17) versus @ que apresenta valores

negativos no intervalo, o que esta de acordo com as condi¢des para o teorema, ja que este €
parte do nosso contorno externo. Na figura 3.12 temos a solugdo do subsistema (3.15)-
(3.16) juntamente com o campo de diregdes.

O contorno externo € o setor circular do circulo de raio 10,95 que pertence ao
primeiro quadrante juntamente com os segmentos dereta y=0e z=0 para 0<y<0,68
e 0<z < 21,88 . Os valores 0,68 ¢ 21,88 sdo as intersec¢oes do circulo de raio 10,95 com
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0 eixo y e com O eixo z respectivamente. O circulo de raio 10,95 ndo aparece na figura 3.12
por problemas de escala.

(52)

dt’ dt

44 4 086 g2lo2 @8 1 1& 6
-2001
-4001

Fig. 3.11 - Grafico n.{d ] versus @ considerado com r=10,95.

ot s
dt’ dt

13] £ e e e e e e e

e e P et it T / I‘ '\ T

T e T /f e ———
e e / "-\.‘ e eer——
—ir e 2 S ] N
e S P P I S 1‘ T

o 02 04 08 08

Fig. 3.12 - Solucdo do subsistema (3.15)-(3.16), juntamente
com o campo vetorial.
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3.5 O teorema da Bifurcacdo de Hopf

Tendo em vista que um dos nossos principais objetivos € o estudo de solugdes
periddicas, em particular o estudo de solugdes do tipo ciclo limite, concentraremos nossa
atencdo no tipo de bifurcag¢do definida no apéndice D como Bifurcagdo de Hopf. Este € o
tipo de bifurcagdo que separa os comportamentos assintoticos, ponto de equilibrio estavel e
solugdo periddica, ao variarmos o(s) parametro(s) de controle de um sistema. Um estado de
equilibrio ou absorve ou expele uma orbita fechada: estabilidade local ou instabilidade €
trocada pelo oposto global, no ponto de bifurcagao. Nesta secdo temos o teorema da
Bifurcagao de Hopf, para sistemas bidimensionais e tridimensionais (Beltrami, 1997) cujas
aplicagOes para alguns exemplos serdo apresentadas no apéndice E. As aplicagdes aos
subsistemas de Hastings-Powell estdao nas se¢des 3.6 e 3.7.

Em muitos modelos, as equacdes, geralmente ndo lineares, que descrevem uma
determinada dinamica incluem um parametro, por exemplo, [, 0 qual é permitido variar.

Em R" tais equagGes, nao lineares, podem ser escritas como

dx
E}L ::.ft (xl:xz.:"-’xn,nu)
dx
?;._ =f2 (xlaxz_s--':vxn,zu)

(3.18)

d;’ = fn (x17x2':"')xn,#)

Vamos supor que para p, em algum intervalo, exista um ponto de equilibrio
(x,‘,xz',...,x;) isolado, satisfazendo f; (x,,x,,....,x,,4) =0, f2(x,,%,,.,x,,4)=0 ,..
Jo (x,,%,,..,x,,4)= 0, que depende, em geral, do valor de . Indicaremos esta

i

dependéncia por (x, (w),x; (W)....,x,(x)). A matriz Jacobiana J associada ao sistema

(3.18) linearizado em torno do ponto (x, "(w),x, (w),....x,(x)) também depende de p .
Isto €,
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__@ﬁ_ o o
a‘x_l axz ' n
% 9 &b
o, o, ax.

J(u)=| - (3.19)
. 9, .,
[0 Ox O L rssnmsaon)

Vamos supor que os autovalores de (3.19), dados por A (), i=1,2,.. n-2
tenham parte real negativa. Vamos supor também que A, (u) e A (u) para algum
intervalo adequado de valores de | i |, digamos | p|<8 , sejam fungdes diferenciaveis em

1L, sejam complexos conjugados que atravessam O eixo imaginario quando | passa por
um valor critico € que possam ser escritos na forma:

A () = () +if(p)
A (1) =a(u)—if(u).

O seguinte resultado € conhecido como Teorema da Bifurcagdo de Hopf em
R" (Edelstein-Keshet, 1987).

Supondo que o ponto de equilibrio (xl',xz',...,x;) seja assintoticamente estavel

o d
para p <0, instavel para |1>0 e que a(0)=0, se -&Eju:n >0 e B(0)#0, entdo para todo
1

| n | suficientemente pequeno, existe uma Orbita fechada. Em particular, se
(x,7(0),x; (0),...,x.(0)) ¢ localmente assintoticamente estavel, entdo para todo p >0
suficientemente pequeno existe um ciclo limite estavel T’ contornando (x, (w),x,
(W),...,x. (1)) . A amplitude de " cresce quando p aumenta.

3.5.1 Caso Bidimensional

Em R* as equacdes, ndo lineares,dadas em (3.18) podem ser escritas como

dx

E:fl (x,y,p)

(3.20)
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%—=f,(x,y,u)-

Vamos supor que para |, em algum intervalo, exista um ponto de equilibrio
(x",y") isolado, satisfazendo f; (x, y, u) =0efo(x,y, ) =0, que depende, em geral, do
valor de p. Indicaremos esta dependéncia por (x (u), ¥ (u)). A matriz Jacobiana J
associada ao sistema (3.20) linearizado em torno do ponto (x “(p), y (u)) também
depende de p . Isto €,

9 %
I(p)= gf o (321)

Ox ay (=" ()y (1)

Os autovalores de (3.21) sdo dados por A,(1), i =1, 2. Vamos supor também que
, digamos | p | <& , os autovalores sejam

para algum intervalo adequado de valores de | p
fungdes diferenciaveis em | e complexos:

A(w)=afu)xiB(p).

3.5.2 Caso Tridimensional

Consideremos um sistema tridimensional ndo linear escrito na forma
dx
e fi(x,y,z,1)

-?’ffz (x.3,2.) (3.22)

dz
'E{"‘fs(x'y’z»l-l)

Vamos supor novamente que para cada [, em algum intervalo, exista um ponto de

equilibrio isolado (x*,y",z"), satisfazendo f; (x, y, u) = 0, fo(, y, u) =0 e
f3(x, y, u) =0 que depende, em geral, do valor de p. A matriz Jacobiana J associada ao
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sistema (3.22) linearizado em torno do ponto (x"(x),y"(4),z" (1)) também depende de
u. Isto €,

¥ %
ox f‘a’ oz

w=|2 L % (3.23)
% &
Lox Oy @z 4" @y ")

A matriz (3.23) possui trés autovalores A, () parai =1, 2, 3 , e vamos supor que
dois deles sejam complexos, digamos A, € A, enquanto A, ¢ real (e negativoem p=0):

A (1) = a(p) +if(u)

2y (1) =) —if(p)
/1»3 =95.

Todos os A, sdo fungdes diferenciaveis em i .

3.6 Aplicagdo do Teorema da Bifurcacdo de Hopf ao Subsistema
(xy) de Hastings-Powell

Consideremos o subsistema ja definido nas equagdes (3.3)-(3.6)

dx
"_i-; =xf(x9.yvbl)

(3.24)
% =y &(x,y,b,)
onde definimos
S 3.b)=(1-2) = fﬁx
e (3.25)
g%, 3,b,) = —>——04

1+b,x
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na subse¢do 3.2.1.
Também na segdo 3.2.1 chegamos a conclusdo que o unico ponto de equilibrio de
(3.24)-(3.25) onde ha persisténcia das duas espécies € dado por

(3.26)

& 0 5(23-2b
(x,y)=[ - ‘)}

25-2b, 7 (25-2b,)°

e a matriz Jacobiana J (b)) associada ao sistema (3.24)-(3.25) linearizado em torno do
ponto dado em (3.26), €

i o

J-gp-—2X__ .
(1+5,x)* 1+b,x
J(B) =
Sy 5x 2
2
(1+5,x) 1+b,x 51,
o que fornece

4 (23-2h) i

25-2b, 25 5
J(by) = : (3.27)

23 - 25, 0

L 25 i

A equagdo caracteristica associada a matriz (3.27) é dada por

2 —
2200 -236,+25) . 46 4 5, =0 (3.28)
9§  =05+325, 125 125

Para que a matriz J(b,) dada em (3.27) tenha autovalores imaginarios puros, como
requer o teorema, devemos ter

trJ(b)=0 e detJ(by)>0. (3.29)

A condig@o det J(b;) > O é imediatamente satisfeita para b, <11,5.
4 (23 -2b,)
25-2b 25

=1
23+4/329
4

A condigdo tr J(b;) = 0 requer 1- = 0. Resolvendo esta equagao

23 -4/329
4

obtemos b, = ~1215€ b, = ~10,285.
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Seja p o pardmetro de bifurcagdo definido poru =5, —biquando b= b, e

u=b1—b, quando b= b, .

Esperamos que uma bifurcagdo ocorra em u=0 (b, =b, ou b, =5, ), uma vez que,
€ onde os dois autovalores complexos tem parte real nula.

O teorema requer (x°,y") assintoticamente estavel para x#<0 e (x°,y")instavel
para u >0, condi¢des estas ja satisfeitas.

Para aplicar o teorema da bifurcagao de Hopf é suficiente estudar o sinal de

dA . o ~ 234329 0 23+4/329
Re—| _, . Temos dois valores para b,, a saber, b;=——4———— e b= ﬂ—'-)——a——

s di ; ;
Para analisar Red— -0 t€mos dois casos a considerar:
H

1) Substituindo b, = b1+ em (3.28), derivando implicitamente a equagdo, com relag¢do a

e 23 -+/329
4

u, fazendo =0 e supondo A, =ig e A, =—iq obtém-se para b, =

expressao em g, cuja parte real esta representada graficamente na figura 3.13.

om 0.0

Fig. 3.13 — Grafico de g versus Reﬂh:u com by = ———.
du 4

b) Substituindo b, =b1— u em (3.28), derivando implicitamente a equagdo, com relacao a
S 23 +4/329 a
4

u, fazendo £ =0 e supondo A, =ig e A, =—iq obtém-se para b; = ma

expressao em g, cuja parte real esta representada graficamente na figura 3.14.



71

ar
\ du '™ 20001

-/

041 o 9

o

s ++/
Fig. 3.14 — Grafico de g versus Rej—l .o com by = w
H

Nas figuras 3.13 e 3.14 Rei/: 4=0 > 0 para todo valor de g. Sendo assim o teorema
du
da bifurcagio de Hopf conclui que existe um ciclo limite estavel, para x>0

23-+/329
4

suficientemente pequeno, ou seja, para b; >

23-4/329 - +4/329 23 +4/329
T 1 —_—— e R
4 4 4

e suficientemente proximo de

e suficientemente proximo de

3.7 Aplicacdo do Teorema da Bifurcacdo de Hopf ao Sistema
Tridimensional de Hastings-Powell

Consideremos o sistema

dx
—=x f(x,y,2,b
p f(x,y )

A

df =yg(x9y72,b]) (330)

dz
—=zh(x,y,z,b
g zh(x,y,z 1)
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onde definimos

f(x,y,2,6)=(1-x)- 5y

1+b,x

S5x 01
X,y,2,b )= . YT 3.31
8(x.5.2,6,) 1+bx 1+2y (3:31)

hx,y,5,b) == O 001
+

-—

O sistema (3.30)- (3 31) possul apenas um ponto de equilibrio onde ha persisténcia
das trés espécies e onde x , y e z >0 (item 2.1), a saber,

. 8(b, —1)++/64(6, —1)* +96b,
x =
165,

(3.32)

¥ o 125¢°
2(1+b,x" )

A matriz Jacobiana J (b,) associada ao sistema (3.30) linearizado em torno do ponto
de equilibrio (3.32), considerando-se (3.31) é dada por

5
(O, NI . o 4
(14b,x) 1+b,x
Sy 5x  0lz _04 _ Oly
J(B,)= (1+5,x) 1+bx (1+2y)* 1+2y
0
0 A 1Y 001
(1+2y) 1+2y
= d(="y" ")

A equagdo caracteristica Det (J- A I) = 0 pode ser escrita como uma equagdo cubica,
envolvendo os elementos J;, i=1, 2,3, =1, 2, 3 da matriz J (4;) como

A=y +I ) = (S + I d s — T In)A+J 5 dy, =0. (3.33)



Para a analise da estabilidade do ponto de equilibrio (x*,y",z") em questio
utilizamos as condi¢des de Routh-Hurwitz (apéndice B) que utilizam elementos da matriz
Jacobiana. Os resultados, com precisdo de trés casas decimais para os valores de b; estdo
dados na tabela 3.4.

Intervalo de b, ",z
0<b, <2113 estavel
2,113<b, <11,113 Instavel
11,113 <b, <11,444 Estavel
b, >11,444 Instavel

Tab. 3.4 — Intervalos de 4, e analise da estabilidade do ponto de equilibrio (x",y",z"), cujas
coordenadas sdo fungdes de b,, de acordo com (3.32).

Nossa escolha para o célculo dos autovalores A; para i =1, 2, 3 foi proceder
indiretamente, comparando os coeficientes de (3.33) com uma equagdo cubica na forma
geral, pois seria muito trabalhoso encontrar as raizes desta equagdo explicitamente.

O teorema da Bifurcacdo de Hopf para o caso tridimensional requer que a equagao
(3.33) tenha dois autovalores complexos (conjugados) com parte real nula e um autovalor

real negativo. Considerando-se A, =ig, A, =—iq e A, =s, podemos escrever uma equagao
ctbica na forma (A +ig) (A-ig) (A1 — s) =0, donde resulta:

A —sA +q*A—-sq* =0 (3.34)

Comparando (3.33) com (3.34) obtemos

s=Jn+Jxn (3.35)
G = - (Ji2 Ja1 + J32Ja3 — Ji1 J2z) (3.36)
S¢ =- (J32 23 J11) (3.37)

O calculo de (3.35) fornece uma expressdo envolvendo b;, que esta representada
graficamente na figura 3.15.

O grafico de s versus b; (figura 3.15) mostra que o autovalor real s € negativo,
independente do valor de b, considerado.
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P 1 2 p,

-1-

Fig. 3.15 — Grafico do autovalor real s versus o parametro b.

Observe que s < 0 para b; > 0, ou seja, o autovalor 4, =s € negativo, como requer
0 teorema.

O calculo de (3.36) fornece uma expressio para ¢° em fungdo de b, que esta
representada graficamente na figura 3.16. As raizes de (3.36) s@ao b, = 2,241 e b, = 11,097.

0 2a~~——% 8 10 12 14 18 1

-y
@

-0.5-

Fig. 3.16 —Graficode ¢ = - (JyoJoy + JiaJas —JnJw) versus b.

E preciso garantir que ¢* seja positivo para que A, =ig, A, =—ig sejam complexos
com parte imaginaria ndo nula. Do grafico apresentado na figura 3.16, observa-se que
g* > 0 para b; < 2,241 ou b; > 11,097.
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Substituindo (3.35) e (3.36) em (3.37) obtém-se uma expressio para sq> em fungio
de by, cujo grafico esta representado na figura 3.17, onde identificamos as raizes, com uma

aproximagao de trés casas decimais: b, =2,113 e b, =11,113.

sq’

0.4

w
Al

0.1

§ B

6 4 2 | N4 B 810 12 14 1B b

Fig. 3.17 — Grafico de qu = - (J32 J23 J11) versus b;. As
raizes s3o, com uma aproximagao de trés casas decimais,

by =2,113¢ by =11,113.

Da figura 3.17 conclui-se que os unicos valores de b; que satisfazem

simultaneamente as equagdes (3.35), (3.36) e (3.37) estdo em b, =2,113 e b= 11,113, isto
€, a equacdo caracteristica (3.33) possui raizes complexas (conjugadas) com parte real nula
e A, <0 para estes valores de b .

Novamente introduziremos o parametro de bifurcagdo u, definido

por u=b, —byquando b,= 2113 e u=5b,-5, quando b, = 11,113.
Esperamos que uma bifurca¢do ocorra em g#=0 (b, =2,113 ou b, =11113), uma
vez que, € onde os dois autovalores complexos tem parte real nula.
O teorema requer (x°,y",z") assintoticamente estivel para <0 e (x',y",z")
instavel para g >0, condigdes estas ja satisfeitas.
Para aplicar o teorema da bifurcagdo de Hopf € suficiente estudar o sinal de
di

du

Re =0 - Lemos dois valores para b, a saber, 51=2,113 e b= 11113, donde apos

substituir os valores de b, nas expressdes para os autovalores construimos a tabela 3.5.
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Eh A, =iq A, =—iq Ay=s
2,113 0,114: -0,114: - 0,4
11,113 0,00914 i -0,00914 i - 0,894

Tab. 3.5 — Valores de b, juntamente com os autovalores, raizes
da equagao (3.34).

Os diagramas de bifurcagdo para o sistema (3.30)-(3.31) foram apresentados no
final da segdao 2.3.

, di : ;
Para analisar Red— -0 t€mos dois casos a considerar:
H

1) Substituindo &, =51+ M na equagdo caracteristica (3.33), derivando implicitamente a
equacgdo, com relagcdo a u, fazendo =0 e supondo A, =ig e A, =—ig, obtém-se para

by = 2,113, uma expressdo em g, cuja parte real esta representada graficamente na figura
3.18.

! dy

02 -0.1 0.1 o2 4

Fig. 3.18 - Grafico de Reﬁ u=0 VEIsus g
dpu

A

considerando-se &, = 2,113.
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Para b; = 2,113 obtém-se, com uma aproximagao de trés casas decimais, ¢ = 0,114,

Na figura 3.18 podemos verificar que Reﬁ 4-0 > 0 para este valor de ¢g. Sendo assim o
dy

teorema da bifurca¢do de Hopf conclui que existe um ciclo limite estavel, para x>0
suficientemente pequeno, ou seja, para b; >2113 e suficientemente proximo de 2,113.

Entdo se aumentarmos o valor de b,, ao passarmos por b; = 2,113 ocorre uma bifurcagio de
Hopf do tipo supercritica.

b) Substituindo b, =b:1— u em (3.33), derivando implicitamente a equacdo, com relagdo a

u, fazendo y=0 e supondo A, =ig e A, =—ig obtém-se, para by = 11113, uma
expressio em ¢, cuja parte real esta representada graficamente na figura 3.19.

di
REE we ]
4e+16

0.02 001 0.01 0.02
q

Fig. 3.19 - Grafico de Regih‘:o versus ¢
du

~

considerando-se b; = 11,113 .

Para b; = 11,113 obtém-se, com uma aproximacao de trés casas decimais, g = 0,009,

4-0 > 0 para este valor de ¢g. Sendo assim o

Na figura 3.19 podemos verificar que Re%
fr

teorema da bifurcacdo de Hopf conclui que existe um ciclo limite estavel, para u >0
suficientemente pequeno, ou seja, para b; <11,113 e suficientemente proximo de 11,113,

Entdo se aumentarmos o valor de b,, ao passarmos por b; = 11,113, ocorre uma bifurcacéo
de Hopf do tipo subcritica.



4. DETECTANDO CICLOS LIMITE DO TIPO LENTO-
RAPIDO ATRAVES DO PRINCIPIO DA
SEPARACAO EM SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Quando um ecossistema € guiado por fatores externos que variam periodicamente,
por exemplo, a temperatura durante o dia, marés, ciclos da lua, estagbes, etc, todas as
populagGes que tém um tempo de resposta comparavel ou menor que o periodo da fungdo
fonte (ou seja, da fungdo que representa o fator externo), também variam periodicamente. O
periodo destes ciclos forcados coincide com o periodo da fungao fonte ou € um multiplo
deste, e neste caso os ciclos sdo chamados subarmoénicos.

Por outro lado, certos ecossistemas exibem ciclos limite nao forgados produzidos
por mecanismos internos do ecossistema e sao, freqiientemente, caracterizados por
variagdes subitas das densidades de algumas espécies. Este €, por exemplo, o caso de
ecossistemas florestais nos quais uma praga de insetos esta presente por muitos anos em
uma densidade muito baixa mas se reproduz periodicamente, atingindo altas densidades
num pequeno intervalo de tempo e desfolha completamente as arvores adultas. Estas
variagOes subitas e muito grandes sdo relacionadas com a componente rapida do
ecossistema que pode ser o elemento da base de uma cadeia alimentar (tal como em
fitoplancton-zooplancton), ou o elemento do topo (tal como em hospedeiro-parasita). Por
esta razdo, usualmente este tipo de ciclos sdo referidos como ciclos do tipo lento-rapido.

Neste capitulo, aplicaremos ao que chamamos no capitulo 3 subsistemas de
Hastings-Powell a abordagem desenvolvida por Muratori e Rinaldi (1991) que apontam a
possibilidade de fazer uso da teoria de perturbagdo singular, para se obter informacdes a
respeito de ciclos-limite em sistemas do tipo lento-rapido, em particular para cadeias
troficas de dois niveis, como os subsistemas de Hastings-Powell, que s3o caracterizados por
tempos de resposta crescentes de acordo com o nivel na cadeia (a dinamica mais lenta € da
espécie do topo) e bastante distintos. Considerando esta hipotese, uma aproximagdo
geométrica (principio da separa¢do) baseada no método da perturbagdo singular, pode ser
aplicada para detectar ciclos limite do tipo lento-rapido.

4.1 Aplicacdo do método da perturbacdo singular a sistemas do tipo
lento-rapido

A analise de ciclos limite do tipo lento-rapido pode ser realizada por meio do
método da perturbag@o singular que é adequado para o estudo de sistemas dindmicos da
forma

dx _

& :{;—F(x,y) 4.1)

%: G(x,y) (4.2)
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onde ¢ € um parametro positivo pequeno adimensional € x e y sdo vetores com um
numero finito de componentes. A introdug¢do do pardmetro € relaciona-se com a escala de

tempo através da relagdo = A , donde 5% =;,ﬁ. Nesta forma, observa-se que quando F
T

¢ finita, ]% deve ser muito grande se € € muito pequeno. Assim, as componentes do vetor

x variam muito rapidamente at€ que | F | se torne da ordem de €. Por isso, no sistema
(4.1)-(4.2), x é denominado sistema rapido, enquanto que y ¢ denominado sistema lento.

Segundo Muratori e Rinaldi (1991), sob hipoteses de regularidade muito gerais
sobre as fungdes F ¢ G , o método da perturbagdo singular (a presen¢a de um parametro
pequeno multiplicando a derivada) permite decompor a solug@o do sistema (4.1)-(4.2) em
movimentos lento e rapido.

O movimento rapido € obtido “congelando” a variavel lenta (a saber, y) em seu
valor inicial y(0) =y, e entdo resolvendo a equag@do

dx

E_F(X:YO) (43)

com a condigdo inicial x(0) = x¢. Em geral, a solu¢gao desta equagdo tende a um equilibrio

estavel x~ do sistema rapido (4.3). Como F(x",y,) =0, o valor de x* depende de y, .
O movimento lento do sistema pode ser obtido integrando a equagao

dy _
Fa G(o (y),y) (4.9)

onde x=0¢(y) € o equilibrio estavel do sistema rapido quando a variavel lenta esta
“congelada” no valor y (isto €, F(¢(y),y)=0).

Isto significa que a solug@o de (4.1)- (4.2) € composta de um transiente muito rapido
com y constante a partir de (x,,y,) até (x',y,), seguido por um longo transiente durante
o qual ambos, x e y variam lentamente de acordo com a equacdo (4.4) e x = @(y).

42 Aplicagdo do método da perturbagdo singular a sistemas
populacionais de 2 espécies — O Principio da Separagdo

O método exposto na segdo anterior pode ser facilmente aplicado a sistemas
populacionais de duas espécies para provar a existéncia de ciclos limite, compostos de
transi¢Oes alternadas entre lenta e rapida. Neste caso, os sistemas lento e rapido aos quais
nos referimos anteriormente reduzem-se a uma componente lenta y e uma componente

rapida x, e o sistema pode ser escrito como

& _ g L
2 E—F(x,)") > —G(x,}’)— (45)
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Mostraremos, a seguir, que a curva fechada CEDBC, na figura 4.3, constitui um
ciclo limite do tipo lento-rapido para um sistema hipotético simples, cujas isoclinas de
inclinag@o nula (nullclines) sao estabelecidas como segue:

Seja a curva ACDK, apresentada na figura 4.1, a iséclina de inclinagdo nula
(nullcline) %:0 (isto é, F=0) e a curva HI, apresentada na figura 4.2, a isoclina de
inclinagdo nula % =0 (isto é, G =0). Vamos supor que os sinais de /" e G sejam aqueles

dados nas figuras 4.1 ¢ 4.2.

P .
4
\ F<0
\\ \
\ 5 \ =i
\ \ o~ =0
ko ‘:
F>0 .'h(

Fig. 41 - A isoclina de inclinagio nula F = 0,
representada pela curva ACDK. Na regiio localizada
acima da curva supoe-se ' < 0 e no caso contrario /> 0.

\ﬁl/ G=0
G<0

G>0

i

X

Fig. 42 - A isochna de inclnagio nula G = O,
representada pela curva HI. Na regido localizada a direita
da curva supde-se G > 0 e no caso contrario G < 0.

Suponhamos ainda que, para este sistema hipotético, o plano de fase possa ser

dividido nas regides I, II, III e IV conforme indicado na figura 4.3 onde desenhamos a
curva ACDK juntamente com a curva HI.
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1 K

—

x
Fig. 4.3 - Um ciclo limite do tipo lento-rdpido CEDBC de um sistema de duas
espécies. Transientes rapidos sdo identificados por setas duplas e transientes
lentos por setas tinicas. A iséclina G = 0 da variavel lenta (curva HI) separa os
ramos estaveis AC e KD da isoclina ' = 0 da variavel rapida . O ponto J é um
equilibrio instavel na regido contornada pelo ciclo limite. Linhas tracejadas
indicam instabilidade e linhas continuas indicam estabilidade.

A tabela 4.1 mostra os sinais de % e % nas quatro regides do plano de fase.
Regido Sinal de & = Fiz, ) | Sinal de 2= 6,9
| POsitivo positivo
I negativo positivo
I negativo negativo
1% positivo negativo

Tab. 4.1 — Sinais de % e %e as regides do plano de fase dadas na figura 4.3.

dy

Considerando-se os sinais de %’xf 8 = dados na tabela 4.1 juntamente com a figura

4.3 podemos concluir que: ao passarmos, no sentido de x crescente, da regiao I para a
regido II, cruzando o ramo DK da variedade de equilibrio da variavel x, ou, cruzando o

ramo AC desta mesma variedade, da regidao IV para a regidao IIL, % passa de valores

positivos para valores negativos. Além disto, visto que & = F(x,y) € ¢ € positivo tem-se
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que no sentido de x crescente, o sinal de %é o mesmo da variagao de F, isto €, da variacdo

de % , portanto, tem-se §< 0. Entdo, os arcos AC e KD da isé6clina F' = 0, s3o os ramos
estaveis da variedade de equilibrio da variavel rapida x. O arco CD € composto pelos
equilibrios instaveis desta varidvel, uma vez que, ao cruzar este arco no sentido de x

crescente, passando da regiao Il para a regido IV ou da regido Il para a regido I, %’:— passa

de valores negativos para valores positivos e portanto i—‘:- >0.

Os resultados da analise da estabilidade da variedade de equilibrio G = 0 da variavel
intermediaria se vé no grafico da figura 4.3 através do estilo de linha la utilizado (que
mostra que esta variedade € instavel) e pode ser feita também observando os sinais nas
diversas regides da figura 4.2.

Considerando-se a analise que acabamos de fazer conclui-se que o ponto J, na figura
4.3, é um equilibrio instavel do sistema (4.5) uma vez que, esta situado sobre a parte
instavel da isoclina ACDK.

Feita a analise de estabilidade das variedades de equilibrio /' = 0 e G = 0, vejamos
como sdo as trajetorias na figura 4.3.

Consideremos o sistema (4.5) com condigdo inicial P = (x(0), 3(0)) suficientemente
longe da isoclina /= 0. O movimento comega a se dar entdo de P para Q, em uma dire¢io
quase paralela ao eixo x, uma vez que a velocidade na direcao horizontal € negativa e muito
grande em modulo enquanto que na diregdo vertical também € negativa, mas muito pequena
em moédulo. Quando a trajetoria esta suficientemente proxima do ponto Q (onde F = 0),

%‘ diminui consideravelmente e a orbita fica mais lenta. No ponto Q a trajetoria atravessa

a iséclina F' = 0 verticalmente (pois sobre F = 0, tem-se %= 0) e depois move-se, de Q

para C, ao longo das “costas” (lado de fora) do ramo estavel com velocidade §> 0,
pequena pois F(x, y) esta muito proxima de zero, até alcangar o minimo da curva F(x, y) =
0 que se da no ponto C na figura 4.3. O movimento se da, no sentido de x crescente e de y

decrescente, de Q para C pois na regido IV % >0 e % <0.

No ponto C acontece uma bifurcagdao e ocorre novamente um transiente muito
rapido com y constante e o sistema vai da vizinhanga do ponto C para a vizinhanga do
ponto E que esta sobre o ramo estavel KD da variedade de equilibrio /= 0. Quando a

trajetoria esta suficientemente proxima do ponto E, —; torna-se novamente muito pequena

e a trajetoria volta a atravessar verticalmente a isoclina /' = 0 e a mover-se ao longo das
“costas” do ramo estavel ED com velocidade lenta; o movimento se da de E para D pois na
regido II Z<g s Lo
dt dt

No ponto D ocorre um terceiro transiente rapido que leva o sistema do ponto D para
o ponto B, fechando assim o ciclo. Tudo isso pode ser resumido, dizendo que existira um
ciclo limite do tipo lento-rapido se a iséclina G =0 da equagao diferencial para a variavel
lenta separar (como na figura 4.3) os dois ramos estaveis da isoclina F =0 da variavel
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rapida. Dai vem o nome: principio da separacdo. O ciclo limite lento-rapido certamente ndo
coincide com a linha fechada CEDBC, mas esta contido em um tubo de raio £ em torno
desta linha.

4.3 Ciclos limite do tipo lento-rapido para sistemas presa-predador

Freqiientemente, em sistemas do tipo presa-predador, a populagdo de presas tem
uma dindmica rapida em comparagao com a dinamica da populagdo de predadores; por isso,
a variavel que representa a popula¢io de presas € chamada variavel rapida enquanto que a
de predadores é chamada variavel lenta.

O estudo de ciclos limite do tipo lento-rapido em ecologia e em estudo de dindmica
populacional é de particular interesse porque, para estas situagdes especificas, como sera
apresentado na figura 4.4, freqiientemente um dos dois ramos estaveis da variedade de
equilibrio da variavel rapida x € a variedade trivial x = 0, isto €, no sistema (4.5) tem-se
F(x, y) = x f (x, y), ou seja, a populagio x de presas tende assintoticamente a zero se a
populagdo de predadores for suficientemente alta e for mantida constante. Isto implica que
o ponto final de uma das duas transigdes rapidas situa-se muito proximo da variedade trivial
x = 0 e o ponto inicial da outra também se situa muito proximo de x = 0. Portanto, por um
longo intervalo de tempo durante cada ciclo, a componente mais rapida do ecossistema esta
presente somente em densidades extremamente baixas. A conseqii€ncia desta propriedade €
que a determinagdo do ciclo limite ndo é tao simples como na figura 4.3, mesmo no caso de
sistemas de duas espécies.

Vamos considerar um sistema populacional composto por duas espécies de uma
forma muito geral,

& Eex 1(e,3)=Flx, y) (4.6)
dt

dv

Ly g5 0=G(x,») (4.7)

onde f e g sdo fungdes diferenciaveis e & € um pardmetro positivo pequeno

adimensional.

Vamos supor ainda que as fungdes F(x, y) e G(x, ¥) sejam tais que caracterizem um
modelo populacional do tipo presa-predador.

No modelo (4.6)-(4.7), x representa novamente a variavel rapida (populagao de
presas) e y a variavel lenta (populagdo de predadores).

Para compreender como o método da perturbagdo singular pode ser aplicado ao
sistema (4.6)-(4.7) vamos fazer inicialmente a analise da estabilidade das variedades de
equilibrio.
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4.3.1 Variedades de Equilibrio do modelo presa-predador genérico e analise
de sua estabilidade

O sistema (4.6)-(4.7) possui quatro variedades de equilibrio apresentadas na figura
4.4,

A variedade de equilibrio (F =0) da vanavel rapida € composta das sub
variedades: x =0 e f{x, y) =0, enquanto que a variedade de equilibrio (G = 0) da variavel
lenta € composta das sub variedades: y =0 e g(x, ) =0.

Para facilitar a compreensao da analise da estabilidade das variedades de equilibrio

vamos supor que os sinais de % e % sejam como na tabela 4.2, que o plano de fase para

o sistema (4.6)-(4.7) seja aquele dado na figura 4.4 e que, de acordo com os sinais de % e

% , 0 plano de fase possa ser dividido nas regides I, IL I, IV .V, VL, VII, VIIL IX X,

XIeXII.

A figura 4.4 mostra isoclinas tipicas no caso onde o equilibrio positivo I € instavel e
¢ tal que todas as trajetorias comecando de um ponto interior do quadrante positivo tendem
assintoticamente a um ciclo limite.

: f‘:o i
LY SR R ) /
1I

m F‘YT
v & I
// v N
Yor Q¥ S48
\ g
B? -
A’ B v

Fig. 44 - Isoclinas tipicas do sistema presa-predador (4.6)-(4.7) e o
correspondente ciclo limite lento-rapido ABCDA. Os segmentos e arcos
tracejados representam os ramos instaveis enquanto que as linhas continuas
representam ramos estaveis das variedades de equilibrio /(x, y) = 0 e G(x, y) =0.
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A tabela 4.2 fornece as regides consideradas na figura 4.4 juntamente com o0s

respectivos sinais de B,
dt dt

Regides Sinais de % = F(x, ) Sinais de 2 = G(x, y)
I positivo positivo
I negativo positivo
11 negativo negativo
v positivo negativo
\ positivo negativo
\% | negativo negativo
Vil positivo positivo
Vil negativo positivo
IX positivo positivo
X positivo negativo
XI negativo negativo
X1 negativo positivo

o~ : ; i dx _dy
Tab 4.2- Regides consideradas na figura 4.4 juntamente com sinais de % e E ;

Ao passarmos, no sentido de x crescente, da regido I para a regiao I, % passa de

valores positivos para valores negativos e portanto tem-se %<0 . Portanto o ramo da

parabola f (x, ¥) = 0 que na figura 4.4 esta localizado a direita de seu vértice € estavel. Por
outro lado ao considerarmos o ramo DQ da variedade de equilibrio f (x, y) = 0 temos

dj . : -
Zf >0, uma vez que, considerando o sentido do aumento de x, ao passarmos da regido II

i - - dx ;
para regiao I ou da regidao III para a regido V, —~ passa de valores negativos para valores

positivos e portanto tem-se a instabilidade do ramo DQ .

A analise da estabilidade da subvariedade de equilibrio trivial (x =0) da variavel
rapida, ou seja o eixo y pode ser feita de forma similar. Ao passarmos pelo eixo y também
temos dois casos a considerar.

- quando y<y, tem-se %«:0 na regiao VI e na regido VIII e $>0 na regidao V e na
regido IX. Portanto, considerando o sentido de x crescente, ao passarmos da regido VI para
af

regidao V ou da regido VIII para regido IX temos;:» 0 e portanto instabilidade do eixo y

neste intervalo.
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- quando y >y, tem-se, %>0na regido IV e %«:0 na regido IIL, o que significa que

% <0 e portanto estabilidade do eixo y neste intervalo.

Os resultados da analise da estabilidade das subvariedades de equilibrio, y = 0 e
g = 0, da variavel intermediaria se véem no grafico da figura 4.4 através do estilo de linha
la utilizado. Para obter os resultados faz-se o0 mesmo tipo de analise, ou seja, avaliam-se os
sinais nas diversas regides do plano de fase.

Podemos resumir todas estas consideragdes dizendo que o ponto Q (figura 4.4),
localizado sobre x=0 separa o semi-eixo y=0 em um ramo PQ estavel e outro OQ
instavel. Sobre a curva QDK, QD € o ramo instavel enquanto que DK ¢ estavel. O ponto P
€ qualquer ponto situado sobre o eixo y com y >y, .

Por analogia com o caso analisado na figura 4.3, esperariamos que o ciclo limite
lento-rapido fosse AQQ DA onde os valores maximo e minimo da popula¢io de predadores
sdo determinados pelos pontos de bifurcagdo D e Q. Isso ndo ocorre, no entanto, uma vez
que o valor minimo da populagio de predadores esta, na verdade mais baixo como
mostrado na figura 4.4, onde o ciclo limite lento-rapido ABKDA € apresentado. Isto
significa que, quando a presa x esta quase ausente, a populagcdo do predador y decresce de
seu valor maximo Ymax para um valor ymin que € mais baixo que o valor yq no qual o sistema
rapido perde estabilidade. (Muratori e Rinaldi, 1989).

Isto pode ser justificado, observando-se que, em uma vizinhanca de raio ¢ em torno

do ponto Q, ambos, x e f sao da ordem de &, de forma que % ¢ também da ordem de &,

uma vez que & %zx /. Assim, em um ponto x>0 proximo ao ponto Q, % € muito

pequeno em comparagdo com %, de forma que —i—= %:i ?{ € muito grande, isto €, a
trajetoria proxima ao ponto Q € quase vertical. Isto quer dizer que o ciclo limite do tipo
lento-rapido desenvolve-se quase verticalmente ao longo do eixo y, a partir da vizinhanga

do ponto A até a vizinhanga do ponto B.

4.3.2 Uma relagdo entre as densidades maxima e¢ mimima da populagdo de
predadores

Muratori e Rinaldi (1992) estabeleceram uma relagdo entre os valores de Ymin € Vimix
da populagio de predadores ao longo do ciclo limite como segue.

Considerando o sistema (4.6)-(4.7) e fixando o valor inicial x, = &, para a
populagdo de presas e o valor inicial de yo da populagao de predadores em um valor maior
que yq (regido I na figura 4.4), isto €,

(X0, 0) = (& ,30) onde yo> yo,
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dy o o
tem-se EI‘:" <0 e ;[,w <0, e a forma da trajetoria passando pelo ponto a=(s,y,)é

aquela apresentada na figura 4.5. Seja 7, o tempo no qual x( 7) = £ novamente, isto €, o
tempo para atingir o ponto S=(g, y(7)).

Das equagdes (4.6) e (4.7), podemos escrever

3 J(x,»)
= dx= 48
x ygk,y) o
A
o
Yo t=0
HT) 5 =T
Xo= & bx

Fig. 4.5 - A trajetoria partindo de & até f ao longo
da qual as equagdes (4.6) e (4.7) sdo integradas.

Integrando o lado direito de (4.8) do ponto & até o ponto S temos

r’s JS&D 4 2o
% yg(x,y)

onde usamos o fato de que "E @ =0, visto quex,=x,. Finalmente, no limite £ -0,
X X

podemos escrever
J' f(O ,V) (4.9)

=y g(0, y)

Se aplicarmos a equagdo integral (4.9) para a transicao lenta AB do ciclo limite
lento-rapido mostrado na figura 4.4, devemos substituir y, pelo valor maximo ymix da

populagdo de predadores € y; pOr Ymin, O que nos leva a equagao
rm SOy

=0, 4.10
yma 1 2(0,¥) ¢.10)

que permite obter o valor de ywi,, desde que o valor de ymay seja conhecido.
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Da equag@o (4.10), concluimos que ymin < yo, pois observamos na figura 4.4, que o
ponto B (o valor minimo que a populagdo de predadores atinge) esta abaixo do ponto Q.
Isto mostra que ciclos limite do tipo lento-rapido de sistemas presa-predador tém a seguinte
propriedade muito peculiar: quando a presa esta praticamente ausente, a populagdo de
predadores decresce abaixo do valor “limiar” (yo na figura 4.4) no qual a populagdo de
presas torna-se instavel.

Tudo o que foi dito acima sobre presas e predadores vale também para o caso em
que a componente rapida € o predador. Em outras palavras, a equag@o integral (4.10) indica
que as densidades maxima e minima alcang¢adas durante o ciclo pela componente lenta do
ecossistema (seja a populagdo de presas ou a populagio de predadores) ndo sdo
independentes.

Nas subsegdes seguintes, faremos uso da equagdo integral (4.10) para deduzir a
relagdo entre o valor maximo e o valor minimo da componente lenta, de alguns
ecossistemas de duas espécies, que apresentam ciclos limite do tipo lento-rapido.

4.4 Aplicacdo do método da perturbacdo singular ao modelo de
Hastings-Powell considerando a populacdo de superpredadores nula

A partir do modelo de Hastings-Powell

& . X{Rg[l—%—]—C,‘YXA‘B] @.11)
0 + b,

LU N L (4.12)

dr X+B, Y+B,

dzZ . A, -

= :Zr:—D2+C2YY+ZB J (4.13)

apresentado na secdo (2.1), e considerando-se adicionalmente Z =0, obtém-se o subsistema

& _x R, ok | g (4.14)
dr k, X+B,
dy

+1 XA‘
—=Y|-D L |, 4.15
ar [ 1 +G X+Bli| (e
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Em (4.11)-(4.13) cinco dos dez parametros foram identificados com um asterisco
para salientar o aspecto lento-intermediario-rapido (cap.5) do sistema presa-predador-
superpredador.

Analogamente, trés dos seis parametros foram identificados com asterisco em
(4.14)-(4.15) para salientar o aspecto lento-rapido do sistema presa-predador.

A presa tem uma dindmica rapida se sua taxa de crescimento R, for alta e o
predador for bastante agressivo, isto €, 4, for alto; por outro lado, o predador tem uma
dinamica lenta se for bastante agressivo € se sua taxa de conversio C,  for baixa.

Matematicamente falando, isto corresponde a

R=—2, 4=22, ¢'=C'e (4.16)

onde ¢ € um parametro positivo pequeno adimensional.
Considerando (4.16), o sistema (4.14)-(4.15) pode ser escrito como

ax X A
= X R et 417
& ar [“( Ko] X+B,} @.1n
dar X + B,

que é um sistema do tipo lento rapido e podemos entdo através do método da perturbag@o

singular aproximar a solugdo do sistema.
Escolhendo as variaveis adimensionais

e t=R,T

e utilizando os valores dos parametros dados na tabela 2.1, o sistema (4.17)-(4.18) pode ser
escrito como o seguinte sistema, na mesma forma do modelo apresentado na segdo 4.3.1

P % = x f(x,3) = F(x,)) (4.19)
g,yfy g(%3)=G(%y) (4.20)
onde definimos
o DR
F) =92 @.21)

€
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Sx
1] [ M , . 3 4.22
g(x,y) Tahae (4.22)

que nas equagdes (3.3)-(3.6) denominamos subsistema xy .

Nesta forma, observa-se que quando f(x,y) € finita, |% deve ser muito grande se

& ¢ muito pequeno. Assim a populacdo da espécie x deve variar muito rapidamente até que
f(x,y) se tome da ordem de €. Por isso, x sera denominada variavel rapida, enquanto y
sera denominada variavel lenta.

O sistema (4.19)-(4.22), considerando £ pequeno, pode ser analisado com o método
da perturbagdo singular que, sob condi¢tes de regularidade adequadas, permite aproximar a
solugdo do sistema por uma sequéncia de transi¢des ocorrendo em diferentes velocidades.

Comecaremos a aplicagdo do método, como nas se¢des anteriores, fazendo uma
analise das variedades de equilibrio deste sistema.

4.4.1 Varedades de Equilibrio do subsistema x y

O sistema (4.19)-(4.22) tem quatro variedades de equilibrio, apresentadas na figura
4.6.

A variedade de equilibrio (/' =0) da variavel rapida € composta de duas sub
variedades: areta x =0 e a parabola

. (1+b,x)(1-x) ‘

: (4.23)

A variedade de equilibrio (G =0) da variavel lenta também € composta de duas
sub variedades: areta y =0 e areta

4
x= : (4.24)
50 — 45,
O vértice da parabola (4.23) corresponde a (Xy, Ymax) Onde
| 2
xv= i_._._l e ym — M ; (4_25)
25, 206,
A interse¢do da parabola com o eixo y obtém-se de (4.23) com x = 0 e define
1
Yo~ g . (4.26)
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— /“ gt.»)=0

. /f’“' [ fey)=0

[ a
B
/“.l_ Xy I\ P =
by
\
Fig. 46 — A geometria das variedades do sistema (4.19)-(4.22). As duas

subvariedades de equilibrio da presa x = 0 e £ (x, ¥) = 0 e as subvariedades de
equilibrio do predador y=0e g (x, y) = 0.

4.4.2 Andlise da Estabilidade das Variedades de Equilibrio do subsistema xy

O plano de fase para o modelo (4.19)-(4.22) apresenta duas possibilidades que
dependem da localizagdo do valor maximo da isoclina f = 0 da presa com relagido a
localizag@o da isoclina g = 0 do predador. Se a isoclina g = 0 do predador estiver localizada

do lado direito do vértice da parabola, isto €, se > x,, temos o ponto de equilibrio

(intersegdo da reta x = a +bﬂ;)(1 -

com a parabola y = *) ) estavel enquanto que se a

4
50— 4b,
isoclina do predador estiver localizada do lado esquerdo do vértice da parabola temos o
ponto de equilibrio instavel. Para x > x,, 0 ponto estd, como mostraremos a seguir, sobre a
parte estavel da variedade de equilibrio da variavel rapida e sobre a parte instavel desta
variedade no caso contrario. Concentraremos nossa ateng¢do no segundo caso, pois € nele
que temos a instabilidade do ponto de equilibrio e, portanto o possivel surgimento de ciclo
limite. Os detalhes da analise da estabilidade do ponto podem ser encontrados no capitulo
8,

Mostraremos abaixo, através da analise dos sinais de f e de &f/dx que os ramos
estaveis da variedade de equilibrio da variavel rapida sao o eixo y para y > y, e a parabola
(4.23) do lado direito de seu vértice.
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Os detalhes da analise s@o feitos considerando-se a figura 4.7 onde dividimos o
plano de fase nas regices I, II, I, IV, V, VI, VII, VIIIL, IX, X e XI para facilitar a

compreensdo da analise da estabilidade das varied

ades de equilibrio.

3
[ II[ :
Vmax |-===m=mmm ::.;__;,___I
s /r”E !N_ f——0
y°./ L
i ¥ i E /’ y:()
X A . . | N
i ] o
/ovmg o
E y~ g=0

Fig. 4.7 — Analise da estabilidade das variedades de equilibrio para o modelo (4.19)-
(4.22). Linhas tracejadas representam ramos instaveis das variedades de equilibrio
enquanto linhas continuas representam ramos estaveis destas variedades.

A analise dos sinais nas diversas regides da figura 4.7 forneceu a tabela 4.3.

regido Sinal de Sinal de %
dt dt
I positivo positivo
11 negativo positivo
oI negativo negativo
IV positivo negativo
\'% negativo negativo
VI positivo negativo
A4 1| positivo positivo
vill negativo positivo
X positivo positivo
X positivo negativo
XI negativo negativo

Tab. 4.3 —As regioes do plano de fase dadas na

figura 4.7 juntamente com os sinais de %:— e —

dv
dt’
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Considerando-se a figura 4.7 podemos concluir: o ramo da parabola dada em
(4.23), que tem x > x,, onde x, € o valor de x que corresponde ao vértice desta parabola é
estavel, uma vez que, ao passarmos da regido I para a regido IL, cruzando este ramo da

parabola, no sentido de x crescente, ij:— passa de valores positivos para valores negativos.

Por outro lado, ao considerarmos o plano de fase para x < x, (com x > 0) temos %

passando de valores negativos para valores positivos ao passarmos da regido III para
regiao VI ou da regido Il para a regido I, no sentido de x crescente, o que significa que
neste intervalo tem-se a instabilidade deste ramo da variedade de equilibrio f = 0.

A andlise da estabilidade da variedade de equilibrio trivial x =0, ou seja o eixo y
pode ser feita de forma similar.

Ao passarmos pelo eixo y, no sentido de x crescente, também temos dois casos:

dx Sms o dx .
- para y<y, tem-se: = <0 naregido V e naregido VIIl e —> 0 naregiao VI e na

- - . d
regiao IX, o que significa que ao atravessarmos O €ix0 tem-se Ej_;>0 e portanto

instabilidade do eixo y neste intervalo.

dx ” dx . o
- para y >y, tem-se: = 0 naregiao IV e £ <0 na regido IIL o que significa que
/4

a0 atravessarmos O eixo % <0 e portanto estabilidade do eixo y neste intervalo.

Os resultados da analise da estabilidade das variedades de equilibrio da variavel
intermediaria se véem no grafico da figura 4.7 através do estilo de linha 14 utilizado. Para
obter os resultados faz-se o0 mesmo tipo de analise, ou seja, avalia-se os sinais dados na
tabela 4.3.

4.4.3 A existéncia de um ciclo limite do tipo Lento-Réapido no subsistema xy

Agora que temos a analise da estabilidade das variedades de equilibrio vejamos
como o metodo da perturbagdo singular € usado para detectar a existéncia de um ciclo
limite do tipo lento-rapido para o modelo (4.19)-(4.22).

Consideremos a figura 4.8 onde o sistema (4.19)-(4.22) € considerado com condig@o
inicial A = (x(0), (0)) que n3o seja demasiadamente proxima da variedade f (x, y) = 0. O
movimento comeca a se dar entdao de A para B com velocidade rapida pois como f(x,y) €
finita deve ser muito grande se & € muito pequeno. A velocidade na dire¢dao

horizontal é muito grande comparada a velocidade na dire¢@o vertical. A justificativa de o
movimento se dar da esquerda para a direita € que o ponto A pertence a regiao I onde
% >0. Quando a trajetoria esta suficientemente proxima do ponto B (onde f = 0), %

diminui consideravelmente e a orbita fica mais lenta. No ponto B a trajetoria atravessa a
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isoclina f= 0 verticalmente e depois move-se ac longo das “costas” do ramo estavel BD

(de B para C e depois de C para D pois estamos na regido Il onde % >0), com velocidade

lenta pois f (x, y) esta muito proxima de zero e conseqiientemente % também, até

alcangar o maximo da parabola dada em (4.23) que esta no ponto D na figura 4.8.

No ponto D acontece uma bifurcagdo e ocorre novamente um transiente muito
rapido com y constante e o sistema vai da vizinhanga do ponto D para a vizinhanga do
ponto E que esta sobre a variedade de equilibrio trivial x = 0. Quando a trajetoria esta

suficientemente proxima do ponto E, % torna-se novamente muito pequena € a trajetoria

passa a se dar de E para G com velocidade lenta ja que apenas y esta variando (x esta muito
proximo de zero). Ao atingir o ponto G, que € um valor minimo ymi, para y o movimento
volta a acontecer em velocidade rapida (uma vez que apenas x esta variando) até atingir o
ponto C, fechando assim o ciclo limite CDEGC.

O ciclo limite lento-rapido certamente ndo coincide com a linha fechada CDEGC,
mas esta contido em um tubo de raio £ em torno desta linha.

y*

1
|
!
I
1
1
1
1
1
I
!
i
i

E ﬂ ’-a-"D
i f=0
: > > \C
:' A—>>——B
e >

Fig. 4.8 - Um ciclo limite do tipo lento-rapido do sistema (4.19)-(4.22).
Transientes rapidos sao identificados por setas duplas e transientes lentos
por setas simples.

E importante salientar que a existéncia do ciclo esta relacionada com a seguinte
condi¢ao:
E necessario que a isoclina (4.24) do predador (g = 0) tenha x <x, o que implica
4 b, -1
<
50—4b,  2b

(4.27)
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23 —4/329 .,%EZ_._ "329;]0‘28 O que em

donde conclui-se que a<b, <b onde e ~121 e b=

ultima analise significa que o sistema (4.19)-(4.22) so apresenta comportamento do tipo
ciclo limite para valores de &, neste intervalo, o que esta de acordo com o que foi dito na
secdo 3.2, onde encontramos neste intervalo os trés pontos de equilibrio do sistema
instaveis, podendo assim haver realmente um ciclo limite.

444 Uma relagdo entre os valores maximo e minimo da populagdo de
predadores no subsistema xy

Como visto na subse¢do 4.3.1 o valor de ymin esta relacionado com o valor de ymax
segundo a equagdo integral

[~ LD 4 (428)
vma Y 2(0,)

(b, +1)?
20b,

Para o sistema (4.19)-(4.22) e substituindo Ym.x por [ ] dado em (4.25), a

equagdo (4.28) fornece

e Sy -1 . 5 (6, +1)* (@D y
'["' 04y 05’—2[5[ 208, ymi"J {ln{ 200, ] ]'nyminJ:|“0 (4.29)

onde observa-se que o valor de ymn depende do valor do parametro ;. A representagdo
grafica das solugOes da equacido (4.29) é apresentada na figura 4.9.

205, 206,
procedemos a determinag@o de ymin tal que fi(Vow) = f (Vi) -

Definimos (V)= 3 [M—me e fz(ym)=ln[w]-lﬂyme

Considerando b; = 8, que esta no intervalo desejado, os graficos de fi(ymin) versus
Ymin, § = 1,2 estdo representados na figura 4.9.
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0 01 02 03 04 uiswr Ymin
14

Fig. 4.9 — Graficos de fi(Jmin) VErsus Vmi considerando-se b; = 8.

As raizes da equacdo (4.29) foram obtidas através do comando solve do software

Maple V que com uma aproximagdao de duas casas decimais forneceu ymin = 0,05 e
Vmin = 0,51. Esta altima coincide com o valor [%] que € o valor de ymy, € que
1

evidentemente € solugdo da equagdo 4.29. Na figura 4.10, tragamos o atrator
correspondente a b; = 8 donde podemos realmente observar que o menor valor que y atinge
durante a transi¢do lenta do ciclo limite considerando-se ¢ pequeno € aproximadamente
0,05, enquanto que o valor de ymax € aproximadamente 0,51, que € igual ao que se obtém
através de (4.25).

Yos
07
08
05
049
03

02 \
01 X

—'_—‘._._"/_—)I
o 02 04 06 0B x

Fig. 4.10 — Solugdo do subsistema xy considerado com

E importante observar ainda que quando a presa esta quase ausente, a populagdo do
predador decresce de seu valor maximo y_.. , (ponto E da figura 4.8) para um valor minimo

Y » (Ponto G da figura 4.8), que € mais baixo do que o valor y, (ponto F da figura 4.8) no
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qual a variavel lenta perde estabilidade. Isto pode ser justificado observando que em uma
vizinhan¢a de raio & em torno do ponto y,, ambos xe f s3o da ordem de ¢, de forma

que % € também da ordem de &, uma vez que e%f— =xf . Assim, em um ponto comx >0

i dx i i dy dy .
préoximo ao ponto y,, =k muito pequeno em comparagao com e de forma que ekl

muito grande, isto €, a trajetoria passando proxima ao ponto y, € quase vertical.
Tudo isso pode ser resumido dizendo que um ciclo limite do tipo lento-rapido existe
se a variedade de equilibrio da variavel lenta, a saber, g =0 esta localizada a esquerda do

vértice da variedade de equilibrio da presa.

4.5 Aplicacdo do método da perturbacdo singular ao modelo de
Hastings-Powell considerado com a populacdo de presas (X))
constante

Consideraremos nesta secdo outro subsistema do modelo de Hasting-Powell, apenas
com as populag¢des dos dois niveis superiores: Ye Z .

Suponhamos que neste subsistema, a dindmica de Y, na auséncia de Z, seja descrita
pela equacdo logistica:

dy ¥
—=Y 1-— 4.30
Tal sistema, sendo assim, possui a forma
& _ripl-l .z % (4.31)
ar K Y+B,
ilg=Z -D, +Y 50 : (4.32)
dT il Y+B,

Trés dos seis parametros em (4.31)-(4.32) foram considerados com asterisco, de
forma similar ao que foi feito na se¢dao 4.4.2, devido as seguintes consideragdes especiais,
necessarias para garantir um sistema do tipo lento-rapido. A espécie Y (predadores) tem

uma dindmica rapida se sua taxa de crescimento intrinseco R, for alta e se o superpredador
for bastante agressivo, ou seja, 4, for alta, enquanto que o superpredador Z tem uma

dindmica lenta se sua taxa de conversdao C, for baixa.
Matematicamente falando, isso corresponde a
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- v, oA .
Ri==, 4=, C(C}=C,¢ (4.33)
£ £
onde £ € um parametro positivo pequeno adimensional.

Considerando (4.33), o sistema (4.31)-(4.32) pode ser escrito como

a | Y A
LN P 434
*ar _R°[ K‘,] Y+BJ (329

—=Z|-D,+¥ ———=
drT Y +B

(4.35)

az [ Azc]

que € um sistema do tipo lento-rapido. Escolhendo as variaveis adimensionais

=—_z=— e t=RT
y Ko,z X, R,

o sistema (4.34)-(4.35) na sua forma adimensional pode ser escrito como segue.
A dindmica de y na auséncia de z pode ser descrita por

B il
—-=pi=3) (4.36)

e sendo assim o sistema (4.34)-(4.35) na sua forma adimensional, considerando-se os
valores da tabela 2.1, pode ser escrito como

e Lo yh(n2)=H,2) @37)
dz
=zw() =W () (4.38)
onde definimos
h(y,z)=(1-y (4.39)
1+2y
e
WymatE oo (4.40)
1+2y

que nas equagdes (3.7)-(3.10) denominamos subsistema yz .

Oly

No sistema (4.37)-(4.40), € o termo de interacdo entre ye z ¢ 001 ¢éa

taxa de mortalidade de z .
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Salientamos que, nas equagdes (4.39)-(4.40), considerar a populagdo x como
constante, foi incorporado através da inclusdo de uma capacidade de suporte para a
populagdo y, visto que esta passou a ocupar o nivel mais baixo (a base) da cadeia trofica.

De forma similar ao que foi feito para o subsistema xy, analisaremos a dindmica do

sistema (4.37)-(4.40) através do método da perturbagdo singular.

Variedades de equilibrio do subsistema (y z)

O sistema (4.37)-(4.40) possui quatro variedades de equilibrio apresentadas na
figura 4.11.

A variedade de equilibrio da variavel rapida (H =0) € composta de duas sub-
variedades: y =0 e a parabola

z=-20y*+10y +10. (4.41)

A variedade de equilibrio da variavel lenta (/¥ =0) também é composta de duas
sub-variedades: z =0 e areta

(4.42)

Gt
"

Desta forma, a variedade de equilibrio da variavel rapida (y) € composta pela
parabola (4.40) e pelo eixoz .

O vértice da parabola (4.41) corresponde a (3y, Zmax) Onde yy, = % € Zpax = %5- (ponto
M da figura 4.11). A intersec¢do da parabola com o eixo z se da em z, =10 (ponto N da

figura4.11).
Visto que a geometria das variedades de equilibrio é¢ a mesma daquelas apresentadas
na subse¢do 4.4.2 a analise dos sinais de # e de dh/dy mostra que os ramos estaveis da

variedade lenta sdo (paray > 0 e z > 0) o eixo z para z >z, e o ramo da parabola (4.41)
que tem y > y,, onde yy € dado pela primeira coordenada do ponto L, a saber,

|1 4
L“L‘, 4]_ (4.43)

Utilizando a equagdo integral (4.10), vista na subse¢do 4.3.2, obtemos
100[% (o — 2. Y~ (inzy, — lnzm)]zO (4.44)

que, sendo z., = 542 fornece
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mHﬁ _,.m]_(m 5 zm]]=o @445)
10\ 4 4

que € a equagao que fornece o valor para z__ (ponto O da figura 4.11), independente do
valor de ;.

As raizes da equagdo (4.45) foram obtidas através do comando solve do software
Maple V, que com uma aproximac¢do de duas casas decimais forneceu ymin = 8,85 e

Ymn = 11,25. Esta udltima coincide com o valor % que € o valor de ym., € que

evidentemente € solucdo da equagdo 4.45. Nas figuras 3.4 e 3.5, tragamos o atrator
correspondente a »; = 8 donde podemos realmente observar que o menor valor que a
populagdo de predadores (ymn) atinge durante a transigdo lenta do ciclo limite
considerando-se & pequeno € aproximadamente 8,85, enquanto que o maior valor que a
populacdo de predadores atinge (Vmax) € aproximadamente 11,25.

A geometria do ciclo limite é a mesma do ciclo gerado pela interacdo entre as
espécies x e y (que caracterizamos na se¢do 4.4.2 como subsistema xy ).

Fig. 4.11- Um ciclo limite do tipo lento-rapido do sistema (3.37)-(3.40).
Transientes rapidos s3o identificados por setas duplas e transientes lentos
por setas simples.

Podemos resumir tudo o que foi dito na segdo 4.5.1 dizendo que novamente um
ciclo limite do tipo lento-rapido existe, pois a isoclina da variavel lenta separa os dois
ramos estaveis da variedade de equilibrio da variavel rapida .

Certamente, neste caso o ciclo limite também ndo coincide com a linha KLMOK,
mas esta contido em um tubo de raio £ em torno desta linha.



5 DETECTANDO CICLOS LIMITE DO TIPO LENTO-
RAPIDO ATRAVES DO PRINCIPIO DA SEPARACAO
EM SISTEMAS TRIDIMENSIONAIS

A prova da existéncia de ciclos limite e sua determinagdo, em particular em
sistemas de ordem maior que dois, nio € uma tarefa facil. Muratori e Rinaldi (1991),
apresentaram o método que utilizamos no capitulo 4, e como dissemos chamado principio
da separag¢do, também para a determinagdo de ciclos limite do tipo lento-rapido em
sistemas de trés variaveis com dindmica altamente diferenciada (escalas de tempo bem
distintas). Alguns exemplos s3o: fitoplancton - zooplancton — peixe (componente rapida € o
elemento da base da cadeia); arvore — praga de insetos — passaros (componente rapida € o
elemento intermediario da cadeia); hospedeiro — parasita — hiperparasita (componente
rapida € o elemento do topo da cadeia). A existéncia destes ciclos € novamente baseada em
metodos de perturbagdo singular. Para mostrar como estes podem ser usados, nos
referiremos, primeiro a um sistema genérico de terceira ordem e depois ao sistema
tridimensional de Hastings-Powell, que procura descrever, como visto no capitulo 2, uma
cadeia alimentar com trés espécies interagentes, e que considera tempos de resposta bem
distintos, para cada uma das trés espécies envolvidas.

5.1 Aplicacdo do método da perturbagdo singular a um sistema
tridimensional genérico

Consideremos um sistema do tipo

£ 6 5= F (x(0).(1),2(0) 5.1)
eig:G (1), (1), 2(1) (5.2)
% = H (x(1), y(1),2(1)) (53)

onde & e & sdo constantes adimensionais positivas pequenas que escalam a dinamica das
trés variaveis. Este modelo contempla, portanto, trés niveis de dindmica: a populagdo de
presas x varia rapidamente, a populagido de superpredadores z varia lentamente, enquanto
que a populagdo de predadores y varia com uma velocidade intermediaria. Assim x, y e z
€ R, sdo, respectivamente, as componentes rapida, intermediaria e lenta do sistema.

A seguir, mostra-se usando o método de perturbagdo singular, de forma similar ao
que fizemos no capitulo 4 que os transientes e os ciclos limite podem ser decompostos em
transi¢oes rapida, intermediaria e lenta.

Dada uma condigdo inicial (x(0),3(0),z(0)), a variavel lenta (z) e a variavel
intermediaria (y) sdo “congeladas” em seus valores iniciais, enquanto x varia muito
rapidamente, de acordo com a equa¢do
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gt“‘ = F(x(z,),»(0),2(0)) , T, = (5.4)
3

E
&6
Assim, x(z,) tendera a um equilibrio estavel x* de (5.4), que depende da condig@o inicial,

e escreveremos esta dependéncia como x” (x(0), y(0),z(0)) .
Uma vez que o estado do sistema tenha alcangado o equilibrio estavel da variedade
de equilibrio da variavel rapida

Flx.y.z2y=0. (5.5)

a escala de tempo da evolugdo muda e a variavel com dindmica intermediaria y torna-se
ativa. Isto é equivalente a dizer que podemos considerar o sistema intermediario

j’ =G (" (x(0),y (5,02 (0), ¥(7,), 2(0)), 7, =% (5.6)
Tz £

com a variavel z ainda “ congelada”. A variavel y tende entdo a um equilibrio estavel de
sua variedade de equilibrio

G(x,y,z)=0. (5.7)

Assim, o sistema se aproxima de um ponto caracterizado por F =G =0 e um
movimento lento é ativado, de acordo com a equagdo (5.3), sujeito as restrigoes (5.5) e
(5.7).

Em resumo, referimo-nos a figura 5.1, onde trajetorias com baixa, intermediaria e
alta velocidade s3o indicadas respectivamente, com uma, duas e trés setas. Uma primeira
transi¢ao em alta velocidade (1; = t / €3) desenvolve-se com y e z constantes e leva o
sistema de (x(0),3(0),z(0)) (ponto A na figura 5.1) para um equilibrio estavel da
variedade de equilibrio da variavel rapida 7 =0 (ponto B na figura 5.1). E depois, uma
transicido em velocidade intermediaria ( 12 = t / €) acontece sobre esta variedade de
equilibrio de x até que um equilibrio y"(x(0), 3(0), z(0)) da equagio (5.6) seja atingido
(segmento BC). Finalmente, uma terceira transicdo (segmento CD na figura 5.1))
desenvolve-se em baixa velocidade ao longo da linha obtida através da interse¢do da
variedade F =0 com a variedade G =0, e alcanga um equilibrio (ponto D na figura 5.1)
onde H= 0.

O resultado final € que a linha ABCD na figura 5.1 aproxima a solug@o do sistema,
no sentido que a trajetoria real esta contida em um tubo em torno desta linha; o raio deste
tubo tende a zero com € e 8.
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y & variedade de equilibrio
da variavel
variedade de intermedidria
equilibrio da C

variavel rapida

X

Fig. 5.1 - Trajetorias rapida, intermediaria e lenta em um sistema
de trés componentes com escalas de tempo bem distintas.
Segmentos com, uma, duas e trés setas indicam velocidades lenta,
intermediaria e rapida, respectivamente.

Quando o sistema rapido e/ou intermediario tem multiplos equilibrios, a figura é
mais complexa como mostra a figura 5.2 para um sistema de terceira ordem hipotético. Na
figura 5.2 podemos observar que a terceira transi¢do termina no ponto D, onde a variedade
de equilibrio do sistema intermediario perde estabilidade (bifurcagdo com relagdo a z). Por
esta razdo, uma nova transi¢do desenvolve-se em velocidade intermediaria sobre a
variedade de equilibrio da variavel rapida até que um novo equilibrio da variavel
intermediaria (ponto E) seja alcangado. Entdo um movimento lento acontece ao longo da
intersecdo das variedades das vanaveis rapida e intermediaria (linha EF). No ponto F a
variedade de equilibrio da variavel rapida perde estabilidade (bifurcagdo com relag@o a y), e
uma transi¢do rapida (segmento FG) leva o sistema para um novo equilibrio estavel da
variedade da vanavel rapida. A partir deste ponto, um movimento em velocidade
intermediaria acontece, e a segiiéncia de transi¢des continua de forma similar ao que
acabamos de descrever, terminando em um ponto de equilibrio ou fechando um ciclo.

¥
variedade de equilibrio variedade de
da variavel equilibrio da
intermedidria

variavel rapida

3]

Fig. 52 - Uma trajetoria ABCDEFG em um sistema de trés
componentes com escalas de tempo bem distintas e multiplos
equilibrios dos sistemas rapido e intermediario.
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E importante observar que as transi¢des rapidas e intermediarias (com excegio das
duas primeiras) sao transicdes catastroficas saltando de uma parte estavel para outra
também estavel da mesma variedade de equilibrio, que constitui uma superficie de
catastrofe. Comportamento diferente deste pode ser encontrado em sistemas nos quais as
bifurca¢des dos sistemas intermediario (rapido), se originam em valores onde y = 0 (x = 0).
Em tais casos, a trajetoria desenvolve-se ainda algum tempo, ao longo da parte instavel de
uma variedade depois do ponto de bifurcagdo, antes de “saltar” para uma nova parte estavel
da variedade. Nas proximas segOes trataremos com uma cadeia alimentar onde se pode
observar este tipo de comportamento e onde veremos que pontos de bifurcagio localizados
sobre variedades triviais sdo possiveis, 0 que ndo € surpreendente, uma vez que,
observagdes de campo mostram que ciclos limite em ecossistemas sio freqiientemente
caracterizados por periodos de presenca endémica de alguma populagéo.

5.2 Aplicacdo do método da perturbacg@o singular ao sistema de
Hastings-Powell

Consideremos a cadeia alimentar

_dx — _i —.—.—aly B= —
) e X [r[l K] 5 +x} x f(x,y)=Fx,») (5.8)
dy _ | aXx @&z |_ _
B=s =0 [ ot d, b, +yJ y g(x,y,2)=G(x,y, 2) (5.9)
Z_ | &6y L "
dt_z{bzty dz}—zh(y) H(y,2) (5.10)

que é o modelo de Hastings-Powell apresentado no capitulo 2, considerando-se nas
equagdes (2.1)«(2.3), A1 =c1, Ay =aa, By = by, By = by, Dy =d,, D, = d, e onde o inverso do

a c
fator de conversido C; = — e o fator de conversio C, = —=. Os parametros 7, K, a;, b;, ¢;, d:
G a,
para i = 1, 2 considerados nas equagdes (5.8)-(5.10) sao positivos.
O sistema (5.8)-(5.10) com & e & pequenos pode ser analisado com o método de
perturbag@o singular, que permite aproximar sua solugdao por uma seqiiéncia de transi¢des
que ocorrem em diferentes velocidades.

5.2.1 Condigdes de Persisténcia

Visto que a espécie do topo de uma cadeia alimentar se extingue se alguma das
outras populagdes se extingue, tem-se que a persisténcia das espécies depende somente do
comportamento do sistema (5.8)-(5.10) na vizinhanga dos equilibrios positivos e dos ciclos
limite do subsistema presa-predador (5.8)-(5.9) considerado com z = 0. Mais precisamente,
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as populagdes persistem se o0 acréscimo, ao sistema xy, de um pequeno namero de
superpredadores z der origem a invasdo do octante positivo [?>0} tanto do equilibrio
1

positivo quanto do ciclo limite que estavam sobre o plano xy.
Na cadeia alimentar dada pelas equagdes (5.8)-(5.9), vamos supor que exista

somente um equilibrio E* =(x",y",0) positivo e possivelmente apenas um ciclo limite

positivo I,
Para que -3%>0 em (5.10) para pequenos valores de z na vizinhanga de E°

devemos ter

2 54, (5.11)
b, +y
€ NOo ¢aso em que T exista
Cz J' y(!) dz (512)
b, +y(t)

onde 7'¢ o periodo do ciclo limite T .

A seguir, usaremos (5.11), (5.12) e o método da perturbagdo singular para obter
condi¢des explicitas de persisténcia para o sistema (5.8)-(5.10). Faremos z=0em (5.9) e
eliminaremos ¢ em (5.8)-(5.9) obtendo assim o sistema

& _ A -

o dt—x[r[l K] b,+x] x f(x,y) =F(x,Yy) (5.13)
= ——Clx —_ — o —
dbt—y[lerx dl] y g(x)=G(x,) (5.14)

que ¢ um modelo presa-predador de segunda ordem do tipo lento-rapido e pode também ser
analisado através do método da perturbagao singular.
As variedades de equilibrio do sistema (5.13)-(5.14) s@o:

a) para a populacdo (x) de presas

x=1
- —f—(l _i](b, 5 (5.15)
a, K
b) para a populagdo (y) de predadores
y=0
. (5.16)
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Fazendo f (x",y')=0¢ g(x",y")=0, obtém-se o ponto de equilibrio (x*, y"), onde
ha persisténcia das duas espécies, cujas coordenadas sdo dadas por

o bd . _rha K (K (e, ~d,)2—b,d,] 517
¢, —d, a, (¢, -d,)
que possui significado biologico para
cy > d] (5 1 8&)
e
K(c,—d,)>bd,. (5.18b)
A parabola (5.15) tem raizes x = K e x = -b,, vértice V (Xy, Ymax) dado por
K -b,
Xy = ——— 5.19a
= (5.19a)
r
= K +b)? 5.19b
ymu 4a]K ( l) ( )
e intercepta o eixo y em
yo=2r (5.20)
!

Os resultados da analise de estabilidade, geometria das variedades e conseqiiente
natureza dos atratores do sistema (5.13)-(5.14) sdo resumidos a seguir, e a figura 5.3 €
parte importante desta analise.

Fig. 5.3 — Trajetorias do subsistema presa-predador (5.13)— (5.14). As trajetorias tendem a
um ponto de equilibrio E (estavel) nos casos apresentados em (a) e (b) e tendem a um ciclo
limite que contorna um ponto de equilibrio instavel (I) no caso (¢). Linhas azuis e vermelhas
tracejadas representam instabilidade das variedades de equilibrio enquanto linhas continuas
representam estabilidade.

8./
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A matriz Jacobiana associada ao sistema (5.13)-(5.14) € dada por

[16F 1 &F]
sax 5oy
J= (5.21)
e
| e & |

onde

& penend- (1_.)_.1.%&_&}

oy oy b +x
oG d ¢,
e . -
ox dx (b, +x)

0 %

— = g(x)= -d

— = g(X) B +x 1

1 .1 (K-b -2x") LI |
§ K b+x é b, +x
J= (5.22)
. CIb,‘ 0
L (5, +x )2 i

o

; .« K : :
que possui det J > 0. Para x™ > z L=x,, ir J <0 o que permite concluir que o ponto de

equilibrio (x",y") é estavel (ver apéndice C) nas partes (a) e (b) da figura 5.3. Na parte (c)
da figura 5.3 o ponto € instavel uma vez que x* < x, fornece #r J > 0.

A andlise das subvariedades de equilibrio (analoga a da subsegdao 4.4.2) permite
concluir:
a) a subvariedade x = 0 € estavel para y > yj.
b) a subvariedade y =0 é estavel para x <x'
K —b,

c) asubvariedade f=0 ¢ estavel para x* > =Xy

d) a subvariedade g = 0 € instavel
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No caso em que o ponto de equilibrio é instavel, o atrator é um ciclo limite T que
contorna 0 ponto como ja mostramos na subse¢do 4.2. Este ciclo limite é composto por
duas transi¢des com velocidade intermediaria (AB, CD) e duas transi¢gdes com velocidade
rapida (BC, DA), parte (c) na figura 5.3. E importante observar que as transi¢des lentas
caracterizadas pela presenga endémica da presa (segmentos 23 nas figuras (5.3(a)) e
(5.3 (b)) e CD na figura (5.3 (c)) desenvolvem-se por um tempo sobre a parte estavel da
subvariedade de equilibrio trivial da variavel rapida (segmentos 2F e CF) e depois sobre a
parte instavel desta subvariedade (segmentos F3 e FD). O mesmo tipo de comportamento
sera detectado no sistema (5.8)-(5.10). A seguir temos as condigdes sobre os parametros
identificando os trés casos.

CASO 1 (x,<0):

E~b;

O valor de x que corresponde ao vértice da parabola (5.15), a saber x, = = é

negativo, o que fornece
K <b,.

CASO2(xy>0exy< x )

O valor de x que corresponde ao vértice da parabola (5.15), xy = E-% € positivo,
e x,<x o que fornece

K >b
K(c,—d,)<b(c, +d,).
CASO3(xy>0e x <x):
K — bl

O valor de x que corresponde ao vértice da parabola (5.15), x, = € positivo e

x" < x,, donde obtém-se respectivamente
K >b,
K(e,~d,)>b,(¢,+d.).
O menor valor que a populagido de predadores (y) atinge ao longo do ciclo limite é
dado por y_. que € solugdo de (ver equagdo 4.10)

.ymin _logymin - .yma.t __Iogymax (523)
Yo Yo Yo Yo

com y, dado em (5.20).
Nenhuma das condigdes acima depende de &, mas o ciclo limite apresentado na
figura 5.3 (c) € limitado por Ymax € Ymin SOmente quando & € pequeno (ver se¢ao 4.3.2).
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Para cada um dos trés casos considerados, podemos mostrar uma condi¢do de
persisténcia. As duas primeiras decorrem imediatamente de (5.11) (elas sdo portanto
independentes de &£ e & ), enquanto que a terceira requer & pequeno.

Teorema 1: Se, nos casos 1 e 2, os parametros (bs, ¢z, d>) do superpredador forem tais que

¢,y >d,(b,+y"), (5.24)
entdo o sistema (5.8)-(5.10) € persistente (para qualquer valor de & e 6 ).

Teorema 2: Se, no caso 3, os parametros (b, ¢2, d2) do superpredador forem tais que
CoVuin >y (B + Vi) (3.25)

entdo o sistema (5.8)-(5.9) é persistente para o suficientemente pequeno (e para qualquer
valor de & ).

Prova do Teorema 2: Para § — 0, o ciclo (X(7),y(?))tem y(?) 2 y_, , de forma que, no
limite, (5.25) implica que

¢, y(1)
il (5.26)

Integrando sobre um periodo completo 7, (5.26) torna-se

af IO _ 4.4
T3 5,+50)

que € exatamente (5.12).

Segundo Muratori e Rinaldi (1992) a condigdo (5.25), juntamente com as relacdes
identificadas no caso 3 que por eles estavam sendo apresentadas, constituiam naquela
ocasidao as primeiras condigoes explicitas na literatura que garantiam a persisténcia de uma
cadeia alimentar no caso de comportamento ciclico do subsistema presa-predador.

; R G i z
Devemos notar também, que se as eficiéncias e, N Lk 1, 2 dos dois predadores forem

suficientemente altas, o sistema € sempre persistente.

5.2.2 Transientes e Atratores do sistema tridimensional

Mostraremos a partir de agora que, para valores adequados dos parametros e para &
e & suficientemente pequenos, o sistema (5.13)-(5.14) tem um Unico atrator que € um
ponto de equilibrio ou um ciclo limite de baixa freqiiéncia. Estes resultados sdo ilustrados
com figuras que mostram claramente a estrutura do atrator e a geometria das trajetorias que
levam ao atrator.

Antes de iniciarmos uma analise separada dos casos 1-3 € importante observar que
as trés variedades de equilibrio do sistema (5.8)-(5.10) sdao compostas por uma
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subvariedade trivial (uma das faces do espago de fase) e por uma subvariedade n3o trivial.
As subvariedades ndo triviais podem ser escritas como:

a) subvariedade da presa

y=a(x)=ai[l—%)(b, +X) (5.27)

1

paralela ao eixo z.

b) subvariedade do superpredador

=y = = 5.28
=0 o —il, &=l )

paralela ao plano xz.

¢) subvariedade do predador

a,z(b, +x)
[clx . dl (b‘! * x)]

y=B&xz)=-b, + (5.29)

nao € paralela a nenhum dos eixos.

Mostraremos que para cada um dos trés casos explicitados anteriormente, existem
trés possibilidades que dependem das posi¢des relativas das subvariedades acima
discriminadas.

CASO 1:

A subvariedade de equilibrio ndo trivial da variavel rapida (f (x, y) = 0), dada pela
parabola (5.27) tem seu valor maximo (Vmax) para um valor de x negativo e esta
representada nas figuras 5.4, 5.5 ¢ 5.6.

Os resultados da analise da estabilidade linear das subvariedades de equilibrio da
variavel rapida (x), fornecidos na se¢do anterior, permitem concluir que a subvariedade de
equilibrio ndo trivial f= 0 € estavel para todo x positivo € que a subvariedade de equilibrio
trivial x = 0 € estavel somente para y > yj.

Da equagdo (5.27), obtida de flx, y) = 0, tem-se que para cada valor de y,
correspondem os seguintes equilibrios:

 (k=b) £ J(k—b,)? +4k(kb, + y)
o 2k '
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Lembrando que neste caso k < b, tem-se x> 0 e x. < 0 donde podemos concluir que
o sistema rapido tem um Unico equilibrio (ndo trivial), dado por x,, para cada valor positivo
de y. Isto implica que a primeira transi¢do rapida comegando em (x(0), (0), z(0)) va, em
diregdo a variedade trivial da variavel rapida, se y(0) € suficientemente grande (ponto 1 nas
figuras 5.4, 5.5 e 5.6) onde y(0) >y, e em dire¢do a variedade de equilibrio ndo trivial da
variavel rapida (/= 0) no caso contrario (ponto 2 nas figuras 5.4, 5.5 e 5.6).

No caso onde y(0) > yo, quando a trajetoria alcanca a face yz, o sistema
intermediario torna-se ativo e y decresce em velocidade intermediaria e com z constante ao
longo do plano x = 0. Como podemos observar na figura 5.4, este processo continua,
passando pelo valor de bifurcagdo yy, ao longo da parte instavel da variedade x = O até que
um “salto” aconteca e leve o estado do sistema até um ponto localizado sobre a variedade
de equilibrio
estavel ndo trivial (f= 0) da variavel rapida.

Fig. 5.4 — Trajetoria da cadeia alimentar (5.8)-(5.10) no caso
em que a linha /= g =0 sé é definida para z < z,. O atrator é
um ponto (E) de equilibrio.

/ Fig. 5.5 - Trajetéria da cadeia alimentar (5.8)-(5.10) no caso
em que a linha f = g = 0 é definida para z < z". O atrator é um
ponto (E) de equilibrio.



112

y /7 f=0
Yo} 1
- - g = 0
x.y)
b ¥
P —z
h= 1
./.-.._--m_ﬁ_-./ri._
K -
Z z
Fig. 5.6 - Trajetoria da cadeia alimentar (5.8)-(5.10) no
x caso em que o atrator € um ciclo limite que contorna o

ponto (1) de equilibrio instavel.

Quando a trajetéria alcanga a variedade de equilibrio da variavel rapida, o sistema
intermediario torna-se ativo e uma nova transi¢do desenvolve-se sobre esta variedade até
que um equilibrio estavel do sistema intermediario seja alcangado. Em outras palavras, o
sistema move-se em velocidade intermediaria com z constante ao longo da superficie
/=0 em diregdo a um ponto que esteja sobre a intersecgdo da linha f= g = 0 se tal ponto for
um ponto de equilibrio estavel do sistema intermediario, ou em diregao ao ponto (X, 0, z(0))
no caso contrario.

Os dois pontos extremos da linha =g = 0 sdo (x, ¥".0) e (X, 0, zx), onde zx pode
ser facilmente determinado resolvendo a equagdo g(X, 0, zx) = 0, isto &,

7. =b—2[ﬁK——d,], (5.30)
a, \ b, +K

Na figura (5.4), a linha f= g = 0 ndo € definida para z > zx e tem um unico ponto de
equilibrio para cada valor de z < zx que é sempre estavel, uma vez que o Jacobiano de (5.6)
¢ negativo. Nas figuras (5.5) e (5.6) o ponto de equilibrio estavel continua existindo, mas z
passa também a ser definida para z > zx , a saber, para zx <z < z‘, onde z é o valor de z
para o qual o sistema intermediario tem um ponto de bifurcagdo. Este ponto, que esta sobre
a linha f= g =0 € o ponto P nas figuras 5.5 e 5.6 e suas coordenadas s3o denotadas por
(', ¥, 2). No intervalo (z, z'), a linha f= g = 0 tem dois pontos de equilibrio (um estavel e
outro instavel).

Eliminando y nas equagdes f = g =0, obtém-se a equagio polinomial

a,x* +a,x* +a,(z)x+a,(z) =0 (5.31)

onde

rb r
a,(z) = _bld‘l [bz +"a_]')_azblzv & = ‘[‘;‘k_] (Cl ™ d1)
1 1
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O coeficiente @,(z) € negativo e considerando-se que c¢; > d), @, também ¢é
negativo. Se considerarmos que as raizes da equagao (5.31) s@o xj, xz e x3 e lembrando que

a,(z)

X1.X2.X3 = - ——= podemos concluir que (5.31) tem no maximo duas solugdes positivas.
A condigdo sobre os parametros que separa a figura 5.4 das figuras 5.5 e 5.6 pode
ser encontrada observando-se que a linha f= g = 0 € da forma apresentada na figura 5.4 se e

somente se % > % no ponto (K, 0, zx). Considerando (5.27), (5.29) e (5.30), obtém-se que
a figura 5.4 ¢ identificada pela condi¢ao

—(‘;‘b'b;c)lz >r [cl -d, - —b}?‘ ] (5.32)
+
1

enquanto que as figuras 5.5 e 5.6 sdo identificadas com a desigualdade oposta

ab,b,c, _bd,
aar <o) .

A matriz Jacobiana associada ao sistema (5.8)-(5.9) € dada por

(1 oF 1 OF]

&6 Ox g5 oy

J=
166 16
s 5oy |
onde

oF of 6F _of
== TX X —_— = e
5 =f(x.y) = 3y xay
LA %G _ g
ax yax > @) “‘g(x:yaz)'i'yay

que calculadas no ponto (X, 0, z) fornecem a matriz
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= 7
-r Kl -—
b +K

¢k a,z
0 o e
b, +k b,

donde tem-se, simultaneamente, det J > 0 e tr J < O para z>b—2[i—d,]=zk.

a,\ b +k
Conclui-se entdo (ver apéndice C) que o equilibrio trivial (X, 0, z) do sistema intermediario
¢ estavel somente para z > zx.

Isto explica porque nas figuras 5.4, 5.5 e 5.6 algumas transi¢des intermediarias
(trajetorias com duas setas) desenvolvem-se de cima para baixo e outras no sentido
contrario.

Quando a transicdo que acontece em velocidade intermediaria termina, um
movimento lento desenvolve-se ao longo de uma das duas linhas correspondentes aos
equilibrios dos sistemas rapido e intermediario, isto €, ao longo do segmento (estavel)
superior da linha f= g = 0 ou ao longo da linha x = K (y = 0). O sentido do movimento

lento ao longo destas linhas pode ser determinado olhando o sinal de -j—j que muda sobre a

; e s b,d A
variedade de equilibrio da variavel lenta y=y (5.28). Para y > —22 =y Ea

6; —~d; dt
enquanto que % < 0 no caso oposto.
Se assumirmos que a condigdo de persisténcia do teorema 1 € valida, entdo (5.28)
implica que y* > y . Isto significa que, ao longo da parte superior ( y > y ) da linha (estavel)

f=g =0, o movimento lento desenvolve-se da esquerda para direita (g‘-;-> 0), enquanto que

0 oposto acontece para y <y . Para z > zy tem-se (%< 0) ao longo da linha x = K (y = 0).

Na figura 5.4, isto é, quando (5.32) € valida, todas as trajetorias tendem ao mesmo

equilibrio (ponto E na figura 5.4), enquanto que, no caso oposto, as trajetorias tendem a um
equilibrio (ponto E na figura 5.5) se

y>y (5.34)

ou a um ciclo (ver figura 5.6) se

s (5.35)

Uma sintese da analise acima pode ser feita dizendo-se que se a condi¢do de
persisténcia do teorema 1 vale e se ¢ e § sdo suficientemente pequenos entdo existe um
unico atrator que € um ponto de equilibrio estavel ou € um ciclo limite de baixa freqtiéncia.
O atrator é um ponto de equilibrio se (5.32) € valida, ou se (5.33) e (5.34) sdo validas,
enquanto que € um ciclo se (5.33) e (5.35) sdo validas.
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CASO 2:

A analise do caso 2 ¢ quase idéntica a do caso 1. O numero ¢ o tipo de possiveis
atratores sdo 0s mesmos assim como os transientes do sistema. As figuras 5.7. 5.8 ¢ 5.9
reportam aos trés casos de interesse. A parabola (5.27), neste caso, tem seu valor maximo
para um valor positivo de x e a variedade de equilibrio ndo trivial da varidvel rapida é
estavel somente para x > x,. Portanto existem duas subvariedades estdveis disjuntas, a
parabola (5.27) para x > x, e o plano yz para y > yo. As figuras 5.7, 5.8 e 5.9 ilustram as
consequiéncias destes fatos nos trés casos. Nas figuras 5.7 e 5.8, todas as trajetorias tendem
a um ponto de equilibrio estavel (ponto E nas figuras), enquanto que na figura 5.9 todas as
trajetdrias tendem a um ciclo limite.

O teorema 3 resume os casos 1 e 2.

Teorema 3: Se as condigdes de persisténcia do teorema 1 sdo satisfeitas e se ¢ e & sdo
suficientemente pequenos entdo o sistema (5.8)-(5.10) tem um atrator global no octante
positivo. Tal atrator ¢ um ponto de equilibrio se (5.32) ¢ satisfeita ou se (5.33) e (5.34) sdo
satisfeitas, enquanto que é um ciclo limite de baixa freqiéncia se (5.33) e (5.35) sdo
satisfeitas.

x/ Fig. 5.7 — Trajetoria da cadeia alimentar (4.52)-(4.54). O atrator é
um ponto (E) de equilibrio.

x/ Fig. 5.8 - Trajetoria da cadeia alimentar (4.52)-(4.54), O atrator é

um ponto (E) de equilibrio.
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Fig. 5.9 - Trajetéria da cadeia alimentar (4.52)-(4.54). O

atrator e’_um ciclo limite que circunda o ponto (I) de
equilibrio instavel.

CASO 3:

Assumiremos que as condigdes de persisténcia (teorema 2) sejam satisfeitas e que &
e & sejam pequenos. A variedade de equilibrio da variavel rapida é como no caso 2, pois
novamente, a parabola (5.27) tem seu maximo para um valor positivo de x. Portanto as
primeiras transi¢des sdo exatamente como no caso 2. Neste caso, entretanto a linha f=g =0
em dire¢do a qual as transigdes tendem em algum momento, tem seu ponto extremo
(x',y, 0) sobre a parte ins‘tével da variedade /= 0, pois x’ < x, (ver figura 5.3 (c)). Pode-se
checar que para x > x,, z esta sobre a parte estavel da variedade de equilibrio da variavel
rapida y = a(x).

A linha f = g = 0, para valores adequados dos paridmetros, esta representada nas
figuras 5.10-5.13 e alcanga o valor maximo de y (Ymsx) em um ponto denotado por B
(xv, Vmax, E)

y
M|

(xy, Vinax)

Fig. §.10 — Trajetoria da cadeia alimentar (4.52)~(4.54) no caso 1
identificado no texto. O atrator é um ponto (E) de equilibrio.



/ Fig. 5.11 — Trajetoria da cadeia alimentar (4.52)-(4.54) no caso 1
identificado no texto. O atrator € um ponto (E) de equilibrio.

x/ Fig. 5.12 — Trajeténa da cadeia alimentar (4.52)-(4.54). O atrator

é um ciclo limite de baixa freqiiéncia. O valor Z < Z

x/ Fig. 5.13 — Trajetoria da cadeia alimentar (4.52)-(4.54). O atrator

¢ um ciclo limite de baixa freqiiéncia. Z > Z
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O subsistema de segunda ordem dado em (5.13)-(5.14) tem oscilagdes de alta
freqiiéncia para todos os valores de z < z e a amplitude destas oscilagbes aumenta com z
(mais precisamente, os valores de y nas transi¢des rapidas DA nas figuras 5.10-5.13
diminuem lentamente com z). Se y € menor que um valor critico 7 , a saber, o valor de y da

transi¢do rapida DA do ciclo limite de alta freqiiéncia que corresponde a z = Z , entao %

€ positivo sobre todos os pontos deste ciclo, bem como nos pontos de todos os ciclos de alta
freqiiéncia. Sob a condig¢@o (7 <7 ), a popula¢dao de superpredadores esta constantemente
aumentando (embora numa taxa muito baixa) quando as populagdes da presa e do predador
oscilam em alta freqiiéncia.

Nas figuras 5.10-5.13 isto pode ser interpretado, onde y <y, dizendo que a
trajetoria desenvolve-se, para z <z, em baixa velocidade da esquerda para a direita.
Quando o ponto B ¢ alcancado, as oscilagdes desaparecem, e 0 movimento lento continua
ao longo da linha f= g = 0. O valor critico 7, a saber, o valor minimo de y ao longo do
ciclo limite do sistema (4.57)-(4.58) com x =0 e z =Z , depende dos parametros , ai, b1, d,
a, e by. Muratori e Rinaldi mostraram (1991) que # pode ser calculado mas n3o pode ser
dada uma forma analitica para seu calculo. Por esta razio, no restante desta segdo
assumiremos que y <y sem escrever uma condi¢do explicita sobre os parametros.

Entretanto, € importante observar que a condigdo y < 7 é sempre satisfeita se a eficiéncia

c ; x
T d—z do predador do topo € suficientemente alta.
2

Na figura 5.10, identificada por (5.32) e na figura 5.11 identificada por (5.33) e
(5.34), o movimento lento tende em diregdo a um equilibrio (ponto E nas figuras), enquanto
nos outros dois casos correspondentes a (5.33) e (5.35) o atrator € um ciclo. Na figura 5.12,
o valor minimo de z, a saber, z ao longo do ciclo é maior que Z, e o ciclo limite de baixa

freqiiéncia € exatamente como nas figuras 5.6 e 5.9 porque a transi¢do comegando em
(£,0,z) tende a um ponto estavel da variedade f= g = 0. No caso em que z <z (figura 5.13)

a estrutura do atrator ¢ diferente porque a transi¢do comegando em (K,0,z) vai em dire¢do

a um ciclo ABCD de alta freqiiéncia. Sendo assim, durante cada ciclo de baixa freqiiéncia,
existem, por um intervalo de tempo finito, oscilagdes de alta freqiiéncia do subsistema
presa-predador.

A condigdo z < z ¢ garantida pela inequagdo zx < Z que pode ser obtida

explicitamente calculando z como raiz de g(x,, y..,Zz) =0 (lembrando que x, = e
€ Vi = 4—%(5’ +b,)?) e comparando com (5.30). O resultado € que zx < 7 se
4
%[(K-bl)(iub,)’ —M] >(K +b,). (5.36)
¥
1

Os resultados desta se¢do podem ser resumidos com o teorema 4.
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Teorema 4. Se a eficiéncia e, = —Z—Z—é suficientemente alta e se & e & sdo suficientemente
2

pequenos entdo o sistema (4.52)-(4.54) tem um atrator global no octante positivo. Tal

atrator é um ponto de equilibrio se (5.32) for satisfeita ou se (5.33) e (5.34) forem

satisfeitas, enquanto que é um ciclo limite de baixa freqiiéncia se (5.33) e (5.35) forem

satisfeitas. O ciclo limite de baixa fregiiéncia contém oscilagbes de alta freqiiéncia do

subsistema presa- predador se (5.36) for satisfeita.
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CONCLUSAO

A identificacgio de comportamentos periddicos em sistemas ecologicos,
particularmente em dindmica de populagdes interagentes, tem constituido assunto de grande
interesse em recentes trabalhos com modelagem matematica. Em uma descri¢do no espago
de fase de um sistema dindmico n3o linear autdénomo, tais comportamentos periddicos sio
visualizados por curvas fechadas e, no caso em que constituam atratores do sistema, sdo
denominados ciclos limite.

Face a relevancia deste tema, nosso objetivo neste trabalho foi o de estudar as
principais abordagens que visam determinar a existéncia e a detecgdo de ciclos limite, e
tentar aplica-las ao modelo de Hastings-Powell para uma cadeia trofica de trés espécies,
bem como a subsistemas bidimensionais deste modelo.

Comegamos por apresentar os fundamentos que nortearam a construgdo dos
modelos para os quais iriamos investigar a existéncia de ciclos limite (cap. 1). Em seguida,
para cada um dos sistemas em questdo, determinamos os estados de equilibrio e, através da
analise de estabilidade linear, o comportamento dindmico local correspondente. Para
estudar o comportamento dindmico global e identificar os atratores de cada sistema, nos
valemos do método de Runge-Kutta de integra¢ao numérica (cap. 2) . Estes atratores,
dependendo dos valores dos parametros envolvidos no sistema, apresentaram desde ponto
de equilibrio, ciclo limite de periodo 1, ciclo limite de periodo 2 até comportamento caotico
(no caso do sistema tridimensional), resultados estes mostrados na segdo 2.3.

Nosso trabalho incluiu um estudo a respeito de bifurcagdes e sua classificacao
(apéndice D), sendo que, para o sistema tridimensional de Hastings-Powell, apresentamos
também alguns diagramas de bifurcagdo (secdo 2.3), correspondendo a variagdo do
parametro relevante do sistema.

A partir dos resultados anteriores, concentramos nossas atengdes em
comportamentos do tipo ciclo limite. Mais especificamente, dedicamo-nos a busca de
condi¢des sobre os parametros, que determinassem a existéncia de comportamento do tipo
ciclo limite. Neste sentido, enunciamos e aplicamos os teoremas de Poincaré-Bendixson
(se¢do 3.3 e 3.4) e o teorema da Bifurca¢do de Hopf (seg¢do 3.5, 3.6 e 3.7), considerados
fundamentais nos estudos que se referem a existéncia de ciclos limite.

A prova da existéncia de ciclos limite e sua determinagdo ndo € uma tarefa facil. De
acordo com o teorema de Poincaré-Bendixson, que vale para sistemas autonomos continuos
bidimensionais, uma trajetoria que comece em algum ponto € que n3o possa sair para fora
de uma certa regido no plano de fase do sistema, tera que ou terminar em um ponto de
equilibrio, ou retornar ao ponto inicial (e neste caso trata-se de uma trajetéria fechada), ou
ainda se aproximar de um ciclo limite. A dificuldade pratica da aplicagdo do teorema de
Poincaré-Bendixson esteve em encontrar, para os sistemas com os quais trabalhamos, uma
regido que permitisse a sua aplicagdo. Apos determinar a(s) curva(s), subsegdes 3.4.1, 3.4.2,
que contornariam um dominio tal que as condigdes requeridas pelo teorema fossem
satisfeitas, foi possivel identificar comportamentos assintoticos do tipo ciclo limite nos dois
subsistemas bidimensionais do modelo de Hastings-Powell.
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Novamente mediante hipoteses que satisfizeram as condigbes requeridas pelo
teorema da Bifurcacdo de Hopf (subsegdo 3.5.1 e 3.5.2), nos foi possivel detectar a
existéncia de ciclos limite (segdo 3.6 e 3.7) e inclusive determinar valores do pardmetro de
controle que garantiram a existéncia dos ciclos, tanto no sistema tridimensional de
Hastings-Powell quanto nos seus subsistemas bidimensionais.

Por fim, apresentamos ainda uma abordagem adotada por Muratori € Rinaldi (1991),
por estes denominada Principio de Separagdo, para a identificagdo de ciclos limite em
sistemas dinamicos do tipo lento-rapido. Esta abordagem ¢ aplicavel, portanto, apenas neste
tipo particular de sistema dindmico, que no entanto € muito freqiiente em cadeias troficas,
visto que para muitas delas os tempos de resposta dos niveis troficos sdao crescentes, no
sentido da base para o topo da cadeia. No limite em que estes tempos forem altamente
diferenciados, tais sistemas permitem o uso de métodos de perturbacdo singular, e a partir
dai, com base na geometria das variedades de equilibrio do sistema, a determinagdo de
condigGes, relacionadas com a existéncia de bifurcagGes catastroficas nestas variedades,
que garantem a existéncia de ciclos limite compostos por transi¢des rapidas alternadas com
transicdes lentas. Para o sistema tridimensional presa-predador-superpredador, sio
identificados, através desta abordagem, ciclos de baixa freqiiéncia, devidos a interagdao
entre predador e superpredador, durante os quais, em alguns casos, ocorrem durante um
curto intervalo de tempo, oscilagdes de alta freqiiéncia, devidas & intera¢do entre presa e
predador (subse¢ao 5.2.2). As condi¢bes que garantem a existéncia destas oscilagoes
permitem concluir que, assim como, em um sistema bidimensional do tipo predador-presa,
alta eficiéncia do predador implica em ciclos, temos que, em sistemas tridimensionais, alta
eficiéncia do superpredador implica em ciclos limite.
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APENDICE A - ADIMENSIONALIZACOES

A adimensionalizagao de um sistema tem entre seus objetivos, o de reduzir o
numero de pardmetros envolvidos, para tornar mais simples a analise (estudo) do
sistema em questdao. Mas o objetivo principal de uma adimensionalizagdo € determinar
as quantidades relevantes envolvidas no sistema.

A.1 Adimensionalizacdo do sistema de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra, apresentado na subsegdo 1.2.1, envolve duas
variaveis dependentes, a saber, N e P que representam as populagdes nos dois niveis da
cadeia trofica. Neste modelo tem-se também a variavel independente 7 representando o
tempo e quatro parametros a, b, c, e d. Este modelo tem a forma

AEN  otp (A1)
N dr
1.dp
=2 daeN. A2
P dt . (A2)

Para procedermos a adimensionalizagdo, faremos uma analise dimensional das
quantidades envolvidas no sistema, agrupando-as de acordo com suas dimensdes.
Utilizaremos o simbolo [...] para representar “dimenséo de...”. Desta forma podemos
escrever
) [N]=[P]
i)[a]=[d]=[2]"

i[e]=[c]=[7]"[N]"

Definindo as novas variaveis dependentes adimensionais (Murray, 1989), através de

cN(1)
d ?

u(t) = v(7)

=£‘FLI) (A.3)
a

€ a nova variavel independente (tempo) adimensional, através de

T=al, (A4)
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o sistema (A.1)-(A.2) passa a ser escrito sob a forma

%mu(lhv), %=a v(iu—1). (A.5)

d . ~ " ,
onde = — € um parametro adimensional.
a

A.2 Adimensionalizacdo do Sistema de Hastings-Powell

O modelo de Hastings e Powell, apresentado na se¢ao 2.1, envolve trés variaveis
dependentes, a saber, X, ¥ e Z que representam as populag¢des nos trés niveis da cadeia
trofica. No modelo tem-se também a variavel independente 7 representando o tempo e
dez parametros dimensionais Ry, Ky, 4, A2, B;, B2, C;, Ca, D; e D>. Sendo assim, o
modelo dimensional tem a forma

=Bl ep S (A.6)
X dr K, X +B,
LB e (A7)
Y drT X+B, _Y+B,

4
i % _ piopH. (A8)
Z dr *Y+B

2

Para podermos proceder a adimensionalizagdo utilizada por Hastings-Powell, €
preciso fazer uma analise dimensional das quantidades envolvidas no sistema,
agrupando-as de acordo com suas dimensdes. Utilizaremos o simbolo [...] para
representar “dimensao de..”.

Considerando
1) apenas aquelas quantidades que tém dimensao de populag¢do, podemos escrever
[X]=[Y]=[Z]=[Koel=[B:]=[B:] (A.9)

ii) apenas aquelas quantidades que tém dimensao de inverso de tempo, podemos
escrever

[4,]1=[42]1=[Ro]1=[D;1=[D:1=[T1" (A.10)
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iil) aquelas que ndo possuem dimensdo, podemos escrever

[Crl=[Ca]-

(A.11)

Para constituir as novas quantidades adimensionais do sistema, agrupa-se as
quantidades originais. Existem diferentes maneiras de fazer a adimensionalizagdao de um
mesmo sistema. Neste trabalho, utilizaremos aquela proposta por Hastings-Powell

(Hastings e Powell, 1991), a saber:

que serao as populagdes adimensionais, €
t=R, T
a nova variavel tempo, adimensional.

Desta forma o sistema (A.6)-(A.8) passa a ser reescrito como

dx ax
—=x(l-x)-—

e e i Ty
Q: a,x . a,y sy
dt 1+bx” 1+b,y

E= 24 z—d.z

dt 1+b,y i

onde definimos os seguintes seis novos parametros adimensionais:

Ko 4

5 CyKe4, K, D,
1 Rn B] >

K
h=—2, G = mo by = P dy=—, dy=—=.
B, C, Ry B, C, B, Ry R,

Esta € a forma adimensional do sistema de Hastings-Powell utilizada no capitulo 2.

(A.12)

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)
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B CONDICOES DE ROUTH-HURWITZ

No capitulo 2 utilizamos as condig¢des de estabilidade (2.37)-(2.38) para pontos de
equilibrio do sistema dindmico tridimensional de Hastings-Powell. Neste apéndice,
apresentaremos (Murray, 1993) essas condigdes com mais detalhes e sua generalizagdo para
um sistema de enésima ordem.

Considerando um sistema escrito na forma

& —txp), ®.1)

onde x e f sio vetores n- dimensionais com xe R"e f:R"' — R"e onde p é um
parametro real, podemos determinar a estabilidade de um ponto de equilibrio x™ deste
sistema, através das raizes do polindmio caracteristico.

Expandindo o sistema (B.1) em série de Taylor em torno do ponto de equilibrio x” €
mantendo somente os termos lineares em (x—x ), obtemos

dr

—=Jr 2
= (B.2)
onde r=x-x e a matriz J € a matriz Jacobiana, em termos ecoldgicos a matriz

comunidade, calculada no ponto de equilibrio x”. A analise da estabilidade na qual estamos
interessados, envolve sistemas lineares da forma (B.2) e sua solugdo pode ser escrita como

r=r,e” (B.3)

onde r, € um vetor constante e os autovalores A sdo as raizes do polinémio caracteristico,
determinados a partir de

det (J—AI)=0 (B.4)

onde I € a matriz identidade. A solugdo r =0 € estavel se Re A <0 para todas as raizes 4,
sendo assim, r — 0 de forma exponencial quando r — « e conseqiientemente r =0 €
estavel a pequenas perturbagoes.

Se o sistema ¢ de enésima ordem, o polindmio caracteristico pode ser escrito na
forma geral,

P(A)=2"+a,A" +. . .+a, (B.5)

onde os coeficientes a;, 7 = 0,1,..., n sdo reais. Assumimos que a, #0 para garantir que o
polindmio tenha # raizes distintas ndo nulas.
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Se Ay, A2, ..., A, s@0 raizes distintas ndo nulas de (B.5) podemos escrever

n

Z’li ==a,, zﬂ“:’?‘j =3 sery Mly -ty =(D"a, (B.6)
i=1 i

i=j

Para garantirmos a estabilidade de x', precisamos satisfazer condi¢des para os a,,
i=0,1 ..,»n tais que os zeros de P(1) tenham Re A < 0. As condigdes suficientes e

necessarias para isto ser satisfeito sdo denominadas condi¢des de Routh-Hurwitz. Existem
varias formas equivalentes, uma das quais €, juntamente com a, >0 ,

a‘ ﬂ3 as
a, a,
D, =a;>0, D,= ; iy, =il o @20,
@ 0 a a
a, a, a,
1 a, a
0 a a
D,={2 1 @& - |50 para k=1,2,..n. (B.7)
0 uow &

Estas condi¢Ges sao obtidas usando métodos de variaveis complexas.
Para um sistema de terceira ordem, como aquele que tratamos no capitulo 2, o
polindmio caracteristico fica

P +a i +a,A+a, =0

e as condigdes (B.7) para que tenhamos Re 1 < 0 reduzem-se para

a, >0, a,;>0 e aa, —a; >0.
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APENDICE C - UMA APLICACAO DO TEOREMA
DE POINCARE- BENDIXSON

Utilizando a abordagem adotada por Jordan e Smith (1987) queremos aplicar o
teorema de Poincaré-Bendixson para mostrar que o sistema dindmico auténomo

e x-—y—(x2 +-3—y2]x
dt 2

(C.1)

dy 2, 1 2]
2= i Yo 2 e
r Y [ 2}’ B4

tem uma solugdo periddica. Neste exemplo especifico, € possivel delimitar uma regido
anelar minima entre duas circunferéncias concéntricas, com centro na origem, na qual se
situa no minimo uma solugdo periodica.

Tanto o contorno interno quanto o contorno externo da regido procurada, sendo
circunferéncias com centro na origem, tém como vetor normal n, apontando para fora da
circunferéncia, o vetor x i + y j, isto €, de componentes (x, y), nas diregOes (e sentidos) dos
vetores unitarios i e j, respectivamente. Por outro lado, o vetor tangente a trajetoria tragada
pelo sistema dinamico, no plano de fase, no sentido de 7 crescente, € o vetor cujas

dx ; : o ) .
componentes [E%] sdo defindas pelo sistema dindmico em questdo, isto &,

(f(xy), g(xy) ), onde

f(x.y) =x—y—[x2 +%y1]x
(C2)

2 1 2
g(x>y)=x+y~(x hg ¥ )y

Dependendo do sinal do produto escalar entre os vetores n e ( f (xy) , g (x,y) ), podemos
concluir o que segue:

- se este produto escalar for positivo, as trajetorias tragadas pelo sistema dindmico
atravessam de dentro para fora, o contorno cujo vetor normal € n; um esbogo desta
situagdo esta representado na fig. C.1.
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4 .
\ ;

'\-\.\______._l"

Fig. C.1-Cason.T>0.

C ¢ a trajetoria descrita pelo sistema dindmico
I' é o contorno.

T € o vetor tangente a trajetoria C.
n é o vetor normal ao contomo I .

- se este produto escalar for negativo, as trajetorias tragadas pelo sistema dindmico
atravessam de fora para dentro, o contorno cujo vetor normal é n, um esbogo desta situagio
esta representado na fig. C.2.

A

.
.

Fig. C2—-Cason.T<0.
C ¢ a trajetoria descrita pelo sistema dinamico
I' € o contorno.

T é o vetor tangente a trajetoria C.
n € o vetor normal ao contorno I .

- se este produto escalar for nulo, as trajetorias tragadas pelo sistema dindmico sdo

tangentes ao contorno e perpendiculares ao vetor normal, um esbogo desta situagdo esta
representado na fig. C.3. As trajetorias neste caso nem entram e nem saem.
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4 r
N

\___‘_______I"

Fig. C3- Cason . T=0.
C ¢ a trajetoria descrita pelo sistema dinamico.
I' é o contorno.
T é o vetor tangente a trajetoria C.
n é o vetor normal ao contorno I .

;
Calculando o produto escalar n. Qﬁﬁ_d_y_] obtemos
\dif dt

x.flx,y)ty.gkxy=x .‘f:-y—[x2 +%y2]x:’ +y [x+y~[x2 +%y2]yjl

que em coordenadas polares pode ser escrita como
2 4 1 1 2
re—r 1+—4—00529—Zcos 26 {C.3)

onde r > 0 ¢ o raio da circunferéncia com centro na origem ¢ 0 < # <27 . Entdo, em um
ponto qualquer (x, y) de intersecg@o entre a trajetéria tragada pelo sistema dindmico no
espago de fase e uma circunferéncia de raio r com centro na origem, o produto escalar entre
o vetor n (normal a circunferéncia e apontando para fora dela) e o vetor tangente a trajetoria
tracada pelo sistema dinamico pode ser escrito sob a forma:

r* cos(6)* —g—r“ cos(@)* +r? —%r“ (C.9

Os graficos da fungdo de €, obtida pela expressdo do produto escalar em questdo
’ _— .1 . — . &
sobre a circunferéncia de raio > e sobre a circunferéncia de raio 2, sdo apresentadas nas

figs. C.4 e C.5 respectivamente .
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3 A /

0.21
0.2
0.19
o 2 ' 4 6
e
. 2 dx dy _
Fig. C.4 — Grafico do produto escalar n . E’E’_ em fun¢do de

@, sobre a circunferéncia de raio r= 0.5.

No primeiro, observamos que seu valor € sempre positivo, 0 que indica que as
trajetorias tragadas pelo sistema dinamico atravessam de dentro para fora a circunferéncia
com r = 0.5; por outro lado, com r = 2.0, observamos que seu valor € sempre negativo, o
que indica que as trajetorias tragadas pelo sistema dinamico atravessam de fora para dentro
esta circunferéncia.

o
g 1 2 3 4 3 g
dx dy) |
\dt’dt)
-4
] /
61
-8- ‘ \
-1u§ \
2 L
143
' : dx dy _
Fig. C.5 - Grafico do produto escalar n . Z,E- em func¢do de

@, sobre a circunferéncia de raio r=2.0.
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: i 2 s 1
Portanto, existe no minimo uma solugdo periodica entre r = > e =2

A seguir, procuraremos um par de circunferéncias que delimitem a regido anelar
mais estreita na qual podemos afirmar que existe um caminho fechado; entao temos que
determinar:

a) um valor maximo para o raio interior, que ja sabemos ser maior ou igual a =% tal que

para todo @ entre 0 e 2 7, a expressdao acima seja sempre positiva;

um valor minimo para o raio exterior, que ja sabemos ser menor ou i a2 ue
b) um valor minimo para o raio exte que ja sab gual a 2, tal q
para todo @ entre 0 e 2 7, a expressao acima seja sempre negativa.

Visualizando o grafico para » = 1 obtivemos a fig. C.6 de onde concluimos que
r =1 é um valor que nfo serve nem para raio interno, nem para raio externo. O raio interno
maximo deve ser menor do que 1 ( e maior ou igual a 1/2).

Por tentativa, concluimos que o raio interno, com precisdo de duas casas decimais, €
0.97, uma vez que temos para ¢ entre O e 27 0 produto escalar sempre positivo como
mostra a fig. C.7.

n. (Ex_,ﬂ) U.5'_
dr dt

: ; | .
04\./(1.. 2\/5\/45\}/9

Fig. C.6 - Grafico do produto escalar n{%;ﬁ) em fung3o de t.
T

Circunferéncia considerada com r=1.



" [E’i f"ﬁ) 05
\dt a : /\

N /\/ ._Xg

Fig. C.7 - Grfico do produto escalar n .(%,?’—J em fimgdo de 4,

sobre a circunferéncia com raio » =0.97.

Para o raio externo (ja sabemos que € menor ou igual a 2 e maior que 1, cujo
grafico mostrou anteriormente valores positivos e negativos) representamos graficamente o

dx
produto escalar n . {E’?’_IJ em funcdo de @ parar= 1.5, na fig. C.8.
7
1 2 3 5 b
- (ji_x ﬂ{] 0] ; i > LI ﬂ_ ] 2
dt’ dt

-4
) dx
Fig. C.8 - Grafico do produto escalar n (E;’%J em funcio de

@, sobre a circunferéncia com r=1.5.

Tentando um valor menor ainda:
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(54

2N\

: y dx dy .
Fig. C.9 — Grafico do produto escalar n . E’ Ef— em fungao de
@, sobre a circunferéncia com raio r =14,

Diminuimos demais; o valor procurado situa-se, portanto, entre 1.4 e 1.5.

Por tentativas concluimos que, com precisdo de duas casas decimais, r exterior
maximo € 1.41.

Entdo, na regidao anelar entre r = 0.97 e r = 1.41, esta situado no minimo uma
solucdo periodica do sistema dindmico auténomo:

fGy)= x—y—[xz +%y=]x

1
g(x,y)=x+y —(x“ +Ey2]y

Estes valores extremos, para r, podem ser determinados analiticamente. A
expressao dada em (C.3) possui uma solug@o (r, #) quando

r’hr‘[nicoszg—%cos2 26J=0 (C5)

que pode ser escrita na forma

4[ l, —ljzcos 20 —cos” 20 . (C.6)
=
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Para determinarmos o intervalo de validade de (C.6) calcularemos o maximo e o
minimo que a fungdo f(6) = cos 26 —cos’ 26 pode assumir.
O calculo da derivada primeira fornece

d(cos 26 - cos® 26)

20 = —2sen26 [1-2cos26] (€7

O lado direito de (C.7) € nulo nos seguintes casos:
a) 20 =nx,com ne Z
b) 20 =+Z+2nx, com neZ .
o |
Quando consideramos o caso @) , f(6)=0 se n par ou f(8)=-2 se n impar e no

1 5 . : o 1
caso b), f(0)= 2 ou seja, f(€) tem seu valor minimo em —2 e o valor maximo em 7

Em outras palavras as solugdes de (C.6) existirdao para valores do lado esquerdo de

(C.6) que estiverem no intervalo [— 2, %} , Isto é, quando

r < 2 ou 097<r<1.41.

4
— <
J17
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APENDICE D - BIFURCACOES E CATASTROFES

Quando as solugdes de um sistema dindmico ndo linear mudam seu carater
qualitativo, ao variarmos o valor de um determinado parametro, dizemos que ocorreu uma
bifurcagado.

Dentro da teoria de bifurcagdes (Drazin, P.G, 1994) existem cinco tipos que serdo
considerados nesta se¢do. Para deixar clara a esséncia de cada tipo de bifurcagio
definiremos as bifurcagdes transcritica, do tipo forquilha (supercritica e subcritica), do tipo
sela-nodo e a bifurcag¢do de Hopf a partir de um diagrama, onde no eixo horizontal tem-se o
valor de um parametro p envolvido no sistema e no eixo vertical uma variavel dependente
v; as solugBes estacionarias de um sistema correspondentes a cada valor do parametro p
constituem pontos neste plano (p, v). A este tipo de diagrama da-se o nome de diagrama de
bifurcacado.

Por convengdo, solugdes estacionarias estaveis constifuem curvas continuas, enquanto
que solugdes estacionarias instaveis constituem curvas tracejadas.

Para ilustrar cada tipo de bifurcagdo utilizaremos exemplos unidimensionais e
bidimensionais nos casos das bifurcagdes transcritica e do tipo forquilha e exemplos
bidimensionais nos casos das bifurcagdes de Hopf e sela-nodo, uma vez que estes dois tipos
de bifurcagdo nao sdo definidas em casos unidimensionais.

D.1 Bifurcagdo Transcritica

Caso unidimensional

Antes de procedermos a defini¢do de bifurcacdo transcritica consideremos o
modelo de Verhulst, apresentado na se¢do 1.1.2, com K = 2 er= a,

dN 2
—d[_ =aN — bN (D 1)
que € um modelo simples na teoria de crescimento populacional. A equagdo (D.1) pode
representar o crescimento da populagdio de uma determinada espécie, N representa o
numero de individuos da espécie e a e b sdo pardmetros reais.

A solugdo da equacdo logistica (D.1), satisfazendo a condigdo inicial N(0)=N,,
tem a forma
an,

b[%e-‘" +N,(1-e™ )]

N(t) = (D.2)

e os resultados da analise de estabilidade de cada um de seus pontos de equilibrio sdo
apresentados na tabela D.1.
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Pontos de equilibrio Instavel Estavel
N'=0 a>0 a<o0
. a<o0 a>0

N =%

Tab. D.1 —Anlise da estabilidade dos pontos de equilibrio N* =0 e N* = % .

Nas figs. (D.1) temos os diagramas de bifurcagdo para os casos b6>0e b <0.

NA _a N A
2 5.1 A 4
\/ A
A 4 N
v /A l
¥ ¥ - v SR
4 t”/ a/ ¢ a
v
{ 1
Ly % T v V¥ f N= %

(@) ()

Fig. D.1 — Bifurcagdes transcriticas: os diagramas de bifurca¢des do
sistema %:aN—sz para a)b>0 e b)b<0.

Este tipo de bifurca¢do, onde ocorre a intersec¢do de duas curvas de bifurcagdo, é

chamada bifurcacdo transcritica.
Consideraremos a seguir um exemplo de bifurcac@o transcritica que ocorre em um

sistema bidimensional.



Caso bidimensional

Consideremos o sistema

onde x € um parametro real.
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(D.3)

Dependendo do valor de u, existem 1 ou 2 pontos criticos, de acordo com a tabela
D.2. O valor de bifurcagdo € y, =0.

Valores de Pontos de equilibrio Tipo de singularidade

(u,0) Ponto de sela

<0
(0, 0) Nodo estavel

n=0 (0, 0) Ponto critico ndo hiperbolico
(0, 0) Ponto de sela

n=>0
(1,0 Nodo estavel

Tab. D.2 - Pontos de equilibrio e tipos de singularidades do sistema (D.3) em fungao dos valores

de u considerados.

Os campos vetoriais juntamente com algumas solugdes correspondentes a condi¢des
iniciais distintas do sistema (D.3) estdo representados nas figs. (D.2). Na fig. D.2a
consideramos x=-1<0, na fig. D.2b tem-se # =0 e na fig. D.2c consideramos x4 =1>0.
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Fig. D.2¢c - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.3) considerado com u
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Um esbogo do diagrama de bifurcagdo (espécie x) para o sistema (D.3) esta na fig.
D3. Para u<0 o ponto de equilibrio (x',y")=(0,0) ¢é estavel enquanto que
(x*,y")=(u, 0) éinstavel; ja para x>0 temos a situagdo inversa.

A X=pu

e
|

=~
>

Fig. D.3 — Diagrama de bifurcagdo para a espécie x
do sistema (D.3).

De forma similar ao que ocorre no caso unidimensional (fig.3.14) temos na fig. D.3
a intersec¢do de duas curvas de bifurcagdo, o que caracteriza novamente uma bifurcagdo
transcritica.

Observe que este tipo de bifurcagdo ja apareceu ao considerarmos o subsistema xy
na se¢ao 3.2.1. Ela ocorre na fig. 3.1 para o valor de b; = 11,5.

D.2 Bifurcacdo Pitchfork (do tipo forquilha)

Caso unidimensional

Consideraremos um exemplo antes de definir uma bifurcagdo do tipo forquilha.
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Dada a equagdo diferencial
(D.4)

onde a e b sio pardmetros reais, temos como pontos de equilibrio x* =0 para todo @ e
1

&

x =i[%}z,para todo a e b tais que a/b>0.

Os resultados da analise de estabilidade de cada um destes pontos estdo na tabela
D.3.

Pontos de equilibrio Instavel Estavel

x =4 a>0 a<0

1 a<0ebh<0 a>0eb>0

Tab. D.3 —Analise da estabilidade dos pontos de equilibrio x° =0 e x* = i(%}z ;

A fig. (D.4) ilustra o diagrama de bifurcagdo para o caso b > 0. Existe uma

bifurcagio na origem. Para a <0 ha somente um ponto de equilibrio, a saber, x" =0 e

para a>0 existem trés pontos de equilibrio. A solugdo x* = 0 ¢ estavel se e somente se
1

a<0 eassolugdes x = r{%)z sdo estaveis paraa > 0.
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x=——
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Fig. D.4 — Uma bifurcagdo supercritica do tipo forquilha: um
esquema do diagrama de bifurcagdo para » > 0. As setas indicam
o sentido da variagdo de algumas solugdes com o tempo.

Observa-se que a solu¢do x = 0, quando o parametro a passa de valores negativos
para valores positivos, perde estabilidade “dando origem” a dois novos pontos de equilibrio
estaveis. Neste caso diz-se que a bifurcagdo é supercritica.

A fig. D.5 ilustra o diagrama de bifurcagdo para o caso b < 0. Neste caso também
existe uma bifurca¢do na origem. Para a <0 existem trés solugdes estacionarias, x = 0

(estavel) e x:z{%]z (instavel) enquanto que para a=>0 ha somente uma solugdo

estacionaria, a saber x = 0 (instavel).

X AN
A A
1 | A
[a)i = ;
=] — N —,
b o H"“-\.
Y v B - a
A A A o
| o
. g IE_H_..——""’J‘,‘ l
‘_‘(b} 'L v y

Fig. D.5 — Uma bifurcagéo subcritica do tipo forquilha:
um esquema do diagrama de bifurcagdo para b < 0. As setas
indicam o sentido da variagao de algumas solugdes com o tempo.
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Observe que a solugdo x =0, quando o pardmetro a passa de valores positivos para
valores negativos, ganha estabilidade ¢ “da origem” a dois novos pontos de equilibrio
instaveis. Neste caso diz-se que a bifurcagdo é subcritica .

Caso bidimensional

Consideremos o sistema

D3)

onde g €um parametro real.
Dependendo do valor de u, existem 1, 2 ou 3 pontos criticos, de acordo com a
tabela D.4. O valor de bifurca¢ao € p, =0.

Valores de p Pontos de equilibrio Tipo de singularidade
u <0 (0, 0) Nodo estavel
u=0 (0, 0) Ponto critico ndo hiperbolico
[ ,J; ,0) Nodo estavel
nw=>0 0, 0) Ponto de sela
©, \/;) Nodo estavel

Tab. D.4 - Pontos de equilibrio e tipos de singularidades do sistema (D.5) em fungao dos valores
de u considerados.

Os campos vetoriais juntamente com algumas solug¢Ges consideradas com condigoes
iniciais distintas do sistema (D.5) estdo representados nas figs. D.6. Na fig. D.6a
consideramos u =-1<0, na fig. D.6b tem-se =0 e na fig. D.6¢ consideramos gz =1>0.
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Fig. D.6a - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.5) considerado com x =—1.
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Fig. D.6b - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.5) considerado com ¢ =0.
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Fig. D.6¢c - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.5) considerado com x =1.



144

Um esbogo do diagrama de bifurcagio (espécie x) para o sistema (D.5) esta na fig.
D.7. Observe que existe uma bifurcagdo na origem. Para z <0 ha somente um ponto de

equilibrio, a saber, x" =0 e para z >0 existem trés pontos de equilibrio. A solugdo x =0

é estavel se e somente se 1 <0 e as solugdes x" =+./u sdo estaveis para u>0.

Fig. D.7 — Diagrama de bifurcagio (espécie x) para o sistema (D.5).

De forma similar ao que ocorre no caso unidimensional (fig.3.16) temos na fig. D.7
uma bifurcagdo supercritica do tipo forquilha.

D.3 Bifurcacao do tipo sela-nodo

Consideremos o sistema bidimensional

(D.6)
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onde g ¢ um parametro real.

Dependendo do valor de x, o sistema (D.6) apresenta 1, 2 ou nenhum ponto critico,
de acordo com a tabela D.5. O valor de bifurcagdo € novamente u, =0.

Valores de u Ponto(s) de equilibrio | Tipo de singularidade
u <0 nao existe -
u =0 (0, 0) Ponto critico ndo-
hiperbolico
(- \[;1 . 0) Ponto de sela
u>0
(\/; »0) Nodo estavel

Tab. D.5 — Pontos de equilibrio e tipos de singularidades do sistema (D.6)
em fungao do mntervalo de x considerado.

Os campos vetoriais juntamente com algumas solu¢des consideradas com condigdes
iniciais distintas do sistema (D.6) estio representados nas figs. D.8. Na fig. D.8a
consideramos x=-1<0, na fig. D.8b tem-se x# =0 e na fig. D.8c consideramos g =1>0
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Fig. D.8a - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.6) considerado com x =-1.
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Fig. D.8b - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.6) considerado com u=0.
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Fig. D.8c - Campo vetorial juntamente com algumas
solugdes do sistema (D.6) considerado com g =1.
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Um esbogo do diagrama de bifurcagdo (espécie x) para o sistema (D.6) esta na fig. D.9.

| l -------- - x=-yE

Fig. D.9 - Diagrama de bifurcagao (espécie x) para o
sistema (D.6).

Observa-se da fig. D.9 que quando o parametro u passa de valores negativos para

valores positivos originam-se dois pontos de equilibrio, um nodo estavel e outro instavel
(ponto de sela). A este tipo de bifurcagdo da-se o nome de bifurcagdo do tipo sela-nodo.

D.4 Bifurcagdo de Hopf

Consideremos o sistema de equagdes diferenciais

%=—y+(aﬂc2 -y )x
®.7)
D xt(a-x -y

para todo a real.
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O tinico ponto de equilibrio do sistema (D.7) é a solugdo trivial (x*,y")=(0,0).
Para investigar a estabilidade linear deste ponto lineariza-se as equacgdes dadas em (D.7) em
torno de (x",y")=(0,0), o que fornece

L T
a7
(D.8)
dy
— =X+ =
dt 4

O sistema (D.8) pode ser escrito sob forma matricial como segue:

E a —-1i|x
dr | _
2 1 a 7
dt ¥
x a -1
ou ainda, definindo o vetor x=| |,eamatriz J= , sob a forma:
y 1 a
dx
—=Jx.
dt

Os autovalores da matriz J sio A =a +i. Existe estabilidade linear do ponto de equilibrio
(x",3")=(0,0) se Re (1) <0, isto &, se a < 0, e instabilidade se a > 0.

As figs. D.10 e D.11 mostram o espago de fase para o sistema (D.8) para valores de
a distintos. Na fig. D.10 tem-se para @ = -1 <0 uma singularidade do tipo espiral estavel,
uma vez que os autovalores sdo complexos e possuem parte real negativa e na fig. D.11
tem-se para @ = 1 > 0 comportamento do tipo ciclo limite.
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0.1

~ 0.05 o1 ¥

Fig. D.10 — Trajetoria no espago de fase do sistema (D.8), considerando-se
a = -1, com condigdo inicial (x(0), ¥(0))=(0.1, 0.1); o ponto (0, 0) é uma
singularidade do tipo espiral estavel.

—— - = . ; \ " x
02 04 05 08 / 1.2
1_/

Fig. D.11 - Trajetorias no espago de fase do sistema (D.8),
considerando-se @ = 1, com duas condi¢des iniciais distintas, a saber,
(x(0), (0) ) = (0.1, 0.1) e (x(0), ¥(0) ) = (1.2, 1.2). O sistema apresenta
comportamento do tipo ciclo limite.

A fig. D.12 mostra o diagrama de bifurcagdo (para a espécie x) correspondente ao
sistema (D.8). O diagrama para a espécie y tem as mesmas caracteristicas.
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"% 0 s 10 i P =
Fig. D.12 — Diagrama de bifurcagdo (espécie x) para o sistema (D.8).

Observe que este tipo de bifurcagdo ja apareceu ao considerarmos o subsistema xy
na se¢do 3.2.1. Ela ocorre na fig. 3.1 para os valores de b; = 1,21 e b; = 10,28.

O sistema (D.8) também pode ser resolvido explicitamente. Se usarmos
coordenadas polares onde x=7rcos® e y=rsen®, para r >0, entdo x + yi =re” e assim

dee®) _dr &

9
dt dt dt 24)
que resulta
d(reia) . 2 2 .
7 =—y+ix+(@a—x" -y N x+iy) (D.10)
1sto é,
dr " do ) ., 0 2 0
—4+ir—\e” =ire” +(a—-r-)re”. i 1|
[df dJ ( ) (D.11)

Dividindo ambos os lados de (D.11) por e”

obtemos

e igualando as partes real e imaginaria,
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do

== (D.12)

L —ra-r,

Quanto aos equilibrios do sistema (D.12) temos dois casos a considerar:
- Se,a<0, o tnico equilibrio do sistema € r = 0, ou seja, a origem.
- Se a >0, o sistema apresenta dois equilibrios, r =0 er = Ja.
Observe que %ﬁ > 0 o que significa que temos @ aumentando, ou seja, o sentido das
t

trajetorias nas figs. D.10 e D.11 € anti-horario. Quanto ao raio 7, se existir o equilibrio
r = JJa temos dois casos a considerar:

. dr
a) O raio r aumenta quando s >0, o que acontece para O<r < Ja.

b) O raio r diminui quando % <0, o que acontece para r >+/a .

Observa-se na fig. D.11 que para r < 1 o raio esta aumentando enquanto que para
r > 1 o raio esta diminuindo, tendendo nos dois casos a uma solugdo periddica no tempo,
que neste caso, € o circulo de raio 7 = 1.

D.5 Biestabilidade

Consideremos a equagio

d .
é—f-:ru[l—EJ——r—uz-=f(u,r,q) (D.13)

onde r e g s30 parametros reais.

Os estados estacionarios de (D.13) s@o solugdes de f(u,r,q) =0 .
E imediato que #' = 0 é uma solugdo de f(u,7,q) = O e as outras solucdes
satisfazem, se existirem,

2
r[1—§]=lru2 (D.14)
onde definimos
u Hz
gturg)er|1-—le hw) = (D.15)
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E conveniente determinar graficamente as solugdes de (D.14). A fig. D.13 mostra
as solugdes para um valor de ¢ fixo, a saber ¢ = 11, e valores distintos de 7. As interse¢des
de h(u) com g(u,r,q) fornecem as solugdes de (D.14).

Nossa escolha foi manter ¢ fixo e variar 7. Escolhendo manter » fixo e variar ¢ o
comportamento € 0 mesmo, ou seja, a existéncia de um, trés e novamente um estado de
equilibrio a medida que aumentamos 4.

™~

o

061
\% S
1 a
0.4

0.2

h (1)

Fig. D.13 - As retas sdo g(u, r, g) versus #, com ¢ = 11.
Para (a): r=0,3, (b): r=0,5, (¢): r=0,7.

O que ¢ importante observar na fig. D.13 € a existéncia de uma, de trés ou
novamente de uma solu¢do quando » aumenta para um valor de g fixo.
A fig.D.14 mostra o grafico de f(u,r,q ) versus .

flu.r,q)

Qe / \

06 %
04
02

0.2
04
06

Fig. D.14 — Grafico de f («, r, g) versus u, com 0s mesmos
parametros » e g correspondentes da fig. D.13.
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Nas figs. D.13 e D.14 os valores ), u2 € u3 correspondem aos pontos de equilibrio
do sistema (D.13).
Investigamos a estabilidade de cada um dos quatro pontos de equilibrio e

o

encontramos # = 0 e # = u, linearmente instaveis, uma vez que —>0 em w=0eu = u;
Ou

enquanto que ; € 3 sdo pontos de equilibrio linearmente estaveis, uma vez que para estes

dois f—f- <0.
ou
Existe um dominio no espago de parametros gr onde as trés raizes de (D.14)

existem. A fig. D.15 mostra este resultado.

i um estado
0.6 D estacionario
P
05 -
] trés estados estacionarios
0.44
1 um estado
; estacionario
I12“_
¢ 5 A 1 15 9

Fig. D.15 — Dominio dos parametros para o numero de estados
de equilibrio positivos do sistema (D.13) . As curvas sio dadas
24° o iy 24°
(@* +1)? ? (@ -1

a=+/3 fomece o ponto cispide P.

parametricamente por r(a) = . O valor

Este modelo exibe um efeito histerese. Suponhamos que tenhamos fixado um valor
de g e comecemos a aumentar » ao longo do caminho ABCD na fig. D.15. Entdo,
referindo-nos também a fig.D.13, vemos que se #; =0 em r = 0 o equilibrio #; simplesmente
aumenta monotonicamente com r até que o ponto C seja alcangado (fig. D.15). Para um
grande r este estado estacionario desaparece e o valor de equilibrio salta para us;. Se
reduzirmos 7 o estado de equilibrio € 0 w3 e permanece assim até que r alcance o menor
valor critico, onde existe novamente um estado estacionario, neste ponto existe um salto do
estado 3 para ;. Em outras palavras quando r aumenta ao longo de ABCD existe uma
descontinuidade em C enquanto que quando » diminui de D para A existe uma
descontinuidade em B. Isto é um exemplo de uma catastrofe cuspide.

Vejamos um exemplo do efeito histerese obtido em um sistema bidimensional.
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CASO BIDIMENSIONAL

Consideremos o sistema dado em coordenadas polares

dr 7 i
= ripg+r-~r")
(D.16)
de
dr
Dependendo do valor de z o sistema (D.16) apresenta 1, 2 ou 3 estados estacionarios, de
acordo com a tabela D.6.

-

Intervalo de Estados de Equilibrio Analise da Estabilidade
H<p, r, =0 Estavel
2,=0 Estavel

n=ys Estavel

. <u<0
r,= .\fs_z- Instavel
I, = 0 Instavel
x>0
Estavel
1 = J-;l_

Tab. D.6 — Intervalo de u , com os respectivos estados de equilibrio e analise da estabilidade.

J1+4
l, 5 =%+Tﬂ es

4

1 1+4u
2 2

M. ==

2

A fig. D.16 mostra o diagrama de bifurcagdo para o sistema (D.16).
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Fig. D.16 — Diagrama de bifurcacdo para o sistema (D.16).

" 1
O ponto B corresponde ao valor critico de x, a saber, y_ = =~
As coordenadas do ponto F sao dadas por (-1/4, 1/2).

Observa-se na fig. D.16 que quando o pardmetro i aumentade A até B,r=0¢€ o
unico estado estacionario que, nesse intervalo, € estavel. Para p aumentando de B até C o
sistema apresenta trés estados estacionarios, » = 0 (que ja existia) e continua estavel e mais
dois, a saber, » =-J—.ST (estavel) e r =Js—z (instavel). Quando p> 0, r =,/s, deixa de

existir, » =,/s, continua estavel e » = 0 torna-se instavel.
- . 1 .
O que € importante observar na fig. D.16 é que para -7 <#<0 o sistema apresenta

dois estados estacionarios distintos e estaveis (r = 0 e » =4/s, ), € o atrator sera um ou
outro dependendo da condigdo inicial utilizada, como mostram as figs.D.17 e D.18 onde

utilizamos u = “% Diz-se neste caso que o sistema € biestavel.

Se considerarmos o sentido crescente de | a trajetoria sera ABCDFBC, enquanto
que se p estiver decrescendo sera EDFBCD. Quando acontece o “salto” do ponto C para o

ponto D o sistema esta passando de um ponto de equilibrio estavel (» = 0) para um ciclo
limite, denominado de grande amplitude. Do ponto F para o ponto B a situagio € inversa.
As figs D.17, D.18 e D.19 mostram os atratores do sistema dado pelas equagdes

(D.16).
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O
L -0.21

-0.31

Fig. D.17 — O atrator do sistema (D.16) considerado, com
pz—% ,H0)=0,6e (0)=0, é o estado de equilibrio 7= 0.

Considerando-se que %? =-1 no sistema (D.16), o sentido da trajetoria é horario e

portanto na fig. D.17 observa-se que a solug@o esta tendendo para r = 0 o que confirma os
resultados obtidos na fig. D.16 e na tab. D.7.

Fig. D.18 - O atrator do sistema (D.16) considerado, com
i -é, HO)=0,6¢ B(0)=0, &umciclo limite.



p—

57

Fig. D.19 - O atrator do sistema (D.18) considerado, com
u =—%, r0)=0,3e 8(0)=0, ¢é o estado de equilibrio » = 0.

F g
/::
/ ”

W

" 04 08 12

Fig. D.20 - O atrator do sistema (D.18) considerado,
com u =%, r0)=0,6 e 8(0)=0, € um ciclo limite.

Nas figs. D.18 e D.20 os atratores s3o ciclos limite (circunferéncias de raio r
=J}T ) 0 que também esta de acordo com os resultados da tab. D.7 e o diagrama de

bifurcagdo dado na fig. D.16.
A seguir faremos uma sintese dos principais aspectos de cada bifurcagdo.
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D.6 Sintese

Uma bifurcagdo transcritica se da quando existe a intersec¢do de duas curvas de
bifurcagdo como ja mencionamos.

A esséncia de uma bifurcagio do tipo forquilha (supercritica ou subcritica) reside no
seguinte: quando o pardmetro @ aumenta (ou diminui) passando por um valor critico duas
novas solugdes estacionarias originam-se no caso da bifurcagdo supercritica e duas solugdes
estacionarias deixam de existir no caso da bifurcagio subcritica.

No caso da bifurcagdo do tipo sela-nodo, quando o pardmetro atinge um
determinado valor passamos de uma regido onde ndo existem equilibrios para uma onde
temos dois pontos, um estavel e um instavel.

Em uma bifurcagdo de Hopf, quando o pardmetro a aumenta (ou diminui) passando
por um valor critico origina-se uma solu¢do periodica no tempo. Se esta solugdo periddica
for um ciclo limite instavel criado em torno de um ponto critico estavel diz-se que a
bifurca¢do € do tipo Hopf subcritica. Quando um ciclo limite estavel é criado em torno de
um ponto critico instavel diz-se que a bifurcagdo € do tipo Hopf supercritica.

Em caso de o sistema apresentar biestabilidade (ou curva histerese), podemos ter para um
mesmo valor do pardmetro mais de um estado estacionario estavel, como mostramos na
se¢dao D.5.
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APENDICE E -  APLICACOES DO TEOREMA DA
BIFURCACAO DE HOPF

Apresentaremos a seguir duas aplica¢des do teorema da bifurca¢do de Hopf (casos
bi e tridimensionais) segundo a abordagem adotada por Beltrami, 1997.

E.1 Aplicacdo a um sistema bidimensional

Consideremos o sistema

I

=

(E.T)
d_yz

Y
xX—-q —-— ,para a > 0.
7 (3 ﬂ}’} p

O tnico ponto de equilibrio do sistema (E.1) € o ponto (0, 0) independente do valor
de u considerado.

A matriz Jacobiana do sistema linearizado associado ao sistema (E.1) calculada no
ponto (0, 0) € dada por:

0 -1
J(#FL aﬁ] (E2)

Det J(u) > 0 para todo u, mastrJ (u)= au depende do sinal de . Para <0 o ponto
(0, 0) € assintoticamente estavel, a fig. E.1 mostra o plano de fase do sistema E.1
considerando-se ¢ =2 e g =-05. Para 4> 0 o ponto de equilibrio (0, 0) € instavel e o

plano de fase do sistema E.1 considerando-se ¢ =2 e x=05. Em u= 0, os autovalores

sao0 imaginarios puros e portanto nenhuma conclusao a respeito da estabilidade do ponto
pode ser feita.
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Y 05
0.4

03
Fi
r/

Fig. E.1 —Trajetoria no plano de fase do sistema (E.1) considerando-se
a =2, p=-0.5<0 e condigio inicial (x(0), ¥(0)) = (0.5, 0.5).

= - - - - - X
/ 01 02 03 04 05

Fig. E.2 — Trajetéria no plano de fase do sistema (E.1) considerando-
se @ =2, =05 >0 e condigdo inicial (x(0), 1(0)) = (0.5, 0.5).

Os autovalores de J(u)sdo complexos para |u| suficientemente pequeno com
Re A, (u) =% satisfazendo

dReA, (W) _a _
du 2

0

Re (0)=0.
Também,

Im 2,(0) 0.
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Segue do teorema da bifurcagdo de Hopf que um ciclo limite circundando o ponto
(0, 0) existe para todo >0 suficientemente pequeno.

E.2 Aplicacdo a um sistema tridimensional

Consideremos o sistema

e _
ar ”
-‘Z?]—t:(n::)2 cos x sen xL%sen x—ry (E.3)

%=k(cosx—p)

O tinico equilibrio do sistema (E.3) ocorre no ponto (x',y",z") cujas componentes
x" =arccos p

y =0 (E4)
Vi B =t 2
z —J;,ondeﬁ n\/?

O sistema linearizado associado ao sistema (E.3) tem a seguinte matriz Jacobiana:

0 1 0
e (nz)* (cos” x —sen? x)h%cosx -r  2m’zcosxsenx
—ksenx 0 0

O polinémio caracteristico det (J - AI ) = 0 pode ser escrito como a equagao cubica
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A +rAt - )L[(nz)z (cos® x—sen” x)— % cosle +2kn*zsen® xcosx=0. (E.5)

Usando o fato que
sen’ x =sen” (arc cos p)=1-cos’(arc cos p)=1-p°?,

o polindmio caracteristico avaliado em (x*,y",z") fornece a equagdo

2 wrd’ +(”ﬁz)(l"ﬁ””+2;m,3,/5(1-,ol):0. (E.6)
P

Nio ¢ facil calcular as raizes da equagdo cubica (E.6) explicitamente para obter os
autovalores A,, 7 = 1, 2, 3, entdo procedemos indiretamente. Para que possamos aplicar o

teorema da bifurcagdo de Hopf € necessario que existam dois autovalores complexos
(conjugados) e um autovalor real. Uma equagdo cubica na forma mais geral, com
A, =ozxiq (i=1, 2) e A,real, pode ser escrita como (A—A4 (A-4,)(A—-4;)=0, o que
fornece

B —Qo+A,)A2 +(0* +q* +204,)A- A, (0% +4%)=0. (E.7)

Em particular, Re 4, deve ser zero onde o ponto de bifurcagdo ocorre. Em o =0 a equagio
(E.7) torna-se

A=A +q*A-2,47=0 (E.8)
Comparando os coeficientes de (E.8) com os de (E.6) temos que

A, =—T

&

qz - (nf)*(1-p*)
P

2sq> ==2n’ Bk\[p(1- p?)
Das duas altimas equagdes, segue que

A(mp)y(-p*) 2
- =2n’Bk+p 1-p?),
2 n"pkip(l-p°)

e entdo, usando o fato que A, =—r, o valor especifico de » para Re 2 =0 é
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3
2
po2k0®

B

Seja o parametro de bifurca¢do u definido como u=7—r . Esperariamos entdo
que uma bifurcagdo ocorra onde ¢ = 0 que € onde os dois autovalores complexos tem parte

real nula. Observa-se que se u #0 os autovalores A,e A, sdo complexos com parte real

nao nula. De fato, Re 4, (1) <0 se e somente se g <0.

O valor de 4,(0)=7< 0, uma vez que 4 = 0 € equivalente a r

ReZ,(0)=0 para i = 1,2. Tem-se também ImA, (0)# 0. Para aplicarmos o teorema da

bifurcagdo de Hopf ¢ suficiente olharmos para Re 2 (0). Como r=7- x, a diferenciacio

de (E.6) com relag@o a u fornece, parai=1,2,

i, (1) _ I

3 z*
de 2r_ (1-p Yup)
4 pA;

Quando u = 0, sabemos que

g =08’ 1=p")
P

e A, = +ig(A? =—-g°). Portanto,

Segue que Re 4, (0)> 0. Concluimos entdo que se || é suficientemente pequeno, entdo um

ciclo limite existe para u>0.
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