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Resumo

Neste trabalho, consideramos um problema de valor inicial e de fron-
teira, semelhante ao sistema de equagoes de Navier-Stokes, que descreve
o movimento de um meio granular com densidade constante. Utilizan-
do o método de Galerkin, provamos a existéncia de solugoes fracas em

espacos de Sobolev.
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Abstract

In this work, we consider an initial-boundary value problem similar
to the Navier-Stokes system of equations describing the motion of a
granulated medium with constant density. We prove, using Galerkin

method, the existence of weak solutions in Sobolev spaces.
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Notacao

Neste trabalho, utilizou-se a seguinte notagdao normalmente usada
em estudos de equacgoes diferenciais parciais:

Q, um aberto do R? ou R?

Q, fecho do conjunto

09, fronteira do conjunto Q2

w X u é o produto vetorial usual em R? de vetores w e u

L? (Q2) , espago das func¢oes mensurdveis g tais que

l9l, = (/ lg (z)IP d:c)p <%0, 1<p<oo
a
C (), C*(Q), C§ (), C&° () sdo os espagos funcionais com a
defini¢ao usual em anélise.
Para Q C R} p>1ewu = {u,u,us} onde u; : @ — R com

1 =1,2,3, temos:

Jull, = (

IVull, =

o e

i lf(xnpdz)

u; (z)
3$J

é f pd:r)p

i
b(u,v,w)= ) fﬂu1 de.T

i,5=1

/*-‘-£P1w

Os espagos funcionais bédsicos que nés devemos usar sao

2

H}(Q) = fecho de (C$°(Q))? na norma (f [VuP)
Q
D={ue (Cc ) div u=0},

viil



tem-se. para 02 regular, a seguinte caracterizagio para V' e H:
H={ue (L*(Q)":div u=0 e wu.n|s =0}
onde n é o vetor normal exterior em 9 (apontando para fora de Q).
V={ue (H))":div u=0}.

Em geral tem-se V C H.
L4(0,T, L7 (52)) = espago de fungdes mensurdveis em Qr para a qual

1

T q
[l Lagor,LP i) = ({ ()27 q) dt)
1

T z q
= (f (I IU(r,t)I") dz dt) 1<pg<oo
0 \a
||u|| e 01,7 = INF{M @ |[u(t)]|Leq) £ M qs YVt € (0.T)}

g.s - quase sempre.

supp f - denota o suporte da funcao f.
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Introducao

A drea da mecanica de fluidos pode ser considerada como uma das
mais ricas na ciéncia com relacao a producao de problemas cientificos.
Questoes relativas & previsio do tempo na meteorologia, projetos de
carros, navios, avioes, foguetes, filtros, enfim, qualquer situacédo que
envolva o movimento de um fluido, produz problemas, muitos dos quais
ainda nao foram resolvidos ou estao parcialmente resolvidos.

Nesta drea, o sistema de equagdes de Navier-Stokes, cujo nome é
devido a George Gabriel Stokes (1819 — 1903) e Claude Louis Marie
Navier (1785 — 1836). se destaca por representar analiticamente uma
situagao tipica de movimento de um fluido homogéneo com velocidade

u e pressao p da forma
ug+u- Vu — pAu + Vp = f.

O seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais deduzido em
LELUCH [7] descreve o movimento de um meio granular com densidade

constante:

u— pAu+u-Vu+Vp= f +n(w x u) (1)

divu=0 (2)



wit+u-Vw+ Fw=¢ (3)

Equacoes (1) — (3) representam, respectivamente, conservagao do
momento linear, conservacao de massa e uma equagao que rege a ve-
locidade de rotagao das particulas do meio.

Nos acrescentamos ao sistema (1)—(3) as seguintes condigoes iniciais

e de fronteira:

U|g=p = Uy, u|(:?.Q><(o,:r‘) =0 (4)

Wit=0 = Wo (O)
As fungoes
u(z,t) = (u (z,1) ,ue (z,t) ,us (z, 1)) ,w (z,t) = (w1 (2, 1) ,wa (z, 1) ,ws (2, 1))

e p(z.t) denotam vetor velocidade, velocidade angular de rotagdo de

particulas e a pressao, respectivamente. As funcoes

f(z.t) = (fi(z.1), fa(z.1), f3(z.1))

'5.9(.’1?,1) = ("101 (I,f) ) P2 (Ji,f) ' Y3 (:C:i))

denotam a forga exterior e a densidade de momento da forga da massa;
n. i sao constantes denotando os coeficientes de Magnus e a viscosidade,
respectivamente. A funcdo F ( em geral F depende de p) representa
uma for¢a de fricgéo entre as particulas.

Um exemplo de uma situagao real que o modelo acima representa é

o movimento de dunas de areia impulsionadas pelo vento.
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Nosso objetivo é provar que o problema inicial de valor de fron-
teira (1) — (5) tem ao menos uma solugao (conforme LUKASZEWICZ
[10]). Mais estritamente nés assumimos f, ¢, F,ug,wy como fungdes
conhecidas e provamos que existem fungoes u, w, p satisfazendo equagoes
(1) — (3) na regido espago-tempo Qr = Q x (0,T) (2 é um dominio
limitado em R® com fronteira suave 89Q) com dados iniciais e de fron-
teira (4) — (5). Neste trabalho, apresentamos a nogao de uma solucgao
fraca de (1) — (5) e utilizando o0 método de Galerkin mostramos que tal
solugéo existe (nés assumimos porém que F nao depende de p).

Esta dissertacao estd dividida da seguinte forma :

No primeiro capitulo apresentamos alguns preliminares necessarios
para o estudo do sistema de equacoes descrito anteriormente tais como
desigualdade de Holder, Young e outros resultados de anélise funcional.

No segundo capitulo mostramos a existéncia e unicidade de solugao
para um problema linearizado de forma adequada que provém do sis-
tema (1) — (3).

No terceiro capitulo provamos o resultado principal de existéncia de
solugao para o sistema (1) — (5).

Finalmente no iltimo capitulo apresentamos algumas conclusoes e

sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Desigualdade de Holder
Sejam f,g € L' el < p,q < oc, entdo

f f9 dz < || fllpllglla
0

onde

Z4-=1

P g
Demonstragao: Veja MEDEIROS [11] na pégina 75.

1.2 Desigualdade de Young
Dados £ > 0, a. b > 0, entao

1.,
ab < ea® + —-_'b”

Demonstracao:

(a—b)’=a%>—2ab+b*>>0

ab < 3 (a® + b%)

1



Seja:

a=+2eA b=—\%8
= AB<}(2:4°+ £)
AB<eA?+ &

1.3 Desigualdade de Poincaré

Y ue H ()

tem-se

|||l 220y < cf|Vul| 2@

Demonstragao: Veja pdgina 174 de BREZIS [2].

1.4 Identidade de Green

Sejam ¢, u € C? () entdo:

/(é/_\.u + Vo¢Vu) dz =

Q
1.5 Teorema da Divergéncia

Sejam ) C R™ um aberto regular e F' um campo vetorial em R"

Entao:

/div F dmz/F.T\r’ ds.
o5

Q

Demonstragao: Veja pagina 495 de LIMA [8].



1.6 Proposicao

Dado ©Q < R® um aberto e definindo

3
b(u,v,w) = f Zuj.%wé dz dt
; 7

0 1,j=1

onde
u= (up,usuz), v=(.v2,v3), w=(w;.wows)
entao:
a) b(u.v,v) =0 VYueV, Yve Hj (Q),
b) b(u,v,w) = =b(u,w,v) Yu €V, Vu,w € H} (Q).

Demonstracao: Veja TEMAM [13] na pégina 163.

1.7 Lema

Sejau € L*(0,T,V)NL> (0,7, H). Entao Bu definida por (Bu,v) =
b (u,u,v) pertence a L? (0,T,V") para n < 4.
Demonstragao: Veja lema 4.2 na pdgina 321 de TEMAM [13].

1.8 Convergéncias em espacos de Banach

Dado um espaco de Banach B e (X,) C B uma seqiiéncia em B,

dizemos que:

(i) X, converge fortemente para X (X, — X, quando n — o0), se

X, converge para X na norma de B quando n — oc;

(ii) X, converge fracamente para X em B quando Vf € B’ tivermos

f(Xn) = f(X). quando n — oc, a notacdo é X, — X;

T 20

3



(iii) X, converge fraco-* para X em B quando dada f € A onde
A’ = B tivermos que f (X,) — f (X) quando n — oo, a notagdo
6 X, — X

n—oc

Veja as definigdes acima com mais detalhes BREZIS [2] na pdgina
35.
1.9 Proposicao

Seja A um espac¢o de Banach e (z,) C A uma seqiiéncia em A. Se
l|znlla < K entdo 3 (z,,) subsegiiéncia de (z,) tal que z,, — .

Demonstragao: Veja pdgina 42 de BREZIS [2].

1.10 Proposicao

Seja H um espago de Hilbert e (z,) C A uma seqiiéncia em A. Se
||znllg < K entdo 3(z,,) subseqiiéncia de (z,) tal que z,, — .

Demonstragao: Veja pagina 44 de BREZIS [2].

1.11 Definigao (Espago de Slobodeckii)

Definimos o espago de Slobodeckii B; (Qondel<l<lel<g<

oc da seguinte forma:

B;(Q): uwe L(Q f(/]u 3—l—£q dy) dr < o0

Cuja norma é definida por:

1

u(z) —u(y)l? ’
el gy = Nl + / ( i Bjj;” dy) dr.




Observagao: De acordo com a notacao de ADAMS [1] temos que:

Bl (Q) > WY (Q) com QCR™

1.12 Proposicao

Seja A um espago de Banach e (X,,) e (F,) seqiiéncias em A tais
que X, — X em A e F, — F fraco-* em A, entdo (F,, X,,) — (F,. X)
quando n — o0.

Demonstragao: Veja item (iv) da proposi¢ao I77.12 na pagina 40

de BREZIS [2].

1.13 Proposicao

Seja Q@ C R™ aberto e f = (f1,.., fz) onde f € D' (), i =1,...,n.
Entio f = Vp para alguma p € D' (Q) se, e somente se, (f,v) = 0
Vv € C§° (Q) com div v =0.

Demonstragao: Veja pdgina 14 de TEMAM [13].

1.14 Lema

Sejam v € C* (Qr,R3).div v =0, f € L*(Qr),w € L= (0,T, L? ()
eug € HNBX?

5/4

(€2), entdo a pressao p do problema:

u— pAu+v-Vu+Vp = f+n(w xu) em Qr
divu=20 em Qr

u(z,0) = up(z), ulsga=0 vt e (0,7),

satisfaz p € L¥4 (Qr). Vp € L¥*(Qr), [p(z,t) dz=0qs. ¥t € [0,T]

e vale:



2/5

1Pl zs/a@r)+ 11 VPl Lsra(ory < C{Iflzsraqry + HUOHBg:m) oo “U“LW(O,T,H)

6/10
'”UHL’;((}?TJ:') 2 ”u”LQ({},T,V} =+ HW'HLC"(O.T,L%Q)) . ”ulle{O.T.V)}-

(1.1)

Demonstragdo: Veja LUKASZEWICZ [10] na pégina 629.

1.15 Lema (Compacidade de Aubin-Lions)

Sejam Xj, X e X, trés espagos de Banach tais que Xo C X C X; onde

X; é reflexivo com i = 0,1 e Xy C X com imersao compacta.

Sejam
po, prER
tais que
1 <po.p1 <
e defina

W= {v v e I™(0,T.Xo), v € L7 (0, T, Xl)}
munido da norma
|[vllzro 010 + 1V 1l Lor 0.7 3)-
Entao
W c L™ (0,T,X)

compactamente.

Demonstragao: Veja LIONS [9] na pagina 58.



Capitulo 2

Resultados Fundamentais

O seguinte teorema € o resultado principal de existéncia de solugéo

obtido com respeito ao sistema (1) — (5) :

Teorema 1 Suponha que

u € HNBYZ (Q), wo € L¥(9) (2.1)
feLl*Qr), peL'(0,T,L*(Q)) (2:2)
FelL(0,T.L%(Q),F>0 (2.3)

Entao existem fungoes u. w e p

v € L®(0,T,H)NL*(0,T,V) (2.4)
we L=(0,T,L%(Q)) (2.5)
p€ L¥*(Qr).Vp € L¥* (Qr) (2.6)

tal que para quaisquer a € C° (Qr : R?) e b € CF (Qr : R) walem as

sequintes 1dentidades integrais

T
[ [ (—ua; — (uVa)u+ pVu-Va+ Vp-a) dz dt
0Q (

_Y{(T} (w X u)a+ fa) dzx dt +S{-u0(.r) a(z,0) dx

o
=~

Il

|



T
/fu-Vb dz dt=0 (2.8)
0 0

/wo(x) a(z,0) dz.

T
/[( wa; —w(uV)a+ Fw.a— p.a) de dt =
0 Q o)

(2.9)

DEMONSTRACAO:
A demonstracao completa deste teorema estd no proximo capitulo

Aqui somente obteremos as formulagoes fracas (2.7) a (2.9)
Multiplicando (1) por a(z,t) € C5*(Q2 x (0,T)) e integrando

em z e t, temos:

T
fuzad:rdt—ff,uAu a dzdt+ [ [(u Vuad:rdt-f—ff\'/'p a dz dt
00

Il

ff (f.a+n(w x u)a) dzdt.
0@
(2.10)

Desenvolvendo cada parcela:

i) Temos que

T T
4 (u.a) dtdx

[ [ &(ua) dzdt= [ [ £(
00 Q0
== f[u(:c,T)a(:r._T) —u(z,0)a(z,0)] dz= —fuo (z.0) dz,

pois

afy, 1) =0 e u(z,0) = up(z) .

Mas, de outra forma

T T
//—(ua YdEdi= // .a dxdt+//u.a.f dz dt.
0 0 Q

0 0

o



Assim, comparando as duas equagoes temos:

//uaadzdt-i—//uat dz dt = / o(z)a(z,0)dz

Logo, isolando

T
//ut.a dx dt
0 Q

chegamos que:

s T
'./Q/ut.a dxdt=—b[fu ¢ dT dt'/ﬂg(z)a(g;jo)dx'
z i
_Ofg/,uAu.a da dt:/,u dt(—/Au—a o),  (211)

0 Q2

Utilizando a identidade de Green, preliminar 1.4, com ¢ = a

/(aAu-l—\_aVu dm—/a— ds

tem-se que
ou
. A
/ a 57 s
a0
pois a = 0 em 0f2.

Assim:

[ (aAu + VaVu) dz =0
!
J
L]

aAu dxr = — f\_/uVa dx.

Substituindo em (2.11), temos

//,uAu a dzr dt = ],u df/Vu\_a d:r—-/ /,uTuVa dx dt



iit)
T

(u-Vu).a drdi = [ [(u.Vuy,u.Vus, u.Vus).(a1,az,a3) dz dt
)

L-..ﬁ

9 0
T 3
= [ [ 3 u.Vua; dzdt
0D O i=1
i 3 T 3
= [ [ X (w1 uz,us) (3, 3, G )asdzdt = [ [ 3 w;Gtia;dz dt.
0 Qi=1 00 ijy=1

Conforme proposi¢ao preliminar 1.6:

i T T T
ff u-Vu).a dzdt = fb(u,u,a)dt=—/b(u.a,u]dt:-—-/
0 O 0 0

7

// (uVa)u dxdt

0 Q

Logo, substituindo em (2.10) obtemos (2.7).
Agora multiplicando (3) por a(z,t) € C3®(Q x (0,T)) e inte-

da;
/uj @%fo:t dz dt
Q

grando em z e t, temos:

T

T T /3
/]w;.a d:z:dt+//u.v;u‘a dxdt+//Fu.a dzdt = —/—/p‘.a dz dt.
0 0 0 Q 0 0

0 Q
Demonstragdo andloga a (2.7) obteremos (2.9).

Multiplicando (2) por b(z,t) e integrando em z e ¢.

T
// div (u)b dz dt = 0.
0 Q

Temos que
divu = 0._ u= (u;,ug,m).
Partindo de:
div (u.b) = div (buy, bus, bug) = (bul) a«_rg( us) + 5%(5-113)
=2y + 558 + Ly + 532 + a‘"f; + b2

=Vb-u+bdivu

10



mas por hipétese divu = 0, assim
div (u.b) = Vb-u

Integrando em ambos os lados:

T T
/[dn (u.b) drdt:f]Vbudxdt
0 0 0

Utilizando o teorema da divergéncia, preliminar 1.5, temos:

//dn(ub ) dz dt = /fub N ds; dt

0 o

onde NV é o vetor normal exterior a 9. Mas

T

ff(u.b)..ﬁ" ds, dt =0

0 40
pois b = 0 em 99.

Assim

T
f/ div (u)b dx dt =0
0 Q

e obtemos (2.8).

2.1 O problema linearizado

Nessa se¢ao nés estudamos a existéncia de solugao u e p do seguinte
problema linearizado obtido a partir de (1) — (5).

Achar u tal que

—pAu+v-Vu+Vp=f+n(w xu) em Qr
divu=0 em Qr (2.13)
u(z,0) =uo(x), ulga =0 vt € (0,7,

11



onde v, w, f e ug sao fungoes conhecidas.
A seguinte proposi¢ao fornece um resultado de existéncia e unici-

dade de solucédo e também uma estimativa para o problema acima.

Proposicao 1 Suponha v € C* (Qr: R?), div v = 0, f € L*(Qr),

w e L>®(0,T,L3(Q)) eup € H. Entdo, existe uma tnica fungdo u
ue C([0,T],H)NL*(0,T,V), u(0)=ru (2.13)

e uma distribuicao p tal que o sistema (2.12) é satisfeito no sentido de

distribui¢ao em Qr. Além disso, vale a sequinte desigualdade

HUH%M(O,T,LQ(Q}} 03 ||'“'|]%2(0,T,VJ <C (HHDHE%Q) T Hf”%?(QT;) (2.14)

DEMONSTRAGAO:

Esta demonstracgao se divide em trés partes principais:

Na primeira provamos a desigualdade (2.14).

Na segunda a existéncia de solucao e finalmente a unicidade de
solugao.

Primeiramente, assumindo existéncia de solugao, provaremos a de-

sigualdade (2.14).

2.1.1 Desigualdade (2.14)

Multiplicando a equagdo (2.12) por u e integrando em £ :

/ut.u dm+/(u-Vu).ud:c-quu-udx-l—/(Vp)-ud:r:/f.udz—l—n/(wxu).udz

Q ) Q Q 0 0
{2.15)

Desenvolvendo cada integral:

/ /u u, dz.
9]

1)

b | =
Q"lﬂl.



/(U-Vu).ud.r=b(v,u,u) =0

Q

pela proposicao 1.6 dos preliminares.

3) Pela identidade de Green, preliminar 1.4, temos que:

/Au-'ud:B:-—/\_/u-VudI-i- LN
on
Q Q 89
Mas
ou
fﬂ.ﬁ ds=0
89
pois
u=0 na 0%
Logo
—,ufé.u cudz = ptf |Vul*dz = ,u]|Vu||2Lem}.
Q Q
4)

/Vp-ud:z::-ﬂ
)

pois, pelo teorema da divergéncia, preliminar 1.5, temos:

U= fpu.ﬁ" A8g= fdiv (pu) dx
Q

a0

assim

0= [ div (pu)dz
/

13



pois
u=10 em Of).
Dai,
0= /djv (pu) dz = /(Vp-u+pdiv u)dxz/\_/p-u dz
2 Q 0
pois
divu = 0.

Assim

/Vp—ud:r:[]
Q

5) w X u é ortogonal a u, portanto:

(wxu)u=0.

Substituindo em (2.15) vem:

1d
Ea-t‘ quSL"i‘,UHV’UHiz(Q) = /fu dz.
) )
Assim
d 2 2 '
a”UHL?(Q) =2 | —ul|Vullz2q + [ fudz | .
Q
Mas

[ fuds < Wllsltulzn < ellulls + 111

Q

pela desigualdade de Young, preliminar 1.2.

14



Dai

#llullie < =2ul|VullZs + 2¢|lullZ + 2 f113-
Llull2. < —2ul|VullF. + 2e¢| V3. + 2|12

pela desigualdade de Poincaré, preliminar 1.3.

Logo

Ilull;,z+"( ec’) 12 < —Iler.e

Escolhemos ¢ > 0 tal que 2u—2=c® > 0 para isto devemos ter = <45

3

or exemplo £ =
P plo 28"

Neste caso:
d 2 2 ¢ 2
Fllullze +ellVullzz < e[| flIz

onde ¢ e ¢ sdo constantes positivas.

Integrando de 0 até t < T
t " i X F i -
{allulliz dt+cof||VuI|;,zdt <e {Iifllzzdt
t t
[l (£) [[72 — [1u (0) ]2 +Cof||VUII:£2df Sc Of!lfll'"iz dt
t t
llu (2) |I72 +CJIIVUE|22 dt < [|uo|l72 + ¢ 0f||f1122 dt
i i
sup (Ilu(t)llie +c [ || Vullz. dt) < |luollze + ¢ [IflI72 dt
0<t<T 0 0
T T
sup |u (t) [[72 + ¢ [ ||Vul[f2 dt < [Juol[f2 +c [|If]I72 dt
0 0

0<t<T

Mas

t
sup |lu(t) ”21,2 = Hu”im(g_r‘;ﬂ(n)) € f HV'U-H%: dt = H“‘”%?(U‘T,V)
0<t<T 0

“u“im(ovr_,gz) 2 o c”ullii’((},i‘il’) < ”Uo“i'z +e ”f”i'-’{().T_L2(Q))'

c

”UoHr'f +c HfHLE O.T.02(Q)) = max{l,c } (||uol ‘LQ(Q) ¥ Hf”i"'(QrJ)

15



2.1.2 A existéncia de uma solugao (u,p) de (2.12)

Nesta subseg@o provaremos a existéncia de solu¢ao para a proposigao

Seja a € V; multiplicando a equagao (2.12) por a e integrando em

() obtém-se:

Jua de—pfAu-a de+ [(v-Vu).a dz+ [(Vp)-a dz =
Q Q Q Q

[fa dz+n[(wxu)a dz

1) Q

onde
[(Vp)-a dz=0
0
L [ua dz+p[Vu-Va dz+ [(v-Vu).adz= [fa dz+ [n(wxu)a dz.
Q y y Q Q
Seja
Um (2,1) = ) gim (1) wi (2)
=1
onde

{wi}

constituem uma seqiiéncia de elementos linearmente independente em

V e denso em V.

Neste caso a formulacao fraca em

Vm = [wl-wl' -W'm]

d
= (um, w;) + # (Vm, Vw;) + b (v, 4m,w;) = (fiw;) + 1 (@ X Un,w;) .
(2.16)

Sendo que:

b(v,Um,wj) = | vVunw; dz

P

16



Um (0) = ug,m onde ugm — upem L2(Q). (2.17)
1) Achar gim (%)
2) Estimativas a priori

Substitui-se w; na equagao (2.16) por u,,. obtém-se:

1d

§a][uml|ig +,u||\7umHiz + b(v, Um, Um) = (f,um) + 7 (W X U, Up) .

Onde
b(v, Um,um) =0
pela proposicao, preliminar 1.6 e
N (W X Um, Um) =0,
pois

(wxum).um=0=>(wxum,um)=f(wxum).um dr =0
Q

1d

5 g7 [tml[Z2 + w8l V| [Z2o (£ um) (2.18)

Como em 1.47 na pdgina 256 do TEMAM [13].
1) Achar ginm ()
(U ;) + (Vi Veoz) + b (0, Um, w5) = (f,0;) + 7 (0 X U, wj)
™m m 3 i
> (Gimwirwj) + #Zl (Vwi, Vw;) gim + 121 f! Ug%”—;:'.w; dz
i=1 i= i,I=10Q

= (fiw;) +n (w X {; g,-mw,-},wj)

onde

17



m
E : Smws

I'

m m 3 m j

E Wi:wj)gim+#Z:1(vwi:ij)9£m+ Z Zf zaz Wil0sm dzx
= 0

i,l=1s=1

—

L

= (f,5) +n§ (@ X w3505) Gim

Z (wt U-’J)gtm T#Z Vu’l VUJJ Gim T Zlb U, Wy, “Jj)gim = (f:wj) +7?Z% (‘-’-’ X wi!wj)g‘im-_

= 1,2, . m

Temos um sistema linear de m equagoes nas Incégnitas gy »; g2.2: -+ Gm,n-
Tal sistema possui solugao.

Integrando (2.18) obtém-se:

Oféﬁllumllie dt+ﬂJIIV%Plgz dt =0f(f¢m) dt
t t i
3llum (&) 1172 — %llum(0)||2+#0f|IVum|[iz dt = l{(f-.um)dt < ,G[Hf”LQllumHLQ dt

de acordo com a desigualdade de Holder, preliminar 1.1, p = ¢

< / (cell 122 + elluml 22) dt
0

de acordo com a desigualdade de Young preliminar 1.2, utilizada na

segunda parcela

T T
<o [(UFIEs decs [ IIVunlts d
0 0

de acordo com a desigualdade de Poincaré, preliminar 1.3.
i 9
5l (8) 1122 + (2 — 2 /||Vum|.f,2 dt < = lum (0) |13 +csf||fu‘i= dt
0

escolhemos £ > 0 tal que

,u—cs>0<=>5<£:-



por exemplo,
g== &
P 5
3llum () 1122 +Cofl|Vum112 dt < 5|lum (0) |72 +ce [ || f][3. dt
0

T T
= %”um (0) Hiz o C"!l[inQ dt <c—+ C!E!‘Hf[[ig dt =k

Assim:

T

1 >

5 lum () IIZ2 +c]|lvum||iz dt <k
0

um € L= (0,T, L? ()
um € L2(0,T, V)

3 (Umy ) gen Subseqiiéncia de (um),,cy (ainda denotada por (um)

para simplificar a notagao) tal que:

Uy — u fraco-* em L™ (0,T,L?(Q))
um — u fraco em L?(0,7.V).

Conforme proposicoes preliminares 1.9 e 1.10:
Um — u fraco-x em L™ (0,T,L*(Q))
entao, como:

(L0, T, L2 (R))) = L™ (0, T, L? ()

V¢ € L' (0.7, L* ()

temos:
< Uy 0 >—< U.Q > quando m — o

T

T
bf(um (t).0(t)) dt ~—+0f(u (t).0() dt

19



U, — u fraco em L? (0,7, V) entdo, como:

(L2(0,T.V)) = L? (D,T, V’)

temos
V¢ € L? (0,T,V")
< @y Up >—< O, u > quando m — 00
T
<o l8) st vy r—+f<¢ u(t) >y  di
0

Seja v (t) € C* ([0,T]) com ¢ (T) = 0 multiplicando (2.16) por ¢ (t)

e integrando no tempo obtemos:

14 G} 8 df+uf Vit (8) Vi) dt+fb(v,um,w(t)wj) dt
0

T
Of(f ¥ (t) w;) dt+fn(u. X U, Y (t) w;) d
(2.19)

£ 4f T T
(U, w;) ¥ () gzg”——c{(um,wj)q;;’ (t) dt+p{(Vum,¢(t) Vw;) dt + [ b (v, Um, ¥ () w;) dt
0

= }(f(t) ¥ (t) w;)) dt+frn (W X um, ¥ (t) wy) di
— (tum (0) ,w;) ¥ (0) f(um w)) ¥ (¢) dt+,uf(Vum (t) Vew;) df-i—jb(v,um,w(t)wj) dt
=Oj(f(t), ¥ () w;j) dt+0fn W X Upm, P (t)w;) dt

Passagem ao limite:
1)

+ (um (0) ;) ¥ (0) — (u(0) ,w;) ¥ (0)
quando m — oo.
pois

| (tm (0) .03) ¥ (0) = (w(0) ;) & (0) | = | (um (0) = w (0) ,05) | [ (0) |

< [[um (0) = w (0) [[2f|w;ll2l¥ (0) | — 0

20



quando m — oc.

Por causa de (2.17).

2)

P T
um,f’()wj dt — u, ¥ ( w; ;
!( v () dt !( v (B)w;) dt

quando m — o0.

Afirmacao:
@—J()%@ELW TL%m)
ﬂw () w; () |2 dt = f| | Nlewsllz dt

onde

|l |2
é finito pois
wj € L?
= |M||2fi’U )| dt < o0

onde

T
/ W ()] dt
0

é finito pois ¥’ é continua.

Utilizando a convergéncia fraco-* obtemos:

i
fum, t)wJ t—af w. t).u_?)
0

quando m — oc.



3)

T T
/(V'u.m,u)(t) Vw;) dt — /(Vfu.,t_f;r(t) Vw;) dt
0 0

quando m — o0.

Seja
¢(t)=v(t)w; € L*(0,T,V)
V CL3(Q) ~ (L2 () c (V)
VcILicV.

Neste caso:

(Ums @ (E))v' v = (Vum, V@) = (Vum, ¥ (t) Vw;) .

Assim, utilizando a convergéncia fraca temos:

/(Vum, (t) Vw;) t———’/ Vu, ¢ (t) Vw;) dt
quando m — oc.

4)

T T

/b(v,um,w(t)wj) dt ﬂfb(i),'u.,w(t)wj) dt

0 0
quando m — oc. Pois, como

b (v, Um, ¥ (t) wy) = =b(v, ¢ () wy, um)

conforme proposicao 1.6 dos preliminares. entao:
fb(r U, ¥ (t)w;) dt = —fb v, ¥ (£) wj, um) dt

3 9 3
——wat)fv—-u dzdf=_zf(ha (t) uby) dt

0

i,l1=1 #l=10

(2.20)

]
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Como

y e I 0,7 12 (@)

Ui [
1 ami 7

entdo utilizando a convergéncia fraco-x, chegamos que (2.20):

quando m — 0.

5)

T

0

quando m — oc.

(wxugv)zf{(wxu)-v d..":=f_[w-(u><u) dzx

OL._.ﬂ,__]

n

- [ (Um,w X ¢ (t)w;) dt.

J(
Q
T
J
0
Afirmacao:

wx b ({)w; = (1) (@ x w;) € L (0,T. I* (©))

De fato;
T T
]Mwmwxwm2&=]ﬁunuwamgﬁ
0 0

Observagao:

w = (a1 ().az () .a3(z))

= (b (), by (z),b3(x)).

23

U X W) U (t)w; dx dt = ~nffum- (w X o (

T
/n(wxum,w(t)wj) dt—rfn(wxu,ﬂ;(t)wj) dt

N (w X Um, ¥ () w;) dt:}‘nf(wxum)-w(t)wj dz dt
0

(t)

u.)j) dz dt

(2.21)



Usando a norma do médximo:

l|w|l2 = max {||a1]|2. ||az]|2, ||as||2}
|lw;lle = max {||b1]|2, ||b2]|2, ||bs]|2}
[lw x w;l|o = max {[|asbs — asbs||2. ||azby — a1bslls, ||ar1ba — asbs||2}

||agbs — asbs||2 < ||azl|2]|ball2 + ||as||2|[ba]2.

Mas:
llazl2 < [|wl]2
|bs]l2 < [lw;]l2
llas]l2 < [lwl]2
[[B2]l2 < [Jwj]l2-
Logo:

llw x wjlla < 6]|w||2]lw;][2-

Assim (2.21) fica:
T

T
f I () w x w;lla dt < 6 ( / o (1)) dt) O R— o
0

0

Como U, — u fraco-x em L* (0, T, L? (2)) entdo:

T i i
-/um,uuxzb ) w;) dt——»f (u,wx ¢ (t)w;) dt
0

Assim, podemos fazer m — oo em (2.19) e obter:

(uo,wj) ¥ (0) dt — f(u,wj) ¥ (1) dt + p;(Vu,w (t) Vw;) dt + j:b (v,u, ¥ (t)w;) dt
0 0 0

7 iy
(f (@), 0 (t)w) d3+0fﬂ(w X u, ¢ (t)w;) di

(u(t),w;) (1) dt-i—,uj:(Vu,t‘b(t) Vuw,) dt+fb(r,',u:w{t) w;) dt
0 0

Il
ST Sla oﬁ.._.,.__io‘-—-,-..;

(f () ¢ (t) w;) dt+}n(w x u, U (t)w;) dt
0

24



Célculo da pressao p:

d
= (w,7) + p(Vu,V7) + b (v,u,7) = (f,7) + 1 (w X u,7)

definimos

U(t):ju(s) ds, F(t):ftf(s) ds B(t)zj“b(v,u,ﬁ) dt
0 0 0

G(t)= [(wxu) dt. ue C(0,7.V), veV
0

Integrando em t:

t t

of[:: w, )+ p(Vu(t), Vo) + b (v,u(t), ﬁ)} dt=g.[(f,5)+n(w><u1'ﬁ)] dt
u(t) —uo,¥) + u(VU,VT) + B(t) = (F(t),7) + n(G (¢) ,7)

Utilizando um argumento andlogo ao da pdgina 307 de TEMAM
[13] juntamente com a proposicao 1.13 dos preliminares obtemos que 3

pe L™ (0,T,H" (Q)) tal que

u(t)— pAu++v-Vu+ Vp= f +n(w x u)

2.1.3 TUnicidade de u

Agora, nds provaremos a unicidade de u para a proposicao 1.

Demonstracao da unicidade:

Sejam (u;,p;) e (ua2,pa) dois pares de fungoes sastisfazendo (2.12)
logo u = u; — us e p = p; — p, satisfaz:

;

—pAu+v-V(u)+Vp=0+nw x u)

divu=20
< (2.22)
U (z,0) =u(z.0) —us(z,0) = up (z) —uo (z) =0

ulaax(,r) = (u1 — u2) [saxor) =0

]
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Utilizando a desigualdade (2.14) obtemos:

Jla“i”(O.T‘LQ(Q)} -+ IIEHEQ(O,T.") < C(O =t 0) =0

||'EI||2L=°(0.T.L2(Q)) = ”E‘-[E’(D.T.V) =1
u=0 qgs. para (z,t) € Qr

=>u1—ug=0q.s.

Substituindo na equagéao (2.22) obtemos:
Vi=0=p=c(t)
Logo:
p—p=c(t)=>p=p+c(t).
O resultado seguinte serd 1til na demonstracao do Teorema 1.

Lema 1 Suponha v € CP(Qr : R?), div v = 0, h € C=(Qp,R),
h>0, 0€C®Qr.R% eaec C®(QR? entdo o sequinte problema

wt+v:-Vwt+hw=¢p em Qr

(2.23)
w(z,0)=a(z) em
possui uma tnica solucdo w € C®(Qr,R3) satisfazendo
lwlzeso,m23(0) < llallzae) + [lellzro.r L30))- (2.24)
DEMONSTRAGAO
Primeiro mostramos a unicidade:
Sejam w! e w? duas solugdes de (2.23) entdo:
' tvVwl + hw! =
“ ¥ (2.25)
w!(z,0) = a(z)
wZ4+v - Vu?+ho’=p
_ (2.26)
w?(z,0) = a(z)
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Considere w = w! — w?, subtraindo (2.26) de (2.25) obtemos:

we+v-Vw+hw=0
w(z,0) =0

entao w € solucao de (2.23) coma = ¢ = 0.

Portanto, w satisfaz (2.24) com a = ¢ = 0.

Assim
llw||zee o300 =0 = w =0 gs. em Q.
Mas
w € C®(Qr,R®) entdo w=0 em Qr.
Logo w! = w?.

Agora mostramos a existéncia.

Utilizando o método das caracteristicas para obter solucao de equagoes
diferenciais parciais de 1°ordem (conforme EVANS [4]) verificamos que
a solu¢do w do problema (2.23) é dada por

t
w(z,t) = exp (—fh. (y(7,2,t),7) d'r) [a(y (0, z,t))
0
i T
+ [ (y(r.z,t).7)exp (fh(y(s.:r,t).s) ds) dr
0

0]

onde y é dado por

s (s.2,t) = v (y(s,z.,t),s), (s,2,t) €[0,T] x Qx [0,T]
Y (S:.IJ,t) |5=£ = Iy, | = 1-;2-,3

Por exemplo, em dimensao 1 temos:

wg-i-vg—:-f-hw:(p
w(z,0) =a(z)

Meétodo das caracteristicas:
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Curva inicial: (s,0,a(s))

z(m) = v (z,1) z(0)=s
t(m)=1 t(0) =
z(m)=¢—hz z(0) =a(s)

Solugéo:

z(m,s) =w(z,t)

t=m

z (m) — z (0) =Tv(3:,t) dm
0

m

z(m)=s+ [v(z (£ s),t) ds
0

z(m)+hz(m) =¢
z(0)=a(s)

onde a solucdo z é dada por
z(t)z:%ﬁ a(s)—}-ji,a(s)w(s) ds)
2 (t) = exp —jh(s) ds) [a(s) +j£<f9(s)exp (j'h(éj) dg) ds].

Sendo que a estimativa (2.24) pode ser obtida da seguinte forma

|l (2.2) [|s =

exp (-—Ofth(y (r,z,1) ;1) dT) [a(y(0,z,t))

+j¢,9(y(1'.,x,t),'r)exp (Jh(y(s,x,t),s) ds) d?]

L3

Mas

exp (—/h(y(f,:r:t),f) d‘r) S L

Entao.

|lw (z.2) l|z2 < [la (¥ (0.2.1)) ||cs +

0

28
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Mas

L3

Gfi,-?(y(r,m,t),T)exp (th(y(s._:c,t),s) ds) dr)
= _j”‘r”(y (Tex;t),'i")”ﬁ CT'h dr

Pois para g < £ < s <t < T, temos que

s T
[1@ as< [n© ds=cra
0 0
Assim
/ ”‘r(: (y (T: T, t) 3 T-)”[,3 CTJ! dr < CT,h f ”ip(y (T,IL‘,t) ’ T)”!} dr.
0 0
Logo

|[wl|zes(o.r,L2) < llallzs + Crn |lollzz0.7.29)



Capitulo 3

Existéncia de Solucao

Neste capitulo nés provaremos o Teorema 1. Primeiramente, lem-
bramos a nogao de suavizador.

Né6s definimos o suavizador ¥ (u), 6 > 0 de uma fungdo localmente
integravél u : R* — R? como segue (conforme CAFFARELLI (3]). Seja
¥(z,t) uma funcdo fraca nao negativa em R* cujo suporte estd contido
o conjunto A = {(z,t) e R*: |z|* < ¢, 1 <t < 2}. Assumimos que a
integral de ¥» em R* é igual a 1.

Ou seja,

supp C A, v e C=(R") e /fw(m,t) dzr dt = 1.
B3 R

Seja u : R* — R? uma funcio L} . (R?), para § > 0 definimos:

loc

Vs (u) (z,t) = ,s%fafw(%fg)u(x—y,t—'r) dy dr

K

=5 [ JO(FF)ulyr) dy dr

O seguinte lema nos fornece alguns resultados referentes ao suavizador
que serao utilizados na demonstragao do teorema 1 que serd feita na

préxima secc¢ao.
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Lema 2 Seja ¢ (z.t) uma fungdo definida em (z,t) € R® xR = R* tal
que ¥ (x,t) € C*(R?), supp v C {(z,t) eR*: |z|2 < t, 1 <t < 2},
V(z,t)>0e [¥(z,t) dr dt=1.

=4

Entdo dada u € L7 (0, T, L¥ (Q2)) com 1 < p, ¢ < o0, temos:

)
¥s (u) € C=(Qr,R?)
i)
|15 (u) || sor.eP(e) £ CllullLsr,Lr )

1)

15 (u) || o027 () < Cllullzeo.1,7))-
iv)

s (u) —u em L4 (0,T,L7 (%)) .

v)

Se ue L'(0,T,V), entdo div vs(u) =0.

Demonstragao:

i) Como s (u) (z.t) = s * u = u * Uy, entdo a regularidade de v (u)

é a mesma de 15, isto &, C=(R?).

Como ¥ tem suporte contido na regiao A acima, entao, a integral

que define 15 (u) somente nao se anula se
A
1<5<.‘2=>6<-r<26‘
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Portanto, para os valores de u em:

-2 < —7< =6
t—20<t—17<t—A4.

g

. T T 2
|1¥s () | Ze0.1. 0000y = 6[”1’/‘5 (u) (z.t) || dt = ’of ({{ |¢: (u) (z.t)|P dx) dt
}(ff‘ d:r:)p dt
0\
%j{ (ffw( ) =t —1) @dﬂ?@)]”dt

Assim, pela desigualdade de Holder, preliminar 1.1.

ff (%f%)u(-’f-y,t—r) dyd-r

=3I R

3f|w( %)| lu(z —y,t—71) dy dr|’
R

R " :
S(ff@@&ﬁtwﬁ)(fjhw—w—ﬂw@m)
supp ’L".r supp -u'_:
Mas.
o
y T\|P ’ B
(] [R@a wo) eupme
upp v
onde
11,
P P
Logo
T -
||¥s (u )“LQ(OTLP(Q)) = -51;({ !:({C’su{p ‘[[U(m_y:t—ﬂ P dy dr da:] dt

Z'SQEJ?[I [[lu(x—yt—7) dz dy d‘r:lP dt.

supp 1': 0

Fazendo. z — y = = obtemos

[f//wﬂ_w@@w}ﬁ

upp P O—y
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(]

Agora. fazendot — 7 =t

2
t—7 P
S f [ [ [ [ lu(2.t)P dz’ dy dr] dt’

-7 |supp ¥ Q-y

Il

-7 -y

1
t—7 P
= glsupp | [ Lf lu(z'.t) P dw'} dt’.

Como u = 0 fora de Q entao:

- 4
P

T
|| (u) ”?Lq(o,r‘f,p(g)} - %Isupp?ﬁlg’ [g‘ [u (-T ':t) P dl?] dt

r

= Cs, w||u||?_.q(0_.T.LP(Q}}‘

5
|16 (w) || = (o7.Lo0)) = inf{M > 0 : [|¥s (u) [|2r0) < M gs. t€(0,T)}
(3.1)
Mas:
-
|1 (u) ||2r) = (/W/‘é (u) (z,1) [P dz (3:2)
0

agora, refazendo as contas da demonstracdo do item (i7) sem a inte-

gracao no tempo e ¢ = 1, (3.2) fica:

|[¥s (w) ||r(e) = (S{ |¥s (u) (z,t) |P d:c)P
< GCs, yllullee) £ Cllullzs=(or,o(2))

qs. emt € (0,T).

De acordo com a definicao (3.1) tem-se:

[|¥s (u) || Lo o.m o)) S Cllullz=(0.7,L0(0))-

iv) A demonstracao é bastante similar a existente no lema 2.18. item

¢ de ADAMS [1].
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div , v (u) = 5{;] /u (2.

R? R

) div; u(z —y,t—7) dy dr =0.

Sh| =

poisu € V, entdao div ; u(z —y,t —7) = 0.

3.1 Demonstracao do teorema 1

Agora, nos definimos as solugdes aproximadas (u™,p™, w"), N =
1.2, ...de (1)—(5). Assumimos que w° é qualquer funcio em L>(0, T, L3(Q))
e definimos as funcdes u”,p",w”", N = 1,2, ... indutivelmente como

solugoes dos seguintes problemas:

o = B 4 () () ) 4 T = (50 x )
div «VN =0

u (2,0) = uo (z) , v |oaxor) =0, ({PN =0em [0,7]

(3.3)

wp + (VN V)N + v (F)w™ = sy ()

) , (3.4)
W (2,0) = wf ()

Solugao de (3.3) :

Observe que de acordo com o lema 2 tem-se ¥g(y) (u) € C* (Qr. R3).
div ¥svy (u) = 0 e w1 € L>(0,T, L* (Q)) devido ao lema 1 apli-
cado na equacdo (3.4). Aqui § (N) = %

Assim, as hipéteses da proposi¢ao 1 sdo satisfeitas e portanto existe
uma vnica v satisfazendo (2.13) e (2.14).

A partir de u" obtemos v” satisfazendo vV € C§° (Qr.R®), div

vV =0e vV - uV|| < §(N) devido & densidade do conjunto

B={feCg (Qr.R%) :div f=0} em L*0,7T,V)
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Finalmente, a equagdo (3.4) possui uma unica solucdo devido ao
lema 1. Observe que ¥s) (F) € C* (Qr,R) e Ys) (F) > 0 pois F >
0. Ysv () € C= (Qr,R?), wf € C= (Q,R?); portanto, as hipéteses
deste lema sdo satisfeitas.

Além disso, a desigualdade (2.24) é satisfeita com w = w?, v = v,
h =Yg (F), a=wf', ¢ = Us) (9)-

Em geral, resolvemos, de acordo com a proposi¢ao 1, o sistema
(3.3) com dado inicial " (z,0) = ug () no intervalo (0, %) obtendo
ull (. 1).

Em seguida, achamos a solugéo uy (z.t) de (3.3) no intervalo (£,
com dado inicial u) (z. %) = v} (z, %).

E assim sucessivamente até obtermos u¥ (z, t) solugdo de (3.3) no in-
tervalo ((N — 1) £,T) com dado inicial uf} (z, (N = 1) &) = uf_, (z, (N - 1) §).

Além disto, (2.14) é satisfeita em cada subintervalo (k.6 (N), (k+

1).6(N)) comu = u¥, v = Y5y (uN),w = w¥ ey (z) = ui_\;(_,\.-, (z, kb (N)).
™ [l 0,m,230) < lwd 2@y + 1Wsv) (@) |22 0,r,L30)) (3.5)

Mas

l|lwd¥ — wol|zs <& para N > N,
= [lwg |lzs = |lwollzs < |lwg’ — wollzs < &

Parac =1
llwg 1] < 1+ [lwoll e
Além disto, de acordo com o item (ii) do lema 2 obtemos:
l1sivy (@) L3y < Cllellorse)y < oo
Assim (3.5):

”“" ||L°*’ o3y S 1+ |lwol|L3) + Cll] L1 o3y =C
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Portanto:

™|z 012300y £ C

Logo,
{«™} & uma seqiiéncia limitada em L*>(0,T,L*(Q)). (3.6)

Assim, de acordo com a proposigao preliminar 1.9, existe uma sub-
seqiiéncia de (w”), ainda denotada por (w"), para fins de simplificar

a notagao, que converge fraco- = para w em L> (0,7, L*(Q)).
w = w fraco-* em L*®(0,T,L3(Q)). (3.7)
Em virtude da proposi¢ao 1 com u = u"¥ em (2.14) obtemos:

HuN“%W(O.T,LQ(Q)) ¥ HUNHE,Q(O,T,V) <C (”uOHEQ(Q) 2 ||f|[2L?(Qr)) =g
Assim, em virtude da desigualdade acima
{uN} & uma seqiiéncia limitada em L*(0,T,H)NL*(0,T.V),
(3.8)

Utilizando o resultado obtido em (3.8) e o lema 1.7 obtemos Bu® &
L?(0.T,V"). Portanto, u} estdo num conjunto limitado de L? (T ),
Agora, utilizando o lema de compacidade de Aubin-Lions preliminar

1.15, com Xo =V, X = L?*(Q) e X; = V' obtemos que
{u™} fica em um subconjunto compacto de L?(Qr).  (3.9)

Portanto, de acordo com as proposicoes preliminares 1.9 e 1.10,

respectivamente, tem-se:

i) forte em L? (Qr)
u™ — u{ i) fracamente em L2(0,7.V) (3.10)
i1i) fraco - * em L*=(0,T, H),
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para subseqiiéncias que ainda denotaremos por u”.

Utilizando a desigualdade (1.1) do lema 1.14 em (3.3) obtemos:

”PNI|L5/4{QT)+HVPN”LSM(QT) ¢ (HfHL”"(QTJ g HUOHB:;:(Q}

. r 2715 ! 6/10 y
+”"r")6(:‘\’)(uﬁ )”LIM{O,T,H} ’ ”%(N) (UA)”L;;(U?T,V)”UJ\ ”LQ{O,T,V}

U R —

De (3.8) obtemos ||[u”||2¢0. 1) < C.
De (36) obtemos ”LJN_H]'”L:.:(O‘TILS{Q)) < C.

Da parte (i) do lema 2 obtemos:
[sevy (W)l 20y € Cllu™ |2y £ C
Da parte (i77) do lema 2 obtemos:
sy (W) =021y £ Cllu™||z=oizry < C
Assim:

HPN”LSH(QT) + ||VPNHL5M(QT) SCrus =C

{p"} e {Vp"} sdo seqiiéncias limitadas em L**(Qr). (3.11)

Utilizando a proposigao, preliminar 1.10 obtemos que:

p"¥ — p fracamente em L¥*(Qr), (3.12)
VpY — Vp fracamente em L** (Qr), (3.13)
Usvy(u™) — u fortemente em L7 (Qr). (3.14)
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De (iv) do lema 2 temos:
Ysny(u") — v quando 6§ — 0 em L?(0,T, L7 (Q))
Assim parag=p=2¢e 6 = 6 (N) temos que

Ysny(u™) = u quando N — o em L*0,T,L*(Q)) = L*(Qr)
(3.15)

r20r) = || (Vs (W) — Weny (w)) + (Voo (w) — u)||22¢05)
— Ysvy (W)l 200 + |1 (Wsvy(u) — w)|| 22¢04)

ey (u™) — ul
< [ (s ()

A segunda parcela tende para zero devido a (3.13). Quanto a
primeira parcela, utilizamos a propriedade (i7) do lema 2 e assim obte-

mos:
(Wsny (™) = Yy (W)l 200 = 1(Wsvy (™ — w2005 < C|l(Y = ullr2@py) — 0
quando N — oc por (3.10).
Vev)(F) — F fortemente em L' (0,T,L%? () (3.16)
Utilizando a propriedade (iv) dolema2comg=1ep= % obtemos:
Ys(n)(F) — F quando N — oc fortemente em L' (0,T,L%?(Q))

De (3.6), (3.10), (3.11), (3.14) e (3.15) nés concluimos a existéncia
de subsegiiéncias {u"}, {p"}, {w"} (n6s vamos denotar novamente por
{u"}, {p"}, {«"}) convergindo para limites u, p e w quando N — oc.

Para completar a prova do teorema 1 nés devemos mostrar que o lim-
ite das fungdes u, p e w é uma solugao fraca de (1) —(5). Para conseguir
isso nés escrevemos identidades integrais (andlogas para (2.7) — (2.9))

N, p¥, w" sendo uma solugio dos problemas (3.3) e

para as fungoes u
(3.4). Entédo, usando (3.7), (3.10), (3.12), (3.13), (3.14) e (3.16) nds
mostramos que quando N tende para o infinito nessas identidades re-

sulta (2.7) — (2.9). Isto é feito na pdgina seguinte.
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3.1.1 Passagem ao Limite

Multiplicando (3.3) por a € C° (Qr,R?) e integrando em ¢ € [0, 7]
ez €

ff[—u‘\a3+(ﬁ/,5(m( M) VuN)a+ puVur - Va+ VpN -a] dr dt
09

j:f( (Wt xuN)a+ fa) dz dt+ [uo(z) a(z.0) dz
00 )

(3.17)
Multiplicando (3.4) por a € C§° (Qr. R?) e integrando em ¢ € [0, T
e z € ) obtemos:

ff[—w ‘ay + (VV.Vwh) .a + s (F)u:Na] dz dt
0 0
T
= [ [Ysn) () a dz dt + [w" (2,0) a(z,0) dz
00 y

Isto é:

ff [—w ar — (VN - Va) w? + ¥y (F) -wNa} dz dt
on (3.18)

Offbam (¢) . dz a’t+wa(m 0) a(z,0) dz.

Multiplicando a equacio div " = 0 por b € C§° (G}: ]RS) obtemos:

T

]/div uNb dr dt =0

0 0

T
f / uN.Vb dz dt =0 (3.19)
0 2

Vamos fazer N — oo nas diversas parcelas de (3.17), (3.18) e (3.19):

Isto é:

()

T 4 i
//u‘wat dr dt — -//uat dx dt
0 Q 0 Q

quando N — oc.
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De fato :

T T
dr dt — [ [ua, dzx dt’gff|u‘”—u| la;| dz dt
00 00

£ Gyuﬁ’—u]? dz dt)i (Ofs{w dz dt)

pela desigualdade de Holder, preliminar 1.1.

2

=C, ”“N - “”H(QT) it

quando N — oc, por 3.10 (i)

(ii)

T ¥
// 1;.15(;\;)( ) vu ad:z dt—»//u Vu)a dz dt
00 0

quando N — cc.

Utilizando proposicao preliminar 1.6 e lema 2, item (iv), provar a

convergéncia acima é 0 mesmo que provar
g

T

fb (Ysvy (W) ,a,u?) dt — /b(u,a,u) dt
0 0

quando N — oc.

Mas:

b

S T—
T

T
Us(w) (uN) ,a,u‘v) dt — fb(u,a._u) dt'
0

[b (svy (W) ,a, u”) = b (u,a,u") + b (u,0,uN) = b(u,a.u)] dt

[b (wé(hr)(uN) —U,a, UN) +b (‘U., a, 'u,N - U)] dt‘

<

A
|b (ﬁ)g(_:\r) ('u,"\") - u,a,uN)| dt + { ]b (u.a,u"\" - u)| dt

IA

@l oo 15y (&™) = ull 2 gy 147 ] 2oy + Nalle@r) el izor [l ~

L%(Qr)

Devido a (3.10) (i) u"¥ — u forte em L? (Qr) e assim “uNH ) i
Q
k. Assim. a segunda parcela acima tende a zero e como vale (3.14)

entao a primeira parcela acima também tem limite zero.

40



(iif)

T T
/f,uVuN-Va dz dt—rf/p,Vu-Va dz dt
0 Q 0 0

quando N — oc.

De (3.10) (iz) obtemos que u™ — u fraco em L? (0, T, H} (Q)).

Logo
Vf e (L* (0,T, H} () =L (0,T,H™ ()
tem-se:
T T
[ (V50,96 )y @t — [(9F0). Vul)sey
0 0
quando N — oc.
Mas
f@)=a(t) e C&(Qr)c L*(0,T,H™)
pois:

C () C HY () c () = (L%) ¢ H™(Q) = (H ()

(iv)

T T
//Vp‘“"-a dz:dt—»/]Vp-adxd.t
e 0 a

quando N — oc.
Como a € C° (Qr) entdo a € L¥ (Qr) = (L% (Qr)) .
Logo,

<a: va>L5»"4.L5 — <a'. vp);_s_f«tl_s
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pois:

T
<a, VpN>L5“‘L5 = //Vp‘\'—a dx dt
0 Q

(v)
T P
//n(wN'l adxdt%]/nwxuadxdt
0 9 0 0
quando N — o,
De fato:

[n @t xuN)a dz dt — jjfn(u;xu)ad:r: dtl
)

T &
@M txuM)adz dt— [ [n(W¥'xu)a dz dt
0Q

=]

+[ [0V xu)a dz dt - ffnwxu)admdtl

!
!

I

In (W1 xuN)a—n (¥ xu)a| dz dt—;—ff\:q( Nl xu)a—n(wxu)a| dr

IN

T T
n|[a|[Lm(@?)ofs{|w“‘1 x (u —u)| do dt+n||a||Lw(—Q—;)!gf!](wN‘1 —w) xu| dz dt
T T
SC[ [l |u¥-u| do dt+C [ [ | —w| |u| dz dt
00 00

Para a primeira integral acima utilizamos a desigualdade de Holder,

preliminar 1.1:

T .
_({r_{' ‘wN_II lu —ul dx dt < HwN_lnLQ(QT}“u‘\' _u”L?(QT}

SC”'U.N— —=0

4| 2(om
quando N — oc, por (3.10).

Para a segunda integral observe que
ue L'(0.T,L%*(Q))
e que
(L' (0, T, L2 (Q))) = L™= (0,T, L3 () .
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Assim:

/)
L N-1 . — o= e
(0™ = W) (o 2@) =030 = f / s o) B =y
0 0

quando N — o©

T
=:>//|u| ‘w”‘l*w, dr dt — 0
0 Q

quando N — c0.

Assim, fazendo N — oo em (3.17) obtemos:

[[~ua,+ (u-Vu)a+ pVu-Va+ Vp-a] dz di
y

Il
oy

[ (n(wxu)a+ fa) dz dt+ [uo(z)a(z,0) dz
Q Q

Isto é:

T T
/f[uta+(u-Vu)a+qu-Va+Vp-a] dz dt=//(n(wxu)a+fa) dz dt
0 Q 0 Q

Agora, vamos fazer N — oo na equacdo (3.18). Vejamos o limite

em cada parcela:

i)
T &
/_/—wNa.t dz df—-»]/—wa; dr dt
00 0 9
quando N — oc.
De fato:
T
// (WY —w)a, dz dt — 0 quando N — oc
0 9
pois

a(t) € C° (@r,R®) c L' (0T, L** ()
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'

(L (0,7, 132 () =L (0,7, 22 ())

T T
//(t,--‘\’.Va)wN dx dt—»f/(u-\?a)w dz dt
0 Q 0 Q

Primeiro observe que v — u em L? (Qr) forte pois:

[~ - u“LE(QT) =" =" +u¥ - UHLF(QT} < o — o 2@ T [

desde que N > N_.

Assim:
vV . Va — u-Va em L* (Qr)
Como
w" — w fraco- xem L= (0,T. L? (Q))
entao
w” — w fraco- xem L? (Q7)
pois

L= (0,T, L () c L* (Qr)

(LQ(QT))’ > L*(Qr)

Utilizando a proposi¢ao 1.12 dos preliminares obtemos a convergén-

cla desejada.

4
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iii)

T ¥
// tb,s(N)(F w a dzx dt—»/]Fwa dr dt
00 0 0

quando N — oc.

Como w” — w fraco-+x em L? (0,7, L? (Q2)) e de acordo com o item
(iv) do lema 2 tem-se que Ys) (F).a — F.a em L*(0,T,L*(Q));
entdo, de acordo com a proposi¢ao 1.12 dos preliminares obtemos a

convergéncia desejada.

iv)
T T
/fbg(;\)((ﬁ a dz dt-—’/f(pﬂ dr dt
0 0 0
quando N — oc.
T y
[ | (Wsvy (¢) — ¢) a dz dt! I [ Yoy (0) — | lal dz dt
0Q 00
P i ot 3
< [ ([ lvan ()= o @a) ([1af”* az) "
T
£/ H?,bg(N) () — 5.9”3 dt — 0 quando N — o0
0
devido ao item (iv) do lema 2, observando que ¢ € L' (0, T, L* (22)).
v)

/w” (z,0) a(z,0) dz — /w(:c,O) a(z,0) dz
Q

Q

quando N — oc.

De acordo com as hipéteses, w” (z,0) = wi (z) é uma seqiiéncia de

fungdes suaves convergindo para wp.
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Logo:
f.uo z) a(z,0) dI—f{.vo(I' a(z,0) dz <f|w (z) —wo (z)| |a(z,0)| dz
= ”“"0 T) —wo (z “3 “a”:w =)

quando N — oc.

Assim, fazendo N — oo em (3.18) obtemos:

oty

[~wa; — (u.Va) w+ Fwa] de dt = [ [¢-a dz dt + [wy(z) a(z,0) dzx
0 Q

Oty O— iy
Ot

I

)

[lwa+ (u-Vw)-a+ Fwa] dz dt= [ [¢-a dz dt
) y

Finalmente:

T T
/fu-"ﬁvz; dz dt—+//u—Vb dz dt
0 Q g Q

quando N — oo, pois:

T
uN -Vbdr dt— [ [ u-Vb dzx dtl
00

IA

g
|

fzr|mv u| |Vb| dz dt < ||u -u”m@ﬂ V8]l 20

Observagao: No caso em que supomos F = F(p) e u e w nao

N

|u u“Lg(QT) — 0 quando N —

IA
Q

dependendo de t (problema estaciondrio) resultados de existéncia e uni-

cidade de solucao podem ser vistos em VEIGA [14].
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Capitulo 4

Conclusao e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

Neste trabalho, apresentamos um sistema de equagtes diferenciais par-
ciais que descreve o movimento incompressivel de um meio granular,
suposto com densidade e viscosidade constantes, movimentando-se nu-
ma regiao limitada Q C R3.

Primeiramente observamos que o sistema € bastante semelhante ao
de Navier-Stokes, sendo a principal diferenca a introdugéo da funcao
incégnita w (z,t) € R® que representa uma velocidade angular de ro-
tagdo das particulas (quando w = (0, 0. 0) obtemos o sistema de Navier-
Stokes). O principal resultado demonstrado é um teorema de existéncia
de solucdo fraca em espacos de Sobolev.

O meétodo utilizado na demonstragao foi o espectral de Galerkin
onde primeiramente fazemos uma formulagao fraca do referido sistema.
Aqui ndo enfrentamos grandes dificuldades, pois a forma de obtencéo de
tal formulacao fraca resultou bastante semelhante a feita para o sistema
de Navier-Stokes (conforme TEMAM [13]) sendo a grande diferenca a

formulacao fraca para a equacao da velocidade angular.



O passo seguinte foi a obtencao de existéncia de solugdo fraca para
um problema linearizado o qual, apesar de trabalhoso, também nao
apresentou dificuldades intransponiveis.

Finalmente. apés a obtencao de algumas estimativas para as solucoes
aproximadas e, conseqiientemente, algumas convergéncias, utilizando
formulacoes fracas para u, w e p (veja (3.3) e (3.4)) podemos fazer
N — oo e garantir assim a existéncia de solugé@o fraca para o nosso
problema, sendo esta talvez a parte que demandou maior técnica.

A principal novidade do método utilizado é o uso de fungoes suavizado-
ras e algumas de suas convergéncias (veja lema 2) o qual foi necessério
devido a existéncia do sistema de equacdes para a velocidade angu-
lar e também porque este sistema nao estd desacoplado do sistema de
equacoes para 0 momento.

Entre algumas sugestdes para trabalhos futuros destacamos:

__ Obtengao de uma possivel unicidade quando a dimensao é 2.
__ Existéncia de solugao quando u = u (p).

Busca de solugoes mais regulares, talvez em espacos funcionais mais

exigentes (Holder).
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