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Resumo 

Neste trabalho, consideramos um problema de valor inicial e de fron­

teil·a: semelhante ao sistema de equaç-Ões de Navier-Stokes, que descreve 

o movimento de um meio granular com densidade constante. U tilizan­

do o método de Galerkin: provamos a existência de soluções fracas em 

espaços de Sobolev. 
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Abstract 

In this work, we consider an init ial-boundary value problem similar 

to the Navier-Stokes system of equations describing the motion of a 

granulated medium with constant density. Ví/e prove, using Galerkin 

method, the existence of weak solutions in Sobolev spaces. 
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Notação 

Neste trabalho, utilizou-se a seguinte notação normalmente usada 

em estudos de equações diferenciais parciais: 

n, um aberto do JR2 ou JR3 

n, fecho do conjunto n 
an, fronteira do conjunto n 
w x u é o produto vetorial usual em JR3 de vetores w eu 

LP (rl): espaço das funções mensuráveis g tais que 
1 

l9lp = (fn ig (x)IP dx) P < oo , 1 :s; p < oo 

C (rt) , Ck (rt) , C~ (rt) , C0 (O) são os espaços funcionais com a 

definição usual em análise. 

Para n c JR3' p > 1 e u = { u l , U2 ' u3} onde Ui n ---+ IR com 

i= 1, 2, 3, ternos: 
1 

llu iiP = (~ In lui(x) IP dx) P 

1 

IIV'ull = ( t fq I aui (x) lp dx ) p 
P · · 1 8x · l,J= J 

3 8v · 
b (u, v, w) = i,~l In U i ax~ W j dx 

Os espaços funcionais básicos que nós devemos usar são 
I 

HJ(D) =fecho de (C0 (rt)? na norma ([1V'ul2) 

2 

D = { u E ( C0 ( n)) 3 
: di v u = O} , 
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tem-se, para 80.. regular, a seguinte caracterização para V e H: 

onde n ê o vetor normal exterior em an (apontando para fora de n). 

V={uE(HJ (n)r :div u::O}. 

Em geral tem-se V c H. 

Lq(O, T, LP (D.)) =espaço de funções mensuráveis em Qy para a qual 

I 

llui 1Lq(O,T,LP(f2)) = ([11u(t)li1P(f2)dt) q 

~ (l (l lu(x,t)l') ~ dx dtr 1 ~ p,q < oo 

lluiiLoo (o.T,LP(!1)) = inf{A1: llu(t)IILP(D) ~ 111 q.s Vt E (0 , T)} 

q.s- quase sempre. 

supp f - denota. o suporte da função f. 
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Introdução 

A área da mecânica de fluídos pode ser considerada como uma das 

mais ricas na ciência com relação à produção de problemas científicos. 

Questões relativas à previsão do tempo na meteorologia, projetos de 

carros, navios, aviões, foguetes, filt ros, enfim, qualquer situação que 

envolva o movimento de um fluído, produz problemas, muitos dos quais 

ainda não foram resolvidos ou estão parcialmente resolvidos. 

Nesta área, o sistema de equações de Navier-Stokes, cujo nome é 

devido a George Gabriel Stokes (1819- 1903) e Claude Louis Marie 

Navier (1785 - 1836) , se destaca por representar analiticamente uma 

situação t ípica de movimento de um fluído homogêneo com velocidade 

u e pressão p da forma 

Ut, + U · \lu - J.l~U + \lp = j. 

O seguinte sistema de equações diferenciais parciais deduzido em 

LELUCH [7] descreve o movimento de um meio granular com densidade 

constante: 

Ut - J.l~U + u ·\lu+ \lp = f+ ry(w x u) (1) 

divu =O (2) 

X 



Wt + u · \lw + Fw = <p (3) 

Equações (1) - (3) representam, respectivamente, conservação do 

momento linear, conservação de massa e urna equação que rege a ve­

locidade de rotação das partículas do meio. 

Nós acrescentamos ao sistema ( 1) - ( 3) as seguintes condições iniciais 

e de fronteira: 

u lt=O = Uo: u lanx(O,T) = O (4) 

wlt=O = wo (5) 

As funções 

e p ( x , t ) denotam vetor velocidade, velocidade angular de rotação de 

partículas e a pressão, respectivamente. As funções 

f (x , t ) = (h (x. t) , h (x , t) , h (x , t)) 

e 

<p (X, i ) = ( <p 1 (X, i) , t.p2( X, t) , <p3 (X: t)) 

denotam a força exterior e a densidade de momento da força da massa; 

'TJ, J.L são constantes denotando os coeficientes de ::--..ilagnus e a viscosidade, 

respectivamente. A função F ( em geral F depende de p) representa 

uma força de fricção entre as partículas. 

Um exemplo de uma situação real que o modelo acima representa é 

o movimento de dunas de areia impulsionadas pelo vento. 

Xl 



. Tosso objetivo é provar que o problema inicial de valor de fron­

teira (1)- (5) tem ao menos uma solução (conforme LUKASZE\iVICZ 

[10]) . lVIais estritamente nós assumimos f, <p, F , u0 , w0 como funções 

conhecidas e provamos que existem funções u , w, p satisfazendo equações 

(1) - (3) na região espaço-tempo Qr = n x (0, T) (n é um domínio 

limitado em IR3 com fronteira suave ân) com dados iniciais e de fron­

teira (4)- (5). Neste trabalho, apresentamos a noção de uma solução 

fraca de (1)- (5) e utilizando o método de Galerkin mostramos que tal 

solução existe (nós assumimos porém que F não depende de p) . 

Esta dissertaç-ão está dividida da seguinte forma : 

No primeiro capítulo apresentamos alguns preliminares necessários 

para o estudo do sistema de equações descrito anteriormente tais como 

desigualdade de Holder, Young e out ros resultados de análise funcional. 

No segundo capítulo mostramos a existência e unicidade de solução 

para um problema linearizado de forma adequada que provém do sis­

tema (1) - (3) . 

No terceiro capítulo provamos o resultado principal de existência de 

solução para o sistema ( 1) - ( 5). 

Finalmente no último capítulo apresentamos algumas conclusões e 

sugestões para trabalhos futuros. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 D esigualdade de Hõlder 

Sejam f , g E L1 e 1 ~ p, q ~ oo, então 

onde 

f fg dx ~ II/IIPII9llq 
n 

1 1 
-+ - =1. 
p q 

Demonstração: Veja MEDEIROS [11] na página 75. 

1.2 Desigualdade de Young 

Dados ê > O, a, b ;:::: O, então 

2 1 ? 
ab < êa + -b-. 

- 4ê 

Demonstração: 

( )
? ? ? a - b - = a- - 2ab + b- ::::= O 

ab ~ ~ (a 2 + b2
) 
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Seja: 

a= J2eA b= 1.-B 
v 2e: 

:::;. AB ~ ~ ( 2ê A 2 + ~;) 
AB ~ êA2 + ~:. 

1.3 Desigualdade de Poincaré 

tem-se 

Demonstração: Veja página 174 de BREZIS [2]. 

1.4 Identidade de Green 

Sejam </>, u E C2 (fl) então: 

j (<f>6u + \i<f>\iu ) dx =f </>:; ds. 
n an 

1.5 Teorema da Divergência 

Sejam D c IRn um aberto regular e F um campo vetorial em IRn. 

Então: 

j div F dx = / F.N ds. 

n an 

Demonstração: Veja página 495 de LIMA [8] . 
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1. 6 Proposição 

Dado n c JR3 um aberto e definindo 

3 

f """""" ÔVi b(u ,v, w) = L ui.-
8 

.wi dx dt 
. . XJ n t ,J = l 

onde 

então: 

a) b(u. v,v) =O 'ílu E V, 'íl v E HJ (r2), 

b) b (u , v, w)=-b(u,w,v) 'íluEV, \i v,wE Hc} (r2). 

D emonstração: Veja TEMAlVI [13] na página 163. 

1.7 Lema 

Seja u E L2 (0, T , V)nLoo (O, T, H). Então Bu definida por (B u , v) = 

b(u,u:v) pertence a L2 (O ,T, V') para n:::; 4. 

D emonstração: Veja lema 4.2 na página 321 de TEMAM [13]. 

1.8 Convergências em espaços de Banach 

Dado um espaço de Banach B e (Xn) c B uma seqüência em B , 

dizemos que: 

(i) Xn converge fortemente para X (Xn ---t X, quando n ~ oo), se 

Xn converge para X na norma de B quando n ~ oo; 

(ii) Xn converge fracamente para X em B quando 'i/ f E B ' tivermos 

f (Xn) ~f (X), quando n ~ oc, a notação é Xn __. X; 
n-oo 
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(iii ) X n converge fraco-* para X em B quando dada f E A onde 

A' = B t ivermos que f (Xn) ---+ f (X) quando n---+ oo, a notação 

éXn ....:.. X. 
n-co 

Veja as definições acima com mais detalhes BREZIS [2] na página 

35. 

1. 9 Proposição 

Seja A um espaço de Banach e (xn) C A uma seqüência em A Se 

llxnllA ::; I< então 3 (xnk) subseqüência de (xn) tal que Xn ~ x . 

D emonstração: Veja página 42 de BREZIS [2]. 

1.1 O P roposição 

Seja H um espaço de Hilbert e (xn) C A uma seqüência em A Se 

llxniiH ::; I< então 3 (xn,~J subseqüência de (xn) tal que Xnk ~ x. 

D emonstração: Veja página 44 de BREZIS [2] . 

1.11 D efinição (Espaço de Slobodeckii) 

Definimos o espaço de Slobodeckii B~ (Sl) onde O < l < 1 e 1 ::; q < 

oo da seguinte forma: 

Cuja norma é definida por: 

( )
~ 

lu (x) - u (y) l9 

llullsl = llui!Lq +f j 3+1 dy dx . 
q lx- Yl q 

n n 

4 



Observação: De acordo com a notação de ADAMS [1] temos que: 

B~ (fl) ::) H 1
•9 (fl) com n c IRn. 

1.12 Proposição 

Seja A um espaço de Banach e (Xn) e (Fn ) seqüências em A tais 

que Xn ---t X em A e Fn ---t F fraco-* em A , então (Fn, Xn ) ---+ (F, X) 

quando n ---t :JO. 

D emonstração: Veja item (iv) da proposição 111.12 na página 40 

de BREZIS [2). 

1.13 Proposição 

Seja n c IRn aberto e f = (fi, ... , fn) onde f E D' (fl), i = 1, ... , n. 

Então f = \ip para alguma p E D' (fl) se, e somente se, (!:v) = O 

\f v E C0 (n) com div v = O. 

D emonstr ação: Veja página 14 de TEMAM [13]. 

1.14 Lema 

Sejam v E coo (Qr,lR3), div v = O, f E L2 (Qr ), w E L= (0, T , L 3 (D)) 

e u0 E H n B;~~ (fl) , então a pressão p do problema: 

Ut - j.L6. U + V · V U + V p = f + TJ ( W X U) 

divu = O 

u (x, O) = uo(x), uian =O 

satisfaz p E L514 (Qr), \ip E L514 (Qr), f p (x, t) dx =O q.s. Vt E [O, T ] 
n 

e vale: 
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?r 
IIPIILsf4(Qr)+ IIVpiiLsf4(Qr) ~ C{IIJIILsf4 (Qr) + lluo ll 8~)!cn) + llv lli,~(O,T,H) 

· ll vll~~g,T,V) . llu ii L2 (0,T,V) + llwiiL=(O,T,L3 (D)) . lluiiL2(0,T,V)}· 

(1.1) 

D emonstração: Veja LUKASZE\iVICZ [10] na página 629. 

1.15 Lema (Compacidade de Aubin-Lions) 

Sejam X 0 , X e X1 três espaços de Banach tais que Xo c X c X 1 onde 

Xi é reflexivo com i= O, 1 e X0 c X com imersão compacta. 

Sejam 

Po, P1 E R 

tais que 

e defina 

W = {v: v E y o (0, T, Xo) , v' E LP1 (0, T, X1)} 

munido da norma 

llvllvo (O,T,Xo) + Jjv'!IL?t (O.T,Xt ) · 

Então 

w c LPO (0. T , X) 

compactamente. 

Demonstração: Veja LIOKS [9] na página 58. 
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Capítulo 2 

Resultados Fundamentais 

O seguinte teorema é o resultado principal de existência de solução 

obtido com respeito ao sistema (1) - (5) : 

Teorema 1 Suponha que 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Então existem funções u: w e p 

u E V)O(O, T, H) n L2 (0, T, V) (2.4) 

(2.5) 

p E L514 (Qr), \ip E L514 (Qr ) (2.6) 

tal que para quaisquer a E C0 (Qr : IR3) e b E C0 (Qr : IR) valem as 

seguintes identidades integrais 
T 

f f ( - uat - (u\ia)u + J.LVU ·\ia+ \ip ·a) dx dt 
o n 

T 

= f f ( TJ ( w x u) a + f a) dx dt + f uo ( x) a( x , O) dx 
o n n 

7 

(2.7) 



T 

T f f u · v b dx dt = O 
o n 

(2.8) 

f f ( -wat - w(u\i )a + Fw.a - cp.a) dx dt =f w0 (x) a(x, O) dx . 

o n n 
(2.9) 

DEMONSTRAÇÃO: 

A demonstração completa deste teorema está no próximo capítulo. 

Aqui somente obteremos as formulações fracas (2.7) a (2.9). 

Multiplicando (1) por a(x, t) E C0 (0, x (O, T) ) e integrando 

em x e t , temos: 

T T T T 
f f Ut .a dx dt- f f j.t6.u · a dx dt +f f(u · \iu) .a dx dt + f f \Jp ·a dx dt 
on on on on 

T 

=f f(f .a + ry(w x u)a) dx dt . 
o n 

(2.10) 

D esenvolvendo cada parcela: 

i) Temos que 

T T 
f f ft(u .a) dxdt =f f ft(u .a) dtdx 
o n no 
= j[u(x, T)a(x, T) - u(x, O)a(x , O)) dx = - f uo(x)a(x . O) dx, 

n n 

pOlS 

a(x, T) =O e 

?vias, de outra forma 

T T T 

f f :~ (u.a) dx dt =f f Ut.a dx dt + .f f u.at dx dt. 
o n o n o n 
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Assim, comparando as duas equações temos: 

T T 

f f Ut .a dx dt +f f u.at dx dt =- f u0 (x)a(x , O) dx 

o n o n n 

Logo, isolando 

T 

f f Ut.a dx dt 

o n 

chegamos que: 

ii) 

T T f f Ut .a dx dt =-f f u .at dx dt- j u0 (x)a(x, O) dx. 

o n o n n 

T T 

-f f 11-!:J.u · a dx dt =f 11- dt(- f .6u . a dx), 

o n o n 

Utilizando a identidade de Green: preliminar 1.4, com if> =a 

f (a.6.u + \la\i'u) dx =f a :::r ds 
n an 

tem-se que 

pois a= o em an. 
Assim: 

f (a!:J.u + \la\i'u) dx = O 
n 

f af:J.u dx =-f \i'u\la dx . 
n n 

Substituindo em (2.11), temos 

T T T 

(2.11) 

-f f p.6.u ·a dx dt =;· I-L dt f \luva dx = /./ p\lu\la dxdt 

o n o n o n 
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iii) 

T T 
f f(u · \7u).a dxdt =f f(u.\7ul,u.\7u2,u .\?u3).(aba2,a3) dx dt 
o n o n 

T 3 
= f f L u. VUiO-i dx dt 

o n i=I 
T 3 T 3 

=f f ~(u1,u2 , u3)(~:: , ~; , ~;;)aidxdt = f f _L u;~:: aidxdt . 
o n t= l o n t,J= l 

1 

Conforme proposição preliminar 1.6: 

T T T T 

f f (u · \7u).a dx dt =f b(u, u, a) dt =- ;· b(u, a, u) dt =- f f u;. ;;i_ ui dx dt 
on o o on 1 

T 

= f f -(uv a)u dxdt 
o n 

Logo, substituindo em (2.10) obtemos (2.7). 

Agora multiplicando (3) por a(x, t) E C0 (0 x (0, T)) e inte­

grando em x e t, t emos: 

T T T T 

f f Wt.a dxdt + f f u.'Vw.a dxdt + f f Fw.a dxdt =;·f <p.a dxdt. 
on on on on 

D emonstração análoga a (2.7) obteremos (2.9). 

Multiplicando (2) por b(x, t) e integrando em x e t . 

Temos que 

T f f di v ( u) b dx dt = O. 
o n 

divu = O, 

P artindo de: 

div (u.b) = div (bu 1, bu2, bu3) = a~1 (bu1) + a~2 (bu2) + a~3 (bu3) 

= _2k_u + b~ + _2k_u? + bau2 + _2k_u + bau3 
ÔX! } ÔX! ÔX2 - ÔX2 ÔX3 3 X3 

=vb·u+b divu 

10 



mas por hipótese di v u = O, assim 

diY (u.b) = \ib · u 

Integrando em ambos os lados: 

T T 

f f div (u .b) dx dt =f f \ib · u dx dt 

o n o n 

Utilizando o teorema da divergência, preliminar 1.5: temos: 

T T f f dív (u.b) dx dt = / / (u.b) . N dsx dt 

o n o an 

onde N é o vetor normal exterior a âD.. Mas 

pois b- O em âD.. 

Assim 

e obtemos (2.8). 

T 

f f (u.b) .N dsx dt =O 

o an 

T f j di v ( u) b dx dt = O 

o n 

2.1 O problema linearizado 

Nessa seção nós estudamos a existência de solução u e p do seguinte 

problema linearizado obtido a partir de (1) - (5). 

Achar u tal que 

Ut - f-1-I::::..U + v· \iu + \ip = f + ry(w x u) em Qr 

divu =O em Qr (2.12) 

u (x, O)= uo(x) , ulan =O 

11 



onde v, w , f e u0 são funções conhecidas. 

A seguinte proposição fornece um result ado de existência e unici­

dade de solução e também uma estimativa para o problema acima. 

Proposição 1 Suponha v E coo (QT: IR3
) , div v = O, f E L2(Qr), 

w E L 00 (0, T , L3 (S1)) e u0 E H. Então, existe uma única função u 

u E C ([0, T] , H ) n L2 (0, T, V), u (O)= u0. (2.13) 

e uma distribuição p tal que o sistema (2.12) é satisfe·ito no sentido de 

distribuição em Qr- Além disso, vale a seguinte desigualdade 

llullioo(o,T,L2(S1)) + llulll2(0,T,V) :S C (11uolll2(n) + llflll2(Qr)) (2.14) 

DEMONSTRAÇÃO: 

Esta demonstração se divide em três partes principais: 

Na primeira provamos a desigualdade (2.14) . 

Na segunda a existência de solução e finalmente a unicidade de 

solução. 

Primeiramente, assumindo existência de solução, provaremos a de-

sigualdade (2.14). 

2.1.1 Desigualdade (2.14) 

Multiplicando a equação (2.12) por u e integrando em S1: 

f Ut. u dx + f (v · \7 u) . u dx - 11 f .6. u · u dx + f ('V p) · u dx = f f. u dx + fJ f ( w x u) . u dx 
n n n n n n 

(2.15) 

Desenvolvendo cada integral: 

1) 

1 d f ? f 2 dt u- dx = u .ut dx . 
n n 

12 



2) 

f (v· 'Vu) .udx = b(v,u,u) =O 
n 

pela proposição 1.6 dos preliminares. 

3) Pela identidade de Green, preliminar 1.4, temos que: 

~Ias 

pois 

Logo 

4) 

f ~u · udx =-f 'Vu · 'Vu dx +f u. :; ds. 
n n an 

f u.:; ds =O 
an 

u =o na an. 

-J.t f ~u · udx = f.L f J'VuJ2 dx = f.LJJ'VuJJi2(f2)· 
n n 

j 'Vp · udx =O 
n 

pois, pelo teorema da divergência, preliminar 1.5, temos: 

assim 

O= f pu. 1t dsx = f di,· (pu) dx 

an n 

O= f div (pu)dx 
n 

13 



p OlS 

u = o em an. 

O= f div (pu) dx =f (''Vp · u + pdiv u) dx =f 'Vp · u dx 

pois 

Assim 

n n n 

divu = O. 

f 'Vp -udx =0 
n 

5) w x u é ortogonal a u, portanto: 

(w x u) .u =O. 

Substituindo em (2.15) vem: 

1df 2 I 2 f 2 dt u dx • J.LI I'VuiiL2(0) = fu dx. 

n n 

Assim 

Mas 

pela desigualdade de Young, preliminar 1.2. 
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Daí 

ft llull i2:::; -2,ul l\7ul lh + 2êllulli2 + 21=:1111 1~2 
ftllulli2 :::; -2~-L I I\7ull~2 + 2E:c2 11 Vul l~2 + 2~llflli2 

pela desigualdade de Poincaré, preliminar 1.3. 

Logo 

Escolhemos ê > O tal que 2~-L -2êc2 > O para isto devemos ter ê < ~, 

por exemplo ê = IL?. 2c-
Neste caso: 

onde c e c' são constantes positivas. 

Integrando de O até t < T 

t t t 

f 1t !lull~2 dt +c f II Y'ul!~2 dt :::; c' f ll fl ll2 dt 
o o o 

t t 

!lu (t) !1 ~2 - !lu (O) !1~2 +c f llvulllz dt :::; c' f IIJII1z dt 
o o 

t t 

!lu (t) lll2 +c f ll \7ull lz dt :::; lluoll ~z +c' f ll fll~2 dt 
o o 

sup ( 11u (t) lll2 +c J ll \7ull12 dt ) :::; lluoll i2 +c' J IIJ II1z dt 
09<T O O 

T T 
sup !lu (t) lll2 +c f ll\7ull12 dt :::; lluoll1z +c' f 11!1112 dt. 

0$t<T O O 

Mas 

t 

sup llu (t) 1112 = llull1oo(o.T L2(S1)) e f ll\7ull1z dt = llull12(orv) 
O<t<T ' O ' ' 

llullloo(o.T,L2) + cjlulllz(o,r,v) :::; IIUo lll2 +c' llf ll1z(o,T,L2(fl))' 

e 
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2.1.2 A existência de uma solução (u,p) de (2.12) 

Nesta subseção provaremos a existência de solução para a proposição 

1. 

Seja a E V; multiplicando a equação (2.12) por a e integrando em 

n obtém-se: 

f Ut. a dx - f-L f .6 u · a dx + f (v · 'Vu) . a dx + f (v p) · a dx = 
n n n n 

f f.a dx + 1J f(w x u).a dx 
n n 

onde 

f ( \1 p) · a dx = O 
n 

f, f u .a dx + f-L f \lu· \la dx +f (v· \lu) .a dx =f f.a dx +f 7J(w x u).a dx . 
n n n n n 

Seja 
m 

Um (X , t) = .z= 9im ( t) wi( X) 

i= l 

onde 

constituem uma seqüência de elementos linearmente independente em 

V e denso em V. 

é: 

Neste caso a formulação fraca em 

Sendo que: 

b (v, Um ,wj) = J V V UmWj dx 

n 
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Um (O) = Uo,m onde uo,m ---+ uo em L2 (Q) . (2.17) 

1) Achar 9im (t) 

2) Estimativas a prior i 

Subst itui-se Wj na equação (2.16) por um, obtém-se: 

Onde 

b(v, Um, Um)= O 

pela proposição, preliminar 1.6 e 

TI ( W X Um: Um) = 0, 

p01S 

(w X Um) -Um= O=? (w X Um, Um)= j (w X Um) -Um dx = O 
n 

(2.18) 

Como em 1.47 na página 256 do TEMA:VI [13). 

1) Achar 9im (t) 

( u:n, wj) + J..L ('V um, 'Vwj) + b (v, Um, wj) = (f, wj) + TI (w X Um , Wj) 
m m 3 a 1 

L (g~mwi,wj) + J..L L ('Vwi, 'Vwj) 9im + L J vi a:m .w; dx 
i = l Í = } i,l=lf2 I 

= (J,wj) +TI ( w X {i~ 9imWi},Wj) 

onde 
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m 

U~ = L 9smW~ 
S=l m m 3m 81 L (wi,Wj) 9;m + J.L L (\i'wi, V'wj) 9im + L L f Vi~ ·w]9sm dx 

i=l i=l i,l=l s=l n • 
m 

= (f,wj) + 7] L (w X W;,wj) 9im 
i=l m m m m 

L (wi, Wj) 9~m + J.L L (\i'wi, V'wj) 9im +L b (v,wi,wj) 9im = (f ,wj) + 7] L (w X w;,wj) 9;m , 
i=l i=l i=l i=l 

j = 1,2, ... ,m . 

Temos um sistema linear de m equações nas incógnitas 91,n; 92,n; ... ; 9m,n· 

Tal sistema possui solução. 

Integrando (2.18) obtém-se: 

t t t 

f ~ftiiUmlll2 dt + J.L f IIV'umlli2 dt =f (f, Um) dt 
o o o 

t t t 

~ llum (t) ll~2- ~IIUm (O) W + J.L f IIV'umlli2 dt = f (f, Um) dt:::; f IIJIIL211umiiL2 dt 
o o o 

de acordo com a desigualdade de Holder, preliminar 1.1: p = q 

t 

:::; j ( Ce li f li i2 + é li Um li i2) dt 
o 

de acordo com a desigualdade de Young preliminar 1.2, utilizada na 

segunda parcela 

T T 

:::; Ce f (llflli2 dt + Cê f IIV'umlli2 dt 
o o 

de acordo com a desigualdade de Poincaré, preliminar 1.3. 

T T 

~ llum (t) m.2 + (J.L - Cc) f II V'umlli2 dt :::; ~ IIUm (O) 1112 + Cê f 11 / 1112 dt 
o o 

escolhemos é > O tal que 

- J.L j.L-Cé>Ü~c.<-
C 
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por exemplo, 

~ - E.. 
c. - 2c · 

T T 
~ llum (t) lli,2 +C f !IVUmll2 dt ~ ~IIUm (O) lli,2 + Cé f ll f ll i,2 dt 

o o 
T T 

= ~IIUm (O) lli2 +c' f llfl li2 dt ~ c+ c' f llflli2 dt = k 

Assim: 

e 

o o 

{ 

um E L00 (0, T, L2 (D)) 

um E L 2 (0, T. V) 

3 (umK)KEN subseqüência de (um)mEN (ainda denotada por (um) 

para simplificar a notação) tal que: 

Um--? u fraco- * em L00 (0, T, L2 (D)) 

um --? u fraco em L2 (0, T , V) . 

Conforme proposições preliminares 1.9 e 1.10: 

Um--? u fraco-* em vx:· (0, T , L 2 (D)) 

então, como: 

e 

temos: 

quando m- oo 
T T 
f (Um ( t) , cP ( t) ) dt --? f ( U ( t) , cP ( t)) dt 
o o 
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Um ~ u fraco em L 2 (0, T, V) então, como: 

temos 

V</> E L 2 (0, T , V') 

< </J, Um >~< if>, u > quando m ~ oo 
T T 
f < <P ( t) , Um >v' ,v dt ~ f < if> ( t) , u ( t) >v' y dt . 
o o 

Seja '1/J (t) E C 1 ([O, T]) com '1/J (T) =O multiplicando (2.16) por 'ljJ (t) 

e integrando no tempo obtemos: 

T T T 

f ft (Um, W j) '1/J ( t) dt + 11 f ('\1 Um: '1/J ( t) \l W j) dt + f b (V, Um, '1/J ( t) W j) dt 
o o o 

T T 
=f (f (t), '1/J (t) Wj) dt +f 7] (w X Um, '1/J (t) Wj) dt 

o o 

(2.19) 

T T T 
(um,Wj) '1/J (t) n~6- f (um,Wj) 1/J' (t ) dt + 11 f ('\Jum, '1/J (t) \Jwj) di+ f b (v, Um , '1/J (i) Wj) di 

o o o 
T T 

=f(f(t),'l/;(t)wj) dt+fry(wXUm,'l/;(t)wj) dt 
o o 

T T T 
-(um (O) ,wj ) '1/J (O)- f (um ,Wj) '1/;' (t) dt + 11 f (\lum, '1/J (t) \lwj) dt + f b (v, Um, '1/; (t) w;) dt 

o o o 
T T 

=f (f (t), '1/J (t) Wj) dt + J 7] (w X Um , '1/J (t)w;) dt 
o o 
Passagem ao lim ite: 

1) 

quando m ~ oo. 

pois 

I (um (O) . Wj) w (O)- (u (O) ,w1 ) 'ÚJ (O) I = I (um (O) - u (O) ,w1 ) I 11/J (O) I 

~ llum (O) - U (O) l12l i~;I J2J 'I/J (O) J ~ O 
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quando m --+ oo. 

Por causa de (2.17). 

2) 

T T f (Um, 1/J' (t) Wj) dt --+ f ( U, 1/J' (t) Wj) dt 
o o 

quando m --+ oo. 

Afirmação: 

<P = 1/;' (t) wi (x) E L 1 (0, T, L2 (f2)) 
T T 
f 111/J' (t) Wj (x) ll2 dt =f 11/J' (t) I llwjll2 dt 
o o 

onde 

é finito pois 

T 

= llwilb f 11/1' (t) I dt < oo 
o 

onde 

T f 1'1/J' (t) I dt 
o 

é finito pois 'lj;' é contínua. 

Utilizando a convergência fraco-* obtemos: 

T T 

f (Um , 1/J' (t) Wj) dt --+ f ( U1 1,Ú
1 

(t) Wj ) dt 
o o 

quando m - oo. 
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3) 

T T f ('Vum, '1/J (t) \i'wj) dt .- f ('Vu, 1j; (t) \i'wj) dt 
o o 

quando m .- oo. 

Seja 

cp (t) = '1/J (t) Wj E L2 (0, T, V) 

V c L2 (n) ~ (L2 (n))' c (V)' 

v c L 2 c v'. 

Neste caso: 

Assim, ut ilizando a convergência fraca temos: 

T T f ('Vum , '1/J (t) Y'wj) dt .-f ('Vu, 1j; (t) \i'wj) dt 
o o 

quando m .- oc. 

4) 

T T f b(v,um,'!f; (t) wj) dt .-f b(v,u,'lj;(t)wj) dt 

o o 

quando m .- oo. Pois, como 

conforme proposição 1.6 dos preliminares: então: 

T T 
f b (v, Um, w (t) Wj) dt = -f b (v, 7/J (t) Wj, Um) dt 
o o 

3 T Ô 1 3 T( Ô 1 ) = - .L: f 1/; (t) f vifx:-·u~ dx dt = - _L: f Vi ô~~ '!f; (t) . u~ dt 
t.l=l o !1 t.l=l o 

(2.20) 
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Como 

aw; 1 ( 2 ) 
Vi ôxi 'ljJ (t) E L O, T , L (Sl) 

então utilizando a convergência fraco-*, chegamos que (2.20): 

quando m-+ oo. 

5) 

T T 

f TJ ( W X Um, '1/J ( t) W j) dt -+ f TJ ( W X U, '1/J ( t) W j) dt 
o o 

quando m -+ oo. 

(w x u, v) =f (w x u) · v dx =f w · (u x v) dx 
n n 

T T 
f TJ (w X Um: 1/J (t) Wj) dt = f TJ f (w X Um)· '1/J (t) Wj dx dt 
o o n 

T T 
=fryf(umxw)·'if;(t)wj dx dt = - ryf fum·(wx'lj;(t)wj) dx dt 

o n o n 
T 

= -7] f (um, w X 1/; (t) Wj) dt. 
o 

Afirmação: 

De fato: 
T T f 111/J (t) w X wj ll2 dt = f 1'1/J (t) I llw X wj ll2 dt (2.21) 

o o 

Observação: 

t..v' = (a 1 ( x) . a2 ( x) . a3 ( x) ) 

wj = (6l(x) , 62 (x): 63 (x)). 
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Usando a norma. do máximo: 

llwll2 = max {llaiii2: lla2 1! 2, ll a3112} 
llwíl l2 = max {llbl lb: ll b2 ll2, ll b3 lb} 
llw x will2 = max {1!a2b3- a3b21!2: lla3b1- a1b3ll2, ll a1b2 - a2bd l2} 
ll a2b3 - a3b2 ll2 :::; lla2l bllb3l b + ll a31 bllb2ll2· 

Mas: 

Logo: 

Assim (2 .21) fica: 

lla2l l2 :::; llwlb 
l! b3lb :::; llwilb 

lla3!12 :::; llwlb 
llb2 ll2:::; llwi 112· 

/ 1111> (t)w x w;lh dt :S 6 (/ 111> (t) I dt) llwiiL~(o,r,L' (n))llw;lh <co. 

Como Um~ u fraco-* em UX> (0, T, L2 (O)) então: 

T T f (um, W x 1/J (t)wj) dt --7 f (u ,w x 1/J(t) wi) dt 
o o 

Assim, podemos fazer m --7 oo em (2.19) e obter: 

T T T T 

-f (uo,wj) '1/J (O) dt- f (u ,wi) '!f;' (t) dt + f..i f C'Vu, '!f; (t) \lwi) dt +f b (v, u, 1/J (t)wi) dt 
o o o o 
T T 

= f(f (t) ,'!j;(t)wj) dt+ fTJ(w x u, 'lj;(t)wj) dt 
o o 

T 

f ft (u(t) ,wj) 'lj; (t) 
o 

T 
=f (f (t), 1/J (t) Wj) 

o 

T 

dt + f..i f (\lu, 1/J (t) \lwi) 
o 

T 

T 

dt + f b (v' u) '1/J ( t) w j) dt 
o 

dt+ f'fJ(W x u ,'!j;(t)wi) dt. 
o 
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Cálculo da pressão p: 

d 
dt (u, v)+ J-L (vu, 'Vv) + b (v, u, v) = (f, v)+ 77 (w x u, v) 

definimos 

t t t 

U(t) = fu (s) ds , 
o 
t 

F ( t) = f f ( s) ds 
o 

B (t) = fb(v,u,v) dt 
o 

G ( t) = f ( w X u) dt ) u E C (0, T, V) , v E V 
o 

Integrando em t: 

t t 

f [ft (u, v)+ f.L (\iu (t), 'Vv) + b (v, u (t), v)] dt =f [(f, v)+ 77 (w x u, v)] dt 
o o 
(u (t) - ua, v)+ f.L ('VU, 'Vv) + B (t) = (F (t), v)+ ry(G (t), v) 

Utilizando um argumento análogo ao da página 307 de TEMAM 

[13] juntamente com a proposição 1.13 dos preliminares obtemos que :3 

p E L00 (O, T , H 1 (i1)) tal que 

u (t) - f.Ltlu ++v · 'Vu + 'Vp =f+ ry(w x u) 

2.1.3 Unicidade de u 

Agora., nós provaremos a. unicidade de u para a proposição 1. 

D emonstração da unicidad e: 

Sejam (ui ,PI) e (u2, P2) dois pares de funções sa.stisfazendo (2.12) 

logo u = u1 - u2 e p = Pt - P2 satisfaz: 

iLt - f.Ltlu +v · 'V (u) + 'Vp = o + ry(w x ü) 

div Ü =O 

U (X, 0) = U 1 (X. 0) - U2 (X , 0) = Uo (X) - Uo (X) = 0 

uJanx(O,T) = (ul - u2) Janx(O.T) = 0 
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Utilizando a desigualdade (2.14) obtemos: 

1Fulll,oo(o,T,L2(n)) + JJui ii2(0,T,ll) ::; c(O + O)= O 

llull ioo(o,r,L2(n)) = iiulli2(o,r,v) = O 

u = O q.s. para (x, t) E Qr 

Substituindo na equação (2.22) obtemos: 

\lp=O~p=c (t) 

Logo: 

P1 - Pz = c ( t) ~ P1 = pz + c ( t) . 

O resultado seguinte será útil na demonstração do Teorema 1. 

Lema 1 Suponha v E COO(QT : IR3) , div v = O, h E C00(QT, IR), 

h~ 0, <p E 0 00
( QT, JR3) e a E C00 (S1, !R3) então o seguinte problema 

{ 

Wt +v · \lw + hw = <p em Qr 

w(x,O) = a(x) em Sl 

possuí uma única solução W E 0 00
( QT, JR3) satisfazendo 

DEM ON STRAÇÃO 

Primeiro mostramos a unicidade: 

Sejam w1 e w 2 duas soluções de (2.23) então: 

{ 
wf +v· \lw1 + hw1 = <p 

w 1 (x,O) = a(x) 

{ 
wz +v · \lw2 + hw2 = <p 

w2 (x, O) = a(x) 
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Considere w = w 1 - w2 , subtraindo (2.26) de (2.25) obtemos: 

{ 

Wt + v · \1 w + hw = O 

w (x 1 O)= O 

então w ê solução de (2.23) com a = <p O. 

Portanto, w satisfaz (2.24) com a cp =O. 

Assim 

l lw i iL00 (0,T,L3(!1)) = 0 => W - 0 

:\tias 

Logo w1 = w2
. 

Agora mostramos a existência. 

qs. em QT. 

Utilizando o método das características para obter solução de equações 

diferenciais parciais de 1 aordem (conforme EVANS [4]) verificamos que 

a solução w do problema (2.23) é dada por 

w (x , t) = exp ( -1 h (y (T , x , t), T) dT) [a (y (0, x, t)) 

+j<p(y(T,xJ),T)exp(lh(y(s, x ,t),s) ds) dT 

onde y é dado por 

{ 

Yl ,s (s,x,t) = Vi (y(s.x ,t) 1 S), 

Yl (s, x, t) ls=t =X!, 

( s, x I t) E [o, TJ x n x [o I T] 

l = 1,2, 3 

Por exemplo, em dimensão 1 temos: 

{ 

Wt + V~~ + hw = <p 

w(x, O) = a(x) 

Método das características: 
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Curva inicial: (s,O,a(s)) 

Solução: 

x (m) =v (x , t) X (O) = s 
• 
t (m) = 1 t (O)= O 

z(O)=a(s) ; (m) = <p - hz 

z(m,s) =w(x,t) 

t=m 
m 

X ( m) - X ( 0) = f V (X, t) dm 
o 

m 

x ( m) = s + f v ( x ( Ç, s) , t) ds 
o 

{ 

; ( m) + hz ( m) = <p 

z(O)=a(s) 

onde a solução z é dada por 

z(t)=w~t) a(s)+J<p(s)w(s) ds ) 
to 

z(t) = exp - ]h (s) ds) (a(s)+ J<p(s)exp (Jh(Ç) dÇ) ds). 
~ ~ to 

Sendo que a estimativa (2.24) pode ser obtida da seguinte forma 

llw (x . t) IIL3 = llexp ( -1 h (y (r,x, t): 1) d1) [a (y (O,x, t)) 

+i <p(y (r,x,t), T)exp (l h (y(s,x, t) , s) ds) dT] t 
Mas 

Então. 

llw (x , t) IIL' õ; lia (y (0. x, t)) li L'+ / <p (y (T, x, t) , T) exp (/h (y (s, x, t) . s) ds) dT L' 
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_ias 

lll<p(y(r, x,t),r)exp (l h(y(s ,x ,t) , s) ds) dr]L
3 

t 

:5 f ll<p(y(r , x , t) , r) l l~.3 Cr,h dr 
o 

Pois para t 0 :5 Ç :5 s :5 t :5 T , temos que 

s T f h(Ç) ds::::; f h(Ç) ds = Cr,h· 

o o 

Assim 

t 00 

j ll<p (y (r , x , t), r)IIL3 Cr,h dr :5 Cr,h f 114? (y (r , x, t), r) IIL3 dr. 
o o 

Logo 

29 



Capítulo 3 

Existência de Solução 

Neste capítulo nós provaremos o Teorema 1. Primeiramente, lem­

bramos a noção de suavizador. 

Nós definimos o suavizador '1/Jõ (u), b > O de uma função localmente 

integravél u: IR4 
-t JR3 como segue (conforme CAFFARELLI [3]). Seja 

'1/J(x , t) uma função fraca não negativa em IR4 cujo suporte está contido 

o conjunto A = { (x, t) E IR4 
: lxl2 < t: 1 < t < 2}. Assumimos que a 

integral de 'lb em IR4 é igual a 1. 

Ou seja, 

supp'!j; C A, 'lj; E C00 (IR4
) e f f '1/; (x , t) dx dt = 1. 

R3 ~ 

Seja u : IR4 
-t IR3 uma função Lfoc (JR4

) , para b > O definimos: 

?,bé (u) (x , t) = 6~ f f '1/; (~ : ~) u(x - y ,t- T) dy dT 
R3!?. 

1 f f nl. (x-y L--r) ( ) = 64 o/ - é- ; T u y. T dy dT. 
R3 R 

'1/Jõ (x , t) = 6~'1j; (~ ,i ) 

O seguinte lema nos fornece alguns resultados referentes ao suavizador 

que serão utilizados na demonstração do teorema 1 que será feita na 

próxima secção. 
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Lema 2 Seja '1/; (x , t) uma f~tnção definida em (x, t) E JR3 x lR = JR4 tal 

que 'lb(x.t) E C=(JR4
), supp '1/; C {(x,t) E lR4

: lxl2 < t , 1 < t < 2}, 

7j; ( x, t) ~ O e J '1/; ( x , t) dx dt = 1. 
!_<4 

Então dada u E L9 (0, T, LP (D)) com 1 ~ p, q < oo, temos: 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

v) 

Se u E L1 (O, T, V ), então div 7/J6 (u) =O. 

D emonstração: 

i) Como 7/;6 ( u) ( x, t) = '1/;6 * u = u * '1/;6, então a regularidade de 7/;6 ( u) 

é a mesma de 'I/J6' isto é, c= (IR4
) . 

Como '!f; tem suporte contido na região A acima, então, a integral 

que define '1/;6 ( u) somente não se anula se 

1 < i < 2 ::::::? Ó < T < 26. 
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Portanto, para os valores de u em: 

-28 < -T < -8 

t - 2{; < t - T < t - 8. 

ii) 

T T ( s. 
111/JcS (u) 1119(0,T,LP(íl)) =f ll'l/Jé (u) (x, t ) li~ dt =f f 11/JcS (u) (x, t) JP dx) P dt 

o o n 

=l(l f, /,l "' (MJu <x-y,t - T) dyd/ dxr dt 

~ J~f[J (f J I1/J(~,i)llu(x -y,t -T) dydT IP dx)p]~ dt 
O O R3 R 

Assim, pela desigualdade de Holder, preliminar 1.1. 

Mas, 
.I!.. 

CL / I"' G·i)l' dy dT ) ,'=C~· · · ··· =C, 

onde 

Logo, 

1 1 
--;-+-= 1. 
p p 

IJ 'l/Jc5 (u) Jl1q(O,T,LP(fl)) = 61~ f [1 C f f Ju (x- y, t - T) JP dy dT dx] ~ dt 
o n supp "\1.1 

9. 

= ~f [ f f f lu (x- y, t- T) JP dx dy dT] p dt. 
o supp '1/J n 

Fazendo, x - y = x' obtemos 
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iii) 

Agora. fazendo t - T = t' 

= ~ 7r [ f f f lu (x', t') IP dx' dy dT]! dt' 
- r su.pp 1/J D-y 

!t 

= .f.lsupp V> I z [i. lu (x', t'J 1• dx']' dt'. 

Como u _ O fora de n então: 

I IV>• ( u) 111, (O,T , L•(n)) S .f. I supp 1/J 1[ [llu ( x', t') 1• dx'] ; dt' 

= C6, 1PIIuii19(0,T,LP(D)) · 

111/16 (u) IIL00 {0,T.LP(D)) = inf{i\1/ >O: 111/16 (u) IILP(D) $ i\11 q.s. tE (0, T)} 

(3.1) 

Mas: 

111/>• (u) IIL'(n) = (! 11/>• (u) (x , t ) 1• dx) ) (3.2) 

agora, refazendo as contas da demonstração do item (i i) sem a inte­

gração no tempo e q = 1, (3.2) fica: 

I 

II1Pé (u) IILP(D) = (t l~.s (u) (x, t) IP dx) ii 

$ Cc5, V-> lluiiLP(D) ::::; ClluiiL00(0,T,LP(D)) 

q.s. em t E (0, T). 

De acordo com a definição (3.1 ) tem-se: 

iv) A demonstração é bastante similar a existente no lema 2.18, item 

c de ADAlviS [1]. 
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v) 

dh· x 1/i.du) = ; 4 / J 1/J (~ , i) div x u (x- y, t- T) dy dT =O, 
~3 R 

pois u E V, então div x u(x- y,t- T) =O. 

3.1 Demonstração do teorema 1 

Agora, nós definimos as soluções aproximadas ( uN , pN, wN), N = 
1, 2, ... de (1)-(5). Assumimos que w0 é qualquer função em L00(0, T, L3(D)) 

e definimos as funções uN, pN , wN, N = 1, 2, ... indutivelmente como 

soluções dos seguintes problemas: 

ut'- j.L!J.UN + (1/Jé(.N) (uN) .\7) UN + VpN =f+ TJ (wN-l X uN) 

div uN =O 

uN (x, O)= uo (x), uN ianx(O,T) = O, f PN =O em [0, T] 
n 

Solução de (3.3) : 

(3.3) 

Observe que de acordo com o lema 2 t.em-se'l/Jé(N) (uN) E eco (Qr, JR3 ) . 

div 1/Jã(Nl (uN) = O e wN- l E L00(0, T , L3 (D)) devido ao lema 1 apli­

cado na equação (3.4). Aqui ó (N) = ~-
Assim, as hipóteses da proposição 1 são satisfeitas e portanto existe 

uma única uN satisfazendo (2.13) e (2 .14). 

A partir de UN obtemos VN satisfazendo VN E co- (Qr.IR3 ) , di\· 

vN =O e llv.N - u.NIJ < 8 (N) devido à densidade do conjunto 
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Finalmente, a equação (3.4) possui urna única solução devido ao 

lema 1. Observe que 'lj;6(N) (F) E eco (Qr , IR) e 'I/J6(N) (F) ~ O pois F~ 

0. 'I/J6(N) ( cp) E C= ( Qr, !R3 ) , wt E Cco ( S1, !R3); portanto, as hipóteses 

deste lema são satisfeitas. 

Além disso, a desigualdade (2.24) é satisfeita com w = wN , v = vN, 

h= 'if;ó(N) (F ), a = wt, cp = '!f;ó(N)(r.p) . 

Em geral, resolvemos, de acordo com a proposição 1, o sistema 

(3.3) com dado inicial uN (x , O) = u0 (x) no intervalo (0, ~) obtendo 

ut' (x , t). 

Em seguida, achamos a solução u~v (x, t) de (3.3) no intervalo ( ~. ~) 

com dado inicial ui' (x, ~) = uiv (x, fJ). 

E assim sucessivamente até obtermos u~ (x, t) solução de (3.3) no in-

tervalo ((N - 1) f, , T) com dado inicial u~ (x, (N- I ) fJ) = u~_ 1 (x, (N - 1) ~). 

Além disto, (2.14) é satisfeita em cada subintervalo (k .8 (1\i), (k + 
1).8 (N)) com u = uN , v = 'lj;ó(N)(uN), w = wN-l euo (x) = u~<1,.) (x, k8 (N )) . 

Mas 

llwt - wo iiL3 <é para N > Ne 

~ llwtiiL3 - llwoiiL3 :::; llwt' - woiiL3 < é 

Para é = 1 

Além disto. de acordo com o item (i i) do lema 2 obtemos: 

Assim (3.5): 
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Portanto: 

Logo, 

{wN} ê uma seqüência limitada em L00(0, T , L 3 (D)). (3.6) 

Assim, de acordo com a proposição preliminar 1.9, existe uma sub­

seqüência de ( wN), ainda denotada por ( wN), para fins de simplificar 

a notação, que converge fraco- * para w em L00 (0, T, L3 (S1)). 

Em virtude da proposição 1 com u = uN em (2.14) obtemos: 

Assim, em virtude da desigualdade acima 

{uN} é uma seqüência limitada em L00 (0, T , H) n L2 (0, T , V) , 

(3.8) 

Utilizando o resultado obtido em (3.8) e o lema 1.7 obtemos BuN E 

L2 (0, T , V'). Portanto, ufl estão num conjunto limitado de L2 (0, T , v') . 

Agora, utilizando o lema de compacidade de Aubin-Lions preliminar 

1.15, com Xo = V , X= L2 (S1) e X 1 =V' obtemos que 

{uN} fica em um subconjunto compacto de L2 (Qr). (3.9) 

Portanto, de acordo com as proposições preliminares 1.9 e 1.10, 

respectivamente, tem-se: 

i) forte em L2 ( Qr) 

uN ~ u ii) fracamente em L2 (0. T, V) (3.10) 

iii) fraco - * em L00(0, T, H) , 
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para subseqüências que ainda denotaremos por uN. 

Utilizando a desigualdade (1.1) do lema 1.14 em (3.3) obtemos: 

IIPNII Lsf4(Qr)+ IIV PNIIL5f4(Qr) :S C (11JI ILsf4(Qr) + Jluolls;~!(n) 
+li~6(N)(uN) IIZ!<o.r,H) · II~6(N) (uN) II ~~~.r.v) lluj\·IIL2 (o.r.v) 

+ jjwN-l iiLoo(o,T.L3(r!)) jjuNIIL2(0,T,vJ 

De (3.8) obtemos lluNIJL2(o,r ,v) :S C. 

De (3.6) obtemos llwN-llk=(o,T,L3(n)) :S C. 

Da parte (ii) do lema 2 obtemos: 

Da parte ( iii) do lema 2 obtemos: 

Assim: 

{pN} e {vpN} são seqüências limitadas em L5/4 (Qr), (3.11) 

Utilizando a proposição, preliminar 1.10 obtemos que: 

pN-----+ p fracamente em L514 (Qr): (3.12) 

\ipN-----+ \ip fracamente em L514 (Qr), (3.13) 

~6(N)(uN)- u fortemente em L 2 (Qr). (3.14) 
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De (i v) do lema 2 temos: 

Assim para q = p = 2 e ó = ó (N) temos que 

'l/J6(N)(uN) ---7 u quando N ---7 oo em L 2(0, T , L2 (0)) = L 2 (Qr) 

(3.15) 

ll'l,b6(N)(uN)- u!! L2(Qr) = ll('l/J6(N)(uN) - 'l/J6(t,l)(u)) + ('l/J6(N)(u)- u) !l L2(Qr) 

~ 11('06(N)(uN) -1/16(N)(u)) IIL2(Qr) + ll(1/16(N)(u) - u)ilL2(Qr) 

A segunda parcela tende para zero devido a (3.15). Quanto à 

primeira parcela, utilizamos a propriedade (i i) do lema 2 e assim obte-

mos: 

quando N ---7 oo por (3.10). 

'l/J6(N)(F) ---7 F fortemente em L 1 (0, T, L312 (O)) (3.16) 

Utilizando a propriedade (iv) do lema 2 com q = 1 e p = ~obtemos : 

W6(N)(F) ---7 F quando N ---7 oo fortemente em L 1 (0, T , L312 (f2)) 

De (3.6) , (3.10) , (3.11), (3.14) e (3.15) nós concluimos a existência 

de subseqüências {uN} , {pN} , {wN} (nós vamos denotar novamente por 

{uN} , {pN} , {wN}) convergindo para limites u, p e w quando N ---7 oc. 

Para completar a prova do teorema 1 nós devemos mostrar que o lim­

ite das funções u, p e w é uma solução fraca de (1)- (5). Para conseguir 

isso nós escrevemos identidades integrais (análogas para (2.7)- (2.9)) 

para as funções uN, pN , wN sendo uma solução dos problemas (3.3) e 

(3.4). Então, usando (3.7), (3.10), (3.12) , (3.13) , (3.14) e (3.16) nós 

mostramos que quando N tende para o infinito nessas identidades re­

sulta (2.7)- (2.9). Isto é feito na página seguinte. 
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3.1.1 Passagem ao Limite 

Multiplicando (3.3) por a E ego ( Qr, !R3) e integrando em t E [O. T ] 

ex E D: 
T 
f f [-uNat + ('if;õ(N ) (u·"') · 'Vu.N) a+ f.L'VUN · \la + \ipN · a] dx dt 
o n 

T 
=f f(ry(wN-l xuN)a.+fa) dx dt+fuo(x) a(x , O) dx 

on n 

(3.17) 

:vlultiplicando (3.4) por a E ego ( Qr, IR3) e integrando em t E [O: T] 

e X E f2 obtemos: 

(i) 

T 
f f [ -WN Q.t + ( VN .\JwN) .a+ 'if;õ(N) (F) WN a.] dx dt 
o n 

T 
= f f 'if;õ(N) (<p) a dx dt +f wN (x,O) a(x,O) dx 

on n 
Isto é: 

T 

f f [ - wNat- (vN ·\la) WN + '1/Jé(N) (F) · WN a] dx dt 
o n 

T 

= f f '1/;é(N) (<p) .a dx dt +f wN (x , O) a (x , O) dx. 
o n n 

(3.18) 

:viultiplicando a equação di v uN = O por b E e0 ( Qr, IR3) obtemos: 

Isto é: 

T f f di v u N .b dx dt = O 
o n 

T 

f f UN . \l b dx dt = 0 
o n 

(3.19) 

Vamos fazer N -7 oo nas diversas parcelas de (3.17), (3.18) e (3.1 9) : 

T T f f u Nat dx dt ----t f f uat dx dt 
o n o n 

quando N -7 oc. 
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De fato : 

lf f uNat dx dt- f f uat dx dtl:::; f f luN - ul lati dx dt 
on on on 

I I 

:::; ([[ luN - uj
2 

dx dt) 
2 

( [[1atl
2 

dx dt) 
2 

pela desigualdade de Holder, preliminar 1.1. 

quando N- oo, por 3.10 (i) 

(ii) 
T T 

f f ('!f;ó(N) (uN) · V'uN) a dx dt ____. f f (u ·\lu) a dx dt 
o n o n 

quando N- oc. 

Utilizando proposição preliminar 1.6 e lema 2, item (iv), provar a 

convergência acima é o mesmo que provar 
T T 

f b ('1/Jõ(N) (uN) ,a,uN) dt ____.f b(u,a,u) dt 
o o 

quando N - oo. 

:VIas: 

llb('!fJó(N)(uN ) ,a,uN) dt-lb(u,a,u) dtl 

= ll [b (7/Jó(N) (uN) , a, uN) - b (u, a, uN) + b (u, a, uN) - b (u, a, u)] dt l 

= ll [b('l/Jó(N)(uN) -u, a,uN) +b(u,a,uN -u)] dtl 
T T 

:::; f lb (tbs(1Y) (uN) - u, a, uN) I dt +f lb (u, a, u·N- u) I dt 
o o 

:::; llaiiL=(Qr) 11'1/Jó(N) ( uN) - ujjL2(Qr) IJuN lJL2(Qr) + llaiiL"" (Qr) iiu iiL2(Qr) lluN- uiiL2(Qr) 

Devido a (3.10) (i) uN- u forte em L 2 (Qr) e assim lluNj j :::; 
L2(Qr) 

k. Assim, a segunda parcela acima tende a zero e como vale (3 .14) 

então a primeira parcela acima também tem limite zero. 
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(iii) 

T T 

f f 1-1\luN ·\la dx dt--+ f f 1-1\lu ·\la dx dt 
o n o n 

quando N----. oo. 

De (3.10) (ii) obtemos que uN----. u fraco em L2 (0, T, Hó (f2)). 

Logo 

tem-se: 

T T f (v f (t), \luN (t)) L 2(n) dt ~f (\1 f (tL \lu (t)h2(n) dt 
o o 

quando N ----. oo. 

Mas 

f(t) = a(t) E ego (Qr) c L2 (O,T,H- 1
) 

pois: 

(iv) 

T T f f \lpN · a dx dt ~ f f vp · a dx dt 
o n o n 

quando N ----. oo. 

I 

Como a E C0 (Qr) então a E L5 (Qr) = (L514 (Qr)) . 
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pois: 

T 

( N) !f N a, \ip L5f 4,Ls = \ip ·a dx dt 

o n 

(v) 

T T 

j j 'f/ (wN-1 x uN) a dx dt---+ j j ry (w x u) a dx dt 

o n o n 

quando .N -t oo. 

De fato: 

li f ry (wN-l x uN) a dx dt- I f 'f! (w x u) a dx dtl 
o n o n 

= li f 'f/ (wN- 1 x uN) a dx dt- f f 7J (wN-l x u) a dx dt 
o n o n 

+f f 'f/ (wN-l x u) a dx dt- f f ry (w x u) a dx dtl 
o n o n 
T T 

~f f h (wN- l x uN) a- 'f/ (wN-l x u) aj dx dt +f f jry (wN-l x u) a- 7J (w x u) aj dx 
o n o n 

T T 
:S: 'f/ llaiiLoo( Qr) [ l lwN-l X ( uN - u) I dx dt + 7] llaiiLoo( Qr) [ l l (wN- l - w) X ui dx dt 

T T 
::; C f f jwN-1j juN - uj dx dt +C f f jwN-I- wj lul dx dt 

o n o n 

Para a primeira integral acima utilizamos a desigualdade de Holder, 

preliminar 1.1: 

T 

[ llwN-11 luN - uj dx dt ::; llwN-1jjL2(Qr) lluN - ullL2(Qr) 

::; C lluN - uiiL2(Qr) ---+ O 

quando N -t oo, por (3.10). 

Para a segunda integral observe que 

e que 
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Assim: 

T 

<u, WN-1 - W) Ll(O,T ,L3/2(f2)),Loo (O,T,L3(Q)) =f f U o (wN - 1 - W) dx dt - 0 
o n 

quando N- oo 

T 

==?f f lul lwN-1 - wl dx dt-O 

o n 

quando N- ooo 

Assim, fazendo N ___... oo em (3017) obtemos: 

T 
f f [- uat + (u o \i'u) a + f.iVu o v a+ \ip o a) dx dt 
o n 

T 
= f f (f) ( w x u) a + f a) dx dt + f uo ( x) a ( x , O) dx 

o n n 

Isto é: 

T T 

f f [uta + (u o \7u) a+ f.iVu o \i' a+ Vp o a] dx dt =f f (TJ (w X u) a+ f a) dx dt 

o n o n 

Agora, vamos fazer N ___... oo na equação (3018)0 Vejamos o limite 

em cada parcela: 

i) 

T T 

f f -wN at dx dt - f f - wat dx dt 
o n o n 

quando N -t ooo 

De fato: 

pOIS 

T f j (wN - w) at dx dt-O 

o n 
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e 

ii ) 

T T f f ( vN · \7 a) wN dx dt ---. f f ( u · \la) w dx dt 
o n o n 

Primeiro observe que vN ---. u em L 2 ( QT) forte pois: 

li N li - li N N 
1 

N li li N N 11 li N li T V - u L 2 (Qr) - V - U Tu - u L2(Qr) ~ v - u L2 (Qr) + U - u L2 (Qr) < N + 

desde que N > N;. 

Assim: 

Corno 

wN ---. w fraco- * em Loc (0, T. L3 (S1)) 

então 

pois 

e 

Utilizando a proposição 1.12 dos preliminares obtemos a convergên­

cia desejada. 
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iii) 

T T f f ['l/J6(N) (F) wN a] dx dt ~f f Fwa dx dt 
o n o n 

quando N ---+ oo. 

Como wN ~ w fraco-* em L 2 (0, T , L2 (f2)) e de acordo com o item 

(iv) do lema 2 tem-se que '!fJ6(N) (F ) .a ~ F.a em L2 (0, T , L2 (f2)); 

então, de acordo com a proposição 1.12 dos preliminares obtemos a 

convergência desejada. 

i v) 

T T 

f f 1/J6(N) (<p) a dx dt ~f f <pa dx dt 
o n o n 

quando N - oo. 

lf f ('!/J6(N) (r.p)- 'P) a dx dtl ~f f l'!/J6(N) (r.p) - r.p J lal dx dt 
o n o n 

1 2 

~ l (l l'I/J6(N) (r.p) - r.pJ
3 

dx) 
3 

(l1al312 
dx) 

3 

dt 
T 

~C f ll'l/J6(N) (<p) - r.pJJ 3 dt ~O quando N ~ oo 
o 

devido ao item (iv) do lema 2, observando que <p E L 1 (O, T , L 3 (f2)) . 

v) 

f wN (x,O) a(x,O) dx ~f w (x, O) a (x, O) dx 

n n 

quando N --. oo. 

De acordo com as hipóteses, wN (x , O)= wt (x) é uma seqüência de 

funções suaves convergindo para wo. 
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Logo: 

ilwó" (x)a(x,O) dx -[wo(x) a(x,O) dxl~llú.:ó"(x)-wo(x)l la(x,O)I dx 

~ llwó" (x) - wo (x)jj3 llall312 ____.O 

quando N ---. oo. 

Assim, fazendo N- oo em (3.18) obtemos: 

T T 
f f [- wat - (u.va) .w + Fwa] dx dt =f f c.p ·a dx dt +f w0 (x) a (x, O) dx 
o n o n n 
T T 
f f [wta + (u · v w) ·a+ Fwa] dx dt =f f c.p ·a dx dt 
o n o n 

Finalmente: 

T T f f uN · \7b dx dt---. f f u · \7b dx dt 
o n o n 

quando N - oo, pois: 

I f f uN · vb dx dt- f f u · \7b dx dtl 
o n o n 

T 

~ [[ luN - ui IV"bl dx dt ~ lluN - uiiL2(Qr) ll vbiiP(Qr) 

~ C lluN - uiiL2(Qr) ---.O quando N ---. oc 

Observação: No caso em que supomos F = F (p) e u e w não 

dependendo de t (problema estacionário) resultados de existência e uni­

cidade de solução podem ser vistos em VEIGA [14). 
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Capítulo 4 

Conclusão e Sugestões para 

Trabalhos Futuros 

Neste trabalho, apresentamos um sistema de equações diferenciais par­

ciais que descreve o movimento incompressível de um meio granular, 

suposto com densidade e viscosidade constantes, movimentando-se nu­

ma região limitada n c JR3. 

Primeiramente observamos que o sistema é bastante semelhante ao 

de Navier-Stokes, sendo a principal diferença a introdução da função 

incógnita w ( x , t) E IR3 que representa uma velocidade angular de ro­

tação das partículas (quando w = (0, O~ O) obtemos o sistema de Navier­

Stokes) . O principal resultado demonstrado é um teorema de existência 

de solução fraca em espaços de Sobolev. 

O método utilizado na demonstração foi o espectral de Galerkin 

onde primeiramente fazemos uma formulação fraca do referido sistema. 

Aqui não enfrentamos grandes dificuldades, pois a forma de obtenção de 

tal formulação fraca resultou bastante semelhante a feita para o sistema 

de Navier-Stokes (conforme TEiviAM [13]) sendo a grande diferença a 

formulação fraca para a equação da velocidade angular. 
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O passo seguinte foi a obtenção de existência de solução fraca para 

um problema linearizado o qual, apesar de trabalhoso, também não 

apresentou dificuldades intransponíveis. 

Finalmente, após a obtenção de algumas estimativas para as soluções 

aproximadas e, conseqüentemente, algumas convergências, utilizando 

formulações fracas para u, w e p (veja (3.3) e (3.4)) podemos fazer 

N ----7 oo e garantir assim a existência de solução fraca para o nosso 

problema, sendo esta talvez a parte que demandou maior técnica. 

A principal novidade do método utilizado é o uso de funções suavizado­

rase algumas de suas convergências (veja lema 2) o qual foi necessário 

devido à existência do sistema de equações para a velocidade angu­

lar e também porque este sistema não está desacoplado do sistema de 

equações para o momento. 

Entre algumas sugestões para trabalhos futuros destacamos: 

Obtenção de uma possível unicidade quando a dimensão é 2. 

Existência de solução quando J.L = J.L (p) . 

Busca de soluç-Ões mais regulares, talvez em espaços funcionais mais 

exigentes (Holder). 
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