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Simbolos ¢ Notacoes

Letra em negrito denotara matriz ou vetor

Vetor sera sempre vetor-coluna

A=0

A>0

A0

I

P

Al

Al

A

AD

G(A)

o(A)

p(A)

col(A) ou colA
ind(A) ou indA
posto(A) ou postoA
det(A) ou detA
adj(A) ou adjA
R"

Zmn

Re(x) ou Rex

todos os elementos de A sdo ndo-negativos

A =0 e ao menos um elemento de A € positivo
todos os elementos de A sdo positivos

matriz identidade de ordem conveniente

matriz de permutagio

transposta de A

inversa de A

pseudoinversa de A

inversa de Drazin de A

grafo orientado de A

espectro de A
raio espectral de A

espago gerado pelas colunas de A
indice de A

posto (rank) de A

determinante de A

adjunta classica de A

espago vetorial do vetores com n componentes reais

conjunto das matrizes com elementos ndo-diagonais negativos ou nulos

parte real do nimero complexo x

norma-2 (euclidiana) matricial ou vetorial



Resumo

Seja uin sistema econdémico, que envolve n industrias interdependentes tais que cada industria
produz um Wnico tipo de artigo. Denotemos com ¢, a quantidade da entrada (insumo) da i*"™ mer-
cadoria que a economia necessita para produzir uma unidade da mercadoria j de saida (produto). A
matriz T := [ ¢, ] de insumo-produto de Leontief é uma matriz ndo-negativa. Descreveremos as
propriedades das matrizes ndo-negativas, necessarias para uma analise matematica do modelo de
Leontief. Se esse modelo descreve uma economia viavel, a soma dos elementos em cada coluna de
T serd menor ou igual a 1. Suponhamos mais que o sistema econémico modelado contenha um
setor aberto, onde trabalho, lucro, etc. entram como segue.

Seja x, o produto total que a industria i requer para atender & demanda do setor aberto e das
n inddstrias. Entdo x = Tx + d, onde d := [ d,] € o vetor das demandas, isto &, d, ¢ a demanda do
setor aberto sobre a indistria i*™. Aqui £, representa o insumo que a j*™ industria necessita da
i“"™ industria. Os niveis de produgdo requeridos pela totalidade das » indGstrias, a fim de poder
atender a essas demandas, constituem o vetor-solug@o do sistema linear Ax =d, com A :=1-T.
Como a soma dos elementos de cada coluna de T € menor ou igual a 1, o raio espectral de T tam-
bém é menor ou igual a 1. Quando o raio espectral ¢ menor que 1, T € convergente e A tem um
inversa com todos os elementos ndo-negativos (matriz ndo-negativa). Discutiremos as matrizes
ndo-negativas. Além disso, os elementos ndo-diagonais de A :=I — T sdo todos negativos ou nu-
los. Matrizes com esse quadro de sinais, cujas inversas sdo ndo-negativas, sfo ditas matrizes-M
ndo-singulares. Discutiremos também as matrizes-M n#o-singulares e singulares.

O objetivo principal deste trabalho é a aplicagio interessante da teoria das matrizes néo-
negativas e matrizes-M, na andlise do modelo de Leontief descrito muito brevemente acima, resul-
tando um método elegante de andlise de insumo-produto.

Palavras-chave: matrizes ndo-negativas, matrizes-M, modelo de Leontief.



Abstract

Let us consider an economic system, that involves » interdependent industries, assuming that each
industry produces only one type of commodities. Let ¢; denote the amount of input of the ith com-
modity needed by the economy to produce a unit output of commodity j. The Leontief input-output
matrix T := [ ;] is a nonnegative matrix. We will describe the properties of nonnegative matrices,
necessary for a mathematical analysis of the Leontief's model. If that model describes an economi-
cally feasible situation, the sum of the elements in each column of T does not exceed 1. Let us
further suppose that the modeled economic system contains an open sector, where labor, profit,
etc. enter in the following way.

Let x; be the total output of the industry / required to meet the demand of the open sector
and all »n industries. Then x = Tx + d, where d := [ 4, ], is the vector of the demands, that is, 4, is
the demand of the open sector from the ith industry. Here #,x; represents the input requirement of
the jth industry from the ith. The output levels required of the totality of the » industries, in order
to meet these demands, are the solution vector x of the linear system Ax = d, with A :=I = T. As
the sum of the elements of each column of T is at most 1, it follows that the spectral radius of T is
also at most 1. When the spectral radius is less than 1, T is convergent and A is inverse-positive,
that is, A" is a nonnegative matrix. We will discuss the nonnegative matrices. Besides, A ==1—T
has all its off-diagonal entries nonpositive. Inverse-positive matrices with this sign pattern are
called nonsingular M-matrices. We will also discuss nonsingular and singular M-matrices.

The main goal of this work is the interesting application of the nonnegative matrices and
M-matrices theory to the analysis of the Leontief's model, described very shortly above, resulting
in an elegant method of input-output analysis.

Key-words: nonnegative matrix, M-matrix, Leontief's model.



INTRODUGAO

Em 1973, o Prémio Nobel de Economia coube a Wassily W, Leontief, considerado o pai
da analise de insumo-produto, por seu trabalho pioneiro nesse campo. Russo naturaliza-
do americano, Leontief formou-se em Ciéncias Econémicas em Berlim, em 1920. Data
dessa época o inicio do seu interesse pela teoria de insumo-produto, que se ocupa da
interdependéncia entre os varios setores produtores e consumidores de uma economia.
Em 1931 Wassily Leontief transferiu-se para os Estados Unidos, onde organizou o Cen-
tro de Pesquisas Econdmicas da Universidade de Harvard. Dez anos depois, em 1941,
surgiu a primeira edigao da obra The Structure of the American Economy [22], obra basi-
ca para a analise de insumo-produto, na qual Leontief apresenta a aplicagdo dessa teoria
para a economia americana do periodo entre os dois grandes conflitos mundiais. Leontief
desenvolveu o método de entrada-saida (outro nome pelo qual & conhecida a andlise de
insumo-produto), basicamente para ser aplicado a economias nacionais americanas. A
criagdo de Leontief, entretanto, tem sido empregada, com bons resultados, a sistemas
menores, como economias regionais, grandes empresas integradas, etc. Por outro lado,
também tem sido utilizada no estudo de sistemas que abrangem relacées econdémicas
internacionais.

Atualmente o método de insumo-produto & usado por véarias dezenas de paises,
entre os quais Holanda, ltalia, Noruega, Dinamarca, Gra-Bretanha, Japao, Argentina,
Israel e Austrédlia, além dos Estados Unidos. Entre esses paises, esta-se colocando o
Brasil, que ja dispde de matriz de insumo-produto. O método do insumo-produto € um
assunto hoje classico e inteiramente conhecido. Mas nosso objetivo ndo é estudar esse
método, e sim mostrar uma instrumentagdo matricial prépria para sua analise detalhada
e segura.

Consideremos uma situag@o econémica que envolve n industrias interdependen-
tes, supondo, para simplificar, que cada industria produza um Unico artigo. Denotemos

asima

com {; a quantidade da entrada (insumo) da i mercadoria que a economia necessita
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para produzir uma unidade da mercadoria j de saida (produto). A matriz T := [ {; ] de in-
sumo-produto de Leontief € uma matriz ndo-negativa. Assim, no Capitulo 1 descrevemos
as propriedades das matrizes ndo-negativas necessarias para uma analise matematica
do modelo de Leontief. Se esse modelo descreve uma economia viavel, a soma dos e-
lementos em cada coluna de T sera menor ou igual a 1. Suponhamos mais que o siste-
ma economico modelado contenha um setor aberto, onde trabalho, lucro, etc. entram
como segue.

Seja x; o produto total que a industria i requer para atender a demanda do setor

aberto e das n industrias. Entéo
X=Tx+d,

onde d = [ d:] & o vetor das demandas, isto &, d; € a demanda do setor aberto sobre a

sésima

industria requer da i

+ésima

indstria ™. Aqui t;x; representa o insumo que a | industria.
Os niveis de produgao requeridos pela totalidade das n industrias, a fim de poder atender

a essas demandas, constituem o vetor-solugéo do sistema linear
Ax=d, comA:=1-T. (1)

Como a soma dos elementos de cada coluna de T € menor ou igual a 1, o raio espectral
de T também € menor ou igual a 1. Quando o raio espectral € menor que 1, T é conver-
gente e A tem um inversa com todos os elementos ndo-negativos (matriz ndo-negativa).
Discutiremos as matrizes ndo-negativas no Capitulo 1. Para A nessa condigéo, a solugéao
do sistema linear (1) & o Unico vetor x, calculado por

X = Atd = (ZTK ]d
k=0

Além disso, os elementos nao-diagonais de A :=1 - T sdo todos negativos ou nulos. Ma-
trizes com esse quadro de sinais, cujas inversas sdo nao-negativas, sdo ditas matrizes-M
nao-singulares. No Capitulo 1 também discutiremos as matrizes-M nao-singulares e sin-
gulares,



O objetivo principal deste trabalho € o conteudo do Capitulo 2, destinado inteira-
mente para discutir a aplica¢ao interessante da teoria das matrizes ndo-negativas e ma-
trizes-M, na analise do modelo de Leontief, descrito muito brevemente acima, criando um
metodo elegante de analise de insumo-produto, que, até onde sabemos, ndo costuma
ser seguido pelos economistas, embora, como constara na concluséo, a teoria das ma-
trizes-M seja plenamente eficiente para essa analise, devido as inumeras maneiras de
verificar se uma matriz € uma matriz-M, singular ou n@o, que tem ou ndo a propriedade c.
Algumas dessas maneiras sao muito simples teoricamente. Na pratica defrontamo-nos
com o grande tamanho das matrizes que ocorrem, mas os computadores e os métodos
computacionais hoje estdo muito avancados e permitem facilmente superar as dificulda-
des que esse tamanho possa acarretar.

Reivindicamos para nés, neste trabalho, apenas sua estruturacgao, o levantamen-
to bibliografico, a clarificagdo de algumas demonstragdes e a criagdo de certas argumen-
tacdes. Alguns dos resultados, por serem mais conhecidos, néo terdo sua demonstragao
incluida no trabalho, mas apenas seu enunciado, e indicagées onde encontrar a demons-
tracao.



1 MATRIZES NAO-NEGATIVAS E MATRIZES-M

1.1 Preliminares

Na primeira parte deste capitulo, vamos ocupar-nos com as matrizes quadradas nd@o-negativas, isto
¢, matrizes reais que ndo t€m elementos negativos. Devemos a Perron e Frobenius (cf. [02]) grande
parte do desenvolvimento da teoria sobre essa classe de matrizes. Nosso principal objetivo ¢ aplicar
os resultados no campo econdmico, 0 que serd feito no Capitulo 2.

Dadas duas matrizes A =[a, ] e B=[ b, ], escrevemos:

*= A2=B seesomentese a, >b paratodoiej;

= A>B seesomentese A>2Be A#B;

= A>B seesomente sea, > b, paratodoiej.

Entdo A é uma matriz ndo-negativa se e somente se A > 0, onde 0 é¢ matriz nula. Essas matrizes apli-
cam o conjunto R’ := {xeR“]x 20} sobre si mesmo. Matrizes que satisfazem A >0 sdo ditas

matrizes positivas e formam uma subclasse da classe das matrizes ndao-negativas. Um tipo importan-
te de matrizes ndo-negativas € constituido pelas matrizes estocdsticas, que sdo matrizes quadradas,
para as quais os elementos de cada coluna s@o nimeros nido-negativos menores ou iguais a 1, cuja

somaé 1.



Como é usual, indicamos e definimos com
p(A):=max{|A||Le’ autovalor de A|

o raio espectral da matriz A.

1.1.2 Teorema. Se A é uma matriz quadrada ndo-negativa, entdo
1) p(A) é uma autovalor;
2) A tem um autovetor ndo-negativo correspondente a p(A);

3) A, a transposta de A, tem um autovetor ndo-negativo correspondente a p(A).

Uma demonstracio do Teorema 1.1.2 encontra-se em [06].

1.1.3 Defini¢@o. Reordenamento de uma matriz quadrada A é toda matriz PAP', onde P é uma

matriz de permutagdo.

No busca de maneiras para simplificar a resolu¢do de um sistema linear Ax = b, foi obser-
vado que, em certos casos, € possivel extrair um ou mais subsistemas que podem ser resolvidos
independentemente, casos em que designamos o sistema dado de redutivel. Transferimos o conceito

para a matriz A com a seguinte definigao.

1.1.4 Defini¢ao. Dizemos que uma matriz quadrada A é redutivel se e somente se existe para ela

um reordenamento

A, 0
PAP' =| " \ (1.1)
A21 AZZ

onde os blocos diagonais sdo matrizes quadradas; por conveniéncia também incluimos na classe
das redutiveis as matrizes de ordem | e as nulas. Uma matriz, que ndo é redutivel, é dita irreduti-

vel.
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O teorema seguinte traz cinco caracterizagoes da irredutibilidade de uma matriz quadrada
ndo-negativa de ordem maioi que 1. As demonstracdes das diversas partes encontram-se ou em
[02], ou em [06], ou em [46], ou em [47].

1.1.5 Teorema. SGo equivalentes as seguintes afirmagdes a respeito de uma matriz quadrada ndo-
negativa A de ordem n> 1;

1) A é irredutivel;

2) Nenhum autovetor ndo-negativo de A tem componentes nulas;

3) A tem um unico autovetor v 20, a menos de multiplos av, e esse autovelor € positivo;
4) Se ax=Ax ex>0, entgo x>0,

5) (I+A)"">0;

6) A'é irredutivel.

O teorema que segue € uma decorréncia do Teorema de Perron-Frobenius, que apresenta-

remos adiante.

1.1.6 Teorema.
1) Se 0 £ A £B, entdo p(A) <p(B).
2)Se 0 A<B e A+ B ¢éirredutivel, entdo p(A) <p(B).

Precisaremos fregiientemente da definigdo seguinte.

1.1.7 Defini¢io. Uma matriz quadrada A = | a; | é dita convergente se e somente se ’l‘im AF=0.

—r

A Defini¢do 1.1.7 equivale a dizer que Rr&aw =0, para todo i e todo j, sendo A* = [ a].

Utilizando a Forma Candnica de Jordan, sem muita dificuldade, podemos demonstrar o seguinte
teorema (cf. [40]).

1.1.8. Teorema. Uma matriz quadrada A = [ a; | é convergente < p(A)<1.



1. 2 Matrizes Irredutiveis

As matrizes irredutiveis ja foram apresentadas na Sec¢do 1.1 e nesta secgdo aprofundaremos seu
estudo. Ha um recurso excelente para determinar se uma matriz € redutivel ou irredutivel — seu gra-
fo.

1.2.1 Defini¢ao O grafo orientado, G(A), de uma matriz quadrada A =[ a;] de ordem n consiste
em n pontos Py, Py, . .., P,do plano, chamados nodos do grafo, e de pares ordenados desses no-
dos, chamados arestas do grafo, de modo que um par ordenado (P, P)) faz parte do grafo se e so-

mente se a, # 0.

Para visualizagdo, uma aresta (P;, P;) do grafo de A ¢ representada por uma seta reta ou cur-
va, que parte de P, e termina em P,. Duas arestas (7, P)) e (P;, P;) podem ser visualizadas com um
unico segmento ou arco de curva com pequenas setas nas duas extremidades. Um nodo P; pode ser

identificado apenas com k.

1.2.2 Exemplos. Os grafos G(A), G(B) e G(C) das matrizes

- D)
oo =
QO
=
I
—_— e Y e
=
S e g e
o - O O
L= = T o R
_-_ o =D

sdo (Um circulo maior significa uma seta que inicia e termina no mesmo nodo):

G(A)
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1) (2 )
PN v b 8 T
i | G(B)
|
N 47,
4) (3)
| |'
| e | G(C)
|
| I:
L3 -
. Y P
4 (3)

Vemos que um grafo ndo depende dos valores dos elementos ndo-nulos da matriz, mas ape-
nas de suas posi¢des na matriz. Também, o grafo de qualquer reordenamento de uma matriz difere

do grafo dessa apenas pela ordem dos nodos.

1.2.3 Definigiio. Dizemos que um grafo orientado é fortemente conexo se e somente, para cada par
de nodos (P;, P,), existe uma segiiéncia de arestas, dita caminho orientado, que inicia em P, e termi-
na em P, Uma componente fortemente conexa de um grafo orientado é um subgrafo que é forte-

mente conexo e é maximal em relagdo a essa propriedade.
1.2.4 Teorema. Uma matriz A é redutivel < o grafo de A, G(A), ndo é fortemente conexo.
Prova. = Seja P uma matriz de permutagdo tal que valha (1.1). Claramente ndo h4 caminho orien-

tado que inicie em nodos correspondentes a A, e termine em nodos correspondentes a A,;. Logo
G(P'AP) nio ¢é fortemente conexo e, portanto, G(A) também ndo o &,
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< Seja S(A) um subgrafo de A, constituido apenas de uma componente fortemente conexa
de G(A). Reenumeremos as linhas (e colunas) de A de maneira que todos os nodos em S(A) sejam
os primeiros. Se P ¢ a matriz de permutagio que opera essa reenumeragdo, entdo PAP' serd da for-

ma (1.1). A

Aplicando o Teorema 1.2.4, vemos que, nos Exemplos 1.2.2, as matrizes A e C sdo irredu-
tiveis e B € redutivel.
Agora estudaremos os raios espectrais das matrizes irredutiveis. Seja uma matriz irredutivel

A 2 0 de ordem n. Definamos, para todo vetor x =[ x; ] > 0,

r, =min Qﬁ)—' (1.2)
x>0 x:
Obviamente , > 0 é o maior niimero p 2> 0 tal que
Ax = px. (1.3)

1.2.5 Teorema. A fungdo x> r, assume o maximo num vetor z > 0.

Prova. Como r, e ry tém o0 mesmo valor para todo escalar o > 0, basta que consideremos apenas o

conjunto S := { x [x>0e|x|= I}. Olhemos para o conjunto correspondente de S,
Ti= {y Iy =(I+A)"'x, xe S}.

Pelo Teorema 1.1.5 (5), os vetores em 7'sdo todos ndo-negativos. Multiplicando ambos os membros

da desigualdade Ax >r,x por (I+A)"', obtemos
Ay 2ry, (1.4)

¢ concluimos de (1.3) que 7, = r,. Entéo



ri=supr, =supr,. (1.5)
O=x20 vel

Como § é compacto, 7 também o é, pois toda transformagéo linear em [R" € continua. Em conse-

giiéncia, sendo a fungdio y - r, continua em 7, assume o maximo em algum vetor positivo z. A

A desigualdade (1.4) vale para os vetores positivos z onde o valor maximo r de r, € assumi-
do:

Az =1z, (1.6)

Chamaremos a todos os vetores ndo-negativos para os quais (1.6) é satisfeita de vetores extremais

da matriz A.

1.2.6 Teorema. Seja r:=r, = max,, onde ry estd definido em (1.2). Entdo:
1) r>0;

2) Az=rz;
3) z=0,

Prova. 1) Seja o vetor w:=[1 1 ... 1]. Entdo r, = leag ¢ positivo, pois uma matriz irredutivel
ndo-negativa ndo pode ter uma linha nula. Logo r =7, > 0.

2) Suponhamos Az > rz ¢ seja x=(I+A)""'z. Entdo x>0, (I+A)""'(Az-rz)>0,¢
Ax —rz 0. Mas a ltima desigualdade contradiz a defini¢do de r. Logo Az = rz.

3) Como Az =rz, entdo 0>~ x:=(I1+A)""'z=(1+r)""z, ¢ dai segue que z> 0. A

O item 3 do Teorema 1.2.6 mostra que todos os vetores extremais de uma matriz ndo-
negativa irredutivel sdo autovetores dessa matriz.

O mais importante ¢ famoso resultado em torno do raio espectral de uma matriz irredutivel
¢ o Teorema de Perron-Frobenius. Sua demonstragéo pode ser encontrada em [02], em[46] e em

[47]. Perron [34] demonstrou o teorema apenas para matrizes positivas e Frobenius [11] generalizou

o teorema para matrizes irredutiveis.
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1.2.7 Teorema (Perron-Frobenius). S¢ja A =0 uma matriz quadrada irredutivel. Entdo:

1) p(A) ¢é um autovalor de A;
2) a p(A)corresponde um autovetor x > (;
3) p(A) cresce quando algum elemento de A cresce;

4) o autovalor p(A) de A é simples.

1.3 Pseudo-inversa e Ndo-negatividade

1.3.1 Defini¢do. Dizemos que uma matriz quadrada real é monétona se ¢ somente se Ax >0 impli-

cax20.

1.3.2 Teorema. Uma matriz A quadrada de ordem n é mondtona <> A é ndo-singular com

A'>0.

Prova. = Suponhamos que A seja monétona e que Ax = 0. Entdao x >0, por ser A ¢ mondtona.
Mas Ax =0 implica A(-x) = 0; novamente, por A ser monoétona,—x =0, oux <0. Logo x=0, isto é,

+¢simo

A é ndo-singular. Tomemos o i vetor e da base candnica de R".Notemos que AA'e, >0, o

que mostra que A'e, 20, i=1,2,...,n.Mas A'e, éai®™colunade A'; portanto A™ >0.

< Basta multiplica ambos os membros de Ax >0 por A™. A

Entdo matrizes monétonas sdo simplesmente matrizes nfo-singulares com inversa ndo-
negativa. Um exemplo importante dessas matrizes € constituido pelas matrizes que podem ser escri-

tas na forma A = sI — B, onde B 20 e s >p(B). Tais matrizes sdo ditas matrizes-M ndo-singulares

e serdo estudadas mais a fundo numa seg@o especial. Alguns resultados ja sao estabelecidos aqui.

1.3.3 Teorema. Seja uma matriz

A=51-B, comB=(, (1.7)



Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
1) A é mondlona.

2) s> p(B).

3) A é positiva estavel, isto é, todo autovalor de A tem a parte real positiva.

Prova. 1| = 2 Seja x =0 um autovetor de B correspondente a p(B). Entdo Ax = (sl —p(B))x e,
como, pelo Teorema 1.3.2, A € ndo-singular, s #p(B) e A'x = (s — p(B))‘I x. Por (1), A'x>0
e, portanto, s > p(B).

2 = 1 A é claramente ndo-singular. Como (1/5)B € convergente, pela Lema 1.4.3 abaixo,

A :.g-'g(s-ls)*_

Logo A € monotona.
2 =53 Seja A um autovalor de A, Entdo A = s — p, sendo i um autovalor de B, Portanto (3)

segue de s >p(B) = |u.

3 = 2 Seja x um autovetor de B correspondente a p(B). Entdo A := s — p(B) é um autovalor

de A e ReA >0 implicas>p(B). A

1.3.4 Defini¢do. Dizemos que uma matriz A é uma matriz-M se e somente puder ser expressa na
Sorma (1.7) com s 2 p(B).

Nessa defini¢ao, quando s > p(B), A é ndo-singular, e quando s =p(B), A € singular. Se-

gue um corolario do Gltimo teorema,

1.3.5 Coroldrio. Seja A = s1 — B com B >0 uma matriz-M ndo-singular. Entdo: A" >0 < B é

irredutivel.

Prova. < Seja um vetor x > 0 e seja y := A™'x. Claramente y > 0, porque A é monétona. Também

sy = By. Logo, pela hipdtese, y > 0.
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= Por contraposi¢do, suponhamos que B seja redutivel, x > 0 um autovetor de B, e § um

autovalor associado a x. Entdo 0% Ax =(s—p)x>0. Mas Ay~ 0. A

Para estender o conceito de monotonicidade para matrizes singulares, precisamos tratar das
pseudo-inversas, também ditas inversas generalizadas, ou inversas de Moore-Penrose de uma ma-
triz. Se A € ndo-singular e X € sua inversa, entdo

i-1) AXA=A

i-2) XAX =X

i-3) AX = (AX)'

i-4) XA = (XA)'

i-5) AX=XA

i-6) A*= XA, k=0,1,2,...

1.3.6 Defini¢do. Seja p um subconjunto de {1, 2, 3, 4} com 1€ p. Uma inversa-p de uma matriz A

¢ uma matriz X que satisfaz a condi¢do i-j, para cada j em p.

O fato 1€ p garante que X = 0 € uma inversa-p de A se e somente se A = 0. Uma semi-

inversa de A € uma inversa-{1,2}. Uma forma de definir a pseudo-inversa de A é o uso da decom-

posi¢do dos valores singulares de A, ou como segue.

1.3.7 Defini¢do. A pseudo-inversa, inversa generalizada, ou inversa de Moore-Penrose, de uma

matriz A é a inversa-{1, 2, 3, 4} dessa matriz, que denotamos com A",

1.3.8 Defini¢do. O indice de uma matriz quadrada A, denotado com ind(A), é o menor niimero

inteiro ndo-negativo k tal que posto(A*"") = posto(A¥).

1.3.9 Definicdo. Seja A uma matriz quadrada de indice k. A inversa de Drazin de A é a matriz X

que verifica as condigoes i-2, i-4 e i-6. Denotamos a inversa de Drazin de A com AP.

A inversa generalizada e a inversa de Drazin de uma matriz quadrada sempre existem e sdo

unicas.
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1.4 Matrizes-M

Um tipo de matrizes que ocorre com freqiiéncia, particularmente na economia, ¢ como esta

dy  —a, 4y ot 4y,

—ay, Ay —Qy Ty,
A=l—ay -0, @y = — | (1.8)

) _anl _anZ _au?! — ami

onde os a; sdo ndo-negativos. Como A pode ser expressa na forma
A=s51-B,coms>0eB20, (1.9)

a teoria das matrizes ndo-negativas desempenha papel dominante no estudo dessas matrizes que
estamos introduzindo. Indicamos o conjunto das matrizes do tipo (1.8) com Z"”. Nosso objetivo
aqui é um estudo, para a aplica¢do no Capitulo 2, de uma subclasse das matrizes em Z™”", j4 intro-

duzida, a subclasse das matrizes-M. Repetimos aqui a Definig¢do 1.3.4.

1.4.1 Definicio. A uma matriz A chamamos de matriz-M se e somente se é da forma (1.9), com
sz p(B).

1.4.2 Matrizes-M Nio-singulares. Da Defini¢do 1.4.1, vemos que uma matriz-M é ndo-singular

quandos > p(B). Antes de prosseguir com as matrizes-M ndo-singulares, apresentamos a versio

para matrizes do Lema de von Neumann (lema seguinte) para séries convergentes.

1.4.3 Lema. Uma matriz quadrada ndo-negativa T, de ordem n, é convergente <> (1 —T) é inver-

sivel e, nesse caso,

(I-T)" =iT"20. (1.10)
k=0



Prova. Se T ¢ convergente, (1.10) segue da identidade

(I—T)([+T+...+Tk)___ [—T

fazendo k tender ao infinito.

Reciprocamente, pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe x > 0 tal que Tx =p(T)x. En-

tdo p(T) =1, pois (I - T) ¢ inversivel (isso e p(T) =1implica x = 0) e, portanto,

(I-T)x =[1-p(T)]x
acarreta

I-T)'x =
== rm

X.

Comox>0e(I-T)' >0, resultaque p(T) < 1. A

1.4.4 Defini¢cdes e Terminologia. Para o entendimento, particularmente, dos Teoremas 1.4.5 e
1.4.7, precisamos relembrar o significado de alguns termos, comumente usados em conexdo com a
teoria de matrizes.

Seja A =[ a; ] uma matriz quadrada de ordem n. Suprimindo quaisquer r linhas, r =1, 2, . .
., n—1, e rcolunas da matriz A, sobra uma submatriz B de A. O determinante de B € dito um menor
de A de ordem n —r. Se os elementos diagonais de B sdo também elementos diagonais de A, entdo
B ¢ dita uma submatriz principal de A e seu determinante, um menor principal de A. Se a diagonal
de uma submatriz principal de A € o vetor [a), a2 . . . aul, entdo esta € dita uma submatriz princi-
pal destacada de A de ordem k, k=1, 2, . . ., n, e seu determinante, um menor principal destacado
de ordem k de A.

Chamaremos de matriz assinatura a toda matriz diagonal com elementos diagonais iguais a

Uma matriz quadrada A = [ a;, ] de ordem », para a qual vale

a2 Y |a}i=1,2,3,...n, (1.11)

Jzi
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¢ dita matriz diagonal dominante; se as desigualdades em (1.11) sdo todas estritas, entdo A ¢ dita
matriz diagonal estritamente dominante. Se A ¢ diagonal dominante e vale a desigualdade estrita
em (l.11)parai=2,3...., n entdo A ¢ dita matriz diagonal semi-estritamente dominante inferior.

Uma decomposi¢io A = M — N de uma matriz quadrada A tal que

M™' 20, Nz0eM'N € convergente

é dita uma decomposicdo regular convergente de A; a matriz M™'N é chamada matriz de iteragdo

da decomposi¢do. E uma decomposi¢do A =M — N de A tal que

M'>0, M'N=0e M'N éconvergente

é dita uma decomposicdo regular fraca convergente de A. M''N é a matriz de iteragdo da decom-
posi¢ao.

Uma matriz A € estdvel ndo-negativa quando a parte real de seus autovalores é nao-
negativa.

Dada uma matriz real A, indicamos com col(A) o subespago do R" gerado pelas colunas de

A. Normalmente tal subespago é chamado espago-coluna de A.

Para finalidades praticas, interessam as diversas caracterizagdes de uma matriz-M

nxn

em Z™". Contudo, muitos dos enunciados relativos a essas caracterizagdes sdo equivalentes

sem a hipdtese de a matriz estar em Z™". Procuramos agrupar tais enunciados. Além disso,
outras implicag¢des, que incluimos no teorema seguinte, valem também sem essa hipotese.

Todas as matrizes e vetores considerados nesse teorema sfo reais.

1.4.5 Teorema. Seja A um matriz quadrada real de crdem n. No conjunto dos enunciados (a,)~qso)
abaixo, os enunciados encabegados pela letra (independente dos indices) de mesmo nome sdo equi-
valentes. Além disso, representando por uma letra maiiscula, digamos A, qualguer um dos enunci-
ados encabecados pela letra miniiscula de mesmo nome (afetada de indice), no caso ay, vale a se-

guinte arvore de implicagdes:
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D
G
- B
C
H - A . E F
K
i “'--::'._‘.I i
B . ) e
N—————T—T— " . )
: . —0 P

Fig.1.1 — Arvore de Implicacées relativa ao Teorema 1.4.5

Positividade dos Menores Principais
a,) Todos os menores principais de A sdo positivos.
a,) Os autovalores reais das submatrizes principais de A sdo positivos.
as) Para cada x # 0, existe uma matriz diagonal positiva D tal que xX'ADx > 0.
ay) Para cada x #0, existe uma matriz diagonal ndo-negativa D tal que x'ADx > 0,
as) Se x=[x,]#0 ey =Ax=[y; ], entdo xy,> 0, para algum i.

ag) Para toda matriz assinatura S, existe x >0 tal que SASx > 0.

b;) A soma de todos os menores principais de ordem k de A é positivaparak=1,2,.. ., n.

cs) A matriz A é ndo-singular e todos os menores principais de A sdo ndo-negativos.

¢9) A matriz A é ndo-singular e todos os autovalores reais das submatrizes principais de A

sdo ndo-negativos.



Cio) A matriz A é ndo-singular e, para toda matriz diagonal positiva D, A+D é néo-

singular,

¢n) Para toda matriz diagonal ndao-negativa D, A+D ¢é nao-singular.

C12) A matriz A é ndo-singular e, para todo x # 0, existe uma matriz diagonal ndo-negativa
D tal qgue x'Dx#0 e x'ADx > 0.

¢i3) A matriz A é nao-singular e, se x#0 e y = AX, enldo, para algum indice i,

x,#0exy =0.

cis) A matriz A é ndo-singular e, para toda matriz assinatura S, existe um vetor x > 0 tal
que SASx = 0.

dys) Para todo o> 0, A + ol é ndo-singular.

dys) Todo autovalor real de A é positivo.

e17) Todos os menores principais destacados de A sdo positivos.

es) Existem matrizes triangulares inferior e superior L e U, respectivamente, com diago-

nais positivas, tais que A = LU.

f19) Existe um reordenamento de A, que satisfaz (e,7) e (e3).

Estabilidade niio-negativa
220) A matriz A ¢ estavel positiva, isto é, a parte real dos autovalores de A ¢ posiativa.
g21) Existe uma matriz simétrica positiva definida W tal que AW + WA é positiva definida.
22) A matriz A + 1 é ndo-singular ¢ G = (A + 1)"(A - 1) € convergente.

g23) A matriz A + 1 ¢ ndo-singular e, para a matriz G em (g;,), existe uma matriz positiva

definida W tal que W — G'WG ¢ positiva definida.

has) Existe uma matriz diagonal positiva D tal que AD + DA ¢é positiva definida.

hys) Existe uma matriz diagonal positiva E tal que, para a matriz B = E'AE, a matriz

(B+B")/2 ¢é positiva definida.



28

hye) Para toda matriz positiva semidefinida Q. a matriz QA tem um elemento diagonal po-

sitivo.

i27) A matriz é A semipositiva, isto é, existex =0 com Ax > 0.
iag) Existe x > 0 com Ax > (.

i20) Existe uma matriz diagonal positiva D tal gue AD tem a soma de cada linha positiva.

Jao0) Existe x>=0com Ax>0e Z;lla,jxj >0, parai=1,2,...,n.

ks1) Existe um reordenamento de A que satisfaz jso.

I32) Existe x>0 comy := Ax > 0 tal que, se y, , entdo existe uma seqiiéncia de indices i,

i3 5500 B COME a,

]

#£0,/=1,2,...,r,ecom y, #0.

l3) Existe x> 0 com y := Ax > 0 tal que a matriz A = [éy ] definida por

Y

» _Jl,sea; #0ouy #0
0, em outro caso,

é irredutivel.

m3q) Existe x > 0 tal que, para toda matriz de assinatura S, SASx > 0.

mss) A matriz A tem diagonal positiva e existe uma matriz diagonal positiva D tal que AD é

estritamente diagonal dominante.

M36) A matriz A tem diagonal positiva e existe uma matriz diagonal positiva E tal que

E"AE ¢ estritamente diagonal dominante.

maq) A matriz A tem diagonal positiva e existe uma matriz diagonal positiva D tal que AD ¢é

diagonal semiestritamente dominante inferior.

Positividade da Inversa e Decomposicdes
nig) A matriz A tem inversa ndo-ngativa.
nig) A matriz A monotona.

Ng) Existem matriz ndo-singulares B, e B,, com inversas ndo-negativa, tais que
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B, <A <B..

ng) Existe uma matriz B com inversa né@o-negativa tal que B= A e 1-B™'A é convergente.
N42) Existe uma matriz B com inversa ndo-negativa tal que B = A e A satisfaz iy, i»g, 0u iy.

Ngs) Existe uma matriz B, com inversa ndo-negativa, e uma matriz-M ndo-singular C tais

que B2 A ¢ A=BC.

Nyy) Existe uma matriz B, com inversa ndo-negativa, e uma matriz-M ndo-singular C tais

que A=BC.
ys) A matriz A tem uma decomposicdo regular convergente.

ny) A matriz A tem uma decomposicdo regular fraca convergente.

047) Toda decomposigdo regular fraca de A é convergente.

pas) Toda decomposicao regular de A ¢é convergente.

Desigualdades Lineares
Quo) Para todo y 20,0 conjunto S, = {x 2 0|A'x < 0} é limitado e A ¢é ndo-singular.

Uso) So = { 0 }, isto é, a desigualdade A'x <0, sujeita a condi¢do x >0, tem apenas a solu-

¢do trivial e A € ndao-singular,

1.4.6 Levantamento Bibliografico Relativo ao Teorema 1.4.5. Parte consideravel dos fatos en-
globados no Teorema 1.4.5 esta implicita no trabalho de Perron [34], de Frobenius [11, 12, 13] e de
Ostrowski [31, 32, 33], embora ndo na presente forma.

O enunciado a;, que € conhecido como a condigdo de Hawkins-Simon [17] na literatura da
economia, foi usado por Ostrowski [33] como a defini¢do de matriz-M n@o-singular em Z™". O
enunciado a; também estd em Ostrowski [33]. Os enunciados a; — as foram alistados em Fiedler e
Ptak [10]. O enunciado as estd também em Gale e Nikaido [14], e a equivaléncia de a; com a, foi
demonstrada em Moylan [27].

O enunciado b; pode ser encontrado em Johnson [19], e ¢g — cy4, dys5, dys, €17, €15 € fi5 OU sHO

imediatos, ou podem ser encontrados em Fiedler e Ptak [10]. A condigédo de estabilidade g,y encon-
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tra-se no trabalho de Ostrowski [31], enquanto que sua equivalente g,; constitui o teorema de Lya-
punov [23]. A equivaléncia de g e 21 € 0 Teorema de Stein [43]. O enunciado h,s estd no trabalho
de Tartar [45] e de Araki [01]. A equivaléncia de h,s e hys encontra-se em Baker et al. [03].

Os enunciados iy7 — 139 estdo em Schneider [41] e Fan [09]. O enunciado js consta em Be-
auwens [04], o ks; € devido a Neumann [28] e o 13;, numa forma levemente mais fraca, a Bramble e
Hubbard [07]. O enunciado l3; ¢ sua equivaléncia com |3, devem-se a Berman e Plemmons [06]. Em
continuagdo, lemos o enunciado msy em Moylan [27], ao passo que m3s € m3s €stdo essencialmente
em Fiedler e Ptak [10]. A equivaléncia de mss € m3s encontra-se em Neumann [28].

O enunciado nsg consta em Ostrowski [31] e a equivaléncia de nyg com n3y foi demonstrada
por Collatz [08]. Os enunciados ns — ng; encontram-se em Kuttler [20], e nys € nys, s80 obvios.

O enunciado nys faz parte do trabalho de Vargas [46] sobre decomposicdo regular, e o e-
nunciado ny € devido a Ortega e Rheinboldt [30]. Os enunciados 047 € pss encontram-se essencial-

mente em Price [36]. Finalmente, os enunciados g9 € qso constam em Robert [37, 38]. A

O que € belo e util € que os 50 enunciados no Teorema 1.4.5 sdo equivalentes a afirmagio

"A ¢ uma matriz-M ndo-singular", quando A € Z™", como mostraremos, com apoio no Teorema
1.4.5

1.4.7 Teorema. Para A € Z™", os 50 enunciados no Teorema 1.4.5 sdo equivalentes a afirmacdo:

o) A é uma matriz-M ndo-singular.

Prova. Dada a arvore das implicagdes do Teorema 1.4.5, basta que provemos que, se vale a afirma-

¢do o, entdo vale um dos enunciados do conjunto M e um do conjunto N, e que um dos enunciados
de cada conjunto D, F, L e P implica a condigdo a, sempre com a hipotese de que A € Z™".

o= n,, Admitamos a condi¢do a. Em vista da Defini¢do 1.4.1, a matriz A tem uma re-
presentagdo A = sI — B, com B>0es2p(B). Como A € ndo-singular, a tltima desigualdade ¢

estrita. Pondo T := (1/5)B, segue que p(T) <1, donde, pelo Lema 1.4.3,

Al =(1/s)T-T)" 20.



Obtivemos assim a condig@o nsg.

o = m,, Novamente consideremos verdadeira a condi¢do . Os elementos diagonais de A

sésima

sao todos positivos, porque o produto interno usual da ™ [inha de A coma i colunade A" é 1.
parai=1,2,....n Sejae:=[11...1]'ex:=A’e. Pondo agora D := diag(xi, X2, . . ., X,), D é uma

matriz diagonal positiva e

ADx =Ax=¢e> (),

0 que mostra que a soma de cada linha de AD é positiva. Mas, como A € 2", isso implica que AD
¢ estritamente diagonal dominante, e, conseqlientemente, vale mss.

d=a Seja A=sI-Bcom B>0 es>0. Queremos demonstrar que, necessariamente,

s > p(B). Suponhamos que s = p(B). Entdo, se Bx =p(B)x e x # 0, temos
Ax =[s-p(B)]x,

e, portanto, s —p(B) seria um autovalor negativo ou nulo de A, em contradi¢do com d,.
f,e = o Suponhamos a existéncia de um reordenamento PAP' = LU, onde L = [ [, ] é tri-

angular inferior com diagonal positiva e U = [ u, ] ¢ triangular superior com diagonal positiva. Pri-
meiro mostremos que os elementos ndo-diagonais de L e U s@o negativos ou nulos, por indugdo

sobre i + J. Seja
B:=PAP'=[b;].

Se i + j = 3, as desigualdades /,, <0 e u,, <0 decorrem de by, = /,u,, € by; = b uy,. Suponhamos
que i +j =3, i # j e que as desigualdades / <0Oew, <0, r#s, sejam vélidas parar +s <i +j.

Entdo, se i <j na igualdade

A= ["'uf." * Z I Uy

k<j

temos



a, <0, > L, >0,pois [, <0ewu, <0,
b=

deacordocomi+k<i+jek+j<i+j Logo u,<0.
Analogamente provamos a desigualdade /, <0.

E facil ver, entdo, que L e U sdo inversiveis e que suas inversas sdo ndo-negativas. Conse-

qlientemente
A" =(PLUP)" =P'U'L'P20.

Tomando agora A = sI — B, coms > 0 e B>0, segue que (I-T)" >0, onde T := (1/5)B. Entio,
pelo Lema 1.4.3, p(T) <1 e, dai, s > p(B). E chegamos a que A € uma matriz-M néo-singular.
l,, = o Escrevemos A =sI— B com B>0 e s> 0. Seja T := (1/s)B. Como y := Ax > 0,
para algum x > 0, temos Tx < 0. Consideremos a matriz T := [!",}], definida por
Issel, #+ 0
1, =4€, sel;=0ey #0

0, em outro caso.

Como A, definida em ls3, € irredutivel, T também ¢ irredutivel. Além disso, para um € >0 sufici-

entemente pequeno, Tx <x, de modo que p('i‘) <1, pelo Teorema de Perron-Frobenius. Por ser

T <T, temos p(T) < p('i‘) <1, pelo Teorema 1.1.6. Assim A é uma matriz-M nédo-singular.

p.s = o Tendo A uma decomposi¢do regular na forma A =sI—Bcom B>0 es> 0, se-
gue da hipotese que T := (1/s)B ¢ convergente e, portanto, s>p(B), ¢ A é uma matriz-M ndo-

singular, A

I importante também estabelecermos condigdes necessérias e suficientes para uma matriz

real arbitraria ser uma matriz-M ndo-singular. Fazemos isso com o seguinte teorema.
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1.4.8 Teorema. Seja A uma matriz real quadrada de ordem n > 1. As afirmagées seguinltes sao
equivalentes:
1) A é uma matriz-M nédo-singular.
2) Para toda matriz diagonal ndo-negativa D, a matriz A + D tem inversa ndo-negativa.
3) A+ al tem inversa ndo-negativa para todo escalar o.20.
4) Toda submatriz principal de A tem inversa ndo-negativa.

5) Toda submatriz principal de A de ordem 1, 2 e n tem inversa ndo-negativa.

Prova. Primeiro mostremos que a afirmagfo (1) implica as demais. Suponhamos (1) verdadeirae D
como em (2). Evidentemente A + D ¢ uma matriz-M. Como todo menor principal de A € positivo,
também todo menor principal de A + D é positivo. Entdo, pela implicagdo a; = ¢;o no Teorema
1.4.5, A + D ¢ uma matriz-M ndo-singular, Logo, pela implicagdo o => n,gno Teorema 1.4.7, A+D
tem inversa ndo-negativa (Notemos que, para provar essa tltima implicagdo, ndo usamos a hipotese
AeZ""), isto é, vale (2). Estd provado também que (1) implica (3), porque (3) € um caso particu-
lar de (2).

Pelo Teorema 1.4.5, temos que toda submatriz principal de uma matriz-M ndo-singular é

também uma matriz-M nio-singular. Logo (4) e (5) seguem.
Agora vamos provar que cada uma das afirmacdes (2), (3), (4) e (5) implica (1). Suponha-

mos, entdo, a validade de (3). Tomando o =0, temos que A™' > 0. Entdo, para concluir (1) a partir

nxn

de n3g do Teorema 1.4.7, basta que provemos que A € Z"". Por contradigdo, suponhamos que os

elementos ndo-diagonais de A sejam positivos. Entdo para a > 0, suficientemente pequeno, o ele-
mento (1, j), { # j, da matriz

(1+0A)" =I-0A +(0A) —(0A)’ +---

¢ negativo porque o segundo termo da série domina esse elemento. Isso contradiz a hipdtese, pois

esta implica que

0<(A+(1/o)l)” =a(nl+0A)”.
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Como (2) implica (3), temos também que (2) implica (1).
Suponhamos agora a validade de (5). Decorre dai que os elementos diagonais de A sdo

positivos e que essa matriz tem inversa ndo-negativa. Como acima, falta mostrar que A € 2", Seja

1]

uma submatriz principal de A. Como
a4 d -b
B~ =(ad —bc) [ }20,
'

¢ os elementos diagonais B sdo positivos, resulta b, ¢ <0. Como a e b s@o elementos diagonais
quaisquer de A, acabamos de provar que os elementos nao-diagonais de A ndo sdo positivos, logo
AeZ™,.

Por fim, como (4) implica (5), também segue que (4) implica (1). A
Na aplicagdo do Capitulo 2 vamos precisar também do resultado que segue.

1.4.9 Teorema. Seja A uma matriz-M ndo-singular de ordem n, cujas somas das linhas sdo todas

néo-negativas. Entdo os elementos de A =: M = [my] satisfazem
m, =m,, para i,k=12,...n. (1.12)

Prova. Consideremos a inversa de A na forma

Al= l adjA,
det A

onde adjA indica a adjunta cldssica de A. Vemos que basta mostrar que os co-fatores 4, do elemen-

to g, de A satisfazem
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A, 2 A, para i, k=1,2,---.n. (1.13)

Para esse proposito, escrevemos A =sI—B,coms > 0e B=0. Entdo s > p(B) e, pela hipdtese,
s=max ) b,. (1.14)
i = :

Separamos nossa argumentacdo em duas partes: na primeira supomos desigualdade estrita em
(1.14) e na segunda, igualdade. Consideremos, entdo, o caso de desigualdade estrita em (1.14).

Substituamos todos os elementos nulos de B por um nimero &> 0, suficientemente pequeno de

modo que tenhamos, para a matriz positiva resultante B= [by:[,

n a
s> mlax Zlby.
=

Se provarmos que A, > 4, para todo i e todo k, fazendo & tender a zero, obteremos (1.13). Pode-

mos, entdo, supor B -0,

Consideremos s # k com k arbitrario fixo. Substituamos todos os elementos da i*™ linha
de B por zeros, exceto os elementos nas posicoes (7, i) e (7, k) que substituimos por s/2. Indiquemos
com N a nova matriz. Esta é claramente irredutive,l e a soma de cada uma de suas linhas nfo excede
o valor §/2, e todas essas somas, excetuada a i*™, sdio menores que s. Resulta pelo Teorema de

Perron-Frobenius, que s > p(N). Em conseqiiéncia,
~2 4, += 4, =det(sT-N)> 0
2 ik 2 i 4

porque s1 — N € uma matriz-M ndo-singular, lembrando que os co-fatores de sI — N e sI — B sé@o os
mesmos. Portanto A; > A;.
Se ocorre a igualdade em (1.14), tomamos €>0 e usamos s+¢ em lugar de s para a ex-

pressdo de A. Aplicamos depois o caso da desigualdade estrita em (1.14), e (1.12) segue fazendo



€ tender a zero. A
Terminamos a presente sec¢do com 0 teorema seguinte, que precisaremos no Capitulo 2.

1.4.10 Teorema. Seja uma matriz A € Z"" irredutivel. As afirmagdes seguintes sdo equivalentes:
1) A é uma matriz-M ndo-singular.
2) A"'»0.
3) Ax >0 para algum x>0,

Prova. Suponhamos que (1) valha. Pelo Corolério 1.3.5, segue logo (2). A afirmagdo (3) também
segue logo de o = i,, no Teorema 1.4.7.

Reciprocamente, se vale (2), resulta (1) pela condig@o n3s do Teorema 1.4.7. Falta mostrar
que (3) implica (1). Se vale (3), como A ¢ irredutivel, resulta que a matriz A, definida em 153 do

Teorema 1.4.7, é também irredutivel, e, portanto, segue (1). A

1.5 Matrizes-M Gerais

Nesta se¢do estudaremos algumas propriedades da classe completa das matrizes-M. As matrizes-M
singulares sdo talvez quase tdo importantes quanto as nao-singulares, nas aplicagdes. Por outro lado,
"a teoria relativa as matrizes-M singulares ndo estd ainda plenamente desenvolvida" [06], talvez
porque os conceitos sdo consideravelmente mais dificeis de estudar.

Comegamos com um teorema que mostra que, de certa maneira, a classe completa

das matrizes-M pode ser pensada como o fecho da classe das matrizes-M ndo-singulares.

1.5.1 Teorema. Uma matriz A € Z"" é uma matriz-M < A +¢l é uma matriz-M ndo-singular

para todo € > 0.

Prova, = Seja A =sI-B, coms>0e B2>0. Entdo, para todo &> 0,
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A+el=sI-B+el=(s+g)[-B=5s'1-B, (1.15)

onde s':=s+¢>p(B), poiss =p(B). Portanto A +¢l € uma matriz-M ndo-singular.
< SeA +¢l ¢ uma matriz-M ndo-singular para todo € > 0, decorre que A é uma matriz-M

(ndo necessariamente ndo-singular) fazendo € tender a zero em (1.15). A

O objetivo principal desta se¢do ¢ ver que as propriedades enunciadas nos Teoremas 1.4.5 e
1.4.7 tém certa forma correspondente, para a classe total das matrizes-M. O resultado constitui o par
de Teoremas 1.5.3 e 1.5.5 abaixo. O seguinte lema, cuja demonstrag@o se encontra em [06], servir-

nos-a de apoio.

1.5.2 Lema. Seja T uma matriz real de ordem n ndo-negativa. Entdo p(T) <1<« (1-T)"é ndo-

negativa em col[(I — T)"], onde k = ind(I — T). Nesse caso, para todo . (0; 1),

(I-T)° =a) TIE,

J=0
onde E :=(1-T)I-T)° e T, :=(1-a)l +aT.

1.5.3 Teorema. Seja A um matriz quadrada real de ordem n. No conjunto dos enunciados (a,)(i»)
abaixo, os enunciados encabegados pela letra de mesmo nome (independente dos indices) sdo equi-
valentes; além disso, representando por uma letra maiuscula, digamos A, qualquer um dos enunci-
ados encabecados pela letra miniscula de mesmo nome (afetada de indice), no caso ay, vale a dr-

vore de implicag¢oes da Fig.1.2.

Nio-negatividade dos Menores Principais
a;) Os menores principais de A sdo ndo-negalivos.
a,) Os autovalores reais das submatrizes principais de A sdo ndo-negativos.

a3) Para toda matriz diagonal positiva D, a matriz A + D é ndo-singular.
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a;) Para cada x #0,existe uma matriz diagonal ndo-negativa D tal que xX'ADx >0 ¢
x'Dx #0.

as) Se x=[x,]1#0 ey := Ax=|y |, entdo xy, 2 0, para algum i com x, #0.

ag) Para toda matriz assinatura S , existe x > 0 tal gue SASx = 0.

D
E = __>F
b
B
A
=) =

Fig.1.2 — Arvore de Implicagdes do Teorema 1.5.3

b;) A soma de todos os menores principais de ordem k de A é ndo-negativa, parak=1, 2, .

M

cg) Os autovalores reais de A sdo ndo-negativos.

Cy) Para todo a.>0, A + ol é ndo-singular.

dyo) Existe um reordenamento PAP' de A e matrizes L e U, a primeira triangular inferior
com diagonal ndo-negativa, e a segunda, triangular superior com diagonal ndo-negativa, tais que

PAP' =LU.

Estabilidade Nao-negativa

en) 4 parte real de todo autovalor ndgo-nulo de A é positiva.
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f12 ) A parte real de todo autovalor de A é ndo-negativa, isto é, A é estavel ndo-negativa.

fis) A + 1 ¢ ndo-singular e, pondo G =(A+1)"(A-1). temos p(G)<1.

Nio-negatividade da Inversa Generalizada e Decomposicoes
g14) A matriz A tem uma inversa generalizada a esquerda ndo-negativa.

21s) A matriz A tem uma inversa generalizada a esquerda Y, ndo-negativa em

B = ﬁcol(A"‘ )
m=0

isto é, Yx 20, para todo vetor x=0 em V.
2i6) Toda inversa generalizada a esquerda de A é ndo-negativa em V.

217) A € mondtona em V.

his) A tem uma decomposigdo regular, cuja matriz de iteragdo tem raio espectral menor ou

igual a 1.

hyo) Existe uma matriz B = A, que tem inversa ndo-negativa, e uma matriz-M, C .=1-T,

com T=20 e Ve=V,, tal que A=BC.

i20) A tem wma decomposi¢do regular fraca, cuja matriz de itera¢do tem raio espectral

menor ou igual a 1.

i21) Existe uma matriz B, que tem inversa ndo-negativa, e uma matriz-M, C, tal que Ve=V,

e A=BC.

1.5.4 Levantamento Bibliogrifico Relativo ao Teorema 1.5.3. Algumas das propriedades do Teo-
rema 1.5.3 sdo extensoes diretas das correspondentes no Teorema 1.4.5 para o caso ndo-singular. As
condi¢des b; e dyy sdo creditadas a Berman e Plemmons [06]. Os enunciados g4 — g7, his, hig, 120 €
i»; estio em Neumann e Plemmons [29], ou em Rothbum [39]. Além disso, Meyer e Stadelmaier

[24] estudaram a positividade das inversas de matrizes-M em termos de perturbagdes complemen-
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tares A —(E, com E == —- AA".

1.5.5 Teorema. Para A € Z"". os 21 enunciados no Teorema 1.5.3 sdo equivalentes a afirmagao:

o) A é uma matriz-M.

Prova. SejaA € Z"". Admitimos vélido o Teorema 1.5.3. Olhando para a arvore de implicagdes
desse teorema, basta que demonstremos 0 que segue.

a = a, Essa implicagdo decorre imediatamente da mesma implica¢do no Teorema 1.4.7,
em conjugagio com o Teorema 1.5.1, pois, se todos os menores principais de A +€l sd3o positivos
para todo € > 0, entdo todos os menores principais de A sdo nio-negativos.

o =>d,, Essa implicagdo ¢ um caso particular do Teorema 1.5.19 abaixo.

a=>e, Se A éumautovalorde A=sI-B, B>0, s>0, entdo s—A €é uma autovalor
de B. Portanto, ou A =0 ou Re(A) >0, pois s = p(B).

a=>h, Seja A=sI-B, B20, s>0. Entdo s>p(B) e, dai, p(T)<1, sendo T :=
(1/5)B. Temos, entdo, uma decomposic@o regular de A, que satisfaz h;s, com M =sle N=B.

Agora tratemos das reciprocas.

>0 Seja A=sI-B, B20, s>0. Como s—p(B) ¢ um autovalor real de A,

s=p(B) e A é uma matriz-M.

dio=>a Como PAP' € Z™", obtemos, com uma demonstracdo semelhante ao caso ndo-
singular de fiy=> o no Teorema 1.4.7, que todos os elementos ndo-diagonais de ambas as matrizes
L e U sdo ndo-positivos. Mas, entdo, L e U sdo matrizes-M e, portanto, LU € uma matriz-M, pois é

1=n

uma matriz em Z"". Isso significa que A = P'LUP é uma matriz-M.

gis= ot Seja novamente A =sI-B, B=0, s>0, Entdo, pondo T:= (1/5)B, temos que a
matriz (I -=T)" é ndo-negativa e col(A*) = col((I — T)"), sendo k = ind(A). Ento, pelo Lema 1.5.2,
p(T) <1, e, conseqiientemente, s = p(B). A

E também possivel dar condigdes necessérias e suficientes para uma matriz quadrada real
geral ser uma matriz-M, semelhantemente ao caso de uma matriz-M ndo-singular. A demonstragéo

dessas caracterizagoes € paralela a correspondente parte do Teorema 1.4.8, e ndo a daremos.

1.5.6 Teorema. Para uma matriz quadrada real A qualquer, sao equivalentes as afirmagaes:
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1) A é uma matriz-M;
2) para toda matriz diagonal positiva D, A + D tem inversa ndo-negativa;

3) paratodo o.>0, A+al tem inversa ndo-negativa.

1.5.7 Defini¢iio. Dizemos que uma matriz quadrada T é semiconvergente se somente se existe o
limite 1imT*.

k—yen

Como para o caso de matriz convergente, utilizando a Forma Canénica de Jordan, sem mui-

ta dificuldade, provamos o teorema seguinte.

1.5.8 Teorema. Uma matriz quadrada real T é semiconvergente <> as trés condig¢des seguintes se
cumprem:

1) p(T)<1;

2) se p(T)=1,entdo posto(l —T)2 = posto(I -T);

3) se p(T)=1,entdo todo autovalor de T com médulo 1 é igual a 1.

Lembremos que, se A=sI-B, B20, s>0, e A ¢ uma matriz ndo-singular, entdo T :=

(1/5)B é convergente. Queremos estender essa propriedade importante a certas matriz-M singulares.

1.5.9 Defini¢fio. Dizemos que uma matriz-M tem a propriedade ¢ se e somente se aceita a decompo-

sigdo A=s1-B, B20, 5s>0, onde amatriz'T ;= (1/s)B é semiconvergente.

Observamos que todas as matrizes-M nédo-singulares tém a propriedade ¢, mas que nem

todas as matrizes-M tém essa propriedade.

1.5.10 Exemplo. Seja a matriz

Se expressamos A na forma A=sI-B, B20, s>0, entdo T:=(1/s)B e T* serdio
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T:r Hj,Tu{lkhl

0 1 0 1

E vemos que T ndo é semiconvergente. A

Observamos também que, pelo Teorema de Perron-Frobenius, se A ¢ uma matriz-M e es-
crevemos A=sI-B, B>0, s>0,com s > max|(a,), entdo a condigdo (3) do Teorema 1.3.8 ¢

automaticamente verificada por T := (1/s)B.

1.5.11 Exemplo. Tomemos a matriz

Paras =1,
0 1
T:=(1/s)B= ;
(1is) L J

ndo ¢ semiconvergente, pois T* = T, se k é impar, e, se k & par, T = PT, onde P permuta as linhas

de B. Mas para qualquer s > [,

TFﬂhm=lr;] ']

s ¥—1
e lim T* =1 Logo T é semiconvergente, e, portanto, A tem a propriedade c. A

Retornemos para a caracterizagao das matrizes-M com a propriedade ¢. Comecemos com o

teorema que segue.

1.5.12 Teorema. Uma matriz-M A tem a propriedade ¢ < ind(A)é0 ou 1.
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Prova. Decomponhamos A na formaA =sI-B, B> 0, s> max(a, ). Ponhamos T := (1/5)B e to-

memos uma matriz S ndo-singular tal que
. J 0
STTS =
0 K

seja a forma de Jordan para T, onde p(K) < 1. Entdo

sa-ms=| 0 O
A-TS= o 1 %l

e vemos que I — K € ndo-singular. Logo, pelo Teorema 1.5.8, T é semiconvergente se e somente se
I-J = 0. Mas isso ¢ verdade se e somente se posto(I -T)* = posto(I -T), portanto, se e somente se
posto(A?) = posto(A), pois A =sI - B. A

Diversas condicdes apresentadas no Teorema 1.5.5 podem ser usadas para caracterizar ma-
p
trizes A € Z™", que sdo matrizes-M com a propriedade c. Isso, é claro, com o0 acompanhamento da

condigdo ind(A) < 1. Os dois teoremas a seguir trazem algumas das caracterizagoes.

1.5.13 Teorema. Seja A um matriz quadrada real de ordem n. No conjunto dos enunciados (a,)—
(fi3) abaixo, os enunciados encabegados pela letra de mesmo nome (independente dos indices) sdo
equivalentes; além disso, representando por uma letra maiuscula, digamos A, qualguer um dos
enunciados encabegados pela letra minuscula de mesmo nome (afetada de indice), no caso a,, vale

a arvore de implicagdes na Fig. 1.3:

o > F

Fig.1.3 — Arvore das Implicagdes do Teorema 1.5.13
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Encontramos a maior parte dos resultados a respeito das matrizes semiconvergentes e das
matrizes-M com a propriedade ¢ em Meyer e Plemmons [25], Neumann e Plemmons [29] ¢ Plem-

mons [35]. Para o caso de matrizes em Z™" temos 0 seguinte teorema.

1.5.14 Teorema. Para A € Z"", os 13 enunciados no Teorema 1.5.13 sdo equivalentes a afirma-

¢do: B) A é uma matriz-M com a propriedade c.

Prova. Seja A € Z"". Usaremos o Teorema 1.5.13 como apoio.
B=>b,Como A tem uma decomposi¢do regular A =sI—B, s > 0, B> 0, com (1/5)B semi-
convergente, a firmagdo b; vale com M : = sI e N := B. Em vista da 4rvore das implicagbes da

Fig.1.3, B acarreta todas as afirmagdes b, ¢, d, ¢, a, f,

e = B Como ind(A) <1, basta mostrar que A € uma matriz-M. Seja a representagdo de A,
A=s5I-B, B>0, s>0.

Por contradigdo, suponhamos s <p(B). Pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe um vetor y > 0
tal que Ay=p(B)y. Logo Ay=(s—p(B))y<0. Entdo A(-y)=0, pois (s—p(B)j<0ey>0.

Consequentemente

~y=u+v, uz0 e Av=0,

de modo que u+v#0 e A(u+y)=A(-v)=0 e, portanto, B(u + v) = s(u + y). Isso mostra que s é
um autovalor de B, em contradi¢do com a hipétese de ser s <p(B). Logo s =p(B) e B ¢ uma ma-
triz-M.

fi; =B Como "A=sI-B, B=0, s >0" ¢é uma decomposi¢do regular de A, resulta que A

¢ uma matriz-M com a propriedade c. A

O teorema a seguir, que traz uma condi¢do necessdria e suficiente para uma matriz

A € Z™" ser matriz-M com a propriedade c, encontra-se demonstrada em Berman et al [05].
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1.5.15 Teorema. Para A € Z"", sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:

1) A ¢ uma matriz-M com a propriedade c.

2) Existe uma matriz simétrica positiva definida W tal que AW + WA' ¢ positiva semide-

finida.

Temos também o teorema seguinte, que d4 uma condi¢@o suficiente para uma matriz

A e Z™" ser matriz-M com a propriedade c.

1.5.16 Teorema. Se A eZ™" e existe um vetor x>0 tal que Ax>0,entdo A é matriz-M com a

propriedade c.

Matrizes-M singulares irredutiveis surgem com bastante freqiiéncia, como matrizes dos
coeficientes de sistemas lineares, provenientes, por exemplo, do método de diferengas finitas de
equacdes diferenciais elipticas, com condig¢des de fronteira de Neumann, ou equag@o de Poisson na
esfera, e mesmo em alguns problemas econdémicos. Por isso, as propriedades englobadas no teorema

seguinte para tais matrizes revestem-se de importancia.

1.5.17 Teorema. Seja A uma matriz-M singular irredutivel de ordem n. Entdo
1) A tem poston— 1,
2) Existe um vetor x>0 para o qual Ax = 0;
3) A tem a propriedade c;
4) Toda submatriz principal de A distinta de A é uma matriz-M ndo-singular;

3) A € guase mondtona, isto é, Ax=20= Ax =0,

Prova. Seja A =sI-B, s> 0, B> 0. Entdo B é também irredutivel e, por isso, p(B) é um autova-
lor simples de B, de acordo com o Teorema de Perron-Frobenius. Logo s —p(B)=0 é um autovalor

simples de A e, conseqiientemente, A tem posto n — 1. Estd demonstrado (1).

Ainda pelo Teorema de Perron-Frobenius, existe um vetor positivo x tal que Bx =p(B)x.

Logo Ax = 0. Vale (2), portanto.
A validade de (3) decorre de (2) e do Teorema 1.5.16.

Para estabelecer (4), basta analisar o caso #» > 1, Por (2) ¢ o dual para A', existem vetores
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x>0 com Ax=0, e y>0 com A'y = 0. A matriz adjunta classica, B, de A, cujos elementos sdo os
co-fatores 4, dos elementos a; de A, sabidamente t€m a forma dxy'. Aqui é §+#0, pois A tem
poston—1 =1, por (1). Mas, se 8 <0, existe um € >0, para o qual a adjunta classica B,de A +¢l
seria B, <0, em contradi¢do com o Teorema 1.5.1, ja que €>0. Logo 8>0, e, portanto, B> 0.
Resulta dai que todos os menores principais de ordem # — 1 de A sdo positivos. Entdo, da implica-
¢do a; = cg no Teorema 1.4.5 concluimos que todos 0os menores principais de ordem menor ou
igual a n — | sdo positivos. Segue que toda submatriz principal prépria de A ¢ uma matriz-M ndo-
singular, com o que fica demonstrada (4).

Por fim, suponhamos que Ax >0, para algum vetor x. Pelo dual de (2) para A', podemos
encontrar um vetor y >0 tal que y'A = 0. Mas, se Ax #0, entdo y'Ax # 0, o que é uma contradi-

¢do. Vale, pois, (5). A
O seguinte resultado importante corresponde a condigé@o e;3 do Teorema 1.4.7.

1.5.18 Teorema. Seja A uma matriz-M singular e irredutivel de ordem n. Entdo A tem uma fatora-
¢do LU, A = LU, onde L é uma matriz-M néo-singular (triangular infevior) e U é uma matriz-M

(triangular superior).

Prova. Pelo Teorema 1.5.17, toda submatriz principal propria de A é uma matriz-M n@o-singular.

Logo, se particionamos A na forma

A, é uma matriz-M ndo-singular de ordem n—1, a<0 e b <0 s#o vetores de R*" e g, =b'Aa.

Pela condigéo e;3 do Teorema 1.4.5, A, tem fatoragdo LU: A, = L,U,. Ademais, conforme demons-

tragdo desse teorema citado, L, e U, sdo matrizes-M nado-singulares. Ponhamos

IR by



47

Temos b'U;', pois U;' 20 e b<0, como também L;'a <0, pois L >0 ea<0. Logo L é uma

matriz-M ndo-singular, U é uma matrizz-M ¢ A = LU. A

Nem toda matriz-M redutivel tem uma fatoragdo LU como descrita no Teorema 1.5.18. Eis

um exemplo:

1 -1 0
A= 0 00
-1 0 0

No entanto, o teorema seguinte encerra uma generalizagdo da condigdo fi9 do Teorema 1.4.5.

1.5.19 Teorema. Seja A uma matriz-M. Entdo existe um reordenamento de A, que tem uma fatora-
¢do LU,

PAP'=LU,
onde L é uma matriz-M ndo-singular e U é uma matriz-M,

Prova. Basta considerar matrizes singulares redutiveis ndo-nulas. Seja A nessas condi¢des e seja

um seu reordenamento,

PAP' = A B
0 A,

onde A, é irredutivel. Tratemos primeiro do caso em que também A, é irredutivel. Pelo Teorema

1.5.18, A, ¢ A, tem fatoragoes LU, A, = L U, e A, = L,U,, onde L; e L, sdo matrizes-M néo-

singulares e U, e U, s@o matrizes-M. Entdo as matrizes

i L, 0 & s U L'B
0 L 0 U,
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satisfazem as condig¢des do teorema, porque L;'B <0.

Quando A, é redutivel, completamos a demonstragdo usando a indugdo sobre o numero de

blocos irredutiveis na forma normal reduzida de A (cf. (2.29)). A

Observamos que poderiamos, dualmente, ter escolhido U como nado-singular, ao invés de L.
Existe ainda consideravel acervo de resultados sobre matrizes-M e ha pesquisa em torno do
assunto, especialmente em torno das matrizes-M singulares, mas a parte substancial que apresentu-

mos sera suficiente para a aplicagdo que temos em vista no Capitulo 2.
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2 MATRIZES NAO-NEGATIVAS NA ANALISE DE INSUMO-PRODUTO :

2.1 Preliminares

Wassily Leontief publicou um artigo em 1936, Quantitative input-ouput relations in the economic
system of the United States, no periddico The Review of Economics and Statistics [22] e, segundo
Miernyk [26], com essa publicacdo ele desencadeou uma revolugéo silenciosa na anélise economi-
ca, que, lenta, mas continuadamente, foi ganhando momentum. Naquela época os paises do mundo
nao-comunista estavam no pico da grande depressdo. Contudo, Leontief ndo estava preocupado
diretamente em resolver o desequilibrio do sistema econdmico da é€poca, e sim em compreender a
estrutura dos sistemas economicos. Em particular queria compreender como as pe¢as de uma eco-
nomia se encaixam entre si e se influenciam. Seu modelo se aplica a qualquer tipo de sistema eco-
némico, durante qualquer fase de seu desenvolvimento e pode ser usado para analisar muitos pro-
blemas econémicos ¢ como um guia para implementacdo de diversos tipos de politicas econémicas.

Hoje o modelo de Leontief é uma ferramenta matemética bem compreendida, e reconhecida
como extremamente importante.

Nosso objetivo ndo € explicar com profundidade e com detalhes tal modelo, mas mostrar
que a teoria recente das matrizes ndo-negativas ¢, mais especificamente, das matrizes-M encontra
uma elegante aplicagdo na manipulagdo da modelaggo linear da economia, criada por Leontief.
Mostraremos como diversos resultados sobre matrizes-M, apresentados no Capitulo 1, simplificam

a construgdo e permitem aprofundar a andlise dos modelos de insumo-produto de Leontief.
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2.2 O Modelo

O modelo de insumo-produto de Leontief € uma resposta a pergunta:

Numa situagd@o econdmica particular, que nivel de saida de um produto deve
ter cada uma de n industrias, nivel que seja necessario e syficiente para a-

tender a demanda total da economia para esse produto?

Com a idéia dessa pergunta em mente, apresentaremos uma descri¢do do modelo, ou mode-
los, de Leontief, suficiente para nosso objetivo. Alguns conceitos serdo precisados posteriormente.
Leontief separou as atividades de produgdo numa economia em » setores ou industrias,
embora ndo necessariamente em empresas individuais, e analisou a troca de mercadorias entre esses
setores. Suas hipéteses basicas sdo:

= cada um dos n setores produz um tnico tipo de artigo; na nossa exposi¢io, o j*™

setor e o artigo que este setor produz serdo referidos com a letra (indice) j,j =1, 2, .

o

= em cada setor, produto significa transformagdo de determinada quantidade de di-
versos tipos de mercadorias (insumo') em certo niimero de artigos (todos iguais);

esse quadro de insumo-produto (em inglés: input-output) é estavel,

Expliquemos um pouco mais o sistema de Leontief. Para produzir uma unidade dos artigos
J, 0 j%™ setor precisa t; unidades da i mercadoria como insumo (entrada), i=1,2,....me A
unidades dos artigos j, para serem produzidos, requerem A, unidades da i*™ mercadoria, i=1,2, ..
., h. Os valores t,; sdo chamados de coeficientes de insumo e normalmente sdo supostos constantes.
Seja x; o produto do setor i por unidade de tempo. Parte desse produto bruto é usado como

insumo para os # setores, resultando

iruxi 2.1)
=

! Insunto ¢ uma palavra artificial, inventada por analogia com consumo, e que corresponde ao termo inglés input.
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<ESIMO

unidades do i artigo consumidas na produgdo, e ficando, em conseqiiéncia.

d=x-)1,x (2.2)
A=

<€51Mo

unidades do i*" artigo como produto liquido. Esse produto liquido 4, é usualmente designado de
demanda final do artigo. De outra maneira, d, pode ser considerado como contribuigdo do setor
aberto da economia, em que o custo da mao-de-obra, compras do consumidor que resultam em lu-
cro, etc., sao tomados em conta como um dos setores da indastria.

Pondo

x d,
Ti=[1,], x=| 2| e a=|%|
Xn d

e usando I para indicar a matriz identidade, obtemos o sistema de equagdes lineares
(I-T)x=d. (2.3)
A matriz dos coeficientes
A=1-T (2.4)
est4 claramente em Z™".Veremos posteriormente que a situagéio econdmica € vidvel se e somente
se A é uma matriz-M n@o-singular. Nesse caso, de (2.3) e (2.4) obtemos o vetor do produto bruto x
= A’'d, que ¢ necessariamente ndo-negativo. Conseqiientemente o sistema (2.3), por razdes econd-

micas Obvias, € caracterizado pela ndo-negatividade:

T>20,d=0ex>0.
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Sob o ponto de vista econémico, dizer gue (2.3) é solivel em
B = {xlx =[x, %-.x,]', x, 20 parai = l_.‘.-l_.---.n}

significa ser viavel o modelo de Leontief.

Designamos o modelo descrito acima de modelo aberto de Leontief, porque o setor aberto
fica fora do sistema. Quando incorporamos o setor aberto ao sistema e o concebemos como outra
industria, passamos a chamar o modelo resultante de modelo fechado de Leontief. Neste altimo
caso, a demanda final ndo aparece, e, em seu lugar, teremos o0 insumo e o produto da nova industria.
Aqui todas as mercadorias serdo intermediarias, porque tudo o que é produzido o ¢ para prover de
insumos as industrias ou setores do modelo. Sob o ponto de vista matematico, o desaparecimento da
demanda final significa que o modelo ¢ um sistema linear homogéneo Ax = 0, onde A estd em
Z"".0 problema agora € determinar quando A € uma matriz-M (singular) e, admitido que A seja
singular, quando o sistema tem solugdes ndo-negativas. Discutiremos adiante este ponto.

Embora os modelos de insumo-produto fossem inicialmente concebidos por Leontief para
modelar a estrutura da economia nacional (americana), ja foram e estdo sendo usados também em
muitas outras areas. Para exemplificar, foram usados em problemas de planejamento de empresas
[40, 44], servem de base para resolver problemas de célculo de custos [18], desempenham papel

central no estudo da poluigdo ambiental [15], etc.

2.3 Descri¢ao do Modelo Mediante um Exemplo

Temos em mente quatro objetivos na apresentagdo desta se¢éo:
= familiarizar-nos com a maneira pela qual os economistas constroem ¢ analisam uma ta-
bela de insumo-produto;
= jlustrar a maneira pela qual um modelo de insumo-produto pode ser usado numa previ-
sdo econdmica;
* familiarizar-nos com certas notagdes e convengdes terminoldgicas;

= munir-nos de material matematico relacionado com a nfo-negatividade, para referéncias
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posteriores.
Neste trabalho, o quarto objetivo € o principal. Inicialmente discutiremos um exemplo sim-
ples de uma tabela de insumo-produto, Tabela 2.1, que mostra o fluxo de bens e servigos entre dife-

rentes ramos de um sistema econdmico, durante um periodo de tempo.

Tabela 2.1 —Tabela de insumo-produto em reais

Para :
= (D (2) (3) Demanda 3 Produto
¢ Agricultura | Manufaturas | Servigos externa bruto
Insumo
(1) Agricultura 45 60 90 105 ¢ 300
(2) Manufaturas 90 30 135 345 0 600
(3) Servigos 60 180 - 210 450

Para se integrar na produg¢do, cada setor ou industria deve obter alguns insumos, como ma-
téria prima, bens semi-industrializados e equipamentos fornecidos por outras indistrias. Além disso,
hé impostos a pagar e contratos de operarios. Freqiientemente produtos intermedidrios, usados co-
mo insumos para produzir outros bens e servigos, sdo comprados de outras indtstrias. O produto de
cada setor ou industria do sistema é vendido quer para consumidores externos quer para outros seto-
res ou inddstrias, que o usardo como insumo.

Nossa economia hipotética simplificada consiste em trés setores: (1) agricultura, (2) manu-
faturas e (3) servigos. Cada setor fornece somente um tipo de produto: bens agricolas, bens manufa-
turados, ou servigos. Os trés setores sdo interdependentes no sentido de que cada um adquire insu-
mos dos demais, assim como vende seu produto aos demais. Ndo consideramos impostos ou equi-
pamentos. Todos os bens e servigos produzidos que ndo retornam ao processo de produgdo sdo usa-
dos pelo setor externo, constituido por consumidores, etc.

Na Tabela 2.1, os dados em cada linha mostram a distribui¢do do insumo para vérios seto-
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res € consumidores, ao passo que os dados em cada coluna indicam as fontes dos insumos necessa-
rios para a produgdo. Assim, na primeira linha (agricultura) vemos que, sobre o produto bruto cor-
respondente a R$300,00 de bens agricolas, R$45,00 sdo destinados a outra produgdo agricola,
R$60,00 a manufaturas, R$90,00 a servigos, ¢ R$105,00 vao para a demanda externa. Semelhante-
mente, por exemplo, na segunda coluna vemos que, para um produto de R$600,00, a manufatura
precisa um insumo de R$60,00 de bens de agricultura, R$30,00 de seu proprio produto, e R$180,00
de servigos.

Conforme convencionado acima, indicando por x; o produto bruto do setor i (i = 1 refere
agricultura, i = 2 refere manufatura, e i = 3 refere servigos), por x; as vendas do setor i para o setor

J. e por d; a demanda final relativa ao setor i, resulta
X, =Xy ¥ X+ Xgtd, =12, 3 (2.5)

Isso expressa que o produto bruto de cada setor consiste no produto intermediario vendido aos di-
versos setores de produgdo, mais o produto final externo, que toma em conta os consumidores. Es-

crevemos também, como de costume,
[ — t - 1
x=[x, x, x] ed=[4, 4, 4.

E de alta conveniéncia para a andlise que uma tabela de insumo-produto seja normalizada,
isto €, 0 insumo para a produgdo seja dado sobre uma unidade do produto em cada setor. Uma tabe-
la assim normalizada é chamada de tabela tecnolégica de insumo-produto, e seus elementos, de
coeficientes técnicos de insumo para a economia, como mencionamos em Preliminares do presente
capitulo. Dessa forma, os coeficientes técnicos de insumo, que indicamos com t;, em nossa tabela

sdo calculados assim:

x' - .
t, ==, i,j=1,2,3, (2.6)
*;

Resulta para tabela tecnoldgica de insumo-produto;
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Tabela 2.2 —Tabela tecnolégica de insumo-produto

Para
oo (2) &)
‘ IEAgricu]tura Manufaturas ~ Servigos
Insumo
(1) Agricultura 0,15 0,10 0.20
(2) Manufaturas 0.30 0,05 0,30
(3) Servicos 0,20 0,30 0,00

Podemos agora reescrever (2.6) na forma

% =l L=l % 3 (2.7)

Usando (2.7) em (2.5), produzimos o sistema
X=X HhaXs +lax, +d,, i=1,2,3, (2.8)

Entdo a matriz T = [ ¢, ], no nosso caso, ¢

0,15 0,10 0,20
T=[0,30 0,05 0,30, (2.9)
0,20 0,30 0,00

vindo, para matrizA=1-T,

0,85 -0,10 -0,20
A=[-0,30 0,95 -0,30]. (2.10)
~0,20 0,30 1,00



Repetindo idéias, na Tabela 2.1 vemos, por exemplo, que o produto de R$450,00 em servi-
¢os requer o insumo de R$90,00 de bens de agricultura e R$135.00 de bens manufaturados. Aqui os
R$210,00 relativos a servigos destinam-se a satisfazer a demanda externa. Isso sugere a pergunta:
qual deve ser o produto bruto em servigos, se 0s coeficientes técnicos de insumo sdo mantidos fixos
¢ a demanda externa varia? Essa previsdo econémica baseia-se sobre a hipotese de que, quando o
nivel de saida do produto ¢ alterado, a quantidade de todos os insumos exigidos muda proporcio-
nalmente. Chamamos a isso de hipdtese da propor¢ao fixa do fator insumos. Logo, estamos supon-
do que a Tabela 2.2 se mantenha fixa, embora a demanda externa e, em conseqiiéncia, as colunas do
produto bruto da Tabela 2.1 possam mudar. Entdo, para prever o nivel de saida do produto x,, que
cada um dos trés setores deve ter, a fim de satisfazer as exigéncias para os insumos e a demanda

externa d,, precisamos apenas resolver o sistema linear

Ax=d. 2.11)

Para que o sistema econdmico seja vidvel, (2.11) deve ter uma solug@o ndo-negativa para
todo vetor da demanda externa d. O fato interessante, provado abaixo, € que tal viabilidade equivale
a que A seja uma matriz-M nao-singular. Pela condi¢fo n3s no Teorema 1.4.7, isso ocorre se e so-

mente se A € inversivel com A >0. No nosso caso, com o uso do MATLAB, temos

1.3459 0.2504 0.3443
A7 =|0.5634 12676 0.4930]|, (2.12)
0.4382 0.4304 1.2167

onde o ponto corresponde a virgula e o arredondamento € feito na quarta casa decimal. Portanto,
como A~ 20, o vetor insumo x = A”'d é ndo-negativo para todo vetor da demanda externa d = 0.
Concluimos que nosso sistema econémico € viavel. Por exemplo, seja R$300,00 a demanda externa

da agricultura, R$600,00 a demanda de manufaturados, ¢ R$900,00 a demanda de servigos. Entdo

300 863.85
d=| 600 e x=A'd=|1373.24|.
900 1484.74
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As componentes de x, R$862,85 (agricultura), R$1373,24 (manufaturados) e R$1484,74 (servigos)
sao as necessidades de insumo de cada um dos trés selores,
Agora suponhamos que a demanda da mercadoria (1), agricultura, seja R$900,00, vindo,

entao

900 1671.36
d=(600] e x=A'd=|1711.27|
900 1747.65

Vemos que o produto de todos os setores aumentou, mas o do primeiro setor, agricultura, teve o
maior crescimento. Veremos que tal fato é geral e acontece sempre que a matriz-insumo T € irredu-

tivel e a soma de cada um de suas linhas (das componentes de cada linha) satisfaz (cf. (2.9))

"
ZIU i B
=1

Mostraremos que, sob essas condigoes para T, se apenas a demanda relativa 4 mercadoria j aumen-
ta, entdo o produto dessa mercadoria tem o maior aumento, embora todos os produtos possam au-

mentar.

2.4 O Modelo Aberto

O que temos apresentado até agora no presente capitulo teve o espirito introdutorio, com o objetivo
da familiarizagdo com as idéias e terminologia do assunto. Daqui em diante concentraremos os €s-
forgos na aplicagdo matematica das matrizes-M (ndo-negativas), apés a descrigdo genérica dos mo-
delos de Leontief.

Discutiremos nesta secdo o modelo aberto de Leontief. Como antes, supomos que a econo-
mia esteja dividida em » indUstrias (setores), produzindo cada uma delas uma mercadoria de um
unico tipo, para ser consumida por ela mesma, por outras industrias, e pelo setor externo. Nesse

ponto, nossa nota¢iio continua a mesma: x, indica o produto bruto do setor i; x; indica as vendas do
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setor i para o setor J; d, indica a demanda final sobre o setor 7, e ;, indica o coeficiente técnico de
insumo, isto ¢, o nimero de unidades da mercadoria /, necessario para produzir uma unidade da
mercadoria j. Entdo o equilibrio global do insumo-produto de toda a economia ¢ expressa em ter-

mos de n equagdes lineares
i=1, 2,0, 0. (2.13)

Supomos que, quando o nivel da produgdo muda, as quantidades de todos os insumos exigi-
dos mudem proporcionalmente. Isso remonta a supor que os coeficientes 7, sejam constantes € satis-

fagam

b, =2 iml, 25, 0, (2.14)
¢, portanto, o sistema das equagdes lineares (2.13) se torna

¥

%, =Zr.x +d,i=1, 2, n. (2.15)
J=1

Como anteriormente, pondo T:= [ #; ] e A:==1 -T, o equilibrio total do insumo-produto de

toda a economia expressa-se matricialmente,
Ax=d, (2.16)

onde x:= [ x; ] € o vetor-produgdo e d := [ d; ] é o vetor-demanda-final.
Designamos ao modelo descrito de modelo de Leontief aberto, e a matriz T, de matriz-

insumo do modelo. Nesse caso, a matriz A € Z"", isto €, a, <0 parai# je a, 0. Dentro da eco-

nomia, as matrizes em Z"" sdo ditas matrizes de Leontief. As caracteristicas do modelo de Leontief
aberto estdo completamente determinadas pelas propriedades de A.
O sistema econdémico que descrevemos tem também um sistema associado de estimativa de

pregos, que atribui o prego ou valor a relagdo insumo-produto. Convencionamos que p; seja o pre¢o
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da j mercadoria consumida pelo setor j e que v, seja o valor agregado por unidade do j pro-

duto. Entdo

n
o J=1,2
i=l

<€sima

¢ o custo unitario da j*"™ mercadoria consumida, de maneira que

n
pj _Z!fjpﬂj= 1.2, tey 1,
i=l

s¢sima

¢ a renda liquida por unidade da produggo da j*"™ mercadoria, que é o valor agregado v, por unida-
de do produto. Conseqiientemente, pondo p == p; ] e v :=[ v, ], a relagdo que apenas estabelecemos

¢ descrita pelo sistema linear (nossos vetores sdo sempre vetores-coluna)
p'-pT=v, (2.17)

ou

pA=v'. (2.18)

O vetor p tem o nome de vetor-prego ¢ v, de vetor-valor-agregado do modelo aberto de Leontief

associado.

Os dois sistemas (2.16) e (2.18) estdo relacionados pela igualdade

ZV,I' = Zp_fd)‘
i=] J=1

que interpretamos dizendo que a "entrada nacional" e o "produto nacional” sdo iguais.

Lembramos que viabilidade do modelo significa que o sistema original (2.16) tem um ve-
tor-solugdo (vetor-produgdo x) ndo-negativo; por outro lado, a rentabilidade do modelo significa
que o vetor-solugdo do sistema (2.18) (vetor p dos pregos) ¢ ndo-negativo. Formalizemos essas
definigGes.
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2.4.1 Definicdes. a) Dizemos que um modelo de Leontief, com matriz-insumo T. é vidvel se e so-
mente se o sistema (2.16) tem um vetor-solu¢do x (vetor-produgdo) ndao-negativo, para todos os
vetores d das demandas abertas.

b) Dizemos que um modelo de Leontief, com matriz-insumo T, € rentavel se e somente se o
sistema (2.18) tem um vetor-solugdo p (vetor-prego) ndo-negativo, para cada vetor-valor-agregado

Y

A dualidade desses conceitos ¢ tornada clara pelo teorema seguinte, baseado na teoria das
matrizes-M, Lembremos que uma matriz A é uma matriz-M ndo-singular se e somente se pode ser

escrita na forma A =sI-B,com B 20 ¢ s> p(B).

2.4.2 Teorema. Seja um modelo de Leontief aberto com matriz-insumo T, e A :==1-T. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

1. o modelo é vidvel;

2. o modelo é rentavel;

3. A € uma matriz-M ndo-singular.

Prova. 1 < 3. Supondo valida a afirmagido 1 e escolhendo um vetor-demanda d > 0, existe um vetor
x > 0 tal que Ax =d > 0. Mas esta Gltima afirmagdo € precisamente a condig@o i3 do Teorema
1.4.7, que caracteriza as matrizes-M ndo-singulares. Tendo em mente que A eZ"™", segue a 3.
Reciprocamente, se a 3 vale, pela condi¢cdo ni3 do mesmo teorema, temos A = 0. Entdo o sistema
linear (2.16) tem a solugdo ndo-negativa x = A”'d para todo d > 0. Segue entdoa 1.

2 <> 3. Trivialmente verificamos que A é uma matriz-M néo-singular se e somente se A’ 0

¢. Logo estabelecemos a equivaléncia de 2 e 3 como o fizemos para a equivalénciade 1 e 3. A

Em vista do Teorema 1.4.7, temos imediatamente o corolario seguinte.

2.4.3 Corolario. Seja um modelo de Leontief aberto com matriz-insumo T e A :=1-T. As seguintes

afirmagdes sdo equivalentes:
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1. o modelo é viavel:

]

o modelo é rentavel;

Lo

a matriz A verifica uma das condi¢oes a, — Qso do Teorema 1.4.7, e, portanto, todas.

Se a matriz-insumo T de um modelo de Leontief aberto € irredutivel, pelo Teorema 1.4.10

esse modelo € viavel (rentdvel) se € somente se
Al >0, (2.19)
ou, equivalentemente,
Ax >0, para algum x > 0. (2.20)

Nesse caso, (2.19) é equivalente a afirmagdo de que esse modelo tem todos os insumos positivos
para qualquer vetor-demanda ndo-nulo, ou ainda, equivalentemente, esse modelo tem todos os pre-
¢os positivos para qualquer vetor-valor-agregado ndo-nulo. Em torno desse ponto, notamos que a
matriz-insumo T em (2.9) € irredutivel. Portanto a economia discutida na Secgédo 2.3 ¢ viavel se e
somente se A > 0, 0 que, de fato, ocorre com (2.12).

Pelo Lema 1.4.3, se T € matriz de insumo de um modelo de Leontief aberto viavel (renta-

vel), uma vez que p(T) <1, os vetor-produto e o vetor-prego podem ser calculados ou aproximados,

respectivamente, mediante as séries
YTd e D VT.
k=0

No resto da presente se¢do estudaremos os efeitos que mudangas nas demandas abertas de
um modelo vidvel podem causar no produto final, e os efeitos que mudangas nas exigéncias do va-
lor agregado num modelo viavel podem ter sobre 0s pregos.

Consideremos um modelo de insumo-produto de Leontief aberto, com matriz-insumo T.
Mesmo que o modelo seja vidvel, isto é, A = I -T é uma matriz-M ndo-singular, ndo ¢ sempre ver-

dade que a somas das linhas de T sejam menores ou iguais a 1. Em conexdo com isso, temos o teo-
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rema que segue.

2.4.4 Teorema. Seja T a matriz-insumo de um modelo aberto de Leontief viavel, que satisfaz
Tu<u, w:=[l 1, 1].

Entdo, se apenas a demanda da mercadoria i cresce, nenhum produto decresce, e o produto do
setor i cresce e apresenta 0 maior crescimento, embora outros produtos possam ter o mesmo cres-

cimento.

Prova. Primeiro notemos que a condi¢do Tu < u significa precisamente que a soma de cada
linha de T ¢ menor ou igual a 1.
Como sempre, pomos A :=I — T e indicamos com x e d, respectivamente, o vetor-produto e

o vetor-demanda. Pelo Teorema 2.4.2, A ¢ uma matriz-M ndo-singular. Claramente,
Au=(I-T)u=u-Tu=0,

e, por isso, o Teorema 1.4.9 se aplica.

Admitamos que a i*™ componente do vetor-demanda d sofra um acréscimo Ad,. O novo

vetor-demanda sera
d:=d+Adge,

onde e; é 0 i*™ vetor da base candnica de R”. De (2.16) resulta x = A”'d e 0 novo vetor-produto

sera

X:=A'd=A"(d+Ade)=x+Ad,(A™).

onde (A")I denota a i*™ coluna de A™'. Como A™ >0, pela condi¢fio nys do Teorema 1.4.7, resulta

de
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X, =x;,+M,(A'l)kr, k=12, n

que X, > x, e também que nenhum dos produtos decresce. Além disso, pelo Teorema 1.4.9,

0 que mostra que o maior crescimento pertence a x;, embora outros produtos possam ter um cresci-

mento igual ao de x;. A

2.4.5 Coroldrio. Se a matriz-insumo T de um modelo aberto de Leontief é irredutivel e Tu < u,en-

tdo, se apenas a demanda da mercadoria i cresce, todos os produtos crescem, e o produto do setor i

apresenta o maior crescimenio, embora oulros p?'OdIHOS possam ter o mesmo crescimento.
Prova. O coroldrio segue imediatamente, porque A™ >0 e vale

(A")“ > (A'] )k.’ comik=1,2, -, neizk A

Em vista da dualidade dos sistemas lineares (2.16) e (2.18), esperamos uma relagdo seme-
Ihante entre os valores agregados e os pregos, com a diferencga de ter no tltimo caso somas de colu-
nas em lugar de linhas. Mas, se um modelo de Leontief aberto € rentavel, nenhum setor da econo-
mia opera com prejuizo e, além disso, ao menos um setor opera com lucro. Em termos da matriz-

insumo T, isso significa que

D481, j=1,2, - n, 2.21)

com desigualdade estrita para a0 menos um valor de j. Somos levados ao seguinte teorema.

2.4.6 Teorema. Se apenas o valor agregado a mercadoria i de um modelo de Leontief aberto vidvel

é aumentado, entdo nenhum preco decresce e o prego da mercadoria i cresce mais que todos 0s
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demais pregos, embora outros preg¢os possam crescer do mesmo valor que o dessa mercadoria.

Prova. Pelo Teorema 2.4.2, o modelo ¢ rentavel. Logo. por (2.21), a soma de coluna da matriz-
insumo T do modelo é menor ou igual a 1. Entdo, pondo A :=1-T e denotando com p e v o vetor-

prego e o vetor-valor-agregado, respectivamente, o sistema linear (2.18) pode ser escrito na forma

A'p=v.

A demonstragio é completada semelhantemente a do Teorema 2.4.4, com a troca de A por A'. A

Se T é irredutivel, ha um resultado, dual do Corolario 2.4.5, cuja demonstragdo omitiremos,

pois € analoga a deste Gltimo.

2.4.7 Coroléario. Se a matriz-insumo T de um modelo aberto de Leontief é irredutivel e T'u < u,en-
tdo, se apenas o valor agregado a mercadoria i cresce, todos os pregos crescem, e o prego do selor

i apresenta o maior crescimento.

2.5 O Modelo Fechado

Quando o setor externo do modelo de insumo-produto aberto € incorporado ao sistema como outra
industria, o sistema se tornard um modelo fechado. Nesse modelo, a demanda final e o insumo pri-
mdrio ndo aparecem; em seus lugares figurarfio o insumo e o produto da nova inddstria. Aqui todas
as mercadorias serdo intermedidrias por natureza, uma vez que tudo o que € produzido o € somente
para a necessidade de insumo dos setores ou industrias, internamente ao préprio modelo.

Dito de outra maneira, no sistema de insumo-produto de Leontief fechado, o consumidor ou
setor aberto é considerado como um setor de produgdo. Na formulagdo do modelo fechado, que
estamos discutindo, os insumos do setor aberto sdo os diversos bens de consumo ou servigos, e seu
produto € o trabalho. Em tal sistema, a demanda final, e artigos, como emprego e razdo de salério,
sdo todos tratados como incodgnitas e seus valores de equilibrio sdo determinados simultaneamente

com as demais variaveis.
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Pelo fato de, num sistema fechado, ndo haver variavel determinada externamente. fazemos

uma pergunta diferente:

Dada a tecnologia de produgéo, quais sdo os niveis de produgdo e pregos de equilibrio, de

maneira que ndo haja demanda ndo-satisfeita?

Procuremos responder matematicamente a essa pergunta, usando a mesma simbologia e terminolo-
gia do modelo aberto, tomando em conta que, agora a demanda final ¢ considerada insumo do setor
do consumidor. Também as componentes d; do vetor-demanda d estdo relacionadas ao nivel E de
emprego de forma que os consumidores compram uma quantidade d, que varia com o nivel E de

emprego. E-nos conveniente definir coeficiente técnico fixo ¢, por

C = -d—‘, donde d; = ¢;F.
E

Também suponhamos que o modelo aberto original contenha n —1 setores. Entdo as relagdes

de insumo-produto no correspondente modelo fechado sdo descritas pelo sistema de »n—1 equagdes

lineares
n-|
% Z'ﬁx;‘ +¢E, i=1,2, -, n-1. (2.22)
Jj=1

A provisdo total do trabalho, isto é, o nivel de emprego E, ¢ a soma dos trabalhos L, em cada setor:

por

a provisdo total do trabalho pode ser expressa em termos da equagdo linear
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[
2
(%]

E=ZT!,xJ +LE. | (
1=

Entdo (2.22) e (2.23) formam o sistema linear

Xy =hyF et %, G E

X, =tyX +etly, X, +c,E

Xy =l 3%y ookl X, FC

n=ln-1"n

E=lx +Lx,--+1 _x, +LE.

Com o fim de escrever esse sistema matricialmente, pomos

h, hs ey G
b Iy Ly G
ly L S
L’I [2 ln—l la N

Para simplificar a notagdo, definimos

lni=cyparai=12,...,nl,
ty=1l,paraj=1,2,...,n,

gl | T O B W\ 1 % )

Com essas convengdes, o ultimo sistema linear acima toma a forma matricial

x=Tx, (2.24)

e T é chamada de matriz-insumo do modelo. Com A:=I-T, outra forma do sistema (2.24) é

Ax=0. (2.25)
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Esse sistema (homogéneo) de insumo-produto de Leontief fechado toma em conta os fato-
res de demanda, assim como os fatores de suprimento. Num certo sentido, o nivel de emprego E
representa a demanda final para o sistema. Essa demanda final ndo ¢ dada, mas € determinada com
as outras variaveis de suprimento, que formam o insumo total x; de cada uma das » —1 industrias
originais. Portanto, determinando simultaneamente a demanda final £ e a necessidade dos produtos
x,, 0 modelo fechado toma em conta o impacto da demanda sobre o suprimento ¢ a do suprimento
sobre a demanda. Isso significa que os niveis da produgdo no equilibrio, calculados num modelo
fechado, incorporam, ndo somente os produtos necessarios para atender a uma dada demanda final,
mas também os produtos necessarios para atender 8 mudanga na demanda final, induzida por mu-
dancgas na produgéo.

Se x =[ x; ] € o vetor dos produtos nesse sistema, como

n
Z IU' xJ"
j=1

é uma quantidade do i*™ insumo, necessario para fornecer esse pacote de produtos, y = Tx é o

vetor dos insumos. Mas, como 0s produtos x; sdo a Gnica fonte de insumos, o sistema ndo pode ope-

rar, a ndo ser que seja y < x. Ademais, o processo de produgdo € suposto irreversivel, e, dai, x é

necessariamente nao-negativo e, de fato, positivo no nosso caso. Isso conduz a definigdo seguinte.

2.5.1 Defini¢do. Um modelo de Leontief fechado com matriz-insumo T é dito viavel se e somente se

existe algum x >0 tal que
Tx <x. (2.26)
Esse x, quando existe, é dito uma solugdo de saida (produto) vidvel para o modelo.

Se o0 modelo € vidvel, procuramos alguma solugio para o modelo, que queremos considerar

como saida de equilibrio.

2.5.2 Defini¢do. Um vetor x é chamado vetor-produto de equilibrio para um modelo de Leontief

fechado com matriz-insumo T se e somente se
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Tx=x ex>0. 2.27)

A ultima defini¢do implica que um modelo de insumo-produto fechado tem um vetor-
produto de equilibrio se € somente se o sistema linear homogéneo (2.25) tem uma solugdo positiva,

isto ¢, mais precisamente, 0 sistema
Ax =0, na condi¢do x>0, (2.28)

¢ consistente. Nesse caso o modelo € viavel. Por outro lado, veremos que um modelo vidvel néo
possui necessariamente um vetor-produto de equilibrio.

Nosso interesse esta em mostrar que a teoria das matrizes-M singulares ¢ muito apropriada
para analisar a viabilidade de um modelo de Leontief fechado, assim como ja mostramos que a teo-
ria das matrizes-M ndo singulares ¢ apropriada para analisar a viabilidade de um modelo de Leonti-
ef aberto.

Relembremos (cf. Definigdo 1.5.9) que A é uma matriz-M com a propriedade ¢ se ¢ somen-

te se A tem uma representagdo A =sI—-B, com s > 0, B> 0 e a seqiiéncia de matrizes

((1 !s)B)") converge para alguma matriz.

Expressamos a Gltima linha também dizendo que a matriz (1/s)B é semiconvergente (cf. Defini¢do
1:5.7)
2.5.3 Teorema. Um modelo de Leontief fechado com matriz-insumo T é vidvel somente se A:=1-T

¢ uma matriz-M com a propriedade c.

Prova. O modelo ¢ vidvel somente se (2.26) vale, ou, equivalentemente, somente se Ax =0, para

algum x> 0. Como AeZ"™", A ¢ uma matriz-M com a propriedade ¢, pelo Teorema 1.5.16. A

Aplicando o Teorema 1.5.14 e o Teorema 1.5.15, obtemos o seguinte resultado.
2.5.4 Corolario. Um modelo de Leontief fechado com matriz-insumo T é viavel somente se A .=1—
T satisfaz uma, logo todas condi¢des a, — f\3, do Teorema 1.5.14, e existe uma matriz simétrica

positiva definida W tal que AW + WA' é positiva semidefinida.
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Observamos que a reciproca do Teorema 2.5.3 ndo vale: por exemplo, a matriz

¢ uma matriz-insumo de um modelo de Leontief fechado tal que A := T — I é uma matriz-M com a

propriedade ¢, mas ndo existe x > 0, com Ax 20, como ¢ facil verificar.

2.5.5 Teorema. Consideremos wum modelo de Leontief fechado que tenha uma matriz-insumo T
irredutivel e ponhamos A :=1-T. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. o modelo é viavel;

2. o modelo tem um vetor-produto de equilibrio x, uinico a menos de fatores escalares;

3. A ¢ uma matriz-M com a propriedade c.

Prova. Que 1 acarreta 3 foi provado no Teorema 2.5.3. Mostremos que 3 implica 2. Admitindo 3,
segue que existe x > 0 com Ax =0, pelo Teorema 1.5.17(2). Como T € irredutivel e Tx = x, entdo x
¢ unico, a menos de fatores escalares positivos, pelo Teorema de Perron-Frobenius. Logo vale 2.

Esta claro que 2 implica 1 em presenga das Defini¢des 2.5.1 € 2.5.2. A

Para continuar a estudar modelos de Leontief fechados vidveis e investigar a existéncia de
um vetor-produto de equilibrio, € conveniente reordenar a matriz T numa forma triangular de blo-
cos, o que € sempre possivel se ela € redutivel.

Decorre da definigdo de matriz redutivel que, se T é uma matriz quadrada redutivel, existe

um reordenamento PTP" de T tal que

0 0
L T, @ 0
PTR = : : : " (2.29)
Tk—‘.[,l Tk—I,Z o Tk-l,k~| 0
B T T T T

onde as submatrizes T; sdo quadradas e irredutiveis e algumas delas podem ser nulas ou de ordem
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I, que, por conveniéncia, também consideraremos irredutiveis; quando T for irredutivel, escrevere-
mos T = [ Ty; ]. O reordenamento (2.29) de T é dito a forma normal de T. A seguir estudaremos

modelos de Leontief em termos da forma (2.29) da matriz-insumo.

2.5.6 Teorema. Seja T a matriz-insumo de um modelo de Leontief fechado, e PTP', sua forma nor-
mal. Seja também A :=1-PTP particionada de conformidade com PTP'. Entdo o modelo ¢ vidvel

se e somente se A é uma matriz-M, e, parai=1,2,.. .k,
A, singular = T, =0, para j #i. (2.30)

Prova. Suponhamos que o modelo em questdo seja vidavel. Entdo A € uma matriz-M pelo Teorema
2.5.3, e existe um vetor (particionado) x =[y,,---,y;]' > 0 tal que PTP' <0, com Ax 2> 0, de manei-

ra que, pondo A;; :=I-T;;, temos

D Ay, 20, parai=12.k 2.31)

J<r

O fato A; <0, para todo j < i, implica A;y, 20, parai=1,2,---,k. Mas, entdo, se A; € singular,
resulta do Teorema 1.5.17(5) que A;y; = 0 para todo j < i, pois A;; é irredutivel. Além disso decorre
que A;y; =0 para todoj < i, pois A; < 0. Portanto A; = 0 sempre que j #1, e concluimos que Tj; =
-A; = 0 sempre que j #i. Segue que a implicagdo (2.30) vale.

Provemos agora a reciproca. Suponhamos que A seja uma matriz-M e que a (2.30) valha.

Se A; ¢ singular, entdo, por construgdo, A; ¢ uma matriz-M singular e irredutivel tal que existe

y, > 0, para o qual A;y; =0, pelo Teorema 1.5.17 (2). Semelhantemente, se A;; ¢ ndo-singular, entdo
A;; € uma matriz-M nZo-singular, de forma que existe y, > 0, para o qual A;y; > 0, pelo Teorema
1.4.7, parte i,;. Usando a hip6tese (2.30), os vetores y; podem ser escolhidos (multiplicados por
convenientes escalares) de maneira que tenhamos x:=[y,,y;,-:-,¥,]' =0 e valhaa (2.31). Portanto

Ax >0, logo PTP' <x e, conseqiientemente, T(P'x) < P'x com P'x > 0, resultando ser o modelo

viavel. A
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J4 comentamos que um modelo de Leontief fechado nao tem necessariamente um vetor-
produto de equilibrio. Por exemplo, se T € a matriz-insumo e A = I =T ¢ uma matriz-M ndo-
singular, o modelo € vidvel, pois existe x >0 com Ax >0, pelo Teorema 1.4.7, i5;, mas natural-

mente, Ax = 0 ndo tem solugdo positiva.
O resultado final, importante, caracteriza os modelos de Leontief, que tém um vetor-

produto de equilibrio, em termos da forma normal (2.29) da matriz-insumo T.

2.5.7 Teorema. Sejam T ¢ A como no Teorema 2.5.6. Entdo o modelo fechado tem um vetor-

produto de equilibrio se e somente se A é uma matriz-M, e, parai=1,2,...,k
A, ¢ singular & T, =0, para j #i. (2.32)

Prova. Admitamos que o modelo tenha um vetor-produto de equilibrio. Logo, o modelo € vidvel, e,

pelo Teorema 2.5.6, A € uma matiz-M e satisfaz (2.30). Seja i um indice tal que T;; = 0 para todo
J #i. Entdo, pela hipétese, existe um vetor x:=[y;,y,.-:-,y,] >0 particionado tal que Ax = 0.
Portanto A;y; = 0, o que implica que A; ¢ singular, ficando estabelecida a equivaléncia (2.32).
Tratemos da reciproca. Suponhamos que A € uma matriz-M e que valha a (2.32). Primeira-
mente tomemos um indice i tal que A; seja singular. Assim podemos escolher y, >0 tal que A;y;=
0, porque A;; ¢ uma matriz-M irredutivel singular, Também, por (2.32), A;; = 0 sempre que j #i. S.
p. g ordenamos (2.29) de modo que todos os blocos singulares na diagonal, Ay, Az, .. ., A, S€-
jam escritos primeiro. Seja y, > 0tal que Azy; =0, parai=1, 2, .. ., s. Notemos que a conclusdo

vale se s = k. Se s < k, definamos

r-1
y, = A;,’ZA,jyj, parar=s+l,....k

I

Como A é uma matriz-M ndo-singular irredutivel, A: > 0. Além disso, A # 0, para algum j com

Jj€{l,2,---,r—1}, por (2.32). Portanto, por indugdo, todos os vetores y; sdo positivos e, além disso,
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ZA-;YJ =0, parar=stl, ..., &
i=1

Conseqiientemente, pondo x:= [);y‘ -,y:‘]t , vemos que x > 0e Ax = 0. Segue que TP'x = P'x, o

que mostra que P'x é um vetor-produto de equilibrio para o modelo. A

2.5.8 Exemplo (modelo aberto). Leontief, em 1958, usou seu modelo (aberto) para analisar a eco-
nomia dos EE. UU. Dividiu a economia em 81 setores. Por simplicidade agrupamos os setores em
seis familias (identificadas pelo proprio Leontief, conforme [42]), transformando cada familia num

setor so:

Produtos ndo-metalicos acabados (NA): mobilia, alimentos em conservas, . . .
Produtos metéalicos acabados (MA): aparelhos domésticos, veiculos a motor, . , .
Metais primarios (MP): minérios, materiais metalicos laminados, . . .

Produtos ndo-metalicos primdrios (NP): agricultura, papel para impressio, . . .
Energia (E): petréleo, carvio, . . .

Servicos (S): Diversoes, propriedades de terra, . . .

A tabela tecnolégica de insumo-produto, Tabela 2.3, fornece a demanda interna do sistema,
em 1958, conforme os nimeros de Leontief, em milhGes de délares. Por exemplo, o namero 0.173
na posicdo (6, 5) significa que, para produzir energia no valor de 1 milhdo de délares, € necessario
prover servigos no valor de 0.173 milhGes = 173.000,00 de dolares. Semelhantemente, o niimero
0.037, na posi¢do (4, 2), significa que, para produzir metal acabado no valor de 1 milhdo de ddlares,
precisa gastar 0.037 milhdes = 37.000.00 dolares em produtos ndo-metalicos primdrios.

Leontief estimou também a demanda externa na economia americana de 1958 em milhoes

de dolares:

NA: 99 640
MA: 75 548
MP: 14 444
NP: 33 501
K 23527
S: 263 985
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Tabela 2.3 —Tabela tecnolégica de insumo-produto

Para 5
: NA MA MP NP E S
lnsum0+

NA 0.170 0.004 0.000 0.029 0.000 0.008
MA 0.003 0.295 0.018 0.002 0.004 0.016
MP 0.025 0.173 0.460 0.007 0.011 0.007
NP 0.384 0.037 0.021 0.403 0.011 0.048
E 0.007 0.001 0.039 0.025 0.358 0.025
S 0.120 0.074 0.104 0.123 0.173 0.234

Neste problema usamos o0 MATLAB para os célculos

T

0.1700 0

0.0030

_[0.0250 0
~10.3480 0O
0.0070 0

0.1

200 0

0.2950

0040 0

e a correspondente matriz de Leontief €

0.8300
-0.0030
-0.0250
-0.3480
-0.0070
-0.1200

-0.0040

0.7050
-0.1730
-0.0370
-0.0010
-0.0740

0.0180
1730  0.4600
0370 0.0210
.0010 0.0390
.0740 0.1040

0.0290 0O

-0.0180

0.5400
-0.0210
-0.0390
-0.1040

0.0020 0.0040
0.0070 0.0110
0.4030 0.0110
0.0250 0.3580
0.1230 0.1730

-0.0290 0

. A matriz-insumo é

0.0080
0.0160
0.0070
0.0480 |
0.0250
0.2340

-0.0080

-0.0020 -0.0040 -0.0160
-0.0070 -0.0110 -0.0070

0.5970 -0.0110 -0.0480 |

-0.0250 0.6420 -0.0250
-0.1230 -0.1730 0.7660
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Para inversa de A, temos

1.2345 0.0139 0.0067 0.0639 0.0060 0.0174

0.0174 1.4364 0.0560 0.0137 0.0188 0.0322

Al =|0-0781 0.4665 1.8780 0.0357 0.0442 0.0314
~10.7519 0.1333 0.1005 1.7412 0.0655 0.1228 |

0.0608 0.0451 0.1301 0.0829 1.5776 0.0595

0.3401 0.2359 03070 0.3145 0.3756 1.3487

Como A™' >0 (na verdade é A™' > 0), pelo Teorema 1.4.7, nz, A é uma matriz-M (ndo-singular)

e, dai, pelo Teorema 2.4.2, prevemos que o sistema econdmico em andlise é vidvel (rentdvel). O
vetor da demanda externa é

99640

75548

4| 14444
=l 33501 |

23527

263985

e o vetor-produto,

131033221

120 458.90

_a._| 8068056
x=A"d=|12273204 |

66 929.26

431562.04

O vetor-produto nos mostra que precisava (aproximadamente):

131 033 unidades (131 033 milhdes de délares) de produtos ndo-metélicos acabados,
= 120459 unidades de produtos metalicos acabados,

= 80 681 unidades de produtos metélicos primérios,

= 178 732 unidades de produtos ndo-metélicos primarios,

= 66 929 unidades de energia, e

= 431 562 unidades de servigo,
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para fazer a economia dos EE. UU. funcionar e atender a demanda externa, em 1958. A

2.5.9 Exemplo (modelo fechado). Analisemos um caso muito simples de modelo de Leontief fe-

chado, descrito pelo sistema linear

x, =0.2x, +0.2x, +0.0F
x, =0.0x, +0.3x, +0.3E£
E=0.8x,+0.5x, +0.7E,

onde x, € x, representam os produtos de dois setores internos e E, o nivel de emprego. Escrevemos

a matriz-insumo do modelo:

0 0.3000 0.3000
0.8000 0.5000 0.7000

0.2000 02000 0
j (2.33)

e a matriz de Leontief:

0.8000 -0.2000 0
-0.8000 -0.5000 0.3000 |

A=1-T ={: 0 0.7000 -0.3000

Mostremos inicialmente que o modelo € vidvel. Executaremos os calculos com 0 MATLAB.

Os autovalores calculados de A sdo

0.00000000000000,
0.90000000000000 + 0.22360679774998i,
0.90000000000000 — 0.22360679774998i.

Logo, pelo Teorema 1.5.4(e,;), A é uma matriz-M (singular), e, como A <1,ela tem a propriedade

¢, pelo Teorema 1.5.12. O grafo de T ¢ fortemente conexo (Defini¢do 1.2.3), Fig.2.1. Entdo T ¢
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irredutivel, pelo Teorema 1.2.4. Concluimos, pelo Teorema 2.5.5, que o modelo € vidvel e (equiva-
lentemente) tem um vetor-produto de equilibrio x, Gnico a menos de fatores escalares. Resolvendo o

sistema Ax = 0, com x =[x, x5, E]', encontramos

X= .{i,}-,l] , §>0.
28 7

Tomando s = 28/43, obtemos o vetor-produto de equilibrio tal que x,+x,+ E=1. A

Fig.2.1 — Grafo da matriz T em (2.33)
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Conclusao

A teoria das matrizes-M ¢é plenamente eficiente para a andlise dos modelos de insumo-produto de
Leontief, devido as inimeras maneiras de verificar se uma matriz ¢ uma matriz-M, singular ou néo,
que tem ou ndo a propriedade c. Algumas dessas maneiras sdo muito simples teoricamente.

Muitas vezes os sistemas lineares, resultantes da modelagdo matematica de Leontief, sdo
muito grandes: em 1949, Leontief modelou a economia americana, distribuindo-a em 500 setores
[20]. O mais potente computador da época ainda ndo podia lidar com um sistema desse tamanho e
Leontief teve que reduzi-lo a 42 setores. Hoje, com computadores e métodos potentes disponiveis.
manejamos matrizes que representam sistemas lineares com milhées de equagdes. Entdo —e esse é o
ponto aqui — hoje ndo hé dificuldade em verificar, na prética, se uma matriz é uma matriz-M singu-

lar ou ndo-singular,
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Comentario Final

Antes de terminar este trabalho, comentamos que a andlise de insumo-produto, embora seja talvez a
aplicag@o mais significativa, ndio ¢ a tnica na area da economia, em que as matrizes ndo-negativas e
as matrizes-M desempenham um papel importante. Outra aplicagdo importante, por exemplo, reside
no estudo do modelo de Neumann. Esse modelo foi desenvolvido por Neumann para introduzir o
conceito de crescimento de equilibrio. Ele provou que uma solu¢do do modelo de equilibrio geral
existe. A principal diferencga entre 0 modelo de Neumann e o modelo fechado de Leontief é que,
neste Gltimo, os métodos de produgdo sdo dados a priori, ao passo que, no de Neumann, hd um
maior numero de métodos de produgdo possiveis, acarretando que um dos problemas ¢ escolher a
melhor técnica. Essas possibilidades de produgdo podem ser descritas por duas matrizes ndo negati-
vas A ¢ B, e um dos problemas matematicos € achar o maior escalar a>0 tal que
aAx < Bx com x > 0. Como esperado, a teoria de Perron-Frobenius sobre matrizes ndo-negativas
desempenha um papel importante no estudo desses problemas [16].

Nido podemos deixar de citar o papel importante e natural que a teoria das matrizes ndo-

negativas tém também na andlise das cadeias de Markov [06].
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