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Somehow 1 cannot believe that there are any heights that cannot be scaled by

a man who knows the secrets of making dreams come true. This special secret,
it seems to me, can be summarized in four C’s. They are: curiosity, confidence,
courage, and constancy, and the greatest off all is confidence. When you believe
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by Walt Disneyv

... the development of wavelets is an example where ideas from many

different fields combined to merge into a whole that is more than the sum of its
parts — many of the applications that will described in the review articles in the
remainder of this issue would not have been possible if this merging had not taken
place. I have very much enjoyved being a part of this process. I wish there were

many more examples of such interconnections — we would all benefit from them.
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RESUMO

Apresentamos a transformada wavelet discreta incompleta, € a aplicamos no
precondicionamento de sistemas de equagdes lineares, originados na discretizacdo de
problemas de contorno de Poisson. Esses sistemas podem ser resolvidos por algum
método iterativo, mas a velocidade de convergéncia piora rapidamente com o aumento do
namero de nodos da malha de discretizagdo. O precondicionamento mediante wavelets
tem a propriedade de que, mediante uma mudanca de escala pelo método da diagonal
limita a varia¢do do numero de condigdo, vantagem aproveitada por G. Bevlkin [03, 04,
05] na solugdo matricial do sistema linear. O método de Beylkin, no entanto, tem diversos
problemas praticos € € computacionalmente dificil. A transformada wavelet discreta
incompleta, que modifica o método de Berylkin, aproximando a transformada wavelet
discreta (completa), resolve as dificuldades e ¢ de facil implementagao computacional.
Especificamente, mostraremos mediante estudos experimentais, que, com O
precondicionamento decorrente da transformada wavelet discreta incompleta, aplicado ao
método do gradiente conjugado, os resultados numéricos confirmam os efeitos ¢

vantagens do método proposto.
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ABSTRACT

We present the incomplete discrete wavelet transform and we apply it for preconditioning
a system of linear equations, originated in the discretization of Poisson boundary
problems. Such systems can be solved by some iterative method, but the convergence
speed worsens quickly with the increase of the condition number of the coefficients
matrix, and that number increases exponentially with the number of discretization mesh
nodes. The wavelets preconditioning has the property that a diagonal rescaling bounds the
condition number, and G. Beylkin [03, 04, 05] took advantage of that in a matrix solver.
The Beylkin's method, however, has several practical problems and is computationally
difficult. The incomplete discrete wavelet transform, that modifies Bevlkin’s method
approximating the (complete) discrete wavelet transform, solves the difficulties. and is of
easy computational implementation. Specifically, we will show by experimental studies
that the incomplete discrete wavelet transform preconditioning, applied to the method of
conjugated gradient, produces numeric results that confirm the effects and advantages.
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Introducio

A necessidade de usar simulages numéricas vem crescendo muito em muitos campos da
engenharia. Uma das causas dessa tendéncia € o alto custo da realizagdo de experimentos
fisicos € o desenvolvimento de computadores cada vez mais potentes que permitem
rapidez nos resultados. Ainda assim, a maior parte do tempo consumido na analise desses
fendmenos € consumida durante a resolucdo das equagdes que os descrevem. Essas
equagdes sdo aproximadas e transformadas, por meio de um método de discretizagdo
adequado. em um grande sistema de equagdes lineares. Ao contrario do que ocorro com
as equagdes integrais, a discretizagdo de uma equagdo diferencial produz um sistema
esparso Ax =y com numero de condi¢do grande [03]. Entretanto, estudos mostram que ¢
numericamente importante um tal sistema em outro bem condicionado. O numero de
condicdo da matriz A mede a estabilidade do sistema. A velocidade de convergéncia
diminui com o crescimento do numero de condi¢io de A. Esse numero cresce
exponencialmente com o aumento do numero de pontos da malha de discretizacao. Por
esse motivo, mesmo com computadores de alto desempenho, se torna necessario o
desenvolvimento de novos algoritmos que diminuam o custo computacional.

Em um estudo, Beyklin [03] propds um novo algoritmo para resolver um sistema
linear, usando a transformada wavelet discreta que controla o crescimento do nimero de
condigdo da matriz do sistema. Outros pesquisadores [21, 36, 37] tém estudado o uso de
bases wavelet na solu¢do desses sistemas lineares. Como resultado desses estudos, foi
provado [21] que o uso de wavelets produz um sistema linear esparso, devido ao suporte
compacto das wavelets ¢ que, apos o precondicionamento, o0 nimero de condigao torna-se
aproximadamente independente do tamanho do problema, devido a estrutura de multi-
resolucéo.

Neste trabalho, apresentamos o precondicionamento do método do gradiente
conjugado, baseado em wavelets, como uma alternativa para a resolu¢do de uma classe

desses sistemas, comprovando que o uso da matriz precondicionadora com base wavelets



mantém a esparsidade da matriz e limita o nimero de condi¢do, o que diminui o tempo
computacional.

Organizamos nossa dissertagdo como segue. No capitulo 1, Apresentacio do
Problema, discutimos o sistema linear correspondente ao problema de contorno de
Poisson unidimensional e bidimensional, com algum comentario a respeito da teoria do
namero de condigdo. No capitulo 2, A Transformada Wavelet e Analise Multi-
resolu¢do, o mais longo, apresentamos alguns aspectos da teoria de wavelets necessarios
ao desenvolvimento desse trabalho: transformada wavelet continua, analise multi-
resolugao ¢ transformada wavelet discreta. O capitulo 3, Descricio do Método da
Transformada Wavelet Discreta Incompleta e Resultados Numéricos, contem uma
descrigao do precondicionamento e os resultados numéricos que confirmam os efeitos e
vantagens do método proposto. Nosso maior trabalho e maior originalidade concentram-
se precisamente nesse ultimo capitulo, onde tivemos que lidar com sistemas lineares de
grande porte, 0 que exigiu a estrutura¢do de algoritmos adequados, que implementamos
no MATLAB. Em particular, descobrimos que o produto de Kronecker (produto
tensorial. ou produto direto) € muito adequado para construir o caso bidimensional do

problema de Poisson, a partir de wavelets unidimensionais.



1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

Neste capitulo apresentamos principalmente os preliminares que interessam ao nosso
objetivo. Abordaremos a equagdo de Poisson unidimensional e bidimensional, algumas
consideragdes sobre nimero de condigdo e precondicionamento, uma breve justificativa
sobre o uso de wavelets no precondicionamento do sistema linear correspondente a uma
discretizagdo do problema de Poisson, bem como um estudo dos autovalores das matrizes
oriundas da discretizagdo das equagdes de Poisson unidimensionais ¢ bidimensionais.

A equagdo de Poisson ¢ outra, relacionada com ela, a equagdo de Laplace, surgem
em muitas aplicagoes, incluindo eletromagnetismo, mecanica dos fluidos, fluxo de calor,

difusdo e mecanica quantica, para enumerar algumas.
1.1 Problema de contorno de Poisson unidimensional

Seja a versao unidimensional da equagao de Poisson,

-d;(f)zf(x), 0<x<l, (1.1)

onde /¢ uma funcdo dada e v € a fungdo incognita que deve satisfazer também condigGes
de fronteira, de Dirichlet por exemplo, v(0) = v (1) = 0. Para uma solug¢do aproximada do
problema, o discretizamos e calculamos valores aproximados de v em N +2 pontos
igualmente espagados x; entre O e 1: ;= ik, onde 2 := 1/(N+1),ei=0,1,... N+l
Usaremos as notagdes v; := v(x;) e f; ;= f (x;). Para converter a equagdo diferencial (1.1) em
um sistema linear aproximativo com incognitas v;. v». . . . . v,. usando diferencas finitas

centrais, procedemos como segue.



dv(x) V=g
dx x=(1-0.5)h h

av(x) Yier — Vi
dx x=(i+0.5)h h

subtraindo a segunda aproxima¢do da primeira e dividindo por A, temos a derivada

segunda por diferencgas centrais

) d:vgx)l _ Vi TVer (1.2)
dx® h*

|x=3q

onde t,, chamado erro de truncamento, ¢, conforme podemos demonstrar, um

O[hz ]

Podemos escrever a equacdo (1.1) discretizada na forma

d*v

2 2
Vo + 2V —v=hf+h'T,

onde 7 = 1, 2, . . ., N. O conhecimento dos valores da fun¢do na fronteira implica N

equagdes lineares com N incognitas vy, . . . . Yy, Ou a equagio matricial

2 -1 - 0w J 4
-1 - e : ] A 2
Tev= . 5w e =h" ; +h g I (1.3)
0 -~ =1 2 |vy Far iy
ou ainda, compactamente,
TNV=h3f+h2‘t. (1.4)



Para resolver esse sistema, ignoramos T, pois ¢ insignificante comparado a f. e

obtemos
Tv=hf. (1.5)
A matriz dos coeficientes Ty ¢ uma matriz tridiagonal e desempenha papel central em

tudo que segue. No MATLAB 6.x € gerada com o comando gallery('tridiag',

N) . Examinaremos essa matriz em detalhes, posteriormente.
1.2 Problema de contorno de Poisson bidimensional
Seja a equacdo de Poisson bidimensional,

_Fv(x,y) _3v(x,y)

axi ayZ

=f(x») (1.6)

sobre o quadrado unitario {(x. ¥): 0 <x. ¥y < 1} com condi¢do de fronteira v(x. y) = 0.
Tomamos uma malha de pontos (x;, y;), com x;=ih, y,=ih, h=1/(N+1)ei,j = 0,1,2, ..
., N+ 1 (eventualmente o numero dos pontos x; pode ser diferente do nimero dos pontos
¥;). Semelhantemente ao que fizemos no caso unidimensional, pomos vy, := v(ih, jh) e f; ==
fh. jh), Fig. 1.1 (para N = 3).

h
«—>
=4
I

j=3

i=2

i=1

j=

=0 i=1 i=2 i=3 i=4

Fig. 1.1

A férmula (1.2) nos permite escrever

L



2
_a v(x:y) z i i-1.7 -vn-l,j (l ?)
a,xz h: E) -
x=x,y=y,
e
_ o*v(x, ») 2v; — Vi1 = Vi (1.8)
v | o h* ' )
x=x,y=y,
Adicionando essas duas aproximagdes, vem
B o*v(x,y) ~ o*v(x, y)| _ Ay =Viay=Viry ~Viga ~Viga s (1.9)
o » | .. L N
x=x,y=¥,

onde 1,€ O erro de truncamento, que ¢ um O( /#°). A cruz no meio da F ig. 1.1 conecta 5

nodos da malha. Das condi¢des de fronteira que tomamos resulta vo;= Vy+1; = Vio= Ve
= 0. Dessa forma, a equagdo (1.9) define um conjunto de N° equagdes lineares a N
incégnitas v, vindas de fazeri,j=1,2, .. ., N:

]

4vj; _vi—l,_; _vl+1,j - v:',j-l _vl._il"+| = hi.):}" (IIO)

A formula (1.10), por razdes obvias, € conhecida como a formula a diferencas de cinco
pontos.

Existem duas maneiras de escrever as N° equa¢des representadas pela equagio
(1.10) com uma tunica equacdo matricial. A primeira maneira ¢ dispor as incognitas v
como numa matriz quadrada V= [ v; ] de ordem N, e o lado direito, como uma matriz

quadrada #°F = [ A /], também de ordem N. A estratégia consiste em escrever a matriz

com elementos 4v, —v,, =V, =V, —V, ., na posicdo (i, j), dc uma forma simples,
em termos de V e Ty. Observemos que

2v§f = v:—I,_;' il vf+1,j = (T‘N V)g >

Iy =V — Wy = (VT );

Adicionando essas duas equagdes, obtemos



-V

i1y Y

(T,V+VTy), =4v, —v i = Vi =By =(FF)

=) i

ou
T,V + VT, =#’F. (1.11)

A segunda maneira de escrever as N? equagdes representadas por (1.10) como
uma equagdo matricial tnica é obtida dispondo os N elementos no segundo membro num
unico vetor-coluna. Isso requer a escolha de uma ordem para as incognitas. Nossa escolha

estd ilustrada na Fig. 1.2.

y

Vid Vn+) VN N+
2

Vol Vni2 VN N+ 2
W 2

VN, Van VN

Fig. 1.2 — Nimero e ordenagéao das incégnitas na equagiao de Poisson

1.2.1 Exemplo. Se tomamos N = 3, adotando a segunda maneira, a equagéo (1.10) gera

a equagdo matricial

4 -1 0 -1 0 0 0 0 O0fw A

1 4 -1 0 -1 0 0 0 Ofw 5

0 -1 4 0 0 -1 0 0 Ofw b

-1 0 0 4 -1 0 -1 0 0 :

T,v=[ 0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 =i u

0o 0 -1 0 -1 4 0 0 1

o 0 0 -1 0 0O 4 -1 0

0 0 0 0 -1 0 -1 4 —1ffv i
[0 0 0 0 0 -1 0 -1 4] v | /5]

Para um N geral, obtemos um sistema linear quadrado de ordem N?,



T.v=H1, (1.12)

onde T,.tem N blocos quadrados de ordem N do tipo Ty + 2l na diagonal principal e as

negativas —Iy das matrizes identidades nas subdiagonais inferior e superior:

el ‘ (1.13)

_IN

A matriz (1.13) € normalmente chamada de matriz de Poisson e, no MATLAB, € produzida

com o comando gallery ('poisson', N).

1.3 Numero de condicio de uma matriz e
convergéncia do método do gradiente conjugado

1.3.1 Numero de condi¢do. Teoricamente, para uma matriz quadrada A, existe uma
unica solugdo x do sistema linear Ax =y, para cada y. se ¢ somente se A ¢ uma matriz
inversivel. Entretanto, na pratica, existem aspectos importantes que sdo cruciais. Um

deles é o numero de condi¢do da matriz.

1.3.1.1 Exemplo. Consideremos o sistema linecar Ax =y, onde x.ye R’, e

o 595 -14.85
1198 -494 |

O determinante de A ¢é 0.01, diferente de zero, logo A ¢ inversivel. Para y = [3.05 1.02],
a solugdo x =[8 3]' é unica. Agora, tomando y'= [3 1], a nova solugdo é x' = [3 1"
Observemos que y ¢ y' sd3o proximos, mas as solugdes x e x' so muito diferentes. Um
sistema linear para o qual isto acontece ¢ dito mal-condicionado.

Para um sistema mal-condicionado, pequenos erros nos dados em y podem levar

a grandes erros na solugdo x. E indesejavel tomar isso em conta nas aplicagdes. porque



em todos os calculos com dados reais existem erros. seja devido aos arredondamentos e
truncamentos (visto que computadores podem calcular somente com um grau de precisdo
finito), seja devido as medicGes imperfeitas que produzem os dados. Uma solu¢do de um
sistema mal-condicionado pode ser nio-significativa fisicamente.

Voltemos ao nosso exemplo acima. Diagonalizando A, temos indicativos do que
ocorre. Vale Ax' = x', isto é, x" é um autovetor de A associado ao autovalor 1. O vetor x"'
=x-x"=[5 2] satisfaz Ax" = 0.01x"", de modo que x'"' € um autovetor de A. associado

ao autovalor 0.01. Entdo A ¢ semelhante a matriz diagonal

1 0
0 001}

Em particular, na direcio x'. A comporta-se como a matriz identidade:
perturbando y na dire¢do x', resulta a mesma perturbac¢do na solucdo x. Entretanto, na
direcdo x" A atua multiplicando por 0.01 os vetores; dessa forma, uma perturbacio de y
na dire¢do x'' produz uma perturbagdo na solugido 100 vezes maior de x. Essa diferenga

de comportamento de A nas diferentes dire¢Ges € a chave do problema. o

Uma conclusdo que poderia ser tirada do exemplo anterior € que uma maneira de
determinar se um sistema € mal-condicionado € olhar para o seu determinante ou para o
seu menor autovalor. Entretanto, isso ndo € correto, porque esses numeros nio
representam escala apropriada. Por exemplo, se multiplicarmos a matriz A do Exemplo
1.3.1.1 por 10, multiplicaremos cada autovalor por 10 e o determinante por 100, mas a
natureza basica da matriz nao muda. Isso sugere que devemos olhar para quantidades que
sdo invariantes com a escala. O numero de condigdo satisfaz essa propriedade. Ele,
juntamente com a distribuicdo dos autovalores da matriz e controla a velocidade de

convergéncia dos algoritmos iterativos para resolver sistemas lineares.

1.3.1.2 Definicdo. Seja A uma matriz quadrada inversivel. Definimos e denotamos o

nmimero de condigdo de A por

x(a)=[Af]Aa.



onde |A|=sup|Ax|. com |x|| ¢ a norma euclidiana em R" , ||x||= J(x_.x) = \/x,: Tk

se A ndo é inversivel, pomos k(A) = +o.

Poderiamos usar qualquer norma matricial na Defini¢do 1.3.1.2, ¢ mesmo dar
uma definicdo independente da norma, mas preferimos adotar a definicdo com a norma

euclidiana. Para ¢ # 0,

x(cA) =loAl(cA) | =leale A"

|=x(A).

isto é, o numero de condi¢do € invariante por multiplicagdo por escalar. Também, para

qualquer matnz quadrada A, x(A)=1.Para matrizes simétricas o nimero de condi¢do

pode ser calculado usando o Teorema seguinte [16] .

1.3.1.3 Teorema. Seja A uma matriz quadrada simétrica inversivel e

[Mmax := max {{Al: A e" um autovalor de A},

[l == min {m A e um autovalor de A}.

Entéo.

Al
qm:ﬁ.

O Teorema 1.3.1.3 vale para matrizes mais gerais, matrizes complexas A que
comutam com sua conjugada transposta, ditas matrizes normais, mas precisaremos apenas

do caso especial acima.

1.3.2 Analise da convergéncia do MGC. O método do gradiente conjugado (MGC)
¢ um dos métodos iterativos, que podemos utilizar para resolver o sistema linear
proveniente da discretizagdo da equa¢do de Poisson, cujas matrizes sdo simétricas
positivas definidas (SPD) (cf. Apéndice A) ¢ esparsas. O MGC na verdade ¢ um método
direto, pois. teoricamente, se o sistema ¢ quadrado de ordem N, apos exatamente N

iteragOes, apresenta a solucdo exata. Mas, por certas razdes (erros de computador,

i0



tamanho do sistema), ¢ considerado iterativo. Métodos iterativos ndo produzem a resposta
exata apés um numero finito de passos, porém o erro, até certo ponto. sofre redugio de
uma iteragao para a seguinte. O processo iterativo termina quando o erro € menor do que
um limite inferior pre-estabelecido. O erro final depende do numero de iteragdes
realizadas assim como das propriedades do método e do sistema linear.

Uma estimativa da razio de convergéncia do MGC é€ [25]
ka = x” <2d* "xo o x”A 2

onde

e A, ¢ A, sdo o menor € 0 maior autovalores, respectivamente (os autovalores de uma
matriz SPD sdo reais positivos).

Observamos que, se A € otimamente condicionada, isto é, se o namero de
condigdo k(A)=1, entdo a=0; e, ao contrario, quando K(A)—> o, entao o —> 1.
Portanto, quanto mais mal-condicionada é a matriz A, mais lenta ¢ a convergéncia do
MGC.

A analise do nimero de condi¢do ndo explica totalmente o comportamento da
convergéncia do MGC. O exemplo a seguir mostra que a distribui¢do dos autovalores da

matriz dos coeficientes de um sistema linear influencia a convergéncia do MGC.

1.3.1.2 Exemplo. Seja Asss.256 @ matriz oriunda da discretizagao da equagdo de Poisson
bidimensional, ¢ D; uma matriz diagonal, com a mesma ordem de A, com i autovalores
distintos, construida de tal forma que tenha o maior ¢ o menor autovalores iguais,

respectivamente, a0 maior e ao menor autovalores de A, vindo entdo x(A)=x(D,). A

Tabela 1.1 apresenta o namero de itera¢des necessarias para a convergéncia do MGC.

Tabela 1. 1 — Niimero necessario de iteragdes para a convergéncia do MGC

D; | Ds | D; | Ds [D; | D5 | A

Numero de iteracoes | 3 5 2 9 IL. | 25 | 25
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Uma conclusdo, a partir dos resultados da Tabela 1.1, é que a taxa de convergén-
cia do MGC nido decorre apenas do nimero de condigdo da matriz; a distribui¢do dos

autovalores também ¢ fator importante nessa analise. [J

1.4 Estudo dos autovalores da matriz Ty

1.4.1 Lema. Os autovalores de Ty sdo

A =2|1-cos i ],
/ N+1

e os correspondentes autovelores sdo z, =z, ],com

2n Jjk .
= sen v K J =10 2006 Ve
W NN+ (NH] /

Além disso, z;sdo vetores ortonormais.

A— ; - = ) Y Y !I_ g | e e — -
% RN SN AN S NN S
aloo
oo | FETRERESR .....

b e T R R e R e |
T T ....... y " S a

| N T T G- ]
o , |

0 5 10 15 20

Fig. 1.3 — Autovalores da matriz Tz
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Fig. 1.3 — Autovalores da matriz T

O Lema 1.4.1 pode ser facilmente demonstrado por meio de identidades trigonométricas.

Em conseqiiéncia desse lema. tomando as matrizes Z = [z; 2z . . . zy] €

A =diag(%,.....1, ), podemos escrever T, = ZAZ'. O maior autovalor é

Ay = 2[1—cos b

J%4, se ¢ N ¢ grande.
+1

O menor autovalor ¢ ,. Para valores de / pequenos,

).,.=2[1—cos = ]zz T =( . J
N+1 2(N+1)° N+1

Assim, Ty € positiva definida com niimero de condi¢do

31 & ﬂ:l—)z, para N grande.
x; 3

A Fig. 1.3 apresenta geometricamente os autovalores de Tso. Os autovetores sio
senoidais, com frequéncias baixas para j proximo de 1. e altas paraj proximo de N, como
mostra a Fig. 1.4 (caso unidimensional N = 30).

Examinemos agora o caso bidimensional no que toca a determina¢do dos
autovalores ¢ autovetores da matriz dos coeficientes do sistema linear que discretiza a
equagdo de Poisson, usando-o na forma (1.11). Ainda que nessa forma basta determinar
os autovalores e autovetores da matriz subjacente A, do sistema escrito na forma usual Ax

= b, porque "Ax = Ax" ¢ o0 mesmo que "TyV+VTy= AV". Sejam, entdo, (A.z;) ¢

(A,,z,) dois autopares de Ty, isto ¢, Tyz, =Az.e Tyz, =2z

e ol -
;Z,eseja V=zz. Entdo

EV4V = (TNzl)z; +2, (z‘jT_\.)
=(Az)z; +z, (z;lj)

= (7&., - l_,)z,.z:

=(A+2,)V, (1.14)



de forma que V =z;z; ¢ um autovetor associado ao autovalor A, +2,. Como V possui N’
elementos, havera N’ autopares, um para cada par de autovalores A, e A , (arranjos com

repetigdo de N’ elementos 2 a 2), de Ty. Em particular o menor autovalor é 2\, e o maior

0.4, 0.4 ;
o ke sl g | 0:2 g ;.. .......... £ty
0.2 0 . Fsisausmeiiiess ]
' 3 '
0.1 - | i) baamnnaad s SR _
0 L — 0 — J ) S 1 S— 1 I _i
0 1 20 30 10 20 30

0.4 r ,. ._ 0.4
7 I I8 M : ! } A 0:2 by b
i 1 .. ¢
L | \ A
0 f i ittt L L | i W, i i

#i | i i y

B W ] SSRGS PR . 0.2 L o | L | =

04l i i = 7 ) . I S|
10 20 30 0 10 20 30

Fig. 1.4 — Autfovetores de ordem 1, 3, 28 e 30 (ordem crescente dos autovalores associ-
ados) da matriz Tap.

2h,, de maneira que o niimero de condigdo € o mesmo do caso unidimensional. Assim,

como os autovalores e autovetores de 4T, sdo boas aproximagdes para os autovalores e
autofungdes do operador diferencial de Poisson unidimensional (laplaciano), o mesmo
acontece para o laplaciano bidimensional, cujos autovalores e autofungdes sao [13] reve-

lados pela igualdade

i 2
[—-;,- - g)—,Jsen(iux)scn( jmy) = (7* + j*n?)sen(imx)sen(jmy).
= 2

A Fig. 1.5 ilustra geometricamente o comportamento de dois autovetores do caso

bidimensional N = 10, com as curvas de nivel.



Fig. 1.5 — Dois autovetores de T2.

1.5 Gerag¢ao da matriz de Poisson por meio do
produto de Kronecker

Apresentamos aqui uma maneira sistematica de deduzir as equagdes (1.12) e (1.13) bem

como de calcular os autovalores e autovetores de T, .

1.5.1 Defini¢ao. Seja X uma matriz de ordem m por n. Entdo vec(X) é um vetor coluna
com m.n elementos, formado pelas colunas de X colocadas umas sobre as outras, toma-
das da esquerda para a direita.

Observemos que o vetor v, representado na Fig. 1.2, é o vetor v = vec(V).

1.5.2 Defini¢do. Seja A = [ a;, | uma matriz de ordem m por n e B = b; ), uma matriz

de ordem p por q. O produto de Kronecker de A e B, nessa ordem, é a matriz de ordem

15



mp por nq, denotada e definida por

A®B:=

1.5.3 Exemplo. Se

>
1l

I:al 1 a1'2 al3 ] B = 1:bll b12 }
A, Qp QA b,, b,
entdo

A®B= :|

bl 1 bl2 bl 1 b12 a bl 1 blﬁ

— a b2‘1 b22 b b?l b’.?2 " b21 b22
a21 I:bll b12:| anlibll b12j| 0.23 |:bll b12:|

bQI b22 b21 b2‘2 b21 b22

al 1b11 al lblg al'zbf. I aIQbIQ al3bli a13b12
a,b,, a;b,, a,b, a,b, a;b, a;b,
a?lbll a21b12 aZle 1 aﬂblg a23b1 1 a'23 bl? ’
| @y,b,, auby, ayb, ayb, ayb, ayb,,

O MATLAB realiza esse produto, também chamado produto tensorial, ou produto

direto, através do comando kron (A, B).

1.5.4 Lema. Sdo validos os seguintes fatos sobre o produto de Kronecker.

1. Sejam os produtos AC e AB bem definidos. Entdo

(A®B)(C®D)=(AC)®(BD).

16



2. Se A e B sdo inversiveis, entdo (A ® B)*1 =A"@B™?,

3. (A®B) =A"®B"

A prova do Lema 154 pode ser encontrada em [26]. O seguinte lema,
demonstrado em [13], mostra-nos como escrever a equa¢do de Poisson em termos do

produto de Kronecker e do operador vec( . ).

1.5.5 Lema. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem m e n, respectivamente, e X,

uma matriz de ordem por m. Vale o seguinte:
1. vec(AX) =(I,® A)-vec(X);
2. vec(XB) =(B' ®1_)-vee(X):

3. a equagdo de Poisson discretizada, TyV + VT, = h’F é equivalente a
T.vee(V) = (I,® Ty, + T®I, )vec(V) = i°F. (1.15)
Dessa forma, podemos confirmar que a expressdo

T, =1, ®T, +T, ®I,

da igualdade (1.15) concorda com a igualdade (1.13).
Podemos calcular os autovalores das matrizes definidas pelo produto de

Kronecker. como a matriz T_., com base no Lema 1.5.4 ¢ na proposi¢do a seguir.

1.5.6 Proposi¢io Seja T, =ZAZ' a decomposicdo espectral de Ty,
onde Z = [z, zx] é a matriz ortogonal, cujas colunas sdo autovetores, e

A =diag[x, ... A, ]. Entdo a decomposicdo espectral de T, =I®T +T;®I é
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IRT, +T, ®I=(ZOZ)(I®A+ARI)(ZB®Z) . (1.16)

A matriz 1® A+ A®1 é uma matriz diagonal, que tem como (N + j)*™ elemento

diagonal o (i, j)¥™

autovalor de T... sendo este autovalor A,=A,+\,. A matriz
Z®Z ¢ uma matriz ortogonal, cuja (iN + j)“™ coluna, o autovetor associado a A, €

zi@'zj.

Prova. Das partes 1 ¢ 3 do Lema 1.5.4, temos que Z® Z ¢ ortogonal, uma vez que
(z©Z)(z®Z) =(20Z)(2'®2')=(ZZ2')®(ZZ')=1®1=1.  Podemos, entio,
verificar a equagdo (1.16):

(ZOZ)(I®A+ARI)(ZRZ)

=(Z®Z)(I®A+A®I)(2'®Z)
=(z12')® (2AZ") +(2AZ') @ (Z1Z")
=I®T, +T, ®I

=T,

A segunda igualdade resulta da parte 3 do Lema 1.6.4 ¢ a pentiltima, da parte 1 do mesmo

lema. Também podemos verificar que I® A+ A®I¢é diagonal. com elementos
diagonais na posigdo (iN+j), dado por A, =2, +A , de forma que a equagdo (1.16) ¢
realmente a decomposi¢ao espectral de T,.. Finalmente, da definicio do produto de

Kronecker, podemos ver que a coluna iN+jde Z®Z¢é z®z,. 0

~ . t t .z =~
Confirmamos, entdo. a igualdade z® z;=vec(z;z;), onde z;z, ¢ a expressdo

usada para um autovetor em (1.14).

De maneira similar, a equagdo de Poisson tridimensional conduz a

T, =T,®L Ol +1, @T,®L, +I,®I, ®T,

cujos autovalores sdo todas as possiveis somas de trés autovalores de Ty . € os
autovetores sdo as colunas de Z®Z® Z . Para dimensdes maiores da equacdo de

Poisson a representagdo ¢ analoga.
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1.6 Precondicionamento

A palavra precondicionamento originou-s¢ com Turing, em 1948, ¢ algumas das
primeiras contribui¢des no contexto de iteragdes matriciais sio devidas a Hestens, Engel.
Wacgpress, Evans e Axelsson [25.40]. A idéia tornou-se famosa nos anos 70 com a
introducdo da fatoragdo incompleta por Mujirink ¢ Van de Vorst [25].

Na Secdo 1.3 vimos que a convergéncia do MGC depende do numero de
condi¢cio de A, ou, mais exatamente, da distribuicdo de seus autovalores. Conforme
explicamos, um numero de condigdo pequeno (proximo de 1) € desejavel. Se o numero de
condi¢do ¢ grande, para melhorar o condicionamento de A, isto ¢, para precondicionar A,
devemos substituir o sistema linear Ax =y por um sistema M "Ax = My, onde M ¢ uma

aproximacao de A tal que

1. MéSPD,
2. M'A ¢ mais bem-condicionada que A ou possui poucos autovalores
distintos,

3. Mx =y é facil de resolver.

Uma escolha criteriosa de M pode tomar o nimero de condigio de M™A muito
menor do que o nimero de condigdo de A e assim acelerar grandemente a convergéncia.
De fato, um bom precondicionador é freqgilentemente necessario para que haja
convergéncia de um método iterativo. Como conseqiiéncia desse fato, muita pesquisa
atual sobre métodos iterativos estd direcionada a procura de melhores
precondicionadores.

O objetivo principal de nosso trabalho € exatamente apresentar uma matriz
precondicionadora, baseada em wavelets, para a equacdo de Poisson discretizada.

Wavelets constituem uma das mais importantes novas técnicas matematicas para
descrever funcdes e analisar dados continuos, derivados dos mais diferentes tipos de
sinais. Publica¢des sobre o assunto exibem uma grande variedade de aplicagdes da teoria
de wavelets. Diversos estudos sobre wavelets demonstram sua aplicabilidade na analise
numérica de problemas relacionados as equagdes diferenciais. Algumas das principais
referéncias para esse ponto sdo [02, 03, 04, 05, 10, 21, 23, 36, 37]. Esses estudos
apresentam a constru¢do de eficientes precondicionadores para sistemas lineares com

base na transformada wavelet discreta (TWD).
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2. TRANSFORMADA WAVELET E
ANALISE MULTI-RESOLUCAO

Neste capitulo abordamos wavelets e analise multi-resolu¢ao (AMR), topico central da
teoria de wavelets, necessaria ao desenvolvimento deste trabalho. O capitulo esta
organizado da seguinte forma: inicialmente apresentamos um breve historico sobre a
teoria de wavelets e apos introduzimos a transformada wavelet continua; em seguida,
discutimos algumas propriedades ¢ definimos a fungdo wavelet a partir do conceito de
AMR. Também abordamos a TWD e as relagcdes com bancos de filtros, bem como

wavelets bidimensionais,
2.1 Breve historico de wavelets

Historicamente, a teoria de wavelets apresenta muitas origens diferentes. Antes de
1930, o principal ramo da matematica que levou as wavelets teve inicio com Joseph
Fourier (1807) em sua teoria sobre analise de freqiéncias, hoje referida como sintese
de Founer. Fourier afirmou (com palavras diferentes) que qualquer funcdo f com

periodo 2w é a soma
o
a,+» (a, coskx +b,senkx)
k=1

de sua série de Fourier. Os coeficientes ao, a; e b, sdo calculados por
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6= | F()de, @, = | Fx)costi)dx ¢ b, =~ | f(x)sen(iards.
2ny Ty Ty

A afirmacdo de Fourier teve um papel essencial na evolug¢do das idé€ias que os
matematicos tinham sobre fungdes, abrindo a porta para um novo universo funcional.
Apos 1807, explorando o significado das fungdes, a convergéncia das séries de Fourier
¢ sistemas ortogonais, os matematicos foram, gradativamente. levados da nogdo inicial
de analise de frequiéncias para a nogao de analise de escalas.

A primeira men¢do sobre wavelets apareceu no apéndice da tese de A. Haar,
em 1909. Uma propriedade das wavelets de Haar € ter suporte compacto, o que
significa que desaparecem fora de um intervalo limitado. Infelizmente, as wavelets de
Haar nio sio continuamente diferenciaveis, ndo sdo sequer diferenciaveis, o que limita
suas aplicacbes.

A formalizac¢do da teoria de wavelets ocorreu recentemente, na década de 80,
com base na generalizagdo de conceitos ja conhecidos, oriundos de diversos campos
de pesquisa, como geofisica, analise ¢ compressdo de sinais, fisica ¢ matematica.
Desde entdo, a teoria de wavelets tem atraido a atenc¢do de diversos pesquisadores,
encontrando aplicagdes em diferentes areas, particularmente em processamento
computacional de imagens e visdo.

O termo wavelets foi introduzido por J. Morlet, ¢ a base matematica de suas
idéias foi formalizada pelo fisico tedrico Alex Grossmann [01, 12, 20]. Os dados
sismicos estudados por Morlet exibiam conteidos de freqiiéncia que mudavam
rapidamente com o tempo, para os quais a transformada de Fourier (TF) ndo era
adequada como ferramenta de analise, pois essa ndao permite uma analise local do
conteido de freqiéncia do sinal. Eventos que venham a ocorrer em intervalos de
tempo distintos, € mesmo bastante remotos entre si, contribuem de maneira global
para a transformada, afetando a representagdo como um todo. Wavelets tém
demonstrado ser uma ferramenta potente para a representacdo e aproximagido de
fungdes e distribuigdes de Laurent. Bases de wavelets sdo particularmente bem
adaptadas para aplicagdo na solugcdo numérica de equagdes diferenciais parciais,
especialmente quando as solugdes apresentam singularidades, sendo assim uma
alternativa para o classico método de Fourier. Pesquisas recentes t€ém demonstrado
que, em muitos casos, wavelets podem levar a algoritmos mais eficientes
[03.04,21,36,37].

21



2.2 Transformada wavelet continua
A transformada wavelet continua (TWC) de uma fungio f € I’ (R) ¢ definida por

W.(f )= [ f (T _(x)dx, @1

onde a barra denota complexo conjugado ¢ as fungdes w_sdo definidas abaixo.
Entretanto, a maioria das wavelets é de valores reais. A transformada wavelet TW usa
tipicamente translagdes ¢ dilatagdes de uma fungdo fixa y e L' (R), a wavelet-mae, ou
simplesmente wavelet. No caso da TWC. os parametros de translagdo e dilatagao
variam continuamente. Especificamente, a transformada usa as fungdes wy_, definidas

por

v (x) =—IJ—Iq:(E), com 5,7€ R, s 20, 2.2)
s s

onde s ¢ o fator de escala, T ¢ o fator de translagdo ¢ |s|"* é o fator de normalizagio,
cujo efeito é produzir em L* uma norma constante para essas fungdes. E importante
observar que a funcdo wavelet em (2.2) ndo é especificada. Essa ¢ uma importante
diferenca entre a TW e a TF ou outras transformadas. A teoria da TW lida com
propriedades gerais das wavelets e da TW, definindo uma estrutura na qual podemos

construir bases wavelets com caracteristicas especificas para cada aplicagéo.

2.2.1 Propriedades

2.2.1.1 Condicio de admissibilidade. Podemos mostrar [30] que qualquer funcao

que satisfaz a condicdo de admissibilidade

B, I %&, <o, 2.3)
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pode ser usada para decompor e, entdo, reconstruir uma fun¢do, sem que nenhuma
informacdo seja perdida durante a transformacdo ( (2.3) é o requisito para que a
resolucdo da identidade, que mostra a conservagdo da energia nos dominios tempo ¢
tempo-escala seja satisfeita). Essa condigdo implica que a TF W de w degenera para

freqiiéncia nula, isto &,

(0 =0. (2.4)

Se W € continua, entdo Y(0)=0, isto é, o valor médio da wavelet no dominio

temporal também deve ser zero,

[ wixyax =o. 2.5)

Geometricamente, essa condi¢do estabelece que o grafico da fung¢do y deve oscilar,

para cancelar os valores positivos e negativos das areas, de forma que a integral em

(2.5) resulte nula.

Fig. 2.1 — Exemplo do grafico de uma wavelet

Da conservagido de energia, dada pela condi¢do de admissibilidade, temos que a TWC

W(s,1) ¢ inversivel, ¢ a transformada inversa /¢ definida por

s ds d
F@=—[ [ W ow. = 2.6)

W g —a



2.2.1.2 Condicdes de regularidade. A TW de uma fungio unidimensional ¢
bidimensional; a TW de uma fungdo bidimensional ¢ quadridimensional.
Conseqiientemente, temos uma alta densidade da sampling' no espago tempo-escala
(redundancia). Com o objetivo de que o numero de coeficientes da TW diminua
rapidamente com o aumento de 1/s, sdo impostas algumas condi¢des de regularidade
sobre a fungdo wy: a fungdo y ¢ sua TW devem ter alguma suavidade e boa
localizagao em ambos os dominios de tempo e freqiiéncia. Sabemos [30] que uma
rapido decréscimo do numero de coeficientes da TW corresponde a localizagdo de
no dominio das frequéncias. Para examinarmos esse fato, tomemos 1t=0 ¢
consideremos a convergéncia da seqiiéncia dos coeficientes da TW para zero com o
crescimento de 1/s.

Se f(x)foi expandida em termos da série de Taylor em r = 0 até a ordem n,

teremos

W(s,O):%[Zf(“(O) Igw(f}&+0(n+1) , @.7)

p=0

onde O(n +1) € o resto da expansdo. Denotamos ¢ definimos os momentos de ordem p

da wavelet por

M,= j xPy(x)dkx. (2.8)

Temos entdo o desenvolvimento finito de (2.7),

W(s,O):-—\/In;—l:f(OWns+f;(IO)Mls2+ f;(IO)M253+...+fuT]l(m-Mns”*I+0(s"'2)}. (2.9)

! Ndo traduzimos a palavra sample e sua cognatas, como sampling, downsampling, etc.
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De acordo com a condi¢do de admissibilidade, temos que M, = 0, € por isso o primeiro
termo da expansdo dentro do colchete em (2.9) é zero. Assim a taxa de decaimento
dos coeficientes da TW com o crescimento de 1/s é determinada pelo primeiro
momento ndo-nulo da wavelet basica. Se os primeiros # + 1 momentos, ou seja, os

momentos até a ordem #. sdo nulos,
M, :Ix*’t.p(x)dxz(], p=0,12 ...n (2.10)

vem de (2.9) que o numero de coeficientes da TW decai com a mesma rapidez que
™, para uma fungio f suave. Entdo, a regularidade da wavelet leva a localizagio da
TW no dominio da freqiiéncia. Na literatura, isso ¢ conhecido como niumero de
momentos nulos ou ordem de aproximag¢do. Em outras palavras, dizer que uma fungéo
wavelet possui » momentos nulos (os » primeiros) é o mesmo que dizer que a ordem
de aproximacdo da TW ¢ n.

A ordem de regularidade de uma wavelet ¢ o nimero de suas derivadas
continuas; para ter regularidade maior que », uma wavelet deve ter pelo menos 1 + 1
momentos nulos [20].

O efeito pratico dos momentos nulos € concentrar a informacgio de uma fungio
em um relativamente pequeno numero de coeficientes. Conforme demonstrado por
Daubechies [11], se uma wavelet possui M momentos nulos, entao seu suporte deve
ser, pelo menos, o intervalo [0 ; 2A4-1] e, aumentando o tamanho do suporte, aumenta
o calculo. O namero de momentos nulos adequado depende da aplicacdo.

Entre as wavelets ortogonais, as wavelets de Daubechies sao as que produzem
0 menor suporte possivel para um dado nimero de momentos nulos. Uma relagio
ainda melhor entre o tamanho do suporte ¢ o nimero de momentos nulos pode ser
obtida com multiwavelets [20].

Em nosso estudo no Capitulo 3 utilizamos wavelets de Daubechies com até 3
momentos nulos, com 0 que obtemos os melhores resultados.

Como conseqiiéncia da condigdo de admissibilidade, o grafico de uma w

deve ter a forma de uma onda, em inglés, wave. Das condi¢des de regularidade temos
o rapido decaimento do numero de coeficientes ndo-nulos, dai o sufixo /et do
diminutivo. Essas caracteristicas justificam o nome wavelet (pequena onda, em
francés. ondellete).



2.3 Transformada wavelet discreta e frames

Conforme comentamos na se¢@o anterior, para a maioria das aplicagdes, o objetivo €
representar a fungdo eficientemente com um minimo de coeficientes possivel. Entdo €

interessante encontrar transformadas inversas que ndo utilizem W (s,t) sobre toda a

extensdo do campo de variagdo de s e 1. Usando a teoria de frames [06], é possivel
estudar o caso onde somente valores discretos de s ¢ t sdo considerados. O uso de
wavelets discretas reduz o produto tempo-escala (que produz no numero de
coeficientes) resultante da transformada wavelet.

Obtemos uma wavelet discreta tomando a wavelet continua com valores

discretos para os parametros de mudanga de escala (dilatagdo) s e de translagdo t, que
podem ser expressos como s=s] € T=k1,s] ., onde 7 ¢ k sdo inteiros € o > 1 é um
passo fixo de dilatagdo. O fator de translagdo t=k1,s] depende do passo de dilatacdo

s3. A wavelet discreta correspondente a (2.2) do caso continuo € dada por

. (x) = sg-’”w(sgf (x—k,s] ))
(2.11)

- s,;-’"’eq;(sgfx— k‘to)‘

O comportamento das wavelets discretas depende dos pardmetros s,e T,.
Quando o valor de s, € proximo de 1 ¢ o valor de 1, € pequeno. a wavelet discreta €
aproximadamente a wavelet continua. A escolha mais comum ¢ usar uma grade

diadica: s, =2 e 1, =1. Nesse caso, a igualdade (2.11) fica
Wy, (x) =272 g2 x — k). 2.12)

Onginalmente, ¢ a transformada que usa somente valores diadicos para s € t que foi
denominada transformada wavelet discreta. Hoje, entretanto, esse termo ¢ ambiguo,
uma vez que também ¢ usado para designar a operagdo, € o proprio resultado, que
transforma a seqiiéncia dos coeficientes da fungdo de escala em coeficientes da

wavelet.
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2.3.1 Frames

A teoria de frames prové uma linguagem para descrever a completude, a estabilidade e
a redundincia de todo tipo de transformadas discretas — incluindo transformadas
ortogonais ¢ biortogonais como casos especiais. Foi originalmente desenvolvida em
1952 por Duffin e Schaeffer; mais recentemente, outros pesquisadores, notadamente
Ingrid Daubechies, tém mostrado como essa teoria se aplica as wavelets [20].

Com base de wavelets discretas, uma fungdo continua /¢ decomposta em uma

sequéncia de coeficientes de wavelet
[ Few@)ax=(fw,). (2.13)

Em (2.13) o simbolo (+,+) indica produto interno em L°. Uma questdo importante é

saber quao bem uma funcdo f pode ser reconstruida a partir dos coeficientes da

wavelet discreta:
FE) =AY 5 (fv5) V), (2.14)

onde A € uma constante que nao depende de /. Como ja comentamos, se o valor de s, €
proximo de 1 ¢ o valor de 1, ¢ suficientemente pequeno, a wavelet discreta aproxima
a wavelet continua. A reconstrugdo € obtida, aproximadamente, pela Transformada
Wavelet Inversa (TWI). Nesse caso, a reconstrucdo da fun¢do ndo apresenta nenhuma
outra restri¢do, além da condicdo de admissibilidade da wavelet. Por outro lado, se a
sampling é esparsa, como no caso da grade diadica, a reconstru¢ao somente € obtida
para escolhas especiais da wavelet.

A teoria de frames prové uma estrutura geral que cobre essas duas situacdes
extremas. Ela permite um equilibrio entre a redundancia e as restricdes sobre a
wavelet, para trabalhar com esquemas de reconstru¢do. Se desejamos redundancia
grande, entdio sdo impostas restri¢des brandas sobre a wavelet basica. Se desejamos
redundancia pequena, entdo a base de fungdes wavelet é muito restrita.

Daubechies [11] mostra que a condi¢cdo necessaria ¢ suficiente para uma

reconstrugao estavel de uma fungdo f a partir de seus coeficientes wavelet ( fy M} €



que

Al < T vl <BIAT

JheZ

O conjunto {\pﬂc D ke Z} constitui uma frame. As constantes 4 > 0 e B < ~ oo sdo

chamadas limitantes da frame e | f| ¢ a energia de /. A exatiddo da reconstrugdo ¢

controlada pelos limitantes da frame que, conforme demonstrado por Daubechies [11],

podem ser calculados a partir de s, ¢ t,¢ da fungdo basica .

2.3.1.1 Proposicao. Num espaco de Hilbert, se {l]! xJs K EZ} é uma frame, e as

fungdes v ;. sdo linearmente independentes, ent@o {\y wiJike Z} constitui uma base
de Riesz [32]

2.3.1.2 Proposigao. Se {\yﬂ( :j, ke Z} ¢ uma base de Riesz, com A =B =1 e se

”q.f k ” =1 paratodo j, k € Z, entdo {w PR A= Z} ¢ uma base ortonormal [11].

Com wavelets ortonormais conseguimos eliminar completamente a
redundancia da TWC. Apesar disso, a ortogonalidade ndo ¢ essencial na representagio
de fungdes. Em algumas aplicagdes a redundincia é desejavel, pois pode ajudar a
reduzir a sensibilidade ao ruido. ou melhorar a invariancia por translacio da
transformada. Esta é uma das desvantagens das wavelets discretas: a transformada
wavelet de um sinal e a transformada wavelet de uma versao da translagdo no tempo

desse sinal ndo sdo simplesmente versoes transladadas de cada uma.

2.4 Anailise multi-resolucio

Nossa percepgdo do mundo é feita em diferentes escalas. apropriadas a cada tipo de
observacdo. A escala deve ser adequada para entendermos os diferentes detalhes que

precisamos. Por exemplo, quando precisamos representar um objeto, tentamos usar



uma escala em que os detalhes importantes possam ser descritos na representagdo. Os
mapas sao exemplos tipicos do uso de escalas. Com escalas pequenas podemos
observar apenas caracteristicas macroscopicas das regides mapeadas. Escalas maiores
apresentam mais detalhes. melhor defini¢gdo dos contornos das regides representadas.
A representagdo multi-resolucdo ¢ um modelo matematico adequado para representar
o universo fisico em escala.

Oriundos de diferentes areas, matematica pura e visdo computacional,
Stéphane Mallat e Yves Meyer desenvolveram a teoria da multi-resolul¢@o. Essa teona
popularizou a idéia de analisar imagens em diferentes niveis de resolu¢do, onde cada
resolu¢do ¢ diferenciada por um fator 2 daquela do nivel imediatamente anterior.
Outro resultado dessa teoria € a teoria matematica de wavelets ortogonais. Nessa
abordagem. a wavelet ¢ criada por outra fungdo. a funcdo de escala, que fornece uma
séric de representagdes da funcdo. Numa diregdo, essas sucessivas representacdes
aproximam a fungdo original com precisdo cada vez melhor. Na outra diregdo,

aproximam o zero, contendo cada vez menos informagio.

Uma AMR de I’(R) é definida como uma seqiiéncia de subespagos

encaixados ¥, < L'(R) que satisfaz as seguintes propriedades:

I J=1z

n v, =I®);

JEZ

m. (|, =10}

JjeZ
IV. f(x)eV, < f(2x)eV,;
V. f(x)eV, < f(x-k)eV,;

VI. Existe uma fungdio de escala ¢ € ¥, tal que o conjunto {¢,, ‘k€Z} de

fun¢des forma uma base ortonormal de V5,



Seguem algumas simples observacdes a respeito dessa definicio de AMR.

Definimos £,  como sendo o operador proje¢do ortogonal sobre V. Entdo, das

condigdes I e II temos, para toda f € L*(R).
JIEEL ij =7,
isto €. a medida que a escala se torna mais fina, obtemos uma melhor representagdo da

fungdo /. Na Fig. 2.2 visualizamos uma funcdo f e suas aproximagdes nos espagos de

escala V., V; e V) da representagao multi-resolu¢do de Haar.

f(x) v

Fig. 2.2 - Aproximagdes de uma fun¢ao em escalas diferentes

Por I os detalhes de uma fungdo. que aparecem na escala 2/, devem aparecer

certamente quando representamos essa fungdo usando uma escala mais fina 2”'. Dada
uma fungdio f e I*(R), um requisito natural é que f(x) eV, <> f(2x) eV, . De fato,
mudando a escala por um fator 2, o suporte de f ¢ reduzido por um fator 2 (cf.
Fig.2.3). Aplicando sucessivamente esse procedimento, obtemos o requisito IV da

AMR, que implica que todos os espagos sdo versdes em diferentes escalas do espago

V5. A condicdo V mostra a invaridncia de ¥, sob translacées. Essa condigdo. junto com

a condigao IV, implica que f € V, < f(x=2k)e l’/J paratodo jeZ.
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2.4.1 A fungdo de escala. Uma vez que gl <V . ¢ a seqiiéncia (cp_,ﬂ) forma uma

base ortonormal em V,, entdo

fix) f{2x)

0 0!
-10 0 10 10 -5 0 5 1«
Fig. 2.3 — Mudanga de escala por um fator 2

e=>ho, .

h={9.9.,,)

>l =1,
neZ
que pode também ser escrita na forma

@) =23 b @(2x - n),

ou

(2.13)

(2.16)

(2.17)

(2.18)
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HO) =T e /2, 2.19)

A convergéncia das duas ltimas séries é no sentido do L?.

A formula (2.19) pode ser escrita assim:

ME) =my(5/2)H(E/2), (2.20)
onde
m, (&) = %Zhne‘“’*. (2.21)

Em (2.20) a igualdade se verifica ponto a ponto quase em toda parte. Nao € dificil ver
que a m, ¢ uma funcdo periddica com periodo 27.
A (2.18) € conhecida por diversos nomes: equagdo de refinamento, equacdo

de dilatagdo ¢ equacdo a diferencas de escala dupla. Usaremos a primeira designagao.

Segue de IV e VI que {(pjk ke Z}, com
@ (x)=2"2p(27x~k), (2.22)

forma uma base ortonormal de ¥, para todo jeZ. Contudo essa condi¢do pode ser
relaxada: {q)_,.k ke Z} forma uma base de Riesz de ¥}, para todo j€Z, o que ¢ uma

condi¢do menos restritiva.
A fungdo de escala ¢, sob condi¢des bem gerais, univocamente definida por

sua equacao de refinamento com a normalizacdo

Tcp(x)dx=l.

Em muitos casos. ndo temos uma expressao explicita para ¢. Entretanto,

existem algoritmos rapidos que usam a equagdo de refinamento para avaliar a fung¢ao

(V5]
b2



de escala ¢ nos pontos diadicos x=2"k, j,k€Z. Em muitas aplicagdes nio ha
necessidade da fungdo de escala; trabalhamos diretamente com a sequéncia ( /).

Os espagos V; sdo usados para aproximar fungdes gerais. Isso é feito pela

defini¢ao de proje¢des apropriadas sobre esses espacos. Uma vez que a unido de todos

os ¥V, é densa em L'(R), qualquer fun¢do de L* pode ser aproximada por tais

projecoes.

Para que possamos aproximar desde as fungdes mais simples por meio do
conjunto {@(x—k):k € Z}, ¢ natural supor que a fungio de escala e suas translagdes

formem uma parti¢do da unidade, ou, em outras palavras,

VxeR, D @x-k)=1.
k
Observemos que, pela formula de somagdo de Poisson [32]

2% S Genk)= Y Gn) (2.23)
k=

)
a parti¢do da unidade é equivalente a
P(2nk)=5,, keZ. (2.24)
onde & ¢ o delta de Kronecker.

2.4.2 A funcdo wavelet. Se as condigoes da AMR sdo satisfeitas, entdo existe uma

base de wavelets ortonormal {W_,-k j.ke Z} de I’(R). sendo
v, (x) =27 y(27 x k), (2.25)

que pode ser construida por meio da AMR. Para todo jeZ, definimos W, como

sendo o complemento ortogonal de ¥; em V.4, isto €,

V.=V,eW, (2.26)

e
ld



O espago W, contém os detalhes de informagdo necessarios para ir de uma
aproximagio de resolugdo j a uma aproximagio de resolugo j-1. E imediato verificar

que W; é ortogonal a W}, se j=k. Conseqiientemente, fixando J € Z, j <J , temos

J=j=1

V,=V,® g—BO w,.,.

Todos os espagos envolvidos nessa soma sd3o ortogonais e segue de II e III da
definigdo da AMR que

r®R)=Dw, (2.27)

isto é, obtemos uma decomposi¢io de I°(R) em espagos mutuamente ortogonais.
O seguinte teorema, demonstrado em [11], mostra que € possivel construir y

por meio da AMR.

2.4.1 Teorema. Se uma seqiiéncia de subespagos (V) em L’(R)satisfaz as

JeZ
condi¢bes I — VI, entdo existe uma base ortonormal {\pj_k 1 J.ke Z}, de wavelets

associada, de I*(R) tal que, para todo f e I*(R),

B =B 3L foW e )W (2.28)

3

onde P; é a projecdo ortogonal sobre Vi Uma possibilidade para a construgdo da

wavelet y é

W) =™ m, (1 2+ mypE /), (2.29)

com mg definido em (2.21). Ou, de forma equivalente,

=Y (=", 9., (2.30)



Y =V23 (1R, p(2x—n), @2.31)
com convergéncia da ltima série no sentido de L*.

Encontramos também (2.30) escrita na forma

W:Zgn(p»-].n’ com gn = (-I)n -ﬂh-]’ou g.ﬂ :(_l)nh—mhz;\’?

para uma escolha apropriada de N e Z.

2.5 Classes de wavelets

2.5.1 Wavelets ortogonais. Na se¢do anterior definimos, a partir da AMR. as fungoes
¢ ¢ wcomo sendo ortogonais. Wavelets ortogonais possuem a vantagem da
reconstrucdo perfeita e, no caso da TWD rapida temos uma transformagio unitaria
(sua transposta (adjunta) € igual a sua inversa) e, conseqiientemente, seu numero de
condi¢fo ¢ igual a 1, o que indica estabilidade numérica [23].

Exemplos de wavelets ortogonais sdo a familia de wavelets construidas por
Daubechies [11] € a familia de Coifflets (Daubechies-Coiffman). As ilustragdes nas

Fig. 2.4 e 2.5 foram geradas no MATLAB por meio do comando wavefun.

2.5.2 Wavelets biortogonais. Wavelets biortogonais constituem uma generalizagdo
de wavelets ortogonais. No contexto da AMR ortogonal, definimos os operadores

projecao sobre os subespagos Ve W, respectivamente, por

analise amalise
———,

—_———
P;f;,f:;(f:(ij>(P_fk € Pﬁ'lf::;<f=wjk>“pjks
sintese simese

onde as fung¢des ¢ ¢ y desempenham uma dupla tarefa, 1sto €, elas sdo usadas para:

a) analise: calculo dos cocficientes da representagdo de fem termos das bases,

led
h



geradas por ¢ ¢ v, dos espagos V; e W}, isto &, ¢/ :<f,(pfk) e dj =(f, q;jk);
b) sintese: reconstru¢io da projegdo de f'sobre Ve W), a partir dos coeficientes

da representacdo, isto &, B, f = Zcf ¢ B f= Za‘;‘ V-
’ % ' %

db2 : phi db2 : psi
15 : 2
i ?i /
1 / \ 1 r ]'.
\ : ."I.I :]! .
05 \L\ | 0 —~— ! L M ]
| ] | /
[ \\ | Af
° o ;
N
05 2 |
0 1 2 3 o} 1 2 3

Fig. 2.4 — Fungdo de escala (p e wavelet y ortogonais com
2 momentos nulos, construidas por Daubechies \

coif1 : phi coif1 : psi
2 3 :
15 { 2 )
\ | |
1 / 1\ 1 ) i
05 / L\\ 0———_ "\! et
[
0 ) “ﬁ- 1 P
05! 2
0 2 4 0 2 4

Fig. 2 5 — Exemplo de fungéo de escala ¢ e wavelet y ortogonais,
construidas por Daubechies-Coiffman (Coifflet)

A estrutura mais geral d¢ AMR biortogonal utiliza operadores de projegdo

semelhantes:

R/}f:z<f=(pjk>$jk © B{-’J_fzz<f7\pjk>$jk7

k k



onde os pares de fungdes ¢, (E) e v, Gsz‘io utilizados para dividir o trabalho: uma
funcio do par age como funcdo de analise, enquanto a outra age como funcgio de
reconstrucdo. As fungdes ¢ e ysdo chamadas fungdo de escala primal ¢ funcdo
wavelet primal, respectivamente, e as funcdes @ e y sdo ditas funcdo de escala dual
¢ wavelet dual, respectivamente. Embora outras convengdes sejam possiveis, supomos
que as func¢des primais sdo usadas para analise ¢ as fun¢des duais, para sintese. Em
termos da AMR, esse esquema leva a uma familia biortogonal de fungdes de escala €
wavelets, que sdo bases duais dos espacos de aproximacao e de detalhes.

Mais precisamente, definimos fungdes ¢, e (E) . que formam, respectivamente,
bases de Riesz dos subespagos V; e 1’7 Da mesma forma, definimos o par de fungdes
wavelet e 'IIJ. que formam, respectivamente, bases de Riesz dos subespacos ¥, e

i’nV:. Essas fungdes geram escadas duais de AMR

cVicVocV o c---

onde ¥, =gerado{o,, :keZ} ¢ Vo =gerz‘;1d<:r{cﬂﬁ’0‘;C :keZ}‘ Os espagos W, ¢ W,
gerados por y e v & sdo, respectivamente, os complementares de V; em 7, e de
Vyem V1. Em outras palavras, V., =V, ®W, e V.=V, ®W,. A intersecgio
desses espagos € o espago nulo, isto €, V, "W, ={0}e V; AW, ={0}, mas os espagos
V; e W, e também Ve W ndo sdo ortogonais, em geral.

Para compensar a perda da ortogonalidade dos espagos de aproximacdo e de
detalhes. impomos uma relacdo de biortogonalidade enire as escadas de multi-

resolucdo primal e dual,
VJ. LW, & VLW,

¢, conseqiientemente, para / # j,

W, LW



Os prnmeiros exemplos de wavelets biortogonais foram desenvolvidos
independentemente por Cohen er al. (1992) e¢ Vetterli & Herley (1992) [17]. E
possivel construir wavelets biortogonais de forma que as bases pnimal e dual gerem
uma unica AMR ortogonal. Nesse caso. a fun¢do de escala e a wavelet sdo ditas semi-
ortogonais ). Os espagos sdo ortogonais, V, LW, ¢ V,@®W, =V, mas as bases que
os formam, ndo. A designagdo pré-wavelet também ¢ utilizada para esse tipo de
wavelets [32].

A Fig. 2.6 traz um exemplo da fun¢io de escala e da wavelet, e suas duais,
para um eclemento da familia de wavelets biortogonais, construida por Cohen-
Daubechies-Feveau. Essas sdo, talvez, as wavelets biortogonais mais amplamente
usadas, ja que a fungdo de escala e a wavelet sdo simétricas e tém suportes
semelhantes. O elemento representado na Fig. 2.6 ¢ usando na compressio de

impressoes digitais usuais na FBI [06].
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Fig. 2.6 — Funcao e escala e wavelet, e duais para uma
wavelet da familia Cohen-Daubechies-Feauveau

A biortogonalidade resulta em maior flexibilidade na escolha de fungdes com
propriedades desejaveis. Wavelets biortogonais podem ser simétricas e ter suporte
compacto. Simetria ¢ incompativel com ortogonalidade. exceto no caso da wavelet de
Haar, ou no caso de multiwavelets, onde usamos mais de uma func¢io de escala. Para

algumas aplicagdes, como em analise numeérica, simetria ndo ¢ importante. Como €



usual, esses beneficios t€ém um prego. Bases wavelets biortogonais nédo reproduzem a
energia da fun¢do exatamente e a reconstrugao da funcdo a partir dos coeficientes pode

amplificar qualquer erro introduzido nos coeficientes.

2.6 O Algoritmo de Mallat

Outro resultado da AMR. desenvolvido por Stéphane Mallat, foi a transformada
wavelet rapida (TWR) também chamada de algoritmo de Mallat. Inspirado no
algoritmo da pirdmide, descrito nos anos 80 por Burt ¢ Andelson [20], esse algoritmo
consiste em um método simples e rapido para a decomposi¢do de uma funcdo (sinal)
em componentes que diferem entre si por um fator 2. O resultado da transformacio
tem o mesmo numero de pontos (coeficientes) da fungdo original € o processo tem
complexidade linear.

Como conseqiiéncia da AMR (2.26) ¢ (2.27), temos que qualquer fungdo

feI*(R) pode ser decomposta como a soma de suas projegdes sobre os subespagos

de wavelets:

Denotaremos as projegdes de f sobre V, ¢ W, por f, =F, f € o,=F, f. Como

V.=V, ,®W,_. segue que qualquer funcdo f; €V, pode ser expressa por
T % Fup ¥, (2.33)

Essa é a principal relagdo recursiva para construir uma representacdo de uma funcéo
usando decomposi¢do wavelet. Para implementar a decomposigdo € a reconstrugdo

wavelet, precisamos calcular as projegdes sobre os espacos V; e W,. Sabemos que os
conjuntos {(pjn :neZ}e {Iyﬂ,:nEZ},cujos elementos sdo definidos por (2.22) e

(2.23), sao bases ortonormais de V, e W, Portanto, os operadores de projecdo

F, e F, sido dados pelo produto interno de /' com os elementos dessas bases.
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B (1= 2(1-0) 0 = 2 ([ £ 00, ) ) (2.34)

—_~
[
(951
th

—

By (D=2 ()W =2 ([ F W, G ),

Veremos que ndo precisamos calcular as integrais em (2.34) e (2.35)
explicitamente. Podemos aproveitar a recursividade dos processos de decomposigao ¢
reconstrugdo, que requerem apenas projecdes entre subespacos consecutivos da escada
da multi-resolu¢do. A interdependéncia entre dois subespagos consecutivos em uma

AMR ¢ formulada pelas equagdes de refinamento e wavelet,

ox) =D I, (x), (2.36)
k
W)= g1, (%). (237)
k
Como V _, =V, @ W, e, consequentemente, ¥V, cV, _, ¢ W,V . usando as

relagoes (2.36) e (2.37), podemos expressar as fungdes de escala ¢ wavelet, basicas
para os espagos V; e W), no nivel j, em termos das fungdes basicas para os espago
subseqiiente V};, no espago de resolugdo mais fina j-1. De fato, usando (2.36) em
(2.22). obtemos

10



@, (x)=27" 927 x~k)

=277% 1,227 x -2k —n)
= ZhHZhHZ""‘”:(p(ZZ"*"' x—(2k +n))
. Zhn(P_;-l.‘.’k+n(x)‘

= Zhn-lk Pian (x)

Da mesma forma, usando (2.37) em (2.25), resulta

v (x) =272 y(27 x-k)

=2777% g,2"2 (27 x -2k —n)
= 8.2 8,27 22 x~ (2k +n))

= Zgn(PJ—l.'zk-n (x).

= Zgn-qua)—],x(x)
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Podemos, entdo, usar as seqiiéncias (4,) .e (g,) . para calcular recursivamente os

&

produtos internos em (2.34) e (2.35):

(f,cp,k)=<f,ZE,..cp,-l,‘.>=ZE(f,cp,-_.,k), (2.40)
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<f"'|"jk> = <fsza%-1.k > = Zg_n—;(qu)ju!.k > (2.41)

As igualdades (2.40) e (2.41) mostram como os coeficientes da representa¢io de uma
fungio na escala 2 ' estdo relacionados com os coeficientes da representagdo na
proxima escala (menos fina) e com os coeficientes do espago wavelet complementar.
Também mostramos que, a partir dos produtos internos da fungdo f com as
fungdes da base de V)., podemos obter os produtos internos com as bases de ¥, e de
W, sem calcular explicitamente as integrais. Esse € o resultado crucial para o

desenvolvimento dos métodos recursivos da decomposigdo e reconstrugdo wavelet.

2.6.1 Decomposicao. Sem perda de generalidade, supomos que o processo de
decomposi¢do wavelet inicie com a representacdo de uma fungdo fno espago V;. Dada

a fungdo £, representada pelos coeficientes (¢, ) de sua seqiiéncia de representagdo no

espago de escala V, isto €,

%.;,f=;(f,%k)<pm(x)=Zc::cpm. (2.42)
3 k

No caso de termos apenas samples da fungdo 7, distribuidas uniformemente, isto €.

k), k € Z , os coeficientes (c;f ) podem ser obtidos a partir desses valores, por meio de

uma operagdo de convolugido [17]. O objetivo da decomposi¢do ¢ tomar a seqiiéncia

micial de coeficientes (cf)k _ e transforma-la na seqiiéncia dos coeficientes da
L=

representacdo wavelet da fungdo. O processo € feito por meio da aplicacdo recursiva
da regra da decomposigdo (2.33). O processo inicia com f eV, = V; @ W, e, no
primeiro passo, 7 ° é decomposta em ' + o'. O processo recursivo age sobre f7,
decompondo-a em [’ = f W gl Jj=0,1,2, ... N. Aplicando essa relagdo

recursivamente. temos a representagdo wavelet

f=f"" 40"V + 40" 40", (2.43)



o que expressa que uma funcdo f €V; ¢ decomposta em suas projecdes sobre os
espagos Wi, ..., Wiy ¢ um residuo, dado por sua projecdo sobre o espago V.. Esse

processo recursivo esta esquematizado na Fig. 2.7.

O processo de decomposi¢ao divide a seqiiéncia (c;") dos coeficientes da

fungdo de

Fig. 2.7 — Esquema da decomposigdo wavelet de f

funcdo de escala, associados com /7, em duas seqiiéncias (c,{”) e (d,{), a primeira de

coeficientes da fungdo de escala e a segunda de coeficientes da fungdo wavelet,
associados, respectivamente. Podemos visualizar esse processo como uma

transformacdo. onde realizamos mudanca de base.

((‘Pﬁc )ke.'-?. =% ((P,n-u sWiak )kez -

As igualdades (2.40) e (2.41) ddo as formulas para fazer a transformacio sobre os
coeficientes das fungbes de escala e das wavelets de nivel j e posicio £,

respectivamente:

e =% Bl (2.44)
dif'=% g .0l (2.45)

Observemos que as seqiiéncias (c;”) e (d,;’"‘) sdo calculadas por meio de



convolucdes discretas com as seqiiéncias (h,) ¢ (g.). respectivamente. Observemos
também que estamos retendo apenas os cocficientes pares para o proximo passo

recursivo (devido ao fator 2k no indice). Essa € uma operagdo de dizimagdo.
Em resumo, iniciamos com a seqiiéncia (cﬁ'), contendo 1 = 2’ coeficientes,
que € decomposta nas sequéncias (d:,z), (a':,.a), e (d:,-':-‘ ) [ (cjf:, ) O processo de

decomposi¢do resulta em uma representagdo wavelet com o mesmo numero de

coeficientes da representagdo original.

2.6.2 Reconstrucio. No processo de reconstrucdo, os coeficientes da representagdo
de escala sdo gerados a partir dos coeficientes da representagao wavelet. No caso de
bases ortogonais, temos uma reconstru¢do exata, onde a entrada da reconstrugdo &
igual a saida da decomposi¢ado.

Para desenvolver as relagdes recursivas do processo de reconstrucdo,
lembramos que um passo da decomposi¢do consiste em tomar uma representagdo f

da fungdo e separa-la em suas componentes /7 ¢ o':

@)= f(x)+0'(x)

(2.46)

=200 () +2 Al (%),
k k

Precisamos recuperar a seqiiéncia dos coeficientes (c;' ") a partir das (c*") ¢ (d 7 )

Temos

S G 2.47)

Usando (2.46) em (2.47), obtemos

44



Ci_l = <ZC}:.(PJ'A' +Zd§wﬁ~" (pf'”">
= P

(2.48)

= Z cf: <(P-ﬁ; s (P;'_},n> + de: (W;k s P ) -
k k
Como ¢,,y, €V, estas podem ser representadas como uma combinagao lincar de

elementos da base {(p g SHVE Z}. Logo,

@, =Z<(po,(p_u>(p_u ey, = Z(wo,(p_u)cp_l,r Como essa representagdo € tnica,

n n

usando as relagdes (2.36) ¢ (2.37), vem
B =(00.9.1,) © & ={We.0.,).

Esses resultados produzem uma férmula de reconstrugdo para os coeficientes ¢!™, a

partir das seqiiéncias de decomposi¢do no nivel j:

e = Zhn_:aﬂif +Zg”‘2"dg
P k
(2.49)
= ; [h, el + 8,547 |

O processo de reconstrugdo constroi a representagdo final (cf,’) , de baixo para cima.
Em cada passo, sio combinadas as seqiiéncias (c;") e (d;:) para recuperar a seqiiéncia
intermediaria (c;'"‘ ) ,para j=J, ..., 1.

A implementacio direta do método descrito nesta Seccdo 2.6 consiste no
algoritmo recursivo, desenvolvido por Mallat. A implementacdo das formulas (2.44) e

(2.45) conduz a transformada, e a da férmula (2.49) conduz a transformada inversa.

2.7 Multi-resolucio e bancos de filtros

Além de ter introduzido o conceito de AMR. descrito na se¢do anterior, Mallat



também desenvolveu a relacdo entre a AMR ¢ bancos de filtros [17]. Em muitas
aplicagoes, ndo precisamos lidar diretamente com as fungdes de escala ou wavelet.
Somente os coeficientes /. ¢ g, dessas funcGes e os cocficientes ¢, ¢ dy da TWD
precisam ser considerados. Esses coeficientes podem ser vistos como um filtro € um

sinal digital, respectivamente.
2.7.1 — Bancos de filtros.

Nesta secgdo veremos que a AMR define um banco de filtros com reconstrucdo
perfeita. O banco de filtros tem uma estrutura de piramide e sua complexidade

computacional ¢ linear.

2.7.1.1 Sistemas e filtros. Em processamento de sinais, a palavra sistema tem um
significado bastante amplo. Um sistema pode modificar um sinal (entrada) de
diferentes maneiras, produzindo outro sinal (saida). Um filtro € um tipo de sistema que
altera somente algumas frequéncias de um sinal de entrada. Ou seja, ¢ feita uma
selecdo e algumas bandas de freqiiéncia sao alteradas: atenuadas ou acentuadas.

No universo matematico, um sinal pode ser representado por uma funcio, ¢

um filtro por uma transformacio S: F, — F, entre dois espagos de fungdes:

1+ [sistema] > S(£).

O sistema ilustrado acima constitui-se no modelo matematico para estudar as varias

operagdes envolvendo processamento de sinais no universo fisico. Se o sistema S é
linear e F,F, tém representagdo de dimensdo finita, isto é (R)F =R" e
(R)F2 =R", entdo o sistema S discretizado, S:R” —R”. é uma transformagio

linear ¢ pode ser representado por uma matriz de ordem n x m,

oY a,,,
as a,
anl am
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2.7.1.2 Operador downsampling. O operador downsampling de ordem 2,

¥ 2:1° > I?, ¢ definido por

(Jr 2)(xn) sl ).

Esse operador, como podemos observar, descarta todos os termos da segiiéncia, com
excecdo daqueles, cujos indices sdo multiplos de 2. Na literatura, esse operador
também ¢ conhecido como operador de dizimacdo de ordem 2. A matriz desse

operador ¢

0 0 1

Essa matriz ¢ obtida da matriz identidade I, incluindo colunas de zeros,
alternadamente. O operador downsampling ndo é inversivel, mas possui uma inversa a

esquerda, que € o operador upsampling.

2.7.1.3 Operador upsampling. O operador upsampling de ordem 2 é denotado e
definido por

(x(k), se n=2k

(T2)(x,) (k) =

0, se m=2k+1.

Esse operador intercala zeros entre os elementos da seqiiéncia de representagdo:

(T2 .95 80 = (i 0000, 0L, )L

A matriz desse operador ¢
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Vemos que a matriz do operador upsampling ¢ a transposta da matriz do operador
downsampling. Podemos estabelecer a relacdo entre esses operadores, usando

matrizes:
(V2)(T2)=1L

Definimos um banco de filtros de andlise S, usando dois filtros I ¢ H, com

operadores downsampling, conforme ilustrado na Fig. 2.8.

r F2 1 o Zon
X
F 21 do Z1n

Fig. 2.8 — Esquema de um banco de filtros de analise
(decomposigao) com dois canais.

O sinal (x,) € processado pelo filtro L para obter as componentes de baixa freqii€éncia
(Von), € pelo filtro H, para obter as componentes de alta freqiéncia (y1,). No segundo
nivel de processamento, as seqiiéncias (Vo,) € (1,). que representam o sinal filtrado,
constituem, juntas, a representacdo do sinal original (x,), mas com o dobro de samples.
Para que o numero de coeficientes dessas duas seqii€ncias, juntas, seja 0 mesmo que o
do sinal original, precisamos descartar termos. Tal operagdo ¢é realizada através de
downsampling. O sinal de saida S(x,) do banco de analise €. conseqiientemente, uma
representacdo do sinal original em termos de suas componentes de freqiiéncias altas ¢

baixas, com o mesmo nimero de coeficientes que o sinal original
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Definimos também um banco de filtros de sintese S pelo esquema da Fig. 2.9 Na
sintese, aplicamos uma operacdo de upsampling para as componentes dos dois canais,
passagem baixa ¢ passagem alta, e, entdo, usamos o par de filtros L, e H, de modo que
a combinagdo das componentes reconstrua o sinal original. A combinagdo desses dois
bancos de filtros S ¢ S forma um banco de filtros de anilise e sintese. O banco de
filtros S € chamado banco de andlise, porque produz a representagdo do sinal em
termos de suas freqiiéncias. O banco de filtros S é chamado banco de sintese, porque

reconstroi o sinal a partir de sua representa¢do. Quando o sinal de saida ¢ o mesmo

que o sinal de entrada. isto €, se
(£,)=385(x,) = (x,).

dizemos que o banco de filtros satisfaz a propriedade da reconstrugao perfeita.

(12) L,

tat]

2y T (TZ) Hl i

Fig. 2.9 — Esquema de um banco de filtros de sintese (reconstrugao)

2.7.2 Representacio matricial

2.7.2.1 Exemplo. Suponhamos que os filtros L ¢ A sejam definidos como operadores

de convolugido

L(x,)= ic(k)x(n -k)
k=0

49



H(x,)=> g(k)x(n-k).
k=0

Entdo, o banco de analise ¢ dado pela matriz

ou, usando os resultados da aplicagido do operador ~2),

c(3) e cl) c(0)
c(3) ¢2) c) <(0) a
g g2 g g() '
g(B) g(2) g g(0)

A propriedade da reconstrugao perfeita esta relacionada com a inversibilidade
da matriz S. Se S ¢ inversivel, o banco de sintese € S =87, e temos reconstrugio

exata. Um caso particular importante ocorre quando o sistema linear ¢ ortogonal, no

caso de termos a matriz S ortogonal. Esse sistema possui a propriedade da
reconstrucdo perfeita e o filtro de sintese, isto €. a matriz inversa S. ¢ determinada
pela transposta da matriz de analise S: S=S§".

Dada uma AMR. a fun¢ido de escala associada € um filtro de passagem baixa ¢

a wavelet correspondente € um filtro de passagem alta. Veremos que, no dominio

discreto. a AMR define um banco de filtros semelhante ao banco de filtros SeS . que
possui a propriedade de reconstruc¢do perfeita .
Se a funcdo ¢ esta associada a AMR, definida na Segdo 2.4, entdo. como ja

vimos. V=V, @W,, onde W, é o complemento ortogonal de V. Dada uma fungdo

feL’(R). temos



B, f=Bf+B f,

onde F, f/ representa a projecdo de / na escala 2 ¢ P, f representa a proje¢io de f,

que da os detalhes perdidos quando f ¢ representada nessa escala, ambas definidas pela

transformada wavelet. Usando a notagdo
Lf=Rf e Hf=k [,

temos

f=Lf+H,f.

Aplicando sucessivamente essa decomposi¢do para a componente de baixa freqiiéncia

L,f da fungdo sinal, resulta

f=Lf+H,f+Hf++H,T. (2.50)

Em resumo, a fungdo /¢ decomposta em uma componente de baixa freqiiéncia

(na escala que ndo captura detalhes) Lff / e componentes de alta freqiiéncia H_ f,

com n =k, k-1, . . ., j, que contém os detalhes perdidos, quando vamos para uma
representacio de menor resolucdo de £

A férmula (2.50) estabelece que podemos reconstruir a func¢do f exatamente a
partir da componente de baixa resolugdo, adicionando as componentes de alta
resolucdo adequadamente. Consegiientemente, temos um banco de filtros de dois
canais com reconstrucio perfeita. As operagdes de reconstru¢do do banco de filtros de
analise e de decomposi¢io do banco de filtros de sintese sdo ilustradas nas Fig. 2.10 ¢
Fig. 2.11.



Lf f Lf

P b & s P
f = Hf > H,f - - H.f

Fig. 2.10 — Diagrama de decomposigao

Lf - L.,f - = Lf - f

H.f H..f H,f

Fig. 2.11 — Diagrama de reconstrugao

2.7.3 Analise multi-resolucio discreta. Nosso objetivo, agora, ¢ estudar o banco de
filtros acima, que corresponde 8 AMR_ no dominio discreto. Todos os ingrediente para
a discretizagdo de uma AMR, ¢ a revisdo do banco de filtros associado, no dominio
discreto, ja sao de nosso conhecimento.

Podemos escrever as expressoes (2.40) e (2.41) usando o operador filtro
(convolugio e downsampling), que pode ser identificado com um banco de filtros.

Entdo segue que

(£, @)= D[((: @0)) R, | 251)

(7, wa@) = (7. v,an))*2- ) 252)

Essas sdo as formulas de decomposi¢do ¢ reconstrugdo do banco de filtros, associado
com a AMR. Estudaremos essas formulas mais detalhadamente.

Sem perda de generalidade. podemos supor que a func¢do f seja definida

h
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inicialmente em alguma escala como 7. Supomos que essa escala esteja associada a
alguma freqiiéncia na qual / pode ser representada por uma seqiiéncia de samples.
Supomos também que f° = F, f. isto &, que f° seja a discretizagdo da fungdo f no

espaco de escala V5. Como V, =¥] + W, temos
fO = fl + Ol :
Além disso,

fo =ch(pon7 fl =zc1(p]nf 01 =zd::"pln‘
De (2.40) e (2.41) obtemos

! - 0 | - 0
Cp= Zh 4Cpr A= zgn-chn‘
n n

Essas igualdades permitem-nos obter uma representagdo de f na escala mais fina V., a

partir da seqiiéncia inicial (cf]“z na escala ¥,. Do ponto de vista da algebra linear,
estamos apenas fazendo uma mudanga de base, da base {¢,,} _,do espago ¥, para as

bases {(Plrx}n‘z € {"“"11'1}'l

e ¥
Indicando por L a matriz do operador em (2.52) e por H a matriz do operador

em (2.51), podemos escrever

Da mesma forma,
f1 eV, =V @W,

€. conseqiientemente,



Ent3o

Temos entdo um banco de filtros de analise, que ¢ dado pelo diagrama da Fig. 2.12.
Esse banco de filtros ¢ um caso particular de um banco de filtros chamado banco da
pirdmide. De fato, a estrutura de pirdmide ¢ a melhor forma para representar esse tipo

de banco de filtros em um diagrama.

H/ H/ H/
(cf) L= (cl) L (c) L (Cf)

Fig. 2.12 - Banco de filtros de analise

2.7.3.1 Exemplo. Consideremos um sinal (fun¢do). dado por uma seqiiéncia de

samples com 8 elementos, isto é: f°=(c§, ¢/, ¢5..-., c°) As anlises sucessivas de f
¢ pelo banco de filtros sdo representadas na pirAmide invertida do diagrama da Fig.
2.13. No primeiro nivel temos a seqiéncia inicial da fungdo f; no segundo nivel, os
coeficientes (c:, ) de baixa resolugdo e os coeficientes dos detalhes (a’,‘, ) Continuamos

a operagdo do banco de filtros, seguindo nivel por nivel da pirdmide, até alcang¢ar uma

seqiiéncia com um tnico elemento (cg)

Ln
=



Fig. 2.13 — Diagrama da Piramide

Em nota¢do matricial, o filtro é representado pela estrutura

L L
A ordem de cada bloco [Hk}é metade da ordem do bloco anterior [Hk'l :l

k k-1
Desse modo, a ordem do bloco da identidade I dobra de tamanho de uma matriz para

outra. Este produto de matrizes ¢ a representagdo do banco de filtros da AMR. Quando

essa matriz € aplicada ao vetor inicial (cg), produz decomposi¢ao de multi-resolugdo

completa. O vetor resultante S ((cf)) dessa operagao ¢

[c%, &5 @57 ..., d"),

onde

Lh
AN



d*={d}, &, wudl). F=dy ikl s OB

2.7.3.2 Exemplo. As equagdes de refinamento ¢ wavelet da AMR de Haar sio,
respectivamente, @(x) = @(2x)+@(2x—1) e w(x)=y(2x) - y(2x—1). Para um sinal
representado por 4 samples, a matriz do banco de filtros, correspondente ao primeiro

nivel, tem ordem 4 ¢ ¢ dada por

Para que essa matriz seja um operador ortogonal devemos multiplica-la por » =1/ 2,

obtendo a matriz

No segundo nivel a matriz é



Se as fungdes de escala e wavelet formam bases ortonormais. os operadores
envolvidos no banco de filtros de analise e sintese também sido ortonormais. Assim. a
operagdo inversa para o banco de sintese ¢ dada pela matriz adjunta (transposta
conjugada) e o banco de filtros resulta em reconstrugio perfeita. A expressdo da
reconstru¢do € dada pela igualdade (2.49) ¢ ¢ dita a igualdade de sintese do banco de

filtros, associado & multi-resolugio.

2.8 Transformada wavelet bidimensional

Os comentarios abaixo se estendem para o caso n-dimensional. Consideraremos
apenas o caso em que as bases sdo ortonormais.

Existem duas maneiras de construir wavelets em R?: a primeira ¢ baseada no
produto tensorial de bases wavelets unidimensionais, que ¢ uma maneira dircta e leva
a uma transformada wavelet na forma (2.54) [11]. A segunda maneira ¢ por meio de

uma AMR bidimensional, gerada por uma unica fun¢io de escala a duas variaveis em
R* [17]. Abordamos antes a primeira maneira.

De forma trivial, podemos construir uma base ortonormal para I*(R?), a
partir de uma base de wavelets ortonormal L°(R). Basta tomar a fungdo gerada pelo

produto tensorial de duas bases unidimensionais:
s ) =V (W, ) @.54)

As fungdes resultantes sdo, de fato, wavelets, e {‘P ikik s Jas ks Ky € Z} ¢ uma

base ortonormal de L*(R’) [11]. Nessa base, as varidveis x e y sdo dilatadas
separadamente.
Em outra constru¢do, usamos o produto tensorial da AMR bidimensional, ao

invés do produto de wavelets basicas. Definimos os espagos V;, j€Z. por

Ve = V@V =gerado{F(x,y) = [(0)2(): 1-8€V,}

Lh
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sendo

F(x,y)eV;*" & F(2’x, 2’ y) eV,

Entdo V(x.y) forma uma escada multi-resolugio em I°(R?),

5 .Vz(x-}') = p;tx.y." c 'Vo(x.y] c V_(Ix.y} c V__(;"V) ki
que satisfaz

OV ={} e Uv" =L®).

JEE JeZ
Como {(p(x— n):ne Z} ¢ uma base ortonormal para ¥,*”’, os produtos
D, (x.¥)=@lx—n)p(x—n,), n.m el

formam uma base ortonormal para V,**’, gerada por translagdes de uma tnica fungio

® em 7, por valores inteiros nos dois argumentos x ¢ y. Da mesma forma,

d)f"a": (x, y) = "P,m (x)q)jn: (y)

=27®Q27x~-n, 27y-n,), n,n,el

constitui uma base ortonormal para ¥;**. De maneira semelhante ao caso
unidimensional, definimos, para cada espago W,™’, j€Z . o complemento ortogonal

de ¥/*' em V5”. Temos



VJ,_I("") - V;;?@ I’:Ev])
2 (x), x) [¥)
= (VJ @ W;.( 1)® (V;.“‘”@ H/j(y))

-(r70v,)e (10w (¥, 70r”)o (770w, )]

= VF“”@ W(x.y)
J J 2

Observemos que W; *¥ consiste em trés partes, com bases ortonormais dadas por
(P_fn: (x) q”yg_, (y): Para I/J—"@ ija

v, (X)y,, (v), para W@W.
Entdo, definimos trés wavelets bidimensionais
W (x, %) = @OV,

¥ (x,3) = (X)),

¥ (x, ) = y()w(»).
Resulta que
g

cm.neZ, B=12o0u 3}

My

th



¢ uma base ortonormal de W™, ¢
{‘-PE:”: JEZ, B=1, 20u3}
€ uma base ortonormal de (-BW;""’ )= I*(R?*). Mais do que isso, a mterpretacdo em

termos de bancos de filtros com relagdo a uma base ortonormal com suporte compacto

se estende para duas dimensdes. As seqiiéncias dos coeficientes sdo dadas por

" J=1
Cim = Z e 2meis
ik

(x) —1
d.i':n ! - Zga'hkc-;.i'-l,ﬁm«-k:
ik
> (2.33)
(B3 F =1
d;nyJ = Zh:'gkc%}.-lﬁma-k?
1.k

J=) _ z i1
d,”' = 881051 2k -
.k
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3 DESCRICAO DO METODO DA TRANSFORMADA
WAVELET DISCRETA INCOMPLETA E
RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos a construcdo da matriz de precondicionamento baseada em
wavelets, o método da diagonal para mudanga de escala, um estudo sobre as condigdes de
fronteira e sobre a esparsidade da matriz precondicionada, bem como os resultados sobre
o numero de condigdo da matriz precondicionada ¢ a eficiéncia do MGC precondicionado

com wavelets.

3.1 Constru¢io da matriz precondicionadora W,

e precondicionamento

Reconsideraremos o sistema linear (1.5), onde substituimos as notagdes Ty por A, v por u
e W*fpor f:

Au=f. (3.1)

Observamos também que trocamos a notagdo v da fungao incoégnita do problema (1.1) por
u. Como estabelecido na Secdo 1.1, a ordem de (3.1) sera sempre do tipo N = 2" ¢ 0 passo
da malha, & = 1/(N+1).

Comentamos na Se¢do 1.3 que um numero de condig¢do grande da matriz A torna
lenta a convergéncia do MGC, para resolver um sistema linear Au = f. Por isso, convém
verificar a possibilidade de diminuir previamente. isto €. antes de aplicar o método. esse

numero de condi¢do, o que fazemos mediante um bom precondicionamento, o que ¢
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importante por duas razoes: primeiro porque um mau condicionamento leva a
instabilidades numéricas e, segundo, porque, quando usamos meétodos iterativos para
resolver um sistema linear, um mau condicionamento leva a uma convergéncia muito
lenta. Ha muitas maneiras de escolher uma matriz precondicionadora. O objetivo central
neste trabalho € exatamente mostrar como podemos construir uma matriz
precondicionadora eficiente bascada em wavelets.

Antes de apresentar o precondicionamento, discutimos um pouco mais sobre
wavelets ¢ fixamos a notagdo. Usaremos as seguintes fungdes de escala ¢ wavelets de
Daubechies da j**™ ordem de resolugio, respectivamente, ao invés daquelas definidas em
(2.12) e (2.22),

0 (x) = 2" (2" x ~ ), (3.2)
W =272 x k), (3.3)

onde 7 € tal que a ordem do sistema (3.1) ¢ 2". Vimos em (2.18) que o espago V; ; ¢

representado como a soma direta dos espagos V; e ;. Como {(pﬁc L ke Z}é uma base
ortonormal de Ve {\p & ]k €E Z} ¢ uma base ortonormal de W), para todo j, a fungdo

ue I’ (R) pode ser dada pela expansio

J
u(x) =D e/ @a(x)+), Ddiw, (), (3:4)
i J=1 ok
onde ¢] e dj sdo os coeficientes da TWD e sdo dados por

ol = [u(x)g (x)d (3.5)
R

di = J’u(x)\pﬁ (x)dkx. (3.6)
o

Das equagdes (3.2) e (3.5). sendo o suporte de o intervalo [0 : 2A — 1]. obtemos



e an-gjsz,u_x);sn u[§+x)(p(2"x)d’f G.7)

Expandimos # em séries de Taylor em torno do ponto x=4%/2" para reescrever a

igualdade (3.7) na forma

-

2—m‘20f(c) =iij ( k }I(”’M 1)z @(Z”x)dx
(zu 1),-,«
] x)dx

..k_ (2M-1)/27 ,, " )dr
68

! (3.8)

Como vale [36]

'-(w—m” (p(Z”x)dx =2 (3.9)

0

[ o) ez 610

0

implica o seguinte, pela desigualdade de Schwarz,

172

0< [ xp(27x)dr < ( e xzdx] [J’;m_”'@ 2" x)zdx)m

o 0

_ L (21"
=— : L (3.11)

NI
J—(ZM l)m -2

podemos finalmente obter
o =2y LY +O(2‘3""2). (3.12)
k 2:1

A igualdade (3.12) gera a seqii€éncia (c;f) a partir dos valores de u (e /) nos

nodos da malha de discretizagdo. Consegiientemente, podemos calcular todos os



coeficientes da equagdo (3.4) a partir de (3.12), mediante o algoritmo da piramide

2M -1 2M -1

= heh dl=2 gekl, (3.13)
i=0

=0

onde (4,) e (g,)sdo os coeficientes nas bases de wavelets.

Mas a implementagao direta do algoritmo da pirdamide, descrito na Se¢ao 2.6, traz
dificuldades para manejar os pontos de fronteira, uma vez que sdo requeridos diversos
dados, que sdo desconhecidos porque se originam fora das fronteiras. Existem algumas

técnicas para superar tais dificuldades, como ilustra a Fig.3.1.

- . D N

. p -"‘\‘JI/ . g r ‘h\\//'\\-‘—-/‘/ W //-"“\- » g %

(@ (b) ©
Fig. 3.1 — (a) periocdizagao por translagao,

(b) periodizagao por reflexao,
(c) extens3o com zeros

Beylkin [03,04.05] apresenta seus estudos, utilizando condi¢bes de fronteira
periodicas. Mas transformar problemas de fronteira em problemas de condigdes de
fronteira periodicas ndo € uma coisa pratica em geral. O método se torna muito
complicado para resolver problemas gerais. Nosso trabalho mostra como evitar tais
dificuldades, simplificando o método, de acordo com a proposta de Tanaka [36,37], que
iguala a zero todos os valores obtidos fora da fronteira, produzindo o que chamamos de
método da tramsformada wavelet discreta incompleta (TWDi). Essa designag¢do foi
inspirada pela expressdo "fatoragdo incompleta de Cholesky". Por oposi¢do, designamos
transformada wavelet discreta completa (TWDc) a usada por Beylkin. Embora resulte da
TWDi que as transformagdes ndo sdao exatamente ortonormais, o algoritmo é mais
acessivel e eficaz para implementagdes numéricas do que o proposto por Beylkin, além
de muito mais simples de implementar, ¢ produz aproximagdes da solugio de (3.1) muito
boas.

Seja W, a matriz da TWDi que transforma os coeficientes da resolugdo basica

para a J*"™ ordem (nivel) de resolugdo. Entdo
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Wy = W, W, . W,

onde W, ¢ a matriz quadrada de ordem N, que transforma dados da j™ para a (j+1)“™

ordem de resolugao, isto é,

Aqui I; é a matriz identidade de ordem 7, ¢ H; e G, sdo as matrizes bandas de ordem 2"

por 2", definidas assim:

_ho hl hz hz.u—: 0 0 i
0 0 h A h, Ryo v 0 0
HJ =0 0 ho h1 h’.“.M—I
0 0 0 ho hl h2 hs
i 0 0 0 A, h, J
c
(g, & 0 0 O 0 0]
. &, & & 0 0 0
G, =| 8.u & & 0 - 0|
0 " - :
: 0 8o = & & & 0 O
Y g e 0 0 oy ** &a & &

A equagdo matricial (3.1), resultante da discretizagdo do problema

unidimensional de Poisson, pode ser expressa em termos das matrizes W;, na forma

W, AW, i, =1,

]



onde
6=2""Wm ¢ f=2""W

Os vetores u, e f;sdo constituidos pelos coeficientes da expansdo em wavelets de u ¢ f.

Visto que W,,, aproxima a TWDc, que ¢ uma transformagio ortonormal, temos
t P~
chwm % IN,

e, dai.

W, AW, i, ~f,. (3.14)

(8]

3.2 Método da diagonal para mudanca de escala

Quando o sistema linear (3.1) € transformado, em relacdo a um espago que tem wavelets

como fungbes de uma base, a matriz A, que ¢ a forma discreta do Laplaciano. €

transformada na matriz W(DAW(E). Sendo a TWDi aproximadamente ortonormal, o

nimero de condigdo dessa nova matriz mantém-se praticamente 0 mesmo que o de A.
Entretanto. o método da diagonal para mudanga de escala ¢ muito eficaz, nesse caso, para
reduzir o nimero de condicio da matriz transformada. Como explicado em [13]. as

autofungdes ¢ os autovalores de um operador L em V; ¢ W; sdo. respectivamente,

. S _ ik, Fi_ ~ik§
Vi E, _Ze P © 7"@ —aizp‘fe ¥
k k

. . Liia
Wp. E = Zem\pﬁ_ e A =b12qke 3
k k
onde

P = J @(x — k) Lo(x)dx,
2]
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q, = I y(x —k)Ly(x)dx,

- <‘Pé:L(ij>
Pr

! qs

GJ..

De acordo com [36], para Q=R, 0<&<2m o indice k corre sobre todos os inteiros.

Quando as fungdes sdo periodicas em R, & assume valores discretos no conjunto

{@rk)/2" :k=0,12,..,2" -1},

e a matriz diagonal de mudanca de escala, escolhida para melhorar a distribuicdo dos

autovalores, tem a forma

Loalde, B 0 w0
0 Taeldl 0 0

P, = 0 0 L.l

, paraj > 1,

Pj=l:,.l a

J

, para j=1.

Por exemplo, para L:=d*"/dx™", temos a; = b, = 2*”. Em nosso problema,

temos m = 1 e, portanto, ;= b;= 2%, ¢ a matriz P, nesse caso, ¢

v - 0 0 = 0
0 2P 0 0
Po=f O 0 2 |, paraj> 1,
: %
0 0 0 2L,
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P. =2Iz,,, para j=1.

]

Aplicamos a matriz P; ao sistema (3.14) para obter
PW, AW, P, ~ f. (3.15)
onde
T, =2""P'Wyu e T, :=2""PW,f.

Agora 0 MGC precondicionado ¢ numericamente aplicavel ao sistema (3.15).
Como a mudanca de escala melhora o nimero de condicdo, o crescimento do numero de

iteracdes do MGC associado ao crescimento do niumero de pontos da malha é suprimido.

3.2.1 Exemplo. Na Fig. 3.2 trazemos um exemplo da matriz diagonal P (N = 32), usada

para mudangca de escala. O
3.3 O MGC precondicionado pela TWDi

3.3.1 Caso unidimensional. No MGC precondicionado aplicamos a TWDi, transfor-

mando (3.1) para a forma

PW, AW, Pi, =f, (3.16)

onde

d,:=2""P'Win e f,:=2""PW,f.

Observemos que, enquanto (3.15) aproxima (3.1), a equagdo (3.16) € equivalente
a (3.1). Para resolver (3.16) pelo MGC precondicionado. ponhamos V = P;W ¢

tomemos a matriz precondicionadora
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32]

[ 32

Fig. 3.2 — Matriz P diagonal de mudanga de escala para N =32

K:=V'V=WPW, =[pW; T[p,W,]. 3.17)

No caso da equagdo unidimensional de Poisson, o célculo de P’ pode ser

simplificado por meio da mudanca nos filtros,
()=2(h) e (&)=2(s).

que dispensa o calculo explicito de P7 em (3.17). Isso decorre do seguinte fato (a

segunda igualdade € obtida por indugdo):

PoWo = Wi Py Weay

517 (1)

=W, W

a2 " wsiwso A
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Abaixo visualizamos a estrutura da matriz A antes (Fig. 3.3 ) e depois (Fig. 3.4)
do precondicionamento baseado em wavelets para » = 8. Nessa representagdo, em azul

estdo os elementos ndo-nulos da matriz e em branco os elementos nulos da matriz.

3.3.2 Caso bidimensional. Para resolver o problema bidimensional numericamente,
usamos um esquema de diferengas finitas com uma malha de pontos uniforme sobre a
regido Q:=[0; 1] x [0; 1], e o produto de Kronecker, definido em 1.5.2, de duas bases
unidimensionais para estender a TWDi para duas dimensdes, isto €, a matriz wavelet para
o caso bidimensional € obtida por

Wonidimemsionat = Win® Wo-
Nesse caso, a fungio u(x, y) e L' (Q) é expandida assim;

F
U5 Y) = D Cr PP + 2. DAY P, + A @+ ),
Im

Jj=1 im

onde os coeficientes ¢ , d**, i Moe dﬁ:" M sdo dados em (2.53).

im? = jm
Os autovalores e as autofung¢des do operador Laplaciano bidimensional

a? 62

+A
ay

A=

[F]
LB

ox

7 #(I5+mm)
E, =20,
m
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50} 4

100 + B

150 +

200 .

250+ -

0 50 100 150 200 250
nz = 66

Fig. 3.3 — Estrutura da matriz de A, caso unidimensional,
antes do precondicionamento para N = 256

200 .

250

L . L
0 50 100 150 200 250
nz = 13912

Fig. 3.4 — Estrutura da matriz de A, caso unidimensional,
ap6s o precondicionamento para N = 256
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e ?"én o 22{n—j}Z(pke—i&§ + qke-ff(ﬂ),
k
respectivamente, onde

2 2

P = L(p(x—k) d Wy(x)dx.

o0 ¢ q;:Lw(x—k)d

dx’
Como no caso unidimensional, o método da diagonal para mudanga de escala ¢

efetuada por uma transformagéo nos coeficientes dos filtros em cada coordenada por
()=2(h) e (g)=V2(g)-

Uma vantagem dos métodos de diferengas finitas ¢ a esparsidade das matrizes
oriundas dos problemas discretizados. A primeira vista, pode parecer que o precondicio-
namento destro6i a esparsidade da matriz original. No entanto muitos autores afirmam que
a matriz precondicionada € esparsa. Em [21] temos uma prova sobre a esparsidade da
matriz precondicionada (cf. Fig. 3.5 e 3.6). E um fato que a esparsidade aumenta com a
ordem da matriz.

Computamos alguns resultados, que apresentamos nas Tabelas 3.1 e 3.2, onde
podemos observar que a esparsidade da matriz dos coeficientes, apds o precondiciona-

mento, aumenta com a ordem da matriz.

60D |-

700

BOO

800}

1008 . \ et 4 1

o 200 400 600 800 1000
nz= 4582

Fig.3.5 — Estrutura da matriz A, caso bidimensional, antes do
precondicionamento para uma matriz de ordem N’ =1024
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400
nz = 500476

600

Fig. 3.6 — Estrutura da matriz A com ordem N?=1024,

caso bidimensional, apds o precondicionamento

Tabela 3.1 — Esparsidade no caso unidimensional

Percentual de

Percentual de

Ordem da Percentual de . ;
triz pee coeficientes coeficientes

e <10 <10?
16 x 16 9,38 9,38 14,06
32x32 27.34 29.10 35.35
64 x 64 48,05 50,05 56,84
128 x 128 65,82 67,77 73,38
256 x 256 78,77 80,45 84,44
512x512 87,33 88,66 91,24
1024 x 1024 02,65 93,64 05,22
2048 x 2048 95,82 96,52 97.46

Tabela 3.2 — Esparsidade no caso bidimensional

Percentual de

Percentual de

Kitilenyily Percentualde coeficientes coeficientes
matriz Zeros <10° <10?
16 x 16 14,45 25,00 25,00
32x32 5,76 37,89 41,41
64 x 64 9,06 54,00 57.13
128 x 128 13,96 65,78 70,69
256 x 256 24,60 q7:27 81,70
512x 512 37,65 85,29 88.53
1024 x 1024 51,41 91,42 93,47
2048 x 2048 64,16 95,05 96,30
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3.4 Condicodes de fronteira

Em nossos experimentos utilizamos, para o caso unidimensional, condi¢des de fronteira
de Dirichlet, Neumann e mistas. Para o caso bidimensional, utilizamos apenas condigdes
de Dirichlet. A Tabela 3.3 apresenta uma descri¢do de cada uma dessas condig¢des. Como
explicaremos na sec¢do 3.4.1, das condigdes de fronteira dependem, na matriz da

discretizagao, os valores de a e b nas posigdes (1, 1) e (N, N):

Tabela 3.3 — Condigdes de Fronteira

Tipo Descrigao Exemplos

Dirichlet | E conhecido o valor da fungio 7 na fronteira #(0)=0e¢eu(l) =0
Neumann | E conhecido o valor da derivada da fungdo / #'(0)=0e¢ %'(0)=0
E conhecida uma relagdo entre o valor da #'(0) + au(0)=Be
funcdo f ¢ de sua derivada 2'(1) + au(1) =B

Mistas

3.4.1 Condicoes de fronteira de Dirichlet

3.4.1.1 Caso unidimensional. Voltemos as diferencas centrais que produzem a

discretizagdo da equagdo diferencial, —u,_, +2u, —u,, = k" f, +h’t,, ou, ignorando T,

—u_ +2u,—u,, =hrf. (3.18)

Seja u(0) = u(1) = 0 (Dirichlet), o0 mesmo que u, = uy; = 0. Para i = 1, a equagio (3.18)

produz

u —u, =hf,

e. parai = N, a equagdo (3.18) implica

74



Uy, +2u, =hf,.

Logo a = b = 2. Obtemos os mesmos valores de @ ¢ b com as condigdes de fronteira u(0)

=u(1) = 1 (ainda Dirichlet), ou seja ug = up+; = 1, como € facil ver com apoio em (3.18).

3.4.1.2 Caso bidimensional. A forma discretizada do problema de Poisson bidimensional

£

B =t g~ Uy U~ U = hzfg‘ (3.19)
Considerando u(x, y) constante na fronteira de [0 : 1] x [0 : 1], procedendo como no caso
unidimensional e usando (3.19), com i =j = 1 obtemos a equagdo 4uy) — Uy — Uy =

constante, e com 7 = j = N resulta uma equagao da forma 4uyy — 2y.1 x — #xy.) = constante.

Concluimos que a = b =4,
3.4.2 Condicoes de fronteira de Neumann

3.4.2.1 Caso unidimensional. As condi¢des unidimensionais de fronteira de Neumann

podem ser #'(0) = #'(1) = 0. Usando a aproximagdo da derivada #'(1).

Uy — Uy _

M= =0 3.20
u'(l) > ) (3.20)

vem uo=1u>. Entdo, para i = 1, a equagao (3.18) se torna

U, -, = h-'ﬂ 3
- 2
Com i = N. escrevemos a equagdo correspondente & equagdo (3.20), que acarreta a

igualdade uy ., = uy+y, € esta, em vista da (3.18), nos leva a equacao

.

G

Uy, Uy =

[



Para as condig¢des de Neumann acima, entdo. a = b = 1.
Se as condi¢bes de fronteira de Neumann forem #'(0) = #'(1) = 1, seguindo os

mesmos passos acima, obtemos os mesmos valores paraa e b.

3.4.3 Condicdes de Fronteira Mistas

3.4.3.1 Caso unidimensional. Para condigdes mistas, conforme descrito em [28], teremos
a=(1+ha)eb=(l+ hB), onde i é o passo. Adotando a = 1/h e B = 0, teremos o0s

valoresa=2eb=1.
3.5 Resultados Numéricos

Nesta sec¢do mostramos os resultados numéricos da implementacao do método proposto.
O objetivo principal dos experimentos numéricos ¢ verificar se realmente o numero de
condi¢do da matriz A dos coeficientes do sistema linear (3.1) se torna limitado,
independentemente do tamanho do problema, ou seja, ndo varia muito com o nimero de
pontos da malha de discretizagdo. Também verificamos, através de experimentos, se a

convergéncia do MGC se torna mais rapida mediante o precondicionamento baseado em

wavelets.

3.5.1 Caso unidimensional. Os resultados para o caso unidimensional foram
calculados em um computador Pentium III, com processador INTEL de 900 MHz e 256
Mb de RAM.

3.5.1.1 Namero de condi¢ao. As Tabelas 3.4, 3.5 ¢ 3.6 ¢ a Fig. 3.7 comparam o numero

de condi¢do x(A) da matriz A com o numero de condi¢do x(C) da matriz C. onde

C= PJW{J)AV\J"J)TPJ ¢ a matriz A precondicionada pela TWDi, para os casos Dirichlet

(a=b=2), Neumann (a=b=1) e misto (a=2 e b=1), respectivamente. Foram usadas
wavelets ortonormais de Daubechies com 3 momentos nulos e J = n. Como cntério de

parada, usamos

|Ax-b[|<10"[b|.
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Para o calculo do numero de condigdo utilizamos o programa cond.m do MATLAB e

também a formula a seguir, que pode ser encontrada em [13,36]

I+cos(- E J
(n+1)

1—-cos[~ Tc—}
(n+1)

Tabela 3.1 — Nimero de condigdo da matriz A com e sem
precondicionamento, para o problema de
Poisson unidimensional com condigdes de
fronteira de Dirichlet (a= b = 2)

k(A) =

N k(A) x(C)
16 116,46 13,78
32 440,69 26,99
64 1711,70 53,72
128 6 743,70 107,63
256 26 768,00 216,03
512 106 660,00 433,60
1024 425 800,00 869,65
2048 1 701 500,00 1742,90

x10°
e
: [
] |
'
L i ' K,
[ ] SSCERESR &~ Ndmero de condigio ‘.---“..--;.-.--...-_.;;..-____..-___'
da matriz original 1 Ly |
+— MNimero de condigo : r :
Y, S da maltriz T 7 (T TS ——
precondicionada ! 4 ’
'
12fmmmec e e o m———— L A Feeeemcmm—a- -
'
.
'
b 1 R R L T e e
'
"
|
i |
Bl i e e s e i e A S i S e S e e .
: '
' '
L b ettty Tmiontest sdestartonteatast  Doarea =g b i it e -t
! ' '
' '
' i
1 iy 1 |
L e e e e e e e e, -
[ e 1 |
! v i |
' ' '
" '
1 I SN S ———— L, e |
i s '
-
—
; \ . '
(1] —x 'S L L L l
o 500 1000 1500 2000 2500

Fig. 3.7 — Numero de condigdo da matriz A, com e sem precondi-
cionamento, para o problema de Poisson unidimensional
com condigdes de fronteira de Dirichlet (a=b = 2)



Para o caso Neumann, usamos como pardmetro de comparacio, a razio do maior
autovalor ¢ o segundo menor autovalor de A, porque o menor autovalor ¢ zero: a matriz é
positiva semidefinida. Embora essa razio nio seja o verdadeiro nimero de condi¢do, que.
no caso € definido como sendo o, presta-se muito bem como pardmetro de comparagdo

do condicionamento do sistema linear.

Tabela 3.5 — Ndmero de condigdo da Matriz A com e sem precondi-
cionamento, para o problema de Poisson unidimensional
com condigées de fronteira de Neumann (a=b=1)

N K(A) k(C)
16 103,09 19.68
32 414,34 28.90
64 1 659,40 37.59
128 6 639,50 45,32
256 26 560.00 51,99
512 106 240,00 57.74
1024 424 970,00 62.70

Tabela 3.6 - Comparacdo do nimero de condigdo, com e sem precondi-
cionamento, para o problema de Poisson unidimensional
com condicoes de fronteira mistas (a=2eb=1)

N K(A) «(C)
16 437.70 26.58
32 1708.70 33.96
64 6 740,70 40.92
128 26 765,00 4737
256 106 650,00 53,20
512 425 800,00 58.43
1024 1701 500,00 63.09

3.5.1.2 Comparagio do MGC precondicionado pela TWDi com 0 MGC ¢ SOR com
pariametro 6timo. As Tabelas 3.7 ¢ 3.8 ¢ a Fig. 3.8 comparam o método em estudo, isto
¢. do gradiente conjugado precondicionado pela TWDi, com o MGC sem
precondicionamento, ¢ com 0 método SOR com parametro 6timo com respeito ao nimero

de iteragdes.
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Usamos wavelets ortonormais de Daubechies com 3 momentos nulos € nimero de niveis

J = n. Como critério de parada, adotamos
|Ax—b|<107°D. (3.21)

Para executar os calculos, utilizamos o programa idwts .m, que automatiza os 3
métodos com recurso das sub-rotinas do CG.m do MATLAB, do jasor.m [08] e do
contrgh.m, construidos por nos (cf. Apéndice B).

O numero de iteragdes para a ordem 2048 da matriz A ¢ método SOR foi
colocado em vermelho pelo seguinte: constatamos que o critério de parada (3.21) que
adotamos ndo ¢ atingido nunca, o que deve ocorrer porque o erro de arredondamento do
computador supera, em cada iteracao, a tolerancia sobre o residuo e as iteragdes entram
em circulo; contudo para a tolerancia 10||b||, o computador nos apresenta aquele mimero

de iteragdes, que serve para nos dar uma boa idéia do desempenho do SOR.

Tabela 3.7 — Comparagdo dos métodos GC, SOR e GC precondicionado
pela TWDi, no problema de Poisson unidimensional, com
condigoes de fronteira de Dirichlet (a=b=2)

N Numero de Iteracgoes —|
GC SOR TWDi

16 8 75 16

32 16 147 25

64 32 289 33
128 64 574 39
256 128 1144 46
512 256 2286 51
1024 512 4962 56
2048 1024 8411 62

Da mesma forma que para o caso da fronteira de Dirichlet, os resultados na
Tabela 3.8 mostram que o método da TWDi supera os outros dois também com fronteira

mista. Os dois nimeros em vermelho nessa tabela tém o mesmo significado que para o

caso Dirirchlet.

79



5000

' ' f
éﬂDD------v----v»——-...—————-..—————----T————-------4-----------1-_1

PRI b3 5 mom e e S e e e i e e i S
) | i |

3000

2500

2000

1500

1000

500

................................................................

o e e e s . el e g i

400

600

]
L
800

Fig. 3.8 — Comparagdo dos métodos GC, SOR e GC precondicionado
pela TWDi, no problema de Poisson unidimensional com

condigdes de fronteira de Dirichlet (a=b = 2)

Tabela 3.1 — Comparagéo dos métodos GC, SOR e GC precondicionado
pela TWDI, no problema de Poisson unidimensional, com

condigdes de fronteira mistas (a=3, b=1).

N Numero de Iteragoes
GC SOR TWDi
16 16 142 16
32 32 284 26
64 64 571 38
128 128 1153 46
256 256 2329 55
512 512 5279 62
1024 1024 8828 70
2048 | 2048 63563 77

3.5.2 Caso bidimensional. Para o caso bidimensional os resultados foram obtidos em

um computador Pentium IV, com processador INTEL com 1.7 GHz de velocidade e 256

Mb de RAM.
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3.5.2.1 Niamero de condi¢do. A Tabela 3.9 e a Fig.3.9 comparam o niumero de condi¢do

k(A) da matriz A com o numero de condigao k(C) da matriz C:=P ;W AW, P, para

o caso de Dirichlet (a=h=2). Usamos wavelets ortonormais de Daubechies com 3

momentos nulos e numero de niveis J = n,

Tabela 3.9 — Namero de condigdo da matriz A, com e sem precondicionamento
com a TWDI, para o Problema de Poisson bidimensional com
condigdes de fronteira de Dirichlet (a=b = 4)

N x(A) x(C)
8 4,79 5,01
16 9,47 10,22
32 14,92 7,39
64 32,16 14,32
128 50,72 ) 10,05
256 116,46 19,57
512 184,57 16,56
1024 440,69 31,50
2048 701,27 33,10
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Fig. 3.9 — Nimero de condigdo da matriz A, com e sem precondicionamento
com a TWDi, para o Problema de Poisson bidimensional com
condigdes de fronteira de Dirichlet (a=b = 4)
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3.5.2.2 Comparagdo do MGC precondicionado pela TWDi com os métodos GC,
SOR e GCCi. A Tabela 3.10 ¢ a Fig. 3.10 comparam o método em estudo, MGC com
precondicionamento com TWDi, com 0 MGC sem precondicionamento, com o método
SOR com pardmetro 6timo, ¢ com MGC precondicionado com o uso da fatoracdo
incompleta de Cholesky (ICGC), em relagdo ao nimero de iteragdes, para o caso das
condi¢des de fronteira de Dirichlet (@ = » = 4). Usamos wavelets ortonormais de
Daubechies com 3 momentos nulos e J = n. Como critério de parada aqui também é o
(3.21).

Para a execugio dos calculos utilizamos os programas pcg.me cholinc.m do
MATLAB, sendo que o primeiro foi modificado por nés para adequacdo as sub-rotinas
precond2D.m e precond2Dt.m, construidas por nés, bem como o algoritmo
jasor.mcompoisparot.me, ainda, poissonbi.m (cf. Apéndice B).

A Fig, 3,10 ilustra os resultados apresentados na Tabela 3.10, que confirmam a
eficiéncia do método TWDi para problemas de altas ordens. Observamos que, com
relacdo ao numero de iteragdes, 0 TWDi supera o método SOR para todas as ordens,
supera 0 MGC a partir da ordem 256x256 e, a partir de 4096x4096, passa a superar
também o GCCi, o que demonstra que, para problemas de altas ordens, o método TWDi €

mais eficiente do que os demais.

Tabela 3.10 - Comparacao dos métodos GC, SOR, GCCi e GC precondi-
cionado pela TWDi, para o problema de Poisson com
condigoes de fronteira de Dirichiet (a = b = 4)

N GC SOR ICGC TWDi
Iteragdes iteragoes iteragdes iteragoes
16 3 16 8 10
32 8 22 9 18
64 10 32 11 21
128 25 40 14 25
256 28 58 17 28
512 51 74 24 34
1024 59 109 29 37
2048 104 139 44 50
4096 119 208 52 533
8192 208 266 81 72
16384 239 398 100 78
32768 417 511 144 105
635536 470 759 470 113
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cionado pela TWDI, para o problema de Poisson com
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Conclusao

Apresentamos ao longo desse trabalho a descricdo da resolugdo de sistemas lineares
oriundos da discretizagdo das equagbes de Poisson unidimensional e bidimensional,
propondo a TWDi para construir uma matriz precondicionadora. Para a resolugdo desses
sistemas, utilizamos o MGC e estudamos alguns aspectos da matriz dos coeficientes
precondicionada pela TWDi: sua esparsidade, seu numero de condigdo e, relacionado com
isso, o niumero de iteragdes necessarias para a convergéncia do MGCP. Os resultados
obtidos em nossos experimentos evidenciam que a esparsidade da matriz dos coeficientes
precondicionada aumenta com a ordem da matriz, tanto no caso unidimensional quanto no
caso bidimensional, o nimero de condi¢do dessa matriz fica limitado e, o0 método proposto
diminui o nimero de iteragdes necessarias para a convergéncia do MGC. Comparamos os
resultados obtidos com métodos classicos, como o MGC basico, SOR ¢ GCCi ¢
verificamos que o novo método, de modo geral, supera a todos, principalmente no caso de
sistemas de altas ordens.

H4, ainda. muito a ser abordado, apontando para estudos futuros, pois, a otimizac¢ido do
algoritmo do GC por meio do precondicionamento ¢ uma das técnicas que podem ser
usadas para controlar o crescimento do custo computacional. Essa técnica, como ja
comentamos, melhora a taxa de convergéncia do método, diminuindo assim o nimero de
iteragdes necessarias para o calculo da solugdo com uma tolerancia preestabeleciada. Outra
técnica que vém sendo estudada com o mesmo objetivo € usar o processamento paralelo

para a execucdo do MGC precondicionado com a TWDi [36].
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APENDICE A

a.l Método do Gradiente Conjugado

O Método do Gradiente Conjugado (MGC) foi desenvolvido nos anos 50 por Hestenes e
Stiefel. Embora teoricamente seja considerado um método direto, nos ultimos 20 anos
tem sido amplamente usado como um método iterativo para resolver sistemas lineares
grandes ¢ esparsos, cuja matriz dos coeficientes ¢ simétrica positiva definida (SPD),
superando as familias dos métodos de Jacobi-Gauss-Seidel-SOR.

Lembremos que uma matriz A ¢ simétrica se¢ A = A", ¢ positiva definida se x'Ax >
0, para todo x # 0. Quando A ¢ SPD, podemos definir a norma

Il = /x*Ax.
O MGC determina uma solu¢do numeérica x de um sistema de » equagdes simultaneas,
Ax=b, AeR"™, xeR", beR". (a.0)
por meio de sucessivos calculos da melhor tentativa no espaco n-dimensional. que

minimiza a fun¢ao erro.

Seja x; uma solugao-teste do sistema (a.0). O vetor-residuo associado é
r.=b—-Ax,. (a.1)
Se A ¢ SPD, entdo também sua inversa A” é SPD, e a fungdo erro é
h=r/A7r, >0, para x, #0. @2

Substituindo ry, dado por (a.1), em (a.2). obtemos

h=x.Ax, —2b'x, +b'A7'D. (a.3)
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Dada uma aproximagao x; da solu¢io de Ax = b. encontramos uma aproximacdo melhor,
Xy T X FOpy,

mn

onde p; € um vetor de R", dito vetor de diregdo, escolhido convenientemente, € o € um

escalar. A substitui¢do de xy por x-; em (a.3) produz
h=0o’p;Ap, —20p;r, +x,Ax, +b‘'A”'b.

Um minimo local de /# (como fun¢do de a) pode ser determinado igualando a

primeira derivada a zero, isto €,

dh
— =2ap-Ap, —2pir, =0. a4
e PrAPy — £P.T (a4)

E imediato verificar que a solugao

L
_ P

£ PLAp,

da equagdo (a.4) ¢ o unico ponto de minimo (global) de 4. Usamos o correspondente

minimo como a nova aproximagao xy-; da solu¢do de Ax =b no passo seguinte. isto é.
Xy, =X, TPy

No MGC, o vetor py é escolhido de forma que tenha a dire¢@o que minimize a

fun¢do erro A tanto quanto possivel, e ao mesmo tempo satisfaga a condigio

p;Ap; =0, para i#].
O algoritmo para 0 MGC é descrito no quadro abaixo. Nesse algoritmo. {-. -) éa

funcdo produto interno usual em R". Detalhes adicionais sobre o método podem ser

encontrado em [13, 25.40].
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MGC

Inicializagio
(a) valor inicial x,
(b) r,=b-Ax,
©) p =1
Processo Iterativo
<pk7rk)
(Pk , Apy )
() X, =X, +0,Pp;

® rn.,=n - Ap,

d o =

(g) Confere a convergéncia

_ (rk+1: rL.~e-1>

(h) B, =
(rx)
() Pra =Ny 8Py

a.2 Método do Gradiente Conjugado Precondicionado

Quanto A possui um numero de condi¢do grande, o precondicionamento surge como
forma de determinar uma aproximac¢ido numérica da solugdo x de um sistema de »
equagdes simultidneas (a.0). através da modificagdo do sistema original, por meio de
transformagdes lineares. tornando-o mais facil de resolver, isto ¢, multiplicando ambos os
lados do sistema por uma matriz precondicionadora K. A matriz K deve ser SPD e tal

que reduza muito o nimero de condi¢do de A,
Al > KAl
A notagdo > significa muito maior que. Como K é SPD, podemos usar a fatoragdo de

Cholesky [13]
K=V'V.
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Entéo o sistema Ax = b ¢ transformado pela matriz V em

-

A% =b,

com A= VAV', £=V'x ¢ b:=Vb. Para resolver o novo sistema linear, apenas
aplicamos a ele o algoritmo do MGC acima. Um resumo do algoritmo para o MGCP é
dado a seguir.

MGCP

Inicializacio
(a) valor inicial u,
(®) r,=f-Au,
© p,=r,

Processo Iterativo
@ o, = M

(Pk:APk)

(€) wu, =u +op,
® rn.,=r - Ap,
(g) Confere a convergéncia
() r., =Kr,
@ = entia)

(Fx)

G) Pra =T BB,
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IMPLEMENTACAO DE ALGORITMOS

Reunimos neste apéndice os algoritmos por nos desenvolvidos na linguagem MATLAB
para a realizagdo deste trabalho. Nesses algoritmos foram utilizadas sub-rotinas do
MATLAB como cg.m, pcg.m, dbaux.m, kron.m, diagmx.m, € o

programa jasor.m, desenvolvido por Caleffi [08].

Rotina principal: idwts.m
function ([x,t,iter,y,z]=idwts(n,m,a,b,vetorb,p)

IDWTS resolve o sistema linear AX = b como segue.

Entrada:

n indica que 2”n é a ordem do sistema linear;

m &€ o nuimero de momentos nulos;

a e b sao numeros correspondente as condigdes de fronteira

usadas no problema de Poisson (Dirichlet, Newmann ou mis-
tas)

vetorb é o vetor dos termos independentes.

$ p =1, para o GC sem precondicionamento;

p = 2, para o GC precondicionado com wavelets;

P 3, para o SOR;

I

Saida:

®x & vetor solucdo do sistema;

t € o tempo de execucdo do programa;

iter é o numerc de iteracdes realizadas;

Y,z sSd@o os numeros de condicdo de A e C:=PWAW'P;
matrizes A e C e geragao do numeroc de condigdo dessas
matrizes

G0 0 0 P 0 D o P gD D gl D P P D P D 0 O o

o0

X0 = zeros(2°n,1l):

N = 2°n;

A = full(gallery('tridiag',N)):

A2(1,1) = a;

A(N,N) = b;

[C,ys2] = conw(n,m,a,A’) $opcao completa
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% Resolucdo do Sistema Linear

% GC sem precondicionamento

if p==1
K=eye(2"n);
le-10);

% CG precondicionadoc com wavelets
elseif p==
WJ = 1;
for k = 0:n-1
[W] = contrgh(n,k,m,2); %f=2 p/evitar o célculo de P"2
WJ = W*WJ;
end
K = WJ'*WJ;
[, error, iter, flag,tl=cg(A,xo,vetorb,K,...
2™n,le-10);

% SOR
elseif p == 3

wo=2/ (1l+sqgrt(l-cos (pi/ (N+1))"2)});

[2,error,iter,t,c] = jasor(A,vetorb,xo,wo,2”n,le-10,2);
end

Sub-rotina: conw.m

function [C,y,z]=conw(n,m,a,b,A)

% __________________________________________________________
% CONW constréi as matrizes WJ, PJ, C e calcula o numero de
% condic&o de A e C.

%

% Entrada:

% n indica que ordem da matriz A & 2"n;

% m & o ndmerc de momentos nulos;

% a e b sd3o os numeros correspondentes as condicgées de fron-
% teira,usadas no problema de Poisson;

% A é& a matriz dos coeficientes dos sistema Ax = b.

%

% Saida:

% C é a matriz precondicionadora de A pelo método da TWDi;
% y &€ o numero de condicdo de A;

% z &€ o numero de condicdo de C.

fo. 2]

% Construcdo da matriz WJIJ=W(n-1)*...*W1*WO
WJ = 1;
for k = 0:n-1

W = contrgh(n,k,m,1);
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WJ = W*WJ;
end

% Construgdo da matriz PJ: 2”n = ordem da matriz e n =
% nimero de niveis

PJ = matrizp(n,n);

% Construcdo da matriz C e calculo dos numeros de condic&o
% de A e C

C = PI*WJI*A*WJ'*PJ;

if a==1
a = sort(eig(R));
y = a(N)/a(2);
c = sort(eig(C)):
z = c(N)/c(2);

y = cond(A);
z2 = cond(C) ;

Sub-rotina: contrgh.m

function W=contrgh(n,k,m,f)

CONTRGH constréi as submatrizes H e G e a matriz W.

Entrada:

n indica que a ordem de W é& 2%n;

k+1 & o numero de niveis de resolugdo TWD;

m é numero de momentos nulos.

f é o fator para mudanca de escala (evita o célculo de P);

Saida:
W = matriz da TWDi

P P P P P PP PP P

o

% Construcdo da matriz H

N = 27n;

N1l = 2~(n-k);

N2 = 2”(n-k-1);

L = 2%m;

H = zeros(N2,N1l);

I
|

= sgrt(2)*dbaux(m) ;
= 1;
for j = 1124N1-1

|-
|
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for p = 1:L
if j+p-1 < N1+1
H(i,j+p-1) = h(p);
end
end
i = i+1;
end

% Construcdo da matriz G
G = zeros(N2,N1l);

% Construcéo do vetor g

for 1 = J1:L;
g(i)= (-1)7~i*h(i);
for i = L+1:L+2
g(i) = 0;
end
end
i = N2;

for j = Nl:=273l
for p = 1:L+2
if J-p+1 > ©
G(i,j-p+l) = g(p):
end
end
I=1i-1;
end

% Construcdo da matriz Wj (W)
W = diagmx(£*[H;G] ,eye (N-N1));

Sub-rotina: matrizp.m
function P = matrizp(n,J)

MATRIZP constréi a matriz-mudanca-de-escala P pelo proces-—
so da diagonal.

%
%
%
% Entrada:

% n indica que a ordem da matriz P & 2"n;

% J-1 indica o nUmero de niveis de resoluicdo da TWD.
%
%
%

P é a matriz diagonal de mudanca de escala.

o

= 2*eye(2”n);



i

e
£

e

1lse
P = 2*J*eye(2°(n-J+1));
nd
or m = J-1:-1:1
P = diagmx (P, 2"m*eye (2"~ (n-m)) ) ;
nd

Sub-rotina: precond2D.m

£

o

o o o o o o o o O o

n

W
£
iR

e

unction x = precond2D(x,N)

PRECOND2D constréi a matriz WI=Wn-2*Wn-1*...Wl*Wo, do caso
bidimensional e precondiciona o vetor x, utilizando as
sub-rotinas CONTRGH e KRON.

Entrada:
X & o vetor a ser precondicionado pela matriz WJ.
N é& ordem da matriz WJ do caso unidimensional;

Saida:

vetor x precondicionado pela matriz WJ

= log2(sgrt(N));
J = ¥%;

= sqgrt(2);
or k = 0:n-2

nd

Sub-rotina: precond2Dt .m

£

a? o O P R

o 2 P

unction xt = precond2Dt (x,N}

PRECOND2DT constrdéi a matriz WJIt=Wn-2*Wn-1*...W1l*Wo do
caso bidimensional e precondiciona o wvetor x, utilizando a
sub-rotina CONTRGH.

Entrada:

xt = vetor a ser precondicionado

N & ordem da matriz WJt do casoc unidimensional;



n

Saida:
vetor xt precondicionado pela matriz WJt

= log2(sqrt(N));

WJt = x;

£

= sgrt(2)

for k=n-2:-1:0

W=contrgh(n,k,3,L);
Wit=kron(W',W") * (WJt)
end

Outros programas

poissonbi.m

function A = poissonbi (m,n)

oo

a2 o P B P e P

P o of of oGP P P

(e o]

i

POISSONBI calcula a matriz de Poisson, que &€ a matriz dos
coeficientes do sistema linear, resultante da discretiza-
¢do, com o uso de diferencas centrais, do problema de con-
torno bidimensional de Poisson no retangulo [0;1]x[0;1],
com condicdes de fronteira de Dirichlet. Utiliza a sub-
rotina KRON.
Entrada:
m indica ¢ numero de nodos equidistantes no lo interwvalo
[@:1]
n indica o nimero de nodos equidistantes no 2o intervalo
£l
Saida:
A é matriz de Poisson de ordem n*m, na forma esparsa.
£ nargin < 2,
n = m;
T = gallery('tridiag',n);
I = eye(n):
A = kron(I,T) + kron(T,I):

end

Tl = gallery('tridiag',m):;

I1 = eye(m);
T2 = gallery('tridiag’',n);
I2 = eye(n):
3£ W > n,
A = kron(I1,T2) + kron(T1l,I2);
else

A = kron(I2,Tl) + kron(T2,I1):;
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nd

poisparot.m

function w = poisparot (M,N)

POISPAROT calcula o parametro 6timo w do SOR para resolver
o sistema Ax = b, onde A é a matriz de Poisson de ordem
MxN. Essa matriz A provém da discretizacdo do problema de
contorno de Poisson sobre um retangulo com as condicdes de
fronteira de Dirichlet, tomando M+1 nodos eqliespacados
sobre um eixo e N+1 nodos sobre o outro eixo.

if nargin < 2,

N = M;

end

W

= 4/(2 + sqrt(4 - (cos(pi/(M+1l)) + cos(pi/(N+1)))"2));
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