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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo investigar a obtencao da solucao das equacoes
diferenciais parciais em dominios arbitrarios através do emprego da transformada de
Fourier. As principais equacoes diferenciais parciais investigadas sao aquelas relacionadas
a elasticidade linear e a propagacao de ondas. O emprego da transformada de Fourier na
solucao deste tipo de problema torna-se possivel pela introducao em sua formulacao de
extensoes com valores nulos em todo o dominio R” para as func¢oes envolvidas nas equacoes
diferenciais parciais. O método é inicialmente desenvolvido para uma equacao diferencial
parcial com coeficientes constantes genérica e, em seguida, para um problema de conducgao
de calor em duas dimensoes, para um problema elastico estatico em duas dimensoes e para
um problema de propagacao de ondas em duas dimensoes, sendo que, neste tltimo caso,
a transformada de Laplace é empregada em conjunto com a transformada de Fourier.
Uma prova da validade da solucao encontrada, desenvolvida através do emprego do
teorema de Green, é apresentada. Um exemplo numérico para o problema elastico estatico
em duas dimensoes também é apresentado. Finalmente, discute-se varias idéias para o

desenvolvimento futuro desta linha de métodos.
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Abstract

In this work, we develop a method to solve partial differential equations in arbitrary
domains by applying Fourier transform technique. The main target of this work are the
linear elastic problem and the wave propagation problem. For such, the Fourier transform
technique is developed in arbitrary domains making the assumption that the unknown
vanishes outside the domain. We also validate the encountered solution following results
of complex variable. This approach establishes an alternative procedure to determine
the integral formulation for the boundary element method. We report solutions for
the two-dimensional heat transfer equation, two-dimensional linear elastic equation and

homogeneous wave equation.
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Capitulo 1

Introducao.

A solucao de equacgoes diferenciais parciais desempenha um papel importante na
engenharia uma vez que os modelos que descrevem o comportamento de pecas e de
estruturas ou de processos fisicos ou quimicos de interesse da engenharia sao formulados
em termos dessa classe de modelos mateméticos. Entre os modelos fisicos que podem ser
formulados a partir de equacoes diferenciais parciais estao o da elasticidade linear e o da
propagacao de ondas. Uma demanda por estes modelos é gerada pelos métodos baseados
na propagacao de ondas elasticas como meio de obter informagcoes sobre o interior de pecas
metalicas ou de estruturas de concreto. Nestes métodos as tinicas variaveis controladas
sao a geracao da onda e a posicao em que esta é gerada e as tinicas medigoes sao as ondas
recebidas em certos pontos da superficie da peca. Assim, necessita-se interpretar seus
resultados a partir de um dado modelo que descreva o comportamento das ondas elasticas
no meio em estudo e que permita relacionar o conjunto de sinais gerados e recebidos
com determinadas caracteristicas do interior da peca, sejam caracteristicas de natureza
geométrica, como vazios ou trincas, sejam caracteristicas do material, como o tamanho dos
contornos de graos. A precisao deste modelo de propagacao de ondas elasticas determina
a precisao com que poderao ser interpretados os resultados do ensaio.

Existem véarias alternativas de modelos para cada problema da engenharia. No caso de
propagacao de ondas elasticas, os modelos utilizados vao desde modelos baseados na 6tica
geométrica, passando por modelos de difracao baseados no principio de Huygens
até modelos mais completos baseados nas equacoes diferenciais parciais da teoria da
elasticidade. Os primeiros modelos podem ser empregados em situagoes que apresentam
certas regularidades como, por exemplo, uma frente de onda aproximadamente plana, para
a qual a o6tica geométrica pode ser empregada. Nas situagoes mais gerais, a0 necessarios
modelos baseados na teoria da elasticidade. A teoria da elasticidade apresenta a

dificuldade de possuir uma formulacao nao linear, porém uma linearizacao destas relacoes



pode ser obtida para problemas envolvendo somente pequenas deformacoes Timoshenko
and Goodier 1934 e distancias relativamente curtas para as ondas propagadas Graff
19752, A teoria da elasticidade linear conduz a um modelo de propagacao de ondas
elasticas suficientemente completo para permitir uma interpretacao precisa dos dados de
um ensaio ultrassonico tipico.

A solugao, em geral aproximada, das equagoes diferenciais parciais com as respectivas
condicoes de contorno pode ser alcancada por diversos métodos entre os quais pode-se
citar diferengas finitas, métodos dos elementos finitos (formulagao variacional), método
dos elementos de contorno (integrais de contorno), colocacao e transformagoes integrais.
Cada um destes métodos possui uma grande quantidade de variantes e formas hibridas
muito discutidas e desenvolvidas na literatura, Prenter 19753. Estes métodos apresentam
uma série de vantagens e desvantagens e aparentemente na literatura nao consta uma
comparacao global entre os mesmos. Assim, parece-nos que o desenvolvimento de um
método alternativo de solucao das equacoes diferenciais parciais pode comecar por uma
tentativa de generalizacao de um dado método que apresente uma boa solucao para
casos especificos. Um ponto de partida para tal investigacao pode ser o método das
transformacoes integrais que apresenta como restricao o fato do nicleo da transformada
depender da forma do dominio e das condi¢oes de contorno Duffy 1994* Ozigik 1980°: para
dominios (—oo,+00) pode-se empregar a transformada de Fourier; (0, +00), emprega-
se a transformada de Laplace; para um dominio qualquer deve-se construir o nicleo
adequado, que por sua vez envolve a solucao de uma equacao diferencial parcial homogénea
no dominio considerado semelhante a do problema. Uma alternativa com o objetivo
de contornar a necessidade de construcao de um ntcleo para um dado dominio e
condicoes de contorno é justamente investigar as conseqiiéncias do emprego direto de
uma transformacao integral, preferencialmente com um ntcleo bem conhecido e de forma
simples, em problemas envolvendo dominios quaisquer.

O presente trabalho tem por objetivo investigar o emprego da transformada de Fourier
na solucao das equacoes diferenciais parciais, principalmente da elasticidade linear e da
propagacao de ondas, estabelecidas em um dominio qualquer e avaliar as conseqiiéncias
deste emprego. A escolha da transformada de Fourier recai no fato de apresentar um
nicleo simples e bem conhecido e de possuir uma vasta aplicacao na solucao de equacoes
diferenciais parciais em dominios infinitos. A investigacao inicia com um problema de
conducao de calor em duas dimensoes e segue com um problema elastico estatico também
em duas dimensoes. Em seguida é apresentada a solucao da equacao homogénea da
onda, também em duas dimensoes. A conclusao do trabalho discute alternativas para o

desenvolvimento futuro do método. Uma busca na literatura indica que este caminho de



investigacao é inédito, podendo, em razao dos resultados finais, ser classificado como um
novo meio de obtencao das equacoes integrais de contorno baseado na transformada de

Fourier. O método desenvolvido neste trabalho também foi publicado em Furtado et al.
19986,



Capitulo 2

Revisao bibliografica.

A literatura apresenta uma série de estudos sobre a solucao de problemas formulados

por equagoes diferenciais, entre os quais os problemas dinamicos e de propagacao de ondas,

e que sao baseados nas mais diversas técnicas, que podem ser agrupadas nos seguintes

itens:

1. Métodos gerais de solugao de equacoes diferenciais parciais.

(a)

Método das diferencas finitas. O método das diferencas finitas baseia-
se na aproximacao das derivadas parciais por razoes de diferencas, o que
permite aproximar a equacao diferencial parcial do problema por um sistema de
equagoes algébricas com o auxilio da discretizacao do dominio em uma malha
de nos. Este método apresenta a limitacao de necessitar de malhas regulares

na discretizacao do dominio.

Método dos elementos finitos. O método dos elementos finitos parte
da formulagao variacional do problema expressa por um funcional, que
normalmente é obtida a partir do operador diferencial parcial, e, através da
discretizagao do dominio em células (elementos) e da aproximacao das fungoes
envolvidas no problema por uma base de fun¢oes estabelecida de acordo com
estas células, determina uma solucao aproximada que minimize este funcional.
Os fundamentos matematicos desta técnica podem ser vistos em Reddy 19867.
Os trabalhos desenvolvidos nesta linha procuram obter uma melhor resposta a
partir da escolha de uma base de fungoes que possa representar razoavelmente
bem as solugoes do problema sem a necessidade de um grande ntimero de
elementos. Esforcos neste sentido podem ser vistos em Han and Ichikawa
19958, Bettess and Chadwick 1995°, Sern and Badal 1986' e Amaratunga



and Willians 1994'.  Outros trabalhos, empregando bases de funcoes
convencionais, estudam os problemas relacionados com reflexdes esprtrias
ocorridas nas zonas de transi¢ao de pequenos elementos para grandes elementos
e uma melhor configuracao da malha de elementos Celep and Bazcaronant
19832 e Nemat-Nasser and Yamada 1981'3. No contexto do método dos
elementos finitos, os problemas envolvendo dominios infinitos sao desenvolvidos
através de formulagoes hibridas, onde emprega-se elementos finitos nas regioes
de interesse e outros tipos de solucoes, como solucoes analiticas ou baseadas em
integrais de contorno, nas regides distantes do dominio Mei and Yue 1979,
Yeung and Bouger 1979', Chen and Mei 1978'¢ e Bettess and Zienkiewicz
197717,

Meétodo dos elementos de contorno. Os métodos baseados nas integrais de
contorno obtidas a partir da formulagao variacional do problema estao entre
os mais amplamente investigados na solugao do problema de propagagao de
ondas elasticas. De uma maneira geral, os principais esforcos vao no sentido de
modificar a integral de contorno com a finalidade de eliminar as singularidades
apresentadas pelas mesmas quando avaliadas sobre o contorno Dominguez
1996'8, Liu and Rizzo 1993, Bencheikh 1993%° e Shippy and Rezayat 19852
Em outra direcdo, pode-se ver em Huestis 199522 uma investigacao do emprego
da série de Fourier como base de fungoes para representar as grandezas sobre

0 contorno.

Transformagoes Integrais. Os métodos baseados nas transformagoes
integrais sao largamente empregados na solucao de equacoes diferenciais
parciais. Em problemas envolvendo dominios infinitos e semi-infinitos, as
transformadas de Fourier e de Laplace sao amplamente empregadas Duffy
1994* e Graff 19752, Em casos mais gerais, ¢ empregado o método das
transformacdes integrais classicas Ozgik 1980°, que pode ser empregado em
problemas definidos em dominio arbitrarios, onde uma transformagcao integral
especial, cujo niicleo é determinado pela solucao de um problema auxiliar de
auto-valores definido a partir do operador diferencial parcial do problema,
¢ aplicada a equacao diferencial parcial na forma usual (como nos casos
das transformadas de Laplace e Fourier) obtendo-se a solucao explicita do
problema, nos problemas estaticos, ou um sistema de equacoes diferenciais
ordinérias, nos problemas dinamicos, cuja solucao nos leva diretamente a
solucio do problema. Em Cotta and Mikhailov 199323, é apresentado o

método das transformagées integrais generalizadas (generalized integral



transform technique) que amplia o campo de emprego do método das
transformacoes integrais permitindo obter a solucao de problemas nao lineares.
O procedimento deste método envolve, da mesma forma que nas transformagcoes
integrais classicas, o estabelecimento de um problema auxiliar definido a partir
do problema principal cuja solucao permite transformar o problema principal
em um sistema de equacao diferenciais ordinarias nao lineares, sendo que a

solucao deste sistema nos leva diretamente a solucao do problema.

(e) Transformada de Fourier. A transformada de Fourier pode ser empregada
na solucao de equacoes diferenciais parciais com coeficientes constantes uma vez
que as operacoes de integracao no dominio direto sao mapeadas para operacoes
de multiplicagado no dominio transformado. Isto significa que a equacao
diferencial é mapeada para uma equacgao algébrica no dominio transformado
podendo, entao, ser facilmente resolvida neste dominio. A solucao no dominio
direto é obtida pela transformada inversa de Fourier da solu¢ao no dominio
transformado. Este método tem sido empregado até agora em problemas
onde a equacao diferencial é definida em dominios regulares como retangulos,
circulos, espacos, semi-espacos, e outros. Para uma revisao completa veja
Duffy 1994*. O presente trabalho apresenta um novo campo de emprego da
transformada de Fourier que é justamente a solucao de equacoes diferenciais
parciais estabelecidas em dominios nao regulares, que também foi publicado
em Furtado et al. 1998°. Como ver-se-a adiante, o emprego da transformada
de Fourier em uma equacao diferencial parcial estabelecida em um dominio
qualquer conduz a formulacao baseada em integral de contorno idéntica a

obtida no método dos elementos de contorno.

(f) Funcio de Green. FEsta linha de métodos apresentada em Ozgik 1980°
inicia estabelecendo um problema auxiliar que consiste da mesma equacao
diferencial parcial do problema sem os termos independentes (termos fontes)
e com condi¢oes de contorno do mesmo tipo das do problema sem os termos
independentes. Se a solugao do problema auxiliar for conhecida (fungao de
Green) pode-se obter, apos uma série de manipulagoes algébricas envolvendo
as equagoes dos problemas principal e auxiliar e com o emprego do teorema de

Green, a solucao do problema principal.

2. Métodos dos elementos de contorno e transformacoes integrais .
Uma vez que o presente trabalho apresenta uma solucao para problemas elasticos e

de propagacao de ondas cujas formulacgoes finais, embora obtidas por um caminho



diferente, é semelhante aquela empregada no método dos elementos de contorno,

serao mostrados, em seguida, as principais linhas de desenvolvimento das solugoes

de problemas dinamicos através do método dos elementos de contorno, onde, em

alguns casos, o método das transformagoes integrais é empregado conjuntamente.

(a)

SGBEM (“Symmetric Galerkin Boundary Element Method”). Esta linha
de métodos emprega uma formulacao baseada no método de Galerkin que
conduz a uma equacgao integral dupla de contorno cuja discretizagao produz
um sistema simétrico de equagoes algébricas, sendo esta a sua maior vantagem:.
A desvantagem desta formulacao em relagdo aquelas envolvendo integrais de
contorno simples consiste no maior esforco computacional necessario para
avaliar a integral dupla de contorno. Um dos trabalhos nesta linha é Sirtor:
et al. 1992%*. Mais tarde, em Frangi and Novati 19982°, é apresentada esta

formulacdo (SGBEM) para problemas no dominio transformado de Laplace.

DRBEM (“Dual Reciprocity Boundary Element Method”). A idéia
neste método consiste em aproximar o termo nao homogéneo da equagao
diferencial parcial em termos de uma base de funcoes finita. A equacao
diferencial parcial resultante desta aproximacao passa por uma manipulagao
matemética semelhante aquela empregada no método dos elementos de
contorno conduzindo a uma equacao baseada somente em integrais de contorno,
porém com uma formulagado um pouco mais complexa que envolve niicleos
adicionais determinados a partir dos elementos da base de funcao. Esta equacao
apresenta como incognitas as variaveis dependentes da equacao diferencial
parcial sobre o contorno e os coeficientes da expansao do termo nao homogéneo.
A solucgao desta equacao integral de contorno é obtida através da discretizacao
do contorno (como usualmente ¢ feito no método dos elementos de contorno)
e pelo estabelecimento de pontos de colocacao no interior do dominio, sem a
necessidade da divisao do dominio em células. A partir desta discretizacao, é
estabelecido o sistema de equacoes algébricas cuja solugao é uma aproximagao
da solucao do problema inicial. Um trabalho desenvolvendo este método é
apresentado em Zhu et al. 19942, que indica que o primeiro trabalho nesta

linha apareceu em Nardini and Brebbia 1982%7.

LTBEM (“Laplace Transform Boundary Element Method”). Nesta linha de
métodos, a transformada de Laplace é aplicada na equacao diferencial parcial
do problema resultando em uma equacao sem dependéncia do tempo e contendo

somente as derivadas parciais espaciais e o parametro de transformacao,



digamos s. A partir desta equacao, é estabelecida uma formulagao variacional
equivalente do problema. Apo6s uma série de manipulacoes algébricas e da
determinacao da funcao de Green associada a equacgao transformada, chega-
se a expressao da equacao integral de contorno do problema no dominio
transformado. Esta equacao integral de contorno envolve o parametro de
transformacao s e a sua solucao nos da os valores das func¢oes de contorno
incognitas no dominio transformado (em fungao de s). Apos a obtencao destas
solucoes para um certo conjunto de valores de s, aplica-se sobre as mesmas
algum dos algoritmos de inversao numérica da transformada de Laplace,
obtendo-se a solucao do problema no dominio tempo. Aparentemente, os
primeiros trabalhos nesta linha apareceram em Cruse and Rizzo 196828, Cruse
19682° e em Rizzo and Shippy 19703°, conforme Ahmad and Manolis 19873! e
Zhu et al. 19942,

Ao longo do tempo, varios trabalhos envolvendo este método foram
desenvolvidos e se diferenciam principalmente pelo algoritmo de inversao
numérica da transformada de Laplace empregado. Entre estes citamos:
Ahmad and Manolis 19873!, que empregou o método de Durbin para inversao
numérica e apresentou a solucao para problemas de vibragoes em vigas em
meio infinito e em um semi-espaco; Nishigaki et al. 199632, que calcula as
ondas sonoras irradiadas por soélidos que sofreram impactos e compara com
resultados experimentais (nao descreve o método de inversao numérica); Rui
and Zhengyou 199733, que apresenta a solucao de problemas viscoelasticos
em placas finas onde emprega o método de Bellman na inversao numérica da
transformada de Laplace juntamente como uma forma aproximada da funcao
de Green, no lugar da forma exata, para facilitar os calculos; e Pan et al.
199734, que apresenta a solucao de problemas viscoel4sticos em trés dimensoes
com gravidade empregando o método de Piessens na inversao numérica da
transformada de Laplace e emprega uma variante da integral de contorno
envolvendo as func¢oes de Green de um problema puramente estatico.
Conforme observa Zhu 19983°, as equacoes integrais de contorno empregadas
no método LTBEM e no método dominio tempo estao diretamente
relacionadas: a equacao integral de contorno empregada pelo método LTBEM
corresponde a transformada de Laplace daquela empregada pelo método

dominio tempo.

LTDRBEM (“Laplace Transform Dual Reciprocity Boundary Element

Method”).  Nesta linha sdo empregados, simultaneamente, os métodos



DRBEM e LTBEM. O pioneiro nesta linha foi Zhu et al. 19942 que
apresenta a solu¢ao de um problema envolvendo a equacao linear de difusao
empregando o DRBEM e LTBEM, onde foi usado o método de Stehfest de
inversao numérica da transformada de Laplace. Como resultado do DRBEM,
além da discretizacao da fronteira, faz-se necessario o estabelecimento de pontos
de colocagido no interior do dominio (estes pontos sao resultado do emprego
do DRBEM, e nao ha a necessidade da divisdo do dominio em células),
sendo que a cada um destes pontos estao associadas incognitas do sistema de
equacoes algébricas resultante. Os exemplos envolveram dominios retangulares
e cilindricos que foram discretizados com malhas regulares (pontos de colocagao
uniformemente espacados). Observa-se que nenhuma referéncia foi feita a

influéncia da posicao dos pontos de colocacao dentro do dominio nos resultados.

FDRBEM (“Fourier Dual Reciprocity Boundary Element Method”). A idéia
deste método consiste em transformar as integrais de dominio que aparecem na
equacao integral de contorno devidas ao termo fonte em integrais de contorno
através da expansao deste termo fonte em série de Fourier e da aplicacao do
teorema de Green. FEsta expansao é feita inicialmente estabelecendo-se um
dominio auxiliar retangular contendo todo o dominio do problema; em seguida,
sao arbitrados valores para o termo fonte nos pontos do dominio auxiliar nao
contidos no dominio do problema, procurando manter a continuidade desta
funcao da melhor maneira possivel; finalmente calcula-se os coeficientes da série
de Fourier para esta extensao do termo fonte (considerando o dominio auxiliar),
sendo que, neste calculo, sao realizadas as tnicas integracoes de dominio.
Aparentemente, este método foi desenvolvido pela primeira vez em Tang 198936
conforme Kassab and Nordlund 199337, sendo que este tltimo apresenta uma
melhoria deste método onde o calculo dos coeficientes da série de Fourier sao
realizados por uma FFT que necessita somente amostrar a extensao do termo
fonte em uma grade de pontos igualmente espagados estabelecida sobre todo o
dominio auxiliar. Isto elimina a necessidade de calcular as integrais de dominio
para determinar os coeficientes da série de Fourier. Ainda é apresentado um
algoritmo novo de FFT para funcoes de duas variaveis. Também sao mostrados

exemplos que indicam a validade deste método.

Série de Fourier e FFT(fast Fourier transform) em dominio
axissimétrico. Em Kuijpers et al. 19973% & apresentada uma formulacao
do método dos elementos de contorno para um problema de radiacao actustica

em dominios tridimensionais axissimétricos, onde uma melhoria no método de



solucao é obtida pela expansao da fungao de Green do problema e das fungoes
do contorno em séries de Fourier no angulo f. Isto resulta em um sistema
independente de integrais de contorno, sendo que cada integral relaciona os
coeficientes correspondentes (associados aos termos equivalentes) da expansio
em série de Fourier das fungoes de contorno e da funcao de Green. No
calculo destes coeficientes, ao invés de avaliar as integrais em 6 conforme
estabelece a formulacao da série de Fourier, é empregada a FFT fazendo-se
uma amostragem das funcoes de contorno e da funcao de Green em pontos
igualmente espagados no intervalo (0,27), o que resulta em uma reducao do
esforco computacional, isto comparando resultados de igual precisao. Também
sao feitas consideragoes sobre o nimero minimo de pontos amostrado para
o calculo da FFT, sendo indicadas algumas relacoes para a determinacgao
deste ntiimero minimo. Seguindo a mesma linha, em Provatidis 19983,
para problemas de potenciais (equacido de Laplace), e em Provatidis 1999,
para problemas da elasticidade linear, pode-se ver uma comparacao entre as
seguintes solugoes: solucao obtida com o emprego da FFT no célculo dos
coeficientes da série de Fourier; solugoes obtidas com o emprego de métodos
baseados em quadraturas no céalculo destes mesmos coeficientes; e uma solugao
tridimensional. Estas comparacoes mostram que, para um nimero maior de
termos da expansao em série de Fourier, o método baseado na FF'T apresenta

um melhor desempenho computacional.

Spectral BEM. Em Peirce et al. 1992*' ¢ apresentada uma proposta de
solugdo de um problema elastico de trincas envolvendo geometria (dominio)
regular, que pode ser periodicamente repetida no espaco, na qual a formulacao
integral envolve apenas integrais definidos (ao invés de integrais de contorno) e
que podem ser consideradas como operacoes de convolucao. Estas convolucoes
sao avaliadas pela propriedade da FFT (transformada rapida de Fourier)
f*xg = FFT ' {FFT{f}FFT{g}}, obtendo-se uma reducio no ntiimero de
calculos a serem efetuados. Isto sugere que os nicleos das integrais sejam
dados no espacgo transformado de Fourier. Este trabalho também estabelece
que a aproximacao das funcoes de contorno por uma dada base de funcoes no
espaco direto corresponde a um determinado filtro aplicado & transformada
de Fourier das funcoes de contorno no espaco de Fourier. Além disto,
apresenta outras propostas de filtros com melhores resultados do que aqueles
associados as bases de fun¢oes no espaco direto. Também sao apresentados dois

algoritmos iterativos de solugao do sistema de equacoes algébricas resultante da
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discretizacao das integrais de contorno, “Enhanced Jacobi” e “preconditioned
conjugate gradient”, e que sao auxiliados pelo emprego da FFT.

Outra variante deste método pode ser vista em Hill and Farris 1995%2, onde
resolve-se problemas dinamicos de transferéncia de calor, cujas condigoes
iniciais possam ser desconsideradas da solugdo (alguns casos especiais),
aproximando-se a funcao incoégnita por uma série de Fourier truncada, o
que determina um certo espectro de freqiiéncias, e que é substituida na
equacao diferencial parcial do problema produzindo um conjunto de equacoes
diferenciais parciais nao dependentes do tempo e associadas a cada freqiiéncia
do espectro. A solucao destas equagoes diferenciais parciais é realizada pelo
método do elementos de contorno obtendo-se a solucao do problema no espectro
de freqiiéncias. Fazendo-se a transformada inversa discreta de Fourier desta
solucao obtém-se a solucao no tempo. Este espectro discreto de freqiiéncias
¢ determinado pelo intervalo de tempo e pelo passo no tempo (resolu¢ao) nos
quais deve-se observar a solucao do problema. Com o fim de reduzir o volume
de calculos necessarios, propoe-se a exclusao das freqiiéncias do espectros que
nao apresentam grandes contribuicoes para solucao do problema, sendo isto
determinado pelo perfil do espectro de freqiiéncias das condicoes de contorno
do problema: as freqiiéncias sem importancia no espectro das condicoes de
contorno sao eliminadas do espectro da solucao. Com estas caracteristicas,
este método torna-se apropriado para processamento paralelo, da mesma forma
que LTBEM. Finalmente, sao apresentados exemplos numéricos indicando a

validade da proposta.

Equacao integral de contorno no dominio transformado. Em Vatul’yan
and Sadchikov 1998 & apresentada uma nova proposta para solucio da
equagao de Helmholtz através de uma equagao integral de contorno obtida
pelo emprego da transformada de Fourier. Esta idéia consiste em aplicar a
transformada de Fourier para dominio finito na equacgao diferencial parcial
do problema e, com o auxilio do teorema da divergéncia, obter uma
equacao integral de contorno no dominio transformado. Esta equacao é
entao simplificada apos a introducao de algumas restricoes nas varidveis
independentes do dominio transformado. A equacao integral de contorno
resultante contém as mesmas fungoes incognitas da equacao integral no dominio
direto que é tradicionalmente usada no método dos elementos de contorno,
sendo que ambas sao equivalentes. Apos a discretizacao do contorno, obtém-se

um sistema de equacgoes algébricas semelhante aquele obtido tradicionalmente
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no método dos elementos de contorno, porém mal condicionado, pois os
nicleos da integral de contorno no dominio transformado sao suaves e
infinitamente diferenciaveis em qualquer ponto. Para resolver este sistema
de equacoes algébricas mal condicionado foi usado o método de projecao-
iteragao. Também é mostrado como esta equacao integral de contorno no
dominio transformado pode ser usada na determinacao dos autovalores da
equacao diferencial parcial do problema. Finalmente foram obtidas as solugoes
de alguns problemas indicando a validade da proposta. Em Vatul’yan and
Shamshin 1998** foi desenvolvida a mesma idéia para obter a solucio de
problemas da elasticidade linear. Além disto, também procurou-se demonstrar
explicitamente a equivaléncia (mesma solugao) entre a equagao integral de

contorno no dominio transformado e a equacao diferencial parcial do problema.

Emprego de funcoes peso em problemas de fratura. Sao técnicas para
calcular os fatores K7, K;r e Krrr de problemas da elasticidade envolvendo
trincas cuja solucao basicamente segue a idéia do método dos elementos de
contorno. Exemplos desta técnica no dominio transformado de Laplace para
problemas dinaAmicos podem ser vistos em Wen et al. 1996*°, Wen et al. 19966
e Wen et al. 1998%.

Formulacao no Dominio Tempo. A integral de contorno envolvendo
somente fungdes do tempo e do espago (pontos na fronteira e no dominio)

foi formulada pela primeira vez em Mansur and Brebbia 198248

para a equagao
homogénea da onda. Neste trabalho parte-se da equagao homogénea da
onda e das condicoes de contorno obtendo-se uma formulacao variacional do
problema. Em seguida, a partir de alguma manipulacoes algébricas, chamada
de procedimento de regularizacao do ntuicleo, e da obtencao da funcao de
Green do problema chega-se & integral de contorno. Algumas transformagoes
sao realizadas nesta integral de contorno visando simplifici-la quanto as
singularidades e facilitar a sua solugao numérica. Em Mansur and Brebbia
1982% & desenvolvida a solucdo numérica destas integrais. Nesta solucdo, é
estabelecida uma base de fun¢oes (lineares ou constantes) no espago e no tempo,
juntamente com um esquema de calculo que avanca passo a passo no tempo,
onde um novo passo é calculado com os dados obtidos a partir de todos os passos
anteriores. A validade destas formulacgoes foi verificada através da solucao de
problemas de propagacao de ondas em eixos e placas e das comparacoes com
as respectivas solugoes exatas.

Em Demirel and Wang 1987°° é apresenta a idéia de truncamento do tempo
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na avaliacao numérica da integral de contorno, com objetivo de obter uma
diminuicao do esfor¢o computacional e do espaco de armazenagem de dados.
Esta idéia consiste em desprezar do calculo da integral de contorno aquelas
contribuicoes relativas a um tempo anterior a um dado limite. Conforme dados
apresentados neste trabalho, o truncamento no tempo reduz consideravelmente
o tempo de processamento e a area de armazenagem de dados, embora
introduza um pequeno erro nos resultados, que foram obtidos em problemas
envolvendo dominios infinitos. O trabalho também apresenta um meio de
estimar o limite de truncamento no tempo em funcao de um parametro
relacionado ao erro admitido, porém nao é apresentada uma formulacao
rigorosa do erro introduzido pelo truncamento. Seguindo na mesma dire¢ao
e observando que o método de truncamento descrito acima nao funciona bem
em dominios finitos, Mansur and de Lima-Silva 1992%" apresenta um outro
método de truncamento no tempo, chamado truncamento parcial, que, em vez
de desprezar as contribuicoes ocorridas antes de um certo tempo, introduz
simplificacoes no célculo destas contribui¢coes. Embora a reducao do esforco
computacional e da area de armazenamento de dados nao seja tao acentuada
como a obtida em Demirel and Wang 19875°, o erro introduzido é muito menor
em problemas envolvendo dominios finitos.

Em Mansur and Carrer 1993°2 & apresentada uma comparaciao entre
duas alternativas de simplificacao de singularidades: o procedimento de

248 e o procedimento baseado

regularizacao do niicleo Mansur and Brebbia 198
no conceito da parte finita de uma integral, proposto por Hadamard Hadamard
1952%3; onde fica demonstrado que ambas formulacoes conduzem as integrais
de contorno equivalentes. Também foi realizada a integracao analitica no
tempo das integrais de contorno obtidas pelos dois procedimentos, empregando
bases de funcoes lineares e quadraticas. Ainda foi destacado que as integrais
de contorno obtidas pelo procedimento de regularizacao do niicleo podem
ser avaliadas numericamente por quadraturas ordinarias (quadratura de
Gauss, por exemplo) enquanto que as integrais obtidas pelo principio de
Hadamard necessitam quadraturas especiais. Seguindo a mesma linha, em
Carrer and Mansur 1994 sido desenvolvidas a expressdes para os nicleos
analiticamente integrados no tempo das derivadas espaciais da integral de
contorno desprezando as condicoes iniciais, sendo que foram obtidas através
do procedimento baseado no principio de Hadamard. Complementando o

trabalho anterior e usando o mesmo principio, em Carrer and Mansur 1996
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desenvolve-se as expressoes para os niicleos analiticamente integrados no tempo
das derivadas espaciais e temporais da integral de contorno, considerando as
condigoes iniciais, além de desenvolver analiticamente as integrais de dominio
(condigoes iniciais), tanto para as derivadas espaciais como temporais, através
do estabelecimento de uma base linear de funcoes para o interior do dominio
com a respectiva discretizacao do mesmo em células triangulares.

Uma outra melhoria pode ser observada em Schanz and Antes 199756 onde a
operacao de convolucao no tempo contida na integral de contorno discretizada
(apos a escolha da base de fungoes e da representacao aproximada das fungoes
no contorno) é aproximada por uma operagao de quadratura (chamada método
da quadratura operacional) sobre as func¢oes de contorno, sendo que esta
quadratura é baseada na escolha de um método multi-passo de solucao de
equacoes diferenciais ordindrias. FEsta quadratura emprega pesos que sao
calculados a partir de uma integral de contorno envolvendo a transformada
de Laplace das funcoes de Green no dominio tempo e elementos da base de
funcoes escolhida para representar as funcoes no contorno. Assim, o calculo dos
coeficientes do sistema de equagoes algébricas envolve somente a transformada
de Laplace das funcoes de Green ao invés das proprias fungoes de Green
como nos métodos anteriores, o que significa singularidades que podem ser
trabalhadas com mais facilidade. A operacao de quadratura é determinada
pela escolha de um método multi-passo de solucao de equagoes diferenciais
ordinérias, sendo que a solucao numérica obtida depende desta escolha. Em
relacao aos métodos anteriores, nos exemplos numéricos observou-se uma
diminuicao dos problemas de instabilidade e amortecimento numérico para

passos no tempo muito pequenos e muito grandes, respectivamente.

Solucao variacional no tempo. Em Guoyou et al. 1998°" pode-se ver um
exemplo da idéia basica desta linha de métodos, onde a equagao integral de
contorno da formulacao no dominio tempo é discretizada na forma usual
e o sistema de equacoes algébricas resultante é resolvido por um método
variacional, que, neste tltimo trabalho, envolve somente fun¢oes peso no tempo.
As fungdes peso escolhidas neste trabalho sao na forma de degraus. Objetivo
desta linha é melhorar a estabilidade numérica da formulacao dominio tempo.
Segundo este ultimo trabalho, o primeiro trabalho nesta linha é Maier et al.

199158 onde sao apresentados os aspectos tedricos deste método.

Emprego de transformacgoes integrais. FEm Wang and Achenbach

1992% a funcao de Green de um problema da elasticidade linear dinamica
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(n)

(casos isotropico e anisotropico) é obtida através do emprego conjunto da
transformada cosseno de Fourier para a variavel temporal e da transformada
de Fourier (um pouco modificada) para as variaveis espaciais na equacao
diferencial da fungao de Green. A funcao de Green é, entao, obtida no dominio
transformado por manipulacoes algébricas. A transformada inversa de Fourier
correspondendo as varidveis espaciais é aplicada a esta expressao da funcao
de Green no dominio transformado. Apds uma troca de varidveis e algumas
manipulagoes algébricas, a fungao de Green no dominio espaco-tempo é obtida
por inspec¢ao, tomando-se como base a expressao da transformada cosseno de
Fourier. Esta expressao da funcao de Green no dominio espaco-tempo ainda
contém uma operacao de integracao cuja solucao geral, a menos da obtencao
das raizes de um polinomio de sexto grau, é obtida pelo teorema dos residuos.
Também ¢é obtida uma relacao entre as derivadas temporais e espaciais da
funcao de Green. Esta relacao permite transformar os termos da integral de
contorno contendo derivadas espaciais da funcao de Green em termos contendo
somente a funcao de Green, o que facilita a avaliacao da integral de contorno.
Uma desvantagem deste método é que exige a determinagao das raizes de um
polinémio de sexto grau para avaliar a funcao de Green para cada ponto no
espaco-tempo.

Em FElzafrany et al. 199459 & apresentada uma soluciao do problema de placas
linearmente elasticas e estaticas baseada no método dos elementos de contorno
onde as fungoes de Green sao obtidas pelo emprego direto da transformada de

Hankel na forma usual.

Cantos: contornos com pontos de descontinuidade da direcao normal.
Os problemas envolvendo dominios com cantos, ou seja, cuja fronteira muda de
direcao de maneira nao suave, também podem ser abordados pelo método dos
elementos de contorno através da técnica do n6 duplo, onde duas incégnitas
relativas aos fluxos sao associada a cada né de canto, ao invés de uma tnica
incognita como no caso dos nés comuns. Esta incognita extra adicionada a
cada n6 de canto exige o estabelecimento de uma equacao extra para cada
canto relacionando as incognitas deste n6. Em Kassab and Nordlund 19945,
para o problema de conducao de calor, uma equacao algébrica linear entre as
incognitas associadas ao nd de canto é obtida através do emprego da algebra

vetorial. Em Elzafrany et al. 1994%° também é empregado este método.

Massas concentradas. Neste método, o termo relativo as forcas de inércia

(segunda derivada no tempo) da equagdo homogénea da onda é aproximado
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(substituido) por uma série finita onde cada termo esta associado um dado
ponto no interior do dominio, sendo que cada um destes pontos corresponde ao
centro de cada célula nas quais é discretizado o dominio, e envolve a funcao o
de Dirac multiplicada por um coeficiente que representa a concentracao de
massa no ponto (representando a massa de toda a célula) e pela segunda
derivada no tempo da funcao incégnita do problema no ponto. Este método
resolve o problema no dominio tempo e necessita da discretizacao do interior
do volume em células. Em Provatidis and Kanarachos 1993%2, este método
é apresentado pela primeira vez juntamente com resultados numeéricos que
indicam sua validade, ainda que estes resultados sejam obtidos em problemas

com dominios regulares.

(o) Em Besskos 198753 ¢ apresentada uma revisio do emprego do método dos
elementos de contorno na elastodinamica onde outra variantes do BEM sao
revisadas, além das mencionadas no texto acima. Também sao revisadas varias

aplicagoes do BEM em problemas de engenharia.

A busca de solugoes para o problema da propagacao de ondas elasticas passa pelos
métodos de solugoes de equacgoes diferenciais parciais, como no caso dos métodos
descritos acima. Além destes, pode-se citar outros métodos que, embora nao tenham
sido empregados especificamente neste problema, apresentam uma certa possibilidade de
virem a ser utilizados neste escopo. Nesta classe de trabalho pode-se citar Mengi and
Tanrikulu 199054, onde é empregada transformada de Fourier para reduzir a ordem da
equacao diferencial parcial, sendo que a equacao resultante é resolvida pelo método das

caracteristicas.

16



Capitulo 3

Descricao geral da solucao de equacoes
diferenciais parciais em dominios
arbitrarios através da transformada de

Fourier.

Neste capitulo descreve-se, em termos gerais, o método proposto de solucao de
equacoes diferenciais em dominios arbitrarios através da transformada de Fourier.

O método baseia-se no emprego da transformada de Fourier em um operador
diferencial parcial linear estabelecido em um dominio qualquer continuo com uma fronteira,
suficientemente regular (suave, que apresenta varia¢ao continua da sua derivada normal
exceto em um nimero finito de pontos de descontinuidades). Em razio da transformada
de Fourier pressupor fungoes definidas no intervalo (—oo, +00) em todas as suas variaveis
dependentes, estabelece-se a condigdo da fungao (ou fungoes) incognita da equagao
diferencial parcial serem nulas fora do dominio considerado. Em linhas gerais, isto pode

ser descrito da seguinte forma. Dada a equacao diferencial parcial

Lu)=0,ueq (3.1)

com sua respectiva condicao de contorno

H(u)=0,ueTl, (3.2)

onde:

e [ representa um operador diferencial linear qualquer L : " — R”, cuja forma geral
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¢ dada por

L = ap+ a; + a
' 1121 ! 3 zlzl 1221 U Oy, O, i, 0,
+ n?tintis A T e 3.3
i121 i2z—1 1'32—1 Bian? +ign-tis 8:1:1-1 8:1:i2 8xi3 ( )

e H representa uma condi¢do de contorno para a qual L(u) = 0 apresente solugao

Unica;
e y uma funcao definida em €;
e ( um dominio arbitrario continuo e conexo, ) € R";

[’ a fronteira do dominio 2.

O emprego da transformada de Fourier exige que fungdes com n variaveis independentes
sejam definidas em todo R". Portanto, para emprego da transformada de Fourier faz-se
necessario estender a funcao u para R™ — 2. Por razoes de simplicidade, escolhe-se uma,

extensao nula para u em R"” — (2, conforme

u(x) =0, x = (1, ...,2,) € (R" — Q). (3.4)

A transformada de Fourier da funcao u expandida e a respectiva transformada inversa

sao dadas por

a(s) = fusx 5) = %) [ [ a3

“+o00o +oo
U(X) ( > / / 71 (z1s1+.. +In5n)ds, (36)
V2r

onde s = (sq,...,5,) € R"
Uma vez que a extensao da fungao u é nula em R™ — Q, a expressio (3.5) pode ser

reescrita conforme

u(s) = F{u;x — s} = (\/%>” /Q u(x) i@t mnsn) gy (3.7)

A expressao apresentada em (3.7) constitui uma redefinigao da transformada de Fourier

para fungoes nulas em R" — Q cuja transformada inversa é dada por (3.6).
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A partir da redefini¢ao da transformada de Fourier apresentada em (3.7), as expressoes

para as transformadas das derivadas parciais da funcao u podem ser escritas como

ou 1\ ou ,
. — i(z1s1+...+Tnsn)
7 {Oxi’x ”} (m) 0 0r;° dx. (3:8)

Integrando por partes a equacdo (3.8), pode-se obter uma nova expressio para
a transformada de Fourier das derivadas parciais de u com um termo envolvendo
uma integral de superficie mais um segundo termo contendo a propria definicao da

transformada de Fourier de u, conforme

1 \" .

—isi/ wu(x) i@t tansn) gy (3.9)
Q

onde v = (71,...,7) € ', n € um vetor unitario normal a fronteira I', e cos(n,7;) é o
cosseno do angulo entre o vetor n e o eixo coordenado associado a +;, seguindo a notacao
empregada em Piskounov 1984,

A expressao (3.9), considerando-se (3.7), pode ser ainda ser reescrita resultando em

n
F {g—;, X — s} = (#) ﬁu(*y)ei(wsﬁ“'”“") cos(n, v;)dl — is;u(s). (3.10)

As expressoes para as derivadas parciais de ordem mais elevadas podem ser obtidas

a partir do emprego recursivo da expressao (3.10). Desta forma, a expressao da
transformada de Fourier para as derivadas parciais de u de qualquer ordem resultam
sempre em expressoes contendo termos com integrais de fronteira envolvendo derivadas
parciais de u e o fator €751+ Fm5%) maig um termo constituido do produto dos parametros
s; e u. Uma vez que o operador diferencial parcial linear I ¢ uma combinagao linear da
fungdo u e de suas derivadas, conforme (3.3), pode-se aplicar a transformada de Fourier
em L(u) = 0 obtendo-se uma expressao contendo @ e uma integral de superficie em I’

envolvendo a funcao u e suas derivadas até uma ordem menor que a ordem de L, conforme

us) = f (uw)Go(smH >

i1=1

(7)Gi, (8,7)+
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N A (7) Gi1n+i2 (Sa 7) +

+2> 2 m(7)Giln2+i2n+i3(s,7) + ) dr,  (3.11)

onde a funcao @ ja esta isolada no membro esquerdo e as fungoes G, introduzidas por
facilidade de notacao, representam expressoes resultantes destas manipulacoes algébricas,
mais especificamente constituem-se em fracoes de polindmios envolvendo as variaveis s;,
os coeficientes a; de (3.3) multiplicadas por el(7151+-+msn) ¢ o5 termos cos(n, 7;).

A funcao u pode ser obtida normalmente pela aplicacao da transformada inversa de

Fourier na expressao (3.11) obtendo-se

u(x) = fr (um wlx,7) + 30 (7)o () +

i1=1
L 0%u
223

a. A 11n+1 +
%8%( )gl +2(X 7)

3

Z: Z: axllaxuaxm( )gi1n2+i2n+13 (X’ 7) + ) dr’ (3]‘2)

||M: iMB

onde as fungbes ¢;(x,7) sdo as transformadas inversas das func¢oes G;(s,y)
respectivamente, g;(x,v) =F ' {G;(s,¥v);s = x}, e x € R" .

A equagao (3.12) expressa a func¢ao u em termos dos valores da propria u de suas
derivadas até ordem (n — 1). Esta equagao possui uma forma semelhante as integrais de
contornos obtidas a partir de outros métodos Brebbia 1984% Lai 198757 Muskhelishvili
1953 1949% sendo que integrais deste tipo, obtidas a partir de uma formulacao variacional
do problema, sao encontradas na literatura e empregadas no método dos elementos
de contorno. Pode-se observar que para avaliar esta expressao sao necessirias mais
informagoes que as fornecidas pelas condigoes de contorno do problema (equacao (3.2))
o que conduz a fase final de solucao do problema que é justamente a determinacao das
funcoes que nao sao dadas pelas condicoes de contorno. Existem varios métodos para a
determinacao destas funcoes entre os quais o método dos elementos de contorno e emprego
da série de Fourier, Huestis 1995%2.

A seqiiéncia do trabalho apresenta a aplicacao deste método a um problema de
conducao de calor e a um problema de elasticidade linear em 2D estatico para estado
plano de tensoes. Neste trabalho, optou-se por uma solucao da equacao de contorno

baseada na idéia do método dos elementos de contorno.
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Capitulo 4

Aplicacao em um problema de

conducao de calor em duas dimensoes.

Neste capitulo, como ilustracao, apresenta-se a solucao da equacao diferencial parcial
de um problema de condugao de calor em duas dimensoes (equagao de Laplace) através

do emprego da transformada de Fourier.

4.1 Obtencao da integral de contorno.

A solu¢ao do problema de conducao de calor em duas dimensoes sem geracao de calor
e com condicoes de contorno de temperatura, de fluxo de calor e de conveccao prescritos
na fronteira serd obtida, em seguida, através do emprego da transformada de Fourier
conforme o método de solucao apresentado no presente trabalho.

Uma dada funcao u é definida em {2, um conjunto continuo e conexo conforme figura

yi

d

Figura 4.1: Dominio arbitrario continuo e conexo em duas dimensoes.
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(4.1). Para possibilitar a obten¢ao da transformada de Fourier de u deve-se expandi-
la com valor nulo para (400, +00). A expressio da transformada de Fourier para esta

situacao é

1 +00  pt+o00 .
Flujz = ryy = sp=u= 2—/ / u(z, y) eV dy da (4.1)
™ —00

cuja inversa e dada por

+o0o +oo
uw=F" {ur—>xs—>y}—2/ / e Tt g ds. (4.2)
7r

A operagao de integracao apresentada em (4.1) fica restrita somente ao dominio 2 uma
vez que u(p) = 0, p ¢ 2, por defini¢io. Assim, obtém-se uma redefini¢do da transformada

de Fourier expressa por

1 .
Flu;z —ry—s=u=— / u(z, y)e Y dy da (4.3)
Q
com a transformada inversa dada por (4.2).
As expressoes para as transformadas de Fourier das primeiras derivadas parciais de u

sao apresentadas em

0 1 ,
F {—83; T =Ty — s} =5 ﬁuel(”“y)dy —irF{u;x = r;y — s} (4.4)
e
F Ou, Ty > Sy = e % ue' " dy — isF {u;x — r;y — s} (4.5)
oy’ ’ 2m Jr ’ ’

e resultam do emprego da expressao (4.1) com as devidas integragoes por partes.

As expressoes das transformadas de Fourier para as segundas derivadas parciais de
u podem ser obtidas pelo emprego recursivo das expressoes para as primeiras derivadas
((4.4) e (4.5)) e sdo dadas por

0%u 0 ' .
}—{8 53T T Y = s} = 8361 reEsy) dy — % > we' T dy — r2u, (4.6)
0%u 0
}"{8 SiT T Y = s} = —— 3Z (retsy) dy: 4 %ﬁue (re+sy) dy — s°u (4.7)
e
0u ou
F p ay;x =Ty —s, = aye iratsy) gy + gﬁue retsv)dy —rsu  (4.8)
ou
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0? G, ' .
F {—8:1: gy;x =Ty — s} = —— 81; (ratsy) gy — % Fuel(r‘“'sy)cly — rsu.(4.9)

O problema de conducao de calor 2D pode ser expresso pela equagao

2 2
% + g—yz = (4.10)
para o caso sem geracao de calor.

As respectivas condigoes de contorno serao comentadas adiante no texto.

O desenvolvimento proposto consiste em aplicar a transformada de Fourier na equacao
diferencial parcial (4.10) conforme a expressao (4.1). Assim, apos algumas manipulagoes

algébricas, obtém-se a expressao

1 ou ei(rx-i-sy) ou ei(rx-i-sy)
7= ¢ g gy
2 | Jr Oy r? + s? r oxr r2+ s?
1 isei(errsy) Z'Tei(rersy)
— ——Fd —7{ ———dy ;. 4.11
+27r{?§u s o ke W (4.11)

A transformada inversa de Fourier, conforme equagao (4.2), pode ser aplicada em

(4.11) para a obtencdo de u resultando em

1 ou B ei(rz+sy)
wW(Te,Ya) = %{— 8_y'7: l{m,rexa,s—)ya}d
el re+sy)
+7{ {r2+82,r—>xa,s—>ya}dy
z(rz+sy)
+7{u.7-" {—z s2,r—>xa,s—>ya}dx
el(rz+sy)
_%u}" {—zr e ,r—)xa,s%ya}dy } (4.12)

Realizando as transformadas inversas de Fourier contidas em (4.12), obtém-se

. (errsy) 1 ) ,
F 77424_ 53T = TayS = Yo = —§ln((xa—:1:) + (Yo — ¥)?),
i(re+sy) B
fl{—ir%,r%xa@%ya} = — (x; 7) S e
re4s (xa_x) +(ya_y)
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i(rx-i—sy) ( _ )
_ . € Ya — Y
F1l_ S TS =Ygy = — . 4.13
{ T e y} (ra =212+ (o~ 0)° (419)

Para futura facilidade de notacao, define-se a funcao F e suas derivadas na seguinte forma

1
F(z,y) = —5ln@@*+y°),

0 x
Fz(xay) — %F(xay)_ x2+y2

0 y
Fy(ﬂ?,y) = 8_yF(x’y):_:r2+y2’

com o que pode-se escrever a expressao para u conforme

W(ZayYa) = 27T{ f—uxy dw+]§—umy —Z,Ys —y)dy
+ o, )Py (0 — 2,10 — )i - ﬁ w(,y)Fo (20 — 2, ya —y)dy}. (4.14)

A expressao acima pode ser reescrita através do uso da mudanca de variaveis

onde v é o comprimento do arco sobre a fronteira I' partindo um dado ponto py € T

Também podemos dizer que

dx

& = e
dy

d_7 =+,

sendo 7, e 1, os cossenos diretores da diregao normal a superficie. Assim, a equagao (4.14)

pode ser reescrita conforme

: _ Ly Qudr  Oudy y
W (0, 0) = 5- {fr( e am) dvy +7§ ( 7F)d«y} (4.15)
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ou, introduzindo-se os cossenos diretores da direcao normal & superficie,

. 1 ou
u (xaaya):%{ Fa_an,y_ﬁUFﬂd’Y}a (416)

onde a% ¢ derivada normal a fronteira do dominio e a funcao F, é definida por F, =
n:Fz +n,Fy.
A equacdo (4.16) é similar aquelas normalmente obtidas pelo método dos elementos

de contorno.

4.2 Solucao do problema através da integral de

contorno.

A equagao (4.14) permite calcular o valor da fun¢do u em qualquer ponto do plano
xy uma vez conhecidos os valores da funcao e de suas primeiras derivadas parciais em T
Conforme a hipotese inicialmente feita, u deve satisfazer a condigao (4.10) em 2 e ser nula
na parte externa de €2, o que serd demonstrado mais adiante. As condi¢oes de contorno

do problema expresso por (4.10) podem ser dos seguintes tipos:
1. Primeiro tipo: u prescrito na fronteira: v = ug(z,y), (z,y) € I;

2. Segundo tipo: a quantidade & = 77:1:% +nyg—z, onde 7, e 1, sao os cossenos diretores

8_’” pu—
da normal a superficie I em (z,y), prescrita na fronteira:g—’; = uy(z,y), (r,y) €l ;

3. Terceiro tipo: uma expressio que relaciona u, 2%, 2% a um valor prescrito na
'’ oz’ Oy
fronteira: hu + nx% + nyg—z = hus(x,y), (z,y) € T, onde h é uma constante e

1z € 1, sao os cossenos diretores da normal a superficie I em (z,y);

4. Combinagoes das condigoes acima: aplicacao de cada uma a um dado segmento de
I.

Estas condi¢bes mostram que a equacdo (4.14) necessita mais informacdo do que a
fornecida pelas condi¢oes de contorno. Para determinar a informacao que falta, pode-se

recorrer ao seguinte método aproximado. Elege-se uma base de fungoes {¢; : p = R,p €

['yi=1,..., N} de tal forma que se possa aproximar u, %, ‘g—z para uma combinagcao linear
das func¢oes ¢;, conforme a equacao
u N Cu,i
Gu V=33 cui (P> (4.17)
g_z = Cuy,i
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onde:
1. Cuyiy Cug,is Cuy,i SAO TEAIS,

A equagao (4.17) pode ser substituida nas condigoes de contorno resultando no seguinte

conjunto de relacoes:

1. Para u prescrito na fronteira, considerando que em razao disto a derivada tangencial

ou —

de u, definida por ny% + nzg—z, também seja conhecida, tem-se:

o=
N
> cuidi = u(p) (4.18)
i=1
e
N 0
Z(_nycuz,i + nxcuy,i)¢i = &u(p); (419)
i=1
2. Para % prescrito na fronteira:
"
N
ou
Z(nzcuz,i + nycuy,i)¢i - _(p)a (420)
i=1 on

3. Para uma condicao do tipo hu + g—x = hioo (p):

N

Z(h Cu,i + nxcuz,i + nycuy,i)¢i = uoo(p)- (421)
i=1

4. Quando tipos diferentes de condicoes de contorno sao empregadas em segmentos
distintos de I' pode-se ter cada uma das expressoes acima aplicadas nos respectivos

segmentos.

Na seqiiéncia, obtém-se expressoes para 2% e 2% aplicando-se as derivadas parciais nas
) or oy

variaveis x e y na equacao (4.14), obtendo-se as equagoes

0 1 ou OF ou OF O’F O’F
oz, (o be) = o {— N A v Rl K- ﬁ“a—xgdy}
(4.22)
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LIRS N SV LT LT PY O P L
aya“ TarYa) = or r Oy Oy, T o 8ya dy = f.u T “axaaya Y
(4.23)

onde empregaram-se as relacoes

OF (2, — 2,9, — )
0z,

OF (4 — 2,9y, — )
Ya

= Fx(xa — Ty Yo — y) €

- Fy(xa — T, Ya — y)

As equagbes (4.14), (4.22) e (4.23) podem entdo ser avaliadas para pontos sobre a
fronteira I', mediante o limite destas expressoes quando z, — z, e y, — ¥, onde
x(zp,yp) € T'. Por simplicidade, pode-se optar por avaliar as equacoes (4.14), (4.22) e
(4.23) para pontos muito proximos de I', ao invés de pontos sobre I', desprezando-se o
erro cometido. Substituindo-se as expressoes aproximadas para u e suas derivadas, dadas

m (4.17), nas equacoes (4.14), (4.22) e (4.23) para pontos (4, y,) “sobre” I obtém-se

N [ cu A B X gF dz + §. ¢ BF dy  + 4 @F dy — —§¢iFdx Cui
Z Cum7i ¢7, = % Z fr ¢2 81: By dﬂf + fl—‘ ¢l dy + fl" ¢Z dy - fl“ ¢2 OF dl’ cuz7i
=1 Cuy i =t fp ¢z% Fdl' + fp ¢z oz, Bya dy + j;[‘ bi 3F dy - j;p ¢z 8F dl‘ Cuy i

(4.24)

A expressao (4.24) pode ser estabelecida em um nimero de pontos sobre a fronteira
igual ao nimero de componentes da base de fungoes, o que resulta, juntamente com
as equacoes (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21), em um sistema de equacdes algébricas cujas
incognitas sao as variaveis cyg, ..., ¢y, ;. Este sistema de equagoes pode ser resolvido
conforme descreve-se a seguir. O maior niimero possivel das incognitas ¢ deste sistema
devem ser determinadas a partir das condi¢oes de contorno empregando-se as equagoes
(4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) nos respectivos segmentos de I' para um niimero total de
pontos igual ao nimero de incégnitas e escolhidas em posi¢oes que dependem de como
sao definidas as funcoes ¢;. Um sistema de equacoes algébricas contendo as incognitas
Cujir Cuy,is Cuy,i que nao puderam ser determinadas pelas condigoes de contorno é entao
obtido pela eliminacao de um numero adequado de equacgoes do sistema de equacoes
obtidas pela aplicagao de (4.24) nos pontos sobre I'. O sistema também pode ser gerado
com o estabelecimento de um niimero de equacoes maior que o niimero de incégnitas e ser
resolvido pela técnica dos minimos quadrados. A solucao deste sistema nos permite entao

obter, aproximadamente, a funcao u e suas derivadas para qualquer ponto do dominio §2
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com o emprego das equagoes (4.17) e (4.14) (ou (4.22), ou (4.23)).

A escolha da base de funcoes ¢; pode ser feita seguindo a idéia dos método dos
elementos de contorno Brebbia 1984% Lai 1987%7 ou baseadas em uma série de Fourier
Huestis 199522, No presente trabalho, empregou-se para fins de testes da formulacao
apresentada uma base de funcoes lineares por partes com continuidade C° e com
aproximacao da fronteira I' por uma poligonal, base esta tipicamente usada no método
dos elementos de contorno. A inversao do sistema de equagoes algébricas foi feita pelo
método de Jacobi e as equacoes algébricas foram geradas para os n6s da poligonal a partir
das equagoes (4.14) ou (4.22) e (4.23) conforme a condigao de contorno no no prescrevesse
‘g—z ou u, respectivamente. Os resultados obtidos foram razoéaveis ocorrendo uma rapida
convergéncia no processo iterativo de solucao do sistema de equagoes algébricas.

ou

%u na equagio (4.16), expande-se u e 5y em termos de uma

Similarmente, para obter

base de funcoes conhecida ¢; (z =1: N), ou seja

u N Cu.i
()5~ .
3_77 i=1 Cun,i

onde ¢y, ¢y, ; sa0 coeficientes reais, sendo que os coeficientes ¢, ; sao determinados pelas
condigoes de contorno.
Para determinar estes N coeficientes c,, ;, substitui-se a expressao (4.25) na equagao

(4.16) e avalia-se a equagao resultante em um conjunto de N pontos, o que resulta em

=1 Cuy i

N .
Zcuz¢z Pr) %Z{_ § iGrdtt dp diFdt }{ o } (4.26)

para pontos p; na fronteira I e

— %i{ —§ ik di+  §. piFdt }{ i } (4.27)

=1 Cup,i

para pontos fora do dominio.

O sistema de equagoes algébricas (4.26) ou (4.27) sdo resolvidas para os coeficientes
Cu,,,i-

A base de fungoes ¢; é normalmente escolhida como polindmios ou funcoes senos e
COSSenos.

E importante notar que as duas solucoes acima sio equivalentes. Entretanto, a taltima
¢ mais apropriada do ponto de vista numérico porque envolve um menor ntmero de

variaveis a ser determinado.
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4.3 Demonstracao da validade da integral de contorno.

A solugao apresentada na segao (4.1) pode ser comprovada pelo emprego do Teorema
de Green juntamente com algumas construgoes auxiliares. Esta demonstracao tem
importancia na medida em que comprova o desenvolvimento tomado a partir da
redefini¢do da transformada de Fourier em (4.3).

O primeiro passo na demonstracao da validade da expressao (4.14) é provar que a
mesma é nula para os pontos (Z,,y,) ¢ Q. Isto pode ser obtido através do emprego do
Teorema de Green Ozigik 1980° Spiegel 1964% que estabelece uma relaciio entre integrais

de superficie e volume conforme

jé(P(x,y)dx + Q(z,y)dy) = //Q (%Q(x,y) — %P(x,y)) dz dy, (4.28)

onde © é um subdominio continuo do plano coordenado zy, I" é a fronteira de Q, Q(z,y) :
Q—Re Pr,y): Q = R sao fungoes.
Empregando o Teorema de Green na expressao (4.14) para (x,,y,) ¢ €, pode-se

transformar as integrais de superficie em integrais de volume obtendo-se a expressao

1 0u ou OF ou OF
w(Ta,Ya) = %{ /<3y F- Byaya>dxdy /<8x2 8_xaxa> div dy

ou OF 0’F ou OF 0’F
_/Q (8_yaya 8y )dxdy / (%&L‘a 61;2> dxdy} (4.29)

a

onde empregaram-se as relacoes

OF (2, — 2,9y, — )
0z,

OF (4 — 2,9, — y)
9Ya

= Fz(xa_xaya_y) €

- Fy(xa — T, Y — y)

Reagrupando-se a expressao (4.29) e fazendo-se as devidas simplificagoes obtém-se

1 Pu  0%u ’F  O°F
w(Tq, Yo) = . {—/QF <8x2 5 2) dx dy +/ (— + W) dx dy}. (4.30)

O primeiro termo entre chaves em (4.30) é igual a zero devido a propria formulacao do

problema (equagao (4.10)). O segundo termo entre chaves da mesma expressao também
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v

X

Figura 4.2: Dominio continuo e conexo auxiliar com corte.

é nulo para (x4, y,) ¢ €, o que pode ser verificado a partir das expressoes (4.13). Deve-se
observar que este termo nao pode ser avaliado para (z,,y,) € . Assim demonstra-se que
a expressao (4.14) implica em u(z,,y,) = 0 para (., y,) ¢ .

O segundo passo na demonstragdo da validade da expressao (4.14) consiste em
demonstrar que a mesma corresponde ao valor da fun¢ao u, solugdo de (4.10), em
(%, Ya) € Q. Neste passo utilizar-se-4 um dominio auxiliar ' continuo e conexo construido
a partir de €2, conforme apresentado na figura (4.2). Este dominio auxiliar é obtido
estabelecendo-se proximos entre si dois pontos, a e a’, sobre a fronteira I'. O arco menor
ad’ é retirado de T e fechando o contorno sao adicionados os segmentos ab, a circunferéncia
C' com raio €, centro em p e subtraida do arco menor l;l;’, e o segmento b'a’.

A avaliagao da expressao (4.14) para o ponto p em relacdo ao dominio Q' é igual a
zero, uma vez que p ¢ Q') conforme demonstragao apresentada anteriormente envolvendo
o emprego do Teorema de Green. Assim, pode-se reescrever de forma abreviada a equagao

(4.14) conforme expressao

0=¢ _+4+4 +4 . (4.31)
T'—aa’ ab C'—-bt! b a’

A expressao (4.31) pode ser avaliada para os pontos a e a/, b e b estabelecidos
estabelecidos proximos entre si. No caso limite, quando as distancias entre os pontos
aeda,bel tende a zero, as integrais sobre os segmentos ab e b'a’ tendem a anularem-
se, uma vez que sao avaliadas sobre praticamente o mesmo segmento, mas em sentidos

opostos, e a equagao (4.31) pode ser reescrita conforme

ﬁ:_ﬁ, (4.32)

A expressao (4.32) mostra que a avaliacao da expressao (4.14) sobre o caminho I' no
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sentido anti-horario é igual ao valor negativo da avaliacao da mesma expressao sobre
a circunferéncia C' no sentido horario. A avaliacdo de (4.14) em C pode ser obtida
empregando-se um sistema de coordenadas cilindricas r x # com centro no ponto p.
Partindo dos resultados obtidos no apéndice (A), equagao (A.4), e considerando que para

a circunferéncia do problema tem-se 7(f) =€, r'(f) = 0, obtém-se a equagiao

1 27 O, 27
%F_ %{—eln(e) ; Ed9+/0 ud@}, (4.33)

lembrando que a integragao no sentido horério é igual ao valor negativo da integracao no
sentido anti-horério.

A expressao (4.33) pode ser avaliada para uma circunferéncia C' construida com um
raio tao pequeno quanto se queira, sendo que no limite, quando o raio € tende para zero,
o primeiro termo entre chaves desta equagao tende a zero, pois o integrando é finito e
lime_,0eln(e) = 0; o segundo termo entre chaves apresenta um integrando que tende a
nao apresentar variacoes ao longo da circunferéncia de integracao na medida em que seu
raio tende a zero, ja que a func¢ao u é continua, o que leva um limite igual a 27 u(x,, y,)-

Assim, no limite, quando ¢ — 0, a expressao (4.33) resulta na equagao

$ = ulwwm). (4.34)

o que prova finalmente a validade da equacao (4.14).
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Capitulo 5

Aplicacao em um problema de
elasticidade e de ondas em duas

dimensoes.

Neste capitulo apresentam-se as solucoes do sistema equacoes diferenciais parciais
de um problema de elasticidade em duas dimensoes e da equacao diferencial parcial do
problema de propagacao de ondas em duas dimensoes (equagao homogénea da onda)
através do emprego da transformada de Fourier. Sendo que na equagao homogénea da

onda é empregada a transformada de Laplace em conjunto com a transformada de Fourier.

5.1 Obtencgao da integral de contorno.

O problema de elasticidade para pequenas deformacoes em duas dimensoes, admitindo-
se estado plano de tensdes é apresentado no apéndice (B), que foi escrito conforme

Timoshenko and Goodier 1934'. Sendo B e G constantes dependentes das propriedades

. . _ _E — _E_
dos materiais (G = 37775, B = 173,

Poisson) , x X y um sistema de coordenadas cartesianas, Q C R? um dominio continuo e

E é o mo6dulo de elasticidade e v é o coeficiente de

conexo contido em R? (ver figura 4.1), u : Q — R fungio descrevendo os deslocamentos
na direcao x, v : @ — R funcao descrevendo os deslocamentos na dire¢ao y, pode-se
equacionar em termos de deslocamentos um problema elastico 2D, desprezando-se o peso

do material, para um dominio €2 pelo seguinte sistema de equagoes

0%u 0%v 0%u
B— B — = 1
5.2 T (B—-Q) 90y + Gay2 0 e (5.1)
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0%v 0%u 0%v
B — +B—— = 0. 2
Gax + G)ax ay oy? 0 (5:2)

A solucdo deste problema segue os mesmos passos descritos na se¢ao (4.1) para o

problema envolvendo a equacao de Laplace. Estabelece-se uma extensao nula para as

funcoes u e v em N2 —

Q2. Assim pode-se ter a transformada de Fourier redefinida conforme

apresentado em (4.1) e respectiva transformada inversa em (4.2). Inicialmente aplica-se

a transformada de Fourier nas equagoes (5.1) e (5.2) fazendo-se uso das formulagdes da

transformada de Fourier das derivadas parciais de segunda ordem dadas pelas equacoes

(4.6)-(4.9), obtendo-se as seguintes equagoes

1 ou ou
—(Br*+Gs*)u— (B - = —— B% ——ellretsy) gy ]{ ——ellretsy)g
(Br*+ Gs*)u— ( G)rsv 5 { d e y—G d ye x

—irB% welretsy) gy 4 isG?{ wetrTsy) gy
r r

+(B — G)% @ei(rz+sy)dy +ir(B - G) 7{ vei(”“y)dx} , (5.3)
r Oy r
1

—(B—-GQ)rstu — (Gr* + Bs*)t = —— {(B - G)% ZZ e rets) gy 4 ir(B — G)?( el retsy) dy;
r

As equagoes (5.3) e

S|

S

1

—ZTB% w e T gy 4 ZSG% w et dr + (B — G)

+ir(B - Q) 7!

21 BG(r? + 52)?

2T

—B% @ei(rﬁsy)dm + G?( @ei(mﬂy)dy
r 9y r O

-I-Z'SB?{ v e TSy dy — irG]{ v ei(”“y)dy} . (5.4)
r r

T

(5.4) podem ser resolvidas para @ e T resultando nas equagoes

1 au

{—(Gr2 + Bs?) lB 52"

i(rz+sy) dy G % rac-l—sy)dx

ov
v oy
ou
8y

2 (rez+sy) dy

2 (rez+sy) dy
r

v ei(”“y)dx} + (B —-G)rs l(B Q)

—|—Z7’(B _ G) 7{ 2 Tx+sy B?{ z (rez+sy) dx 4 G% z rx+sy)dy

+isB ﬁ v eV dy — irG ﬁ ve m+5y)dy

1

r

} e (5.5)

1 ou ou
- - B— B% il z(rx-l—sy)d . % e z(rac—l—sy)d
2m BG(r? + s2)? {( G)rs [ " ox" y—G T aye g

. _ ov
—irB% w e T dy 4 isG% we'" Y dy + (B — Q) 7{ —vez(”“y)dy
r r r Oy

33



+ir(B — G) fr v e“mﬂy)dx} — (Br* + Gs?) l(B G)

ou
oy
ov ov

rac—l—sy)dy

+ZT(B . G) 7{ u 6i(rersy)d - B a z rx+sy)dx +G 8_ei(rx+sy)dy

r

+i337{ v e Ty — irG?{ v e T gy
T r

Fy r Or

} . (5.6)

Define-se as funcoes Fy, I, e H e suas respectivas transformadas inversas de Fourier

conforme mostrado nas seguintes equagoes

y Fy(z,y)=F""! {E(r,s);r%x;s%y}, (5.7)

— Gr? 4+ Bs?

Fl(ra ) = 2 <
BG (r? + s?)

_ Br? + Gs?

Fy(r,s) = 5 <
BG (r? + s?)

— (B—G)rs

>FQ(x,y):f_l{E(r,s);r%x;s%y} e] (5.8)

BG (r? + 52)2

A partir das equagoes (5.7)

Fi,(z,y) = %
P, (r,y) = %—ZI
Fuu(r,) = 2
By, (z,y) = %—I;
Hy(z,y) = %—Z
Hy(z,y) = %—IZ

As defini¢oes das funcoes Fi,

de Fourier nas expressoes (5.5) e

1 ou
ar Ya = ——<—-B
e A

A

» H(z,y)=F ! {ﬁ(r,s);r%x;s%y}. (5.9)

a (5.9), pode-se também definir as seguintes fungoes

= F! {—irﬁ(r, S);r — ;8 — y} , (5.10)
— }'*1{—2'5?1(7“, s);r — ; s—>y}, (5.11)
= F! {—irE(r, S);r — ;s — y} , (5.12)
= f‘l{—isE(r, s);r — s—)y}, (5.13)
= F Y —irH(r,s)ir » w15 >y} e (5.14)
= F! {—z’sﬁ(r §);7T — T;5 — y} (5.15)

F5 e H permitem que a aplicagao da transformada inversa

(5.6) seja escrita conforme

ou
—Fi (%, —y)dy—i—G% —Fi(xq — 2y, — y)dx
r Jy

—B%uFlI(xa — T, Y, —y)dy—i—G% uwFy, (g — 2,Y, — y)da
T T
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~(B=G) § SUFi(va = 0,00 — y)dy + (B = G) § vFy, (20— 2,90 — y)d
r dy r
+(B - G) 8yH(x —2,Y, — y)dy — (B — G)ﬁuHI(xa —T,Y, — y)dx

ov ov
—B%—H =2 ye — 1) f—H Sz e —y)d
9 (xg — 2,y y)x+GFax (Te — 90 — y)dy

-B % vHy(xg — 2,y, — y)da + G% vHy(Tq — 2,9, — y)dy} (5.16)
T T
e
1 ou
V(%a,Ya) = ~5- {B axH( y)dy — Gjl{ T, Yo — y)dx
+B?§uHx Ty — T, Yy — y)dy — G%FUHZ/(% —T,Y, — y)dx
cB-6) ¢ Ll — s —y)d —(B—G)va (Ta — T, Ya — y)da
T By yYa — Y)QY . z\Za yYa — Y
ou
—(B - @G) By —Fy(z, —y)dy+(B—G)ﬁquz(xa—x,ya—y)dx

0
+B% FQxa_ T,y a_y)d‘r—G%_UFQ(xa_xaya_y)dy
r or
+le{ v (Tg — T, Y0 — y)do — Gjl{ vy (g — 2, ys — y)dy} (5.17)
T T

As funcgoes Fy, F» e H sao dadas pelas expressoes

1 G+ B B — G 2? —¢?

Fi(z,y) SYelz [— 5 In(2? + y?%) + il (5.18)
1 G+ B B — Gy?— 22

Fy(z,y) 5CH [— 5 In(z? + %) + SR e (5.19)
B-G zy

cuja obtencao através da aplicacao da transformada inversa de Fourier nas respectivas
fungoes Fy, Fy e H esta descrita no capitulo (6).

As expressoes para as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes Fy, Fr e H
sao

Fu(oy) = 5ap((B-3G) —(G+ B)e) s (5.21)
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1 y

Fi (z,y) = QG—B((G —3B)2* — (B + G)yQ)m, (5.22)
Fo(e,y) = 5on((G =3B —(B+ &) e (5.23)
Fy(n,y) = m%((B —3G)2% — (G + B);ﬁ)ﬁ, (5.24)
Hy(zy) = 2=C Ll (5.25)

2BG (22 + y?)?
B—-G -2} +uzy?

Hy(r,y) = 55 CEi (5.26)

Reformulando o equacionamento acima na forma matricial, obtém-se

U = f AUd7+7§BaUd% (5.27)
Iy r

onde U*, U e 0U sao os vetores

U* = col (u" (%4, Ya), v (T4, Ya)) , (5.28)
U = col (u(z,y), v(z,y)) (5.29)
0U = col <%u(x,y), %u(x,y), %v(x,y), %v(w,y)) (5.30)

e as matrizes A e B sao dadas por

+B H,n, +GHyny, — (B —G)Fy,ny, +(B—G)Hyn, — BFyn, —GFyn,
(5.31)

A ( —BF,n.—GF,n,+(B-—G)H,, —(B-G)F,n,+BH,m,+GH,n, )

B— _BFlnz _GFlny+(B_G)an +GH77I —(B_G)meJrBHﬁy
+BHn, +GHn —(B-G)Fm, —GFn, +(B-G)Hn,— BFn,
(5.32)

avaliados em =, — x e y, — y. Aqui dv é dado por

—nydy = dx e
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+npdy = dy, (5.33)

onde 1,, 1, sao os cossenos diretores da normal a fronteira do dominio.
Observando que as condigoes de contorno sao prescritas para a intensidade de forca

8u ou dv v ou Jv
na fronteira, considera-se que as relagoes entre 3, oy om0 oy © 9y 9y fz, fy onde f,, f, sao

Bu ov
v By

de u e v. Escrevendo estas relacoes na notacao matrlclal obtém-se

intensidades de forca na fronteira nas direcoes z e y e sao as derivadas tangenciais

W = CoU, (5.34)

onde a matriz C é dada por

Ty +1g 0 0
0 0 Ty e
+Bn, +Gn, +Gn, +(B-2G)n,
+(B - QG)TZy +G Nz +G N +B My

(5.35)

e o vetor W por

W = col (U, F), (5.36)

sendo os vetores U, e F definidos como

Ju Ou
U, = col 0.37
= ot (5. 5) (5.7
e
F = col(f,, f,) (5.38)
Substituindo a equagao (5.34) na equacgao (5.27) obtém-se
— 74 AUd7+ch—1Wd7. (5.39)
r r
Em seguida, define-se
D=BC! (5.40)

e reescreve-se D como uma matriz de blocos
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D= (Dl, DQ) y (541)

onde D é uma matriz 2 x 4 e Dy e D5 sao matrizes 2 X 2. Com estas defini¢oes, a equacao

(5.39) passa a ter a forma

U = 74 [AU+D, U, dv—i—%DQFdV (5.42)
r T

a qual ¢ uma integral de contorno apropriada para a solucao de problemas que apresentam
deslocamentos e forgas prescritos na fronteira como condigoes de contorno.

Pode-se ainda simplificar a equagao (5.42). Para isto, usa-se o resultado

)
f D, U, dy = —f 9D, Udy (5.43)
T r oT

que, combinado com a defini¢gao

9
E-A- D 5.44
67_ 17 ( )
resulta em
Ut = 74 EUd7+7§D2Fd7. (5.45)
r r

Finalmente é importante relembrar que u* e v* coincidem com u e v no interior do

dominio €2 e sao nulos fora do dominio ).

5.2 Solucao do problema através da integral de

contorno.

As equagbes (5.16) e (5.17), da mesma forma que a equacdo (4.14) obtida para o
problema de condugao de calor apresentado na segao (4.1), necessitam mais informagcoes
do que as que sao fornecidas pelas condicoes de contorno das equacoes diferenciais parciais
(5.1) e (5.2), o que torna necessario calcular as informagoes adicionais. O mesmo caminho

desenvolvido na se¢io (4.2) pode ser empregado para solucionar este problema:

1. Estabelece-se uma base de funcoes que possa expressar as funcoes u, v, u, = %,
u, = 2 v, = 2 e v, = 2 na forma de uma combinacio linear de suas funcoes
y oy’ or y Ay

integrantes.
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2. Em seguida, obtém-se expressoes para u,, u,, v, e v, derivando-se as equagoes

(5.16) e (5.17) em z e y, cujo resultado, juntamente com um reagrupamento destas
equagoes, estd apresentado nas expressoes

1
W= - {fru [~BF,dy+GF,dz — (B~ G)Hdx]
+% v[(B — G)Fy,dx — B Hydz + G H,dy]

T
+fruz (—B Fydy] + fruy (G Fidz + (B — G)H dy]

+ § 0 G Hdyl+ § 0, [~(B - G)Fudy Bde]} . (5.46)

o = 1 {% B Hydy — G Hydx + (B — G)Fy, da]
+7f —(B ~ G)H,dx + B Fy,dx — G Fy, dy]
+7f wy [B Hdy] + f u, [~G Hdz — (B — G)Fydy]

r T

4 7{F vy [=G F> dy] + frvy (B— G)Hdy + BF) dx]} L (547)

1
wy = —— {75 w[-BFy, dy+G P, dz — (B — G)Hyds]
2m UJr Y
+f v[(B — G)F\,.dx — B Hyydz + G H,udy]
T
+ ﬁ up [~ B Fy.dy] + fr uy |G Frdz + (B — G)H, dy]

G+ f o, (B -Gy - B}, (5.49)

{ 7[ ~BF,,dy+GFy,dz — (B - G)H,dx]
v[(B = G)F,,dv — B Hy,dz + G Hyydy)

g [~ BFlydy] +fruy (G Fyyde + (B — G)H, dy]

;e\\e\\e\lﬂp

ve [G H, dy] +7ny (B—G)Fy,dy— BH d:):]} (5.49)
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1
vy = { 7( (B H,.dy — G Hyyd + (B — G)Fy,, da]
+f ~(B ~ G)Hyude + B F, dz — G Fy,, dy]
+f wp [B Hydy] + 74 uy [~G Hydz — (B — G)Fy, dy]
Iy r

40 [~G R, dyl+ § v, (B - G Hady+ BFy, dil}  (5.50)

1
vy = —o= {7{ [B Hoydy — G Hyydx + (B — G)F%ydx]
+% —(B = G)H,dz + B F, dz — G Fy,, dy]
f o -0
r r

+ o [-G Py, dy] + § v, [(B - G)Hydy + B P, da] } . (5.50)

onde, por facilidade de notagao, omitiu-se os parametros das funcoes u, v, Fy, Fy, H

e de suas derivadas parciais ug, Uy, vg, vy, Fi,, F1,, F5,, F5,, Hy e Hy, e definiu-se

0*F,

Flm = 8932 (xa — T, Y — y)a
0*F,
F = a4y Ya )
Loy 95 0y (Ta — 2, Yo — Y)
0’F
Flyy = ay; (xa — Ty Ya — y)a
0?F.
FQM, = 83722 (l‘a — Ty Ya — y)a
0*F,
F: = a~ 4y Ya )
O?F.
F2yy = 8y22 (xa — Ty Ya — y)a
0’H
sz == 81172 (xa —T,Ya _y)a
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0*H

ny = 8x8y (xa—xaya_y) e
0’H
H,, = To =T, Ya = Y);
vy ayg ( )

3. Os passos seguintes com o objetivo de obter um sistema de equagoes algébricas

lineares podem ser feitos conforme apresentado na se¢ao (4.2).

Os resultados, para a formulacao descrita acima, foram obtidos para um problema
envolvendo deslocamento prescrito na fronteira como condi¢ao de contorno. Véarios
dominios foram testados, sendo que as solucoes apresentaram bons resultados com uma
convergéncia rapida no processo iterativo de solugao do sistema de equacoes algébricas.
Para a integral de contorno dada por (5.45), o seguinte procedimento é adotado. Para
calcular as condicoes de contorno incognitas das componentes u e v do deslocamento U
e para as componentes f, e f, da forca F emprega-se os mesmos procedimentos contidos
no método dos elementos de contorno. Na seqiiéncia, resumidamente apresentar-se-a este

procedimento:

1. Inicialmente expande-se as componentes de U e F em termos de alguma base de

fungoes conhecidas;

2. Elege-se um conjunto de N pontos de colocacdo (posicionados dentro ou fora
do dominio), onde N & o namero de coeficientes incognitos da expansdo dos

componentes U e F. Para mais detalhes veja Furtado et al. 19989;

3. Finalmente, obtém-se um sistema linear de equacoes algébricas para determinar os
coeficientes incognitos, substituindo a expansao em bases de fungoes na equacao

(5.45) (ou (5.42)) e avaliando esta equagao nos N pontos de colocacao .

Exemplos de problemas resolvidos utilizando a formulagao desenvolvida a partir da

equagao (5.45) sao apresentados no capitulo 7.

5.3 Demonstracao da validade da integral de contorno.

A demonstragao da validade das integrais de contorno (5.16) e (5.17) segue o mesmo
procedimento apresentado na segao (4.3). Inicialmente procura-se demonstrar que as
integrais de contorno sao nulas para um ponto (x,, y,) fora de Q pelo emprego de teorema

de Green nas equagoes (5.16) e (5.17), o que nos conduz as equagoes
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—% {—B /Q (Uge F1 — u, Fy,) dx dy — G/Q (uny1 — uyFly) dz dy

-B /Q (us P, —u Fy,,) dedy — G/Q (uyFly - uFlyy) dx dy

—(B - @G) /Q (vay F1 — v, Fy,) dody — (B — G) /Q (vala: — vFlIy) dx dy
+(B- @) /Q (tayH — uyHy) dz dy + (B — G) /Q (uyHy — u Hyy) da dy
-i-B/Q (vyyH — v, H,) dx dy + G/Q (Ve H — v, Hy) dx dy

+B/ (vyH, — v Hy,) dx dy + G/ (vyHy —v Hyy) do dy} (5.52)
0 0

—% {B/Q (Uge H — uyH,) dx dy + G/Q (uyyH — u,Hy) dx dy

+B /Q (ugHy — u Hyp) dudy + G /Q (uyH, — u Hyy) dz dy

+(B-@Q) /Q (vay H — v, Hy) ddy + (B — G) /Q (v, Hy — v Hyy) dz dy
—(B-@G) /Q (tgy Fo — uyFy, ) dx dy — (B — G) /Q (’U/yFQI — U/FQIy) dx dy
—B/Q (vny2 — vaQy) dz dy — G/Q (Vg Fy — v Fy,) dx dy

B [ (5B, ~vF,) didy~G [ (0, ~vF,,)da dy}. (5.53)
Q Q

As expressoes (5.52) e (5.53) podem ser simplificadas e reagrupadas resultando nas

o

1
/Q {=F\[Bugy + (B — G)vgy + Guyy| + H[G vy + (B — G)uyy + Buy

u|BFy,, — (B=G)Hy+GFy,| —v|GHy — (B-G)Fy,, + BH,|}dxdy
(5.54)

1
—5 /Q {H[Bug + (B — G)vgy + Guyyl — Fy[Gvge + (B — G)ugy + Buy,]
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~u|BHyy — (B = G)Fy,, + G Hy| + v [GFy,, — (B= G)Hyy + BF,,|}dudy,

(5.55)
sendo que
0u 0%u 0%u
Ugy = ; Ugy = y Uyy = 755
Ox? Y7 oxoy T oy?
- *v - 0% o o= v
o2 T Oz 0y W gy?

Os primeiros dois termos entre colchetes nas equagoes (5.54) e (5.55) sao nulos pois
correspondem aos membros esquerdos das equagoes diferenciais parciais (5.1) e (5.2)

respectivamente. Também pode-se facilmente verificar que:
e BF,, —(B—-G)H,y+GFy,, =0;
e GH,, — (B—-G)F,, + BH,, =0;
e BH,, — (B —-G)F,,, +GH,, =0;
e GF,, —(B-G)H,y+BF,,, =0,

o que demonstra que as equagoes (5.16) e (5.17) sdo nulas para pontos (z,y,) ¢ €.

O segundo passo na demonstra¢ao da validade da expressoes (5.16) e (5.17) consiste em
demonstrar que as mesmas correspondem aos valores das funcoes u e v, em (x,,y,) € .
Neste passo utilizar-se-4 um dominio auxiliar ' continuo e conexo construido a partir de
2, conforme apresentado na figura (4.2). Este dominio auxiliar é obtido estabelecendo-se
proximos entre si dois pontos, a e a’, sobre a fronteira I'. O arco menor ad’ é retirado de
I" e fechando o contorno sio adicionados os segmentos ab, a circunferéncia C' com raio e,
centro em p e subtraida do arco menor bb' , e ainda o segmento b'a’.

A avaliacdo das expressoes (5.16) e (5.17) para o ponto p em rela¢do ao dominio ¢/
é igual a zero, uma vez que p ¢ ', conforme demonstra¢ao apresentada anteriormente
envolvendo o emprego do teorema de Green. Assim, pode-se reescrever de forma abreviada,

a equagao (5.16), tanto quanto a equagao (5.17), conforme a seguinte expressao

0:74 A+7§_+f 4+ (5.56)
I'—aad ab C'—bb’ ba’

A expressao (5.56) pode ser avaliada para os pontos a e a’, b e b’ estabelecidos proximos
entre si. No caso limite, quando as distancias entre os pontos a e a’, b e b’ tende a zero,

as integrais sobre os segmentos ab e 'a’ tendem a anularem-se, uma vez que sao avaliadas
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sobre praticamente o mesmo segmento, mas em sentidos opostos, e a equagao (5.56) pode

ser reescrita conforme

fr: —fc. (5.57)

A expressao (5.57) mostra que a avaliacdo das expressoes (5.16) e (5.17) sobre o
caminho I' no sentido anti-horario é igual ao valor negativo da avaliacio da mesma
expressao sobre a circunferéncia C' no sentido horario. As avaliacoes de (5.16) e (5.17)
em C podem ser obtidas empregando-se um sistema de coordenadas cilindricas r x  com
centro no ponto p. Partindo dos resultados obtidos no apéndice (A), equagoes (A.5) a
(A.11), e considerando que para a circunferéncia do problema tem-se r(6) =€, /() =0,

obtém-se as equacgoes

_ (G+B) 2m (B—G) [2r 5
fcuyFldm‘ = 0B eln(e)/0 uysen(6) do Ve 6/0 u,cos” () sen(f) do,
(5.58)
_ G+B o B-G
fcuxFldy = ~%0B eln(e)/o uzcos(f) df + SCp € ), Uscos (0) db, (5.59)
B —3G) [or G+ B) for
?{CuFlzdy = —%/{) u cos’(0) sen?() df — ( oYl )/0 u cos’(0) df, (5.60)
— 2 2
fuk,ie = (GzGizB) [ weos?(6) sen’(9) - (ig lf) [ usen'@yao,  (5.61)
_ _(G+DB) 2m (B—@G) [2r 3
ﬁvaldy = SYelz eln(e)/0 v, cos(0) df + SYelz 6/0 vycos’(0) df, (5.62)
_ B-3G \ G+B [ \
?{JvFlzdx = 5CB ) vcos(f) sen’ () db + Yl vsen(f) cos’(0) db,
(5.63)
B-G =
fcudey = ——ap ), Uwcos (0) sen(f) db, (5.64)
B-G o
7{ uHydr = u(cos?(f) sen”(#) — sen”(6))do), (5.65)
C QBG 0
74 Hir = B=C [y cos(8) sen(9) do (5.66)
 wllde = —pm=e | uv,cos()sen : :
f wHdy = —2=C [} cos?(8) sen(6) db (5.67)
o= BG “Jo " ’ '
fotde = D5 [ (cos(t) sen’(6)  sen(6) cos(0))ds (5.69)
 vHydr = —m= | v(cos(d)sen sen(f) cos e .
 B-G \
750 vHdy = ——== [ v(cos’(9) sen(d) — cos(0) sen’ (9))d0 (5.69)
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para os termos de (5.16) e

_GEB) B-G) .
750 whde = (o) /0 vysen(0) df + - —="¢ /0 v,cos?(9) sen () do),
(5.70)
B G + B 2T B — G 2w 3
§uFedy = —Zo—en(e) [ u,cos(0)dd — ——="¢ [ u,cos’ )t (5.71)
(G=3B) [ 2 (G+B) 7
Fpdy = —2_22) . 72
fcv h, dy Vel /0 v cos”(f) sen”(0) df SYelz /0 vcos™(0)db,(5.72)
_ 27 27
ﬁvngdx = 7(BZGZG)/0 v cos?(f) sen’(f) — (GZS;BB)/U vsen*(#) df, (5.73)
2 — 2
§vFdy = _(GZ;“BB)dn(e) [ e cos(a) s - (32 GBG)E [ vncos’ @) a0, (5.71)
_ G-3B \ G+B o \
7{0qude = 5CB u cos(f) sen”(0) df + 5CE o usen(f) cos®(6) d,
(5.75)
— 2
oy = _B GBGE [ 1,c08"(9) sen(0) b, (5.76)
foHdr = B =G (cos?(8) sen(6) — sen’(6))d0 (5.77)
c 7 2BG Jo ’ '
f Hir = =5 [y cos(6) sen2(d) do (5.78)
 uyHde = —pe—e | uycos(d) sen : :
% u,Hdy = _B _Ge 2Wu cos’(0) sen(f) df (5.79)
ot = BG Jo * ’ '
% u Hydx = B=G u(cos(f) sen®(0) — sen(f) cos®(#))df e (5.80)
c U 2BG Jo '
_ 27
%udey _ _B-¢ u(cos®(f) sen(f) — cos(f) sen*(#))df (5.81)
C 2BG 0

para os termos de (5.17).

As expressoes (5.58) a (5.69) e (5.70) a (5.81) podem ser avaliadas para uma
circunferéncia C' construida com um raio tao pequeno quanto se queira. No limite, quando
e — 0, as avaliagoes das expressoes (5.16) e (5.17) sobre a circunferéncia C' resultam em
U(Zq, Ya) € v(Ta,Ya) respectivamente, o que facilmente pode ser verificado fazendo-se o
limite ¢ — 0 nas expressoes (5.58) a (5.69) e (5.70) a (5.81) e substituindo-as em (5.16) e

(5.17). Assim, o membro da direita na expressao (5.57) resulta na equacao

f :{ w(%a; Ya) (5.82)
r V(% Ya)
(forma abreviada), o que prova finalmente a validade da equagao (5.16) e (5.17).
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5.4 Aplicacao a um problema de propagacao de ondas

em duas dimensoes.

Os problemas de propagacao de ondas em meios elasticos lineares, em fluidos e em
campos eletromagnéticos sao formulados em termos de equacoes diferenciais parciais que

apresentam uma forma igual ou semelhante a equacao homogénea da onda
0%u N Pu _ 0%u
ox2  O0y2  Ot?

cujas condicoes de contorno e iniciais sao

(5.83)

° ‘g—:; prescrito em um ou mais segmentos da fronteira;

e u prescrito nos demais segmentos da fronteira;

u

e uma combinagao linear de u(z,y,0) e 5¢(z,y,0) prescritos no dominio €,

onde v é uma funcio u : Q@ — R e Q C N2 um dominio continuo conforme mostrado na
figura (4.1).

A solucao da equacao (5.83) sera obtida pelo emprego das transformadas de Fourier
e Laplace. Tendo em vista as equagoes (C.3)—(C.4), a aplicacao da transformada de
Laplace em (5.83) resulta em

2~ 2~
% + g—yq; = ¢*t — qu(z,y,0) — 88—7:(1;, y,0), (5.84)

onde @ é a transformada de Laplace de u: u(x,y,q) = L{u(x,y,t);t — q}.

Agora, tendo em vista as equagoes (4.6)—(4.9), a aplicacao da transformada de Fourier

em (5.84) resulta em

_|_i 7{ azei(rersy)dy - E aei(errsy)dy . 7,25
r 2w Jr

1 ) ] ) _
R — ]{ @yez(m”y)dx + L5 % ety gy 27
2w Jr 2w Jr
- ou
:qQZ/Z—qﬂ(TaSaO) o a_,:(ra 870)7 (585)

onde 7 é a transformada de Fourier de u dada por u(s,r,t) = F{u(z,y,t);z — r;y — s}
e 4 ¢ a transformada combinada de Fourier e de Laplace de u dada por @(s,r,q) =

LAF {u(z,y,t);z — 1y — s};t —q}
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Isolando % e aplicando a transformada inversa de Fourier na equacdo acima, e

lembrando da propriedade F'{f(s)exp(as)} = f(z — a), tem-se

ﬂ(:}:,y,q) = + xya il = 2 7Sy ( —T,Y —y,Q)de’
P P Hri+s? P
" i
QWf iz, y,9)F {m,r—m s—>y}( — T Yp — ¥, Q)dy

1
Uy (z,y, T —= T8 — —x,Y, — Y, q)d
to- 7{ Y, q {q PR y}( Yp — Y, q)dy

1
1
_%%Fuy(ny)f {m,r%x S—>y}( —x,yp—y,q)dx

q
+/ u(z,y,0 {q +r2+82,r—>x s—)y}( —T,Yp — Y, q)dx dy
1
+/utx y,0 {q +T2+82,r—>x s—)y}( —z,yp — Y, q)dz dy.
(5.86)

A equacao acima pode ser reescrita da seguinte forma

(T, Yp q) = —%ﬁﬂ(x,y,q)ﬁy(% Yp — Y, q)d
+%7{Fﬂ(x,y,q)ﬁz(xp Yo — ¥, q)dy
+%7{F@x(x,y&)ﬁ(% Yp — Y, Q)dy
—% F@y(aﬁ,y,q)ﬁ(% Yo — Y, q)d
+/QU(1?,y,0)qﬁ(xp Yp — Y, q)dx dy
+ /Q (1, y, O)ﬁ'(xp —x,yp — Y, q)dz dy, (5.87)

onde
Flz,y,q) = f_l{ﬁ,r%x s—>y} (5.88)
Fy(z,y,q) = gzﬂ-—_l{q_’_—riz_sz,r—)x s—)y} e (5.89)
ﬁy(:r,y,q) = 88—1;:.7:1{(]_’__7’72‘:82,7“%3: s—>y} (5.90)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace na equagao (5.87) e tendo em vista o

teorema da convolugao dado em (C.5), tem-se

w(@p, Ypi tp) = _% ?{“ /otp w(@,y, t)Fy(xp — x,y, —y, t, — t)dt dx
+% fr /Otp u(z,y, t) Fo(p — 2,9, — y, tp — t)dt dy
+% fr /Otp U (2, Y, ) F (2 — 2,y — y, by — t)di dy
_% 7{F /Otp wy (2, y, ) F (2, — 2,1y, — y, b, — 1)dt dz

+ /Q u(z,y,0)Fyx, — x,y, — y, tp,)dx dy

+/Qut(:1:,y,0)F(xp —x,Yp — Y, tp)dx dy, (5.91)
onde
F(z,y,t) = LY{F(@,yqiq—>1t} e (5.92)
oF _ ~
Ft(xayat) = a— =L ! {qF(nyaq);q — t}a (593)
t
sendo que nesta ultima equagao foi usado o resultado F'(x,y,0) = 0, que pode ser

facilmente verificado na expressdo para a fungdo F, que é obtida na se¢do (6.2), cujo

valor, conforme equagao (6.125), é

Fla.yt) = H(t — 22 + yQ).

Rar— (5.94)
Usando as relagoes
de = —ndy e
dy = +indy, (5.95)

onde 7, e n, sao as componentes do vetor normal a fronteira I' e a variavel v é uma

ordenada sobre a fronteira I' tal que z = z(v), y = y(v), (z,y) € T', pode-se reescrever a
equacao (5.91) como

woptpty) = 5 [t = fuO)y0)OF = 20—yt — Dy

+ w2 () 5(), OF (5 = 2(7), 5y, — y(2)s by — )y}
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+ /Q uw(z,y,0)Fi(x, — x,yp — y, tp)dx dy

+ /Q u(z,y,0)F(x, — 2,9y, — y,t,)dx dy, (5.96)
sendo
0 0
Fy(zp —z,yp —y,tp — 1) = nx%F(l’p =T, Yp — Yy tp — 1) +77y8_yF($p —T,Yp — Yty — 1) e
Un(il?,y,t) = nxux(xayat) + nyuy(Iayvt) (597)

e lembrando que %F(:}:p—:r,yp—y,tp—t) = —Fy(zy—2,y,—y, t,—t) e 2 F(x, — 1,1y,

dy
Yty —t) = —F,(rp — x,yp — y, t, — ).
A equacao (5.96), assim como nos casos anteriores, também é igual & equacao integral

de contorno Mansur and Brebbia 198248

obtida pelo método variacional e empregada
normalmente no método dos elementos de contorno. Assim, equagao (5.96) pode ser

resolvida numericamente pelos métodos no dominio tempo descritos no capitulo (2).
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Capitulo 6

Obtencao das transformadas inversas
das funcoes de Green transformadas

dos problemas elastico e de ondas.

6.1 Transformacao inversa das funcoes de Green

transformadas do problema elastico.

As funcoes Fi, F, e H sao obtidas pela aplicacao da transformada inversa de Fourier
respectivamente nas fungoes Fj, Fy e H definidas pelas equagoes (5.7) a (5.9). Em
razao das dificuldades em obter tais inversoes, optou-se pela obtencao das transformadas
inversas de Fourier das transformadas de Fourier das derivadas parciais de Fi, Fy e H,

(5.10) a (5.15), cuja integracao conduz as fungoes Fy, Fy e H.

6.1.1 Obtencao da transformada inversa de Fourier de F,.

A fungao F,, a partir das expressoes (5.7) e (5.10), pode ser escrita conforme

Gr? + Bs?
r—.
BG (1?2 + s?)

F,=-

A transformada inversa de Fourier de Fj, é dada em

1 f+o +oo g 24 Bg? ) )
F, = —/ / ir (Gr” + 32 )e*’mdr e "Yds. (6.2)
21 J -0 00 BG (r? + s?)

A solugao da primeira integral da expressao (6.2) pode ser alcangada com o auxilio do
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Figura 6.1: Contorno I'; utilizado no emprego do teorema dos residuos.

teorema dos residuos Spiegel 1964%°. Efetuar-se-4 a integracio da expressio

A\ (G2 + BS? e 2€C (6.3)
BG (22 + s2)
sobre um dado contorno (uma curva de Jordan) estabelecido no plano complexo que
contenha o eixo real quando as suas dimensoes tendem para um dado limite.
A figura (6.1) apresenta o contorno I'y para o para o qual sera avaliada a expressao
$r, I dz com o emprego do teorema dos residuos.
A integragao de I (equagdo (6.3)) ao longo de I'y pode ser igualada, conforme o teorema

dos residuos Spiegel 1964%°, a 271 3" (Residuos), o que é apresentado na equagao

Idz =2mi) _ Res. (6.4)
'

A integral sobre o contorno I'; pode ser parcelada conforme os segmentos que compoem

este contorno, tal que a expressao (6.4) pode ser reescrita conforme

e +R
—/ Tdz+ Idz—/ Idz+7§ Idz=27i'Y Res. (6.5)
~R o +e cr

A expressao (6.5) pode ser avaliada no limite quando R — 400, € — 0. Inicialmente,

fazendo-se R — 400, pode-se obter a integral sobre a semicircunferéncia C’ reescrevendo-a
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conforme

0 ppif 2 i20 2
Tds — lim Re"(GR?*e™” + Bs?)
C/

—iRe®z . > _if
A ) TBG (R 1 5)2 e iRe"do, (6.6)

onde foi realizada a troca da variavel z pela variavel 6 segundo

z = Re” e (6.7)
dz = iRe"dp. (6.8)

Uma simplificagao da expressao (6.6) conduz a expressao

0 ; . 0 >0
Id> = / lim (iem sen(0)—ife °°S<9>) df = { L (6.9)
! _ 1T

x R—+o00 \ B B r = 0,

cujo limite quando R tende para 400 é igual a zero se x > 0, uma vez que sinf < 0 para
- <60<0.
A integral sobre a semicircunferéncia C”, avaliada para o limite € — 0, quando s # 0,

pode ser escrita conforme

1 el ((Fe2e12 4 B2
f[dz:lim e’ (Ge*e™” 4+ Bs?)

—ice®x - i
=0 Jo BG(e2ei20 4 52)2 € iee” d, (6.10)

onde foi feita a troca da varidvel z por 6, cujas relacoes sao dadas por
z = e e (6.11)

dz = iee”df. (6.12)

A expressao (6.10) pode ser simplificada resultando em

. i0
- Idz = /0 lim <i62 BeGs4> dd =0 para s#0, (6.13)

e—0

onde pode-se facilmente verificar que o limite para e — 0 é igual a zero.

A integral sobre a semicircunferéncia C"”, avaliada para o limite € — 0, quando s = 0,
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pode ser escrita conforme

—x il 2,i20
Tds —1im [T €E(GE™)

—iee®z . i0
I, Ba(acmy: e iee’ df, (6.14)

onde novamente foi feita a troca da variavel z por 6, cujas relagoes sdo dadas por (6.11)
e (6.12).

A expressao (6.14) pode ser simplificada resultando em

—zee O _Z_ﬂ- _
C”Idz——/ 11_1)% )dﬁ— 5 bara s =0, (6.15)

onde pode-se facilmente verificar o limite para ¢ — 0.
Os resultados de (6.9), (6.13) e (6.15) permitem que a expressao (6.5) seja reescrita

conforme

{ iy Res s#0
+o0 1(Gr? + Bs? i _ 97 Res s=0
/ 7 ( 7‘2—1— jze_mdr: miy, Res s (6.16)
—0 BG(r?+ s?) —2mi Y. Res + % s #0 0
T =
—2mi Y. Res s=0

para caso limite quando R — +00, € — 0, onde a variavel z passou ser chamada de r, por
questao de notacao, devido ao fato da integragao estar estabelecida sobre o eixo do reais.

Os residuos de I correspondem aos valores de z que anulam o denominador de I e
estao contidos no interior de I'y. O tnico valor de z que satisfaz esta condicao é —is, para
s > 0, ou +is, para s < 0, sendo que nao hé residuos para s = 0. A expressao para o

residuo relativo a —is é dado por

d (Gr? + Bs?) e 'r®
Res(—is) = lim — /5)? 6.17
es(~is) rois dr ((r is)r (r —is)(r +is)? BG (6.17)
A expressao (6.17) pode ser desenvolvida resultando em
Res(—is) = (zs(B — G) + 2G) s > 0. (6.18)

4GB’
A expressao para o residuo relativo a +is pode ser obtida da mesma forma, resultando

na seguinte expressao
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R Re

Figura 6.2: Contorno ['s utilizado no emprego do teorema dos residuos.

e+sz
s) = (—xs(B — 2G) —— . 1
Res(+is) = (—xs( G) + 2G) TeT L 0 (6.19)
A expressao para Y. Res valida para —oo < s < 400 pode ser obtida juntando-se

(6.18), (6.19) e o fato de nao haver residuos para s = 0, o que resulta em

e=lslz

(z|s|(B—G)+2G) gy s#0
0 s =0.

(6.20)

ZRBS:{

Substituindo-se a equagao (6.20) no membro direito de (6.16) chegamos a equagao

(6.21) que é a expressao desejada, porém com a restrigao x > 0.

o—lsle

+oo r(Gr? + BSZ)e*i”dr B { —2mi (x[s|(B — G) +2G) Gg5 = >0

0 ) 6.21
—0 BG(r? + s%)? 0 x=0. (6:21)
A solugdo da primeira integral de (6.2) para z < 0 pode ser alcancada através do
emprego do teorema dos residuos juntamente com a escolha do contorno I'y apresentado
na figura (6.2) e seguindo-se os mesmos passos apresentados acima.
A integragao de I (equagao (6.3)) ao longo de I'y pode ser igualada, conforme o teorema

dos residuos, a 2mi " (Residuos) o que é apresentado na equagao
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f Idz=27iY" Res. (6.22)
Iy

A integral sobre o contorno I's pode ser parcelada conforme os segmentos que compoem
este contorno, tal que a expressao (6.22) pode ser reescrita conforme

e R
+ [ Hde+ § pde [zt Tdz=2mi S Res (6.23)
R " ol

+€
A expressao (6.23) pode ser avaliada no limite quando R — +00, € — 0. Inicialmente,
fazendo-se R — 400, pode-se obter a integral sobre a semicircunferéncia C’ reescrevendo-a

conforme

® Dol (1220 2
Ids— lim Re"(GR?e¢**” 4+ Bs?)

—iRe¥x; > if
. d 24
o ) TBGRe ¢ O (6:24)

onde foi realizada a troca da variavel z pela variavel 6 segundo (6.7) e (6.8).

Uma simplificacdo da expressao (6.24) conduz a expressao

T ] .
b 1dz = /0 = lim (efrsen@-ifrcos®) 4p =0 para <0, (6.25)

—+00
cujo limite quando R tende para +oco é igual a zero se x < 0, uma vez que senfl > 0 para
0<0<m.
A integral sobre a semicircunferéncia C", avaliada para o limite € — 0, quando s # 0,

pode ser escrita conforme

Idz =lim e " Tiee’dp, (6.26)

loll e—0

/0 e (Ge?e™ + Bs?)
=  BG(e%e? + s?)?

onde foi feita a troca da variavel z por 6, cujas relagoes sdo dadas por (6.11) e (6.12).

A expressao (6.26) pode ser simplificada resultando em

0 10
- Idz = /ﬂ <£i£%i€2> BeGs4 dd =0 para s#0, (6.27)

onde pode-se facilmente verificar que o limite para e — 0 é igual a zero.
A integral sobre a semicircunferéncia C", avaliada para o limite € — 0, quando s = 0,

pode ser escrita conforme
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0 6610 (G62ez’29)

—iee¥x: i
BG ()2 e ieedf, (6.28)

IdZ:lim/

cn e—0

onde novamente foi feita a troca da variavel z por 6, cujas relagoes sdo dadas por (6.11)
e (6.12).
A expressao (6.28) pode ser simplificada resultando em
o

Tds — * /0 lim (e’“ewx) d) = —— para s=0 (6.29)
CH o B s a B p - , |

e—0

onde também pode-se facilmente verificar o limite para € — 0.
Os resultados de(6.25), (6.27) e (6.29) permitem que a expressao (6.23) seja reescrita

conforme

+oo r(Gr? + Bs?) _. 2mi Yy R 0
rGr” + B5') v :{ miylfes s para 1z <0 (6.30)

e ,
00 BG(r? + s%)? T +2miy Res s=0

no caso limite quando R — +o00, ¢ — 0, onde a variavel z passou a ser chamada de
r devido ao fato da integragao estar estabelecida sobre o eixo do reais (por questao de
notagao) .

Os residuos de I correspondem aos valores de z que anulam o denominador de I e
estao contidos no interior de I';. O tinico valor de z que satisfaz esta condicao é +is, para
s> 0, ou —is, para s < 0, cujos valores sao dados por (6.19) e (6.18), respectivamente, e

transcritos em

— ST

e
4GB

Res(—is) = (zs(B — G) + 2G) para s <0 (6.31)

e+sx

4GB

com os respectivos intervalos de s. Nao ha residuos para s = 0.

Res(+is) = (—xs(B — G) + 2G) para s> 0 (6.32)

A expressao para Y. Res valida para —oo < s < 400 pode ser obtida juntando-se
(6.31) e (6.32), o que resulta em

(—z|s|(B = G) +2G) 222 s +£0

4GB

6.33
0 s =0. ( )

ZRBS:{
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Substituindo-se a equagao (6.33) no membro direito de (6.30), chegamos a equagao

+00 p(Gr2 4+ Bs? +|s|z
/ r(Gr’ + Bs) ‘ para x <0, (6.34)

- me*imdr =2mi (—z|s|(B — G) + 2G) ez

que é a expressao desejada, porém com a restricao z < 0.
A expressao para a primeira integral de (6.2) pode, finalmente, ser obtida para —oo <

T < +0o juntando-se as expressoes (6.21) e (6.34), o que resulta em

+oo —ir(Gr? + Bs?) . . . o~ lsllal

/,oo BGGT sz ¢ 0= 2mi(=als(B = @) —sign()26) Zep. (635)
A expressao (6.35) pode ser substituida em (6.2), onde obtém-se a equagao

F 1 " B G i 2G *‘S||:E| 7isyd 6 36

L= 1am | (olsI(B — G) — sign(@)2)e e vas (6.36)

com o fator 27 simplificado.

A expressao (6.36) pode ser reescrita conforme

1 0 . 0 )
F, = 1CE {(B - G)z /_oo se’lle Y ds — 2G sign(z) /_oo eflrle 5y g

+00 . +00 .
—(B — G)x/ se”*lle=ds — 2G sign(z) / 6_5|‘”|6_“de} . (6.37)
0 0

A solugao dos integrais de (6.37) sdo apresentadas nas seguintes equagoes

0 _ 1
seleivvgs = 6.38
[ seermis =~ (6:38)
0 . 1
/ eslele=isy ge  — +| | —, (6‘39)
—o0 x| — iy
" semsklemiovg ! 6.40
/0 se e s = +W e (6.40)
+o00 . 1
/ e~dlelemiov — 4 —. (6.41)
0 |z| + iy

A substituigao de (6.38) a (6.41) em (6.37) resulta em
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o 1 [ (B-G)z 2Gsign(z) (B-G)z 2Gsign(v) (6.12)
Y AGB | (el -y lal—iy (al+iy)? a4y [ '
A equagao (6.42) pode ser simplificada resultando em
Gr? + Bs? 1 x
F,=F" —i = B -3G)y* — (G + B)2*) ———
b r—ax { ZTBG(TZ + 52)2} 2GB (( Jy"— (G+ Bz ) (22 + y2)?
5=y
(6.43)

que ¢é a expressao final da transformada inversa de Fourier de F}, .

6.1.2 Obtencao das transformadas inversas de Fourier de Fy , F5,
e Fy.

As funcdes Fy, F5, e F, , conforme equacdes (5.7) a (5.8) e (5.11) a (5.13), podem

ser escritas como visto nas seguintes equacoes

Gr? + Bs?

F, = —is———= 6.44
v ' BG(r? + s%)?’ (6.44)

—_ Br? + Gs?

B = —ir——— 6.45
% ZTBG(T2 + 52)? (6.45)

- Br? + Gs?

B = —is——. 6.46
& " BG(r? + s2)? (6.46)

As transformadas inversas de Fourier de F,, Fy, e [, podem ser obtidas a partir da
equagao (6.43) devido as formas similares das expressoes destas fungoes com a expressao

de F, (equacdo (6.1)), o que leva a:

Gr? + Bs? 1 y
_ -1)_ - — - 2 2y g
Ry, =F { e 32)2} sop (G =3B)2° = (G +B)y) e (647
Br? + Gs? 1 x
_ -1)_ - — - 2 2y <&
P =F { e 32)2} Teis ((G =3By - (G + B)a?) CEr (6.48)
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Br? + Gs? 1 y
B, =F'{—i = B — 2 — B)y?) ———. (6.4
% { ZSBG(T2 + 32)2} 2GB (( 3G)z" = (G+ By ) (22 4 y2)? (6.49)
6.1.3 Obtencao da transformada inversa de Fourier de H,.
A fungao H,, a partir das expressoes (5.9) e (5.14), pode ser escrita conforme
_ B-G
7= i Jrs (6.50)

ir—.
BG (r? + s?)

A transformada inversa de Fourier de H, é dada em

1 [+oo +o0 —j (B — 2 ) )
H,=— / ( / i((B-G)r fe—Mdr> e~ s, (6.51)
21 J—oo \J=c0 BG (r? + s?)

A solucdo da primeira integral da expressido (6.51) pode ser alcangada com o auxilio

do teorema do residuos Spiegel 1964%. Efetuar-se-a a integracao da expressao
i S5 e (6.52)
= — =€ z .
(22 + 52 ’

sobre um dado contorno (uma curva de Jordan) estabelecido no plano complexo que
contenha o eixo real quando as suas dimensoes tendem para um dado limite.

A figura (6.1) apresenta o contorno I'y para o para o qual sera avaliada a expressao
$r, I dz com o emprego do teorema dos residuos.

A integracao de I (equagdo (6.52)) ao longo de I'; pode ser igualada, conforme o

teorema dos residuos, a 27i Y (Residuos) o que é apresentado na equacao

f Idz =27i'Y Res. (6.53)
I

A integral sobre o contorno I'y pode ser parcelada conforme os segmentos que compoem

este contorno, tal que a expressdo (6.53) pode ser reescrita conforme

—€ +R
—/ Idz+ Idz—/ Idz—l—% Idz =2mi ) Res. (6.54)
R cr e cr

A expressio (6.54) pode ser avaliada no limite quando R — +o00, € — 0. Inicialmente,
fazendo-se R — 400, pode-se obter a integral sobre a semicircunferéncia C’ reescrevendo-a

conforme
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. 0 R?e™ —iRe s . i
- Idz = Rl_l)rfoos . me 1Re de, (655)

onde foi realizada a troca da variavel z pela variavel 6 segundo

z = Re? e (6.56)
dz = iRe"ds. (6.57)

Uma simplifica¢ado da expressao (6.55) conduz a expressao

0
Idz = is/ lim
c -

Rz sen(f)—iRx cos(f) _ >
7 R—+00 (Reiee ) d) =0 para x>0 (6.58)

cujo limite quando R tende para +oo é igual a zero se x > 0, uma vez que senf < 0 para
-1 <6 <0.
A integral sobre a semicircunferéncia C” sempre é nula para s = 0. Quando avaliada

para o limite € — 0, sendo s # 0, pode ser escrita conforme

2,120

Idz =lims /_7T (Le_i“w‘”ieewdﬁ, (6.59)
0

ol e—0 €220 + 82)2

onde foi feita a troca da varidavel z por 0, cujas relacoes sao dadas por

z = e e (6.60)

dz = iee”dd. (6.61)

A expressao (6.59) pode ser simplificada resultando em

e—0 34

o 0i30
Idz=s / lim (z’e3 ) df = 0, (6.62)
c 0

onde pode-se facilmente verificar que o limite para ¢ — 0 é igual a zero, para s # 0, e

onde também considera-se que a integral sobre C” é sempre nula para s = 0.
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Os resultados de (6.58) e (6.62) permitem que a expressao (6.53) seja reescrita conforme

+00 2 ,
/ ﬁemdr = —2mi Y Res para x>0 (6.63)
—oo T S

para caso limite quando R — +o00, € — 0, onde a variavel z passou ser chamada de r,
por questao de notacao, devido ao fato da integracao estar estabelecida sobre o eixo dos
reais.

Os residuos de I correspondem aos valores de z que anulam o denominador de I e
estao contidos no interior de I'y. O tnico valor de z que satisfaz esta condicao é —is, para
s > 0, ou +is, para s < 0, sendo que para s = 0 nao héa residuos. A expressao para o

residuo relativo a —is é dado por

2

Res(—is) = lim ((r—i—is)Q ( Lo e—im> . (6.64)

r—>—is QT r— iS)Q(T + iS)Q

A expressao (6.64) pode ser desenvolvida resultando na expressao

6—5113

Res(—is) = (—xs+ 1)1

, s> 0. (6.65)

A expressao para o residuo relativo a +is pode ser obtida da mesma forma, resultando

em

+sx
Res(+is) = (—xs — 1) z‘eT, s <0. (6.66)

A expressao para Y. Res valida para —oo < s < 400 pode ser obtida juntando-se

(6.65), (6.66) e o fato de nao haver residuos para s = 0, o que resulta em

—ls|z

4

Substituindo-se a equagao (6.67) no membro direito de (6.63), chegamos a equagao

e

> Res = (—zs + sign(s)) i (6.67)

2 6—\s|x

oo rs —irz .
[m me dr=m (—.ZUS + Slgn(s))

para z > 0, (6.68)

que é a expressao desejada, porém com a restricao x > 0.

A solugao da primeira integral de (6.51) para x < 0 pode ser alcangada através do
emprego do teorema dos residuos juntamente com a escolha do contorno I'y apresentado
na figura (6.2) e seguindo-se os mesmos passos apresentados acima.

A integracao de I (equagao (6.52)) ao longo de T's pode ser igualada, conforme o

teorema dos residuos, a 27i Y- (Residuos) o que é apresentado na equacao
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f Idz=27iY" Res. (6.69)
Iy

A integral sobre o contorno I's pode ser parcelada conforme os segmentos que compoem

este contorno, tal que a expressao (6.69) pode ser reescrita conforme

—€ +R
+ [ Hde+ § pde [zt Tdz=2mi S Res (6.70)
“R " +e cr

A expressao (6.70) pode ser avaliada no limite quando R — +00, € — 0. Inicialmente,
fazendo-se R — 400, pode-se obter a integral sobre a semicircunferéncia C’ reescrevendo-a

conforme

) T R26i20 iReify 9
" Idz = REIEEOOS 0 me 1Re dg, (671)

onde foi realizada a troca da variavel z pela variavel 6 segundo (6.56) e (6.57).

Uma simplificacdo da expressao (6.71) conduz a expressao

o T 1 : 1 Rz sen(f)—iRx cos(0)> _
3 Idz = zs/o i R1—1>Too <§e dd =0 para x <0, (6.72)

cujo limite quando R tende para +oo é igual a zero se x < 0, uma vez que senfl > 0 para
0<0<m.
A integral sobre a semicircunferéncia C"”, avaliada para o limite € — 0, quando s # 0,

pode ser escrita conforme

2 ,i20

0 . ,
Idz = lims/ (Le_“e "Tice™ dp, (6.73)

ol e—0 €220 + 32)2

onde foi feita a troca da variavel z por 6, cujas relagoes sdo dadas por (6.60) e (6.61).

A expressao (6.73) pode ser simplificada resultando em

62'30

0
Idz=is / lim(e*) & df = 0, (6.74)
cr s

e—0 34
onde pode-se facilmente verificar que o limite para e — 0, s # 0, é igual a zero, e também

onde juntou-se o fato de que esta integral é sempre nula para s = 0.
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Os resultados de (6.72) e (6.74) permitem que a expressao (6.69) seja reescrita conforme

+oo rls .
/ meﬂmdr = 2m Z RGS, r < 0, (675)
-0 \T S

para caso limite quando R — +o00, € — 0, onde a variavel z passou ser chamada de r, por
questao de notacao, devido ao fato da integragao estar estabelecida sobre o eixo do reais.

Os residuos de I correspondem aos valores de z que anulam o denominador de I e
estao contidos no interior de I';. O tinico valor de z que satisfaz esta condicao é +is, para
s> 0, ou —is, para s < 0, cujos valores sao dados por (6.66) e (6.65), respectivamente, e

transcritos em

Res(—is) = (—xs + 1)1 ;- para s < 0 (6.76)
e
e+sx
Res(+is) = (—xs — 1)1 ;- bara s> 0 (6.77)

com os respectivos intervalos de s. Nao ha residuos para s = 0.
A expressao para Y Res vélida para —oo < s < +00 pode ser obtida juntando-se as

expressoes (6.76) e (6.77) ao fato de que nao ha residuos para s = 0, o que resulta em

eHlsla

> Res = (—as — sign(s)) YR (6.78)

Substituindo-se a equagao (6.78) no membro direito de (6.75), chegamos a equagao

o Hsle

o0 r23 .
————e "dr = n (xs + sign(s ara z <0, 6.79
[ ooy (vs+sign(s)) 5~ D (6:79)
que é a expressao desejada, porém com a restricao x < 0.

A expressao para a primeira integral de (6.51) pode, finalmente, ser obtida para —oo <

r < 400 juntando-se as expressoes (6.68) e (6.79), o que resulta em

+o0 r?s : e~ Isllzl
/_Oo 07 5 52 32)26_"”dr = 7 (—|z|s + sign(s)) 5 (6.80)
A expressao (6.80) pode ser substituida em (6.51), onde obtém-se a equacao
B—-G [t .
=—1 (—|z|s + sign(s))e™ *lele=isv s (6.81)

* T UGB Jow
com o fator 27 simplificado.

A expressao (6.81) pode ser reescrita conforme
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B -G 0 , 0 ,
H, = —i 1CB {—|x|/_oo ses‘x‘e’”yds—/_oo e*lrle =8y s
+o00 . +o00 .
—|!L‘|/ se_s‘x‘e_“yds+/ e‘”e"syds}. (6.82)
0 0

A solugao dos integrais de (6.82) sdo apresentadas nas seguintes equagoes:

0 . 1
skele=isvgs = ———— 6.83
se’™le s , .
L. CEE (6:85)
0 . 1
/ eltle=vds = 4 —— (6.84)
—o0 x| — iy
[ se ey = 4o (6.85)
S€E € s = s e .
0 (|| + iy)?
+00 . 1
/ e~slele=isy — 4 (6.86)
0 || + iy

A substituigao de (6.83) a (6.86) em (6.82) resulta em

o=~ \ W (e - grer) (s m=w)| 099

A equagdo (6.87) pode ser simplificada resultando em

(6.88)

o[BG ) B oy

BG(r? + s2)2 2GB (22 +y?)?’

que é a expressao final da transformada inversa de Fourier de H,.

6.1.4 Obtencao da transformada inversa de Fourier de H,,.

A funcido H,, conforme equagoes (5.9) e (5.15), pode ser escrita como visto em

_ . (B=G)rs
H,=—is— .
y ZSBG(rQ + 52)2

(6.89)

A transformada inversa de Fourier de H, pode ser obtida a partir da equagao (6.88)
devido a forma similar da expressdao desta funcio com a expressao de H, , o que leva a

expressao
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(6.90)

B- B =G —1® + 112
Hy:F_l{—is ( G)rs }: G —x° +xy

BG(r? + 52)2 2GB (22 +y2)%’

6.1.5 Etapa final de obtencao de Fy, I, e H.

A funcdo Fi pode ser obtida pela integracdo na variavel x da expressao (6.43), isto
devido a (5.10), ou pela integracao na variavel y da expressio (6.47), o que se deve &

equagao (5.11), resultando em

B —Ga?—?

2
Ty 2 2%+ y?

(6.91)

Fle_l{ Gr? + Bs? } 1 l_G—i—B )

= 1
BGoit 7 2B | 2

O mesmo caminho pode ser seguido para a funcao F; e esta ser obtida pela integracao
na variavel = da expressdo (6.48), isto devido a (5.12), ou pela integragdo na variavel y

da expressao (6.49), o que deve-se a (5.13), resultando em

B —Gy? — 2?

2
+y)+ 2 x?+y?

(6.92)

FQEFI{ Br? 4+ Gs? } 1 [_G+B )

= 1
BGoitp) B |z

O procedimento pode ser novamente aplicado obtendo-se a funcao H pela integracao
na variavel = da expressao (6.88), isto devido a (5.14), ou pela integracao na variavel y

da expressao (6.90), o que deve-se a (5.15), resultando em

(6.93)

HEF—l{ (B—G)rs }_ B-G ay

BG(r2+s2)?]  2GB 2% +y*
6.2 Transformacao inversa da funcao de Green

transformada do problema de ondas.

A obtencao de L7} {.7-"’1{

seguintes passos:

m; r— ;s — y} g — t} pode ser alcancada nos

1. Inicialmente, segundo referéncia HbT 19757, tem-se

= L sin(tyr? + %) (6.94)
r2 4+ 52 4 ¢2’ VrZ 4 s2
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2. Define-se a integral definida I; como

I +o0o oo sin(tm) efi(rx+sy) drds (6 95)
=)L T |

tal que possamos escrever

. 2 2 1
1 {Sln%);r — T8 — y} = 2—[1. (6-96)
r S m

3. Para obter a integral I, faz-se a troca de variaveis para coordenadas polares segundo

as seguintes relacoes

r = pcos(h)
y = psin() (6.97)
r = kcos(¢)
s = ksin(¢). (6.98)

4. Assim, I; pode ser reescrita como

2 r+oo gin(tk X
I = / / wewk os(6-0)k, dk: d, (6.99)
0 0

onde pode ainda pode ser feita a troca de varidveis v = ¢ — # juntamente com mais

algumas simplificacoes, o que conduz a

2r—0 p+oo X
I = / / sin(th)e~#k O gk d. (6.100)
0 0

5. Define-se a integral I como
o0 ok
Ly) = / sin(tk)e ks g, (6.101)
0

tal que a equacao (6.100) possa ser reescrita conforme

27 —0
I :/0 Lo(y) dry. (6.102)
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6. Define-se a integral I}, uma forma simplificada de I, como
+00 .
I = / sin(az)e~ " dy (6.103)
0

cuja solucao pode ser obtida da seguinte forma:

(a) Sendo sin(ax) = 'ﬁ‘”};ze*”, I} pode ser reescrito como
1 +oo | +oo |
IL=— { [ et | el<—b—a>dx} . (6.104)
2t Uo 0

(b) Pode-se obter integrais na forma [;"* e’*dx fazendo-se

+o00 . +0o0o R
/ e dr = lim e et dx
0 e—=0Jo
e(—e—l—ic)x +oo
e—=0 | —e 4+ 1C 0
1
= ——. 6.105
- (6.105)
(c) Com o resultado acima e com a expressao (6.104), pode-se dizer que
1 1 1
o= -
2 2@{ i(—b+a)+i(—b—a)}
a
Isto, juntamente com a equacao (6.103), leva-se a expressao
™ sin(az)e " d ¢ 6.107
/0 sin(azx)e T= (6.107)
7. Usando a equagao acima na expressao (6.101), pode-se dizer que
L(y) = ! (6.108)
2T P R eos?(y) '
o que, substituido em (6.102), nos da a seguinte expressdo para I;:

n=["" ! d 6.109
b /0 2 — p? cos?() v (6.109)

Sendo uma funcao periodica de periodo 7, pode-se ainda reescrever I

t
P—p7 cos’(7)
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como

27 ]_
I :t/ dry. 6.110
! 0o 2 — p?cos?(y) 7 ( )

8. Para resolver I, desenvolve-se a solucao de um integral indefinido na forma:

1
dz. 6.111
/cﬂ—b2 cos?(x) v ( )

cuja solucao pode ser obtida pelos dois caminhos:

(a) Segundo HbT 19757°, pAgina 573, a solucgao é

/ 1 . — —al?ibQ arctan (“3;183;)) , a’? > b? 6112)
r = .
2 12 2 1 atan(cz)—vb>—a? 2 2
a b* cos (ZL’) 2acvVb2 —a? In atan(cx)+\/b2a2> ’ b > a”.

(b) Obtengao direta da solugao:

i. Na expressao

1
d 6.113
/a2 — b? cos?(x) ‘ ( )

faz-se a troca de variaveis x para t conforme

tan(x) =t (6.114)
o que implica em
=g jlrttQ ‘
cos’(z) = ; i wt (6.115)

sendo que esta é uma transformacao bijetiva dentro de cada intervalo x €
(—g,+g), x € (+g,+%7r), x € (—i—%ﬂ,—l—gﬂ) , ... . Com esta troca tem-se

/ 1 dr — i/ dt
a? — b2 cos?(x) - a? t2+(%)

_ %/71# - EZZZ‘—ZZ) (6.116)

a

ii. A solucao das integrais no lado direito da equagao acima pode ser obtida

68



em HbT 19757, o que produz

- L Z 2 2
/:1:2 TR arctan (m,) , a®>b e
dx "
1 m'—z 2 2
/932 m/"2 2m/!! In m' +x |’ b”>a ’
2_H2 2_n2
onde m' = (/45 e m = /=8
iii. Assim, pode-se escrever a solucao:
1 atan(z)) 2 2
/ 1 PR arctan (m a” > b
2 2 2 - 1 atan(z)—vb2—a? 2 2
a? — b? cos?(x
( ) 2avb%—a? atan(z)+vb2—a2 b*>a
para x € (—g +nm, +5 + mr) ,n=..,—2,—-1,0,+1,42, ...

(6.117)

(6.118)

9. Usando os resultados acima (equagao (6.118)), pode-se obter a quantidade I;, dada
pela equacao (6.110), da seguinte forma:

(a) para o primeiro caso onde t* > p? tem-se:

I

+

Calculando os limites

+
ME]

lim arctan
y—0t

tt
lim arctan ﬂ =
'yﬁ%f tQ — p2

tta
lim arctan 2n(7)2 =
=37t t=—=p

y—3m-

. tt
lim arctan <t7

(6.119)



lim arctan <M> = —g

7—)%%* 2 — p2

y—=2m

lim arctan (

t))

chegamos a
2m

Il = ﬁ, t2 > p2. (6120)
(b) para o segundo caso onde #? < p?, tem-se:
I [ t 1 ttan(y) — /p% — 2| 3
1 = n
| 2t\/p? — 12 |ttan(y) +Vp? — 12]],
] C43n
N L |ttan(y) - VTP i
n
2t/p? — 17 |ttan(y) + Vp? — 2] &
B - 2
[t ttan(y) — /2 — 22[] 7"
+ I | Ltan() = Vo (6.121)
2t/ p? — 12 |ttan(y) +Vp? — 7] s,
2

Uma vez que a expressao acima ¢ continua nos pontos vy = 5 e v = %71’, basta

calcular os limites

lim 1 ttan(y) — /p? — t? 0
im In =
y=0+ | ttan(y) + /p? — 12
e

lim 1 ttan(y) — v/p?> — 2

im =

y—2r= | ttan(y) + /p? — t2
O que nos leva a
I =0, t*<p (6.122)

10. Os resultados do item anterior (equacgoes (6.120) e (6.122)) podem ser reescritos em

uma forma mais compacta conforme

H(t — p)
Vit —p?

onde H é a fungao de Heaviside. Com o valor de I; introduzido na equagao (6.96),

I =2r (6.123)

e lembrado as relagbes (6.97), tem-se

£ sin(tv/r? + s?)
VTT s

H(t—\/m)_

o (6.124)

;r—>:1:;3—>y}:
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Juntando a equacao acima com (6.94) finalmente obtém-se:

(o 1 H(t — 22 + y?)
{ {7q2+r2+82,q },r T3 5 y} (P (6.125)
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Capitulo 7
Exemplo numeérico.

Uma vez que, conforme apresentado no presente trabalho, o emprego da transformada
de Fourier conduz as mesmas integrais de contorno obtidas tradicionalmente no método
dos elementos de contorno, as mesmas técnicas do método dos elementos de contorno
podem ser usadas para resolver estas integrais.

Para ilustrar a capacidade do método proposto (identificado por método dos elementos
de contorno ou BEM nas figuras e tabelas deste capitulo) para resolver um problema linear
elastico em duas dimensoes e com tensoes planas comum na engenharia, considera-se o
seguinte problema cujas condigoes de contorno, sistema de coordenadas, dominio, pontos
de discretizacao da fronteira do dominio e pontos de colocagao estao mostrados de forma
esquematica na figura (7.1). As propriedades do material sao E = 21000 K g f/mm?, para
o modulo de elasticidade e v = 0.3, para o coeficiente de Poisson. Além disto, emprega-se
como base de funcoes, polindmios do primeiro grau e avalia-se as fungoes incognitas u, v,
fz e f, na fronteira usando a equagao (5.45). Os pontos de colocagio estao posicionados
fora do dominio, distante dos noés da fronteira a uma distancia de 20% do comprimento
do passo de discretiza¢ao (parametro de malha).

Para demonstrar a validade e a convergéncia do esquema proposto foram obtidos
resultados para parametros de malha (distancia média entre os nés) de 10mm, 5mm e
2.5mm e que foram comparados com os respectivos resultados obtidos por elementos finitos
(identificado por método dos elementos finitos ou FEM nas figuras e tabelas deste capitulo)
com configuracao de nos sobre o contorno semelhante. A solucao por elementos finitos foi
obtida utilizando-se o programa ABAQUS, versao 5.8-1. Nesta solucao, tirou-se vantagem
da simetria do problema, enquanto na solucao pelo método proposto nao utilizou-se esta
vantagem porque necessitaria utilizar nés nos cantos (nao seria possivel utilizar cantos
arredondados nos extremos do segmento onde estariam as condi¢oes de simetria), o que

nao foi implementado. As malhas empregadas na discretizacao pelo método proposto
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podem ser vistas na figuras (7.2), (7.14) e (7.26) e as malhas empregadas na discretizacao
pelo método dos elementos finitos podem ser vistas nas figuras (7.3), (7.15) e (7.27), para
os parametros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm respectivamente. Os resultados para
os valores maximos e minimos dos deslocamentos u e v e das tensoes 0y, 0y € 04y para
ordenadas x > 0 obtidos com os parametros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm podem
ser vistos nas tabelas (7.2) a (7.6), tanto para método proposto como para o método dos
elementos finitos. Os valores para a tensdo o,, nos pontos (0, —25) e (0, —100) obtidos
com os parametros de malha de 10mm, 5mm e 2.5mm para o método proposto, método
dos elementos finitos e resisténcia dos materiais sao mostrados na tabela (7.7) e os valores
para os deslocamentos u e v no ponto (+62.5, +120) obtidos com os parametros de malha
de 10mm, 5mm e 2.5mm sao mostrados na tabela (7.8) para o método proposto e método
dos elementos finitos. Nesta tltima tabela, nos casos em que nenhum dos nés da solucao
apresentava coordenadas (+62.5,+120), os valores foram obtidos por interpolagao linear
entre os dois nos sobre o contorno que enquadravam a posicao (+62.5, +120). Estas tabelas
permitem verificar a convergéncia do método proposto na medida em que o passo de
discretizagao (parametro de malha) diminui. Os mapas de cores mostrando a distribuigao
dos deslocamentos u e v e das tensoes 0,,, 0y, € 0y, podem ser vistos nas figuras (7.4)
a (7.13), (7.16) a (7.25) e (7.28) a (7.37) para o método proposto e para método dos
elementos finitos. Nestes mapas, no caso das solucgoes relativas ao método proposto, as
solugbes foram obtidas para pontos dentro e fora do dominio (o conjunto destes pontos
constitui uma area retangular que enquadra todo dominio) utilizando-se a equacao (5.45),
sendo que a cor verde foi emprega para indicar os valores em um intervalo (—e, +¢), onde
e = (méximo valor — minimo valor)/256 (significando valores relativamente proximos de
zero); e também pode-se observar que todos os pontos fora do dominio possuem valores
relativamente proximos de zero, o que esta de acordo com a idéia do método proposto.
Finalmente, para demonstrar que os resultados obtidos também estao de acordo com
a teoria de vigas curvas da resisténcia dos materiais Feodosiev 19857!, na tabela (7.1)
apresentam-se os resultados para a tensao o,, nas posicoes A e B mostradas na figura
(7.1).

Considerando a pequena diferenca relativa entre os resultados obtidos pelo método
proposto com aqueles obtidos pelo método dos elementos finitos, a convergéncia dos
valores de deslocamentos e tensoes, e a relativa concordancia com a resisténcia dos
materiais, pode-se afirmar, sob o ponto de vista da engenharia, que atingiu-se um
resultado razoavel. Ainda pode-se destacar que a utilizacao de pontos de colocacao no
exterior do dominio nao é conhecida na literatura constituindo-se, assim, em um novo

desenvolvimento da técnica de solugao das equacoes integrais de contorno.
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y (mm) A (62.5, 120.0)

f/_» e .. ﬁ\ 120 ( ... .. W
D, Cit—»
-—D, Cip—
<D, Cop—

25 100 _

X (mm)

- no
- ponto de colocacgéao

Figura 7.1: Dominio discretizado.
Condigoes de contorno nos nos: A(u = 0,f, = 0), B(u = 0,v = 0), Cia3(fs
+10 Kgf/mm?, f, = 0), Di23(fe = —10Kgf/mm?, f, = 0) e nos demais nos (f, =
0, f, = 0). Escala 58 : 100.

Posicao Coordenadas Método proposto | Resisténcia dos materiais
z (mm) | y(mm) | 040 (Kgf/mm?) 0se (Kgf/mm?)
A 0 —25 +86.27 +75.57 |
B 0 —100 —26.46 —24.22 |

Tabela 7.1: Resultados numéricos para a tensao o,, comparando o método proposto com
os resultados da resisténcia dos materiais.
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Parametros Deslocamento u (mm)
da malha Valores Maximos Valores Minimos
(mm) BEM FEM BEM FEM
10.0 +8.9315¢ — 1 | +8.64e — 1 | —4.8537¢ — 2 | —4.69¢ — 2
5.0 +8.9502¢ — 1 | +8.87e — 1 | —4.8327e — 2 | —4.79¢ — 2
2.5 +8.9450e — 1 | +8.94e — 1 | —4.8341e — 2 | —4.83e¢ — 2

Tabela 7.2: Méaximos e minimos do deslocamento w.

Parametros Deslocamento v (mm)
da malha Valores Maximos Valores Minimos
BEM FEM BEM FEM
10.0mm +8.3219¢ — 2 | +8.14e — 2 | —3.4855¢ — 1 | —3.37e — 1
5.0mm +8.3467¢ — 2 | +8.32¢ — 2 | —3.4889¢ — 1 | —3.46e — 1
2.5mm +8.3390e — 2 | +8.35e — 2 | —3.4860e — 1 | —3.48¢—1

Tabela 7.3: Maximos e minimos do deslocamento v.

Parametros Tensao o, (Kgf/mm)
da malha Valores Maximos Valores Minimos
BEM FEM BEM FEM
10.0mm +8.7720e +1 | +8.63e+1 | —2.7212¢ +1 | —2.65e¢ + 1
5.0mm +8.5678¢ +1 | +8.63e+1 | —2.7549¢ +1 | —2.73e + 1
2.5mm +8.4592e +1 | +8.54e+1 | —2.7657e + 1 | —2.76e + 1

Tabela 7.4: Méaximos e minimos da tensao o,;.

Parametros Tensao oy, (Kgf/mm)
da malha Valores Maximos Valores Minimos
BEM FEM BEM FEM
10.0mm +4.8501le +1 | +4.69e +1 | —2.1027e +1 | —1.98e + 1
5.0mm +4.8456e +1 | +4.59e +1 | —2.0908¢ +1 | —2.06e + 1
2.5mm +4.8421e +1 | +4.80e +1 | —2.0841e +1 | —2.09¢ + 1

Tabela 7.5: Maximos e minimos da tensao oy,.

Parametros Tensao oy, (Kgf/mm)
da malha Valores Maximos Valores Minimos
BEM FEM BEM FEM
10.0mm +3.5722¢ +1 | +2.17e+1 | —1.2273e+1 | —1.21e + 1
5.0mm +3.6345¢ +1 | +3.14de +1 | —1.2393e+1 | —1.24e + 1
2.5mm +3.6303e +1 | +3.36e+1 | —1.2410e +1 | —1.24e + 1

Tabela 7.6: Méximos e minimos da tensao ogy.

75




Ponto Parametro 0zz (Kgf/mm)
X y de malha BEM FEM Resisténcia do Materiais

10.0mm | +8.7720e + 1 | +8.627e + 1

0.0mm | —25.0mm 5.0mm +8.5678¢ + 1 | +8.625e + 1 +7.507e + 1
2.5mm +8.4592e +1 | +8.53% + 1
10.0mm | —2.7021e + 1 | —2.646e + 1

0.0mm | —100.0mm 5.0mm —2.7377e+1 | =2.727e + 1 —2.422e+1
2.5mm —2.7521e +1 | —2.760e + 1

Tabela 7.7: Pontos para verificagao da convergéncia da tensao o,.;.

Ponto Parametro w (mm) v (mm)
X y de malha BEM FEM BEM FEM
10.0mm | +8.9281e — 1 | +-8.640e — 1 | —1.3459¢ — 1 | —1.302e — 1
62.5mm | 120.0mm 5.0mm +8.9465e — 1 | +8.864e — 1 | —1.3469¢ — 1 | —1.618e — 1
2.5mm +8.9411e — 1 | +8.932e — 1 | —1.3459¢ — 1 | —1.344e — 1

Tabela 7.8: Pontos para verificagao da convergéncia dos deslocamentos u e v.
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Figura 7.2: N6s da malha, método dos elementos de contorno, parametro de malha igual
a 10mm, 112 nos.

L

Figura 7.3: Malha de elementos, método dos elementos finitos, parametro de malha igual
a 10mm, 216 nos e 185 elementos.
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Figura 7.4: Mapa de cores mostrando a distribui¢do dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 10mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:59
Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Digpé%c_BTents-(NON-LAYERED) (XX)

8.04-01
7.43-01
6.82-01
6.21-01
5.61-01
5.00-01
4.39-01
3.78-01
3.18-01
2.57-01
1.96-01
1.35:01
7.46-02
N #:69-02 1.39-02
Lx ] -4.69-02

default_Fringe :
Max 8.64-01 @Nd 1
Min -4.69-02 @Nd 128

8.64-01

Figura 7.5: Mapa de cores mostrando a distribui¢do dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.6: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 10mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:10:10

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY) 8.14-02

5.35-02

2.55-02
-2.38-03
r3:37-01 -3.03-02
-5.82-02
-8.61-02

-1.14-01

-1.42-01

-1.70-01

-1.98-01

-2.26-01

-2.54-01

-2.82-01

-3.09-01

L

-3.37-01
default_Fringe :
Max 8.14-02 @Nd 28
Min -3.37-01 @Nd 54

Figura 7.7: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.8: Mapa de cores mostrando a distribuigao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 10mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:29

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX) 8.63+01

7.87+01
7.12+01
6.37+01
5.62+01
4.87+01
4.12+01
3.37+01
2.61+01
1.86+01
1.11+01
3.60+00
-3.92+00
-1.14+01
-1.89+01

-2.65+01
default_Fringe :
Max 8.63+01 @Nd 134
Min -2.65+01 @Nd 118

Figura 7.9: Mapa de cores mostrando a distribuigao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.10: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 10mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:09:42

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY) 4.69+01

4.25+01
3.80+01
3.36+01
2.91+01
2.47+01
2.02+01
1.58+01
1.98+01 113+01
6.89+00
2.44+00
-2.01+00
-6.46+00
-1.09+01

-1.54+01

-1.98+01
default_Fringe :
Max 4.69+01 @Nd 144
Min -1.98+01 @Nd 117

Figura 7.11: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.12: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 10mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:39:54

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY) 217+01

1.94+01
1.72+01
1.49+01
1.27+01
1.04+01
8.16+00
5.91+00
3.65+00
1.39+00
-8.62-01
-3.12+00
-5.38+00
-7.63+00

-9.89+00

-1.21+01
default_Fringe :
Max 2.17+01 @Nd 143
Min -1.21+01 @Nd 127

Figura 7.13: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 10mm.
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Figura 7.14: No6s da malha, método dos elementos de contorno, parametro de malha igual
a bmm, 228 nos.

L

Figura 7.15: Malha de elementos, método dos elementos finitos, parametro de malha igual
a bmm, 757 nos e 697 elementos.
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Figura 7.16: Mapa de cores mostrando a distribuigao dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:57
Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Digpée)gBTents-(NON-LAYERED) (XX)

8.25-01
7.62-01
7.00-01
6.38-01
5.75-01
5.13-01
4.51-01
3.88-01
3.26-01
2.64-01
2.01-01
1.39-01
7.67-02
N -479-02 1.44-02
LX 4 -4.79-02

default_Fringe :
Max 8.87-01 @Nd 1
Min -4.79-02 @Nd 422

8.87-01

Figura 7.17: Mapa de cores mostrando a distribuigao dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.18: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:14:15

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY) 8.32:02

5.46-02

2.60-02
-2.59-03
F3.46-01 -3.12-02
-5.98-02
-8.84-02
-1.17-01

-1.46-01

-1.74-01

-2.03-01

-2.31-01

-2.60-01

-2.88-01

-3.17-01

L

-3.46-01
default_Fringe :
Max 8.32-02 @Nd 97
Min -3.46-01 @Nd 192

Figura 7.19: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.20: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:05

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX) 8.63+01

7.87+01
7.11+01
6.35+01
5.60+01
4.84+01
4.08+01
3.33+01
2.57+01
1.81+01
1.06+01
3.00+00
-4.57+00
-1.21+01
-1.97+01

-2.73+01
default_Fringe :
Max 8.63+01 @Nd 433
Min -2.73+01 @Nd 401

Figura 7.21: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.22: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:13:38

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY) 4.59+01

4.15+01
3.71+01
3.26+01
2.82+01
2.37+01
1.93+01
1.49+01
1.04+01
5.99+00
1.56+00
-2.88+00
-7.32+00
-1.18+01
-1.62+01

-2.06+01
default_Fringe :
Max 4.59+01 @Nd 453
Min -2.06+01 @Nd 384

Figura 7.23: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.24: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:41:48

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY) 8.14+01

2.85+01
2.55+01
2.26+01
1.97+01
1.68+01
1.39+01
1.09+01
8.03+00
5.11+00
2.19+00
-7.25-01
-3.64+00
-6.56+00
-9.48+00

L

-1.24+01
default_Fringe :
Max 3.14+01 @Nd 451
Min -1.24+01 @Nd 419

Figura 7.25: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 5mm.
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Figura 7.26: No6s da malha, método dos elementos de contorno, parametro de malha igual
a 2.5mm, 456 nos.

L

Figura 7.27: Malha de elementos, método dos elementos finitos, parametro de malha igual
a 2.5mm, 2737 nos e 2618 elementos.
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Figura 7.28: Mapa de cores mostrando a distribuigao dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 2.5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:17:33
Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Digpé%c_BTents-(NON-LAYERED) (XX)

8.31-01
7.68-01
7.05-01
6.42-01
5.80-01
5.17-01
4.54-01
3.91-01
3.28-01
2.66-01
2.03-01
1.40-01
7.73-02
N 4.83-02 1.45-02
Lx ) -4.83-02

default_Fringe :
Max 8.94-01 @Nd 1
Min -4.83-02 @Nd 1561

8.94-01

Figura 7.29: Mapa de cores mostrando a distribuigao dos deslocamentos u (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.30: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 2.5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:18:00

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Deformation, Displacements-(NON-LAYERED) (YY) 8.35-02

5.47-02

2.59-02
-2.86-03
-3.16-02
-6.04-02
-8.92-02
-1.18-01

-1.47-01

-1.76-01

-2.04-01

-2.33-01

-2.62-01

-2.91-01

-3.19-01

L

-3.48-01
default_Fringe :
Max 8.35-02 @Nd 404
Min -3.48-01 @Nd 713

Figura 7.31: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao dos deslocamentos v (mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.32: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 2.5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:16:46

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XX) 8.54+01

7.79+01
7.03+01
6.28+01
5.53+01
4.77+01
4.02+01
3.27+01
2.51+01
1.76+01
1.01+01
2.53+00
-5.00+00
-1.25+01
-2.01+01

-2.76+01
default_Fringe :
Max 8.54+01 @Nd 1584
Min -2.76+01 @Nd 1520

Figura 7.33: Mapa de cores mostrando a distribui¢ao das tensoes o, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 2.5mm.
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2,71e-01}

Figura 7.34: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 2.5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 28-Jun-00 19:17:12

Fringe: Static, Step1,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (YY) 4.80+01

4.34+01
3.88+01
3.42+01
2.96+01
2.50+01
2.04+01
1.59+01
1.13+01
6.66+00
2.07+00
-2.53+00
-7.12+00
-1.17+01
-1.63+01

-2.09+01
default_Fringe :
Max 4.80+01 @Nd 1625
Min -2.09+01 @Nd 1457

Figura 7.35: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 2.5mm.
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Figura 7.36: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos de contorno, parametro de malha igual a 2.5mm.

MSC/PATRAN Version 9.0 29-Jun-00 07:40:51

Fringe: Static, Stepl,TotalTime=1.: Stress, Components-(NON-LAYERED) (XY) 8.36+01

3.05+01
2.74+01
2.44+01
2.13+01
1.82+01
1.52+01
1.21+01
9.03+00
5.96+00
2.89+00
-1.75-01
-3.24+00
-6.31+00
-9.38+00

L

-1.24+01
default_Fringe :
Max 3.36+01 @Nd 1620
Min -1.24+01 @Nd 1555

Figura 7.37: Mapa de cores mostrando a distribuicao das tensoes oy, (Kgf/mm), método
dos elementos finitos, parametro de malha igual a 2.5mm.
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Capitulo 8
Conclusoes.

Do presente trabalho, conclui-se, inicialmente, que a definicdo da transformada de
Fourier para um dominio arbitrario é uma ferramenta matemaética importante na solucao
de equagoes diferenciais parciais lineares com coeficientes constantes. Ainda, a solucao
encontrada por esta técnica, nos problemas estudados, coincide com a encontrada pelo
método variacional, o que mostra que a solugao fraca (obtida pelo método variacional)
coincide com a solucao do problema. A vantagem desta técnica em relacao a formulagao
tradicionalmente empregada no método dos elementos de contorno é a seguinte: o processo
de obtencao da equacao integral de contorno a partir da equacao diferencial parcial do
problema através da transformada de Fourier é mais direto (envolve passos mais simples)
do que através da formulacao variacional do problema e pode ser aplicado a qualquer
equacao diferencial parcial com coeficientes constantes de qualquer ordem.

A dificuldade do método estd na execucao das transformadas inversas de Fourier
das funcoes de Green do problema no espaco transformado. Porém, caso ocorra muita
dificuldade na inversao, estas funcoes de Green podem ser obtidas numericamente a partir
da formulacao da transformada inversa de Fourier.

Na solucao numérica das equacoes integrais de contorno, este trabalho contribuiu
com a idéia de empregar pontos no exteriores ao dominio como pontos de colocacao, o
que elimina a desvantagem de ter que avaliar as integrais de contorno sobre o proprio
contorno onde os ntcleos destas integrais (fungoes de Green) apresentam singularidades,
conforme normalmente é feito no método dos elementos de contorno.

A partir do que foi apresentado, algumas vias para o desenvolvimento subseqiiente

podem ser formuladas:

1. Estudar as integrais de fronteira obtidas a partir do processo empregado na sua

verificacao e estabelecer condicoes a serem satisfeitas pelas fungoes de Green contidas
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nestas integrais. Assim, determina-se uma familia de fun¢des de Green para um
dado problema, o que permite a investigacao das melhores fungoes, do ponto de
vista numérico, a serem empregadas . Como exemplo, no problema de conducao de
calor em duas dimensoes, pode-se observar que a func¢do F relacionada em (4.14)
necessita satisfazer a condi¢do expressa em (8.1) para que a equagio (4.14) seja

verdadeira conforme pode ser visto na equagao (4.30).

OF  OF

w + 8—3/2 =0. (8.1)

Isto sugere que qualquer outra funcao que satisfaca esta condicao talvez também

possa ser empregada na integral de contorno.

. Estudar o mesmo processo para outras transformacoes integrais e para uma
transformada genérica de nucleo k(s,z), visando determinar o melhor tipo de

transformacao integral a ser empregado neste processo.

. Estudar a solucao de um problema com derivadas de terceira ordem cuja formulacao
integral de contorno nao possa ser obtida pela formulacao variacional. Além disto,
caracterizar os problemas cuja equacao integral de contorno nao possa ser obtida
pela formulacao variacional e mostrar a possibilidade de solucao via transformada

de Fourier.
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Apéndice A

Avaliagao das expressoes (4.14), (5.16)

e (5.17) em coordenadas cilindricas.

Neste apéndice, apresenta-se a avaliagdo das expressoes (4.14), (5.16) e (5.17)
em coordenadas cilindricas » x 6 para um ponto no interior da regiao encerrada no
caminho de integracao I', caminho este estabelecido de tal maneira que ocorra um
mapeamento um a um entre cada um de seus pontos e sua respectiva coordenada angular;
e, conseqiientemente, possa-se definir uma funcao, chamada r, da seguinte forma: dr :
6 — r, (r(0),0) € T'. Uma ilustragio de tal caminho de integragao pode ser vista na figura

(A.1). Segundo estas defini¢oes, sdo validas as expressoes exibidas em

Figura A.1: Caminho de integracao em coordenadas cilindricas.
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A partir de (A.1), pode-se deduzir as expressoes

de = (—r(0)sen()+r'(6) cos(h))dd e
dy = (r(8)cos(d) +r'(9)sen()) db, (A.2)

onde: r'(0) = LLr(6).

A.1 Avaliagao da equagao (4.14).

Substituindo-se as equagoes (A.1) e (A.2) em (4.14) passa-se a ter # como tnica variavel
independente no integrando variando no intervalo [0, 27). Assim, a equagao (4.14) pode

ser reescrita conforme mostrado na expressao

u(0,0) = % {/0 ’ In(r(0)) (uy (—r(0) sen(d) + r'(8) cos(8)) — u,(r(#) cos(#) + r' () sen(8))) df
T r(9)u :
—l—/O RO (—sen(8)(—r(0) sen(d) + r'(8) cos(h)) (A.3)
+cos(0)(r(8) cos(f) + r'(0) sen(h))) db},
_ Ou
U, = % €
_ Ou
Uy = a—y

A expressao (A.3) pode ser simplificada obtendo-se a expressao

u(0,0) = % {/O%In(r(ﬁ)) <:((g))% —r(o)‘;—:f> d9+/02”ud9}, (A.4)

ou
5 = uzcos(f) + u,sen(d) e
10u
= —uysen(d) + u,cos(6).

A.2 Avaliagao das equagoes (5.16) e (5.17).

Inicialmente, obtém-se as expressoes em coordenadas cilindricas para as funcoes Fi,

F5, H e suas derivadas de primeira ordem em x e em y, conforme apresentado em
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—(G + B)In(r) + (B — G)(cos*) — sen?0)

Fy(r,0) = Yelz : (A.5)
Fy(r.0) — —(B + G)In(r) + (B — G)(sen?d — cosZH), (A.6)
H(r,0) = —%cosﬁ senf, (A.7)

F(r0) = _% (B — 3G)cost se;g;— (G + B)cos39, (A.5)

F(n0) — _% (G — 3B)cos?*f s;g%— (G + B)sen39, (A.9)

Fy(r.0) = _% (G — 3B)cost se;g;— (G + B)cos?0 . (A.10)

Fo(n0) — _% (B — 3G)cos?*f s;g%— (G + B)sen39, (A11)

onde empregaram-se as expressoes (A.1) e (A.2).
A substitui¢ao das expressoes (A.1),(A.2) e (A.5)-(A.11) em (5.16) e (5.17) conduz as

equacoes de contorno para u e v em coordenadas cilindricas.
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Apéndice B

Equacionamento de um problema

elastico em duas dimensoes.

Um problema eléstico em 2D, onde considera-se um estado plano de tensoes, conforme
referéncia Timoshenko and Goodier 1934' possui o conjunto de definicdes e relacoes

apresentados na seqiiéncia:
1. O deslocamento de um ponto possui as seguintes componentes:

(a) u — componente do deslocamento na dire¢ao x;

(b) v — componente do deslocamento na dire¢ao y.
2. O estado de tensoes é definido pelo seguinte conjunto de grandezas:

a) 0, — tensao normal na direcao x;

(a)

(b) o0,, — tensdo normal na dire¢ao y;

(c) o4y — tensdo tangencial no plano normal a y na dire¢ao z;
)

(d) oy, — tensdo tangencial no plano normal a z na direcao y.
3. O estado de deformagoes é definido pelo seguinte conjunto de grandezas:

a) €;, — deformacao linear na direcao x;

(
(
(c

(d) €yz — 0 mesmo que €y,

)

b) €,, — deformagao linear na diregao y;
) €zy — deformacao angular tomada entre as diregoes = e y;
)
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4. A grandezas relativas ao comportamento de um material isotrépico sao:

a) E — modulo de elasticidade;

(
(b) v — coeficiente de Poisson;
1+1/);

vE .
1-v2?

(
(d

)
)
¢) G — modulo de cisalhamento, definido por G = 5 E
) A — constante de Lamé, definida por A =
)

(e) B — constante definida por B = A +2G = £

1-v2°

5. A relacoes entre deslocamentos e deformagoes sao dadas por:

€ry = %, (B.1)
ov

eyy = 8_y e (BQ)
ou Ov

€xy = a_y + s (B.3)

6. A relagoes entre tensoes e deformacoes, segundo a lei de Hooke, sao dadas por:

Oz = Begy + Aeyy, (B.4)
Oy = Mgy + Bey, e (B.5)
Ozy = Gegy. (B.6)

7. A condicao de equilibrio estatico de forcas e momentos no corpo, onde nao sao

consideradas as forcas volumétricas, conduz as relagoes

(a) Equilibrio de forcas na diregao x:

004y 00y

=0. B.7
ox dy (B.7)
(b) Equilibrio de forgas na direcao y:
0oy, 0oy
0 B.8
oy ox (B.8)
(c) Equilibrio dos momentos (plano zy):
Opy = Oyg- (B.9)

108



A substituicao das equagoes (B.1) a (B.3) em (B.4) a (B.6) e por sua vez em (B.7) e (B.8),

e ainda considerando (B.9), resulta nas equagoes

0%u 0%v 0%u
0%v 0%u 0%v

que sao as condigoes a serem satisfeitas pelas funcoes u e v no interior de um dado dominio
(corpo elastico ou pega).

As condigoes de contorno para um problema eldstico podem ser as seguintes:

1. Deslocamentos u e v prescritos na fronteira;

2. Tensoes prescritas na fronteira:

0 ov ou ov

u
- B i i — B.1
o= BO ! +AC5] + GO, 1+ GO, (B.13)
¢ 9 o o o
u v u v
— B - — — B.14
fy = 20,50+ BOS + GOS 4 GO (B.14)

onde f, e f, sdo as tensoes atuantes na fronteira, C, e C sao os cossenos diretores

da normal a superficie;

3. Combinacoes das duas condigoes acima.
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Apéndice C
Transformada de Laplace.

Sendo u uma funcao u : ® — R, pode-se definir a transformada de Laplace como

+00
a(q) = £ {u(t);t — q} :/ u(t) e~tdt, t> 0 (C.1)
0
cuja inversa é dada por

1 a+1i00
ut:—‘/ a(q) et dg, 0.2
*) 211 Ja—ioco (4) 1 (C2)
onde a & um valor real maior que a maior parte real entre os residuos de @ (a >

max{Re(Res(u))}).

A transformada de Laplace apresenta, entre outras, as seguintes propriedades:

1. A transformada da derivada

E{g—?;t%q} — qL{u} — u(0). (C.3)
2. Da mesma forma
c{ Gt af =20 - qu0) - G0 (c4)
3. O teorema da convolucio
£ {f@atara 1} = [ £t~ nglr)ir (C.5)

onde f=L{f;t—q}eg=L{gt—q}.
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4. O teorema do valor inicial

onde fzﬁ{f;t—ﬂz}.

lim f(¢) = lim qf(q),

q—o0
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