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RESUMO

Neste trabalho, sao apresentados aspectos analiticos
computacionais emfungoes matriciais, enfatizando-se os métodos
de Aproximagao de Runckel-Pittelkow, dos Aproximantes de Padé e
de Decomposigao Matricial.

E estudada também, a sensibilidade das fungSes matri-
ciais, isto €, o comportamento das fungoes matriciais frente
perturbagoes da matriz.

Como importante aplicacgao das formulas de Runckel &
Pittelkow sao obtidas expressoes para a solugao dinamica de uma
equagao diferencial matricial. Além disso, com base nestas for-
mulas, € apresentado um programa computacional para computar ex

ponenciais matriciais.
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I - FUNGOES MATRICIAIS

I.1 - Introdugao

Freqtientemente, a solugao de problemas matematicos e
simﬁlificada pelo uso de fungoes matriciais. Diversas definigaes
de fungdes matriciais tem sido apresentadas. A equivaléncia en
tre estgs definigoes e objeto de estudo de Rinehart em seu arti-
go "The Equivalence of Definitions of a Matrix Function" [18].

Neste capitulo, faremos um sucinto estudo de fungoes
matriciais.

Na segao I.2, apresentamos a definigao de uma fungao
matricial f(A), extensao de uma fungao escalar f(z), via sua sé-
rie de Taylor, através da simples substituicgac da variavel z pe-
la matriz A na série de poténcias. A seguir, mostramos por meio
do "teorema de redugdo", que a soma de uma série de poténcias ma
tricial é, na verdade, igual a um polindmio matricial, cujos coe
ficientes dependem exclusivamente dos autovalores da matriz. Pa-
ra a exponencial matricial aplicamos o método da transformada de
Laplace e obtemos, de maneira alternativa, sua expressao polino-
mial, cuja existéncia é assegurada pelo resultado anterior.

Através da versao matricial do teorema integral de
Cauchy, na segao 1.3 estabelecemos a definigao de fungao matrici
al a partir de uma fungao eécalar analitica. Esta definigao, ape
sar de pouco pratica, pode ser utilizada para a demonstracao de
propriedades importantes das fungoes matriciais. Por exemplo, se
a matriz A for diagonalizével, entao a funggo matricial £(A) tem

uma expressao extremamente simples.



Baseados nos resultados anteriores, na segao I.4 enfa
tizamos a importante conclusao de que sao fundamentais apenas
os valores da fungéo escalar e suas derivadas sobre o espectro
da matriz considerada.

Uma importante propriedade, tanto sob o ponto de vis-
ta pratico como tedrico, é o comportamento da fungao matricial
frente perturbagoes da matriz. Na segao I.5 estudamos a sensibil
lidade das fungoes matriciais.

0 conceito de norma matricial € revisado na segao I.6.

I.2 - Definigao por série de Taylor

(e i)
Suponhamos que f(z) = | akzk seja uma serie de poten
k=0 . -
cias com raio de convergencia e> 0, onde z e uma variavel com-

plexé.

Se A € uma matriz complexa nxn com raio espectral

r(A) < p (r(A)

max {|p|/p € autovalor de A}), definimos a fun

¢ao matricial f(A) por

£(a) = § aak
k=0
Esta definigao tem sentido desde que a condigao sobre
o raio espectral r(A) < o nos garante a convergéncia absoluta
da série matricial com respeito a alguma norma matricial ( ver

segao I1.6).



I.2.1 - Teorema de redugao

~=8

Seja f(z) = akzk uma fungao escalar com raio de-

k=0
convergencia p > 0, e A uma matriz quadrada de ordem n com raio

espectral r(A) < ».

Se c(z) € o polinomio caracteristico da matriz A,

S na
i
C(z) = I (Z - I-L) ]
i=1 %
entio
n-1
£(A) = R(A) = [ b AS
k=0
n-1
onde os coeficientes by do polinomio R(z) = | bkzk sao obtidos
o k=0

por interpolagao de Hermite [35]:

e ¥y =a%ey) 12458 085 kS na

2=y &=l
f(k)(z)l representa a derivada k-ésima da funcido f(z) calcu-
Z=13

lada Y no ponto Z=y -

A demonstragdo desta afirmagdo é como segue.

Dividindo f(z) por c(z) obtemos

£(z) = q(z)e(z) + R(z) )
onde R(z) = Dy # DyZ % sss + bn_lzn_1 € um polinSmio de grau

menor ou igual a n-1. Substituindo z por A na expressdo (1), pe
lo teorema de Cayley-Hamilton, temos f(A)=R(A) pois c(A)=0.

Derivando a expressao (1) k-vezes e usando a regra de

Leibniz temos

k
RO TR

q(k=3)(z) (I (zy , r(K) ()
J=0




Desde que c(j)(ui)zo para j = 0,...,ni—1 segue que
f(k)(ui) = R(k)(ui) para todo autovalor pj.

Observemos que se a matriz A possuir n autovalores dis

tintos entido as equag¢des que determinam os coeficientes bk sdo

f(ui) = R(ui), i = Lgsewglis

Neste caso, verifica-se que

R(z) = f(ul)Ll(z) B e w o f(un)Ln(z), onde

,kzl,vo.,n

sao os polinomios de Lagrange e satisfazem Lk(uj) = ij.

0 teorema da redugdo diz, entdo, que o valor soma de
uma série de poténcias matricial é, na verdade, igual a um poli
némio matricial cujos coeficientes dependem somente dos autova-

lores da matriz considerada.

I.2.2 - Transformada de Laplace

Apresentaremos o método da transformada de Laplace so
mente para a fungdo matricial exp(At)

A transformada de Laplace de uma fungdo matricial de
varidvel real F(t):[Fij(t)] ¢ definida por

@ a
£(F)(s) = J e St F(t) dt = lim [ e St F(t) dt

a+w

0 0



w

sempre que esta integral existir, sendo que a integral é efetua
da componente a componente. Entao existe £(F)(s) para todo s tal
gque as componentes Fij(t) possuem transformadas.

Para o caso da fungao matricial exp(At) obtém-se que
[23] £ (exp(At))(s) = (sI =~ A)_l para todo s tal que ||A| < s
Portanto
3 =1
exp(At) = £ ((sI -A) 7)

onde as transformadas inversas sao calculadas pelos métodos usu
ais.
Para computar a inversa (sI - A)"! introduzimos a ma-

triz adjunta B(s) = adj(sI - A) que satisfaz
(sI - A) B(s) = det(sI - A) I

Assim sendo,

£ (exp(At)) = B(s) y €
det(sI - A)

0 problema se reduz a computar B(s).

Fagamos c(s) = det(sI - A). Entao,
(sI - A) B(s) = c(s) I
Derivando esta expressao em relacao a s,decorre
B(s) = (A - sI)B'(s) + ¢'(s)1
2B'(s) = (A - sI)B"(8) + ¢"(s)1
(n-1)B{n-2)(s) = (A - s1)B(P-1)(s) 4+ (N-1)(g)1
nB(n-1) (5) = c(n)(s)1,

desde que as componentes de B(s) sao polindmios em s de grau n-1.

Como c(s) e um polinomio da forma c(s)=sD + ... + cg,



temos que c(“)(s)l = n!I. Portanto, obtemos B(s) a partir do sis

tema de recursio:

B(n—i)(s)

(n=-1)11I
B(N=2)(g) = 1/(n-1) [ (A - sT)B{N-1)(s) 4+ c(n-1)(s)1]
B'(s) = 1/2[(A - sI)B"(s) + c'(s)1]

B(s) = (A - sI)B'(s) + ¢'(s)I

= B(s)
det(sI - A)

Deste modo, exp(At) = £

Assim, mostramos, de maneira alternativa, que a expo-

nencial matricial € um polinomio matricial.

I.3 - Definigoes Analiticas

Suponhamos que f(z) seja uma fungao analitica em uma
regiao limitada por uma curva de Jordan contendo no interior

os autovalores da matriz A. Definimos entao f(A) por [6]:

i £(z) 4z
T o2ni (zI'- A)
Y

f(A)

Esta é uma versao matricial do teorema integral de
Cauchy. Observemos, ainda, que f(A) esta definida sempre que
f(z) for analitica em uma vizinhanga do espectro da matriz A.

Embora fraca, do ponto de vista computacional, a defi

nigao dada acima pode ser utilizada para obter caracterizagoes



~J

mais préticas de £(A) [6] . Por exemplo, se f(A) esta definida
e A = PBP-1 - Pdiag(Bl,...,BpJP_l, sendo Bi matriz de ordem ny,
entio f(A) = Pf(B)P-1 = Pdiag(f(Bl),...,f(Bp))P"l onde

diag(Bj,...,Bp) é a matriz nxn

0 objetivo & explorar a propriedade de similaridade
A = PBP~! de modo que f(B) seja simples de computar.
Desde que toda matriz A é similar a uma matriz na for

ma de Jordan, isto €, A = PJP-l onde J = J; ® ... @ Jg e

O LI R T Y “k

decorre que f(A) = pf(J)p~L = Pdiag(f(Jl),...,f(JS))P"l onde [6]
(23]

o (m-1) ~

' £ ()

fp,) £ ipi.) weasa L K
" 5 (m=-1)!

(m=-2)

f ()
f(Jk) _ 0 f(p.k) e (uk).... T
i 0 0 0 . £(ny)

e m é& a ordem do bloco de Jordan JKke



Se A for diagonalizavel com autovalores pip, Ro,..

entdo A = PDP T onde

ca by

TH_ G ssen D
B = 0 ko 0
0 s SRS
Em conseqliéncia,
_f(ul) 0 o v aaas 0 &
0 f(uz) o eees O
f(A) = P ‘ : " : p-1
| 0 0 ........i“(un)_

Em particular, observa-se que se A for uma matriz dia
gonal entao é muito simples computar f(A). Além disso, estes 5 -4
sultados ilustram uma relagao entre a fungao matricial f(A) e

os autovalores da matriz A.

I.4 - Conexao entre a funcao matricial f(A) e os autovalores

da matriz A

Dos resultados estabelecidos observamos que é essen -
cial conhecer apenas os valores que a fungao escalar f(z) e suas

derivadas ate ordem ni~1 assumem em cada autovalor p; de multi-

plicidade n;, ou entdo somente f(ui) se a matriz A for diagona-

lizavel.



9

Este fato nos permite dar um sentido a f(A) para uma
classe mais ampla de fungoes.

Seja A uma matriz nxn com autovalores distintos Pps e
++5 Hg com multiplicidades ngy,...., ng respectivamente.

Diremos que uma funcio escalar f(z) estd definida no
espectro de A se existirem os valores f(p;), r'(ui), f"(ui),..h
A f(ni‘l)(ui) para i=1,....,8 , € que R(z) é um polinbémio de

interpolagao para f(z) se
R(k)(ui) = f(k)(ui) s Bl esafig=1 3 1=1,504.8

Definimos entao, para fungdes escalares f(z) de fini-

das no espectro de A,

f(A) = R(A)

I.5 - Sensibilidade

Estamos interessados em computar f(A) para uma dada
fungdo f e uma matriz quadrada A de ordem n. O objetivo & inves
tigar como perturbagdes em A afetam a fung@o matricial f(A). Se
uma pequena perturbagdo AA causar uma grande modificagdo na fun
¢80 matricial, ent3do o problema é dito mal condicionado.

Dese jamos, entdo, analisar
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I£(A + aA) - £(A)|
N£(a)ll

Consideremos A:(aij)fi RV e f£: R™ » RM diferenci

avel. Entao
f(A + AA) - £(A) = Df(A)aA + R(aA) com

1im  MRGA)
laal »o laAl

onde Df € a matriz n’xn’ definida por

0fy1  3f11 CE 5] af11
aa11 aap1 ddn1 dann
#fon  Bfpy BEsy ]
dagy dagy dan] d8nn
Df =
afn]_ Bfnl Dfnl anl
3311 3321 Banl 3 ann
afnn IfhK IThn 9fnn
aagl Iag 38n] ¥2nn, |
i
e A = (baqq, BAnqseeess BaApy,eeee, bagn, hagn,....,ﬂann)
é um n’x1 vetor.
Entdo, [IDEf(A)Il1laA|l é uma medida para o erro absolu-

to |IIf(A + 8A) - f(A) || devido a pequenas perturbagdes AA de A



i,

enquanto que |[DE(A) [l [laall / 1 LAY ¢ uma medida para o erro

relativo |[[f(A + aA) - £(A)I /7 NWECA)I .

A norma ||Df(A)|l é definida por
A
IDf(A)|l= sup [Efiﬁl_ﬁﬂ = sup | DECA)AA]
aA£0 || AA]l flaAfl=1

Definimos entao os numeros

Y(£,A) = [[DECA) |
e
o(eoay < IPEAVLIAL Al
IECA) | I £CA) I

Consideremos o caso particular f(A)=exp(At). Desde

que o0s problemas de valor inicial

X(t) = A X(t)

X(0) = I

Y(t) = (A + aA) Y(t)
¥io) = I

Z(t) = A Z(t) + AA Y(t)
Z{a) = O

onde A, 8A, X(t), Y(t), 72(t) sao matrizes nxn, tém como Unica

solugao
X(t) = et ,
Y(t) _ e(A + ﬁA)t
At €
e z(t) = e ] e”AS a4 o(A + 2A)s ds '
0



e a fungdo Y(t) - X(t) satisfaz o terceiro problema, concluimos
que
(A + At _ At _% (t-s)A (A + aA)s
e = gt = [eh PR e S ds
O
T (A+a 12
Has (A +an)s | § [(AnaA)s] I+(A+5A)s+l s Fwire,
k=0 k! 21
= efS 4 AA [s + (A LA + 8A)s2 &+ | _.]
2
Portanto,
it
S(A+sA)t _ AL =f B Y T SR,
0
L
]e(t‘S)A (6A)2 [s + (AnA + aA)s ...
0 2
% (t-s)A As
=[e oA € ds + R(AA).
0]
com lim  [[R(aA) ]l - ¢
[laAll=0 |laAll
Da definigao de Y(f,A) e Vv(f,A) concluimos que
gE:
t-g
v(exp, A) = sup [[[ e( S)A ah e™S gs|
| aA =1
-0
t
€ v(exp, A ) = |su% Hj e(t=5)A 4p oAS 4o Al
1 8A ll=1 A
0 et

v(exp, A ) e chamado numero de condicgao da exponencial matricial

12

e e discutido por Van Loan em |28] .

lds



Assim, |

le(A-taA)t B eAtﬂ

Entao, se v(exp, A)

eAE

< v (exp,A)aall

Al

for grande, pequenas perturba -

gaes de A podem provocar mudangas relativamente grandes na fun- -

gao matricial exp(At). Verifica-se, no entanto, que v(exp, A) 2

t IAll,pois

t
v(iexp, A) = " [ eA(t_S)
0

Se a matriz A for normal
ra todo t nao-negativo [28]. Estas
cluir que neste caso o problema de

cial e bem condicicnado se a norma

grande.

ePsS gg

A '
| LAl 4 ypay,.
e,
entao a igualdade ocorre pa-
observagoes nos levam a con-
computar a exponencial matri

da matriz A nao for muito

0 problema da sensibilidade e estimativas para v(f,A)

sao encontrados em [11], [12] e [28]. Em [17]) Rice desenvolve u

ma teoria geral de "condigao".

I.6 - Normas matriciais

A norma de uma matriz quadrada A nxn € um numero nao-

negativo ||A|l que satisfaz as condigoes:

H W N

lAll > 0 se A#0 e ||All = 0 se A=0

leall = [cf [lA]
itA + Bli < [[All + IIB]
NABl < [Iall lIBIl

partir da norma de vetores podemos obter normas ma-
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triciais definindo:

NAll = max ||Ax|
Ix (=1

Decorrem desta definigéo as seguintes normas para uma

matriz A de ordem n:

n i
a) Al = max ‘Z |aijl para |xl; = .k lxil
S Asl =
n
b) Al =max | |a,.| para x| = max [x,|
® E o 1J 1gign
j=1
1/2 = 1/2
o) Naly = (r(aan™?  para ixl, = 1 [Ix,17]
Tl

onde r(A) = max {|p| / p é autovalor de A} ¢é o raio espectral
da matriz A e A* é a transposta conjugada de A.

Como ocorre com vetores, a convergéncia de uma seqlién
cia de matrizes pode ser definida em termos de qualquer norma
matricial, isto &, A, » A se e somente se [|A, - Al + O.

Para uma consulta sobre normas matriciais indicamos

[13] e [14].



II - EQUAGOES DIFERENCIAIS MATRICIAIS

II.1 - Introdugao

A utilizagao de fungoes matriciais permite uma descri
gao simplificada das solugoes de equagoes diferenciais. Diver -
sos problemas surgidos em areas como fisica, engenharia e bio

logia sao descritos por equagoes diferenciais da forma

Y(t) = A Y(t) + F(t) (1)

Y{G) = ¥

Y(t) + D Y(t) = 0O (2)
Y(0) = Yy
Y(0) = Y
Y(t) + B Y(t) + C Y(t) = 0 (3)
Y(0) = Y,
Y(0) = Yo

onde Y(t) e F(t) sdo vetores do R e A, B, C e D s3o matrizes
quadradas nxn. As solugfes sdo dadas de maneira andloga ao caso
escalar por

.
AR o ¥ j eA(tﬁs) F(s) ds (1)

0

¥it)

1l
o
<

sen(vD t) &
/D

Y(t) = cos(V/D t) Y_ + o (2)
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e senh(Vh ¢ —Bt/2
e Bt/2 ( ) + e BLre cosh(¥Y3 t) Yo + (3)

(t) =
Y = —
e I

_Bt/2 senh(1 t) .
g b 4

= o ?
v A

onde A = (B® + 4A)/4 e para (3) assume-se que BC=CB.

As fungoes matriciais envolvidas devem ser entendidas

como séries de poténcias matriciais. Por exemplo,

K Dk t2k+1

sen(/D t) E (-1)
/D k=0 (2k+1) !

As equagoes diferenciais acima sao equagoes diferenci
ais de 12 e 228 ordem, com ou sem amortecimento.

Em geral, nao estuda-se equagoes diferenciais linea -
res com coeficientes matriciais de ordem superior, por serem e-
quivalentes a uma equagao diferencial matricial linear de 12 or
dem cujo coeficiente € a matriz companheira. Contudo, esta ma-
triz nao possui uma estrutura simples que permita obter resulta
dos préprios das equagoes de ordem superior.

Na segao II.2, apresentamos a solugao dinamica de uma
equagao diferencial matricial linear com coeficientes constan -
tes homogénea de ordem m, e concluimos que a solugao geral des-
ta equagao pode ser dada em termos apenas da solugao dinamica,

de suas derivadas e dos coeficientes matriciais.
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ITI.2 - A Solugao Dinamica

0 estudo da equagao diferencial matricial de ordem m

Y(m) Y(m~1)(

(t) = Aq t) + ... # A g Y'(E) + Ay ¥(E) (4)
onde Aj, j=1, 2, ..., m, sao matrizes de ordem n, reduz-se ao es
tudo de equacgoes diferenciais de 1% ordem.

Introduzindo uma nova variavel

Y

¥

Y(m—l)

verificamos que a equagao (4) e equivalente a equacgao matricial

de 12 ordem
2(t) = A z(t) (5)

onde

o ©O
(@]
H O

Am_l Am__.2 .- . Al

L4

e a matriz companheira de ordem mnxmn, no sentido de que toda
solugao Y(t) de (4) define z(t) solugao de (5) e reciprocamente,
as n primeiras componentes de uma solugao de (5) formam uma so-

lugao de (4).
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Observando que

i Ciykt) Cy(t) ceenses Cpo4(%) 1
i @alt) c, () cewesns Co_q (%)
e =
g ey Py L. Y i)

onde as matrizes nxn Cj(t) sao as solugoes matriciais de (a4)

que satisfazem as condigoes iniciais

k :
Cg )(O) = 631{ 1 Jsk = O, 1, «.., m-1,

pois para t = 0 , e se reduz a matriz identidade, e que a so-

—~ - At —~
lugao geral de (5) e ¢ z(0), obtemos que a solugao geral da e-
quacao (4) e dada por

Y(t) =

Desde que as solugdes base Cj(t) sdo

fungdes inteiras,
podemos escrever

@ k
£
Cj(t) = E

ij == (6)
k=0 k!

A partir de agora, a solugéo Cm_l(t) sera denotada co
mo

K

i (7)

Cm_l(t) =D(t) = ] D
=0 k!

K

e referida como sendo a solugao dinamica da equagaoc (4).

CalE) YLO) + Cift) Y'(O) & oy # Oy q(t) Y(m—l)(o

)
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Para uma interpretagao fisica da solugao dinamica indicamos a
referéncia [27] ~.

Por substituigdo direta de D(t) na equagao diferenci-
al, decorre que os coeficientes D) satisfazem a equagao matri-’

cial

Dieam. = A Dgoinoay * B Dugagy™ v * Mgt Diyq # A5 D

m-1

Dpsm = + Dpii Am-is para k 2 O (8)
i=D

Do =Dy =Dp = «ev =Dpyp = (0]

Dp-1 = 1

A propriedade de comutatividade, exp(At) A = A exp(A t),

permite obter as relagoes

Oplt) & BLL) Ay (9)
C;ng+l)(t) - CéTEﬂi(t) ¥ D(m—j)(t) Ay, J=1, 2, ...,m-1

atraves da comparacao das componentes diagonais,

Pela substituigao sucessiva de j=m-1, m-2,.,.,2,1 nas
relagoes acima obtemos
m =
i m=
p )(t) = 7 p J)(‘c) Ay (10)
=1

,

Concluimos, entao, que a solugao dinamica D(t) e uma
solugao a direita e a esquerda da equagao (4) e além disso, re-

sulta que
m

(0) = Diam = 'El Drim-1 Ai (11)

D(k+m)



0 préximo resultado justifica a afirmagao de que a so
lugao dindmica D(t) carrega todas as informacoes sobre as solu-

coes da equagao diferencial em questao.

Teorema 1

Para todo j = 0, 1, 2, ..., m=1 temos que

) m-j-1 . ) ,
c.(t) = D(m"J"l)(t) - ) D(m_‘]—l_l)(t) A (12)
J 11 =

A demonstragao deste teorema € obtida por indugao em
j, através das relacoes (9) e (10).
Para j=0 temos que

(m)

Colt) = DE) 4y = D™ (8) = 1 2" Hie) ay,

pois D(t) satisfaz a equagao (4). Integrando ambos os lados da
expressao acima entre 0 e t, e observando que cgk)(o) =6jk I
obtemos (12) para j=0.

Suponhamos que o resultado (12) seja valido para todo

j=-1< m-1, Entao

m-j>

c{i3™(x) = ¢{e) + 218 (0)

conforme a relagdo (9), pode ser escrito como

J
cf.i“l)(t) =™y - I p" Mgy g,
e o resultado do teorema segue integrando ambos os lados da ex-

pressao acima j+1 vezes entre 0 e t.



24

Este resultado permite escrever a solugdo geral de (4)

em termos apenas da solugdo din8mica. Além disso, obtemos a se-

guinte expressido para ij:

C D A

kj k-j-1+s8 "m-8

I t~C.

5=0

para k > m,

J:O!

Ly  ssaal=la

(13)

Para verificar esta relagao, observamos que pelo teo-

rema 1

oo

Cye 5 ; (0) =

Desde que k-j-1

m—j—-1+k
D( j-1+k)

(0)

m-—

L

J
!

=]

1

D

(m—j—l—i+k)(0) A

> 0, utilizando a recorrencia (8), mostramos que
£ ’ g

m-1 m-3j-1
" - v
Ceg = 1 DPhujeive An-s ! Pmej-i-14x Bie
s=0 i=1
Fazendo 1 = m-s, temos que
m-1 m—1
ij ! Dk~j—l+s Am-s - ! D +s J=1 Am-s
s=0 s=J+1
J
ij = ] By jie-1 Am-s
s=0

Informagdes mais detalhadas sobre a solugfo dind8mica

podem ser ‘encontradas em

diferenciais matriciais indicamos

(8]

e

[23]

[21,22,24 ] Para um estudo de equagdes



III - APROXIMACAO DE RUNCKEL-PITTELKOW

III.1 - Introdugdo

Neste capitulo, estudamos de maneira breve novas re
presentagdes para uma fungfo matricial f(A) (segdo III.4),exten
s3o de uma funcgdo escalar analitica f(z), devidas a Runckel &
Pittelkow. Estas representagoes sao importantes pois nao exigem
o conhecimento dos autovalores da matriz A.

Na seggo ITI.2, apresentamos a formula de Schwerdtfeger
‘que foi utilizada para derivar as formulas de Runckel-Pittelkow.

0 algoritmo de Faddev-Frame, que estabelece uma manel
ra prética para a determinaggo dos ceoeficientes do polinamio ca
racteristico de uma matriz é encontrado na segao 1II.3.

Na segao III.5 é obtida uma expressao para a sqlugao
dinamica (ver segao II.2) a partir das formulas de Runckel -

Pittelkow.

II1.2 - Férmula de Schwerdtfeger

A formula de Schwerdtfeger [2 ], [25], para o calculo
da funcgdo matricial f(A) é desenvolvida a partir das covariantes
de Fr¥benius e suas propriedades, e é a base para a obtengio das
férmulas de Runckel-Pittelkow.

Consideremos uma fung8o analitica f(z) e
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C(Z) = igl(z_ui)ni

o polinbémio caracteristico da matriz A de ordem n.

Da seguinte decomposig8o em fragdes parciais

=
1 ¢ pj(z)

—— b
elz) j=1(z = pjI"J

define-se os polinomios

pj(z)e(z) .
gj(z) = = - p.(z) 0 (z - pni) *
n; J s
(z = ny)J =F 8
As matrizes Aj = gJ(A) sao chamadas covariantes de Frd

benius e satisfazem as seguintes identidades [2], [25] :

Al + A2 F  eewtE AS g I
K - 2 -
(A - ujI) Aj = 0 5 kz nj
AiAJ' = O . i?j
2
Aj = Aj

*As duas primeiras propriedades caracterizam as cova-
riantes de Fr8benius no sentido de que o uUnico conjunto de s ma
trizes que as satisfaz é {A;, j=1,...,sl.

Utilizando as covériantes de Frdbenius e as proprieda
des citadas acima obtém-se a seguinte expressao, conhecida por
formula de Schwerdtfeger, para o computo da funcao matricial:

s ng=lo(k)(, . i
T(A) = _ZlAj % _? (g A = Ril)
J:_

k=0 k!



As matrizes zjx = (A - ujI)kAj sdao conhecidas como

matrizes constituintes.

III.3 - 0 algoritmo de Faddev-I'rame

Os coeficientes c, do polindmio caracteristico

n

S - s
¢(z) = 1 (z = n )™t 2] 6n &2
i=1 ( ul r=0 n-1

G

de uma matriz A de ordem n podem ser calculados através do algo
‘ritmo de Faddev-Frame [2], [25]

Define-se os polindmios

0

~

hu(z) =

s
Cpr_s5 2 i -
. r-s » tais que h (z) = z h._1(z) + cpl

Il

que satisfazem hy = c, =1 e hp(z) = c(z).

Obtém-se entao polinomios matriciais
% s
helA) 58 ) Gy o &

tais que hO(A) =TI & hi(A) = c(A) = 0O , devido ao teorema de
Cayley-Hamilton. Além disso, a matriz adjunta adj(pI - A) satis
faz
-1 n-1
" &
adj(nI - A) = ] hy.. (WA =] uf hy p 4(A)
P=L) r=0
_ As fdérmulas recursivas de Faddev-Frame para a determi

nagdo dos coeficientes do polindmio caracteristico e das matri-



7e8 hr(A} sdo:

trago A hp_1(A)

Ep = - ’ r‘:l,....,n;co=l
r
h.(A) = A hp (&) #e,I 3 P=1,..0050 3 hy(A) = I;

Desta maneira, conhecendo a matriz hn._j(A) obtemos pe
la primeira expressao o coeficiente Cp. A partir de c. e h,_q(A)
calculamos hpn(A) através da segunda expressac. Assim, os coefi-
cientes do polindmio caracteristico e as matrizes h,(A) sao en-

contrados indutivamente iniciando com hO(A) = T,

I1II.4 - Formulas de Runckel-Pittelkow

A vantagem destas formulas para o calculo de fungBes
matriciais sobre as anteriormente apresentadas é que nao exigem
o conhecimento dos autovalores da matriz considerada,

Seja A uma matriz de ordem n e

\ - " N
c(z) = | cppr2z2f = 1 (z - p3)d
o polindmio caracteristico de A.

Consideremos uma fun¢do escalar analitica f(z) para

|z| <« L, onde L é maior que o raio espectral r(A)

r(A) = max {[u;l / n

é autovalor de A }
1€i<s

i
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Entao, temos as seguintes expressoes para a fungao ma

tricial

£0R) =

devido a Runckel & Pittelkow [2],

£(A) =
V=
n-1
f(A) = §
r=0
n-1
£A) = }
r=0
n-1
f(A) = ]
=0

onde ¢y é o k—-ésimo

A, h.(A) é a matriz

f(z)dz

ami ! (I = A)

[25]
iz g (1)
f(z) adj(zl - A :
a, [_( ) adj( ) (1)
(v=1)! Jz=0
n ® - S V)(o)
AT 1 ep-s ! = r’ (2)
s=r+l v=Nn+r-5 v
|
V+IN—-I WV
ho(a) [ —22r 2V (g (3)
ver Vi
(r) (v)
- £ (0) r @ dyis-r f(o)
A it N - S ) (4)
r! s=0 V=n+r-s v!
coeficiente do polinSmio caracteristico de

descrita na segdo anterior e d,, sdo os coe-

ficientes da série de Laurent de

dz

c(z) z17V

desde que 1/c(z) ¢ analitica em todo z que nao ¢ autovalor de

A—.

Os coeficientes d para v = n, n+l, n+2, ... podem

v’

ser calculados recursivamente. Como o coeficiente c, do termo zI

no polindmio caracteristico é igual a 1, temos que dn=1. Os de-
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mais d, sao obtidos através de aplicagoes sucessivas da for

mula [2], [25]
n
Gy = = E Sy Gyig (5)

adotando que d,, = 0 para v < n.
Além disso, os seguintes limites superiores para os

dy sao obtidos por indugao em v

n
Seja a= [ |c

Ent3o, d,, £ a¥™ parav Z n, se a 2 1;

|dnv+p| <av<1 paral <p<newv> 0, se

a & L.

Através do truncamento das séries envolvidas nas for-
mulas de Runckel-Pittelkow, Obtemos entdo aproximagdes do tipo
polinomial para fungdes matriciais. Um estudo mais detalhado SO
bre este assunto, bem como algumas de suas aplicagbes, é encon-

trado em [2], [25] .

IITI.5 - Representagdo da Solugdo Dindmica em Termos das Formu -

las de Runckel-Pittelkow

Observamos que a solu¢d@o dindmica de uma equagdo dife
rencial matricial linear homogénea de ordem m (conforme II.2)pg
de ser obtida a partir da exponecial da matriz companheira A da

seguinte maneira:



24

oo

D) = [T D »:s2 Q] eAt

s I

ja que a solucgao dinamica D(t) € a matriz nxn que ocupa a posi-
gao dada pela linha 1 e coluna m da matriz exp(At).
Utilizando as foérmulas (2) e (4) de Runckel-Pittelkow

para exp(At) obtemos

i N-1 N 8 dvis-r -
_ r o4r e e
e = Z A G Z CN—S F = t

r=0 s=r+l v=N+r-s

N-1 [ r r & d £

t s V+S-r
eAt _ E Ar‘ o i } C'\J_‘ }.
r=0 ri s=0 L L= e v

2 s - : 1 5
onde N=mn e o grau do polinomio caracteristico

N
clg) = ] w©
=0

1
N-F 2
e

da matriz companheira A e os coeficientes d,, sao tais que

para z suficientemente grande.
(r)
1]

triciais de ordem n da matriz A'. Decorre da observagao feita a

(1L £ i,j € m) as componenentes ma-

Denotamos por A

cima e das expressoes para exp(At) que a solugao dinamica & re-

presentada por:

D(t) = ANET gF - 2 —— tV  (6)
po) AW s=r+1 N-S v!
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N-1 oy | £F r m dyis-r
D(t) = | Alm) [F“ [ en~s 1 =% 19}
r=0 s=0 v=N+1r-8
Por outro lado,
(r) (r) (r)
- Cs (0) Cy (0) ... Cm_l(o)
a’ e ( :
r - r+l1) (r+l) (r+1)
R === G (0) o (0) Cm_l (0)
dt
(em t=0) " : _
m-1+r m-1l+r
I cé ) (0) g cé_l *T) (0)
Segue que A§§) = Cgizl_l)(o), onde as matrizes
Celtls Ci(t)s «ua, Cm_l(t) sdo as m solugbes matriciais de
1 -1 1
Y(n)(t) = Ay Y(m )(t) + cen + A 1Y (E) + AR Y(E)
que satisfazem as condigoes inicais
(k) ;
Cj (O) :6jk I, Jel =0, Ly emey Hislky
conforme o apresentado na secao II.2.
Desta forma verificamos que
() (r) r
A = Cm_l(O) = D (0) = Dp.
Como Dy = Dy = Dp'= ... = D, 5 = 0, decorre ver-
dadeiro o seguinte teorema.
Teorema
4 r
Suponhamos que c(z) = | Cy-r % (N = mn) seja
r=0 -

o polinomio caracteristico da matriz companheira A (conforme

(8)
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a secao II1.2). Entao, a solugao dinamica D(t) possui as seguin-

tes expressoes:

N-1 N ® - I
r )
Bk = 4 B ¥ L & ) ¥ ()
_ " N-=S v!
r=m-1 S=r+l v=N+r-s
N i r o d ]
t : | : v+e~r ol {10)
D(t) = ! Dr ;T L CN~S L __;T__ t
r=m-1 ) s=0 v=N+r-s '
d’ D(t) o . ’
onde D, = T e os coeficientes d,, sao tais que
dt £=0
3. w dy
c(z) ~ E B
v=N 2

para z suficientemente grande e que podem ser calculados por (5).

III.5.1 - Computo dos Coeficientes Cp do Polinomio Caracteristi

co da Matriz companheira pelo Algoritmo de Faddev-
-Frame
*Consideremos
S N
n; r
- T, =

elz) = o (Z~ui) = § Opug ¥

L], - r'=0

0 polinamio caracteristico da matriz companheira A, de grau N,

N = mn, e os polinomios

hr(z) =
S

Il o~y
Q
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Pelo algoritmo de Faddev-Frame (III.3),

trago de A h__,(A)

Cr= - = . 3 1, 2, « v oe g N;
hp(A) = A hpn_1(A) + cp I, o= Lo 2 , N;
onde co = 1, hg = I e hy(A) = O.
Como
r-1 &
hp_l(A) = ] Cp_1-s A
s=0
decorre que
r-=1 r
s+1 S
Ahp 1(A) = | cpq_gA = L Cp.g A .
S:O le

Resulta entao que

r ¢, = - trago (A hp_q(A))
% J
rcn=-trago ( [ cp_j A")
J=1
r .
P iRy = S ) cp_j trago (AJ).

§=1

J ¢ igual a soma dos tracos

) -

0 trago da matriz A

suas componentes matriciais diagonais qu Assim,

(J)
Aiy )e

1

- trago (
J

Cr_j

I e 7

m
\
i

1 i
(r+i-1)

&
= €54

Utilizando a relagao AiJ

(0), obtida

i)
¢gdo anterior, para A§£ temos

das

na se-
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r m { i
, . (g+i-1)
[ G2 Cl" = = trago (‘]i CI‘—‘_'] .)'1 (Jiﬁl (O) ): f‘=l,2,...,N,

o 0] se i+J & m
C(J+1~1}(O) - /
1-1 R
! D se i+j > m
-1+s "m-s ?
v 5=0 J-i+
paya J = 1; @y ssse P 8 L=1s 2, iey MM
Exemplo

Consideremos a equagao matricial v = Aq ¥ % Ao Y. Nes

te caso temos que

r 2
o . . SAisj-1) |
. B Gy = traco (jil iil Cr_j Ci_4 (0) Y5 P=1,8;.us5;20
" (4) j |
P Gy =~ LPECY (’Zl Cr_j (COJ (0) + C£J+l)(0) 13
J:
onde
: 0] se j <1
~CgJ)(O) =
Dj_1 A, g8 J @ 4
(3+1) .
ClJ (0) = Dj—l A2 + Dj Ay para § =315 25 ssss Do
Logo,
r r
¥ Gp=— Grago ( T ¢C D A, + Y ¢ (D As + D. A
& G jil =] “g=1 “i2 jil r—Jj j-1 2 J l) )
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r
r ey = = trago ( ] Cp—j (2 Dj_q1 A2 + Dj Al) Yia
J=1
pois Dy = 0. Portanto,
T
rc,=-trago ( } cp_j (2 Dj.q - Dj Ay) ),
J=1

pois Djpq = Dj_g A2 + Dy Ag (conforme a relagdo de recorréncia 11

da segdo II.2).



IV-QUTROS METODOS

IV.1 - Introdugao

Existem muitas maneiras de computar fungoes matrici -
ais. Moler e Van Loan em [12] analisam e classificam dezenove
métodos para computar a exponencial matricial.

Neste capitulo, apresentamos sucintamente trés méto-
dos pafa computar fungoes matriciais.

Na segao IV.2 encontramos um método de aproximagao,ng
sentido de que aproximamos a fungao matricial desejada f(A) pe-
"la fungao matricial g(A), se g(z) aproximar f(z) sobre o espec
tro da matriz A. Este € o método dos aproximantes de Padé . Em
IV.2.2 estao algumas referéncias sobre o caso particular da ex
ponencial matricial.

Outra classe de métodos é baseada em decomposigao ma-
tricial. Na segao IV.3 comentamos os métodos de diagonalizacgao

e triangularizacgao.

IV.2 - Aproximantes de Padé

Este método para computar fungoes matriciais é basea-
do na idéeia que se g(z) aproxima f(z) sobre o espectro da ma-
triz A, entao g(A) aproxima f(A). Com este objetivo faremos um

breve estudo dos aproximantes de Pade.
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Consideremos uma fungao f(z) com expansao em série de

Taylor

f(z) =
i

Il &~ 8
¢}
N

-0

Aproximantes de Padé para a fungao f(z) sao aproximagoes racio-

nais da forma

Rl(z)
Qp(2z)

P1m(2) = (1)

onde Ry(z) e Q,(z) sao polinomios com graus menores ou iguais a
1l e m, respectivamente, primos entre si. Além disso, Qp(0)=1.

Os coeficientes de Ry(z) e Q(z) sao determinados pe-

la equagao

Pl5) = Elifi = o(zttmHl,
Qm(ZJ

de maneira que os l+m+l primeiros termos na expansidc em série
de Taylor de le(z) igualam os l+m+1l primeiros termos na expan-
sdo de f(z).

‘Escrevendo Ry(z) = ag + a1z + .... + ajzl e Qp(z) =
1 + b2 + ¢eoue + bmzm verifica-se que Py,(z) é um aproximante

de Padé se

cq + Cobl = ag
Co + clb1 + cob2 = as

I I I I I I I )
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Cl + Cy_qbq + --o. + clbl_1 + cgby = a3

Cl+1 + clbl + D T T TR + Cl_m+lbn1 = O
Cl+m + Cl+m_lbl + R = Clb[n = O
onde bj = 0 se 1> m e ¢y =0 se 1 < 0,
Ou seja, os coeficientes bl‘ b2,......,bm podem ser

calculados resolvendo o sistema

Cb = d (8]
onde
= Cl_m+l Cl_m+2 RN Cl_l Cl ]

¢ =| Cl-m+2 C)amu3 woreere €1 Cl+1

Cl Cl l”]. ooooooo Cl_l_[n...g Cl+m'__1

bﬁ- Cl+1
b =] 3 e S S

by C14m

ou resolvendo o sistema

T = d
onde
c1 Cl_q svessse Cp _muo €1 -m+1 |
v =| Cl+1 C1 seeeers C1mi3 Cl-m+2
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e
by
b =|:
Pm
e os ‘coericlentes agy, ayy ssses , a; sao dados por
J
ay = iEO ¢ 1Py , OgJsl e b;=0 para i>m.

Os métodos de Hankel e Toeplitz sao métodos rapidos
de inversao das matrizes C e T, respectivamente, e wuma descri
gao destes métodos pode ser encontrada em [7] .

Denotaremos por (1/m) o aproximante de Pade Pygulzds

Os aproximantes de Padé sao dispostos em um arranjo

chamado tabela de Pade, da seguinte maneira:

COJ0Y (oyi) .LOf3) :eus
CEfoy (371 LLfE) s
(28703 (2r) (8/8) uun

. .
.
- .

A primeira coluna da tabela ¢ a coluna das somas par-
Glads da srie de Taylor de f(z), e a seqgliéencia (0/0), (1/1) ,
(2/2), .... & chamada seqllencia diagonal. Um estudo da tabela
Padée ¢ feito por Baker [1] .

Uma observagao a ser feita e que nem sempre existem

0s aproximantes de Padé. Por exemplo, tomemos

£(z)= = L %28 & BY % suuens para |z| < 1.

3

-
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Entéo
a, + apz

(1/1) = =2
1 + b]_Z

nao existe para esta funcao pois a equacao (1) nao é satisfeita
Uma condigao suficiente para a existéncia de um apro
ximante de Pade Pi,(2) e

Cl—m+1 Clome2 =+ - Cl—l oh]

. L

c(l/m) = det : . ceen 4 . £ 0

1 C1+1 c+++ C14m-2  Clim-1

devido a (3).

Teorema 1

Se existe o (1/m) aproximante de Padé, entaoc € unico

(11 -

Dizemos que uma seqliéncia de aproximantes de Pade: e
normal se todos os elementos da seqlléncia existem e sao diferen
tes.

Um texto basico sobre aproximantes de Padé é [1]

IV.2.1 - Relagao entre aproximantes de Pade e fragoes continuas

Aproximantes de Padé sao aproximagoes racionais para
a fungao

) a_zi
Gafy *

f(Z) =

—




Uma outra maneira de aproximar f(z) € atraves de fragoes conti-
nuas.
Uma fragfo continua é uma seqiiéncia infinita de fra-

coes cujo N+1 termo é da forma

Az c
Fylz) = R 0
BN(Z) 1+Clz
l+c,2 (4)
1+
l+ch

Os coeficientes ¢, sdo determinados expandindo a fra-

n
‘cdo continua FN(z) em série de Taylor e comparando os coeficien
tes desta série com aqueles da série de f(z).

As relagdes de recorréncia a seguir, permitem desen-

volver férmulas explicitas para o numerador An(z) e para o deno

minador BN(Z).

Para N = 1, 2,...., Ay e By satisfazem [14]
Ane1(2) = Ay(z) + oy, q2Ay_4(2)
(5)
BN+1(Z) = BN(Z) + CN+1ZBN~1(Z)
onde Ao = By = Al, B, =1, By = 1 + ¢q2.

0 resultado a seguir relaciona aproximantes de Padé e

fragldes continuas

Teorema 2

Se a seqliéncia de aproximantes de Padé (0/0), (0/1),
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(1/1), (1/2). (2/2): (2/3), sses for normal entao seu (N+1) ter-
mo tem a representagdo em fragdo continua FN(z) (4) onde os coe
ficientes ¢, (n =0, 1,..:) sao o0s mesmos para cada termo da se

qéncia [14] .

Este resultado segue das seguintes observagoes [14]

1 - Se N = 2M for par entao Fy(z) € o quociente de
dois polindmios de grau M, enquanto que se N = 2M+1 & impar en
tao Fy(z) € o quociente de um polindmio de grau M por um polind
mio de grau M+1.

2 - Se FN(Z) for expandida em série de Taylor, entao
o coeficiente de zP depende somente de c,, ¢y, ..., Cp Resulta
que os N+1 primeiros termos na expans@o em série de Taylor de
FN(Z) igualam os N+1 primeiros termos na expansdo de f(z) e que
cp depende somente de ag, B1seersdp € ndo depende de N.

Em [14] é apresentado um eficiente procedimento para
calcular os coeficientes da fragéo continua (4) bem como um es-
tudo da convergéncia dos aproximantes de Padé.

Varios métodos para calcular aproximentes de Padé s3o

analisados e apresentados em [7]

IV.2.2 - Aproximantes de Padé para a exponencial matricial

Para a fungdo exponencial exp(z), o (p/q) aproximante

de Padé pode ser escrito como [9]

- N..(z)
Rpq(2) I L
qu(z)
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onde

P i
. (p+q-j)iplad

jio (p+q)tjt(p-j)!

Npq(z)

i (p+<:1—J)!q!(—:4)41

j=0 (p+q)tjt(g-3)!

pPq

e o (p/q) aproximante de Pade para a exponencial matricial

exp(A) € definido por
= -1
Rpq(A) = Npg(A) (D (A))

A nao singularidade de qu(A) é assepurada se p e g
sao suficientemente grandes ou se os autovalores da matriz A
sao negativos [12] . Erros devido a cancelamento e o possivel
mal condicionamento com respeito a inversfo de qu(ﬁ} sdo pro -
blemas encontrados neste método. |

- Apresentaremos a seguir algumas referéncias que tra-
tam da aproxima950 da exponencial matricial por aproximantes de
Padé e um breve resumo dos seus conteudos.

Esta estabelecido que a exponencial de uma matriz po
de ser aproximada por varias seqtiéncias de aproximantes de Pade.
Varga (1961) provou que aproximantes de Pade para a fungao expo
nencial exp(z) fornecem aproximagoes convergentes para exp(A)
quando A & hermitiana e fez uma analise do erro ocorrido. Fair
& Luke (1970) provaram que aproximagoes matriciais corresponden
tes aos aproximantes de Padé (n/n) e (n-1/n) sao convergentes
para matrizes quaisquer e desenvolveram uma estimativa para o
erro cometido nestas aproximagoes.

Wragg & Davies [32] estabeleceram que varias se-

quéncias de aproximantes de Padé para exp(z) dao aproximagoes
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satisfatorias para exp(A).

Em [34], Wragg e Davies (1975) consideram problemas
envolvidos no uso de (n/n) aproximantes de Padé para computar
numericamente exponenciais matriciais. Programas computacionais
incorporando as ideias apresentadas neste artigo foram escritos,
e detalhes destes programas, juntamente com a demostragao de su
as eficiéncias, sao fornecidos por Wragg & Davies [33].

Uma majoragao para o erro teorico ocorrido na aproxi-
magao da exponencial matricial por um (n/n) aproximante de Padé
¢ encontrada também em [19].

- Van Loan [29] analisa os efeitos da ndo-normalidade
de uma matriz sobre os aproximantes de Padé para a exponencial
matricial. Explorando a propriedade da exponencial, eA:(eA/m)m,
‘apresenta uma nova familia de aproximagoes para exp(A),a saber,
F(A,p,q,j) = (qu(A/2J))2j. Informagoes sobre estas aproxima-

sao encontradas tambem em [6 ] e [12] .

IV.3 - Decomposig¢do matricial

‘Os métodos de decomposigdo matricial s3o baseados nas
transformagdes de similaridade da forma A = PBP-1 . Neste caso
(ver segao I.3), f(A) = Pf(B)P-l. A utilizagao da forma candni-
ca de Jordan, A = PJP-1, ndo é conveniente do ponto de vista
computacional (a menos que a matriz A seja diagonalizavel com
uma matriz de autovetores bem condicionada), pois um erro de
arredondamento pode transformar autovalores mﬁltiplos em autova
lores distintos, ou vice-versa, alterando completamente a estru

tura de J e P. Uma discussao das dificuldades para computar a



forma canonica de Jordan é feita por Golub & Wilkinson [5] e

Kagstrom & Ruhe [10].

IV.3.1 - Diagonalizagdo

Se a matriz A for diagonalizavel com autovalores 4,
++s+y bkp entdo podemos tomar como P a matriz cujas colunas sdo
oS autévetores de A. Decorre que AP = PD, onde D=diag(p],..,kn)
e f(A)=Pf(D)P-1,

Na pratica, dificuldades ocorrem quando A é "quase"
nao-diagonalizavel, isto &, quando pequenas modificagdes a tor-
nam nao-diagonalizavel. Neste caso, cond(P)=|P] ||P~1]l é grande
e quaisquer erros cometidos (por exemplo, no cbmputo dos autova
lores[ podem ser multiplicados no resultado final por cond(P)
[12].

Uma melhoria na eficiéncia (quantidade de tempo de
computagdo) e confiabilidade deste método pode ser obtida quan-
do os autovetores s#fo computados pelo algoritmo QR [31].

A idéia é utilizar subrotinas ORTHES e HQR2 [26] para
achar matrizes Q ortogonal (Q-1-=Qt), D diagonal, e R quase-tri-

angular (no caso de todos os autovalores serem reais R é trian-

gular superior) tais que
AQR = QRD
Observemos que estas subrotinas computam a matriz dos

autovetores P atraves da sua decomposigao P = QR.

Para computar P-1 resolve-se o sistema RY = Q.
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Entdo P-1 = Y e £(A) = PE(D)P~L.
A maior vantagem desta modificagao € que torna-se pos
sivel dar uma estimativa para cond (P).

Para maiores detalhes consultar [12].

IV.3.2 - Triangularizacio

.Uma outra transformag8o de similaridade é a decomposi
¢do de Schur de uma matriz.

Qualguer matriz A pode ser fatorada em A = PTP* onde
P € uma matriz unitaria (P-l=P*=transposta conjugada de P) e T
é uma matriz triangular superior. Se a matriz A for real, entao
P pode ser tomada real (P—lzpt) e T é real e bloco-triangular
superior:

A decomposigao de Schur pode ser computada pelas sub-
rotinas ORTHES e uma versao HQR2 [26]. Necessita-se entZio de al
goritmos para computar f£(T) onde T é uma matriz triangular supe
rior ou quase-triangular superior. Este é o objetivo de Parlett
[(16] . Parlett mostra como computar recursivamente a parte trian
gular estritamente superior da matriz f(T) a partir das duas
propriedades seguintes:

1 - Se T é bloco triangular superior entdo f(T) tam
bém é e possui a mesma estrutura de blocos.

g = PTIL = THUT).

Este método para computar fungSes matriciais, bem co-
mo as dificuldades que apresenta, € encontrado também em [6 ] »
[11], [12]..e [15]. Tais dificuldades surgem quando a matriz A
possuil autovalores miltiplos ou quase confluentes, sendo pruden

te ent@o usar uma versZo modificada do algoritmo.



V - PROGRAMA PARA COMPUTAR A EXPONENCIAL MATRICIAL VIA FORMULA
DE RUNCKEL & PITTELKOW

V.1 - Introdugao

Segundo Runckel & Pittelkow, a exponencial matricial

& dada por (segdo III.4)

n-1
exp(A) =

r

~- |
=

Q v

i

Neste programa, através do truncamento da série na ex
pressdo acima, aproximamos a exponencial matricial por
n-1 Ko

exp(A) = | h_(A) ) dysn-r
r=0 V=r v!

Utilizamos para este fim o microcomputador Nexus 1600, compati
vel com o IBM PC. Os dados de entrada sdo a matriz A, a ordem n

da matriz e o nimero de termos kp na série truncada. Definimos

k2 dv+n
S1(r) = | el para r=0,....,n-1
v=r V!
n-1 p
S = S(A) = [ h,(A)S;(r)
£=0
dn+V
a(v) = ——=~ para S.(0) & va20,.e.3K
v! 1 2
d ‘ior
a(v) = () fapberior) para Sq(r), r=1,...,n-1 e

v+
V=, s s e ,kE-
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Devemos observar que a dimensao do vetor D no progra-—
ma deve ser no minimo igual ao numero de termos kg. Portanto
se fixarmos a dimensao de D, Ko nao poderé ultrapassar esta di-
mensao. Se definirmos a dimensao de D em fungao do namero de: -
termos k, entao a cada nova aproximagao necessitaremos reiniciar
O programa.

Alteragaes que aperfeigoariam o programa seriam a in-
trodugao de um critério de parada e o armazenamento de - .dados
que dispensariam o calculo de todas as somas S e Sl(r) a cada

nova aproximagao.

A listagem do programa é encontrada no apéndice.

V.2 - Fluxograma

INfé1o )

.| N
Z/Introduzir n,ko , A //

b. 4

{q?alcular hf(A)éH(r)

para r=0 ate n-1

S —

Calcular d(v) = 9!$Q
” v
o Ayin
5,(0) = ]
v=0 wy!

Calcular §=H(0)S;(0)=8,(0)I |

sl




. LR
1]

Calcular
ko d \
Silp) = ] o=z |
V= v |

| 54

Lpalcular S=S+H(r)81(r)J

IP=P+1|

SIM

* Fd
//Imprimir exp(Alfﬁn/’

V.3 - Matrizes circulantes

Para testar o programa desenvolvido utilizamos algu-
mas matrizes com exponencial matricial conhecida, e em especial
matrizes circulantes por apresentarem a propriedade de serem di
agonalizadas por uma mesma matriz. Apresentamos a seguir um re-
sumc da teoria de matrizes circulantes.

Uma matriz circulante de ordem n, ou circulante, é u-

ma matriz da forma
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Cl Ld} e l.n_l (“
e | B 9 Ch-2 Cp-g

Observemos que um circulante é determinado pela pri -’
meira linha e que cada linha é obtida da anterior por uma trans

lag8o a direita. Toda matriz circulante é diagonalizavel satis-

fazendo
C = F*P(D)F
n-1
com F(g) = ] ck+lzk um polindmio que depende de cj,Co,.
k=0 )
LR ‘.:n;
D = diag(l,w,...,wn_l) uma matriz diagonal ondc

w = exp(2ii/n) ;
F a matriz de Fourier definida por

F=(ay ) :/%:(m(k—l)(j—l))

F#* a transposta conjugada de F.

Explicitamente, F* é dada por

i) 1 & . 1 T
1 1 w w;3 cew WL
F*: S i
/T 1 w2 w4 W(nﬂl)"2

ooooo L LR B N

i -1 (n-1)2 win=1)(n-1)

L -

= . Kk ;  F
Como a seqiiéncia w~ , k=0,1,... e periodica, temos



1 1 1 P 1
1 T W we IR wn_l
Fr= 2 ; 4 -
\"’T_T 1 W2 W " Wn 2
o g WY LW

Da decomposigao C=F*P(D)F, observamos que 0s autovalgl

res do circulante C sdo dados por
hy = plwi=1) . 1=1,2,...,0,

A importancia da decomposigao C=F*P(D)F reside no fa-
to de P(D) ser uma matriz diagonal (ver segZo I.3) e F uma ma -
.triz unitéria cuja inversa é simplesmente sua transposta conju-
gada.

Matrizes circulantes sdo discutidas em [13] e [20] .

V.4 - Matrizes usadas para testar o programa logicamente

1- 1. & o @ e 0O O 0O
0 0 & 8] )

A = g 4 B exp(A) = . R

0O O 1 0 0 O e O

g O 0D 1 L 0 0 e




portanto,
s “e~l 0 ] [ 1 B
BEpA) = L s 0 e17 | | 2 4
-0.735759 0.551819
exp(A) = ( ? ?
. -1.471518 1.103638
Circulantes 2x2
i a b
b a
w = -1 i & = F*P(D)F onde

portanto, exp(A) =

. a+b a-b
exp(A) = i e + e
2
) edth ea-b
Sl [-l e ] exp(A)
L =3 1_
exp(A)

[1 Ol P(D)=alibD =
0 -1

Frexp(P(D))F

{

27.36674
27.23141

11.40191
-8.68363

-27.231471
27.36674

-8.68363
11.40191

J



Se A é uma matriz

1 0 0
D = 0 w 0
w2

i

1490.479160
exp(A)

| ~1490.47883

circulante 3x3 entdo A = F*P(D)F onde

1 1 1

FH* = 1 A, w w2
el

w2 W

e P(D) é um polindmio que depende de A (ver segflo anterior).

Segue que (conforme segdo I.4) exp(A) = Frexp(P(D))F.

6— iF 2 3
A = 3 1 2
2 3 1
T 6 0 0
0 z 0 o
P(D) = I + 2D + BDE = ® com z = = & .. i iﬁ
|0 0 7 | 2 2
~ 134.5726 134.3299 134.5262
exp(A) = 134.5262 134.5726 134.3299
| 134.3299 134.5262 134.5726 _

-1490.47883

1490.47916 |



Bo= |8 1L B
3 5 1
9 0 0
BBy =1 + 8D 4 B0 = | 6 & © com z = -3 — i/F
0O 0 z

2701.0226 2701 .0022 2701 .059

exp(A) = 2701.059 2701.0226 2701.0022
2701.0022 2701.059 2701.0226
Circulantes 4x4
w = 1
Se A é uma matriz circulante 4x4 entaoc A = F+*p(D)F onde
-1 0 0 0 1 1 1 L)
D = 0 i o) 0 x i 1 i =k =1
6§ 6 <1 @ 2 G- I
O 0 0 -1 j] L3 =3 = af

e P(D) é€ um polindmio matricial que depende de A (ver segdo an-

terior). Segue que (conforme segdo 1.4) exp(A)

Frexp(P(D))F.



P(D) = 1

exp(A) =

N

P(D) =

exp(A) =

W & =M

+

—_

N

I + D

=
=N W

2D +3D2 +

5506.6221
5506.6441
5506.6784
5506.5211

14,3995
13.3995
13.39985
13.3995

+ D2+ D

10 0 0 0
. 7 0
an - B & D com z=-2-21i
0 0 2 0
O 0 0 A
5506.5211 5506.6784 5506.6441 ]
5506.6221 5506.5211 5506.6784
5506.6441 5506.6221 5506.5211
5506.6784 5506.6441 5506.6221 |
" 4 0 0 0 7
3 _ 0 0 0 0
0] 0 0 0
0 0 0 0 _
13.3995 13.3995 13.3995 7
14.3995 13.3995 13.3995
13.3995 14.3995 13.3995
13.3995 13.3995 14.3995 _
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B (s -1 2 -3 1
A = 1 -1 2 =3
-3 1 -1 2
R -3 1 -1
| 0 0 0
: O 7z @] 0
P(D) = -1 + 2D --BD2 + D3 = g com zZ=2+1i
O 0 -7 O
9] 0 @] Z
[ 2.088359 3.20058 -1.903863 -3.017096 |
-3.017096 2.088359 3.20058 -1.903963
exp(A) =

—~1-903968 ~8.01L7096 2.088359 3.20058

| 3.20058 -1.903963 -3.0170096 2.088359

Circulantes 6x6

W o= + 1

v |

1
2
Se A é uma matriz circulante 6x6 entdo A = F*P(D)F onde F e P

s8o determinadas como na segdo V.3. Segue que exp(A)=F*exp(P(D))F.

11- L1 08 =2 =3 38 1




P(D) =

1-2D2-3p3+3p%+D° =

onde z = 4 - 3 i V3
[ 17.715406 9.255238
-18.64076 17.715406
-8.915276 -18.64076
-17.413553 -8.915276
18.998944 -17.413553
9.255238 18.998944
V.5 - Conclusdo

a o 0 o o O

ek =

18.998944
9.255238
17.715406
-18.64076
-8.915276
~17.413553

N

o O O O

0 O
6] Q
k O
0] 4
0] 8]
@) @]
2 1 #3

-17.413553
18.998944
9.255228
17.715406
-18.64076
~87915276

o @ O 9 8

N|

-8.,915276
-17.413553
18.998944
¥.255238
17.715406
-18.64076

-18.64076
-8.915276
-17.413553
18.998944
9.255238
17.715406

- Comparando os resultados obtidos utilizando o progra-

ma para as matrizes acima com aqueles calculados,

que o programa estd correto .

verificamos

Uma maneira de testar a eficiéncia deste programa se-

ria através da comparagdo com programas elaborados a partir de

outros métodos.

O desconhecimento de matrizes com exponencial matri -

cial conhecida dificulta a andlise dos méritos computacionais do

programa.
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0] REM PROGRAMA PARA CALCULAR A EXPOMNENCIAL MATRICIAL
10 REM USANDC O ALGORITHMO DIE RUNCKEL-PITTELKOW
20 INPUT “ordem da mateiz”:N
40 INPUT “numero de Lermu*’~K”
a0 IF XG=78" QR XB=“s" THEN GOTO 330
60 DIM ACKR+HL N+4) BHONAL N+FL)  CHONFL N+L) QH#CL00) , SEHIN)
61 DIM SH(N+L N+if HBENFL N+I N+1),DACL00)  KE(N+L]
70 FOR I¥I=1 TO R
B0 PRINTZentra linha”;TsINPUT AS:iKLI=LiNL=LEN(AS)
0 FOR J=1 TO N
100 IF MIDB(A%, KL, 5)= 7 7 AND Ki{=Ni THEN Ki=Ki+4i:GOTO 400
110 IF KLidXNI THEN XE=~0% :G0TQ 1é0
120 K=Ki @ TAM=i
130 X4$=MIDG(AS KL, 1)
140 IF X&)~ “ ARD Ki(aNi THEN Ki=Ki+LiTAM=TAM+L 6OTO 180
150 Ke=MIDG (A% L h“\
160 ACT JY=0e L (X
170 & )
LB BEXT l'
190 PRINY
200 REW 1 d B omal 2 A
PRINY “HMATRIZ &~
PRINT
REM wpover & para L
BOEUD 2490
RENM listar €
BOEUR .’L’GUU PRINT
200 INPUT “matriz vai para a impressora (G/N)7:YH o PRINT
210 IF Y%=787 O Y%="=" THEN lP?1JT T LPRINT “MATRIZ A”:LPRINT:
weld REM obter a exponencial
330 £08UB 602t
340 PRINT
490 PRINT
a6l PRINT “EXP (4 USANDO O ALGORITHO DE”
37C %ﬁé}n'T “RUNCKEL-PITTELKOW C OM7 s KE s "TEREMOE
SE0 PRINT -
S0 GOBUBR ZBUCIPRINT
400 TNPUT “rpsultado vai para a 1mp"eu SO A (G/NE”;Z%
410 IF Z24%=7G" OR Z%+=7g% THEN LPRINT ¢ LPRINT “EXAP (f) USANDG ©
INT Z“RUNCKEL-PITTELKOW COM”, K2, “TERMOSYILRRINT:=COSUG 2U00
420 PRINT
430 PRINT “yueres calocular =z EXpOneEnc Pal da matriz a7
440 INPUT 7 para oubro numero de termos (SN2 X0
A45 PRINT
442 PRINT
450 IIF X%:=784 QR X&%="s” THEN GOTO 40
460 END
4464 REMNM
4462 REM
465 REM
2500 LPRINY
2040 FOR I=f TO N
2320 FOR J=1 .TO N
25380 LPRINT TAU(LAKJHEJ)INT(FH(I y DI FELEFQEI/LEFDS
2540 NEXT J
2000 NEXT 1
2551 LPRINT
20092 RETURN
2553 REM
2354 REM
2930 REM ,
2560 REM guardar matriz A em C
2690 FOR fﬁi T0 N
2700 FOR_J=4i TO N
2710 Cac(I, JJ)=ACl, J)
2720 NEXT J
2730 NEXT I
2740 RETURN
2791 REM
27922 REM
2793 REM

EOHUB

ALY T T
ALEORIT

s
{20 £

oy i
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2800 PRINT
2010 FOR L
180 For Jei

AT

3 WEXT T
ERA0 PRINT
2870 RETURN
2875 REM
2872 REH
a0 REM
4500 REM CALCULO DE hr(A)=H(r) E DOS COEFICIERNTLES DO POLINOMI
4505 REM CARACTERISTICO DA MATRIZ A& UTILIZANDC O ALGORITHMC DE
4502 REM FADDEV-FRAME
A4GL0 KOs )
4520 REM mate iz ideot idade em HOOD
4530 B=1 ¢
4540 FOR Iﬂﬁ TO M
AGLO FOR =i TO N
456400 TF ]':-'.J THER M8, J, 0)=0
ALZE) MEXT
G580 NEXT I
AL FOR M= 4
ALLT) REM i )
Aha0) FOR 1
4630 FOR Jm=i
4640 Ba(l,J)=0
4650 FOR K=41 TO N
ALLED BHOT | Ji=BH (L I +a 00 KO RHEOK , J, -1
A4670 MEXT K
L4480 WNEXT J
G690 NEXT I
4700 REM calcular traco de B
A7 50 Thsl)
4720 FOR _I=1 TO N
4720 Tiér:'!'i'i-i-!;#-.‘-{lrl)
4740 HIZXET
4750 KH M) ==TH/M
A770 REM Himd=AxHm—4)+ ()]
4780 FOR I={
4790 FOR J=4L TO N
4800 IF J=I1 THEN HH(I,J,M)=BHI, JDI+KHH) ELSE HECI, J,M)=DH(I,D
4010 MNEXT J
4520 HEXT ¥
4830 NEXT M ;
4850 RETURN
4851 REM
4652 REM
4853 REM
4294 REM
A2 REM
4993 REM
G000 REM EXPONENCIAL MATRICIAL VIA RUNLREL PITTELROW
S01i0 REM dados para a «uarullna matriz A,n, k2
5024 FOR I=i N
G022 FOR J=4 TO N
G028 8HE, JrY=0 Cu(I,J)nU
G024 NEXKT .J
G020 NEXT I -
50246 IF X$=7G7 OR KS="s” THEN GOTO 5032
0G0 REM (c.\l.(”.lc"\l’ he (AY=H(r)

5021 GOSUB 45410

5032 REM calocular S4<(0)

SO33 GOsUB 5540 _ _
2034 REM caloular S=HDISLO0)
GOas Gosus D700

5S040 FOR R=1 TQO N-I

S044 REM calocular Si(r)

L0422 GOSUR SE00 \
D50 REM S=S+H )81

SI1G0 FOR Is=i TO N

G160 FOR J=1 TO N
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