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RESUMO 

Neste trabalho, s ão apresentados aspectos anali ticos 

computacionais emfunçÕes matriciais , enfatizando-se os métodos 

de Aprox imação de Runckel-Pittelkow , dos Aproximantes de Padé e 

de Decomposição Matricial. 

É estudada também, a sensibilidade das funções matri ­

ciais , isto é, o comport amento das funçÕes matric iais frente 

perturbações da matriz . 

Como importante aplicação das fÓrmulas de Runckel & 

Pittelkow são obt idas exp ressões para a so lução dinâmica de uma 

equação diferencial matricial . Além disso, com base nestas fÓr ­

mulas, é apresentado um programa computacional para computar ex 

ponenciais matriciais . 
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I - FUNÇÕES MATRICIAIS 

I . l - Introdução 

Freqüentemente, a solução de problemas matem~ticos 
, 
e 

simp-lificada pelo uso de funções matriciais . Di versas definiç~es 

de funçÕes matriciais t e m sido apresentadas . A equivalência e~ 

tre estas definiçÕes é objeto de estudo de Rinehart em seu a rti­

go· "The Equivalence of Defini tions of a tiJatrix Function" [ 18) . 

Neste cap i tulo, faremos um suc into estudo de funçÕes 

matriciais . 

Na seção I . 2 , apresentamos a definição de uma função 

matricial f( A), extensão de uma função escalar f(z), via sua sé­

rie de Taylor, através da simples substituição da vari áve l z pe­

la matriz A na série de potências. A seguir , mostramos por meio 

do " teorema de redução'', que a soma de uma série de potên<?ias m~ 

t ricial é , na verdade, igual a um polinÔmio matrici a l, cu j os coe 

ficientes dependem exclusivamente dos autovalores da matriz . Pa­

ra a exponencial matricial aplicamos o método da transformada de 

Laplac e e obtemos, de manei r a a lternativa , s ua e xpressão polino­

mial, cuja existência é assegurada pelo resultado anterior. 

Através da versão matricial do teorema integral de 

Cauchy, na seção 1 . 3 estabe l ecemos a definição de função matric! 

a l a parti r de uma função escalar analit i ca . Esta definição, ap~ 

sar de pouco pr~tica, pode ser utilizada para a demonstração de 

propriedades importantes das funçÕes matriciais . Por exemplo, se 

a matriz A for diagonaliz~vel, então a função matricial f(A) tem 

uma expressão extremamente simples . 
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-Baseados no s resultados ante riores , na s eçao I . 4 enfa 

tizamos a importante conclusão de que são funda1nentais a penas 

os valores da função escalar e suas derivadas sobre o espe c tro 

da matriz c ons iderada. 

Uma impo r tante propriedade, tanto sob o ponto de v is­

ta pr~tico como tebrico , ~ o c o mport ame n to d a funç ão matricial 

frente perturbações da matriz . Na seção 1 . 5 estudamo s a sensibi 

lidade das funçÕes mat r icia is . 
, -o conceito de no rma matricial e revi s ado na seçao 1 . 6. 

1. 2 - Definição por série de Taylor 

<» k , 
Suponha mos que f(z ) = L akz seja uma scrie de p otê~ 

k=O 
ci a s c om r aio de convergência P> O, onde z é uma variáve l com-

plexa. 
, 

Se A e uma matri z comp lexa nxn com raio espec t ral 

r(A) < p (r(A) = max {1~1/~ ~autovalor de A}) , definimos a fun 

ç ão matricial f(A) por 

f(A) = I akAk 
k =O 

Esta definição tem sentido desde que a condi ção sobre . 
o raio espectral r(A) < P nos garante a convergência absoluta 

da série matricial com respeito a alguma norma matricial ( ver 

seção I . 6) . 
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1 . 2 . 1 - Teorema de redução 

co 

Seja f(z) = L akzk uma função escalar com raio de· 
k=O 

convergência P > O, e A uma matriz quadrada de o rdem n com raio 

espectral r(A) < P. 

Se c(z) é o polinÔmio caracteri stico da matriz A, 

s n· 
c( z) n (z- ~i) l , 

i=1 

então 
n -1 

f(A) = R(A) = L 
1<=0 

n-1 
onde o s coeficientes bk do polinÔmio R(z) = 

por interpolação de Hermite [ 35 ] : 

I b zk são k obtidos 

la da 

k=O 

1 < i < s, o< k < n . - 1 
l 

representa a derivada k-ésima da função f(z) c alcu­

no ponto Z=)..l.i. 

A demonstração desta afirmaç ã o é como segue. 

Dividindo f(z) por c(z) obtemos 

f(z) q(z)c(z) + R(z) ( 1 ) 

onde R(z) = b
0 

é um polinômio de grau 

menor ou igual a n -1. Substituindo z por A na expressão (1), p~ 

lo teorema de Cayley-Hamilton, temos f(A ) =R (A) pois c(A)=O . 

Derivando a expressão (1) k-veze s e usando a regra de 

Leibniz temos 
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Desde q ue c(j) ( ~i) =O para j = O, . .. , ni-1 segue que 

Observemo s que se a matriz A poss uir n autov a l o res dis 

tintos então as equaçõ e s que de t erminam os c oe fici e ntes bk são . 

Neste caso, verif ica-se que 

n (z - ~i) 
= rr 

i= l (~k- ~l· ) 
i~k 

, k = 1, ... ,n 

são os polinÔmios de Lagrange e satisfazem Lk(~ j ) = ôkj . 

O teore ma da redução di z , e ntão , que o valor soma de 

uma série de potê ncias matri c ial é , n a v e rdade , i g u a l a um pol~ 

nômio matricial c ujos coeficientes dependem somente dos a utova ­

lores da ma triz considerada. 

I.2 . 2 - Tra nsformada de Laplace 

Apresent aremos o mé t odo d a transformad a de Laplace so 

mente para a função ma trici a l exp(At) 

A tra n sfor mada de Laplace de uma funç ã o mat ricial de 

variável real F(t)=[F i j(t)] é de fin ida por 

a 
t (F)( s ) = f e -st F ( t ) d t = l i m 

a~m f e -st f (t) dt 

o o 
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, 
sempre que esta i nteg r a l exi sti r, sendo que a i ntegral e efetua 

da componente a compone nte . Então exis te L (F) (s ) p a ra todos t a l 

que as c omp onentes F . . (t) possue m t ransf ormadas . 
lJ 

Para o cas o da funç ã o ma tri c i al exp(At) ob tém- s e que 

[ 23] L(exp(At ))( s ) = ( s i- A) - 1 pa r a todo s tal que ~A ~ < s 

Portanto 

1 -1 exp(At) = L- (( s i - A) ) 

onde a s transforma das inve r s as são calcula das pe l os métodos u s u 

ai s . 

Pa ra c omputar a i nversa ( si - A)-1 i ntr oduzimos a ma­

triz adjunta B(s) = adj(si - A) que sati sfaz 

( si - A) B(s) = de t( si - A) I 

As s im s e n do, 

L( e xp( At) ) = 
B(s) ' e 

det( s i - A) 

o proble ma se reduz a c omputar B(s) . 

Façamos c ( s) = det(si - A) . Então , 

( si - A) B(s) = c (s) I 

Derivando e s t a expre ssão em rel a ç ã o a s,de corre 

B( s ) = (A- s i) B '(s) + c'( s ) I 

2B'(s) = ( A - s i ) .l3 "( s) + c " ( s) I 

( n-1 )B(n- 2)(s) = (A - s i )B(n- l)(s) + c(n-l ) (s)I 

n B(n-l)(s) = c<n)(s) I , 

des de que a s componente s de B( s ) são pol inÔmios em s de grau n -1. 

Como c (s) é um pol inÔmi o da fo r ma c(s) =sn + • • • + c 0 , 
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temos que c(n)(s)I = n !I . Po r tant o , obte mos B( s) a par t ir do s is 

tema de recursão : 

B(n-1 )( s ) = (n-1) !I 

B(n-2 )( s ) = 1 /(n-1 ) [ (A- s i) B(n-1 )( s ) + c<n-1)(s)I] 

.................... ...... .......................... 
B'( s ) = 1/2 [( A - si ) B" (s) + c "( s) I] 

B(s) = (A- s i )B'(s) + c'(s) I 

Deste modo , exp(At) = x:-1 ( B(s) ) 
det(si - A) 

Assim , mostramos, de mane ira alternativa, que a expo ­

nencial matricial é um polinÔmio ma tri ci a l . 

1 . 3 7 DefiniçÕes Anal i t i c as 

Suponhamos que f( z ) s eja uma funçã o analit i c a e m uma 

regiao limitada por uma curva de Jorda n contendo no int eri or 

os autovalore s da mat ri z A. Def inimos então f(A) por [6): 

f(A) = 1 ti 
2n i 'f 

y 

f( z) dz 
(zi ' - A) 

, -Esta e uma versao matricial do te o rema integ ral de 

Cauchy. Observemos, ainda, que f(A) e s tá de f inida sempre que 

f(z) for analitica em uma vizinhança do e spectro d a matriz A. 

Embora fraca , do ponto de vista c omputacional , a defi 

niçao dada acima pode ser utilizada p a ra obte r c aracterizações 
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mais pr~ticas de f(A) l6] . Por ex empl o , se f(A) e st~ definida 

e A = PBP-1 = Pdiag ( B1 , . . . , Bp )P-1 , s e ndo B1 matri z de ordem ni, 

então f(A) = Pf(B)p- 1 = Pdiag( f (B1) , .. . , f( Bp))P-1 onde 

di a g(B1 , ... , Bp) é a ma tri z nx n 

o 

B2 ..... . 

o o 

o o 

, 

o 

o 

B p_ 

O ob jeti vo e explorar a p ropriedade de similaridade 

A = PBP-1 de modo que f (B) sej a simples de c omputar . 

Desde que toda matriz A é simi l ar a uma matr iz na for 

ma de Jo rdan, isto é, A = PJp-1 onde J = J 1 @ ... @ Js e 

!J.k 1 o o 
o !J.k 1 o 

Jk = 

1 

o .. . . .... . !J.k 

decorre que f( A) = Pf(J)P-1 
= Pdi ag(f( J 1 ), .. . , f (Js))P- 1 onde [ 6] 

[23] 

f(!J,k) f (!J,k) .. . .... .. . f (m-1)(!J.k) 

(m-1 )! 

, f( m-2)(!J.k) 
o f(JJ.k) f ( Jlk) . . .. 

f(J k) = ( m-2) ! 

o o o f(JJ.k) 

e m é a ordem do bloco de Jordan Jk . 



8 

Se A for diagonaliz~vc l com a uto val ores ~ 1 • ~2 •··· '~n 

e ntão A = PDP-1 onde 

D 

~1 

o 

o 

Em conseqüênci a , 

f(A) = 

o 

~ 2 

o 

f(~l) 

o 
p 

o 

o 
o 

~n 

o 

f(~2) 

o 

.. ..... . o 

.... ... . o 
p -1 

. . .... . . f (~n) 

Em particular, observa-se que se A for uma matri z dia 

gonal então é muito simples computar f(A) . Além disso , estes re 

sultados ilustram uma relação entre a função matricial f ( A) e 

os autova lores da matri z A . 

! . 4 - Conexão entre a f unção matri c i al f(A) e o s autovalores 

da matriz A 

' Dos resultados estabelec i dos ob s ervamos que e essen -

cial conhecer ape nas os valores que a função escalar f(z) c suas 

derivadas até ordem ni - 1 assumem em c a da a u toval o r ~i de mult i ­

plicidade ni, ou então somente f(~i) se a matriz A fo r di agona­

lizável . 
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' Este fato nos pe rmite dar um sentido a f(A ) para uma 

classe ma is ampl a de funç~es . 

Seja A uma matriz nxn com autovalores distintos ~1 , . . 

.. , ~s com mul tiplicidades n 1 , . . . . , n s r espect iva men te . 

Diremos que uma função escalar f(z ) está definida no 
I 11 

espectro de A se exi stirem os val o res f(~i) , r (~i) ' f (~ 1 ) , . .. . 

.. , f(ni-l)(~i) para i =l , . . .. , s , e que R(z) é um po linÔmio de 

interpo lação para f (z) se 

k=O , . •• , ni-1 i =l , . . . , s 

Definimos então, para funçÕes escalares f(z) de f ini ­

das no espectro de A, 

f(A) = R(A) 

I . 5 - Sensibilidade 

Est amos interessados e m computar f(A) para uma dada 

função f e uma matriz quad rada A de ordem n . O objetivo é inve~ 

tigar como perturbações em A afetam a f unção matricial f(A) . Se 

uma pequena perturbação óA causar uma grande modifi cação na fun 

ção matricial , então o problema é dito mal condi cionado . 

Dese j a mos , então , analisar 
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11 f ( /\ + ô 1\ ) - f ( A ) li 

11 f( A) 11 

Consideremos 

áve l. Então 

A= (a .. ) c:: nn l 
~J 

e 

f(A + ôA) - f(A) = Df(A) li A + R( t. A) 

lim 11 R(ôA)U = O 
llliAII -~o llliAII 

onde Df é a matriz n2 xn2 definida por 

Df = 

com 

t 
e liA= ( õa11 , lla21 , .... , llanl• ·· · ·, ll a l n• óa2n· · ··. ,llann) 

é um n 2 xl vetor. 

Então, I!Df(A)IIIIliAII é uma medida para o e rro ab s o l u­

to llf(A + liA) - f(A) 11 devido a pequenas pertur bações ô A de A 
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' enquan to que II Df(A )II IIfjf\ 11 I llf(A)il e urna medida para o e rro 

re lativo 11 f(A + /\A) - f(A) 11 I 11 f( A) 11 

e 

A norma 11 Df(A) 11 é definida por 

IIDf(A)Ii = sup 11Df(A){)AII 
{)A:t=O 11/jAII 

= sup 11 Df(A) {)AII 
llliAII=l 

Definimos então os números 

y (f, A) - IIDf(A )II 

v(f , A) = IIDf(A)II !IAII 

li f(A) 11 
= y(f , A) li Ali 

\1 f( A) 11 

Consideremos o caso particular f(A)=exp(At) . Desde 

que os pr ob l emas de valor inicial 

x(t) = A X(t ) 

X(O) = I 

v(t) (A + óA) y ( t) 

Y(O) = I 

. 
Z(t) = A Z(t) + {)A Y(t) 

Z(O) = o 

onde A, X ( t ) , y ( t) ' Z(t) - matrizes têm 
, 

b.A , s a o nxn, como uni c a 

s olução 

X( t) = eAt 

Y(t) e<A + l\A)t 

At t 
Z(t) f - As e (A + óA)s e = e e liA ds 

o 
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e a função Y(t) - X(t) satisfaz o terceiro problema, concluímos 

que 

Mas 

Portan t o, 

t 
e (A + llA)t _ eAt =f e<t - s )/1. r...A e(A + t.A )s ds 

o 

., ( I< 
e(A + t,.A)s = f [ A+tJ.A)sj l ( A+ll A) sJ 2 

= I+(A+óA)s; + •• . 
k =O k! 2! 

eAs + t.A [s +(A tJ.A + llA)s2 + • .. ) 
2 

t 

e(A+óA)t _ eAt = J e<t- s)A óA e As ds + 

o 
t J e<t- s)A (t,.A)2 l s + 2 

(At,.A + t,.A ) s + •• • Jds 

o 2 

t 
= Je(t- s)A t,.A eAs ds + R(LIA) . 

o 

com lim 11 R( óA) 11 = 0 
11 óA 11 -• O I! liA 11 

Da definição de Y(f , A) e v(f,A) concluimos que 

t 

y ( exp , A ) = sup 
11 óA 11 =1 

li J e ( t-s ) A 

.o 

t 
e 

v( exp, A ) sup 
l i ó/1. li= 1 

li J e ( t-s) A t1A eAs ds 11 

o 
li A 11 

lleAt ll 

v(exp , A) ~chamado n~mero de condição da exponencial matricial 

e ~ d i s cutido po r Van Loan em [28 J • 



Assim, lle(A + ó A)t _ eAtil 

li e At 11 

Então , se v(exp , A) 
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v (cxp,A)IIà/\ll 

!I Ali 

for grande , pequenas pe r turba 

ções de A podem provocar mudanças relativamente grandes na fun- · 

ção matricial exp(At) . Verific~1-sc, nu clltan lo , que v(exp , A)> 

t IIAII
2 

poi s 

t 

v(exp , A)~ !I J e A ( t - s ) e As d s L li A 11 2 = 
O li e A t llz 

Se a matriz A for normal então a i gualdade ocorre pa­

ra todo t não - negat i vo [28] . Es tas observaçÕes nos levam a con-

cluir que nest e caso o problema de computar a exponencial matr! 

cial é bem condicionado se a norma da rnatriz A não fo r mui to 

grande . 

O p r oblema da sensibilidade c est imat ivas par a v(f , A) 

são encontrados em [11 l, [12 J e [28 1. Em [ 17 l Rice desenvolve u 

ma teoria ge ral de "condição" . 

1 . 6 - Normas matriciais 

' ' -A norma de uma matriz quadr ada A nxn e um numero nao-

negativo IIAII que satisfaz as condiçÕes : 

1 - 11 A li > O se A f. O e I!All = o se A=O 

2 - li cA ll = I c I 11 A I! 

3 - 11 A + Bli $ IIA I! + !I B 11 

4 - 11 AB 11 ~ li A 11 11 B 11 

A partir da norma de vetores podemos obter normas ma -



tri c i ai s de finindo : 

11 A 11 = max 11 Ax I! 
!lx 11=1 

14 

De c orr em desta definição as se guinte s n o rmas para uma 

matri z A de o r dem n : 

n n 
a) liA h = rnax E laijl para 11 X 1,1 = I lx . I 

~ j i =l i =l 

n 
b) 'I Ali = ma x r la . . 1 para 11 X hoo = max l x i l 

00 i ~J l <i(n j=1 

I 'I 
ni [1 x.; I 2l 1 I 2 para I x ,2 = ..... J 

i= 1 

on de r(A) = max {1~1 I ~é autovalor de A} e o raio espectral 

da matriz A e A* é a transposta conjug ada de A. 

Como ocorre com vetores , a convergência de uma se qüê~ 

c i a de matrizes pode ser definida em termos de qualquer norma 

matricial , isto é, Ak -+ A se e somente se 11 Ak - A 11 ., O . 

Para uma consulta s obre normas matric i ais indi camos 

(13] e (14] . 

. ... 



II - EQUAÇÕES DIFERENCIAIS MATRICIAIS 

II . l - Introdução 

A u tilização de funções matriciais permite uma descri 

ção simpl i fi cada das soluções de equações diferenciais . Di ver . ­

sos problemas surgidos em áreas como fi sica , engenhari a e bio 

logia são desc r ito s por equaçÕes diferenciai s da forma 

. 
Y(t) = A Y(t) + F(t) ( 1 ) 

Y(O) = Yo 

Y(t) + D Y(t) = o ( 2 ) 

Y(O) = Yo 

y(O) 
. 

= Yo 

. 
Y(t) + B Y(t) + C Y(t) = o (3) 

Y(O) = yo 

Y(O) 
. 

= Yo 

- n onde Y( t ) e F(t) sao vetores do R e A, B, C e D são matri zes 

quadradas nxn . As soluções são dadas de maneira a náloga ao caso 

e scalar por 

t 

Y( t ) = eAt Y
0 

+ J eA(t- s) F(s) ds (1) 

Y(t) 

o 

cos ( /1) t ) Y + 
o 

sen(/15 t) • 
Yo ( 2 ) 
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=[~ -Bt/2 senh (171 t) -L3t/2 
co sh(l"il t)] Y(t) e + e y + 

/6 o 
(3) 

- Bt/2 senh(I"K" t) . 
+ e Yo ' llf" 

onde A = (B2 + 4A)/4 e par a (3) assume - se que BC =CB. 

As funçÕ e s matriciais e nvolvidas devem ser e ntendidas 

como séries de potências matriciais . Por exemplo , 

sen(/D t) 

(D 
= I 

k=O 

(-l)k Dk t2k+l 

( 2k+l) ! 

- - -As equaçoes diferenciais acima sao equaçoes diferenci 

ai s de 1ª e 2ª ordem, com ou sem amortecimento . 

Em geral, não estuda-se equações diferenciais linea -

res com coeficientes matriciais de ordem superior , po r serem e ­

quivalentes a uma equação diferencial matricial linear de 1ª or 

dem cujo coeficiente é a matriz companheira . Contudo , esta ma­

tri z não possui uma estrutura simples que permita obter resulta 

dos prÓprios das equ aç õe s de ordem superior . 

Na seção I I . 2, a presentamos a solução dinâmica de uma 

-equaçao diferencial matricial linear com coeficientes constan -

tes homogênea de ordem m, e concluimos que a solução geral des­

ta equação pode ser dada em termos apenas da solução dinâmica, 

de suas derivadas e dos coeficientes matriciais . 
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II.2 - A Solução Dinâmi ca 

-O es t udo d a equaçao di ferenc ial matricial de o rde m m 

-onde Aj, j =1, 2 , . . . , m, sao matrizes de ordem n, reduz - se ao e s 

-tudo de equaço e s di f e renciais de 1ª ordem . 

Introduzin do uma nova variáve l 

y 

y' 
z = 

- , -verificamos que a equaçao (4) e equival e nte a equaçao matrici a l 

de 1ª ordem 

. 
z(t) = A z(t) 

onde 

A = 

, 

o 
o 

I 

o 
o 
I 

. . . . . o 

. . . . . o 

( 5 ) 

e a matriz companhei ra de ordem mnxmn, no sentido de que toda 

s oluç ã o Y( t ) de (4) define z(t) solução de (5) e r ec iprocamente, 

a s n p rimeiras componentes de uma soluçã o de (5) formam uma so­

lução de (4) . 



Observando que 

At 
e = 

c~m- 1) ( t ) 

18 

... ... . cm-1(t) 

I 

. . . . . . . cm- 1 C t) 

c(m- 1)(t) 
1 

c(m-1)( t) 
m-1 

onde as matrizes nxn Cj(t) são as soluçÕes matriciais de (4) 

que satisfazem as condiçÕes i niciais 

c~k)(o) "" ô jk I, j,k =o , 1, • •. , m-1, 

pois para t = O , eAt se reduz a matriz identidade, e que a so -

- ) , At -luçao geral de (5 e e z(O), obtemos que a soluçao geral da e-

quação (4) é dada por 

Desde que as sol uções base Cj(t) são funções inteiras, 

podemos escrever 

mo 

(6) 

k ! 

A partir de agora, a solução C 1 (t) será denotada co m-

cm-l (t) = D(t) = ( 7) 

e referida como sendo a solução dinâmica da equação (4) . 
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Para uma inte rp r etação fÍsica da solução dinâmi ca indi camos a 

referência [2 7] · . 

Po r s ubst i tuição di r eta de D(t) na equação diferenci­

al , decorre que o s c oeficientes Dk sati s faz em a e quaç ã o ma tri ­

cial 

m- 1 
L Dk+i Am-i ' 

i=O 

Dm- 1 = I 

p a ra k L. O (8) 

o 

A propriedade de comutatividade, exp(At) A= A exp(A t) , 

pe rmite obter as relações 

c <m-:-j+1)(t) = 
m- J 

( 9 ) 

j=1, 2 , •• . ,m-1 

através da comparaç ão das componentes d i agonais . 

Pel a substituição sucessiva de J·=m-1 m- 2 2 1 nas ' ' ... ' ' 
r elaç Ões acima obtemos 

D(m)(t) 
m 

I 
j=1 

(10) 

Concluimos, então, que a solução dinâ mi c a D(t) é uma 

solução a direi t a e a esquerda da e quação (4) e além disso, r e -

sul ta que 
m 

L Dk+m-i Ai 
i =1 

(11) 
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O proximo resul tado justifica a afirmação de que a s~ 

lução dinimica D(t) carrega todas as informaG~es s obre as solu­

çÕ e s da equação diferenci a l em questão . 

Teorema 1 

Para todo j = O, 1, 2 , ... , m- 1 temos que 

m-j -1 

I 
i =1 

D(m-j-1-i)(t) Ai (12) 

A d emonstração deste teorema é obtida por indução em 

j, através das relações (9) e (10). 

Para j=O t emos que 

, ( m) 
C0 (t) = D(t) Am = D (t) 

m- 1 
L D( m-i) (t) 

i =1 

-pois D(t) satisfaz a equaçao (4) . Integrando ambos o s lados da 

expressão acima entre O e t, e observando que C~k)(O) = oj~ I , 

obtemos (12) para j=O . 

Suponhamos que o resultado (12) seja válido para todo 

j -1 < m-1. Então 

conforme a relação (9) , pode ser escrito como 

e o resultado do teorema segue integrando ambos os lados da ex­

press a o acima j+1 vezes entre O e t. 
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Este r esultado permite escrever a soluçã o geral de (4) 

em t ermos ap e nas da solução di nâ mi ca . Além d i sso , obt emos a s e ­

gui nte expressão par a ckj : 

r ema 1 

j 

~ 
S =Ü 

DI . 1 A <-J - +S m- s para I< > m, j =O , 1 , ... ,m-1 . 

(13 ) 

Para ver ifica r e sta r e l a ç ão , obse rvamo s que pelo t eo -

= c ~k) (o) 
J 

( ) m- j-1 ( ) = D m-j -l+k (O) _ ~ D m- j - 1-i+k (O ) Ai 

i =1 

Desde que k - j - 1 : O, utilizando a r ecorr ênc i a (8 ) , mos tra mos que 

m-1 
I 

S=0 

m-j - 1 
0 k -j - 1 +s Am-s - I 

i=1 

Fa ze ndo i = m- s , temo s que 

m- 1 
= I 

I. 

S =Ü 

j 

~ 
S =Ü 

Dk . 1 A - J+S- m-s 

m-1 
\' 
I. 

S= j+1 

D . . A .• 
ITI - J-l-1+k l 

Dk . 1 A +S - J - m- s 

Info rmaçõe s mai s detalhada s sobre a so lução din â mi ca 

p odem ser'encont rada s em [21 , 22, 24) Para um estudo de equações 

di fe r enciai s ma t ri c i a i s indicamos [ 8] e [ 23 ] . 



I I I - APROXIMAÇAO DE RUNCKEL-PITTELKOW 

III . l - Introdução 

Neste cap i tulo, estudamos de maneira breve novas re 

presentaçôes para uma funç ão matricial f(A) (seção II I . 4) ,exte~ 

são de uma função e s calar analítica f(z) , devidas a Runckel & 

Pittelkow . Estas representaç ões são importantes pois nao exigem 

o conhecimento dos a utovalores da matriz A. 

Na seção III . 2 , apresentamos a fÓ rmula de Schwerdtfeger 

· que foi utilizada para derivar as fÓrmulas de Runckel-Pi t tel kow . 

O algoritmo de Faddev-Frame, que estabelece uma manei 

ra prática para a determinação dos coefi cientes do polinÔmi o ca 

r acter istico de uma·matriz é encontrado na seção III . 3 . 

Na seção I II . 5 é obtida uma expressão para a solução 

dinimic a (ver seção II . 2) a partir das fÓ rmu las de Runckel 

Pittelkow . 

II I . 2 - FÓrmula de Schwerdtfeger 

A fÓrmula de Schwerdtfoger [ 2 ] , [ 25.j , para o cálculo 

da função matrici al f(A) é desenvolvida a partir das covariantes 

de Fr~benius e suas propriedade s , e ê a base para a obtenção das 

fórmulas de Runckel - Pittelkow. 

Cons ideremos uma função analitica f(z) e 



c(z) 
s 

= .1f(z- j.t . )ni 
~=1 l 

o polinômio caracte r ístico da matriz A de ordem n . 

Da s e guinte decomposição em frações parciai s 

1 

c(z) 

define-se os polinÔmios 

pj(z)c(z) n · 
= p. (z) n (z- P·i) 1 

( ) n J· J · L· 
Z - Uj ~ FJ 

-As matrizes Aj = gj(A) sao chamadas covari antes de Fr~ 

benius e sat i sfazem a s seguintes identidades (2] , (25J : 

A1 + A2 + ... +As = I 

(A - 1-L j i)kAj - O 

AiAj = o i:t j 
2 

Aj = Aj 

' As duas prime i ras propriedades caracteri ~am a s cova-

' riantes de frObenius no sentido de que o unico con j unto de s ma 

trizes que as s atisfaz é {A~ , j =1, .. . ,sl . 

Utiliza ndo as covariantes de FrObenius e as propried~ 

d es citadas acima obtém- se a seguinte e xpressão , conhecida por 

fÓrmula de Schwerdtfege r, para o cÔmput o da função mat r icial : 

f(A) 
s ll j.-lf(k) ( .· )(A )k = L A · L I-L J - 1-Lji 

j=l Jk=O k ! 



As matrizes zjk 

matrizes constituintes . 
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II I . 3 - O a lgoritmo d e Faddev - fr amc 

Os coeficientes cr do polinômio característico 

c(z) 

como 

de uma matriz A de ordem n podem ser calculados através do alg~ 

·ritmo de Faddev-Frame [2 J, [25 J : 

Define-se os polinÔmios 

r 

hr(z) =L . Cr- s zs , tais que hr(z) 
S=0 

que satisfazem h 0 = c 0 = 1 e hn (z) = c(z) . 

Obtém-se então polinÔmios matriciais 

r 
hr(A) = L cr-s As 

s=O 

tais que h 0 (A) = I e hn(A) = c(A) = O , devido ao teorema de 

Cayley-Hamilton . Além disso , a matri z adjunta adj(~I - A) satis 

faz 

n-1 
adj(~ I - A) l. 

n-1 

hn~r~l(~)Ar = L ~r hn-r-l(A) 
r =O 

As fórmulas recursivas de Faddev-Frame para a determl 

nação dos coeficientes do polinômio c aracterístico e das matri-



2 ,. 
, I 

traço A hr- l(A) r 1, . . .. , n 
r 

r= l , .... ,n 

De s ta ma neira , c onhec endo a matriz h r_1 (A ) obte mos p~ 

la primeira expressão o c oeficiente Cr · A partir de cr e hr_1 (A) 

calcul amos hr(A) a trav&s da segunda expr essão . Assim, os coefi­

cientes do polinÔmio caracteristico e as matrize s hr(A) s ão en­

contrados indutivamente ini c iando com h
0

(A) = I . 

III . 4 - FÓrmulas de Runckel-Pit te lkow 

A vantagem destas fÓrmulas par a o cálculo de f unçÕes 

matriciai s sobre as anteriormente apresentadas é que não exigem 

o conhecimento dos autovalores da matri z considerada . 

Seja A uma matriz de o rdem n e 

c(z) 
n 
2 Cn- r zr 

r=O 

s )n . 
n ( z - fli ~ 

i= l 

o pol inômio caracterí s tico de A. 

Consideremos uma função escal a r analíti ca f(z) 

lz l < L , onde L é maior que o raio espectral r(A) 

r( A) = max { I lli I I lli é autovalor de A } 
1~ i~ s 

para 
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Entao , temos as seguintes expressões par a a função ma 

tricial 

f(A) = 
1 r f(z)dz 

J (IJ.I -A) 
y 

devido a Runckel & Pittelkow [ 2] , [25] : 

f(A) "' [f( z) adj(zi - A)r v -1) 
= L dv 

( v-1) ! Z=O v=n 

n-1 n (X) d (v) ) V+S-!' f ( 0 
f(A) = I Ar I Cn- s \' 

L 

r =O s =r+ 1 v =n+r-s v! 

n-1 ., 
dv+n-r 

f(A) \ hr(A) 1.' f(v)(O) = L L 

r=O v=r v! 

n-1 [f(::(O) r dV+S-r 
f(A) \' Ar 1.' c L = L - L O n -s r =O S;::; v =n+r-s v! 

( 1 ) 

( 2) 

(3) 

(O) 
f(v)J 

onde ck é o k-ésimo coeficiente do pol i nômi o c a ract e rístico de 

~ · hr(A) é a matriz descri t a na seção anterior e dv são os coe­

ficientes da s érie de Laurent de 

1 

c(z) 

calculados por 

., 
I 

v =n 

y 

dz 

c(z) 1-v z 

( 4) 

desde que 1/c(z) 

A. 

, 
e anal.itica em todo z que não é autovalor de 

Os coeficientes dv, para v= n , n+1 , n+2 , ... podem 

ser calculados recursivamente . Como o c oeficiente c 0 do termo zn 

no polinômio carac t erístico é igual a 1 , temos que d n =1 . Os de-
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-mais dv sao obtidos at ravés de aplicações sucessivas da for 

mula [ 2 ], [ 25] 

n 
dv }~ c s dv- s (5) 

S= l 

a dot ando que dv = O para v < n . 

Além disso , os seguintes limites superiores para os 

dv são obtidos por indução e m v 

n 

Seja a= L l cs l 
S=1 

Então , dv ~ a v- n par a v~ n, se a~ 1 ; 

l dnv+p l < av < 1 para 1 ~ p ~ n e v > O, se 

a < 1 . 

Atravé s do truncame nto das séries envolvidas n as f or-

mulas de Runckel-Pittelkow , Ob temos então aprox imações do tipo 

polinomial par a funções matri c i a i s . Um estudo mai s detalhado so 

bre e ste assunto , b e m como algumas de suas apl i cações , é e ncon-

trado em [ 2 ), [25] 

II I . 5 - Representação da Solução Dinâmica em Termos das Fó rmu -

las de Runckel -Pittelkow 

Observamos que a solução dinâmica de uma equação di fe 

rencial mat r icial linear h omogêne a de o rdem m (conforme II . 2)p~ 

d e ser ob t ida a partir da exponecial da matriz companheira A d a 

s eguinte ma neira : 



D(t) = [I O ... O) 

2U 

At 
e 

o 
o 

I 

já que a solução di nâmic a D(t) é a mat riz nxn que oc upa a posi­

ção dada pela linha 1 e coluna m da mat ri z exp(At) . 

Uti li z ando as f6rmul as (2) e (4) de Runckel - Pittelkow 

para exp(At) obtemo s 

N-1 N CJ) dv+s-r 
eAt = I Ar t r I CN-s í. tv 

v! r =O s=r+l v=N+r- s 

N-1 [tr r co dv+s- r 
eAt I Ar \' \' 

= - L cN -s L 
r =O r! v! S=0 v ""N+r-s 

onde N=mn é o g r au do poli nÔmio caracterí st ico 

c (z) = 
N 
í' 
L 

r=O 

-

tV] 

da matriz c ompanhei r a A e os coeficientes dv sao tais que 

1 

, c(z) = 

para z suficienteme nt e g r ande . 

Denotamos p or Ai ~ ), ( 1 < i, j ~ m) as componenentes ma­

triciais de ordem n da matriz Ar . Decorre da observaçã o fe ita~ 

cima e das expressõe s para e xp( At) que a solução dinâmica é re ­

presentada p or : 

N-1 N 

D( t) = I 
r=O 

L 
s=r+l 

L ~ -s 
v =N+r- s 

dV+S-r 
--- t v 

v! 
( 6 ) 
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N-1 (r) [ tr - r dV+S-r tv] D(t) = L A 1m L CN-s L ( 7 ) 
r! v! 

r =O s =O v =N+r- s 

Por outro l ado , 

c(r)(O) 
o 

c( r) (O) 
1 

c( r)(O) 
m- 1 

Ar 
d r e At 

c(r+1)(0) C ( r+ l ) (O) c< r +l) (O) = = 
dtr o 1 m- 1 

(em t =O) 

C~m-1+r)(O) C(m-1+r)(O) 
m- 1 

Segue que 
(r) (r+i-1) . 

Aij = Cj-l (O ), onde as matr~zes 

Cm_1 (t) são as m s ol uçõe s matriciai s de 

Y(m)(t) (m-1) , - A1 Y ( t) + ... + Am- lY (t) + Am Y(t) 

que satisfazem as c~ndiçÕes inicais 

C~ k) (O) = Ojk I , j , k = O , 1, ... , m- 1 , 

~ 

con fo rme o apresentado na seçao II . 2 . 

Desta forma verificamo s q ue 

Como D0 = D1 = D2 = 

dadeiro o seguin te teorema . 

Teorema 

= Dm _ 2 = O , decorre 

N 

ver-

Suponhamos que c(z) = I cN- r zr (N = mn) seja 
r =O 

o polinÔmio caracteristico da matriz companhe ira A (conforme 

(8) 
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a seçio II . 2) . Entao , a soluçio din~mica D(t) possui as seguin-

tes expressoes : 

D ( t) = ( 9) . 

N [ tr _ Í (.1) dV+S- r tv] (lO) 
D(t) = I o r CN - S X v! r! O r=m- 1 S = v=N+r- s 

dr D(t) ~ 

e os coefic i entes dv sao tais que 
dtr 

t=O 

1 co 

= c(z) L 
v=N 

· p ara z suficient emente grande e que podem ser calculados p or (5) . 

III . 5 . 1 - CÔmput o dos Coeficientes Ck do PolinÔmio Car acteristi 

co da Mat r iz comp anheira pelo Al gori tmo de Faddev -

-F r ame 

·consideremos 

s N 
c(z) = n I 

i= l r=O 

o po l inÔmio caracteristico d a matriz companheira A, de g rau N, 

N = mn , e os po l inÔmios 

r 
\ 
f. 

s=O 

s 
cr-s z . 
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Pelo algoritmo de Faddev-Frame (I I I .3) , 

traç o de A h r_1 (A) 

r 

onde c 0 = 1 , h 0 = I e hN (A) =O . 

Como 

hr-1 ( A) = 

decor re que 

r-1 
I 

S=0 

s 
Cr- 1-S A 

r 

r-1 
A hr-1 (A) = L A

S+l _ 
cr-1 - s 

S=0 

Resulta e n tao q ue 

r c r = - t raço (A hr-1( A)) 

r 
Aj) r c r = - traço ( L Cr-j 

j=1 
r 

(A j) . r c r \' 
Cr- j traço L 

j =l 

r = 1, 2 , ... , N ; 

1 , 2 , .. . , N; 

r 
\' 
f . 

S=l 
Cr-s As . 

O t raço d a matriz Aj é i g ual a soma dos traços das 

sua s componente s ma t rici a is d i a gonais A ~ ~) . As sim, 
lJ 

- t raço 
r 

L 
j :::1 

m 
cr- j L 

i=1 

Utilizando a relação A(r) = c\ r+ i-1 )( 0) obt i da n a se-
l.J. J - 1 ' 

( j ) 
ção antep.ior , par a A.. temos 

11 



onde 

r c r = - traço 

(conforme -expressa o 

c~j+i-l)(o) 
l - 1 
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r m 
c~ j -ti-l) C o ) ( X Cr-j I ) ' r= 1, 2 , . . . , N, 

l - 1 j=1 Í -"1 

13 do capitulo II) 

O se i+ j < m 

i-1 
L D . 1 A J - +S m-s 

' S=0 

se i+j > m, 

para j = 1, 2, .. . , r e i = 1 , 2 , . .. , m. 

Exemplo 

- .. 
Consideremos a e quaçao matricial Y ~ A1 Y + A2 Y. Ne s 

te caso temos que 

r 2 
c ~i-lj-l)C o) r c r - traço ( L 'i cr- j ) ' r = 1 , 2 , . .. , 2n 

j=1 i=l l-1 

r 
r C r = - traço ( I cr-j (C(j)(O) + ci j+1)(o) 

) ' j=l o 

onde 

l 
.... O s e j : 1 

= Dj _1 A2 se j > 1 

para j 1 , 2 , .. . , r. 

Logo, 

r r 
t (L\" \' ( )) = - r aç o c r - j D j-l A2 1 '· c r-j l) j-l A 2 + o . A1 j =l j ~ l J 
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r 
r Cr =- trRÇO I Cr- j ( 2 Dj-1 A2 + Dj A1 ) ) , 

j =l 

pois D0 = O. Portanto, 

= - traço 
r 

( ~ 
l 

j =l 

pois Dj+l = Dj_1 A2 + Dj A1 (conforme a r elação de recorr ência 11 

da s eção II . 2 ) . 



IV-OUTROS MtTODOS 

IV.l -Introdu ção 

Existem muitas maneiras de computar funções matrici 

ai s . Moler e Va n Loa n em l12] analisam e classificam de zenove 

mé t odos para c omputar a exponencial matricial . 

Neste capitulo, ap resentamos sucintamente três mé to­

dos p a ra computar funções matriciais . 

Na s eção IV.2 encontramos um mé todo de aproximaçao ,n9 

s entido de que aproximamos a função ma tricial desejada f(A) pe -

' l a função ma tric i a l g (A), s e g (z) aproximar ~(z) sob r e o espe~ 

tro da matriz A. Est e é o mé t odo d os aproximantes d e Padé . Em 

IV . 2 . 2 e s t ão a l gumas referê ncias sobre o caso part i cular da ex 

p onen c i al ma tricial . 

Outra class e de métodos é ba se a da e m decompo s ição ma­

trici a l . Na se ç ão IV . 3 comentamo s os m&todos de diagonalizaç ão 

e triangularização . 

IV . 2 - Aproximantes de Padé 

Este método para computar funçÕes matriciai s é bas e a­

do na idéia que se g(z) aproxima f(z) sobre o espectro da ma­

triz A, então g(A) aproxima f(A) . Com e ste objetivo faremos um 

breve es tudo dos aproxima n tes de Padé . 



Conside remos uma função f(z) c om expansão e m série de 

Taylor 

f( z) 2 
i=O 

i 
C . Z 

l 

Aproxi mantes de Padé para a função f(z) são ap r oximaçoes racio-

nais da forma 

( 1 ) 

onde Rl(z) e Qm(z) são polinÔmios com g r aus menores ou iguais a 

l e m, respectivament e, p rimos entre si . Além disso , Om(0) =1 . 

Os coeficientes de R1 (z) e Om(z) são determinados p e -
~ 

la equ aç a o 

de maneira que os l +m+1 pri me i ros termo s na e xpansão em s érie 

de Taylor de P1m(z) igualam os l+m+1 primeiros te rmo s na expan­

s ão de f( z) . 

' Escrevendo R1 (z) ~ a 0 + a 1 z + .... + a 1zl e Qm(z ) = 

1 + b1 z + • .. • + bmzm ve rifi ca-se que P1m(z) é um aproximante 

de Padé se 

co = ao 

c 1 + cobl = a1 

c2 + clbl + cob2 :::: a2 
( 2 ) 

•. 



J(j 

cl + cl - lbl + .... + clbl - 1 + Cobl = al 

cl+ l + clbl + · · · · · · · · · · · + cl-m+lbm = O 

O se i > m e ci -= O se i < O. 

Ou sej a , os coeficientes b 1 , b 2 , . .. ... , bm podem ser 

calculados resolvendo o sis tema 

Cb d ( 3) 

onde 

cl-m+2 · · · · ··· c 1-1 

c = cl - m+3 · · · · · · · Cl 

· · · · · · · cl+rn- 2 

b = e 

ou resolvendo o si stema 

Tb d 

onde 

cl-1 · · · · · · · cl-m+2 

T = · · · · · · · cl-m+3 



3'1 

e 

~ 

e os coeficientes a 0 , a 1 , ... . . , a 1 sao dados por 

j 

I 
i=O 

c .. b. 
J-1. 1. 

e bi =O pa ra i>m . 

Os métodos d e Hankel e Toeplitz são métodos rápidos 

de inversão· das matrizes C e T, respectivamente, e uma descri 

ção destes métodos pode ser encontrada em [7] 

Denotaremos po r (1/m) o aproximante de Padé P1 m(z) . 

Os aproxi mantes de Pad6 são di~postos e 1n um a rranjo 

chamado tabela de Padé , da seguinte maneira : 

(0/0) (0/1) (0/2) 

(1/0) (1/1) (1/2) 

(2/0) (2/1) (2/2) 

' A primeira coluna da tabela e a coluna das somas par-

ciais da série de Taylor de f(z) , e a seqüência (0/0) , (1/1) , 

(2/2) , .... é chamada seqüência di agonal . Um estudo da tabela 

Padé é fei to por Baker [1] 

Uma observação a ser feita é que nem sempre 

os aproximantes de Padé . Por exemplo, tomemos 

existem 

z2 - z + 1 
f(z) = 

1 - z = 1 + z2 + z 3 + •••••. para I z I < 1 . 

L 

I 

""" 

L 

L 
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Então 

(1/1) 

não existe para esta função pois a equação (1) não é satisfeita 

Uma condição suficiente para n existênc j_a de um a pr2_ 

ximante de Padé P1 m(z) é 

c( l/m) = det f. o 

devidoà(3). 

Teorema 1 

Se existe o (1/m) ap rox imante de Padé, e ntão é uni co 

[ 1 ] . 

Dizemos que uma seqüência de aproximantes de Padé · é 

normal se todos os elementos da seqüência existem e são diferen 

tes. 

Um texto básico sobre aproximantes de Padé é [1 ] 

IV . 2.1 - Relação entre aproximant es de Padé e f raçÕes continuas 

a função 

Aproximantes d e Padé são aproximaçoes racionais para 

f( z) = I 
i =O 

a z i 
i 

l 
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uma outra maneira de aproximar f(z) ~ ut r av&s de fraç~es conti-

nuas . 

uma f raçio continua ~ uma seqti~nc i a i nfinita de fra-

-çoes cujo N+l termo é da forma 

FN(z) = 
AN(z) 

= co 

BN(z) l+C1Z 

1+c
2

z. (4) 

1+ . 

Os coefic i entes cn são determinados expan din do a f r a ­

'ção contínua FN(z) em série de Taylor e comparando os coeficien 

tes desta série com aqueles da série de f(z). 

As r e lações de recorrência a seguir, permitem desen­

vo l ver fó rmulas exp l ícitas para o numerador AN(z) e para o deno 

minador BN(z) . 

Para N = 1 , 2, . ... , AN e BN satisfazem {14] 

( 5 ) 

BN(z) + c zBN 1 (z) N+J -

O r esu ltado a seguir re l a ciona aproxima ntes de Padé e 

frações contínuas 

Teorema 2 

Se a seqüência de aproximantes de Padé (0/0) , (0/1) , 
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(1/1), (1/2), ( 2 / 2 ), (2/3), .... for no rmal e ntão sou (N-t1) ter­

mo tem a representação em fração con t i nua FN(z) (4 ) onde o s coe 

ficientes cn (n = O, 1, .. . ) são os mesmos para cada te rmo da s e 

qüência [ 14 ] . 

Este r e sul tado segue das segui ntes observaçoes [ 14 ] 

1 - Se N = 2M for par então FN(z) é o quoc i ent e de 

dois polin6mios de g rau M, enqua nto que s e N = 2M+l é impar en 

tão FN(z) é o quociente de um po lin5mio de g rau M po r um polinª 

mio de grau M+ 1 . 

2 - Se FN( z) f or e xpandida em séri e de Taylor , e ntão 

o coeficiente de z P depende some n te de c 0 , c 1 , .. . , cp . Resulta 

que os N+1 primeiros termos na expan são em série de Taylor de 

FN(z ) igualam os N+1 primeiros t e rmos na expans ã o de f (z) e que 

cp depende somente de a 0 , a 1 , ... , ap e não depende de N. 

Em [14] é apresenta do um eficien te p r ocedimento para 

calcular os coeficie ntes da f r ação cont í nua (4) bem como um es­

tudo da convergência dos aproxima ntcs de Padé . 

Vários métodos para calcula r aproxime ntes de Padé são 

analisados e apresentados em [7) . 

IV . 2 . 2 - Aproximantes de Padé p a r a a exponencial matri c ial 

Para a função exponenci a l e xp ( z ) , o (p/q ) ap r oximant e 

de Pa dé pode s e r e s crito c omo [ 9] 

. I 

-.. 
. . : ~ . 

I 
*""'·' 
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onde 

p 
(p +q-j ) !p ! :t: j 

Npq ( z ) = I 
1.. 

(p +q)! j !(p-j) ! j =O 

q (p+q- j) !q! ( - z)j 
Dpq( z ) = L 

j=O ( p+q) ! j ! ( q- j) ! 

e o (p/q) a p r oxima nte de Pad~ para a e xponencial 

exp(A ) ~ de f i nido por 

matricial 

A n;o sin gul a r i dade de Dpq(A ) ~ asse~urada se p e q 

sio suficientemente g r a n des o u se os autovalores da matriz A 

s~o ne gativo s l l2 J . Er r os dev ido a cance l runento e o possí ve l 

ma l condicionamento com respe i to à inversão de D (A' são p ro -pq J 

blema s e ncontra dos neste mé todo . 

Ap r esentaremos a seguir algumas r eferênc ias que tra ­

tam da a p roximaç io da e xponencial mat r ic i a l por a p roxima n te s de 

Pad~ e um bre v e r e s umo dos seu s cont e~dos . 

Est~ e sta bele cido que a ex pone ncial de uma matr i z p~ 

de s er aproximada p o r v~rias seqüê ncias de aproximante s de Pad~ . 

Va r g a (1 96 1 ) p r ovou que ap r oximantes de Pad~ para a f unçio exp~ 

nencial e xp(z) f o rne c em aprox i maçoes convergentes par a e xp (A ) 

quando A~ hermi t i ana e fez uma análise do erro ocorri do . Fai r 

& Luke ( 1970 ) p r ovara m que aproximações matriciai s corresp onde~ 

te s a o s ap r oxima nt es de Pad~ (n/n) e (n- 1/n) sio c onve r g ent es 

par a ma t r ize s qua isq uer e desenvo l ve r a m uma es t imat i va para o 

erro come tido nestas a proximaçoes . 

wragg & Da vies [32 ] estabe l eceram que ' var i a s s e -

qtiências de aproxima n te s de Pad~ para exp(z) dio aproxi maç Ões 

-~MiifiAUB4WíilliiUJiiíiii~ ... 
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satisfatÓrias para e xp(A) . 

Em [34] , Wragg e Davies (1975) consideram problemas 

envolvidos no uso de (n/n) aproximantes de Padé para computar 

numericamente exponenciais matriciais . Programas computacionais 

incorporando as idéias apresentadas neste artigo foram escri tos , 

e detalhes destes p rogramas, juntamente com a demostraçio de su 

as efici~ncias, s~o fo rnecidos por Wragg & Davies [33] . 

Urna majoraç~o para o erro teÓrico ocorrido na aproxi­

maç~o da expone ncial matricial por um (n/n) aprox irnante de Padé 

é encontrada também em [19.] . 

Van Loan [29] analisa os efeitos da não-normal idade 

de uma mat riz sobre os aproximantes de Padé para a exponencial 

matricial. Explorando a propriedade da exponencial , eA= ( e A/m)m , 

'apresenta uma nova familia de aproximações para exp(A),a saber, 

F(A , p , q , j) = (Rpq(A/2j))2j . Informaçõe s sobre estas aproxima­

são encont r adas t ambém em ( 6 ] e [12~1 

IV . 3 - Decomposição matricial 

' Os métodos de decomposição matricial são baseados nas 

transformações de similaridade da forma A = PBp-1 . Neste caso 

(ver seç~o I . 3) , f(A) = Pf(B)p- 1 , A utilização da forma canÔni-
' 

ca de Jordan, A = pJp- 1, não é conveniente do ponto de vista 

computacional (a menos que a matriz A seja diagonalizável com 

uma matriz de autovetores bem condicionada ), pois um erro de 

a rredondamento pode t ransformar autovalores m~ltiplos em autova 

lore s di~tintos, ou vice-versa, alterando completamente a estr~ 

tura de J e P . Uma discussão das dificuldades para computar a 
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forma can8nica de Jordan ~ feita por Golub & Wilki nson [ 5 J e 

Kagst rom & Ruhe l)o·l . 

IV . 3 . 1 - Di agonal izaç ão 

Se a matri z A for diagonalizãvel com autoval o res ~1 , 

.... , !Ln então pode mos tomar como P a matriz cujas colunas são 

os autove tore s de A. Decorre que AP ~ PD , onde D= diag(~ 1 · . . , ~n) 

e f(A )=Pf (D)P-1 . 

Na p r~t ic a, d ifi c ulda de s ocorrem quando A 
, 
e 11 quase 11 

n~o-diagonaliz~vel, is t o ~. qua ndo pequenas modificaç~es a tor­

nam n~o-diagonali z~ve l. Neste caso , cond (P) =11 P 11 11 p-111 é g rande 

e quaisquer erros cometidos ( po r e xe mpl o , no c ômputo dos autova 

lares) p odem ser mul t ip l ica dos no r esultado Eina l po r cond(P) 

[1 2 J . 
Uma melhori a na eficiênc i a (quantidade de temp o de 

c omputação) e c onfi a b il i dade deste método pode s e r o b t ida qua n ­

do os autovetores são c ompu t a dos pelo algoritmo QR [3Ij . 

A i déia é ut i li z ar subroti na s ORTIIES e HQR2 [2 6 ] para 

achar mattizes Q ortogonal (Q- l =Qt) , o d iagonal , e R quase -tri-

a ngul a r ( no c a s o de todos os autoval o re s serem r eai s R é tri a n-

gular superior ) tais que 

AQR = QRD 

Observemos que e stas subrotinas compu tam a ma triz dos 

autove to res P atrav~ s da sua decomposição P = QR . 

Para computar p-1 r esolve-se o sistema RY Qt . 
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Então p -1 = Y e f(A) = Pf(D)P-1 . 

A maior vantagem desta modifi cação é que to rna-se po~ 

sive l dar uma estimativa p ara cond (P) . 

Para maio res de tal hes consultar !)2] . 

I V . 3 . 2 - Triangularização 

Uma outra transformação de similari dade é a de compos! 

ção de Schur de uma mat r i z . 

Qualquer matriz A pode ser fatorada em A = PTP* onde 

P é uma matriz unitária (p - l =P *=t ranspo s t a conjugada de P) e T 

é uma matri z tri angular superior . Se a mat ri z A for real, então 

P pode ser tomada real (p-l =pt) e T ~ r eal e bloco-tri a ngular 

superior . 

A decomposição de Schur pode ser computada pelas sub­

rotina s ORTHES e uma versão HQR2 ~ 6] . Necessita-se e ntão de al 

goritmos para computar f(T) onde T é uma mat ri z triangular sup~ 

rior o u quase - triangular superior . Este é o objetivo de Par lett 

~6] . Parlett mostra como computar recursivamente a parte trian 

gular estritamente s uperior da mat ri z f(T ) a partir das duas 

propriedades seguintes : 

1 - Se T é bloco triangular superi o r então f(T) tam 

bém é e possui a mesma est rutura de blocos . 

2 - f(T)T = Tf( T). 

Este método para computar f unçÕes matriciais , bem co­

mo as dificuldades que apresenta , é encontrado também em [ 6 J 

[1 1] , [12] _.e (15] . Tais dificuldades s urg em quando a matri z A 

possui autovalores múltiplos o u quase confluentes, se ndo prude~ 

te então usar uma versão modificada do algoritmo . 



V - PROGRAMA PARA COf.1PU'rAI1 A EXPUNE:NClAL fVJATHlCIAL VIA FÓRMULA 

DE RUNCKE L & PITTELKOW 

V . 1 -Int r odução 

Segundo Runckel & Pit t e lkow, a exp onenc i al matricial 

é dada por (seção III . 4) 

exp(A) = 1 
v = r 

Neste programa, através do truncamento da série na ex 

pressão acima , aproximamos a exponencial matricial por 

n-1 
exp(A) ~ I hr(A) 

r=O 

k2 
I dv+n- r 

v =r v! 

Utilizamos para este fim o microc omputador Nexus 1 600, c ompat! 

vel com o IBM PC . Os dados de entra da são a matriz A, a o rdem n 

da matriz e o nóme ro de termo s k 2 na sé rie truncada . Definimos 

v = r v! 
p a r a r =O, . . . . ,n-1 

n-1 
S = S (A) = L hr( A)S1 ( r) 

d(v) 

d( v) = 

r =O 

v! 

d(v)(anterior) 

v+r 
pa ra s 1 (r) , r=l , . . . ,n-1 

v =r, .. . , k 2 . 

e 
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Devemos observar que a d ime n são do vetor D no progra­

ma deve ser no minimo i gual ao n~mero de termos k 2 . Portanto 

se fixarmos a d imensão de D, 1<2 não poderá ultrapas s ar esta di­

mensão. Se definirmos a dimensão de D em funç ã o do n~mero de 

termos k 2 então a cada nova aproximação necessitaremos reiniciar 

o programa . 

AlteraçÕes que aperfe i çoariam o programa s eriam a in-

trodução de um critério de parada e o a rmazenamento de dados 

que dispensaria m o c álculo de todas a s somasSe s
1

( r ) a cada 

-nova ap r oximaçao . 

A li stagem do programa é encontrada no apêndice . 

' V. 2 -Fluxog rama 

f Calcular hr~A)=I l(r ) 
l__para r =O ate n -1 ---r-. ---

Calcular d( v) = dv+~---e---
v! 

s 1 ( o) = 
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I 
I r:l I 
T 

SIM 

·~ NAO 

/Imprimir exp(A) =~i' 

V. 3 - Matrizes circulantes 

Para testar o programa desenvolvido utilizamos algu­

mas matrizes com e xponencial matricial conhecida , e em especial 

matrizes circulantes por aprese ntarem a propriedade de serem di 

agonalizadas por uma mesma matriz . Apresentamos a seguir um re-

s umo da teoria de matrizes circulantes. 
, 

Uma matriz circulante de ordem n, ou circulant e, e u-

ma matriz da forma 
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c = Cn cl 

Observemos que um circulante é determinado pela pri -

mei r a linha e que cada linha é obtida da anteri or por uma t rans 

laç ão ã d ireita . To d a mat r iz c irculante é diagonal i zãvel satis ­

fazendo 

c om 

C = F*P(D) F 

n - 1 
P(z) = I 

k=O 
um polinômio que depende de c1 , c 2 ,. 

••• ' Cn 

D = d i ag( l,w, . .. ,wn-l) uma matriz diagonal ondt 

w =- exp(2lli/n) 

F a matriz de Fourier definida por 

F= ( ak . ) = ~ (w ( k -1 ) ( j - 1 ) ) 
J In 

F* a tra nsposta conjugada de F . 

Explicitamente, F* é dada por 

1 1 1 1 

1 w w2 wn-1 

F*= 1 
- w2 w4 w< n- 1)2 rn 1 

1 w<n-1)2 . . . w(n-1)(n-1) 

Como a seqU@ncia wk , k=O , l , . . . ~ peribdica , temos 



F*= 1 
-In 

l 

1 

1 

1 

1 

w 

w2 

n -1 w 

1 1 
') n - 1 w'- w 
4 n - 2 

w w 

n - 2 w ••• w 

Da decomposi ção C=f*P(D)F , observa mos que os autoval o 

res do circulante C são dados por 

~i P( wi-1) , i =1, 2 , ... , n . 

A import~ncia da decomposiç~o C=F*P (D)F reside no f a ­

to de P( D) ser uma matriz diagonal (ver seção 1 . 3) e F uma ma -

. triz unitária cuja inversa é simplesme nte sua trans posta conju-

gada. 

Matrizes ci rculan tes são discutidas em l 13j e l20 ] 

V. 4 - Matrizes usadas para te s tar o programa logi camente 

1-

A 

2-
A 

' 1 o o o 
o 1 o o 
o o 1 o 
o o o 1 

[ 

- 49 

-64 

exp (A) -

e O O O 

o e o O 

O O e O 

O O O e 
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A = [ 
1 3 

J [ 
- 1 

-~ 7J [ 
1 3 

2 4 o 2 I) 

portanto , 

[ 1 3 

J 
- e-1 

o 1 e x p(A ) = c - 1?-2 4 o 

--~ r-0 . 73 57 59 exp (A ) -
-1 . 471 518 

0 . 5S H l19 J-
1 . 103638 

Circ u l antes 2x 2 

A = [: : ] 
w = - 1 A - F*P(D)F 

- 1 

J 

[ 1 

2 

o nde 

D 
a+b = 

3 

4 

o [ ~ ~1] P(D ) =al+bD = [ 
o a -b ] 

p o rtanto , exp(A) = f ·*e xp (P(D) )F 

[ ea+b exp(A) 1 = -
2 

a+b e 

3-
A = r 1 -3 1 

I - 3 1 - -

4 ~ 

A = r_ 
2 

I - 1 

+ e a - b c a+ b e 

ea-b a +b + - e e 

exp ( A) ~ í 27 . 366 74 

- 2 7 . 23141 

a - b 

a - b 

e xp(A) 11 . 401 91 

- 8 . 68363 

r 

1 

G 
f * = -

12." 

-27 . 2314r] 

2 7 . 36674 

- 8 . 68 363 J 
11 . 40191 

1] 
-1 



5- A = r o -8 -

1 - 8 o - --

Circulan t e s 3x3 

w = 1 + i I "J" 
2 2 

51 

e xp(A) -
1 490 . 1\'/~ 16 

-1490 . 47883 

- 1490 . 1\?883 J 
1490 . 1\79 16 

Se A é uma mat riz c i r c ulante 3x3 então A = F*P (D)F onde 

1 

F* w 

e P(D) é um p ol i nômi o que depe nde d e A (ver seção anteri or) . 

Segue q~e (conforme s eç ã o 1 .4 ) exp(A) - F •exp(P(D)) F . 

6-

P(D) = I + 2D + 30 2 

134 . 5 72 6 

exp(A) ::- 134 . S262 

134 . 3299 

o 

o 

134 . 3299 

1 ~li\ • :; 7 2 () 

134 . 5262 

com z = 

134 . 5262l 
I 311 . 329~J 

134 . 5 726 

3 

2 
i 13 

2 
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A = [ : : : J 
3 5 1 

P(D) = I + 30 + SD2 

[ 

2701 . 0 226 

exp ( A) ~ 2701 . 0 59 

2701.0022 

Circulantes 4x4 

w = i 

== [: 
o 

~ ] z 

o z 

2 701 . 0022 

2 701 . 0 226 

2 701 . 059 

com z ...; - 3 

2 70 1 . 059 ] 

2701 . 0022 

2701 . 0226 

- i/"::r-

Se A é uma matriz circu lante ~x4 então A = F*P(D ) F onde 

1 o o o 1 1 l 1 

D 
o i o o 

F* 1 1 i -1 -i 
= -: -

o o - 1 o 2 1 -1 1 -1 

o . o o -i 1 -i -1 i 

e P (D) é um pol inômi o matricial que dep ende de A (ve r seção an­

terior) . Segue que (conformé seç ão 1 . 4) exp(A) = F*cxp(P(D))F . 
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9-

A = 

P (D ) = 

1 

4 

3 

2 

I 

exp(A) = 

1 

A ::: 
1 

1 

1 

+ 

2 

1 

4 

3 

2D 

3 

2 

1 

4 

+3D
2 

4 

3 

2 

1 

53 

.. 4D3 
= 

10 o o o 
o z ü o 

Z=-·2 -2i c om 
o o - 2 o 
o o o z 

5506 . 6221 5506 . 5 211 5506 . 6784 5506 . 6441 

5506 . 644 1 5506. 6221 5506 . 52 11 550 6 . 6784 

5506 . 6784 5 506 . 6441 5506 . 62 2 1 5506 . 5211 

5506 . 5211 5506 . 6784 5506. 64 4 1 5506 . 62 21 

1 ·1 1 

1 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

4 

P(D) 2 3 
= I + D + D + D = o 

o 

o 

o 
o 
o 

o 

o 

o 
o 

o 

o 
o 
o 

o 

e xp(A) "' 

14 . 3995 13 . 3995 13 . 3995 13.3995 

13 . 3995 14 . 3995 1 3 . 3995 13.3995 

13 . 3995 13 . 3995 14.3995 13 . 3995 

13 . 3995 13 . 399 5 13 . 3995 14 . 3995 
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A == 

P ( D) = 

- 1 2 

1 -1 

- 3 1 

2 -3 

- I + 2D 

- 3 1 

2 - 3 

-1 2 

1 - 1 

- 3D2 + D3 

54 

-- 1 

o 
= 

o 

o 

exp(A) == 

2 . 088 359 3 . 20058 

-3 . 017096 2 . 088359 

-1. 90 3963 - 3 . 0 1 7096 

o o o -I 

z o o 
Z== 2 +i com 

o -7 o 

o o z 

-1 . 903963 -3 . 0 17096 

3 . 200 58 

2 .088359 

- 1 .903963 

3 . 20058 

3 . 20058 -1 . 903963 - 3. 0170096 2 . 08835 9 

Ci rcul an t es 6x6 

1 1"?3 w = - + i 
2 2 

Se A é uma matriz circulante 6x6 então A = f *P(D) F o nde F e P 

são determinadas como na seção V. J . Segue q ue exp(A)=F ~exp (P(D))F. 

11- 1 o -2 - 3 3 1 

1 1 o - 2 - 3 3 

3 1 1 o - 2 - 3 
A = 

- 3 3 1 1 o -2 

-2 - 3 j 1 1 o 

o - 2 -3 3 1 1 



A 
e :: 

o o o o o o 
o z o o o o 
o o k o o o 

P(D) I-202 -303+304+05 
o o o 4 o o 

= = 
o o o o k o 

o o o o o z 

onde z = 4 - 3 i /3 e k = - 3 I 2 i 13 

17 . 715406 9 . 255238 18 . 998944 -17 . 413553 -8 . 915276 - 18 . 64076 

-18 . 64076 17 . 715406 9 . 255238 18 . 998944 -17 . 413553 -8 . 915276 

- 8 . 915276 -18 . 64076 17 . 715406 9 . 255238 18 . 998944 - 17 . 413553 

-17 . 413553 - 8 . 915276 - 18 . 6407G 1'/ . '/15406 9 . 255238 18 . 998944 

18 . 998944 -1 7 . 413553 - 8 . 91 5276 -18 . 6407G 17 . 715406 9 . 255238 

9 . 255238 18 . 998944 - 1 7 . 41 3553 -8 . 915276 -1 8 . 6tl076 17.715406 

V. 5 -Conc lusão 

. Comparando os resultados obtidos util i zando o progra­

ma para as matrizes acima com aqueles calculados , verificamos 

que o programa está correto . 

Uma maneira de testar a eficiência deste programa se­

ria através da comparação corn programas elaborados a partir de 

outros métodos . 

O desconhecimento de matrizes com exponencial matri -

cial conhecida dificulta a análise dos méritos computacionais do 

programa . 
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I<E:~l PROGI~M1A PAI~A CA~.CULAR A EXPONENCIAL ~lATIHCIAL. 
HD1 USAHDO O .~LGOR IT110 DE rwr~CI<EL -P I T TELI(OlJ 
INPUT "unh~m da m<.ür· i ~·~"·N 
I I~ P U T "lll..llllC r u d ~ t t:' r 111 os f, ; IC! 
IF X$="8" OR X$="s" THEN GOTO 330 
D 111 A <l~+ ~. J IH t) r B U (IH í i I~+~. ) , CU< I~+ i r: N+ ~.)r 0H ( í 0()) r~;~. H ( N) 
DHi SH(N+. ,N+l J ,HH<N+ ,N+l,N+l) ,DH< 100J ,IOHN+ l' 
FOR I~í TO H . 
PRIIH" t:: nt:l-<:\ 1 iltha";l:Il~PUT A<.»:l(í:.:.i;fü~"·LEIHs~$) 
FOR J=l TO N · . 
IF 11ID$<A~) l<i u~ "" AI~D KS.(:.::Ni TI-!EN rn.=l(i+í:CJOTO ~.OD 
IF Kl>Nl T~EN'X$~"0" : GO TO 160 
I<"" I< í : TI~ 11:.;: i 
X~~:..:f'HD$ < A~i ,.I< .1. r. l) 
IF X~liO" " r'ai·H/ I<Hc:.f-H · rH~~!~ !(í==l(i+~.;Tr~t1:::.1A!1+i ;.GOTO ~. ~)() 
X 'I;.:.: ~1I D <.li ( A~; , I( r t\1·';) 
(~ r r J \ ~= 1.,1(11 ( X tl'; \ 
1' ~ •<t "- •,~,! Oo o • • I 

/
.l , . .. \ ' .,.. 'f 
, . . . ; · .. l .J. 



;·~ n ou P i( 1 r~ T 
28 10 ~OR 1 ~ 1 TO N 
~~ H ~~CJ FO F~ ~.J~~ ~- TO !~ 
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? 8 ~: U P I~ I1 rr T (.\ B < t 4 ·ld-· ~- :;.) ) Hfl C U* ( I , ~J ) ·l\· H' ·+ ( l (; \ I ~. ~- I· O,', ~ 
:-?.0 4 0 N !~:><T ,.J 
:·u~!.'i O I~ EXT I 
::;: l:l ó U P I< I N T 
~> B? O F< [ TU I'~ !~ 
2 8 7 1 I~ E ~l 
:·~ D7 2 f~ E11 
;?U73 REI-~ 
4::'iDD f~Ei1 CALCULO IJE hrU.i):::.fHr) E.: OOS COEFIC:IC!-l'I U) DO P OL ii~0!1IO 
4501 REM CARACTERISTICO DA MATRIZ A UTILIZANDO O ALGORI TMO DE 
4502 HE11 I :'ADD!::'·..' - Ff~Al1E 
4~.'5.1.0 KHCCJ):'-'J. 
4 ~ ::.>rJ r~ LI~ 111<:\ll-i:·~ it!c-::llt:id<:\cJe t:: m H<O> 
4 ~:.:;::lO B ""i. 
4~40 FO~ I~S TO H 
4 :'i ~ .. /O F O i~ ,.J .:.- .l. T O N 
'l~~')(.; C) Ir:· J :.:: ,.J TH[ I~ I·IHCI, J ,D> ~" B 
/1:. i/fJ l'~ [>~ T .1· 
.; ~:i U U ! -~ E:>: T I 
llóllU FOR ~í-~: i TO ~l 
4tH) P E11 l ):o (I:-:H(IIl .... ~.) 
4 62 0 ~ OR I~ l TO N 
4 A~o r or J =1 To N 
'i t .-HJ B H < I 7 J ) :::: () 
46~i0 FO!~ i ( ~~ 1. TO I~ 
4 ó (:. U [I H ( I r ~J ) .'"·t3 H ( I 7 .J ) + (\ ( I , I( ) ~HW ( I< 7 J 

7 
11-- :.. ) 

467 () NEXT I< 
'~óül.l I·~L X T J 
'~/_,?U ~~l~XT I 
470 0 REM C(:\lcul a r tr~cu d~ B 
l.l,7lCl TH::"() 
'1720 FO!~ I:: j_ TO I~ 
4 /' :W T H::=TH + L g (I I ) 
47 4 0 l ·~l~::< T I 
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47 ~i 0 l<H<~l) ="- TH/~l 
4 7 7 O R U1 H ( m ) :.:. t\ :·d ·I ( 111- ~L ) +I< ( 111 ) :<I 
4 78 0 FOR I~ i T O N 
4 790 FOR J=1 TO N 
4800 IF J~-= I THD~ HUCI

7
.J 7 t1):.=DH <I 7 ..J)+I(H<f-'J> EL.S[ 1HHI ,.J,t1):::[JUCI , .J) 

481.0 NE:~:<T ~1 
4 n ~~O 1-H~: X T J: 
4830 NE XT ~I 
4 B30 r~ ETLHUi 
4ti!.'.51 Hl::.:t-1 
"ttl5 ;~~ r~ n1 
48~)~:l f~ G1 
499 i r~ El1 
4 <? 9 :~?. R E t-1 
499:-J RE: 11 
3000 rH::l·1 EX P O I~ EI~CH1L. !1ATr~ ICIAL í.IIA fHJI~CI(E.!_-.. p ITTELI(Ot,J 
5O i O H E ~1 tl<:\ ti os p e:\t-~ c\ s u i.1 r u t: i na .: m ::t l t· i :<~ A 7 n , k 2 
3021 FOR I = i TO N 
5022 FOR J~i TO N 
~5 () 2 ~l !3 H ( I y J ) ::;: o ~ c 1-t ( I T J ) ::~ o 
5O ~~ 4 N E:< T ,J 
~50;:!. ~1 N[XT I 
5026 IF X$ ~usu OR ~$=us" THEN GOT O 50~2 
::'.i (BCJ 1~[ 1'1 C.:é:\lcu la1·· la · (A):'-'H(I~) 
~5 o J ~L G o ~) lJ [l 4 ~:i ~. o 
~.-; 0:.1;;~ 1~1::: 1'1 c~ 1 cul<:u· Si(U) 
~.:;o:: ::: GOSUB ~j~_'i ~-O 
SCJJ4 REM c.:ulc.:ular U~HCO ) S i (O) 
:·su:l~~ COSUF.l ~'i70U 
::_-j U 4 U r:· O R I~ "-~ 1 T O N - J. 
5041 REM c a lcu l ~r Si<r> 
5 04;:~ GO!:>l.m :5UOO 
s ~- .c1 n r~ c~~ !:; =-" ~->+H < 1 .. > ~.> ~L ·< ,,. > 
5 15 0 fOR I = l TO N 
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f:) H ( 1 r J ) ·'" s H ( I T J ) + s 1 H ( R ) n ~ I H ( I f J T ~~ ) 

l~EXT J 
NE:<T I 
HEXT f~ 
fn::/1 lll tl Vt:::l'" r"<:.'SIJ1 t<:\ dO Elll ~) pc\1"<.\ C 
FOH I -"" 1 TO N 
FOf~ J'"· ~. TO ~~ 
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l·~I~XT J 
NEXT 1 • 
~~ L11 Ir ct cw 11 {:\Ir (:\(.) p r u~ ,- C:Ullc\ (.}I" i g i 11 c\ l 
RETURN 
REM c a1cu1o dt::: Si<O> 
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<W ( O ) : D ~H O ) 
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