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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma solução analítica para equações de

transporte multigrupo de nêutrons unidimensional em reatores nucleares com fontes

pulsadas, como por exemplo, reatores ADS (Accelerate Driven Systems). Este tra-

balho foi desenvolvido em geometria cartesiana para casos de espalhamento isotrópico

e anisotrópico utilizando técnicas de transformações integrais e analisando o espaço

transformado via aproximações por frequências Bn em uma placa homogênea. A

solução final do problema consiste na decomposição do fluxo usando as soluções de

casos monoenergéticos como base, formando assim uma solução hierárquica para

casos multi-grupos através de soluções de ordem menores e de menos complexi-

dade. A formulação do problema de anisotropia consiste em aproximar o núcleo do

termo integral da equação do transporte via polinômios de Legendre. Foram obtidas

soluções via inversão numérica da transformada de Laplace no tempo para o caso

monoenergético e obtida uma solução analítica para o caso multigrupo dependente

da solução monoenergetica.
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ABSTRACT

In this work we present an analytical solution for transport equations

in one-dimensional neutron in nuclear reactors using pulsed sources, for example, in

ADS reactors (Accelerate or Driven Systems). This work was developed in cartesian

geometry for cases of isotropic and anisotropic scattering, using integral transforma-

tion techniques and analyzing the transformed space via approximated frequencies

by Bn in a homogeneous slab. The final solution of the proposed problem consists

in a flux decomposition using the solutions of the one-group case as basis, forming

this way a hierarchical solution for the multi-group cases through lower order so-

lutions and with less complexity. The problem formulation for anisotropy is made

by approximating the kernel of the integral term of the transport equation via Leg-

endre polynomials. Solutions were obtained via numerical inversion of the Laplace

transform in time in the one-group case and we obtained an analytical solution for

the multi-group case that depends on the one-group solution.
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1 INTRODUÇÃO

Reatores nucleares com fontes pulsadas são um caso comum no estudo

de reatores do tipo ADS ("Accelerator-Driven Systems") que é um novo tipo de

reator de potência, mesmo quando permanece em estado sub-crítico ao longo de sua

vida. Todos os reatores que operam, em todo o mundo, são reatores críticos, o que

significa que o número de nêutrons produzido por fissão é exatamente equilibrado

pelo número perdido por fugas e absorção por vários materiais no reator. Esse

equilíbrio é responsável pela manutenção da potência de um reator a qualquer nível

desejado. Reatores sub-críticos produzem menos nêutrons por fissão do que os que

são perdidos pela absorção e vazamento, e requerem um fornecimento externo de

nêutrons para manter uma potência constante. Esta fonte de nêutrons externo vem

do interação de um feixe de prótons de alta energia (102 Mev) com um núcleo de

átomo pesado. O nível de potência em um reator do tipo ADS é maior para fortes

fontes externas e para reatores próximos do estado crítico.

Esses reatores foram concebidos pelo físico ganhador do Nobel, Carlo

Rubbia (Relatório CERN / AT 95-53 [1]) e sua equipe do CERN, entre outros, para

geração de energia, mas chamou a atenção do mundo para um papel igualmente

importante, a queima de resíduos nucleares. É sabido que os reatores nucleares

geram rejeitos radioativos que mantém a sua rádio toxicidade por milhões de anos

e a eliminação desses resíduos tem sido uma grande fonte de preocupação pública.

Esse novo tipo de reator foi projetado para transmutar com segurança os dejetos

radioativos em elementos estáveis, ou naqueles cuja radioatividade é relativamente

curta, enquanto produz energia.

Em reatores do tipo ADS é possível aumentar queima, ou seja, extrair

mais energia a partir de uma dada massa de combustível. Este efeito é bastante

grande para o combustível a base de tório. Sendo um novo tipo de reator, os sis-
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temas ADS requerem o desenvolvimento de várias tecnologias relacionadas com os

aceleradores de alta potência, a remoção do intenso calor gerado pela interacção de

alta potência do feixe de prótons com o alvo, e materiais associados ao desenvolvi-

mento.

Simulações de computador desempenham um papel muito importante

na determinação do desempenho de reatores com fontes pulsadas. Os estudos são

orientados a desenvolverem códigos de simulações precisos para compilar os dados

nucleares necessários para este fim, realizando testes experimentais e numéricos so-

bre a adequação das mesmas e, finalmente, utilizando estas simulações para avaliar

o desempenho deste tipo de reator. A medição do grau de sub-criticalidade é um

experimento muito importante, monitorar estes parâmetros para reatores ADS será

uma requisito importante de segurança. Isto pode ser feito por meio dos pulsos do

acelerador ou por estudando pequenas flutuações na potência do reator, chamadas

de "ruídos". Uma nova teoria dos ruídos em reatores ADS está sendo desenvolvida

e vem ganhando aceitação internacional. O estudo da solução da equação do trans-

porte utilizando fontes pulsadas é um primeiro passo nesse sentido.

A apresentação matemática das equações governantes para problemas

relacionados a reatores nucleares com fontes pulsadas é abordada de maneira diver-

sificada, desde trabalhos mais báscicos e ilustrativos como, por exemplo, Nifenecker

et al [2] cujo trabalho ilustra conceitos básicos em reatores ADS, até trabalhos como

o de Dulla et al [3] que usa análise de espaço assintótico definido por frequências e

utilizando uma fonte externa com pulsos de neutrons.

A ideia inicial é solucionar esse tipo de problema representando a solução

analítica para casos multi-grupos de energia usando a representação da solução feita

por Dulla et al [3] para o problema monoenergético. Desta maneira, formaremos

uma solução hierárquica para essa tipo de problema, onde poderemos representar a

solução por uma ordem anterior, isto é, uma combinação de soluções da forma já

encontrada para o caso monoenergético. A formação dessa representação analítica
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hierárquica consiste em uma decomposição da suposta solução do fluxo de nêutrons

para o caso multi-grupo de energia expressando tal fluxo como soluções de ordem

anteriores até, de maneira que teremos uma recursão até a solução monoenergética.

1.1 Equação do Transporte: Abordagem Geral

A equação do transporte integro-diferencial fornece uma descrição quan-

titativa da distribuição espacial, direcional, energética e temporal de partículas

em meios materiais. Introduzida no fim do século XIX por Ludwig Boltzmann,

a equação do transporte foi inicialmente a teoria de cinética dos gases, alguns anos

mais tarde foi utilizada na Astrofisica em uma versão linear. No começo do século

XX surge a aproximação PN , para aproximar a dependência angular no núcleo do

termo integral, e um pouco mais tarde o método de ordenadas discretas, que con-

siste em aproximarmos o termo integral via quadratura para soluções de transporte

de nêutrons. O método de Case desenvolvido com mais rigor matemático nos anos

60 marcou os estudos de teoria de transporte por ser uma solução analítica, porém

em casos extremamente específicos. A dedução da equação do transporte integro-

diferencial pode ser feita a partir de um balanço de partículas realizados no espaço

de fase do problema. A interação de nêutrons pode ocorrer com os núcleos dos

elementos que compõe o meio material de várias maneiras, entre elas absorção, es-

palhamento e fissão. A quantificação destes processos utiliza o conceito de seção

de choque macroscópica que é a probabilidade de interação de nêutron por unidade

de comprimento na sua trajetória e o inverso da seção de choque macroscópica é

o chamado livre caminho médio (mfp). As seções de choque macroscópicas são

representadas por σ e dependem da energia, sendo que para casos de meio heterogê-

neos também dependem da posição. Logo, temos σa(r, E) como sendo a seção de

choque macroscópica de absorção e σs(r, E) a seção de choque macroscópica de es-

palhamento para nêutrons com energia E e posição r. Estas seções de choque são

decompostas como
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σa(r, E) = σγ(r, E) + σf (r, E)

σs(r, E) = σn(r, E) + σn′(r, E)

onde

σγ = Seção de choque de captura radioativa

σf = Seção de choque de fissão

σn = Seção de choque de espalhamento elástico

σn′ = Seção de choque de espalhamento inelástico

e definimos a seção de choque total como

σ(r, E) = σa(r, E) + σs(r, E) (1.1)

Definiremos também a seção de choque diferencial, que fornece a dis-

tribuição em energia e direção dos nêutrons emitidos, por

σx(r,Ω
′ → Ω, E ′ → E) = σx(r, E

′)fx(r,Ω
′ → Ω, E ′ → E) (1.2)

onde fx(r,Ω′ → Ω, E ′ → E)dΩdE é a probabilidade de que um nêutron

com direção Ω′ e energia E ′ ao sofrer uma reação com um núcleo, cause a emissão

de um ou mais nêutrons no intervalo de energias dE em torno de E. Assim,

∫
E

∫
Ω

fx(r,Ω
′ → Ω, E ′ → E)dΩdE = 1 (1.3)
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A dedução da equação do transporte de nêutrons pode ser efetuada a

partir de um balanço neutrônico no espaço de fase. Começamos definindo

N(r,Ω, E, t)dV dΩdE (1.4)

como sendo o número de nêutrons presentes no instante t em um volume

dV na posição r dentro de todas direções dΩ em torno de Ω e que possuem energias

no intevalo elementar dE em torno de E. Assim

 Taxa de Variação

de Nêutrons em dV

 =

 Taxa de Produção

de Nêutrons em dV

−
 Taxa de Perda

de Nêutrons em dV


(1.5)

A taxa de Produção é representada por

[∫
E′

∫
Ω′
σ(r, E ′)f(r,Ω′ → Ω, E ′ → E)v′N(r,Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′ + S(r,Ω, E, t)

]
dV dΩdE

(1.6)

A taxa de perda representada por

[σ(r, E)vN(r,Ω, E, t) + vΩ · ∇N(r,Ω, E, t)] dV dΩdE (1.7)

e a taxa de variação por

[
∂

∂t
N(r,Ω, E, t)

]
dV dΩdE (1.8)

e considerando que ϕ(r,Ω, E, t) = vN(r,Ω, E, t) é o fluxo angular de

nêutrons, resultando no balanço neutrônico
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1

v

∂

∂t
ϕ(r,Ω, E, t) + Ω · ∇ϕ(r,Ω, E, t) + σ(r, E)ϕ(r,Ω, E, t) =∫

E′

∫
Ω′
σ(r, E ′)f(r,Ω′ → Ω, E ′ → E)ϕ(r,Ω′, E ′, t)dΩ′dE ′ + S(r,Ω, E, t) (1.9)

esta é a equação integro-diferencial de transporte de nêutrons linear na

sua forma mais geral.

A aproximação multi-grupo de teoria de transporte é comumente em-

pregada discretizando os grupos de energia e tornando a equação anterior em um

sistema de G equações da forma

1

vg

∂

∂t
ϕg(r, E, t) + Ω · ∇ϕg(r,Ω, t) + σg(r)ϕg(r,Ω, t) =

G∑
g′=1

∫
Ω′
σg′(r)cgg′(r,Ω

′ → Ω, t)ϕg′(r,Ω
′, t)dΩ′dE ′ + Sg(r,Ω, t) (1.10)

com g ∈ ΛG = {1, 2, ..., G}

onde

ϕg(r,Ω) =

∫ Eg−1

Eg

ϕ(r,Ω, E)dE, (1.11)

σg(r) =

∫ Eg−1

Eg
σ(r, E)ϕ(r,Ω, E)dE∫ Eg−1

Eg
ϕ(r,Ω, E)dE

, (1.12)

cgg′(r,Ω
′ → Ω) =

∫ Eg−1

Eg
σ(r, E ′)ϕ(r,Ω′, E ′)

∫ Eg−1

Eg
f(r,Ω′ → Ω)dEdE ′∫ Eg−1

Eg
σ(r, E ′)ϕ(r,Ω′, E ′)dE ′

(1.13)

e também
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Sg(r,Ω) =

∫ Eg−1

Eg

S(r,Ω, E)dE (1.14)

nesta representação mais geral de teoria multi-grupo, é importante

salientar que os valores de σg(r) e cgg′(r,Ω′ → Ω) dependem inicialmente da posição

e são definidos em função do fluxo angular ϕ(r,Ω, E) que é uma quantidade não

conhecida. Estes valores supracitados são necessários para resolver a equação (1.10)

com g ∈ ΛG = {1, 2, ..., G}. Em geral, são usadas diversas aproximações para este

fluxo angular, uma delas, por exemplo, é obter o fluxo angular a partir do método

BN .

1.2 Representação Geral do Problema

No passado, várias abordagens foram propostas para obtenção de soluções

precisas para problemas de transporte de nêutrons dependente do tempo, por ex-

emplo, Ganapol [4]. Uma das mais entusiasticas é a teoria asintótica que é adotada

em Weinberg e Wigner [5]. Esta abordagem para a equação de transporte produz

soluções exatas para o problema considerado e fornece informações úteis sobre os

fenômenos de transporte. O modelo é deduzido ao estudarmos a equação do trans-

porte em um domínio de frequência, após uma Transformação de Fourier no espaço.

A superposição espacial de ondas, no valor de uma série envolvendo as autofunções

de Helmholtz nos limites de fuga do sistema físico, constitui um conjunto completo,

que pode ser usado para a representação da solução do problema de transporte

dependente do tempo.

A apresentação seguinte não considera a contribuição de nêutrons atrasa-

dos. Quando se analisa a curto prazo transientes em experimentos pulsados, pode-

mos considerar o papel das emissões de nêutrons atrasados irrelevante. Nesta seção

faremos uma apresentação geral do problema de transporte de nêutrons em reatores
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com fontes pulsadas, apresentando o contexto matemático do fenômeno físico em

questão.

Inicialmente, considerando um espaço de Banach X como o conjunto

de todas funções ϕ = ϕ(x, µ, t) integraveis sobre o retângulo |x| ≤ h/2, cos (θ) =

|µ| ≤ 1, com 0 < vm ≤ v ≤ vM <∞ e com norma em L1(X) dada por

‖ ϕ ‖=
∫ vM

vm

∫ 1

−1

∫ h/2

−h/2
|ϕ|dµdvdx (1.15)

Pela derivação de equação de trasporte multigrupo homogênea, temos

como definição que, sua forma mais geral é dada por

∂

∂t
ϕ = (T −B + JH)ϕ (1.16)

para t > 0, ϕ ∈ D(T ) ⊂ X com condição inicial

lim
t→0+

‖ ϕ(t)− ϕ0 ‖= 0, ϕ0 ∈ D(T ) (1.17)

com operadores T,B,H e J definidos por

Tf = −µv ∂
∂x
f (1.18)

Bf = vσ(v)f (1.19)

Jf =
1

2

∫ 1

−1

f(x, µ′, v)dµ′ (1.20)

Hf =

∫ vM

vm

H(v, v′)f(x, µ, v′)dv′ (1.21)

Aqui H(v, v′) é o núcleo de espalhamento, σ(v) é a seção de choque

total. Por definição D(T ) é o conjunto de todas f ∈ X tais que:
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Tf ∈ X

f(−h/2, µ, v) = 0 se µ ∈ (0, 1]

f(h/2, µ, v) = 0 se µ ∈ [−1, 0)

com D(T ) denso em X. Esta equação tem aproximação validada, como

mostra Belleni-Morante et al [6], e verificada para o caso a ser resolvido como

mostrado no Apêndice, considerando um caso com fonte Sg para o grupo g, será

dada por

∂

∂t
ϕg+vgµ

∂

∂x
ϕg+vgσgϕg =

1

2
vgσg

G∑
g=1

∫ 1

−1

cgg′(x, µ
′)ϕg(x, µ

′, t)dµ′+
1

2
Sg(x, t) (1.22)

Aqui, temos ϕg como sendo o fluxo de nêutrons no grupo de energia

g, vg a velocidade do nêutron para o grupo de energia g, µ representa a variável

direcional, dada por µ = cos θ e portanto |µ| ≤ 1 e cgg′ o nucleo de espalhamento

do grupo g para o g′. Usaremos a notação cgg′ ao invés de H(v, v′) tendo em vista

a discretização das velocidades. Para este caso, temos as condições de contorno

ϕg(h/2, µ, t) = 0 para µ > 0

ϕg(−h/2, µ, t) = 0 para µ < 0

e condição inicial

ϕg(x, µ, 0) = ϕ0
g(x, µ)

Podemos também representar o problema matricialmente para a equação

do transporte multi-grupo:
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∂

∂t
Φ = (T + B + J)Φ +

1

2
S (1.23)

onde

Tf = −µV ∂

∂x
f

Bf = −V Σ(x, t)f

Jf =
1

2
V

∫ 1

−1

C(x, µ′)fdµ′

(1.24)

e onde Φ = [ϕ1, ..., ϕG]T , S = [S1, ..., SG]T . Neste caso, temos V e

Σ(x, t) como sendo matrizes diagonais com elementos vg e σg(x, t), respectivamente.

C(x, µ) é uma matriz quadrada da mesma ordem do numero de grupos de energia

com elementos cgg′(x, t). Assumimos σg(x, t) e cgg′(x, t) funções continuas e não-

negativas. De maneira que, podemos escrever de forma mais geral as condições de

contorno e inicial, como sendo

Φ(±h/2, µ, t) = 0, para µ Q 0

Φ(x, µ, 0) = Φ0(xµ), para (xµ) ∈ [−h/2, h/2]× [−1, 1]

Cabe salientar que para o caso de fontes pulsadas, consideraremos

Sg(x, t) como

Sg(x, t) =
∞∑
n=1

Sg,n(x, t) =
∞∑
n=1

sn(x).sn(t) (1.25)

ou seja, a fonte projetada no espaço das autofunções de Helmholtz de

ordem n. Aqui, teremos que sn(x) é solução de
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d2

dx2
sn(x) +B2

nsn(x) = 0

sn(−h/2) = sn(h/2) = 0

o que resulta em

sn(x) =

√
2

h
cos (Bnx), com Bn =

(2n− 1)π

h
(1.26)

e portanto, podemos escrever

S(x, t) =

√
2

h

∞∑
n=1

cos (Bnx)sn(t) (1.27)

O conjunto de equações (1.22) juntamente com as fontes (1.27) respre-

sentam o problema geral a ser resolvido.
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2 SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE
TRANSPORTE DE NÊUTRONS
MONOENERGÉTICA EM REATORES
NUCLEARES COM FONTES PULSADAS

2.1 Introdução

Primeiramente, no caso de problemas monoenergéticos, vamos consid-

erar a divisão entre os casos: isotrópico e anisotrópico. Consideraremos a equação de

transporte em um meio homogêneo nos espaços T = [0,∞) e D = {(x, µ); (x, µ) ∈

(h
2
,−h

2
) × (−1, 1)}. Considerando também ϕ sendo o fluxo angular dependendo

de (x, µ, t), isto é, ϕ(x, µ, t). Como vimos, a aproximação multigrupo é validada e

descrita por

∂

∂t
ϕg+vgµ

∂

∂x
ϕg+vgσgϕg =

1

2
vgσg

G∑
g=1

∫ 1

−1

cgg′(x, µ
′)ϕg(x, µ

′, t)dµ′+
1

2
Sg(x, t) (2.1)

Para o caso monoenergético, teremos uma forma ainda mais simplifi-

cada então que

1

v

∂

∂t
ϕ+ µ

∂

∂x
ϕ+ σϕ =

1

2
σ

∫ 1

−1

c(x, µ′)ϕ(x, µ′, t)dµ′ +
1

2
S(x, t) (2.2)

onde, evidentemente não temos a dependência em g.
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2.2 Caso Isotrópico

O caso isotrópico, isto é, desconsiderando a dependência de x e µ em

c(x, µ), tornamos o termo integral da equação do transporte como sendo apenas a

integração do fluxo em todas direções com σ constante, isto é, temos agora

1

v

∂

∂t
ϕ+ µ

∂

∂x
ϕ+ σϕ =

cσ

2

∫ 1

−1

ϕ(x, µ′, t)dµ′ +
1

2
S(x, t) (2.3)

é importante salientar que para este tipo de problema, vamos considerar

as condições iniciais, tanto para fluxo quanto para fonte, como sendo nulas.

O método a ser empregado na obtenção da solução, consiste em usarmos

transformações integrais nas variáveis espacial e temporal. Denotando uma função

f ∈ D × T e sua tranformada de Laplace por f̄ e sua transformada de Fourier no

espaço por f̃ , definidas por

f̄ = L{f(x, µ, t); t→ s} =

∫ ∞
0

f(x, µ, t)e−stds (2.4)

f̃ = F{f(x, µ, t);x→ Bn} =

∫ ∞
−∞

f(x, µ, t)eiBnxdx (2.5)

De maneira que ˜̄f indica a função transformada nas variáveis espacial e

temporal, isto é, ˜̄f depende de µ, s, Bn. Aqui, Bn são as frequências relacionadas ao

"Buckling"geométrico, Bn = (2n−1)π
h

, introduzido para para parametrizar o termo

fonte. Então, ao aplicarmos a transformada de Laplace em ϕ na equação (2.3),

teremos que

s

v
ϕ̄(x, µ, s) + µ

∂ϕ̄

∂x
(x, µ, s) + σϕ̄(x, µ, s)

=
cσ

2

∫ 1

−1

ϕ̄(x, µ′, s)dµ′ +
1

2
S̄(x, s) (2.6)
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Logo após, ao aplicarmos a transformada de Fourier no espaço, temos

então que

s

v
˜̄ϕ(Bn, µ, s)− iBnµ ˜̄ϕ(Bn, µ, s) + σ ˜̄ϕ(Bn, µ, s)

=
cσ

2

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ
′, s)dµ′ +

1

2
˜̄S(Bn, s) (2.7)

ou ainda que

˜̄ϕ(Bn, µ, s)
[(
σ +

s

v

)
− iBnµ

]
=
cσ

2

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ
′, s)dµ′ +

1

2
˜̄S(Bn, s) (2.8)

Dividindo ambos lados por
[(
σ + s

v

)
− iBnµ

]
, chegamos em

˜̄ϕ(Bn, µ, s) =
1[(

σ + s
v

)
− iBnµ

] .cσ
2

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ
′, s)dµ′+

1[(
σ + s

v

)
− iBnµ

] .1
2

˜̄S(Bn, s)

(2.9)

Vamos definir Alk(B, s) como sendo

Alk(B, s) :=
1

2

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)(
σ + s

v

)
− iBµ

dµ (2.10)

onde Pl(µ) denota o polinômio de Legendre de ordem l. Assim, ao

integrarmos a equação (2.9) em µ de −1 à 1, teremos que

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ, s)dµ =
cσ

2

∫ 1

−1

1(
σ + s

v

)
− iBnµ

dµ.

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ
′, s)dµ′

+
1

2

∫ 1

−1

1(
σ + s

v

)
− iBnµ

dµ. ˜̄S(Bn, s) (2.11)
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Denotando agora, ˜̄Φ como o fluxo total transformado, que é represen-

tado por

˜̄Φ(Bn, s) =

∫ 1

−1

˜̄ϕ(Bn, µ
′, s)dµ′ (2.12)

ao reesecrever a equação (2.11), utilizando o conceito de fluxo total e a

definição de Alk, temos que

˜̄Φ(Bn, s) = cσA00(Bn, s).
˜̄Φ(Bn, s) + A00(Bn, s)

˜̄S(Bn, s) (2.13)

ou ainda que

˜̄Φ(Bn, s) =
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
˜̄S(Bn, s) (2.14)

Aqui, aparecem apenas os índices l = k = 0 (caso isotrópico), que pela

definição de (2.10) é descrito como

A00(Bn, s) =

∫ 1

−1

1(
σ + s

v

)
− iBµ

dµ′ (2.15)

Assumindo que podemos representar a fonte de nêutrons pulsados, como

Sn(x, t) = sn(x)sn(t) projetada no espaço das autofunções de Helmholtz de ordem

n, ou seja, Sn(x, t) = sn(t)
√

2/h cosBnx de maneira que S(Bn, s) fica

˜̄S(B, s) =

√
2

h

∞∑
n=1

s̄n(s)

{
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

}
(2.16)

Utilizando as propriedades da inversão de Fourier para encontrar o

fluxo, temos
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Φ̄(x, s) =

∫ ∞
−∞

˜̄Φ(B, s)e2πiBxdB

=

∫ ∞
−∞

[
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)
˜̄S(B, s)

]
e2πiBxdB

=

∫ ∞
−∞

[
A00(B, s)

1− cσA00(B, s)

√
2

h

∞∑
n=1

s̄n(s)

{
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

}]
e2πiBxdB

Assumindo que

A00(B, s)

1− cσA00(B, s)

∞∑
n=1

s̄n(s)

{
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

}
=

∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
s̄n(s)

{
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

}
(2.17)

o que implica em

Φ̄(x, s) =

√
2

h

∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
s̄n(s)

∫ ∞
−∞

{
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

}
e2πiBxdB

=

√
2

h

∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
s̄n(s) cos (Bnx) (2.18)

Assim, tornamos o foco do problema a inversão dessa equação no que diz

respeito a variável temporal, que deve ser cuidadosamente calculada, pois A00(Bn, s)

é diferente para cada n. Vamos utilizar a integral de Mellin-Fourier para inversão

de Laplace, isto é,
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Φ(x, t) = L−1{ϕ̄(x, s); s→ t}

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
ϕ̄(x, s)estds

=
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞

{√
2

h

∞∑
n=1

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
s̄n(s) cos (Bnx)

}
estds

=

√
2

h

∞∑
n=1

{
1

2πi

∫ −σ−i∞
−σ−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
ests̄n(s)ds

}
cos (Bnx)(2.19)

Deve-se calcular a integral realizando o cálculo ao longo da curva

Figura 2.1: Semi-círculo no Plano complexo.

onde as singularidades estão dentro do semi-círculo e são todas reais e

negativas, e onde

Φ(x, t) =

√
2

h

∞∑
n=1

{∫ ∞
0

[
1

2πi

∫ −σ+i∞

−σ−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
es(t−t

′)sn(t′)

]
dt′
}

cos (Bnx)

(2.20)
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Se aumentarmos o raio do semi-círuclo em questão, fazendo n → ∞,

temos que Bn →∞ e logo cobririamos todas singularidades, desde que |σ| > pk, ∀k.

Supondo que podemos representar cada singularidade pk como

pk = −σ +Rke
iθ com θ ≤

∣∣∣π
2

∣∣∣ (2.21)

como temos para este caso singularidades puramente reais, implicando

que θ = 0 ∀k.

Sabemos então que

∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds+

∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
i

Resp=pi [Γ(Bn, s)] (2.22)

ou ainda que

∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
i

Resp=pi [Γ(Bn, s)]−
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds (2.23)

Agora, supondo que para todos pontos sobre CBn existe uma constante

positiva MBn tal que |Γ(Bn, s)| ≤ MBn e na qual MBn → 0 ao Bn → ∞. Podemos

representar paramétricamente a integral ao longo de CBn usando que s = −σ+Reiθ

e teremos que a integral ao longo de CBn será

∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds =

∫ π/2

−π/2
Γ(Bn,−σ +Reiθ)e(−σ+Reiθ)(t−t′)Rieiθdθ

=

∫ π/2

−π/2
Γ(Bn,−σ +Reiθ)eσ(t′−t)e(Reiθ(t−t′)Rieiθdθ

≤ eσ(t′−t)MBnR

∫ π/2

−π/2
eRe

iθ(t−t′)ieiθdθ (2.24)
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ou ainda que

∣∣∣∣∣
∫
CBn

es(t−t
′)Γ(Bn, s)ds

∣∣∣∣∣ ≤ eσ(t′−t)MBnR

∣∣∣∣∣
∫ π/2

−π/2
eRe

iθ(t−t′)ieiθdθ

∣∣∣∣∣
≤ eσ(t′−t)MBnR

∫ π/2

−π/2
|eReiθ(t−t′)ieiθ|dθ (2.25)

como |eReiθ(t−t′)|.|ieiθ| ≤ |eReiθ(t−t′)|.|i|.eiθ| ≤ |eReiθ(t−t′)| ≤ |eR cos θ(t−t′)|.

Portanto, temos que

∣∣∣∣∣
∫
CBn

es(t−t
′)Γ(Bn, s)ds

∣∣∣∣∣ ≤ eσ(t′−t)MBnR

∣∣∣∣∣
∫ π/2

−π/2
eRe

iθ(t−t′)ieiθdθ

∣∣∣∣∣
≤ eσ(t′−t)MBnR

∫ π/2

−π/2
|eReiθ(t−t′)ieiθ|dθ

≤ eσ(t′−t)MBnR

∫ π/2

−π/2
eR cos θ(t−t′)dθ (2.26)

Agora, realizando uma mudança de variável, isto é, fazendo φ = θ−π/2,

temos que cos θ = − sinφ e assim, podemos concluir que

∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ eσ(t′−t)MBnR

∫ 0

−π
e−R sinφ(t−t′)dφ (2.27)

Como em [−π, 0] temos que e−R(t−t′) sinφ ≤ e−R(t−t′)φ, implica que

∫ 0

−π
e−R(t−t′) sinφdφ ≤

∫ 0

π

e−R(t−t′)φ

=
eR(t−t′)π − 1

R(t− t′)
(2.28)

Assim, por fim temos que
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∣∣∣∣∣
∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds

∣∣∣∣∣ ≤ eσ(t′−t)MBn .R

∫ 0

−π
e−R(t−t′) sinφdφ

≤ eσ(t′−t)MBnR
eR(t−t′)π − 1

R(t− t′)

=
e(−σ+Rπ)(t−t′)

(t− t′)
MBn (2.29)

mas por hipótese temos que MBn → 0 ao Bn →∞, implicando que

lim
Bn→∞

∫
CBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 0 (2.30)

Assim, ao fazermos Bn →∞, teremos que

∫
LBn

Γ(Bn, s)e
s(t−t′)ds = 2πi

∑
i

Resp=pi [Γ(Bn, s)]

lim
Bn→∞

∫ −σ+iBn

−σ−iBn
Γ(Bn, s)e

s(t−t′)ds = 2πi
∑
i

Resp=pi [Γ(Bn, s)]∫ −σ+i∞

−σ−i∞
Γ(Bn, s)e

s(t−t′)ds = 2πi
∑
i

Resp=pi [Γ(Bn, s)] (2.31)

Sendo assim, devemos calcular cuidadosamente as singularidades de

Γ(Bn, s) que dependem do termo integral A00(Bn, s). Portanto, vamos analisar este

termo definindo para quais valores de n teremos estas singularidades. Considerando

a definição de A00(Bn, s), temos que

A00(B, s) =

∫ 1

−1

1(
σ + s

v

)
− iBµ

dµ′

=
1

B
arctan

(
B

σ + s
v

)
(2.32)

e como
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arctan

(
B

σ + s
v

)
=

1

2i
log

[
σ + s

v
+ iB

σ + s
v
− iB

]
(2.33)

Observamos facilmente, que pela definição, Bn é uma sequência cres-

cente, de maneira que a extensão do corte no plano complexo aumenta proporcional-

mente. A equação caracteristica para determinação dos polos é 1−cσA00(Bn, s) = 0

e utilizando (2.32), temos que

1− c σ
Bn

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
= 0 (2.34)

Fazendo τn = Bn
σ

e p = [1 + s
vσ

]−1 temos que

1 = c
σ

Bn

arctan

(
Bn

σ + s
v

)
1 = c

σ

Bn

arctan

(
1

1 + s
vσ

Bn

σ

)
1 =

c

τn
arctan (pτn)

τn
c

= arctan (pτn) (2.35)

que representa agora, a equação característica para encontrar as sin-

gularidades de Γ(Bn, s) e esta equação só as admite se τn
c
≤ π

2
. Desta forma, ao

utilizarmos a definição de τn, teremos ocorrência de singularidades se

τn
c
≤ π

2
Bn

cσ
≤ π

2
(2n− 1)π

h

1

cσ
≤ π

2

n ≤ hcσ + 2

4



22

Assim, para todo n ≤ nlim, teremos singularidades no sistema, onde

aqui definimos

nlim :=

⌈
hcσ + 2

4

⌉
(2.36)

Ao definirmos a propagação de pulsos localizados, a solução geral ex-

pressa pela equação (2.37) para Φ(x, t) é exata para valores de t menores que o

tempo que os nêutrons levam para alcançar a fronteira.

Φ(x, t) =

√
2

h

∞∑
n=1

{∫ ∞
0

[
1

2πi

∫ −σ+i∞

−σ−i∞

A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
es(t−t

′)

]
sn(t′)dt′

}
cos (Bnx)

(2.37)

Podemos, por exemplo, reescrever a expressão geral para a solução como

Φ(x, t) =

√
2

h

∞∑
n=1

{∫ ∞
0

[
1

2πi

∫ −σ+i∞

−σ−i∞
Γ(Bn, s)e

s(t−t′)
]
sn(t′)dt′

}
cos (Bnx) (2.38)

onde

Γ(Bn, s) =
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
(2.39)

Assim, fica evidente que as singularidades referentes a (2.38) são as

singularidades referentes a Γ(Bn, s) e portanto ocorrem ao fazermos

1− cσA00(Bn, s) = 0 (2.40)

Porém, ocorre aqui que A00(Bn, s) é multivariada, isto é, muda para

cada valor de n. Vamos trabalhar agora com uma aproximação adequada para

A00(Bn, s) e consequentemente para Γ(Bn, s).
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2.3 Modelos de Aproximação para Γ(Bn, s)

A ideia principal desta seção é discutir a existência de uma aproximação

consistente do ponto de vista físico e matemático para o núcleo Γ(Bn, s), isto é,

obter uma aproximação de fácil avaliação, porém consistente fisicamente. Como por

definição, temos

Γ(Bn, s) =
A00(Bn, s)

1− cσA00(Bn, s)
(2.41)

Vamos aproximar A00(Bn, s), fazendo

A00(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ

(σ + sv−1)− iBnµ

≈ 1

2

M∑
m=1

wm
(σ + sv−1)− iBnµm

=

M/2∑
m=1

(σ + sv−1)wm
(σ + sv−1)2 + (Bnµm)2

(2.42)

onde wm representam os pesos da quadratura Gausse-Legendre e µm

são as direções discretizadas, m ∈ {1, 2, ...,M}. Voltando a atenção para o cálculo

das singularidades que ocorrem ao fazermos 1 − cσA00(Bn, s) = 0, vamos utilizar

(2.42) tendo então que

1− cσ
M/2∑
m=1

(σ + sv−1)wm
(σ + sv−1)2 + (Bnµm)2

= 0 (2.43)

Podemos avaliar cada caso dependendo do M escolhido. Por exemplo,

em Dulla et al [3] foi usado M = 4, isto é, tendo que
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1− cσ
2∑

m=1

(σ + sv−1)wm
(σ + sv−1)2 + (Bnµm)2

= 0

1− cσ
{

(σ + sv−1)w1

(σ + sv−1)2 + (Bnµ1)2
+

(σ + sv−1)w2

(σ + sv−1)2 + (Bnµ2)2

}
= 0

(σ + sv−1)w1

(σ + sv−1)2 + (Bnµ1)2
+

(σ + sv−1)w2

(σ + sv−1)2 + (Bnµ2)2
=

1

cσ
(2.44)

com w1 = w2 = 1 e µ1 = − 1√
3
, µ2 = 1√

3
. Logo,

1

cσ
=

(σ + sv−1)

(σ + sv−1)2 + B2
n

3

+
(σ + sv−1)

(σ + sv−1)2 + B2
n

3

1

cσ
= 2

(σ + sv−1)

(σ + sv−1)2 + B2
n

3

(2.45)

substituindo em Γ(Bn, s), teremos a seguinte equação do segundo grau

como equação característica do problema

(σ + sv−1)2 − cσ(σ + sv1) +
B2
n

3
= 0 (2.46)

Analisando esta equação detalhadamente, conclui-se que para obtenção

de polos reais, teremos que ter

(cσ)2 ≥
(

2Bn√
3

)2

(2.47)

ou ainda que

cσ ≥ 2Bn√
3√

3

2
cσ ≥ Bn (2.48)
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Logo, para que tenhamos este tipo de situação, a exigência é

(2n− 1)

h
π ≤

√
3cσ

2n− 1 ≤
√

3
cσh

π

n ≤
√

3cσh+ π

2π
(2.49)

Como vimos anteriormente que para simplesmente termos singulari-

dades, teriamos a exigência de um valor limite dado por nlim =
⌈
cσh+2

4

⌉
, então se

cσh+ 2

4
≤
√

3cσh+ π

2π
(2.50)

sempre teremos polos reais. Isto pode ser facilmente verificado, pois

cσh+ 2

4
≤
√

3cσh+ π

2π
cσh

4
+

1

2
≤
√

3cσh

2π

1

2
cσh

4
≤
√

3cσh

2π

(cσh)

[
π − 2

√
3

4π

]
≤ 0

(2.51)

Como (cσh) > 0 implica que a inequação acima é sempre satisfeita, e

temos somente singularidades reais para este caso específico (M = 4). Considerando

está aproximação, temos por definição que

Γ(Bn, s) =
1

2

(σ + sv−1)

(σ + sv−1)2 − cσ(σ + sv−1) + B2
n

3

(2.52)



26

onde as singularidades são obtidas ao analizarmos

(σ + sv−1)2 − cσ(σ + sv−1) +B2
n/3 = 0 (2.53)

Cabe salientar que, para esta aproximação em Dulla et al [3] foi as-

sumida uma situação de velocidade inifita, isto é, foi suprimido o termo (sv−1)2 do

denominador de (2.52). Além do mais, no mesmo trabalho foi considerado c ∼ 1

tornando o termo (2− c) ∼ 1 e nos levando a

Γ(Bn, s) =
1

sv−1 + (1− c)σ +B2
n/3

(2.54)

Aqui foi considerado também que

(1− c)σ = σa, D =
1

3σ
, L2 =

D

σa
(2.55)

que correspondem a aproximações referentes ao modelo difusivo. Levando

em conta as ultimas equações e igualando o denominador de (2.54) à zero para obter-

mos as singularidades, temos que

s = −vσa(1 + L2B2
n) (2.56)

Usamos a velocidade v = 1 e a seção de choque total σ = 1, pois

queremos hmedido em livres caminhos médios. Tendo como resultado a configuração

de singularidades como mostra a Tabela 1 com c = 0.9.
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n h(mfp)

2 4 10 20 30 40 50 60

1 - -0.3410 -0.1369 -0.1092 -0.1041 -0.1023 -0.1015 -0.1010

2 - - -0.4559 -0.1838 -0.1369 -0.1207 -0.1132 -0.1092

3 - - - -0.3410 -0.2039 -0.1579 -0.1369 -0.1255

4 - - - -0.5998 -0.3084 -0.2148 -0.1728 -0.1503

5 - - - -1.0000 -0.4559 -0.2931 -0.2217 -0.1838

6 - - - - -0.6551 -0.3951 -0.2843 -0.2264

7 - - - - -0.9207 -0.5239 -0.3618 -0.2785

8 - - - - - -0.6843 -0.4559 -0.3410

9 - - - - - -0.8832 -0.5684 -0.4146

10 - - - - - - -0.7024 -0.5004

11 - - - - - - -0.8613 -0.5998

12 - - - - - - - -0.7146

13 - - - - - - - -0.8470

14 - - - - - - - -1.0000

15 - - - - - - - -
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Para uma melhor compreensão, exemplificamos a distribuição dos polos

no plano complexo para os valores de h = 20 e h = 50 nos seguintes gráficos:

Figura 2.2: Distribuição dos polos com h = 20.

Figura 2.3: Distribuição dos polos com h = 50.
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Porém, podemos também tentar usar uma ordem de aproximação ra-

zoavelmente melhor para Γ(Bn, s), isto é, podemos tomar M = 6 por exemplo.

Usando µ1,3 = ∓
√

3
5
, µ2 = 0, ω1,3 = 5

9
e ω2 = 8

9
tornamos desta maneira

A00(Bn, s) =
1

2

{
(σ + sv−1)(5/9)

(σ + sv−1)2 + (3/5)B2
n

+
8/9

(σ + sv−1)
+

(σ + sv−1)(5/9)

(σ + sv−1)2 + (3/5)B2
n

}
(2.57)

Γ(Bn, s) =

{
25
9

(σ+sv−1)
5(σ+sv−1)2+3B2

n
+ 4

9
1

(σ+sv−1)

}
1− cσ

{
25
9

(σ+sv−1)
5(σ+sv−1)2+3B2

n
+ 4

9
1

(σ+sv−1)

} (2.58)

onde usando as mesmas hipótesis de Dulla et al [3], temos como singu-

laridades

s = −σv
{

45σ2 + 27B2
n − 5cσ2 + 12cB2

n

135σ2 − 10cσ2 + 27B2
n

}
(2.59)

e obtemos como resultados a seguinte tabela de singularidades, também

com c = 0.9
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n h(mfp)

2 4 10 20 30 40 50 60

1 -0.6944 -0.4472 -0.3437 -0.3271 -0.3239 -0.3228 -0.3223 -0.3220

2 - -0.9074 -0.4938 -0.3740 -0.3437 -0.3341 -0.3295 -0.3271

3 - - -0.6944 -0.4473 -0.3812 -0.3559 -0.3437 -0.3370

4 - - - -0.5433 -0.4327 -0.3870 -0.3543 -0.3516

5 - - - -0.6448 -0.4938 -0.4257 -0.3905 -0.3740

6 - - - -0.7422 -0.5602 -0.4701 -0.4215 -0.3930

7 - - - - -0.6280 -0.5183 -0.4563 -0.4188

8 - - - - -0.6944 -0.5686 -0.4938 -0.4473

9 - - - - - -0.6195 -0.5333 -0.4779

10 - - - - - -0.6698 -0.5737 -0.5101

11 - - - - - - -0.6144 -0.5433

12 - - - - - - -0.6548 -0.5771

13 - - - - - - - -0.6110

14 - - - - - - - -0.6448

15 - - - - - - - -0.6780
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Para uma melhor compreensão, exemplificamos a distribuição dos polos

no plano complexo para os valores de h = 20 e h = 50 nos seguintes gráficos:

Figura 2.4: Distribuição dos polos com h = 20.

Figura 2.5: Distribuição dos polos com h = 50.

As figuras 2.2-2.5 mostram as distribuições dos polos no plano com-

plexo, validando o fato já analisado de que os mesmos eram numeros reais e per-

tencentes ao intervalo [−σgvg, 0) para cada grupo g. Até o presente momento anal-

isamos apenas o caso monoenergético, porém o padrão segue inalterado em relação

ao intervalo supracitado que depende de g.
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2.4 Caso Anisotrópico

É importante a consideração dos efeitos de anisotropia para casos de

pulsos de nêutrons de alta energia, comum em sistemas ADS. Para o estudo deste

caso, vamos considerar a equação do transporte anisotrópica, que em relação à (2.1)

sofre uma modificação no núcleo de espalhamento, tornando-se

1

v

∂ϕ

∂t
(x, µ, t) +µ

∂ϕ

∂x
(x, µ, t) +σϕ(x, µ, t) =

∮
σc(Ω

′ ·Ω)ϕ(x,Ω→ Ω′, t)dΩ′+
1

2
S(x, t)

(2.60)

Vamos utilizar a formulaçõa BL, para aproximar o núcleo de espal-

hamento através de uma série de polinômios de Legendre truncado em L. Repre-

sentaremos esse núcleo por

σc(Ω
′ · Ω) =

L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(Ω

′ · Ω) (2.61)

Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da equação (2.60),

temos que

∮
σc(Ω

′ · Ω)ϕ(x,Ω→ Ω′, t)dΩ′ =

∮ { L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(Ω

′ · Ω)

}
ϕ(x,Ω→ Ω′, t)dΩ′

=

∮ L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(Ω

′ · Ω)ϕl(x,Ω→ Ω′, t)dΩ′

=
L∑
l=0

2l + 1

2

{∮
σlPl(Ω

′ · Ω)ϕl(x,Ω→ Ω′, t)dΩ′
}

=
L∑
l=0

2l + 1

2

{∫ 1

−1

σlPl(µ)ϕl(x, µ
′, t)dµ′

}
(2.62)
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Agora aplicando a transformada de Laplace em t e a transformada de

Fourier em x na equação (2.60), teremos que

˜̄ϕ(B, µ, s)
{(
σ +

s

v

)
− iBµ

}
=

L∑
l=0

2l + 1

2

{∫ 1

−1

σlPl(µ) ˜̄ϕl(B, µ
′, s)dµ′

}
+

1

2
˜̄S(B, s)

=
L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ)

∫ 1

−1

˜̄ϕl(B, µ
′, s)dµ′ +

1

2
˜̄S(B, s)

=
L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ) ˜̄ϕl(B, s) +

1

2
˜̄S(B, s) (2.63)

onde

˜̄ϕl(B, s) =

∫ 1

−1

˜̄ϕl(B, µ
′, s)dµ′ (2.64)

Agora, dividindo ambos lados de (2.63) por
{(
σ + s

v

)
− iBµ

}
, multi-

plicando por Pk(µ) e integrando em µ, temos

∫ 1

−1

˜̄ϕ(B, µ, s)Pk(µ)dµ =
L∑
l=0

2l + 1

2
σlPl(µ) ˜̄ϕl(B, s)

∫ 1

1

Pl(µ)Pk(µ)

(σ + s/v)− iBµ
dµ

+
1

2
˜̄S(B, s)

∫ 1

1

Pk(µ)

(σ + s/v)− iBµ
dµ (2.65)

Se considerarmos

˜̄ϕl(B, s) =

∫ 1

−1

˜̄ϕl(B, µ
′, s)dµ′ =

∫ 1

−1

˜̄ϕ(B, µ′, s)Pl(µ
′)dµ′ (2.66)

e além disso, usarmos a definição de Alk(B, s), teremos então que

˜̄ϕk(B, s) =
L∑
l=0

(2l + 1)σl ˜̄ϕl(B, s)Alk(B, s) + ˜̄S(B, s)A0k(B, s) (2.67)
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Ao assumirmos L como a ordem de anisotropia. Temos L+ 1 equações

contendo L+1 momentos do fluxo, que são desconhecidos, por isso podemos resolver

o sistema independentemente. Após, todos outros momentos podem ser resolvidos

simplesmente por uma combinação dos L + 1 momentos que foram determinados.

Chamamos este procedimento de aproximação BL.

Pela definição de Alk(B, s) é evidente que Alk(B, s) = Akl(B, s) e us-

ando isto juntamente com a seguinte relação de recorrência descrita em ([4]), dada

por

(k + 1)Al,k+1(B, s) = i
δlk
B
− i(σ + sv−1)

B
(2k + 1)Alk(B, s)

− kAl,k−1(B, s) (2.68)

de maneira que a partir de A00(B, s) podemos avaliar as demais funções

para l, k ≥ 1. Por exemplo, neste caso A10(B, s) = A01(B, s) fica

(0 + 1)A0,0+1(B, s) = i
δ00

B
− i(σ + sv−1)

B
(2.0 + 1)A00(B, s)

− 0.A0,0−1(B, s) (2.69)

ou simplesmente,

A01(B, s) = i
1

B
− i(σ + sv−1)

B
A00(B, s)

= i.
1− (σ + sv−1)

B
A00(B, s) (2.70)

Fica evidente também que a aproximaçãoB0 corresponde ao caso isotrópico,

isto é, em L = 0 teremos uma equação
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˜̄ϕk(B, s) = σ0 ˜̄ϕ0A0k(B, s) + ˜̄S(B, s)A0k(B, s) (2.71)

Se k = 0 temos o caso isotrópico, isto é, teremos ˜̄ϕ0(B, s) = ˜̄ϕ(B, s).

Vamos ilustrar agora, o caso B1 que é a menor aproximação possível de um caso

anisotrópico. Considerando então L = 1, temos

˜̄ϕk(B, s) = σ0 ˜̄ϕ0A0k(B, s)+3σ1 ˜̄ϕ1(B, s)A1k(B, s)+
˜̄S(B, s)A0k(B, s) com k = {0, 1}

(2.72)

então

˜̄ϕ0(B, s) = σ0 ˜̄ϕ0A00(B, s) + 3σ1 ˜̄ϕ1(B, s)A10(B, s) + ˜̄S(B, s)A00(B, s) (2.73)

˜̄ϕ1(B, s) = σ0 ˜̄ϕ0A01(B, s) + 3σ1 ˜̄ϕ1(B, s)A11(B, s) + ˜̄S(B, s)A01(B, s) (2.74)

Como ˜̄ϕ0(B, s) = ˜̄ϕ(B, s) podemos descobrir ˜̄ϕ1(B, s) através de (2.73)

ou de (2.74). Assim, por exemplo, teremos que

˜̄ϕ1(B, s)[1− 3σ1A11(B, s)] = σ0 ˜̄ϕ0(B, s)A01(B, s) + ˜̄S(B, s)A01(B, s) (2.75)

e portanto

˜̄ϕ1(B, s) =

{
σ0 ˜̄ϕ0(B, s) + ˜̄S(B, s)

1− 3σ1A11(B, s)

}
A01(B, s) (2.76)

Evidentemente aqui para este caso a equação característica a ser re-

solvida para a obtenção das singularidades é outra, a saber
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1− 3σ1A11(B, s) = 0 (2.77)

O procedimento para a obtenção dos polos, segue analogamente ao

caso isotrópico, isto é, fazendo uma analise na mesma região do plano complexo.

Seguindo o padrão e resolvendo assim independentemente para as demais ordens de

anisotropia até L+ 1, podemos combina-las todas juntas na equação (2.67) afim de

obter a resposta final para o fluxo.
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3 TEORIA GERAL DA EQUAÇÃO DO
TRANSPORTE MULTI-GRUPO COM
FONTES PULSADAS

3.1 Introdução

Neste capitulo, pretendemos estabelecer uma metodologia para res-

olução da equação do transporte multi-grupo em reatores com fontes pulsadas analíti-

camente. Novamente, a utilização das transformadas de Laplace e Fourier para solu-

cionar este problema será aplicada aqui. O procedimento é muito similar ao caso

monoenergético e o capítulo separa-se em casos isotrópico e anisotrópico, bem como

a teoria monoenergética aborada nos capítulos anteriores.

3.2 Formulação do Problema

Considerando o problema de maneira geral, temos uma espaço de Ba-

nach X e um conjunto de funções f = f(x, µ, v) as quais são integraveis em todo

retângulo |x| < h/2, |µ| ≤ 1, com 0 < vm ≤ v ≤ vM <∞ com norma definida por

‖ f ‖=
∫ vM

vm

∫ 1

−1

∫ h/2

−h/2
|f |dxdµdv (3.1)

Em um abordagem mais geral e abstrata podemos expressar a equação

do transporte homogênea como

∂

∂t
ϕ = Tϕ−Bϕ+ JHϕ, t > 0, u ∈ D(T ) ⊂ X (3.2)

e a condição inicial pode ser representada por
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lim
t→0+
||ϕ(t)− ϕ0|| = 0, ϕ0 ∈ D(T ) (3.3)

Aqui, consideramos ϕ = ϕ(x, µ, v, t) a densidade de nêutrons, ϕ0 um

elemento em D(T ). E definiremos como operadores lineares T,B, J e H em X como

seguem abaixo

Tf = −µv ∂
∂x
f (3.4)

Bf = vΣ(v)f (3.5)

Jf =
1

2

∫ 1

−1

f(x, µ′, v)dµ′ (3.6)

Hf =

∫ vM

vm

H(v, v′)f(x, µ, v′)dv′ (3.7)

Aqui Σ(v) é a seção de choque total. Por definição D(T ) é o conjunto

dos elementos f ∈ X tais que:

Tf ∈ X

f(−h/2, µ, v) = 0 se µ > 0

f(h/2, µ, v) = 0 se µ < 0

O foco da resolução aqui, segue similar ao caso monoenergético, a

equação (3.2) tem aproximação validada e descrita por 3.8.

3.3 Caso Isotrópico

Para casos de problema em teoria multi-grupo, considerando primeira-

mente, o caso isotrópico, assumindo também condições iniciais nulas. A equação
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do transporte dependente em geometria cartesiana para um meio homogêneo x ∈

[−h/2, h/2] é escrita para o fluxo angular ϕg(x, µ, t) como:

1

vg

∂ϕg
∂t

+ µ
∂ϕg
∂x

+ σgϕg =
σg
2

G∑
g′=1
g′ 6=g

∫ 1

−1

cgg′ϕg′dµ
′ +

1

2
Sg(x, t), g ∈ ΛG (3.8)

onde ΛG = {1, 2, ..., G} considerando um número máximo de grupos de

energia, a saber G, e usando a mesma metodologia que em Dulla et al [3], porém

para equações multi-grupo, e aplicando as transformadas de Laplace e Fourier no

tempo e no espaço respectivamente, temos

sv−1
g

˜̄ϕg − iBµ ˜̄ϕg + σg ˜̄ϕg =
σg
2

G∑
g′=1
g′ 6=g

∫ 1

−1

cgg′(Bn, µ
′) ˜̄ϕg′dµ

′ +
1

2
˜̄Sg(B, s) (3.9)

com ˜̄ϕ = ϕg(B, µ, s) e ˜̄S = Sg(B, s). Utilizaremos a partir de agora

a notação com apenas ϕg com o intúito de termos um redação mais clara, bem

como
∑G

g′ 6=g ao invés de
∑G

g′=1
g′ 6=g

. Agora, considerando uma aproximação do espaço

assintótico usamos as frequências Bn ao invés de usarmos um espaço contínuo. Logo,

[(σg + sv−1
g )− iBnµ]ϕg =

1

2
σg

G∑
g′ 6=g

∫ 1

−1

cgg′(Bn, µ
′)ϕg′(Bn, µ

′, s)dµ′ +
1

2
Sg(Bn, s)

(3.10)

como Φg(Bn, s) =
∫ 1

−1
ϕg(Bn, µ

′, s)dµ′ e como estamos considerando

primeiro o caso isotrópico, cgg′ é constante em meio homogêneo, tornando (3.10) em

[(σg + sv−1
g )− iBnµ]ϕg =

1

2
σg

G∑
g′ 6=g

cgg′

∫ 1

−1

ϕg′(Bn, µ
′, s)dµ′ +

1

2
Sg(Bn, s) (3.11)
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Agora, isolando o fluxo e integrando na variável direcional µ, teremos

que

∫ 1

−1

ϕg(B, µ, s)dµ
′ =

∫ 1

−1

{
1

2
σg

1

(σg + sv−1
g )− iBµ′

G∑
g′ 6=g

cgg′Φg′(B, s)

+
1

2

1

(σg + sv−1
g )− iBµ′

Sg(B, s)

}
dµ′ (3.12)

e consequentemente

Φg(B, s) = σg

G∑
g′ 6=g

cgg′Φg′(B, s)
1

2

∫ 1

−1

1

(σg + sv−1
g )− iBµ′

dµ′

+ Sg(B, s)
1

2

∫ 1

−1

1

(σg + sv−1
g )− iBµ′

dµ′ (3.13)

e definindo

Agl,k(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Pk(µ

′)

(σg + sv−1
g )− iBµ′

dµ′ (3.14)

e agora, a equação (3.13), fica

Φg(B, s) = Ag0,0(B, s)σg

G∑
g′ 6=g

cgg′Φg′(B, s) + Ag0,0(B, s)Sg(B, s) (3.15)

Assumindo que para cada grupo de energia, podemos representar Φg(B, s)

como

Φg(B, s) :=
∞∑
i=0

Φ(i)
g (B, s) (3.16)
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onde os primeiro termo da série (Φ
(0)
g ) representa a solução para o caso

monoenergético e os demais termos representam o acoplamento do sistema, isto é,

a influência dos demais grupos de energia.
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3.4 Analise do Problema com G = 2

Começaremos a análise com a teoria de dois grupos de energia afim

de posteriormente extendê-la para um caso mais geral. Desta maneira, podemos

expressar (3.15) por duas equações:

Φ1(B, s) = A1
0,0(B, s)σ1c11Φ1(B, s) + A1

0,0(B, s)σ1c12Φ2(B, s) + A1
0,0S1(B, s)

Φ2(B, s) = A2
0,0(B, s)σ2c22Φ2(B, s) + A2

0,0(B, s)σ2c21Φ1(B, s) + A2
0,0S2(B, s)

e para Φ
(0)
g (g = 1, 2) vamos considerar o termo Φg′ de acordo com

a ideia de que o primeiro termo representa a solução monoenergética. Logo as

primieras equações ficam

Φ
(0)
1 (B, s) = A1

0,0(B, s)σ1c11Φ
(0)
1 (B, s) + A1

0,0S1(B, s) (3.17)

Φ
(0)
2 (B, s) = A2

0,0(B, s)σ2c22Φ
(0)
2 (B, s) + A2

0,0S2(B, s) (3.18)

ou ainda, de outra maneira temos

Φ
(0)
1 (B, s) =

A1
0,0(B, s)

1− σ1c11A1
0,0(B, s)

S1(B, s) (3.19)

Φ
(0)
2 (B, s) =

A2
0,0(B, s)

1− σ2c22A2
0,0(B, s)

S2(B, s) (3.20)

De acordo com a teoria monoenergética, isso representa a solução para

um sistema não acoplado de dois grupos de energia. Agora, para realizar o acopla-

mento em questão, podemos corrigir o próximo termo, fazendo com que Φ
(1)
1 e Φ

(1)
2

sejam
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Φ
(1)
1 (B, s) = A1

0,0(B, s)σ1c11Φ
(1)
1 (B, s) + A1

0,0(B, s)σ1c12Φ
(0)
2 (B, s) + A1

0,0S1(B, s)

Φ
(1)
2 (B, s) = A2

0,0(B, s)σ2c21Φ
(0)
1 (B, s) + A2

0,0(B, s)σ2c22Φ
(1)
2 (B, s) + A2

0,0S2(B, s)

e da mesma maneira, teremos que

Φ
(i)
1 (B, s) = A1

0,0(B, s)σ1c11Φ
(i)
1 (B, s) + A1

0,0(B, s)σ1c12Φ
(i−1)
2 (B, s) + A1

0,0S1(B, s)

Φ
(i)
2 (B, s) = A2

0,0(B, s)σ2c21Φ
(i−1)
1 (B, s) + A2

0,0(B, s)σ2c22Φ
(i)
2 (B, s) + A2

0,0S2(B, s)

Φ
(i)
1 (B, s) =

A1
0,0(B, s)

1− σ1c11A1
0,0(B, s)

σ1c12Φ
(i−1)
2 (B, s) +

A1
0,0(B, s)

1− σ1c11A1
0,0(B, s)

S1(B, s)

Φ
(i)
2 (B, s) =

A2
0,0(B, s)

1− σ2c22A2
0,0(B, s)

σ2c21Φ
(i−1)
1 (B, s) +

A2
0,0(B, s)

1− σ2c22A2
0,0(B, s)

S2(B, s)

O procedimento para encontrar a solução monoenergética no capítulo

anterior define que

Γ(B, s) :=
A0,0(B, s)

1− σcA0,0(B, s)
(3.21)

podemos representar essas funções para casos multi-grupo por

Γgg′(B, s) :=
Ag0,0(B, s)

1− σgcgg′Ag0,0(B, s)
(3.22)

Usando este argumento, temos

Φ
(i)
1 (B, s) = Γ11(B, s)σ1c12Φ

(i−1)
2 (B, s) + Γ11(B, s)S1(B, s) (3.23)

Φ
(i)
2 (B, s) = Γ22(B, s)σ2c21Φ

(i−1)
1 (B, s) + Γ22(B, s)S2(B, s) (3.24)
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Φ
(i)
1 (B, s) = Γ11(B, s)[σ1c12Φ

(i−1)
2 (B, s) + S1(B, s)] (3.25)

Φ
(i)
2 (B, s) = Γ22(B, s)[σ2c21Φ

(i−1)
1 (B, s) + S2(B, s)] (3.26)

Vamos calcular a série (3.16) para cada grupo de energia com um

número finito de termos, usando a aproximação truncada em N termos, assim temos

que

Φg(B, s) ≈ Φ(N)
g (B, s) :=

N∑
i=0

Φ(i)
g (3.27)

e usando as definições de Γgg′ , teremos

Φ(N)
g (B, s) := Φ(0)

g (B, s) + Φ(1)
g (B, s) + ...+ Φ(N)

g (B, s) para g ∈ Λ2;N ≥ 0

= Γgg(B, s)Sg(B, s) + Φ(1)
g (B, s) + ...+ Φ(N)

g (B, s)

= Γgg(B, s)Sg(B, s) +
N∑
i=1

Φ(i)
g (B, s) para g = 1, 2;N ≥ 1

= Γgg(B, s)Sg(B, s) +
N∑
i=1

Γgg(B, s)[σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s) + Sg(B, s)]

= Γgg(B, s)

[
Sg(B, s) +

N∑
i=1

σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s) +

N∑
i=1

Sg(B, s)

]

= Γgg(B, s)

[
Sg(B, s) +

N∑
i=1

σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s) +NSg(B, s)

]

= Γgg′(B, s)(N + 1)Sg(B, s)︸ ︷︷ ︸
teoria monoenergética=Φ̂g(B,s)

+ Γgg(B, s)
N∑
i=1

σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s)︸ ︷︷ ︸

influência multi-grupo=Φ̌Ng (B,s)

para g ∈ Λ2;N ≥ 1

:= Φ̂g(B, s) + Φ̌(N)
g (B, s) (3.28)

Introduzindo uma fonte similar com ao caso monoenergético, porém

para cada grupo de energia especificadamente, teremos
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Sg(B, s) =
1

(N + 1)

√
2

h

∞∑
n=1

sgn(s)

[
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

]
(3.29)

Levando em conta esta última formulação, observamos que ao tomar

N = 0 temos exatamente a formulação monoenergética, mas tomando N ≥ 1

começamos a introduzir a influência dos demais grupos de energia dentro de cada

solução para o grupo g.

Precisamos calcular a inversão usando o procedimento exatamente igual

ao anterior , porém agora usando (3.28), que por definição é

Φ̌(N)
g (x, s) =

∫ ∞
−∞

N∑
i=1

Γgg′(B, s)σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s).eiBxdB

=
N∑
i=1

σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg′(B, s)Φ
(i−1)
g′ (B, s).eiBxdB

Por exemplo, se aplicarmos o método para N = 2, temos
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Φ̌(2)
g (x, s) =

∫ ∞
−∞

2∑
i=1

Γgg′(B, s)σgcgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s).eiBxdB

= σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)Φ
(0)
g′ (B, s).eiBxdB + σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg′(B, s)Φ
(1)
g′ (B, s).eiBxdB

= σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)Φ
(0)
g′ (B, s).eiBxdB

+ σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)[Γg′g′(σg′cg′gΦ
(0)
g (B, s) + Sg′(B, s))].e

iBxdB

= σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)[Γg′g′(B, s)Sg′(B, s)].e
iBxdB

+ σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)[Γg′g′(σg′cg′g[Γgg(B, s)Sg(B, s)] + Sg′(B, s))].e
iBxdB

= σgcgg′

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)Γg′g′(B, s)Sg′(B, s).e
iBxdB

+ σgcgg′σg′cg′g

∫ ∞
−∞

Γ2
gg(B, s)Γg′g′(B, s)Sg(B, s).e

iBxdB

+ σgcgg′σg′cg′g

∫ ∞
−∞

Γgg(B, s)Γg′g′(B, s)Sg′(B, s).e
iBxdB (3.30)

Resumidamente, teremos uma combinação de produtos destas funções

"Gamma"e das especificadas fontes para cada grupo de energia, como solução do

problema. Como, para cada i-ézimo termo Φ
(i)
g (B, s) depende de Φ

(0)
g (B, s) que por

sua vez, depende de Γgg(B, s) ou Γg′g′(B, s) e Sg(B, s) ou Sg′(B, s). Definimos então

Ip,qm,n(x, s) :=

∫ ∞
−∞

Γmgg(B, s)Γ
n
g′g′(B, s)S

p
g (B, s)Sqg′(B, s)e

iBxdB (3.31)

mas como sempre com p, q sendo 0 ou 1 e p 6= q, m,n ≥ 0, mas nunca

m = n = 0. Deste modo, a expressão final para Φ
(N)
g (B, s) é uma combinação de

das funções Ip,qm,n(x, s). Assim, trocando a notação para

ISgm,n(x, s) :=

∫ ∞
−∞

Γmgg(B, s)Γ
n
g′g′(B, s)Sg(B, s)e

iBxdB (3.32)
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Usando essa definição , podemos ver que por outro lado Φ̂
(0)
g , é neste

caso

Φ̂(0)
g (x, s) = (N + 1)I

Sg
1,0(x, s) (3.33)

que é igual a solução expressa no capítulo anterior, isto é,

I
Sg
1,0(x, s) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
n=1

Γgg(Bn, s)s
g
n(s) cos (Bnx) (3.34)

comN = 0 evidentemente, e por similaridade podemos encontrar outras

combinações, como

I
Sg′
1,0 (x, s) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
n=1

Γgg(Bn, s)s
g′

n (s) cos (Bnx)

I
Sg
0,1(x, s) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
n=1

Γg′g′(Bn, s)s
g
n(s) cos (Bnx)

I
Sg′
0,1 (x, s) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
n=1

Γg′g′(Bn, s)s
g′

n (s) cos (Bnx)

Logo, a solução final depende das combinações de ISgm,n(x, t), e usando

a expressão do caso monoenergético
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IS1
1,0(x, t) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
k=1

{∫ [
1

2πi

∫ −σg+i∞

−σg−i∞
Γgg(Bk, s)e

s(t−t′)ds

]
× s1

k(t
′)dt′

}
cos (Bkx)

IS2
1,0(x, t) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
k=1

{∫ [
1

2πi

∫ −σg+i∞

−σg−i∞
Γgg(Bk, s)e

s(t−t′)ds

]
× s2

k(t
′)dt′

}
cos (Bkx)

IS1
0,1(x, t) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
k=1

{∫ [
1

2πi

∫ −σg′+i∞
−σg′−i∞

Γg′g1(Bk, s)e
s(t−t′)ds

]
× s1

k(t
′)dt′

}
cos (Bkx)

IS2
0,1(x, t) =

1

N + 1

√
2

h

∞∑
k=1

{∫ [
1

2πi

∫ −σg′+i∞
−σg′−i∞

Γg′g1(Bk, s)e
s(t−t′)ds

]
× s2

k(t
′)dt′

}
cos (Bkx)

(3.35)

onde para calcular essa última expressão, precisamos analisar cuida-

dosamente as singularidades destas funções "Gamma", assim a expressão geral para

I
Sg
m,n(x, t) é representada por

ISgm,n(x, t) =
1

N + 1

√
2

h

∞∑
k=1

{∫ [
1

2πi

∫ σg+i∞

σg−i∞
Γmgg(Bk, s)Γ

n
g′g′(Bk, s)e

s(t−t′)ds

]
× sgk(t

′)dt′

}
cos (Bkx)

(3.36)

e para essas duas últimas equações, precisamos calcular as singulari-

dades de Γmgg(Bk, s)Γ
n
g′g′(Bk, s).

Como intúito de obter uma generalização para N qualquer, consider-

amos alguns valores para N e verificamos o resultado da expressão. Os seguintes

termos são construidos de acordo como o procedimento apresentado previamente,

isto é, podemos expressar as primeiras três equações para Φ(N) (N = 1, 2, 3):

Φ
(1)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) +
1

2
σ1c12I

S2
1,1(x, t),

Φ
(1)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) +
1

2
σ2c21I

S1
1,1(x, t); (3.37)
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Φ
(2)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) +
2

3
σ1c12I

S2
1,1(x, t) +

1

3
σ1c12σ2c21I

S1
2,1(x, t),

Φ
(2)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) +
2

3
σ2c21I

S1
1,1(x, t) +

1

3
σ1c12σ2c21I

S2
1,2(x, t); (3.38)

Φ
(3)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) + 3
4
σ1c12I

S2
1,1(x, t) + 2

4
σ1c12σ2c21I

S1
2,1(x, t) + 1

4
(σ1c12)2(σ2c21)IS2

2,2(x, t),

Φ
(3)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) + 3
4
σ2c21I

S1
1,1(x, t) + 2

4
σ1c12σ2c21I

S2
1,2(x, t) + 1

4
(σ2c21)(σ2c21)2IS1

2,2(x, t).

(3.39)

Verificando para valores mairoes de N , podemos estabelecer um padrão

para as equações supracitadas em termos exatos de N . Sendo assim, a expressão

final para o valor genérico de N será dada por:

Φ
(N)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) +
1

N + 1

 ∑
j = 0

j < N/2

(N − 2j)(σ1c12)j+1(σ2c21)jIS2
j+1,j+1(x, t)

+
∑
j = 1

j < (N − 1)/2

(N − 2j + 1)(σ1c12)j(σ2c21)jIS1
j,j−1(x, t)

 ,(3.40)

Φ
(N)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) +
1

N + 1

 ∑
j = 0

j < N/2

(N − 2j)(σ1c12)j(σ2c21)j+1IS1
j+1,j+1(x, t)

+
∑
j = 1

j < (N − 1)/2

(N − 2j + 1)(σ1c12)j(σ2c21)jIS2
j−1,j(x, t)

 .

(3.41)

Fica claro que independente da grandesa de N , a inversão é possível e

viável para obtenção da solução bem como no problema monoenergético através da

definição de ISgm,n.
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Aqui podemos ver claramente que em problemas de não reentrância

de nêutrons ("no up-scattering"em inglês), nos quais independente do número de

grupos a matriz de espalhamento formada pelos coeficientes cgg′ com g, g′ ∈ ΛG será

sempre diagonal inferior, isto é, cgg′ = 0 ∀g < g′ com g, g′ ∈ ΛG. No caso específico

mostrado até aqui, teremos que c12 = 0. E analisando novamente (3.40) e (3.41)

teremos que ao avaliar os primeiros termos do somatório em j, teremos que

Φ
(N)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) (3.42)

Φ
(N)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) +
N

N + 1
σ2c21I

S2
1,1(x, t) (3.43)

E evidentemente ao fazer N →∞, temos que

lim
N→∞

Φ
(N)
1 (x, t) = IS1

1,0(x, t) = Φ̂1(x, t) (3.44)

lim
N→∞

Φ
(N)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t) + σ2c21I
S1
1,1(x, t) = Φ̂2(x, t) + σ2c21I

S1
1,1(x, t) (3.45)

o que mostra que nesses casos, o primeiro grupo possui sempre a solução

igual ao caso monoenergético.

Com a idéia de avaliar o perfil do fluxo de nêutrons para o caso de dois

grupos de energia, vamos estabelecer alguns parâmetros e definições para facilitar

a analise. Assumimos a tabela (3.1) que possui valores para seção de choque total

(σg), velocidades (vg), coeficientes de espalhamento (cgg′), espessura da placa (h) e

posições iniciais de pulso (x0,g). Para os conjuntos 1 e 2 consideramos o caso de não

reentrância de nêutrons, de maneira que a evolução do primeiro grupo de energia é

independente do segundo.
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Tabela 3.1: Conjunto de parâmetros usados para simulações. Assumimos aqui quan-
tidades admensionais.

σ1 σ2 v1 v2 c11 c12 c22 c21 h x0,1 x0,2

conjunto 1 1.00 1.00 1.00 0.50 0.90 0.00 0.90 0.05 10.00 0.50 0.00
conjunto 2 1.00 1.00 1.00 0.50 0.90 0.00 0.50 0.45 10.00 0.50 0.00
conjunto 3 1.00 1.00 1.00 0.50 0.90 0.45 0.50 0.05 10.00 0.50 0.25
conjunto 4 1.00 1.00 1.00 0.50 0.50 0.05 0.90 0.45 10.00 0.50 0.25

Para analise da convergência dos resultados, é interessante comparar

os fluxos a medida que N cresce. A variação do fluxo de nêutrons com a variável

espacial fixando o tempo é apresentado nos gráficos de 3.1 até 3.8. Observamos que

o fluxo dependente da variável espacial decresce com o aumento do tempo.

Agora analisando a variação do fluxo de nêutrons variando com o tempo

e fixando a variável espacial, mostrado nas figuras numeradas de 3.9 até 3.16. As

descontinuidades nas derivadas temporais são claramente apreciadas nos gráficos.

Esse efeito é obviamente determinado pela propagação da descontinuidade inicial

na distribuição do fluxo, afetando ambos grupos de energia devido as influências de

um sobre o outro.

Figura 3.1: Fluxo (N = 1) para grupo 1 com conjunto de parâmetros 1, usando 300 harmonicas.
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Figura 3.2: Fluxo (N = 1) para grupo 2 com conjunto de parâmetros 1, usando 300 harmonicas.

Figura 3.3: Mesmo caso de 3.1, para g = 2, com N = 2.
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Figura 3.4: Mesmo caso de 3.1, para g = 2, com N = 10.

Figura 3.5: Fluxo (N = 1) para grupo 1 com conjunto de parâmetros 3, usando 300 harmonicas.
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Figura 3.6: Fluxo (N = 1) para grupo 2 com conjunto de parâmetros 3, usando 300 harmonicas.

Figura 3.7: Fluxo (N = 10) para grupo 1 com conjunto de parâmetros 3, usando 300 harmonicas.
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Figura 3.8: Fluxo (N = 10) para grupo 2 com cojunto de parametros 3, usando 300 harmonicas.

Figura 3.9: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parâmetros 1; diferentes pontos foram con-
siderados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.
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Figura 3.10: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parâmetros 1; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.

Figura 3.11: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parâmetros 2; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.
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Figura 3.12: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parâmetros 2; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.

Figura 3.13: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parâmetros 3; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.
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Figura 3.14: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parâmetros 3; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.

Figura 3.15: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parâmetros 4; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.
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Figura 3.16: Distribuição do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parâmetros 4; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a x = h/2 em intervalos de 0.1× h/2.

3.5 Analise do Problema com G > 2

Tentando extender para um numero geral de grupos de energia, con-

sideraremos o fluxo escalar dado em (3.16) onde truncamos em N . Escrevendo de

forma explica e mais geral a expressão truncada para ΦN
g , teremos que:

Φ(N)
g (B, s) = Φ(0)

g (B, s) + Φ(1)
g (B, s) + ...+ Φ(N)

g (B, s) for N ≥ 1

= Γgg(B, s)Sg(B, s) +
N∑
i=1

Φ(i)
g (B, s)

= (N + 1)Γgg(B, s)Sg(B, s)︸ ︷︷ ︸
solução monoenergética=Φ̂g(B,s)

+ Γgg(B, s)
N∑
i=1

G∑
g′ 6=g

σg′cgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s)︸ ︷︷ ︸

influência multi-grupo=Φ̌
(N)
g (B,s)

:= Φ̂g(B, s) + Φ̌(N)
g (B, s) (3.46)

Procurando obter uma solução no espaço tempo, usaremos a inversão

de Laplace e Fourier (3.46). Primeiramente Fourier, chegando a integral
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ISgm1,m2,...,mG
(x, s) =

∫ ∞
−∞

(Γ11)m1(Γ22)m2 ...(ΓGG)mG(B, s)Sg(B, s)e
−iBxdB

=

∫ ∞
−∞

G∏
γ=1

(Γγγ)
mγ (B, s)Sg(B, s)e

−iBxdB. (3.47)

A expressão (3.47) é obtida através de (3.46) e fazendo todos termos

explicitamente dependendo diretamente de cada fonte Sg. Esse processo resulta em

uma aplicação sucessiva do núcleo Γgg, feito de maneira explicita em (3.47) através

da representação dos expoentes {m1 . . .mG}.

Agora, aplicando a inversão da transformada de Fourier e assumindo

a simetria da fonte no domínio [−h/2;h/2] e representada pelas auto-funções de

Helmholtz como:

Sg(B, s) =

√
2

h

∞∑
n=1

sgn(s)

[
δ(B −Bn) + δ(B +Bn)

2

]
. (3.48)

Assumindo também que a solução satisfaz as condições de contorno

adotadas. Essa condição não é correta ao aplicarmos diretamente ao fluxo escalar,

mas é ainda fisicamente significante na análise de pulsos com tempos pequenos,

isto é, quando os neutrons ainda não alcançaram os limites do domínio. Uma vez

introduzidas (3.48) dentro (3.47) é obtida a inversão da transformada de Fourier e

podemos focar na inversão da transformada de Laplace:

I
Sg
m1,m2,...,mG(x, t) =√

2

h

∞∑
n=1

{∫ t

0

[
1

2πi

∫ −σg+i∞

−σg−i∞

G∏
γ=1

Γmγγγ (B, s)es(t−t
′)ds

]
sgk(t

′)dt′

}
cos (Bkx)
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Usando as definições das integrais acima podemos expressar a solução diretamente

em (x, t). Para N = 0 teremos:



Φ
(0)
1 (B, s) = Γ11S1(B, s)

Φ
(0)
2 (B, s) = Γ22S2(B, s)

...

Φ
(0)
G (B, s) = ΓGGSG(B, s)

⇒



Φ
(0)
1 (x, t) = IS1

1 (x, t)

Φ
(0)
2 (x, t) = IS2

0,1(x, t)
...

Φ
(0)
G (x, t) = ISG0, 0, ..., 1︸ ︷︷ ︸

×G

(x, t).

(3.49)

Os termos de alta ordem serão conhecidos ao aumentarmos o valor de

truncamento. Tomando agora o caso N = 1 obtemos:

Φ1
1 = 2Γ11S1 + Γ11

1∑
i=1

G∑
g′ 6=g

σg′c1g′Φ
(i−1)
g′

= 2Γ11S1 + Γ11(σ2c12Φ
(0)
2 + σ3c13Φ

(0)
3 + ...+ σGc1GΦ

(0)
G )

= 2Γ11S1 + σ2c12Γ11Γ22S2 + σ3c13Γ11Γ33S3 + ...+ σGc1GΓ11ΓGGSG(3.50)

e para g ∈ ΛG ainda no espaço transformado, teremos que:

Φ1
g(B, s) = 2ΓggSg + Γgg

1∑
i=1

G∑
g′ 6=g

σg′cgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s)

= 2ΓggSg +
G∑

g′ 6=g

σg′cgg′ΓggΓg′g′Sg′(B, s) (3.51)

Já para ordem N = 2 podemos escrever que:

Φ2
g = 3ΓggSg + Γgg

2∑
i=1

G∑
g′ 6=g

σg′cgg′Φ
(i−1)
g′ (B, s)

= 3ΓggSg + Γgg

(
G∑

g′ 6=g

σg′cgg′Φ
(0)
g′ (B, s) +

G∑
g′ 6=g

σg′cgg′Φ
(1)
g′ (B, s)

)

= 3ΓggSg + 2
G∑

g′ 6=g

σg′cgg′ΓggΓg′g′Sg′(B, s)

+
G∑

g′ 6=g

G∑
g′′ 6=g′

σg′cgg′σg′′cg′g′′ΓggΓg′g′Γg′′g′′Sg′′ . (3.52)
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Em uma forma mais compacta de (3.52) seguimos obtendo as expressões para cada

caso. Como N = 3 temos:

Φ(3)
g = 4ΓggSg + 3

G∑
g′ 6=g

σg′cgg′ΓggΓg′g′Sg′

+ 2
∑
g′ 6=g

∑
g′′ 6=g′

σg′cgg′σg′′cg′g′′ΓggΓg′g′Γg′′g′′Sg′′

+
∑
g′ 6=g

∑
g′′ 6=g′

∑
g′′′ 6=g′′

σg′cgg′σg′′cg′g′′σg′′′cg′′g′′′ΓggΓg′g′Γg′′g′′Γg′′′g′′′Sg′′′ ,

(3.53)

até conseguirmos expressar de maneira mais geral e usando que g′ → k1 teremos

para todas as demais ordens:

Φ(N)
g = (N + 1)ΓggSg

+ N
∑
g′ 6=k1

σk1cgk1ΓggΓk1k1Sk1

+ (N − 1)
∑
g 6=k1

∑
k2 6=k1

σk1cgk1σk2ck1k2ΓggΓk1k1Γk2k2Sk2

... (3.54)

+
∑
k1 6=g

∑
k2 6=k1

· · ·
∑

kN 6=kN−1︸ ︷︷ ︸
×N

σk1cgk1 ...σkN ckN−1kNΓggΓk1k1 ...ΓkNkNSkN .

No intúito de obter uma expressão mais clara e elegante para o fluxo no grupo g ainda

no espaço transformado e consequentemente no espaço direto, vamos introduzir as

constantes Ξg,`max e os operadores Tg,jmax [·] como sendo:

Ξg,`max =

{
`max∏
`=1

σk`ck`−1k`

}
, `max ∈ ΛG−1

Tg,jmax [·] =

{
jmax∏
j=1

Γkjkj

}
Γgg(·), jmax ∈ ΛG. (3.55)
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onde k0 = g e Tg,0[·] = Γgg[·]. Desta maneira podemos reescrever a expressão (3.54)

como

Φ(N)
g = (N + 1)Tg,0[Sg]

+ N
∑
g′ 6=k1

Ξg,0Tg,1[Sk1 ]

+ (N − 1)
∑
g 6=k1

∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

... (3.56)

+
∑
k1 6=g

∑
k2 6=k1

· · ·
∑

kN 6=kN−1︸ ︷︷ ︸
×N

Ξg,N−1Tg,N [SkN ].

Φ(N)
g = (N + 1)Tg,0[Sg] +

N∑
ω=1

(N − ω + 1)


∑
· · ·
∑

︸ ︷︷ ︸
×ω

Ξg,ω−1Tg,ω[Skω ]

 . (3.57)

Finalmente, podemos concluir que a inversão de (3.57) representada no espaço orig-

inal (x, t) usando Tg,jmax(x, t)(·), que é

Tg,jmax [Sg](x, t) = ISgm1,...,mkjmax
(x, t) (3.58)

assume a forma

Φ(N)
g (x, t) = (N + 1)I

Sg
0,0,...,mg(x, t)

+
N∑
ω=1

(N − ω + 1)


∑
· · ·
∑

︸ ︷︷ ︸
×ω

Ξg,ω−1I
Skω
m1,...,mg ,mk1 ,...,mkω

(x, t)

 .

(3.59)

que representa a solução final de ordem N para o grupo g.

Considerando para estas simulações uma nova tabela de conjuntos de

parâmetros (Tabela 3.2). Nos dois primeiros conjunto consideramos o caso sem

reentrância de nêutrons. É imediato a percepção do fato de que o número de singu-

laridades cresce ao aumentarmos a espessura da placa h.
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Tabela 3.2: Conjunto de parâmetros usados nas simulações. Quantidades admen-
sionais assumidas.

σ1 σ2 σ3 v1 v2 v3 h x0,1 x0,2 x0,3

conjunto 5 1.00 1.00 2.00 1.00 0.50 0.10 10.00 0.50 0.35 0.30
conjunto 6 1.00 1.00 2.00 1.00 0.50 0.10 10.00 0.50 0.00 0.15
conjunto 7 1.00 1.00 2.00 1.00 0.50 0.10 10.00 0.50 0.25 0.25
conjunto 8 1.00 1.00 2.00 1.00 0.50 0.10 10.00 0.50 0.25 0.15

onde usaremos para o caso com 3 grupos de energia a matriz de espal-

hamento dada por

Mscat =


c11 c12 c13

c21 c22 c23

c31 c32 c33

 =


0.45 0.05 0.40

0.30 0.50 0.20

0.25 0.35 1.00

 (3.60)

Analisando os resultados para o caso de 3 grupos de energia, usamos a

tabela 3.2. Apresentamos alguns transientes dos fluxos, das figuras 3.17 até 3.19.

Figura 3.17: Fluxo g = 1 usando o conjunto de parâmetros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.

Analisando os padrões dos fluxos de nêutrons em comparação com a

variável espacial também podemos ver claramente na representação em relação a
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Figura 3.18: Fluxo g = 2 usando o conjunto de parâmetros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.

Figura 3.19: Fluxo g = 3 usando o conjunto de parâmetros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.
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este caso que o ponto espacial no qual a fonte é posicionada é claramente visto

e impulsiona um fluxo de nêutrons inicial constante até aquela posição. Fica claro

também que a medida que a variável temporal cresce notamos o decaimento do fluxo

para cada grupo de energia. Julgamos os resultados extremamente satisfatórios em

comparação visual com a literatura e também uma vez que podemos expressar a

solução como sendo analítica e através de uma combinação das mesmas em ordens

anteriores.
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3.6 Modelos de aproximação de Γgg′(Bn, s) para teoria

Multi-grupo

Definimos a função Γgg′(Bn, s) como

Γgg′(Bn, s) :=
Ag0,0(Bn,s)

1− σgcgg′Ag0,0(Bn, s)
(3.61)

estabelendo como equação característica, isto é, teremos as singulari-

dades ao fazermos

1− σgcgg′Ag0,0(Bn, s) = 0 (3.62)

por definição, temos

Agl,k(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

Pl(µ
′)Pk(µ

′)

(σg + sv−1
g )− iBnµ′

dµ′

≈ 1

2

M∑
m=1

Pl(µ
′)Pk(µ

′)ωm
(σg + sv−1

g )− iBnµm

=

M/2∑
m=1

(σg + sv−1
g )Pl(µ

′)Pk(µ
′)ωm

(σg + sv−1
g )2 + (Bnµm)2

Assim

Ag0,1(B, s) = Ag1,0(B, s) ≈
M/2∑
m=1

(σg + sv−1
g )µmωm

(σg + sv−1
g )2 + (Bnµm)2

(3.63)

Ag1,1(B, s) ≈
M/2∑
m=1

(σg + sv−1
g )µ2

mωm

(σg + sv−1
g )2 + (Bnµm)2

(3.64)

e usando este fato, temos
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Ag0,0(Bn, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ′

(σg + sv−1
g )− iBnµ′

≈ 1

2

M∑
m=1

ωm
(σg + sv−1

g )− iBnµm

=

M/2∑
m=1

(σg + sv−1
g )ωm

(σg + sv−1
g )2 + (Bnµm)2

pela definição de modelo contínuo, teriamos

Ag0,0(B, s) =
1

2

∫ 1

−1

dµ′

(σg + sv−1
g )− iBµ′

=
1

B
arctan

B

σg + sv−1
g

(3.65)

por (3.62) temos

1− σgcgg′
1

Bn

arctan
Bn

σg + sv−1
g

= 0 (3.66)

Assim, usando a mesma metodologia do capítulo anterior, definimos

τ gn = Bn/σg e pg = (s(vgσg) + 1)−1. Logo,

1− cgg′

τ gn
arctan τ gnpg = 0⇒ arctan τ gnpg =

τ gn
cgg′

(3.67)

nesse caso, teremos singularidade somente se τgn
cgg′
≤ π

2
e não teriamos

se τgn
cgg′

> π
2
, mas

Bn

σgcgg′
>
π

2
⇒ Bn >

σgcgg′π

2
⇒ (2n− 1)π

h
>
σgcgg′π

2
⇒ n >

hσgcgg′ + 2

4
(3.68)

Assim, definimos um valor limite para n, como segue
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nlim =

⌈
hσgcgg′ + 2

4

⌉
(3.69)

isto é, teremos singularidades se n ≤ nlim. Podemos encontrar estas

singularidades resolvendo a equação

1− σgcgg′
M/2∑
m=1

(σg + sv−1
g )ωm

(σg + sv−1
g )2 + (Bnµm)2

= 0 (3.70)

onde cada ωm e µm são definidos como no capítulo anterior. Vamos

novamente utilizar M = 6, tratando-se de uma aproximação de melhor qualidade

ao problema. Logo, por analogia, teremos que as se dão em

s = −σgvg
{

45σ2
g + 27B2

n − 5cggσ
2
g + 12cggB

2
n

135σ2 − 10cggσ2
g + 27B2

n

}
(3.71)

A distribuição dos polos no plano complexo calculada usando como ex-

emplo dois diferentes conjuntos de parâmetros, incluindo o caso com reentrância

de nêutrons, é abordada nos gráficos numerados de 3.20 até 3.25. Em conclusão,

a transformação inversa será constituída pela soma de uma parte integral ao longo

do ramo e um termo exponencial introduzido pelo resíduo referente a cada sin-

gularidade, sempre que esta existir, como anteriormente. A seguir, mostramos os

resultados para distribuição dos polos relativos aos grupos 1,2 e 3.
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Figura 3.20: Polos para g = 1 and h = 20.

Figura 3.21: Polos para g = 1 and h = 50.
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Figura 3.22: Polos para g = 2 and h = 20.

Figura 3.23: Polos para g = 2 and h = 50.
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Figura 3.24: Polos para g = 3 and h = 20.

Figura 3.25: Polos para g = 3 and h = 50.
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3.7 Caso Anisotrópico

Bem como para o caso monoenergético, aqui para espalhamento anisotrópico

usaremos a formulação BN . Escrevendo a equação do transporte multi-grupo con-

siderando um núcleo de espalhamento anisotrópico, temos então

v−1
g

∂

∂t
ϕg(x, µ, t)+µ

∂

∂x
ϕg(x, µ, t)+σgϕg(x, µ, t) =

G∑
g′=1

∮
cgg′σg′(Ω

′·Ω)ϕg′(x,Ω, t)dΩ′+
1

2
Sg(x, t)

(3.72)

definindo

σg(Ω
′ · Ω) =

L∑
l=0

2l + 1

2
σl,gPl(Ω

′ · Ω) (3.73)

Usando a mesma estratégia tomada no caso isotrópico, aplicamos as

transformadas de Laplace e Fourier, tornando (3.72) em

ϕg(B, µ, s)[(σg+sv
−1
g )−iBµ] =

G∑
g′=1

cgg′

{
L∑
l=0

2l + 1

2
σl,g′ϕl,g′(B, s)Pl(µ)

}
+

1

2
Sg(B, s)

(3.74)

Assumindo que

ϕk,g(B, s) =

∫ 1

−1

ϕg(B, µ, s)Pk(µ)dµ (3.75)

ϕg(B, µ, s) =
1

(σg + sv−1
g )− iBµ

G∑
g′=1

cgg′

{
L∑
l=0

2l + 1

2
σl,g′ϕl,g′(B, s)Pl(µ)

}

+
1

(σg + sv−1
g )− iBµ

1

2
Sg(B, s) (3.76)
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Podemos multiplicar ambos lados de (3.76) por Pk(µ) e integrando sobre

a variável angular µ, temos

ϕk,g(B, s) =
G∑

g′=1

cgg′

{
L∑
l=0

σl,g′
2l + 1

2
ϕl,g′(B, s)

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)

(σg + sv−1
g )− iBµ

dµ

}

+
1

2
Sg(B, s)

∫ 1

−1

Pk(µ)

(σg + sv−1
g )− iBµ

dµ (3.77)

como por definição temos

Agl,k(B, s) =

∫ 1

−1

Pl(µ)Pk(µ)

(σg + sv−1
g )− iBµ

dµ (3.78)

Então

ϕk,g(B, s) =
G∑

g′=1

cgg′

{
L∑
l=0

σl,g′(2l + 1)ϕl,g′(B, s)A
g
l,k(B, s)

}
+ Sg(B, s)A

g
0,k(B, s)

Também usando que Agl,k(B, s) = Agk,l(B, s) e tendo em mente que

(k + 1)Agl,k+1(B, s) = i
δl,k
B
− i

σg + sv−1
g

B
(2k + 1)Agl,k(B, s)− kA

g
l,k−1(B, s) (3.79)

dessa maneira para k, l ≥ 2, podemos usar a formula recursivamente

para calcular Agl,k(B, s) a partir de Ag0,0(B, s).

Por exemplo, supondo a aproximação B0, temos exatamente o caso

isotrópico monoenergético. Agora, ilustrando o caso da aproximação B1. Por exem-

plo, tomando 2 grupos de energia, k = 0, 1 e L = 1, podemos escrever ϕ0,g(B, s) e

ϕ1,g(B, s)
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ϕ0,g(B, s) =
2∑

g′=1

cgg′

{
1∑
l=0

(2l + 1)σl,g′ϕl,g′(B, s)A
g
l,0(B, s)

}
+ Sg(B, s)A

g
0,0(B, s)

(3.80)

ϕ1,g(B, s) =
2∑

g′=1

cgg′

{
1∑
l=0

(2l + 1)σl,g′ϕl,g′(B, s)A
g
l,1(B, s)

}
+ Sg(B, s)A

g
0,1(B, s)

(3.81)

Assim, de maneira geral para g ∈ ΛG, teremos

ϕ1,g(B, s) =
G∑

g′=1

cgg′

{
1∑
l=0

(2l + 1)σl,g′ϕl,g′(B, s)A
g
l,1(B, s)

}
+ Sg(B, s)A

g
0,1(B, s)

(3.82)

Aqui, de maneira similar ao caso monoenergético, a solução é dada

independentemente para cada ordem de anisotropia para cada grupo g e assim por

diante até a ordem de anisotropia L+ 1. Novamente ao final, devemos combiná-las

todas juntas nas equação acima (3.82) afim de obter a resposta final para o fluxo.
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3.8 Analise Geral do Erro no Caso Isotrópico

Temos como expressão geral para o fluxo truncada em N

Φ(N)
g = ΓggSg +

N

N + 1

G∑
g′ 6=k1

σk1cgk1ΓggΓk1k1Sk1

+
N − 1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

σk1cgk1σk2ck1k2ΓggΓk1k1Γk2k2Sk2

...

+
1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

σk1cgk1 ...σkN ckN−1kNΓggΓk1k1 ...ΓkNkNSkN

(3.83)

Relembrando as definições de Ξg,`max e Tg,`max(·) dadas por

Ξg,`max :=
`max∏
`=1

σk`ck`−1k` , jmax ∈ ΛG−1 (3.84)

Tg,`max [·] :=

{
jmax∏
j=1

Γkjkj

}
Γgg[·], jmax ∈ ΛG (3.85)

Assim, teremos que

Φ(N)
g = Tg,0[Sg] +

N

N + 1

G∑
g′ 6=k1

Ξg,0Tg,2[Sk1 ]

+
N − 1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

...

+
1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

Ξg,N−1Tg,N [SkN ]

(3.86)
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Ao analisar o erro, queremos que ‖ Φ
(N+1)
g − Φ

(N)
g ‖→ 0 ∀g ∈ ΛG ao

N → 0, para tal, fazendo essa diferença teremos que

‖ Φ(N+1)
g − Φ(N)

g ‖=‖ Tg,0[Sg] +
N + 1

N + 2

G∑
g′ 6=k1

Ξg,0Tg,1[Sk1 ]

+
N

N + 2

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

...

+
1

N + 2

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

G∑
kN+1 6=kN

Ξg,NTg,N+1[SkN+1
]

−Tg,0[Sg] −
N

N + 1

G∑
g′ 6=k1

Ξg,0Tg,2[Sk1 ]

− N − 1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

...

− 1

N + 1

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

Ξg,N−1Tg,N [SkN ] ‖

(3.87)

ou ainda
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‖ Φ(N+1)
g − Φ(N)

g ‖= ‖
(
N + 1

N + 2
− N

N + 1

) G∑
g′ 6=k1

Ξg,0Tg,1[Sk1 ]

+

(
N

N + 2
− N − 1

N + 1

) G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

...

+

(
2

N + 2
− 1

N + 1

) G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

Ξg,N−1Tg,N [SkN ]

+
1

N + 2

G∑
g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

G∑
kN+1 6=kN

Ξg,NTg,N+1[SkN+1
] ‖

(3.88)

O padrão de cada multiplicador é definido como

γ(κ) :=

(
κ+ 1

N + 2
− κ

N + 1

)
=

N − κ+ 1

(N + 2)(N + 1)
(3.89)

Logo, teremos que

‖ Φ(N+1)
g − Φ(N)

g ‖= ‖ γ(N)
G∑

g′ 6=k1

Ξg,0Tg,1[Sk1 ]

+ γ(N − 1)
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Ξg,1Tg,2[Sk2 ]

...

+ γ(1)
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

Ξg,N−1Tg,N [SkN ]

+ γ(0)
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

G∑
kN+1 6=kN

Ξg,NTg,N+1[SkN+1
] ‖

(3.90)

Agora, por definição temos que Ξg,`max ≥ 0 e também que
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Ξg,N < Ξg,N−1 ∀g ∈ ΛG (3.91)

pois 0 ≤ σgcgg′ < 1 ∀g, g′ ∈ ΛG. Analisando cuidadosamente (3.90)

vemos que cada somatório tem exatamente (G− 1) termos. Concluimos assim que

na n-ézima linnha teremos (G− 1)n termos. Isto é, na n-ezima linha teremos que

γ(N − n+ 1)
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kn 6=kn−1

Ξg,n−1Tg,n[Skn ] ≤

γ(N − n+ 1) sup
g∈Λn

Ξg,n−1(G− 1)n
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kn 6=kn−1

Tg,n[Skn ] (3.92)

Usando (3.92) teremos que

‖ Φ(N+1)
g − Φ(N)

g ‖ ≤ γ(N) sup
g∈Λ1

Ξg,0(G− 1) ‖
G∑

g′ 6=k1

Tg,1[Sk1 ] ‖

+ γ(N − 1) sup
g∈Λ2

Ξg,1(G− 1)2 ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

Tg,2[Sk2 ] ‖

...

+ γ(1) sup
g∈ΛN

Ξg,N−1(G− 1)N ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

Tg,N [SkN ] ‖

+ γ(0) sup
g∈ΛN+1

Ξg,N(G− 1)N+1 ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

G∑
kN+1 6=kN

Tg,N+1[SkN+1
] ‖

(3.93)

Definimos

C(κ) := γ(κ)(G− 1)N−κ+1 =
n− κ+ 1

(N + 2)(N + 1)
(G− 1)N−κ+1 (3.94)
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e sabemos também que a sequência dos supremos é decrescente, usando

(3.91). Assim temos que

sup
g∈ΛG

Ξg,N−1 > sup
g∈ΛG

Ξg,N (3.95)

Fica evidente que no caso em que G = 2, teremos que

lim
N→∞

C(κ) = lim
N→∞

N − κ+ 1

(N + 2)(N + 1)
= lim

N→∞

1

N
= 0 (3.96)

e consequentemente

lim
N→∞

‖ ΦN+1
g − ΦN

g ‖= 0 ∀g ∈ ΛG (3.97)

Ao tomarmos que para valores fixo de x e t, teremos

‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

Tg,N [SkN ]︸ ︷︷ ︸ ‖
mg(N)

≤ fg(N) (3.98)

Podemos reescrever que

mg(N) = ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

(
N∏
j=1

ΓkjkjΓgg[SkN ]

)
‖

= ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

(ΓkNkN ...Γk1k1Γgg[SkN ]) ‖

= ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

(
AkN00

1− σkN ckNkNA
kN
00

...
Ag00

1− σgcggAg00

SkN

)
‖

(3.99)
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Pensando que este produto dentro dos somatórios pode ser escrito por

AkN00

1− σkN ckNkNA
kN
00

...
Ak100

1− σk1ck1k1Ak100

Ag00

1− σgcggAg00

=

(
N∏
j=1

A
kj
00

)(
1

1− σkjckjkjA
kj
00

)

recordando que a definição de Akj00(B, s)

A
kj
00 =

1

2

∫ 1

−1

dµ′

(σkj + sv−1
kj

)− iBµ′

≈
M/2∑
m=1

(σkj + sv−1
kj

)ωm

(σkj + sv−1
kj

)2 + (Bµm)2
(3.100)

A ideia aqui é simplesmente majorar a ultima expressão. Como temos

que (σkj + sv−1
kj

)2 + (Bnµm)2 > (σkj + sv−1
kj

)2, pois (Bnµm)2 > 0 ∀n,m ∈ N. Teremos

então

1

(σkj + sv−1
kj

)2 + (Bnµm)2
<

1

(σkj + sv−1
kj

)2
(3.101)

Logo,

M/2∑
m=1

(σkj + sv−1
kj

)ωm

(σkj + sv−1
kj

)2 + (Bnµm)2
≤

M/2∑
m=1

ωm

(σkj + sv−1
kj

)
(3.102)

Agora considerando que temos um somatório em m, podemos dizer que

M/2∑
m=1

ωm

(σkj + sv−1
kj

)
=

1

(σkj + sv−1
kj

)

M/2∑
m=1

ωm︸ ︷︷ ︸
WM<∞

= (vkjσkj + s)−1︸ ︷︷ ︸
f(s)

.vkjWM (3.103)
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Tomando agora o segundo produtório, isto é, o termo

1−σkjckjkjA
kj
00 = 1−σkjckjkj

M/2∑
m=1

ωm

(σkj + sv−1
kj

)

 > 1−σkjckjkjf(s)vkjWM (3.104)

Implica que

1

1− σkjckjkjA
kj
00

<
1

1− σkjckjkjf(s)vkjWM

(3.105)

ou ainda que

1

1− σkjckjkjA
kj
00

<
1/f(s)

1/f(s)− σkjckjkjvkjWM

(3.106)

Assim, por fim teremos que

(
N∏
j=1

A
kj
00

)(
N∏
j=1

1

1− σkjckjkjA
kj
00

)
<

(
N∏
j=1

vkjWMf(s).
1/f(s)

1/f(s)− σkjckjkjvkjWM

)

=
N∏
j=1

vkjWM

1/f(s)− σkjckjkjvkjWM

=
N∏
j=1

vkjWM

vkjσkj + s− σkjckjkjvkjWM

=
N∏
j=1

vkjWM

s+ vkjσkj(1− ckjkjWM)

Olhando novamente paras funções mg(N) a sabendo que WM = 2, pois

representam simplesmente os pesos da quadratura gaussiana, teremos então
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mg(N) = ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...
G∑

kN 6=kN−1

(
N∏
j=1

ΓkjkjΓgg

)
SkN ‖

< ‖
G∑

g′ 6=k1

G∑
k2 6=k1

...

G∑
kN 6=kN−1

(
N∏
j=1

2vkj
s+ vkjσkj(1− 2ckjkj)

)
SkN ‖︸ ︷︷ ︸

fg,N (B,s)

(3.107)

Aqui teremos uma função a ser invertida para poder expressar final-

mente uma maximização da diferença ‖ Φ
(N+1)
g − Φ

(N)
g ‖. Talvez observando sepa-

radamente a expressão final e usando o teorema da convolução, podemos chegar a

um valor final. Separando o problema em

F (s) =
N∏
j=1

2vkj
s+ akj

e S(s) = SkN (3.108)

onde akj = vkjσkj(1− 2ckjkj). Assim

f(t) = L−1{F (s)} = L−1

{
N∏
j=1

2vkj
s+ akj

}
(3.109)

mas

N∏
j=1

2vkj
s+ akj

= 2
N∏
j=1

vkj
s+ akj

= 2

(
vk1

s+ ak1

vk2
s+ ak2

...
vkN

s+ akN

)
= 2vk1vk2 ...vkN

1

(s+ ak1)(s+ ak2)...(s+ akN )

= 2


N∏
j=1

vkj︸ ︷︷ ︸
VN


(

K1

(s+ ak1)
+

K2

(s+ ak2)
+ ...+

KN

(s+ akN )

)

Assim podemos dizer que
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1

(s+ ak1)(s+ ak2)...(s+ akN )
=

K1

(s+ ak1)
+

K2

(s+ ak2)
+ ...+

KN

(s+ akN )
(3.110)

ou ainda que

K1

 N∏
j=1
j 6=1

(s+ akj)

+K2

 N∏
j=1
j 6=2

(s+ akj)

+ ...+KN

 N∏
j=1
j 6=N

(s+ akj)

 = 1

desde que tenhamos sempre que akj 6= akj+1
∀ ∈ {1, 2, ..., N}. Assim,

tomando para o primeiro indice que s = −ak1 , teremos

K1

 N∏
j=1
j 6=1

(akj − ak1)

 = 1 (3.111)

ou ainda que

K1 =

 N∏
j=1
j 6=1

(akj − ak1)


−1

(3.112)

Seguindo assim, assumindo s = −akj para cada índice j, teremos que

consequencia que

Kj =

 N∏
δ=1
δ 6=j

(akδ − akj)


−1

(3.113)

Por fim podemos escrever um expressão para F (s) da seguinte maneira
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F (s) = 2VN

N∑
j=1

Kj

s+ akj
(3.114)

Pensando então na inversão, teremos que

L−1

{
2VN

N∑
j=1

Kj

s+ akj

}
= 2VN

N∑
j=1

Kje
−akj t =: f(t) (3.115)

Assim, ao final usando o teorema da convulação, teremos que

L−1{F (s)} =

∫ t

0

2VN

N∑
j=1

Kje
−akj (t−u)

√
2

h

∞∑
n=1

cos (Bnx)S(u)du

= 2VN

N∑
j=1

Kje
−akj t

√
2

h

∞∑
n=1

cos (Bnx)S0,t

∫ t

0

eakjudu

= 2VN

N∑
j=1

Kje
−akj t

√
2

h

∞∑
n=1

cos (Bnx)S0,t
1

akj
(eakj − 1) (3.116)

onde vimos que VN , Kj e S0,t são constantes, sendo que última con-

sideramos um valor inicial para fonte do grupo g em questão. Por fim, podemos

expressar que

fg,N(x, t) = 2S0,tVN

√
2

h

N∑
j=1

∞∑
n=1

Kj
e−akj t

akj
cos (Bnx)(eakj − 1)

= S0,tVN

√
8

h

N∑
j=1

∞∑
n=1

Kj

akj
cos (Bnx)(1− e−akj ) (3.117)

Assim, para cada termo de ordem N em ‖ Φ
(N+1)
g −Φ

(N)
g ‖, teremos que
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‖ Φ(N+1)
g − Φ(N)

g ‖ ≤ C(N) sup
g∈ΛG

Ξg,0fg(1)

+ C(N − 1) sup
g∈ΛG

Ξg,1fg(2)

...

+ C(0) sup
g∈ΛG

Ξg,Nfg(N + 1) (3.118)

Sendo assim, para as simulações, tomaremos que

fg,N(x, t) = S0,tVN

√
8

h

N∑
j=1

Kj

akj
(1− e−akj )

(
∞∑
n=1

cos (Bnx)

)
(3.119)

Algumas simulações foram feitas com intuito de expressar mais clara-

mente a convergência do método com relação ao número de truncamento. Anal-

isamos com várias hipóteses mantendo um número fixo de três grupos de energia.

As tabelas representão as diferenças entre duas aproximações para um fixo grupo

de energia e com diferentes matrizes de expalhamento definidas por

Mscat,1 =


0.45 0.05 0.40

0.30 0.50 0.20

0.25 0.35 1.00

 , Mscat,3 =


1.00 0.10 0.80

0.30 1.00 0.50

0.25 0.35 0.80

 , Mscat,3 =


0.80 0.05 0.75

0.30 0.60 0.30

0.25 0.45 0.70

 .

Na terceira tabela, focamos na análise de convergência do fluxo com

relação ao número de funções harmonicas utilizadas em cada simulação. Facilmente

se nota a convergência através da análise dos numeros.

Após a análise destes resultados, temos como concluir que a convergên-

cia do método é assegurada inclusive para ordens não muito grandes. Os valores

do fluxo podem ser assegurados com ao menos 4 dígitos significativos apenas com
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Tabela 3.3: Padrão da diferença ‖ ΦN+1
1 −ΦN

1 ‖ para diferentes valores de N e valor
fixo x e t.

N com Mscat,1 com Mscat,2 com Mscat,3

1 7.447830(-1) 7.332352(-1) 1.167473(0)
2 2.951100(-2) 4.775629(-2) 1.908838(-1)
5 2.986117(-3) 4.889153(-3) 2.108829(-2)
10 8.142365(-4) 1.332161(-3) 5.639281(-3)
50 3.512392(-5) 5.746578(-5) 2.432561(-4)
100 9.047072(-6) 1.480179(-5) 6.265689(-5)

Tabela 3.4: Padrão da diferença ‖ ΦN+1
2 −ΦN

2 ‖ para diferentes valores de N e valor
fixo x e t.

N com Mscat,1 com Mscat,2 com Mscat,3

1 6.347432(-1) 7.012899(-1) 1.083828(0)
2 2.632132(-2) 4.402930(-2) 1.727772(-1)
5 2.441818(-3) 4.672849(-3) 1.972922(-2)
10 7.883525(-4) 1.112196(-3) 5.423521(-3)
50 3.425619(-5) 5.002012(-5) 2.298465(-4)
100 8.783301(-6) 1.332028(-5) 5.789234(-5)

N = 10 por exemplo. Isso mostra que temos muito ganho computacional ao usar

valores não tão expressivos para N , o que otimizam as simulações e tornam acessiveis

obter resultados para aproximações com maiores grupos de energia.

A diferença entre os valores de fluxo a medida que o número de har-

monicas cresce, fica claramente menor e o decrescimento também ocorre ao aumen-

tarmos os valores de t, os resultados podem ser considerados satisfatórios inclusive

um número relativamente pequeno de harmonicas. Assim validando o método como

uma ferramenta extremamente útil nos cálculos multi-grupos de fluxos de nêutrons

para casos com fontes pulsadas.
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Tabela 3.5: Padrão da diferença ‖ ΦN+1
3 −ΦN

3 ‖ para diferentes valores de N e valor
fixo x e t.

N com Mscat,1 com Mscat,2 com Mscat,3

1 6.224211(-1) 6.923499(-1) 1.736782(0)
2 3.241242(-2) 4.413730(-2) 1.823276(-1)
5 2.113289(-3) 4.692009(-3) 1.433924(-2)
10 6.234815(-4) 1.198786(-3) 6.224422(-3)
50 4.284929(-5) 4.231412(-5) 3.191162(-4)
100 8.722201(-6) 1.883578(-6) 4.785431(-5)

Tabela 3.6: Padrão da diferença (4Φ1(Nharm) =‖ Φ1(Nharm) − Φ1(Nharm − 1) ‖)
com respeito ao número de harmonicas (Nharm) utiliados para um caso
"no up-scattering"com x fixo e t discretizado em t = T/8, t = T/4 and
t = T/2.

Nharm 4Φ1(Nharm) 4Φ2(Nharm) 4Φ1(Nharm) 4Φ2(Nharm) 4Φ1(Nharm) 4Φ2(Nharm)
2 2.853474(-1) 4.627542(-2) 1.380345(-2) 2.592340(-3) 4.893225(-3) 7.773282(-4)
5 9.346632(-2) 3.138333(-2) 2.209636(-3) 2.693522(-3) 8.514772(-5) 4.325699(-4)
10 6.423422(-2) 2.001742(-2) 2.933424(-3) 2.003284(-4) 2.162022(-4) 9.225523(-5)
20 8.773891(-3) 3.655340(-3) 4.637899(-4) 1.483882(-4) 6.923656(-5) 4.751164(-5)
50 3.000876(-3) 8.839408(-4) 3.016727(-5) 2.024833(-5) 6.983379(-6) 5.011880(-6)
100 1.342465(-3) 5.122100(-4) 1.006356(-5) 2.534399(-7) 2.513201(-6) 1.627042(-6)
300 4.896682(-4) 1.553928(-4) 7.125123(-7) 3.342333(-9) 1.427922(-7) 1.001298(-7)
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4 CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

Analisando os resultados obtidos, observamos que encontramos a solução

da equação integral de transporte de nêutrons multi-grupo a partir do conhecimento

da representação analítica da solução para este tipo de problema considerando espal-

hamento isotrópico de nêutrons obtida por Dulla et al [3]. A metodologia proposta

foi aplicada para modelo de dois e três grupos de energia e as simulações numéricas

comparadas com resultados da literatura, observando uma boa concordância dos

resultados obtidos, reforçado pela análise da convergência do método proposto.

Tratando-se do problema muli-grupo, a derivação da solução é imposta

mediante uma composição de funções partindo da já conhecida solução do modelo

monoenergético, isto é, construimos uma solução hierárquica baseada na solução já

existente e validada por Dulla et al [3], de maneira que agindo recursivamente, con-

seguimos expressar analíticamente a solução da equação do transporte de nêutrons

para este tipo de fontes pulsadas como uma combinação de integrais similares a

solução monoenergética. Impomos condições de contorno específicas ao problema,

tal que a solução é aplicada em problemas homogêneos e em especificados sub-

domínios, mas não necessariamente com o mesmo conjunto de parâmetros. Os re-

sultados forma obtidos e relatam um comportamento já esperado para o fluxo de

nêutrons neste tipo de reatores.

Neste trabalho, expressamos de maneira geral a solução do problema,

tratando-se fontes específicas e domínios finitos para os casos isotrópico e anisotrópico,

sendo que demonstramos os resultados multi-grupos para casos G = 2 e G = 3 e re-

solvemos teóricamente o problema para casos de um número de grupos finito G > 1,

bem como para o segundo caso. Os resultados não só refletem as espectativas do

problema de transporte, como também o uso da redução G = 1 e N = 0 confere
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exatamente com o método de Dulla et al [3] para o caso monoenergético, validando

definitivamente o método em questão.

Tratamos detalhadamente do critério de parada do método usado, es-

pecificando seu domínio de funcionalidade, bem como mostramos sua validação

através da análise da diferença ‖ ΦN+1
g − ΦN

g ‖ e vendo que ‖ ΦN+1
g − ΦN

g ‖→ 0

ao N →∞ para diversos valores fixos de x e de t. Fica claro que este fato evidencia

a convergência a medida que N cresce.

Pretendemos extender para um caso de mais regiões aplicando condições

de continuidade na interface. Estes resultados apresentados são um primeiro passo

para uma futura implementação de cálculo do fluxo em células equivalentes em ge-

ometrias mais gerais.

Este trabalho, de modo geral, foi construido e desenvolvido utilizando a

técnica de transformadas integrais, neste caso, através da Transformada de Laplace

no tempo e Fourier no espaço, mostrando como esse tipo de técnica pode ser útil em

cálculos de fluxo em reatores nucleares. Acreditamos também, que este é um método

promissor para solucionar diferentes classes de problemas relacionadas à Teoria Geral

de Transporte de Nêutrons em Reatores Nucleares. Usando esta solução podemos

calcular o fluxo dependente da variável espacial e temporal na placa [−h/2, h/2]. Ap-

resentamos resultados multi-grupo em reatores nucleares, bem como generalizamos

para um número finito de grupos G > 1, o que o torno uma ferramenta bastante efe-

tiva na área de teoria de transporte, por ser um método com representação analítica.
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5 APÊNDICE

5.1 Validação da Equação do Transporte Multi-grupo

Considerando o problema de maneira geral, temos uma espaço de Ba-

nach X e um conjunto de funções f = f(x, µ, v) as quais são integraveis em todo

retângulo |x| < h/2, |µ| ≤ 1, com 0 < vm ≤ v ≤ vM <∞ com norma definida por

‖ f ‖=
∫ vM

vm

∫ 1

−1

∫ h/2

−h/2
|f |dxdµdv (5.1)

Em um abordagem mais geral e abstrata podemos expressar a equação

do transporte como

∂

∂t
ϕ = Tϕ−Bϕ+ JHϕ, t > 0, ϕ ∈ D(T ) ⊂ X (5.2)

e a condição inicial pode ser representada por

lim
t→0+
||ϕ(t)− ϕ0|| = 0, ϕ0 ∈ D(T ) (5.3)

Aqui, consideramos ϕ = ϕ(x, µ, v, t) a densidade de nêutrons, ϕ0 um

elemento em D(T ). E definiremos como operadores lineares T,B, J e H em X como

seguem abaixo
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Tf = −µv ∂
∂x
f (5.4)

Bf = vΣ(v)f (5.5)

Jf =
1

2

∫ 1

−1

f(x, µ′, v)dµ′ (5.6)

Hf =

∫ vM

vm

H(v, v′)f(x, µ, v′)dv′ (5.7)

Neste caso, H(v, v′) é o núcleo de espalhamento, Σ(v) é a seção de

choque total. Por definição D(T ) é o conjunto dos elementos f ∈ X tais que:

Tf ∈ X

f(−h/2, µ, v) = 0 se µ > 0

f(h/2, µ, v) = 0 se µ < 0

É possível mostrar que D(T ) é denso em X. Definimos como resolvente

R(λ, T ) com a seguinte forma

R(λ, T ) =
1

vµ

∫ x

−h/2
e−

λ
vµ

(x−x′)g(x′, µ, v)dx′

= − 1

vµ

∫ h/2

x

e−
λ
vµ

(x−x′)g(x′, µ, v)dx′ (5.8)

Desde que Reλ > 0, g ∈ X e, além disso R(λ, T ) é tal que

||R(λ, T )|| ≤ 1

Reλ
(5.9)

assim T ∈ G(1, 0).
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Definimos que G(M,β), isto é, a classe dos operadores tais que T ∈

G(M,β) e para ξ > β ao longo do conjunto resolvente de T e o resolvente (T + ξ)−1

satisfaz que ‖ (T + ξ)−k ‖≤M(ξ − β)−k para k ∈ N.

Primeiramente, definimos velocidades máxima e mínima, de maneira

que o conjunto das possíveis velocidades dos nêutrons é definido por V ≡ [vm, vM ]

e seccionalmente para cada grupo temos Vg ≡ [vg−1, vg], para g = 1, 2, ..., n, corre-

spondentemente, o espaço de Banach Xn é composto por todos os vetores de forma

que

ϕ = ϕ(x, µ) =


ϕ1(x, µ)

...

ϕn(x, µ)

 (5.10)

tais que

‖ ϕ ‖n=
n∑
j=1

∫ 1

−1

∫ h/2

−h/2
|ϕj(x, µ)|dxdµ <∞ (5.11)

Logo, a versão abstrata da equação do transporte em Xn dos problemas

de valor inicial para casos multi-grupo é definida por

∂

∂t
ω(n) = Tnω

(n) −Bnω
(n) + JnHnω

(n), t > 0, ω(n) ∈ D(Tn) ⊂ Xn (5.12)

lim
t→0+
||ω(n)(t)− ω(n)

0 || = 0, ω
(n)
0 ∈ D(Tn) (5.13)

onde ω(n) = [ω1, ..., ωn]T é a densidade de nêutrons em cada grupo de

energia, ω(n)
0 é um dado elemento do domínio de Tn o qual é denso em Xn. Aqui,
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os operadores Tn, Bn, Jn e Hn são definidos como operadores matriciais, como segue

abaixo

Tn = −{vjδi,j}
∂

∂x
, (5.14)

Bn = {bjδi,j}, (5.15)

Jn = {δi,j}J (5.16)

Hn = {Ki,j} (5.17)

para j = 1, 2, .., n. Onde δi,j é o Delta de Kronecher e as constantes bj

e Ki,j são tais que

inf
v∈Vj

[vΣ(v)] ≤ bj ≤ sup
v∈Vj

[vΣ(v)] (5.18)

inf
v′∈Vj

[

∫ vj

vj−1

H(v, v′)dv] ≤ Ki,j ≤ sup
v′∈Vj

[

∫ vj

vj−1

H(v, v′)dv]

≤ (vi − vi−1) sup
v′∈Vj

[H(v, v′)] (5.19)

Aqui, assumimos que Σ(v) e
∫ vj
vj−1

H(v, v′)dv são funções limitadas e

seccionalmente contínuas. De maneira que (5.12) pode ser explicitado como

d

dt
ω(n) =


ω1

...

...

ωn



′

=


v1

∂
∂x
ω1

v2
∂
∂x
ω2

. . .

vn
∂
∂x
ωn


︸ ︷︷ ︸

Tnω(n)
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−


b1ω1

b2ω2

. . .

bnωn


︸ ︷︷ ︸

Bnω(n)

+


1
2

∫ v1
vm

∫ 1

−1
H(v, v′)ω1dµdv

1
2

∫ v2
v1

∫ 1

−1
H(v, v′)ω2dµdv

. . .
1
2

∫ vM
vn−1

∫ 1

−1
H(v, v′)ωndµdv


︸ ︷︷ ︸

JnHnω(n)

(5.20)

O operador resolvente R(λ, Tn) é tal que a j-ézima componente do vetor

R(λ, Tn)ϕ tem a forma

{R(λ, Tn)ϕ}j =


1
µvj

∫ x
−h

2
e
−λ
µvj

(x−y)
ϕj(y, µ)dy, µ > 0

− 1
µvj

∫ h
2

x
e
−λ
µvj

(x−y)
ϕj(y, µ)dy, µ < 0

(5.21)

com Reλ > 0 e também ‖ R(λ, Tn) ‖≤ 1
Reλ

de maneira que Tn ∈ G(1, 0)

em Xn. A ideia basica neste momento, consiste em demonstrarmos que de fato

R(λ, Tn)→ R(λ, T ) ao n→∞. Definindo que Pn é uma aplicação linear de Xn em

X tal que:

Pnf = ϕ = [ϕ1, ..., ϕn]T (5.22)

e que
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ϕj = ϕj(x, µ) =

∫ vj

vj−1

f(x, µ, v′)dv′, j = 1, 2, ..., n (5.23)

pela definição de Pnf temos que

‖ Pnf ‖n=‖ ϕ ‖n =
n∑
j=1

∫ 1

−1

∫ h
2

−h
2

|ϕ(x, µ)|dxdµ

=
n∑
j=1

∫ 1

−1

∫ h
2

−h
2

∣∣∣∣∣
∫ vj

vj−1

f(x, µ, v′)dv′

∣∣∣∣∣ dxdµ
=

∫ vM

vm

∫ 1

−1

∫ h
2

−h
2

|f(x, µ, v′)|dv′dxdµ

= ‖ f ‖ (5.24)

o que implica que ‖ Pnf ‖n=‖ f ‖. Agora seja Ω o conjunto de todos

polinômios definidos sobre o conjunto Ω = {(x, µ, v); |x| ≤ h
2
, |µ| ≤ 1, v ∈ [vm, vM ]}.

Agora, seja p = p(x, µ, v) um polinômio de grau m para x e µ fixados. Sendo assim,

teremos que p troca de sinal m vezes. Logo, como
∣∣∣∫ vjvj−1

pdv′
∣∣∣ ≤ ∫ vjvj−1

|p|dv′ temos

que

0 ≤
n∑
j=1

{∫ vj

vj−1

|p|dv′ −

∣∣∣∣∣
∫ vj

vj−1

pdv′

∣∣∣∣∣
}

=
′∑{∫ vj

vj−1

|p|dv′ −

∣∣∣∣∣
∫ vj

vj−1

pdv′

∣∣∣∣∣
}

≤ 2mp̄h(n) (5.25)

onde definimos p como p̄ = {max
Ω
|p(x, µ, v)|} e h(n) é o tamanho do

intervalo máximo vj − vj−1 em n subdivisões, isto é, h(n) = max
j=1,...,n

|vj − vj−1|. A

soma denotada por
∑′ é a soma extendida sobre os m subintervalos em que p troca

de sinal. Assim, para n suficientemente grande, temos que limn→∞ h
(n) = 0.
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Assim, {Xn} é uma sequência de espaços de Banach aproximando X,

desde que seja satisfeito que Ω é denso em X. Logo, dada qualquer g ∈ X e

assumindo que λ > 0

{PnR(λ, T )g}j =


1
µv

∫ vj
vj−1

∫ x
−h

2
e
−α
v g(y, µ, v)dydv, µ > 0

− 1
µv

∫ vj
vj−1

∫ h
2

x
e
−α
v g(y, µ, v)dydv, µ < 0

(5.26)

{R(λ, Tn)Png}j =


1

µvj−1

∫ x
−h

2

∫ vj
vj−1

e
−α
vj−1 g(y, µ, v)dydv, µ > 0

− 1
µvj−1

∫ vj
vj−1

∫ h
2

x

∫ vj
vj−1

e
−α
vj−1 g(y, µ, v)dydv, µ < 0

(5.27)

onde α = λ
µ
(x − y). A ideia é comparar estas quantidades, para isso

definiremos

4j = |{PnR(λ, T )g −R(λ, Tn)Png}j| (5.28)

Assim, para µ > 0, teremos que

4j =

∣∣∣∣∣ 1

µv

∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

e−
α
v g(y, µ, v)dydv − 1

µvj−1

∫ x

−h
2

∫ vj

vj−1

e
− α
vj−1 g(y, µ, v)dvdy

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

µv

{∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

e−
α
v g(y, µ, v)dydv − v

vj−1

∫ x

−h
2

∫ vj

vj−1

e
− α
vj−1 g(y, µ, v)dvdy

}∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1

µv

{∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

(
1− v

vj−1

)
e
−α

(
1
v
− 1
vj−1

)
e−

α
v g(y, µ, v)dydv

}∣∣∣∣∣
≤ 1

µv

∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

∣∣∣∣1− v

vj−1

∣∣∣∣ e−αv e−α
(

1
vj−1

− 1
v

)
|g(y, µ, v)|dydv (5.29)

Por outro lado

∣∣∣∣∣1− v

vj−1

e
−α

(
1

vj−1
− 1
v

)∣∣∣∣∣ ≤ vj − vj−1

vj−1

+
v

vj−1

(
1− e

−α
(

1
vj−1

− 1
v

))
(5.30)
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Agora, se α > 0 e v ∈ Vj, teremos que

4j ≤
vj − vj−1

µvj−1

∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

e−
α
v |g(y, µ, v)|dydv+

1

µvj−1

∫ vj

vj−1

∫ x

−h
2

e
−α

(
1
v
− 1
vj−1

)
|g(y, µ, v)|dydv

(5.31)

Integrando com respeito a x a seguinte desigualdade

∫ h
2

−h
2

4jdx ≤
2h(n)

λvm

∫ vj

vj−1

∫ h
2

−h
2

|g(y, µ, v)|dydv (5.32)

Assim, por definição temos que

‖ PnR(λ, T )g −R(λ, Tn)Png ‖n≤
2h(n)

λvm
‖ g ‖ (5.33)

Como limn→∞ h
(n) = 0 temos que

‖ PnR(λ, T )g −R(λ, Tn)Png ‖→ 0 (5.34)

Uma vez que podemos assegurar (5.34), podemos representar o prob-

lema inicial (5.2) usando a aproximação multi-grupo.
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