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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma solugao analitica para equacgoes de
transporte multigrupo de néutrons unidimensional em reatores nucleares com fontes
pulsadas, como por exemplo, reatores ADS (Accelerate Driven Systems). Este tra-
balho foi desenvolvido em geometria cartesiana para casos de espalhamento isotropico
e anisotropico utilizando técnicas de transformagoes integrais e analisando o espaco
transformado via aproximacgoes por frequéncias B, em uma placa homogénea. A
solucao final do problema consiste na decomposicao do fluxo usando as solugoes de
casos monoenergéticos como base, formando assim uma solugao hierarquica para
casos multi-grupos através de solugoes de ordem menores e de menos complexi-
dade. A formulacao do problema de anisotropia consiste em aproximar o nicleo do
termo integral da equagao do transporte via polinémios de Legendre. Foram obtidas
solugoes via inversao numérica da transformada de Laplace no tempo para o caso
monoenergético e obtida uma solugao analitica para o caso multigrupo dependente

da solucao monoenergetica.
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ABSTRACT

In this work we present an analytical solution for transport equations
in one-dimensional neutron in nuclear reactors using pulsed sources, for example, in
ADS reactors (Accelerate or Driven Systems). This work was developed in cartesian
geometry for cases of isotropic and anisotropic scattering, using integral transforma-
tion techniques and analyzing the transformed space via approximated frequencies
by B, in a homogeneous slab. The final solution of the proposed problem consists
in a flux decomposition using the solutions of the one-group case as basis, forming
this way a hierarchical solution for the multi-group cases through lower order so-
lutions and with less complexity. The problem formulation for anisotropy is made
by approximating the kernel of the integral term of the transport equation via Leg-
endre polynomials. Solutions were obtained via numerical inversion of the Laplace
transform in time in the one-group case and we obtained an analytical solution for

the multi-group case that depends on the one-group solution.
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1 INTRODUCAO

Reatores nucleares com fontes pulsadas sao um caso comum no estudo
de reatores do tipo ADS ("Accelerator-Driven Systems") que é um novo tipo de
reator de poténcia, mesmo quando permanece em estado sub-critico ao longo de sua
vida. Todos os reatores que operam, em todo o mundo, sao reatores criticos, o que
significa que o numero de néutrons produzido por fissao é exatamente equilibrado
pelo namero perdido por fugas e absorcao por varios materiais no reator. Esse
equilibrio é responsavel pela manutencao da poténcia de um reator a qualquer nivel
desejado. Reatores sub-criticos produzem menos néutrons por fissao do que os que
sao perdidos pela absorcao e vazamento, e requerem um fornecimento externo de
néutrons para manter uma poténcia constante. Esta fonte de néutrons externo vem
do interacao de um feixe de préotons de alta energia (10> Mev) com um ntcleo de
atomo pesado. O nivel de poténcia em um reator do tipo ADS é maior para fortes

fontes externas e para reatores proximos do estado critico.

Esses reatores foram concebidos pelo fisico ganhador do Nobel, Carlo
Rubbia (Relatorio CERN / AT 95-53 [1]) e sua equipe do CERN, entre outros, para
geracao de energia, mas chamou a atencao do mundo para um papel igualmente
importante, a queima de residuos nucleares. E sabido que os reatores nucleares
geram rejeitos radioativos que mantém a sua radio toxicidade por milhoes de anos
e a eliminagao desses residuos tem sido uma grande fonte de preocupagao publica.
Esse novo tipo de reator foi projetado para transmutar com seguranca os dejetos
radioativos em elementos estaveis, ou naqueles cuja radioatividade é relativamente

curta, enquanto produz energia.

Em reatores do tipo ADS é possivel aumentar queima, ou seja, extrair
mais energia a partir de uma dada massa de combustivel. Este efeito é bastante

grande para o combustivel a base de torio. Sendo um novo tipo de reator, os sis-



temas ADS requerem o desenvolvimento de varias tecnologias relacionadas com os
aceleradores de alta poténcia, a remocao do intenso calor gerado pela interaccao de
alta poténcia do feixe de préotons com o alvo, e materiais associados ao desenvolvi-

mento.

Simulacoes de computador desempenham um papel muito importante
na determinagao do desempenho de reatores com fontes pulsadas. Os estudos sao
orientados a desenvolverem codigos de simulagoes precisos para compilar os dados
nucleares necessérios para este fim, realizando testes experimentais e numéricos so-
bre a adequacao das mesmas e, finalmente, utilizando estas simulacoes para avaliar
o desempenho deste tipo de reator. A medicao do grau de sub-criticalidade é um
experimento muito importante, monitorar estes parametros para reatores ADS seréd
uma requisito importante de seguranca. Isto pode ser feito por meio dos pulsos do
acelerador ou por estudando pequenas flutuagoes na poténcia do reator, chamadas
de "ruidos". Uma nova teoria dos ruidos em reatores ADS esta sendo desenvolvida
e vem ganhando aceitagao internacional. O estudo da solugao da equacao do trans-

porte utilizando fontes pulsadas é um primeiro passo nesse sentido.

A apresentagao matemética das equagoes governantes para problemas
relacionados a reatores nucleares com fontes pulsadas é abordada de maneira diver-
sificada, desde trabalhos mais béscicos e ilustrativos como, por exemplo, Nifenecker
et al 2] cujo trabalho ilustra conceitos bésicos em reatores ADS, até trabalhos como
o de Dulla et al [3] que usa analise de espago assintotico definido por frequéncias e

utilizando uma fonte externa com pulsos de neutrons.

A ideia inicial é solucionar esse tipo de problema representando a solucao
analitica para casos multi-grupos de energia usando a representagao da solugao feita
por Dulla et al [3] para o problema monoenergético. Desta maneira, formaremos
uma solucao hierarquica para essa tipo de problema, onde poderemos representar a
solugao por uma ordem anterior, isto é, uma combinacao de solugoes da forma jé

encontrada para o caso monoenergético. A formacao dessa representacao analitica



hierarquica consiste em uma decomposicao da suposta solucao do fluxo de néutrons
para o caso multi-grupo de energia expressando tal fluxo como solugoes de ordem

anteriores até, de maneira que teremos uma recursao até a solugao monoenergética.

1.1 Equagao do Transporte: Abordagem Geral

A equacao do transporte integro-diferencial fornece uma descri¢ao quan-
titativa da distribuicao espacial, direcional, energética e temporal de particulas
em meios materiais. Introduzida no fim do século XIX por Ludwig Boltzmann,
a equacao do transporte foi inicialmente a teoria de cinética dos gases, alguns anos
mais tarde foi utilizada na Astrofisica em uma versao linear. No comecgo do século
XX surge a aproximagcao Py, para aproximar a dependéncia angular no nicleo do
termo integral, e um pouco mais tarde o método de ordenadas discretas, que con-
siste em aproximarmos o termo integral via quadratura para solugoes de transporte
de néutrons. O método de Case desenvolvido com mais rigor matemético nos anos
60 marcou os estudos de teoria de transporte por ser uma solugao analitica, porém
em casos extremamente especificos. A deducao da equacao do transporte integro-
diferencial pode ser feita a partir de um balanco de particulas realizados no espaco
de fase do problema. A interacao de néutrons pode ocorrer com os nucleos dos
elementos que compoe o meio material de varias maneiras, entre elas absorcao, es-
palhamento e fissao. A quantificacao destes processos utiliza o conceito de secdo
de choque macroscopica que ¢ a probabilidade de interagao de néutron por unidade
de comprimento na sua trajetoria e o inverso da secao de choque macroscopica é
o chamado livre caminho médio (mfp). As segbes de choque macroscopicas sao
representadas por o e dependem da energia, sendo que para casos de meio heterogé-
neos também dependem da posi¢ao. Logo, temos o,(r, F) como sendo a se¢ao de
choque macroscopica de absorgao e o4(r, ) a segdo de choque macroscopica de es-
palhamento para néutrons com energia E e posicao r. Estas secoes de choque sao

decompostas como



o(r,E) = oy(r,E)+os(r,E)

os(r,E) = o,(r,E)+op(r, E)

onde
o, = Secgao de choque de captura radioativa
o = Secao de choque de fissao
o, = Segao de choque de espalhamento elastico
o, = Secao de choque de espalhamento inelastico

e definimos a se¢ao de choque total como

o(r,E) =o4(r,E) + os(r, E) (1.1)

Definiremos também a secao de choque diferencial, que fornece a dis-

tribuicao em energia e direcao dos néutrons emitidos, por

o, (r, QY = QFE = FE)=0,(r,E")fo(r,Q — QE = E) (1.2)
onde f,(r, Y — Q, B — E)dQdFE ¢ a probabilidade de que um néutron

com dire¢ao € e energia £’ ao sofrer uma reagdo com um nicleo, cause a emissao

de um ou mais néutrons no intervalo de energias dE em torno de E. Assim,

/ / £olr, Q= Q,F' — E)dQdE = 1 (1.3)
E JQ



A deducao da equagao do transporte de néutrons pode ser efetuada a

partir de um balanco neutrénico no espaco de fase. Comecamos definindo

N(r,Q, E,t)dVdQdE (1.4)

como sendo o niimero de néutrons presentes no instante ¢ em um volume
dV na posicao r dentro de todas direcoes df) em torno de €2 e que possuem energias

no intevalo elementar dE em torno de . Assim

Taxa de Variagao Taxa de Produgao Taxa de Perda

de Néutrons em dV de Néutrons em dV de Néutrons em dV
(1.5)

A taxa de Producao é representada por

[ / / o(r ) f(r. Y — O, E — EY/N(r, @, B, )dVdE + S(r,Q, E, t)} 4V dQdE

(1.6)
A taxa de perda representada por
[o(r, E)YoN(r,Q, E,t) + vQ - VN(r,Q, E,t)] dVdQdE (1.7)
e a taxa de variacao por
0
EN(T, QO Et)| dVdQdE (1.8)

e considerando que ¢(r, 2, E,t) = vN(r,Q, E,t) é o fluxo angular de

néutrons, resultando no balango neutronico
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/ / o(r EVF(r, 0 — QB — B)o(r, Y, B/ )AYdE + S(r.Q, B,1)  (1.9)
E/ /

o(r, QL E )+ Q- -Vo(r,Q E t)+o(r, E)e(r,Q, Et) =

esta é a equagao integro-diferencial de transporte de néutrons linear na

sua forma mais geral.

A aproximagao multi-grupo de teoria de transporte é comumente em-
pregada discretizando os grupos de energia e tornando a equac¢ao anterior em um

sistema de G equacoes da forma

10
U—agog(r, E 1)+ Q- Vo, (r,t) + 0,(r)p,(r,Q,t) =
g
G
3 / 0 (F) o (1 = Q)i (1 s )V AE + S, (r, O, ) (1.10)
com g€ Ag=1{1,2,...G}
onde

Ey_1

wq(r, Q) :/ o(r,Q, E)dE, (1.11)

Eq

fg“"_l o(r, E)p(r,Q, E)dE

o,(r) = =22 : 1.12
) o™ lr,Q, E)AE (1.12)

o™ o(r BN, Y, BY) [0 f(r, QY — Q)dEAE’

o olr, ENplr, Y, E)AE!

Cog (1,2 — Q) =

(1.13)

e também



S,(r, Q) = / " S0, B)IE (1.14)

Eq

nesta representacao mais geral de teoria multi-grupo, é importante
salientar que os valores de o,(r) e ¢y (r, 2 — Q) dependem inicialmente da posicao
e sao definidos em fungao do fluxo angular ¢(r, 2, F) que é uma quantidade nao
conhecida. Estes valores supracitados sao necessérios para resolver a equagao (1.10)
com g € Ag = {1,2,...,G}. Em geral, sdo usadas diversas aproximagoes para este

fluxo angular, uma delas, por exemplo, é obter o fluxo angular a partir do método

By.

1.2 Representacao Geral do Problema

No passado, varias abordagens foram propostas para obtencao de solugoes
precisas para problemas de transporte de néutrons dependente do tempo, por ex-
emplo, Ganapol [4]. Uma das mais entusiasticas é a teoria asintotica que é adotada
em Weinberg e Wigner [5]. Esta abordagem para a equagao de transporte produz
solugoes exatas para o problema considerado e fornece informacoes tteis sobre os
fenémenos de transporte. O modelo é deduzido ao estudarmos a equacao do trans-
porte em um dominio de frequéncia, apés uma Transformacao de Fourier no espaco.
A superposicao espacial de ondas, no valor de uma série envolvendo as autofungoes
de Helmholtz nos limites de fuga do sistema fisico, constitui um conjunto completo,
que pode ser usado para a representacao da solucao do problema de transporte

dependente do tempo.

A apresentacao seguinte nao considera a contribuicao de néutrons atrasa-
dos. Quando se analisa a curto prazo transientes em experimentos pulsados, pode-
mos considerar o papel das emissoes de néutrons atrasados irrelevante. Nesta secao

faremos uma apresentacao geral do problema de transporte de néutrons em reatores



com fontes pulsadas, apresentando o contexto matematico do fenémeno fisico em

questao.

Inicialmente, considerando um espago de Banach X como o conjunto
de todas fungdes ¢ = ¢(z, i, t) integraveis sobre o retangulo |x| < h/2, cos(0) =

lu| <1, com 0 < v, < v < wy < oo ecom norma em Ly(X) dada por

VM 1 h/2
o= / / / ldudvdz (1.15)
Um —-1J—h/2

Pela derivacao de equagao de trasporte multigrupo homogénea, temos

como definicao que, sua forma mais geral é dada por

%gp: (T — B+ JH)yp (1.16)

parat >0, ¢ € D(T) C X com condi¢ao inicial

lim [ (t) = o =0, o € D(T) (1.17)
t—0+

com operadores T, B, H e J definidos por

Tf = —;w%f (1.18)

Bf = wvo(v)f (1.19)
1

Jf = 5/;1 f(l',ul,’l)>du/ (120>

Hf = /UM H(v, V') f(z, p,v")do' (1.21)

Aqui H(v,v") é o niicleo de espalhamento, o(v) é a segdo de choque

total. Por definigao D(T') é o conjunto de todas f € X tais que:



Tf ¢ X
f(=h/2,p,v) = 0 se pe(0,1]

f(h/Qvl%U) = 0 se MG[-LO)

com D(T') denso em X. Esta equagao tem aproximagao validada, como
mostra Belleni-Morante et al [6], e verificada para o caso a ser resolvido como
mostrado no Apéndice, considerando um caso com fonte S, para o grupo g, sera

dada por

1

G 1

0 0 1

asoﬁvg,u%g@g—l—vgaggog = 500 Z/ Cog (x, 1) 0y (1, M’,t)du’—késg(a:,t) (1.22)
g=17"1

Aqui, temos ¢, como sendo o fluxo de néutrons no grupo de energia
g, vy a velocidade do néutron para o grupo de energia g, p representa a variavel
direcional, dada por y = cos# e portanto |u| < 1 e ¢4y 0 nucleo de espalhamento
do grupo g para o ¢’. Usaremos a notacao ¢,y ao invés de H(v,v’) tendo em vista

a discretizacao das velocidades. Para este caso, temos as condigoes de contorno

©g(h/2,p1,t) = 0 para p >0

0g(—=h/2,p,t) =0 para p <0

e condigao inicial

Qg 11,0) = oz, 1)

Podemos também representar o problema matricialmente para a equacao

do transporte multi-grupo:
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0 1
ECD =(T+B+J)®+ §S (1.23)
onde
0
Tf = —MVa—f
x
Bf — —VS(z,0)f
]' ! / /
1 = 3V [ iy
1
(1.24)
e onde ® = [py,...,0¢]", S = [S1,...,5¢]". Neste caso, temos V e

¥(z,t) como sendo matrizes diagonais com elementos v, e o,(x,t), respectivamente.
C(x, ;) é uma matriz quadrada da mesma ordem do numero de grupos de energia
com elementos ¢,y (x,t). Assumimos o,(z,t) e ¢, (x,t) fungdes continuas e nao-
negativas. De maneira que, podemos escrever de forma mais geral as condi¢oes de

contorno e inicial, como sendo

O(£h/2,pu,t) =0, para p ; 0

®(z,1,0) = ®°(xp), para (zp) € [~h/2,h/2] x [~1,1]

Cabe salientar que para o caso de fontes pulsadas, consideraremos

Sy(z,t) como

So(,t) = Syn(,t) =D sn(2).5n(t) (1.25)

ou seja, a fonte projetada no espaco das autofungoes de Helmholtz de

ordem n. Aqui, teremos que s,(x) é solugao de
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d2
@sn(a:)+8isn(x) =0

Sp(—h/2) =s,(h/2) = 0
o que resulta em

(2n — 1)m

2
sp(x) = \/;COS (Bpx), com B, = — (1.26)

e portanto, podemos escrever

S(x,t) = \/%Zlcos (Bnz)sn(t) (1.27)

O conjunto de equagoes (1.22) juntamente com as fontes (1.27) respre-

sentam o problema geral a ser resolvido.
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2 SOLUCAO DA EQUACAO DE
TRANSPORTE DE NEUTRONS
MONOENERGETICA EM REATORES
NUCLEARES COM FONTES PULSADAS

2.1 Introducao

Primeiramente, no caso de problemas monoenergéticos, vamos consid-
erar a divisao entre os casos: isotropico e anisotropico. Consideraremos a equacao de
transporte em um meio homogéneo nos espagos 7' = [0,00) e D = {(x, u); (z, ) €
(4,—%) x (—=1,1)}. Considerando também ¢ sendo o fluxo angular dependendo
de (x, pu,t), isto &, p(z, u,t). Como vimos, a aproximacao multigrupo é validada e

descrita por

G 1

0 0 1 1

ggog—i-vgua—xcpg—i-vgaggog = 5% Z/ cgg/(x,,u’)gog(x,,u’,t)d,u'—l—§Sg(x,t) (2.1)
g=17-1

Para o caso monoenergético, teremos uma forma ainda mais simplifi-

cada entao que

L0 + o top=1 /1( "eo( ’t)d’+15( t) (2.2)
vatw #&%’SO 0—90_20 _lcxvlu P\, 1y H 9 T, .

onde, evidentemente nao temos a dependéncia em g.
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2.2 Caso Isotroépico

O caso isotropico, isto é, desconsiderando a dependéncia de x e p em
¢(x, 1), tornamos o termo integral da equagao do transporte como sendo apenas a

integracao do fluxo em todas dire¢coes com o constante, isto é, temos agora

10 0 co ! , 1

—— — = — tydu' + =S (x,t 2.3
Sy T Hg e T 2/1w(x,u7)u+2 (2,t) (2.3)
é importante salientar que para este tipo de problema, vamos considerar

as condigoes iniciais, tanto para fluxo quanto para fonte, como sendo nulas.

O método a ser empregado na obtencao da solugao, consiste em usarmos
transformacoes integrais nas variaveis espacial e temporal. Denotando uma funcao
f € D x T e sua tranformada de Laplace por f e sua transformada de Fourier no

espago por f , definidas por

f = ,C{f(x,u,t);t—>s}:/0 fx, p,t)e *ds (2.4)

Y
I

F{f(x,u,t);x — B,} = /_OO [z, p,t)ePrede (2.5)

De maneira que f indica a funcao transformada nas varidveis espacial e
temporal, isto é, f depende de u, s, B,,. Aqui, B, sao as frequéncias relacionadas ao
(2n—1

—)”, introduzido para para parametrizar o termo

"Buckling"geométrico, B, = =

fonte. Entdo, ao aplicarmos a transformada de Laplace em ¢ na equagao (2.3),

teremos que

9

S _ _
;@(-T? M, S) + N%(xv H, 3) t+o (Ia H, S)
1
1~
=5 [ Bla.p, )’ + 55(x,s) (2.6)
-1
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Logo apos, ao aplicarmos a transformada de Fourier no espago, temos

entao que

P(By, 1, 8) = iBuptp( B, i, 8) + 0@(By, 1, 5)

[SEIRVA

1
co ~
- 5 @(Bn) /“Lla S)d/’bl +

1=
> | 5S(By.s) (2.7)

ou ainda que

~ s , co [t . , , 1z
3(Bups) | (0 4+2) —iBun| = T / PBu )+ 58 (Bus)  (28)

Dividindo ambos lados por [(a + f) — iBn,u], chegamos em

. 1 co [t 1 1z
(B = — 5(By, i, s)dp/ =S(B
90< nvﬂﬂS) [(U—f-%) —ZBn/uL} 2 /190< nvuﬂs) M_’_[(O'—i—%) —’LBn,LL} 25( nas)
(2.9)
Vamos definir Aj;(B, s) como sendo
L[ P Pi(p)
Aw(B,s) = = d 2.10
lk( S) 2/;1(04-5)—2'3#” ( )

onde F,(p) denota o polindomio de Legendre de ordem [. Assim, ao

integrarmos a equagao (2.9) em p de —1 a 1, teremos que

1 co 1 1 1 / /
OBy, p, 8)dp = —- ~— du./ (B, i, s)dp
/—1 ( ) 2 ) (U+;)—ZBnM -1 ( )

S(Bn,s)  (2.11)

N —
[
—
)
+
< 1o
SN—"
—_
|
5y
s
=
QL
=
N
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Denotando agora, & como o fluxo total transformado, que é represen-

tado por

KA I

(B.s) = / Bt 5) (2.12)

ao reesecrever a equacao (2.11), utilizando o conceito de fluxo total e a

definicao de Ay, temos que

i

(B, s) = co Ao (B, 8).9(Bn, s) + Ago(By, 5)

K

(B, s) (2.13)

ou ainda que

Ago(Bn, 5)
1 — coAg(Bn, s)

S(By, s) (2.14)

KA

(Bm S) =

Aqui, aparecem apenas os indices [ = k = 0 (caso isotropico), que pela

definigao de (2.10) é descrito como

1
1
A (B,, s) = Ay 2.15
oof ) /1 (J—i—f)—zBu a ( )

Assumindo que podemos representar a fonte de néutrons pulsados, como
Sn(z,t) = su(x)s,(t) projetada no espacgo das autofungdes de Helmholtz de ordem
n, ou seja, Sy (z,t) = s,(t)y/2/h cos B,x de maneira que S(B,, s) fica

§(B.s) = \/’ZSn { (B — B);ra(BJan)} (2.16)

Utilizando as propriedades da inversao de Fourier para encontrar o

fluxo, temos
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o0

ZWzBmdB

/ (B
_ A G 2miBx
B /OO {1 —CO‘AOO B s) S(B 8)} 4B

88

_ Apo(B, s) \/7 (B — By,) +6(B+ B,) 2miBa
o 1-— CO‘AQO B S Z { 2 ‘ B
Assumindo que
Aw(B,s) <. 6(B—Bn)+0(B+By) | _
1 —coAw(B,s) ; Sn(3) 2 B
> AOO(Bn7 S) _ 5(3 - Bn) + 5(8 + Bn)
2.1
2:1 1-— CUAoo(Bn, S) Sn(S) 2 ( 7)

o que implica em

O(z,s) = \[Zl_f‘i?Aoo S)gn(8>/z{5(B—Bn);5(B+Bn)}emde

= \/72 : _/i(;oAOO ) 5n(8) cos (Bpx) (2.18)

Assim, tornamos o foco do problema a inversao dessa equagao no que diz
respeito a variavel temporal, que deve ser cuidadosamente calculada, pois Aoy (B, $)
é diferente para cada n. Vamos utilizar a integral de Mellin-Fourier para inversao

de Laplace, isto é,
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Oat) = LHplws)is -t}
1 U—&-iooi o
= 5 o(z, 8)e*ds

T —100

o+100 AOO
- S, B st
27” o—ico {\/>Z 1—C<7A00 8)8”(5) cos ( nx)}e ds
70' 100 AOO( n,S) t—
h | 2mi 5, (s)d B,a2.19
\/;;{%i —ico 1_601400(3”’8)6 5, (8)ds ¢ cos (B,x(2.19)

Deve-se calcular a integral realizando o calculo ao longo da curva

Im
-6+iB,
—
S
.
B, %
L B, N . V\\
N CB“
. o o I}
-o| & poR|
/ Re
f"
/
o
/
;'/
——
-c-iB,

Figura 2.1: Semi-circulo no Plano complexo.

onde as singularidades estao dentro do semi-circulo e sao todas reais e

negativas, e onde

2 o 1 —o+ico AOO(Bna S) (t—t’)
= — - S / ! B
a0 hz{/o [%i/am = cod(Bus)” o] cos(Bet)
(2.20)
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Se aumentarmos o raio do semi-ciruclo em questao, fazendo n — oo,
temos que B,, — oo e logo cobririamos todas singularidades, desde que |o| > pg, Vk.

Supondo que podemos representar cada singularidade p; como

pe = —0 + Rpe?? com 6 < )g) (2.21)

como temos para este caso singularidades puramente reais, implicando

que 6 = 0 Vk.

Sabemos entao que

/ [(B,,s)e’ " ds + / [(B,,s)e’™ds = 2mi Z Res,—p, [I'(Bn,s)] (2.22)
Ly Cs, i

n

ou ainda que

/ (B, s)e’™"ds = 2mi Y " Res,y, [[(Bn, 5)] — / [(B,, s)e*“"ds (2.23)
Lg, i ¢

Bn

Agora, supondo que para todos pontos sobre C'g, existe uma constante
positiva Mp, tal que |['(B,,s)| < Mp, e na qual Mg, — 0 ao B,, — co. Podemos
representar paramétricamente a integral ao longo de Cz, usando que s = —o + Re®

e teremos que a integral ao longo de Cp, sera

w/2 ) : , )
/ I'(B,,s)e’tds = / ['(B,, —o + Re®)el-otte =) Ric df
Cpy, -

/2

/2 . ’ i 7 ;
= / I(B,, —0 + Re?)e? DB =) Ricit g
—7/2
/ ﬂ/2 6 ’ ;
=0 MBnR/ e (=461 qp (2.24)

—7/2

IN
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ou ainda que

/2 ,
< ecr(t’ft) Mg R / eReZG (tft/)ieiﬁde

—7/2

/ e (B, s)ds
Ch,,

w2 ,
< Mg R / R’ (=iei 4 (2.25)

—7/2

como [’ (=] [ie?| < [efle "t |i].e?] < |efe” ()] < |efteostli=t),

Portanto, temos que

/2 :
/ (B, s)ds| < T PVMp R / B =1 g
CgB, —7/2
/2 .
< eo(t,_t)MBnR\/ |€Re’9(t—t’)l~€i9|d9
—7/2
w/2
< e DM R / efteostt=t) qp (2.26)
—m/2

Agora, realizando uma mudanca de variavel, isto é, fazendo ¢ = 0 —7/2,

temos que cos ) = —sin ¢ e assim, podemos concluir que

0
< ea(t’t)MBnR/ efRsin ¢(t7t’)d¢ (227>

—T

/ ['(B,,s)e’tds
Cpa

Como em [—7, 0] temos que e F=¥)siné < o=RE=t)¢ implica que

0 0
/ efR(tft’)sin ¢d¢ < / efR(tft’)qb

eR(tft’)ﬂ' -1
= — = 2.2
R(t —1) (2.28)

Assim, por fim temos que
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0
< ecr(t’—t)]wB R/ 6—R(t—t’)sin¢d¢

—T

!

/ ['(B,,s)et)ds
Caa,

eR(t—t’)w -1

R(t—t)

IN

ea(t’—t) MBnR
6(70'+R7T)(t7t/)

= Mp, (2.29)

mas por hipotese temos que Mp, — 0 ao B, — oo, implicando que

lim ['(B,,s)est 1% = (2.30)

B, —o0 CB
n

Assim, ao fazermos B,, — 0o, teremos que

/ ['(B,,s)e’t"ds = QWiZResp:pi [['(By, 9)]
LBn )

—o+1Bn

lim [(B,,s)e’ds = ZWiZResp:pi[F(Bn,s)]

Bn—o0 —o0—iBp

—o+1i00
/ (B, s)e’™ds = 2mi Y " Res,—p [[(By,s)]  (2.31)

Sendo assim, devemos calcular cuidadosamente as singularidades de
['(B,, s) que dependem do termo integral Ago(B,,s). Portanto, vamos analisar este
termo definindo para quais valores de n teremos estas singularidades. Considerando

a defini¢do de Ago(B,, s), temos que

1
1 /
Aw(B,s) = /1 (0+§) —1B an

B ¢ 9} 5

€ como
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B 1 o+ 2 +1B
arctan =—log | —%+——= 2.33
<a+§) 2i g[a—i—f—iB] (2:33)
Observamos facilmente, que pela definicao, B,, € uma sequéncia cres-
cente, de maneira que a extensao do corte no plano complexo aumenta proporcional-

mente. A equagao caracteristica para determinagao dos polos é 1 —coAg(B,,,s) =0

e utilizando (2.32), temos que

B,
1— cBin arctan (0 n §) =0 (2.34)

v

Fazendo 7, = 22 e p = [1 + £]7! temos que

1 7 arct B
= C— arctan
B, o+2

] o ; 1 B,
= c¢— arctan —
B, I+2 0

1 = < arctan (pTh)
T arctan (pT0) (2.35)
c

que representa agora, a equacao caracteristica para encontrar as sin-

gularidades de I'(B,, s) e esta equacdo s6 as admite se ™ < 7. Desta forma, ao

utilizarmos a definicao de 7,,, teremos ocorréncia de singularidades se

Tn T
n < =
c 2
B, T
om0
co — 2
2n—1)r 1 T
— < =
h co — 2

n < hco + 2
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Assim, para todo n < ny,, teremos singularidades no sistema, onde

aqui definimos

2
i = Vc"j } (2:36)

Ao definirmos a propagacgao de pulsos localizados, a solugao geral ex-
pressa pela equacao (2.37) para ®(z,t) é exata para valores de ¢ menores que o

tempo que os néutrons levam para alcangar a fronteira.

2 & 1 ot AOO(BH’S) s(t—t") A
B, 1) = \/;;{/0 [% /_Hoo et s (V) | cos (B,)
(2.37)

Podemos, por exemplo, reescrever a expressao geral para a solugao como
2 ¢ =11 e s(t—t") A
®(z,t) = EZ | - (B, s)e su(t)dt' ¢ cos (B,x) (2.38)
n=1 —0—100

onde

Aoo(Bm 3)
I'(B =
( n’S) 1-— CO'Aoo(Bn,S)

(2.39)

Assim, fica evidente que as singularidades referentes a (2.38) s@o as

singularidades referentes a I'(B,,, s) e portanto ocorrem ao fazermos

1-— CO'A(]()(B”, S) =0 (240)

Porém, ocorre aqui que Agg(B,,s) é multivariada, isto ¢, muda para
cada valor de n. Vamos trabalhar agora com uma aproximacao adequada para

Ago(Bn, s) e consequentemente para I'( B, s).
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2.3 Modelos de Aproximagao para ['(B,, s)

A ideia principal desta secao é discutir a existéncia de uma aproximacao
consistente do ponto de vista fisico e mateméatico para o nicleo I'(B,, s), isto é,
obter uma aproximagcao de facil avaliacao, porém consistente fisicamente. Como por

definicao, temos

Ago(Bn, s)
I(B,,s) = 2.41
(Bn, 5) 1 — coAgo(Bn, s) ( )
Vamos aproximar Aoy (B, s), fazendo
1! dp
A B?"w = 3 .
00(Bn; 5) 2 /_1 (0 +sv™1) —iB,u
1 & w
~ 3 mz:l (0 + sv™1) —iBypim
M2 _
_ (0 + sv™Hwy, (2.42)

(J + Svil)z + (Bn,um)2

=1

3

onde w,, representam os pesos da quadratura Gausse-Legendre e pi,,
sao as diregoes discretizadas, m € {1,2,..., M'}. Voltando a atengao para o calculo
das singularidades que ocorrem ao fazermos 1 — coAgy(B,,s) = 0, vamos utilizar

(2.42) tendo entao que

(Ot svom ___ (2.43)

Podemos avaliar cada caso dependendo do M escolhido. Por exemplo,

em Dulla et al [3| foi usado M = 4, isto é, tendo que
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(0 + sv™Hwy,
1 )
@ zjl (0 +sv™1)2 + (Bpfim)?

Lo { (0 + sv™Hw, (0 + sv™Hwy } _ 0
(0 4+sv71)2 4+ (Bp)? (04 sv71)2 4 (Bypg)?
(0 + sv™Hwy (0 + sv™Hwy 1 (2.44)
(0 +sv )2+ (Buu1)? (0 +sv7 )2+ (Buue)?  co '
comw; =wy =1ep = —\/Lg, Lo = \/ig Logo,
I (o +sv™h) (04 svt)
co (04 sv=1)2 + BT’% (04 sv=1)2 + B?%
1 -1
R G ) - (2.45)
co (04 sv71)2 4+ 3¢

substituindo em I'(B,, s), teremos a seguinte equagao do segundo grau

como equagao caracteristica do problema

2
n

(04 sv™1)? — co(o + sv') + 5 = 0 (2.46)

Analisando esta equacao detalhadamente, conclui-se que para obtengao

de polos reais, teremos que ter

(co)? > <ZB")2 (2.47)

ou ainda que

v

co

co

©|&
v
&

(2.48)
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Logo, para que tenhamos este tipo de situacao, a exigéncia é

MW < V3co

h
o1 < V39
T
h
n < \/gcg + (2.49)
T

Como vimos anteriormente que para simplesmente termos singulari-

dades, teriamos a exigéncia de um valor limite dado por ny,, = (W}THL entao se

coh + 2 < V3coh + 7

2.
4 27 ( 50)

sempre teremos polos reais. Isto pode ser facilmente verificado, pois

coh + 2 < V3coh + 7
4 - 2w
coh 1 _ B
4 2 = 2r 2
coh < V3coh
4 = 21
— 243
(coh) [d] < 0
47

(2.51)

Como (coh) > 0 implica que a inequacao acima é sempre satisfeita, e
temos somente singularidades reais para este caso especifico (M = 4). Considerando

estd aproximagao, temos por defini¢ao que

(0' + Svil) 52 (252>

['(B,, s) L
nS) = 3
2(c 4 sv1)2 —co(o+svt) + 52
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onde as singularidades sao obtidas ao analizarmos

(c+sv ) —colo+sv )+ B2/3=0 (2.53)

Cabe salientar que, para esta aproximagao em Dulla et al [3] foi as-
sumida uma situacao de velocidade inifita, isto ¢, foi suprimido o termo (sv™')? do
denominador de (2.52). Além do mais, no mesmo trabalho foi considerado ¢ ~ 1

tornando o termo (2 — ¢) ~ 1 e nos levando a

1
['(B,,s) = 2.54
(Bn, s) sv™l+ (1 —c)o+ B2/3 (2:54)
Aqui foi considerado também que
1 D
l—co=0, D=—, L’=— 2.55
(1-do=0, D=g. L= (255)

que correspondem a aproximagoes referentes ao modelo difusivo. Levando
em conta as ultimas equagoes e igualando o denominador de (2.54) a zero para obter-

mos as singularidades, temos que

s = —vo,(1 + L*B2) (2.56)

Usamos a velocidade v = 1 e a secao de choque total ¢ = 1, pois
queremos h medido em livres caminhos médios. Tendo como resultado a configuragao

de singularidades como mostra a Tabela 1 com ¢ = 0.9.
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n h(mfp)
2 4 10 20 30 40 50 60

1 - -0.3410 -0.1369 -0.1092 -0.1041 -0.1023 -0.1015 -0.1010
2 - - -04559 -0.1838 -0.1369 -0.1207 -0.1132 -0.1092
3 - - - -0.3410 -0.2039 -0.1579 -0.1369 -0.1255
4 - - - 05998 -0.3084 -0.2148 -0.1728 -0.1503
5 - - - -1.0000 -0.4559 -0.2931 -0.2217 -0.1838
6 - - - - -0.6551 -0.3951 -0.2843 -0.2264
7 - - - - -0.9207 -0.5239 -0.3618 -0.2785
8 - - : . ~ 06843 -0.4559 -0.3410
9 - - - - - -0.8832 -0.5684 -0.4146
0 - - - - - - -0.7024  -0.5004
1m - - : : : - -0.8613 -0.5998
12 - - : . : - ~ 0.7146
13 - - - - - - - -0.8470
4 - - - - - - - -1.0000

—_
ot
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Para uma melhor compreensao, exemplificamos a distribuicao dos polos

no plano complexo para os valores de h = 20 e h = 50 nos seguintes graficos:

150 " -
1t * .
* n
0.5 * -
2 0 X * * *
E *
0.5F * q
n
* n
Al e _
150 * 1
1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Re(s)
Figura 2.2: Distribui¢ao dos polos com h = 20.
1ok =
*
1t i |
* n
¥
0.5r 5
a1
or =z * * * S I N T L
E ¥
-
-05- % 1
n
o n
Al $ _
*
-1.5+ &
1 1 1 L 1
- -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Re(s)

Figura 2.3: Distribui¢ao dos polos com h = 50.



29

Porém, podemos também tentar usar uma ordem de aproximacao ra-
zoavelmente melhor para I'(B,, s), isto é, podemos tomar M = 6 por exemplo.

Usando p13 = F g, po = 0,w; 3 = g e wy = g tornamos desta maneira

Ano(Bs) 1{( (0 + sv71)(5/9) 8/9 (ot sv)(5/9) }

P T2 (04 sv)2+ (3/5)B2 ' (0 +sv 1Y) (0 +sv 1)+ (3/5)B2
(2.57)
{2t + i )
o+sv— B o+sv—
(B, s) = 9 5(o+sv=1)24+3BZ 1 9 (o+sv71) (2.58)

_ 25 _ (otsv—1) 4_ 1
1 CU{ 9 5(c+sv—1)2+3B2 + 9 (o+sv—1)

onde usando as mesmas hipotesis de Dulla et al [3], temos como singu-

laridades

(2.59)

4502 4+ 27B2 — 5co? + 12¢B?
§=—0v
13502 — 10co? + 2782

e obtemos como resultados a seguinte tabela de singularidades, também

comc=0.9
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n h(mfp)
2 4 10 20 30 40 50 60

1 -0.6944 -0.4472 -0.3437 -0.3271 -0.3239 -0.3228 -0.3223 -0.3220
2 - 09074 -0.4938 -0.3740 -0.3437 -0.3341 -0.3295 -0.3271
3 - - 06944 -0.4473 -0.3812 -0.3559 -0.3437 -0.3370
4 - . - 10.5433  -0.4327 -0.3870 -0.3543 -0.3516
5 : : - 0.6448 -0.4938 -0.4257 -0.3905 -0.3740
6 - - - -0.7422  -0.5602 -0.4701 -0.4215 -0.3930
7 - - - - -0.6280 -0.5183 -0.4563 -0.4188
8 - . - ~ 06944 -0.5686 -0.4938 -0.4473
9 - - - - - -0.6195 -0.5333 -0.4779
10 - - - - - -0.6698 -0.5737 -0.5101
1 - . - - - - _0.6144 -0.5433
12 - : - : : ~ _0.6548 -0.5771
13 - - - - - - - -0.6110
14 - - - - - - - -0.6448
15 - . - - . . - -0.6780
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Para uma melhor compreensao, exemplificamos a distribuicao dos polos

no plano complexo para os valores de h = 20 e h = 50 nos seguintes graficos:

T
*
150 o .
1+ ki n i
*
0.5- * 7
w *
< g * * * % % % .
E *
-05- * ‘—n i
*
AE % n -
5L * i
*
2 I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Re(s)
Figura 2.4: Distribui¢ao dos polos com h = 20.
T
155 i i
*
Al £ ]
i n
*
05 $ .
o *
E OF 1 * % K % ok ok kK Mok .
£ ¥ -
-0.5[ % n .
%
A * n 4
£
ES
-1.5F # .
| | | i |
E 0.8 0.6 0.4 0.2 0
Re(s)

Figura 2.5: Distribui¢ao dos polos com h = 50.

As figuras 2.2-2.5 mostram as distribui¢oes dos polos no plano com-
plexo, validando o fato ja analisado de que os mesmos eram numeros reais e per-
tencentes ao intervalo [—ngg, 0) para cada grupo g. Até o presente momento anal-
isamos apenas o caso monoenergético, porém o padrao segue inalterado em relacao

ao intervalo supracitado que depende de g.
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2.4 Caso Anisotrépico

E importante a consideracao dos efeitos de anisotropia para casos de
pulsos de néutrons de alta energia, comum em sistemas ADS. Para o estudo deste
caso, vamos considerar a equagao do transporte anisotropica, que em relagao a (2.1)

sofre uma modificacao no nicleo de espalhamento, tornando-se

10,

890 o / / / 1
L ) 4 G0+ (o t) = oS Qo2 X0 + 55 (2.)

(2.60)

Vamos utilizar a formulagoa B, para aproximar o nucleo de espal-
hamento através de uma série de polinomios de Legendre truncado em L. Repre-

sentaremos esse nicleo por

L

2 1

(-2 =3 l; o P - Q) (2.61)
=0

Considerando apenas o primeiro termo do lado direito da equagao (2.60),

temos que

L
20+ 1
7{%(9, Dz, Q2 = Q' 0)dQY = {Z ;_ o P - Q)} o(x,Q — Q' t)dY

2+ 1
S 2L R )i, @ 1)

20+ 1
-y { 74 AP - Q)pi(,Q Q',t>d9’}

- i? {/_1 Ulﬂ(u)wz(x,u’,t)du’} (2.62)



Agora aplicando a transformada de Laplace em t e a transformada de

Fourier em x na equagao (2.60), teremos que

20+1 ( (! - , R I
{/ Uzﬂ(u)wz(B,M,S)du} 55(B,s

1

Th

P(B, i, s) {(a+ ) —@BM} _

N
Il
=)

L 1
20+1 - , , 1=
= S an) [ aBd + 558
1=0 -1
L oor41 1=
= D=5 alWa(B.s) +55(B,5) (2.63)
(=0
onde
~ 1 ~
5(B, s) = / BBl sy (2.64)
—1

Agora, dividindo ambos lados de (2.63) por {(0 + %) — iB,u}, multi-

plicando por Pg(p) e integrando em p, temos

Mh

| eBnspan - L [ LA

1 = o+ s/v) —iBp
1 = ! Pk(,u)
-S(B d 2.
* 25( ’S>/1 (0 + s/v) —iBpu a (2.65)
Se considerarmos
aB.5) = [ @B = [ BB Pl (2.66)
-1 -1

e além disso, usarmos a definigao de Ay (B, s), teremos entao que

Gu(B.s) = > (2 + 1)oidu(B, s)Au(B, s) + S(B, 5) Aow(B, ) (2.67)
=0
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Ao assumirmos L como a ordem de anisotropia. Temos L + 1 equagoes
contendo L+ 1 momentos do fluxo, que sao desconhecidos, por isso podemos resolver
o sistema independentemente. Apds, todos outros momentos podem ser resolvidos
simplesmente por uma combinacao dos L + 1 momentos que foram determinados.

Chamamos este procedimento de aproximacao By.

Pela definigao de Aj(B,s) é evidente que Ap(B,s) = An(B,s) e us-
ando isto juntamente com a seguinte relacao de recorréncia descrita em ([4]), dada

por

5 —1
(k + DA (B.s) = i2% T D g 4 1)2,(8.9)

- kAl’kfl(B“S) (268)

de maneira que a partir de Aoy (B, s) podemos avaliar as demais fungoes

para [, k > 1. Por exemplo, neste caso Ajo(B,s) = A1 (B, s) fica

—1
(0+1)Agos1(B,s) = i% - i%(zo +1)Ag(B, )

- O.A0,0,1<B,S> (269)

ou simplesmente,

AOl(B,S) = i——i—AOQ(B,S)

= i _ Aoo(B, ) (2.70)

Fica evidente também que a aproximagao By corresponde ao caso isotropico,

isto é, em L = 0 teremos uma equacao
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Pr(B, s) = ao@oAok(B, 5) + S(B, s) Aok (B, ) (2.71)

Se k = 0 temos o caso isotropico, isto &, teremos @o(B,s) = ¢(B,s).

Vamos ilustrar agora, o caso B; que é a menor aproximagao possivel de um caso

anisotropico. Considerando entao L = 1, temos

Sr(B, s) = goBoAos(B, 8)+30131(B, 8)Aws(B, s)+5(B, s)Ag(B, s) com k= {0,1}
(2.72)

entao
Go(B.s) = 0oPodoo(B,s)+ 30151(B,s)Aw(B,s) + S(B, s)Aw(B, s) (2.73)
$1(B,s) = oopoAoi(B,s)+30161(B,s)An(B,s) + S(B, s) Ao (B, s) (2.74)

Como ¢y(B,s) = ¢(B, s) podemos descobrir ¢ (B, s) através de (2.73)

ou de (2.74). Assim, por exemplo, teremos que

51(B, 8)[1 — 301 A11(B, 5)] = 0odo(B, ) Ao (B, s) + S(B,s) Ao (B,s)  (2.75)
e portanto
51(B.5) = {"f e } An(B.5) (2.76)

Evidentemente aqui para este caso a equagao caracteristica a ser re-

solvida para a obtencao das singularidades é outra, a saber
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1-— 30'11411(3, S) =0 (277)

O procedimento para a obtencao dos polos, segue analogamente ao
caso isotropico, isto ¢, fazendo uma analise na mesma regiao do plano complexo.
Seguindo o padrao e resolvendo assim independentemente para as demais ordens de
anisotropia até L + 1, podemos combina-las todas juntas na equagao (2.67) afim de

obter a resposta final para o fluxo.
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3 TEORIA GERAL DA EQUACAO DO
TRANSPORTE MULTI-GRUPO COM
FONTES PULSADAS

3.1 Introducao

Neste capitulo, pretendemos estabelecer uma metodologia para res-
olucao da equacao do transporte multi-grupo em reatores com fontes pulsadas analiti-
camente. Novamente, a utilizacao das transformadas de Laplace e Fourier para solu-
cionar este problema sera aplicada aqui. O procedimento é muito similar ao caso
monoenergético e o capitulo separa-se em casos isotropico e anisotropico, bem como

a teoria monoenergética aborada nos capitulos anteriores.

3.2 Formulacao do Problema

Considerando o problema de maneira geral, temos uma espago de Ba-
nach X e um conjunto de fungoes f = f(z,u,v) as quais sdo integraveis em todo

retangulo |z| < h/2, |p| < 1, com 0 < v, < v < vy < 0o com norma definida por

VM 1 h/2
1= [ [ idedude )
Um —-1J—h/2

Em um abordagem mais geral e abstrata podemos expressar a equagao

do transporte homogénea como

0
agpzT(p—ng—i-Jng, t>0,ue D(T)C X (3.2)

e a condicao inicial pode ser representada por
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lim [|o(t) — ¢ol| =0, @o € D(T) (3.3)
t—0t

Aqui, consideramos ¢ = (x, u,v,t) a densidade de néutrons, py um
elemento em D(T'). E definiremos como operadores lineares 7', B, J ¢ H em X como

seguem abaixo

Tf = (3.4)

Bf = vX(v)f (3.5)
1 ! !/ /

15 = 5 [t o (3.

Hf = /UMH(U,U’)f($,u,v’)dv' (3.7)

Aqui X(v) é a se¢ao de choque total. Por defini¢do D(7T) é o conjunto

dos elementos f € X tais que:

Tf ¢ X
f(=h/2,p,v) = 0 se p>0

f(h/2,p,0) = 0 se p<0

O foco da resolucao aqui, segue similar ao caso monoenergético, a

equagao (3.2) tem aproximacao validada e descrita por 3.8.

3.3 Caso Isotropico

Para casos de problema em teoria multi-grupo, considerando primeira-

mente, o caso isotropico, assumindo também condigoes iniciais nulas. A equagao
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do transporte dependente em geometria cartesiana para um meio homogéneo = €

[—h/2,h/2] é escrita para o fluxo angular ¢4(x, it,t) como:

G 1
o , 1
oot i ap TP T EZ,_1/1 g o +38y(@ 1), g€ Ao (38)
9'#g

onde Ag = {1, 2, ..., G} considerando um nimero méaximo de grupos de
energia, a saber (G, e usando a mesma metodologia que em Dulla et al [3], porém
para equacoes multi-grupo, e aplicando as transformadas de Laplace e Fourier no

tempo e no espago respectivamente, temos

G 1
1= . =~ ~ g =~ 1 =
SV, ' Py — iBUy + 04y = ?g § /1 Coq' (B, 1) @grdp’ + QSg(B> s) (3.9)
/_1 -

g'#g

com ¢ = p,(B,u,s) e S = Sy(B,s). Utilizaremos a partir de agora
a notacao com apenas ¢, com o intdito de termos um redagao mais clara, bem
como Z g+4g A0 Inves de Zg _1. Agora, considerando uma aproximagao do espago

g'#g
assintotico usamos as frequéncias B,, ao invés de usarmos um espaco continuo. Logo,

[(Ug"‘svgl)_iBnH]@ __UQZ/ Cog' (B 1)@y (B, 1, s)dp + S( )
9’79
(3.10)

como ®,(B,,s) = fjlgog(Bn,//,s)d,u’ e como estamos considerando

primeiro o caso isotropico, ¢y, € constante em meio homogéneo, tornando (3.10) em

(04 + s07") — iBusl agzcgg / Byt )i+ 3S,(Brus) (311

9'#g
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Agora, isolando o fluxo e integrando na variavel direcional u, teremos

que
1 1 (1 G
B dp’ =
/1%( s 8)dp / 2 g(ag+sv —ZB[LZ
1 1
- 3.12
2 (0g+ sv, )—zBu } (312)
e consequentemente
< 1 [ 1
J— /
059 = oY et (B0 [ s
g'#9 9
+ S,(B )1/1 ! i (3.13)
S)= )
P2 ) (og + sugt) —iBp! a
e definindo
Lt BB
A7 (B,s) = = dy 3.14
W) =g [ o E T (3.14)
e agora, a equagao (3.13), fica
G
Dy(B,s) = Ajo(B, s)oy Z Cog Py (B, 5) + Af o(B, 5)Sy(B, s) (3.15)
9'#g
Assumindo que para cada grupo de energia, podemos representar ®,(B, s)
como

d,(B,s) = i (B, s) (3.16)
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. L 0 ~
onde os primeiro termo da série (<I>§ )) representa a solugao para o caso
monoenergético e os demais termos representam o acoplamento do sistema, isto é,

a influéncia dos demais grupos de energia.
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3.4 Analise do Problema com G = 2

Comecgaremos a analise com a teoria de dois grupos de energia afim
de posteriormente extendé-la para um caso mais geral. Desta maneira, podemos

expressar (3.15) por duas equagoes:

®1(B,s) = Ayo(B,s)oien®i(B,s) + Ayo(B, s)o1c1202(B, s) + Aj oS1(B, 5)
(DQ(B, S) = A(%’O(B, S)O‘QCQQ‘PQ(B, S) + A(2)70(B, S)UgCQl(I)l(B, S) + A%,OSQ(B’ S)

e para q);o) (9 = 1,2) vamos considerar o termo ®, de acordo com

a ideia de que o primeiro termo representa a solucao monoenergética. Logo as

primieras equagoes ficam

o"(B,s) = Aly(B,s)oren®”(B,s) + Al S1(B, s) (3.17)
o)(B,s) = A2(B,s)0acn®y (B, s) + A2,S5(B, s) (3.18)

ou ainda, de outra maneira temos

Al (B, s)

(0) . 0,0\

o, (B,s) = 1_0101114(1)70(3’8)51(3,3) (3.19)
A2 (B

o"(B,s) = 00(5: 9) Sy(B, s) (3.20)

1-— OQCQQA(%,O(B, S)

De acordo com a teoria monoenergética, isso representa a solugao para

um sistema nao acoplado de dois grupos de energia. Agora, para realizar o acopla-
. - L. 1 1

mento em questao, podemos corrigir o préximo termo, fazendo com que CI>§ ) e <I>§ )

sejam
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oM (B,s) = Ago(B, s)o1cn ®V (B, s) + Ago(B, $)o1c1200 (B, s) + AgoSi(B,s)

0 (B,s) = A2y(B,5)oacan® (B, s) + A2 (B, 5)02c0a®y (B, s) + A2 Ss(B, s)

e da mesma maneira, teremos que

o (B,s) = Aly(B,s)arcu®(B,s)+ ALy(B,s)oic1o®y (B, s) + Ab oS (B, )

@éi)(B, s) = A(Q),O(B7 5)02021CID¥_1)(B, s)+ Ag,o(B7 S)JQng@g)(B, s) + AaOSQ(B, s)

. Ab (B, s) ; Ajo(B, s)
o\)(B,s) = 0,01 o (B L Si(B
1 ( ) S) 1 — 0'161114(1)70(3, 3) 01C12%9 ( ) S) + 1 — 0'101114670(3, 8) 1( ’ S)
. A%, (B, s) ; Af (B, s)
o9 (B.s) = 00 o!"Y(B W Ss(B
2 ( ) S) 1— O'QCQQAg’O(B, S) 02C21 %9 ( ) 8) + 1 — 0_262214%70(3’ S) 2( ) 8)

O procedimento para encontrar a solu¢ao monoenergética no capitulo

anterior define que

L AO’Q(B, S)
DBys) = = s (3.21)

podemos representar essas funcoes para casos multi-grupo por

Ag7O(B7 S)
1 — 04cq9 Af (B, 5)

T,y (B, s) = (3.22)

Usando este argumento, temos

(bgi)(B7S) = F11(373)01012‘b§_1)(373)+F11(Bvs)sl(B’3) (3.23)

O (B,s) = Tua(B,s)oacn® (B, s) + Toa(B, 5)S2(B, s) (3.24)
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(I)gi)<Ba5) = Fn(B,S)[UlCm@gil)(Bv3)+S1(B’3)] (3.25)
0, (B,s) = Ta(B,s)oacn®] (B, s) + Sa(B, 5) (326)

Vamos calcular a série (3.16) para cada grupo de energia com um

numero finito de termos, usando a aproximacao truncada em N termos, assim temos

que
N
Oy(B,s) ~ M (B,s) =Y @ (3.27)
i=0
e usando as defini¢oes de I'yy/, teremos
N o 0 1 N )
oM(B,s) = ®V(B,s)+ & (B,s)+ ..+ @ (B,s)  para g€ Ayy N >0

= T[y(B,s)S,(B,s) + cbgl)(B, s)+ ...+ O (B, s)

g
N
= FQQ(Bvs)Sg(B75) + Z(I)éi)(B7S) para g = 172§N Z 1
i=1

N
= Dyy(B,5)S(B,s) + ngg(Bv 3)[09099’(1)5'_1)<Ba s) + Sy(B, s)]
i=1

N N
= Tyy(B,s) [Sy(B.s) + > 040y @0 V(B,s)+ Y Sy(B,s)

=1 =1

N
= Tyy(B.s) |Sy(B.s) + > 0,0, @Y V(B 5) + NS,(B, 5)
=1

N
= Tyy(B.s)(N+1)Sy(B.s) +Ty(B,s) Y 04cey® (B,s) para g€ Ay N >1

teoria monoenergética=d,(B,s) - = v
influéncia multi-grupo=4»(s,s)
= &,(B,s) + M (B, s) (3.28)

Introduzindo uma fonte similar com ao caso monoenergético, porém

para cada grupo de energia especificadamente, teremos
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S,(B,s) = uv—iw\/%; 57 (s) {5(3 = Bv) : OB+ By (3.29)

Levando em conta esta tltima formulacao, observamos que ao tomar
N = 0 temos exatamente a formulagao monoenergética, mas tomando N > 1
comegamos a introduzir a influéncia dos demais grupos de energia dentro de cada

solugao para o grupo g.

Precisamos calcular a inversao usando o procedimento exatamente igual

ao anterior , porém agora usando (3.28), que por defini¢ao é

o N
2 i—1 iBx
CIDEJN)(x,s) = / E Fgg/(B,s)agcgg@g, )(B, s).¢"*dB

i=1

N . ’ .
- Zagcgg// Fgg/(B,S)q)éz/_l)(B,s).e”deB
i=1 —o0

Por exemplo, se aplicarmos o método para N = 2, temos
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Ly (B, s)agcgg@g_l)(B, s).eP*dB

M)~

x (2 . o0
q)é)(x,s) = /_

=1
= 0,0y / N Tye(B, 8)0Y) (B, 5).eP%dB + 0,4c4y / N T4y (B, 5)®) (B, s).cP*dB
= 0,0y /OO Tye(B, )0 (B, s).cP?dB
T OgCqy /OO Lgg(B,s)[Lyg(ogcy ch)( (B, s) + Sy (B, s))].e"P*dB
= oy | TulBLLgy (B.)Sy (B,5)) P ap
T OgCqy /:: Lyg(B, 8)[Cyg (0gyg[Lg(B,5)Sg(B, 5)] + Sy (B, s))].e**dB
= 0,Cyy /00 Lyy(B, s)Lyy (B, 8)Sy (B, s).e’P*dB
+ chgglaglcgg/oo r yg(B,5)S,(B,s).eP*dB
+ 04CeT4Cyyg /OO Lyy(B, s)Lyy (B, 8)Sy (B, s).e’P*dB (3.30)

Resumidamente, teremos uma combinagao de produtos destas fungoes
"Gamma'"e das especificadas fontes para cada grupo de energia, como solugao do
problema. Como, para cada i-ézimo termo <I>( (B, s) depende de <I> (B s) que por

sua vez, depende de 'y, (B, s) ou L'y (B, s) e Sy(B, s) ou Sy (B, s). Definimos entao

P9 (x,s) ::/ L0 (B, s)L'y (B, s)Sh(B, S)Sg/(B,s)eindB (3.31)

m,n
9]

mas como sempre com p, ¢ sendo 0 ou 1 e p # ¢, m,n > 0, mas nunca
m = n = 0. Deste modo, a expressao final para CI>§N)(B, s) é uma combinagao de

das funcoes I%?n(x, s). Assim, trocando a notagao para

15 (z,s) = / h L7 (B, s)Th(B,s)Sy(B, s)e’"*dB (3.32)

—00
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Usando essa definicao , podemos ver que por outro lado é)go), é neste

caso

OO(x,5) = (N + 1)I}9(z, s) (3.33)

g

que ¢ igual a solugao expressa no capitulo anterior, isto é,

S, 1 2
Io(x,s) = N—%—l\/; E Lyy(By, s)s?(s) cos (Byx) (3.34)
n=1

com N = 0 evidentemente, e por similaridade podemos encontrar outras

combinagoes, como

S, 1 2 — :
Iy (x,s) = N—H\/%ZFQQ(BM s)sd (s) cos (B,x)
n=1
S, 1 2 .
1071(1', S) = N——H E Z F9'9/<Bn7 S)Sn(s) COoS (an)
n=1

S, 1 2 ,
B9 = 3 3 30 T (B )55 os (B
n=1

Logo, a solugao final depende das combinacoes de L%fn(x, t), e usando

a expressao do caso monoenergético
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1 &1 e yo ]
[fb(xa t) = N——l—l\/;z {/ 9  Dyy(B, s)es = ds | x S,lg(t’)dt'} cos (Bgx)
=1 i —0g—ico i
Sa 1 2 < 1 et s(t—t") _ 2 (41 74!
ITy(z,t) = ~vriVn Z 5 . I'yy(Bg, s)e ds| x sg(t')dt' y cos (Byx)
k=1 L —0g—100 i
S1 1 2 S _ 1 BCARS s(t—t") _ 1\ g4/
I5i(x,t) = ~vo1iVn Z s A Lyg1(Br, s)e ds| x sp(t")dt' 3 cos (Byx)
k=1 L _O'g/_ZOO i
Sa 1 2 ¢ _ 1 B s(t—t") _ 241\ J4!
Iyi(z,t) = ~vriVva Z 5 | Lyg1(Bg, s)e ds| x sg(t')dt' y cos (Byx)
k=1 L 70'g/7200 i
(3.35)

onde para calcular essa ultima expressao, precisamos analisar cuida-
dosamente as singularidades destas fungoes "Gamma'", assim a expressao geral para

Li‘fn(x, t) é representada por

1 2 — 1 [osti ,
Sy _ “ m n s(t—t") N 74!
Ly (x,t) = Nl 1\/;,§1 {/ [_QM' /Gg_ioo L0y (B, s)I', ( By, s)e ds] x sp(t")dt } cos (Byx)
(3.36)

e para essas duas iltimas equagoes, precisamos calcular as singulari-

dades de I'y} (By, s)T'y (B, s)-

Como intuito de obter uma generalizagao para N qualquer, consider-
amos alguns valores para N e verificamos o resultado da expressao. Os seguintes
termos sao construidos de acordo como o procedimento apresentado previamente,

isto é, podemos expressar as primeiras trés equacoes para ) (N =1,2,3):

1
(I)gl)(.l’vt) = Iﬁb(x,t)+§alcm[ﬁﬁ(x,t),

1
o (w.t) = I3 ) + gosen i (. ); (3.37)
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2 1
[Eb(l’,t) -+ 50’1012[15:21(1',15) —+ 50’10120’2021[53(1’,@,

2 1
Igﬁ(x, t) + 302021]{5:11(% t) + 30'16120'2021]‘15:22(1)7 t); (3.38)

b(x,t) + %010121521(:3,75) + %0101202021[;:11(1’,0 + (01012)2(02021)1'522(35,75),

1
4
0,21(37, t) + %(72621[511(1’,@ + %0161202021[E%<I,t) + %1(0'2(321)(0'2021)21512(513, t)

(3.39)

Verificando para valores mairoes de NV, podemos estabelecer um padrao

para as equacoes supracitadas em termos exatos de N. Sendo assim, a expressao

final para o valor genérico de N sera dada por:

o (z,1) = [Py (1)

o5V (x, 1) = I3 (2, 1)

1 ‘ ‘
~ (N = 2j) (01012 (02021 I72 ) 4 (2, 1)
N +1 JZ:U I

j < N/2

Z (N =25 + 1)(o1012) (02021 I3 (, 1) |(3.40)
g < (j]V:—ll)/Q

1 , | s
N1 (N = 2j)(rc) (g2 I 4 (2,1
J]<:N(}2

Z (N = 2j + 1)(01¢12) (020 172 5 (2, 1)
7 < (JN:JI)/Q

(3.41)

Fica claro que independente da grandesa de IV, a inversao é possivel e

viavel para obtencao da solu¢ao bem como no problema monoenergético através da

defini¢ao de [ﬁ’fn.



20

Aqui podemos ver claramente que em problemas de nao reentrancia
de néutrons ("no up-scattering"em inglés), nos quais independente do numero de
grupos a matriz de espalhamento formada pelos coeficientes ¢,y com g, ¢ € Ag serd
sempre diagonal inferior, isto é, ¢,y = 0 Vg < ¢’ com g¢,¢" € Ag. No caso especifico
mostrado até aqui, teremos que c¢12 = 0. E analisando novamente (3.40) e (3.41)

teremos que ao avaliar os primeiros termos do somatoério em 7, teremos que

oV (x,t) = Iy(z,1) (3.42)

N 10—2021]521(3;, t) (3.43)

E evidentemente ao fazer N — oo, temos que

~

lim &M (z,t) = Iy (z,t) = &1 (,1) (3.44)

N—o00

A

lim O3V (2, 1) = I3 (2, 1) + oaean [T (2, 1) = Bo(w, 1) + ooen [T} (2,1)  (3.45)
0 que mostra que nesses casos, 0 primeiro grupo possui sempre a solugao

igual ao caso monoenergético.

Com a idéia de avaliar o perfil do fluxo de néutrons para o caso de dois
grupos de energia, vamos estabelecer alguns parametros e definicoes para facilitar
a analise. Assumimos a tabela (3.1) que possui valores para se¢ao de choque total
(04), velocidades (v,), coeficientes de espalhamento (c,y ), espessura da placa (h) e
posigoes iniciais de pulso (zg,). Para os conjuntos 1 e 2 consideramos o caso de nao
reentrancia de néutrons, de maneira que a evolucao do primeiro grupo de energia é

independente do segundo.
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Tabela 3.1: Conjunto de parametros usados para simula¢oes. Assumimos aqui quan-
tidades admensionais.

g1 %] U1 (%) C11 C12 C22 Ca1 h Zo1 | 2o,2
conjunto 1 | 1.00 | 1.00 | 1.00 |{ 0.50 | 0.90 | 0.00 | 0.90 | 0.05 | 10.00 | 0.50 | 0.00
conjunto 2 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 0.50 | 0.90 | 0.00 | 0.50 | 0.45 | 10.00 | 0.50 | 0.00
conjunto 3 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 0.50 | 0.90 | 0.45 | 0.50 | 0.05 | 10.00 | 0.50 | 0.25
conjunto 4 | 1.00 | 1.00 | 1.00 | 0.50 | 0.50 | 0.05 | 0.90 | 0.45 | 10.00 | 0.50 | 0.25

Para analise da convergéncia dos resultados, é interessante comparar

os fluxos a medida que N cresce. A variacao do fluxo de néutrons com a variavel

espacial fixando o tempo é apresentado nos graficos de 3.1 até 3.8. Observamos que

o fluxo dependente da varidvel espacial decresce com o aumento do tempo.

Agora analisando a variacao do fluxo de néutrons variando com o tempo

e fixando a variavel espacial, mostrado nas figuras numeradas de 3.9 até 3.16. As

descontinuidades nas derivadas temporais sao claramente apreciadas nos graficos.

Esse efeito é obviamente determinado pela propagacao da descontinuidade inicial

na distribuicao do fluxo, afetando ambos grupos de energia devido as influéncias de

um sobre o outro.

Figura 3.1:

Flux

iy

0.8
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0.4

0.2

Fluxo (N = 1) para grupo 1 com conjunto de parametros 1, usando 300 harmonicas.
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Flglll"a 32 Fluxo (N = 1) para grupo 2 com conjunto de parametros 1, usando 300 harmonicas.
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Figura 33 Mesmo caso de 3.1, para g = 2, com N = 2.
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Figura 34 Mesmo caso de 3.1, para g = 2, com N = 10.

0.6

Flux

04

0.2

i’
[
I
=S

_02 ! ! ! L ! ! ! I !

Flgura 35 Fluxo (N = 1) para grupo 1 com conjunto de parametros 3, usando 300 harmonicas.
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Flgura 36 Fluxo (N = 1) para grupo 2 com conjunto de parametros 3, usando 300 harmonicas.
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Flgura 37 Fluxo (N = 10) para grupo 1 com conjunto de parametros 3, usando 300 harmonicas.
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Flgura 38 Fluxo (N = 10) para grupo 2 com cojunto

de parametros 3, usando 300 harmonicas.
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Flgura 39 Distribuicdao do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parametros 1; diferentes pontos foram con-
siderados, de = 0 a * = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 310 Distribuicao do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de

considerados, de x = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 311 Distribui¢do do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de pardmetros

considerados, de © = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 312 Distribui¢do do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parametros 2; diferentes pontos foram
considerados, de © = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 313 Distribuigdo do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parametros 3; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 314 Distribuicao do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parametros 3; diferentes pontos foram
considerados, de x = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 315 Distribui¢do do Fluxo no tempo para o grupos 1 usando conjunto de parametros 4; diferentes pontos foram
considerados, de © = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.
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Flgura 316 Distribui¢do do Fluxo no tempo para o grupos 2 usando conjunto de parametros 4; diferentes pontos foram
considerados, de = 0 a = h/2 em intervalos de 0.1 X h/2.

3.5 Analise do Problema com G > 2

Tentando extender para um numero geral de grupos de energia, con-

sideraremos o fluxo escalar dado em (3.16) onde truncamos em N. Escrevendo de

N

forma explica e mais geral a expressao truncada para @,

, teremos que:

N _ 0 1 N
oM (B,s) = oV(B,s)+ @M (B,s)+..+ M (B,s) for N>1
N
= FQQ(Bv S)SQ(B? 5) + Z (I)g)(B7 S)
i=1
N G .
= (N+DT(B,5)Sy(B,s)  +Tye(B,8) > Y agcey @ V(B,5)
solucao monoenergética=d,(B,s) ! gl;’égv .
influéncia multi-grupo=e{"(B,s)
= &,(B,s)+ &)éN)(B, s) (3.46)

Procurando obter uma solucao no espago tempo, usaremos a inversao

de Laplace e Fourier (3.46). Primeiramente Fourier, chegando a integral
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I’Iflgl,m2,...,mc; (x7 S) - / (Fll)ml (FQQ)mZ(FGG)MG(B, S)Sg(B’ S)efiBﬁdB

— /_ h ﬁ(rw)mv(B, s)S,(B, s)e P dB. (3.47)

A expressao (3.47) é obtida através de (3.46) e fazendo todos termos
explicitamente dependendo diretamente de cada fonte S,. Esse processo resulta em
uma aplicagdo sucessiva do ntucleo I'y,, feito de maneira explicita em (3.47) através

da representagao dos expoentes {m; ... mg}.

Agora, aplicando a inversao da transformada de Fourier e assumindo
a simetria da fonte no dominio [—h/2;h/2] e representada pelas auto-fungoes de

Helmholtz como:

S,(B,s) = \/%2 59 () {5(3 = B) ; 0B+ B (3.48)

Assumindo também que a solucao satisfaz as condigoes de contorno
adotadas. Essa condi¢ao nao é correta ao aplicarmos diretamente ao fluxo escalar,
mas ¢é ainda fisicamente significante na analise de pulsos com tempos pequenos,
isto é, quando os neutrons ainda nao alcancaram os limites do dominio. Uma vez
introduzidas (3.48) dentro (3.47) é obtida a inversao da transformada de Fourier e

podemos focar na inversao da transformada de Laplace:

]ml,m27~~~:mG(

Sy
5 00 G
iz

x,t) =
t 1 —o0g+ioco
{/0 [2_7”' /agioo H

=1

(B, S)GS(t_t/)dS] Si(t')dt’} cos (Byx)
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Usando as defini¢oes das integrais acima podemos expressar a solugao diretamente

em (z,t). Para N = 0 teremos:

(0) S
( V(B g) = d =7
50)( ,8) =T1151(B,s) (10)<$7t) Dz, t)
(B Q7 (x,t) = 153 (x, t)
S —F S B,S s
a ) : 2% ) ; : (3.49)

(B, s) = TeeSa(B, s)

\

Os termos de alta ordem serao conhecidos ao aumentarmos o valor de

truncamento. Tomando agora o caso N = 1 obtemos:

1 G
CI)% = 2F1151 + FH Z Z O'g/Clg/QgL/_l)
=1 g'#g

= 2F1151 + Fll(JQClch)go) + Ugclgq)go) + ...+ JGclgCID(C?))

= 2I'1151 + 09c1211 09252 + 03¢13111 13355 + ... + 0gcicl11laaS6(3.50)

e para g € A ainda no espaco transformado, teremos que:

1 G
i1
BLB,s) = 2WeeSy+Tg0 Y Y oycgy® (B, s)
i=1 g'#g
G
2Dgg5¢ + Z OgCogLggLgg Sy (B, 3) (3.51)

9'#g

Ja para ordem N = 2 podemos escrever que:

2 G
CI); = 3lggSy + Ty Z Z Ug’cgg’q)ézf_l)(Ba s)

i=1 g'#g

G G
0 1
= 30,5, + Ty, (Z crg/cgg@é,)(B, s) + Z O'g/ngI(I)é,)(B, s))
g'#g g'#g
G
= 30yS,+2Y  0yceyToqlyySy(B, s)

9'#g

G G
+ Z Z O'g/ng/O'g//Cg/g//FggFg/glFg//guSg//, (352)

9'#9 9" #g’
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Em uma forma mais compacta de (3.52) seguimos obtendo as expressoes para cada

caso. Como N = 3 temos:

G
3
@é ) =4y, + 3 Z Ty CogTgglg'g Sy
9'#g
+ 2 Z Z Ug/ng/Ug//Cg/gllrggrg/glrg//g//Sgu
9'#9 9" #g’

—|— E E E O'g/ng/ O'g// Cg/g//O'g///Cg//g/// Fggrg/g/ Fg//g// Fg///g/// Sg///,
g'#99"#9 9" #g"

(3.53)

até conseguirmos expressar de maneira mais geral e usando que ¢’ — k; teremos

para todas as demais ordens:

(I)gN) = (N +1)lgyS,

+ N Z Ty Car L ggL k1 Sy
g'#k1
+ (N - 1) Z Z UklCgk1akzcklkzrggrklklrkzkzskz
g#k1 ka#ky

(3.54)

+ E E Tt E 0k1cgk1"'UkNCkN71kNFgng1k1"'FkaNSkN‘
k1#£g ka#k1 kn#kn -1

~~

XN

No inttito de obter uma expressao mais clara e elegante para o fluxo no grupo g ainda
no espaco transformado e consequentemente no espaco direto, vamos introduzir as

constantes =, .. e os operadores T,  [] como sendo:

emaz

—_

‘:gaenm,w = H O-kgck’z_lkg Y fmaa: E AG—l
/=1

Jmax

Tg,jmaz[‘] = H ijkj Fgg('), jmax € AG‘ (355>
j=1
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onde ko = g e Tyo[-] = T'yy[-]. Desta maneira podemos reescrever a expressao (3.54)

Cco1mo

(I)gN) = (N‘i‘l)Tg,O[Sg]
+ N E0T,a[Sk]
9'#k1

+ (N_ 1) Z Z Eg,ngQ[Skg]

g7#k1 ka#k1
(3.56)
+ 2> D BanaTynSi.
k1#£g ko#k1 kN?ékalj

-~

XN

N

Y = (N4 DTy0lS] + D (N —w+ 1) 93D FponrToolSi] o (357)
w=1 ——

Xw

Finalmente, podemos concluir que a inversao de (3.57) representada no espago orig-

inal (z,t) usando T, ;... (x,t)(-), que é
Tgvjmax [Sg] (m7 t) = ‘[Sg . (1‘7 t) (358)
assume a forma

s,
(IDEJN)(x,t) = (N+1)Io,o,...,mg(x>t)

+ Z(N —w + 1) Z o Zang_lliﬁf---vmgrmkl""’mkw (ZL‘, t)

w=1 N~—

Xw

(3.59)

que representa a solugao final de ordem N para o grupo g.

Considerando para estas simulagoes uma nova tabela de conjuntos de
parametros (Tabela 3.2). Nos dois primeiros conjunto consideramos o caso sem
reentrancia de néutrons. E imediato a percepg¢ao do fato de que o niimero de singu-

laridades cresce ao aumentarmos a espessura da placa h.
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Tabela 3.2: Conjunto de parametros usados nas simulagoes. Quantidades admen-

sionais assumidas.
01 ) 03 U1 (% U3 h Zo,1 | Zo,2 | To,3

conjunto 5 | 1.00 | 1.00 | 2.00 | 1.00 | 0.50 | 0.10 | 10.00 | 0.50 | 0.35 | 0.30
conjunto 6 | 1.00 | 1.00 | 2.00 | 1.00 | 0.50 | 0.10 | 10.00 | 0.50 | 0.00 | 0.15
conjunto 7 | 1.00 | 1.00 | 2.00 | 1.00 | 0.50 | 0.10 | 10.00 | 0.50 | 0.25 | 0.25
conjunto 8 | 1.00 | 1.00 | 2.00 | 1.00 | 0.50 | 0.10 | 10.00 | 0.50 | 0.25 | 0.15

onde usaremos para o caso com 3 grupos de energia a matriz de espal-

hamento dada por

Ci11 Ci12 Ci13 0.45 0.05 0.40
Mseat = | o1 cog co3 | = | 0.30 0.50 0.20 (3.60)
C31 C32 C33 0.25 0.35 1.00

Analisando os resultados para o caso de 3 grupos de energia, usamos a

tabela 3.2. Apresentamos alguns transientes dos fluxos, das figuras 3.17 até 3.19.

0.8r B

0.6\ t .
_\
—

Flux

0.4-

0.2=

-0.2

Figura 3.17: Fluxo g = 1 usando o conjunto de parametros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.

Analisando os padroes dos fluxos de néutrons em comparagao com a

variavel espacial também podemos ver claramente na representagao em relacao a
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Figura 3.18: Fluxo g = 2 usando o conjunto de parametros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.
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Figura 3.19: Fluxo g = 3 usando o conjunto de parametros 4, N = 10 e valores de
tempo de 0 até 10 segundos.
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2

este caso que o ponto espacial no qual a fonte é posicionada é claramente visto
e impulsiona um fluxo de néutrons inicial constante até aquela posicao. Fica claro
também que a medida que a variavel temporal cresce notamos o decaimento do fluxo
para cada grupo de energia. Julgamos os resultados extremamente satisfatérios em
comparacao visual com a literatura e também uma vez que podemos expressar a
solugao como sendo analitica e através de uma combinacao das mesmas em ordens

anteriores.
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3.6 Modelos de aproximacao de I'y,(B,, s) para teoria

Multi-grupo
Definimos a funcao I'yy (B, s) como

Ag,O(Bms)

1 = 0gcgq Aj o(Bn, 5)

Loy (B, s) = (3.61)

estabelendo como equagao caracteristica, isto €, teremos as singulari-

dades ao fazermos

1 — 0yceq Af o(Br,s) =0 (3.62)

por defini¢ao, temos

1 [t B()P(W) /
2 / 2

Al Bna =
l’k( ) 1 (og+ svg—l) — 1B

Q

fj i) Pe(p' oo
(09 + sv,1) —iByjim
(05 + sv, ) PL(p) Pe(p )
(og + svg_1)2 + (Bnfm)?

Assim

A9 (B, s) = A7 (B S~ (09 59 it 3.63

0,1( ,8) = 1,0( ,8) R~ — (09+SU;1)2+(Ban)2 (3.63)
+ sv7 Y wp,

AL(Bys) ~ S0 Tt (3.64)

(04 + sv51)? + (Bppim)?

m=1

e usando este fato, temos
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Ag,0<Bn7 S) =

N | —

[t
Ly (og +sv.t) —iBup!

—_

Q

[\]

M
2 Z (o4 + svgt) — 1By,

m=1

M2 (04 + s, 1)wm

(og + 309_1)2 + (Bnfim)?

m=1

pela definicao de modelo continuo, teriamos

1! dy/ 1 B
A9 (B.s) = - — ~ arctan — > 3.65
00(B: ) 2 /_1 (0g+sv,t)—iBy B arctan oy + su,t (3:65)

por (3.62) temos

B,
1 — 04¢49 = arctan ——— =0 (3.66)
B, og + sv,t

Assim, usando a mesma metodologia do capitulo anterior, definimos

79 = B, /o, € p, = (s(vy0,) + 1)~ . Logo,

n

79
1-— arctan Ip, = 0 = arctan7/p, = — (3.67)

. . g ~ .
nesse caso, teremos singularidade somente se -~ < 7 e nao teriamos

99’

OgCoe™  (2n—1)T _ 0yCeyT hoycyq + 2

5 . 5 1 (3.68)

Assim, definimos um valor limite para n, como segue
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ho o + 2
Mtim = [%W (3.69)

isto é, teremos singularidades se n < ny;,,. Podemos encontrar estas

singularidades resolvendo a equacao

M/2

(o + sv; wm
1—o0,c40 9 =0 3.70
7045 2 (o 50,  Bap 10

onde cada w,, € p,, sao definidos como no capitulo anterior. Vamos
novamente utilizar M = 6, tratando-se de uma aproximacao de melhor qualidade

ao problema. Logo, por analogia, teremos que as se dao em

4502 4+ 27TB2 — 54502 + 12¢,, B2
5= —040, { g 999 99 } (3.71)

13502 — 10c,y02 + 27B2

A distribuicao dos polos no plano complexo calculada usando como ex-
emplo dois diferentes conjuntos de parametros, incluindo o caso com reentrancia
de néutrons, é abordada nos graficos numerados de 3.20 até 3.25. Em conclusao,
a transformacao inversa serd constituida pela soma de uma parte integral ao longo
do ramo e um termo exponencial introduzido pelo residuo referente a cada sin-
gularidade, sempre que esta existir, como anteriormente. A seguir, mostramos os

resultados para distribuicao dos polos relativos aos grupos 1,2 e 3.
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Figura 3.20: Polos para g = 1 and h = 20.
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Figura 3.21: Polos para g = 1 and h = 50.
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Figura 3.22: Polos para g = 2 and h = 20.
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Figura 3.23: Polos para g = 2 and h = 50.
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Figura 3.24: Polos para g = 3 and h = 20.
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Figura 3.25: Polos para g = 3 and h = 50.
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Fluxograma do Processo Geral para obtengao da
Solucdo Multi-Grupo com Fontes pulsadas

Dados de Entrada: h, T, ce , O¢,ve, N, G, Num g,g’€ {1,2,..G}
N
Saida: @g(xvt)

Encontrar a Encontrar a
Solugdo de ordem 1 Solugédo de ordem N
B, ® B, 6
.S B,s
g g
g(B.&)

Encontrar a
Solugao Monoenergética

@(:(B,s)

Através de...

g S;®

Através de... Através de...

G G
(0) (N-1)
RSZ O P g B9+ TieS,@o EQZ 0Cee P g B9+ LS
g1 -1

( Definir a Tolerancia ]
Desejada:= TOL

se | |@;m) - @Zém

<TOL

entdo...

v
Encontrar a Calcular a inversdo da
Solugdo Geral Solugdo Geral
N > N
B,s @ (x,t)
D B9 .

Com a combinagdo linear das integrais...

—

Somando...
Q) 0] ™) ¢ X,t
B,E9+P, B+ + P, B Iml,mz _mu( )
Calcular cada Integral Formar a SolugSio Final
s | comasoma das Integrais
3

IH;l.mz. mg 9 J t Its; M. me (x,t)

Através da Eonna Iplcgml Usando a combinagao linear
de Mellin-Fourier definida em...

I

R

Por fim, temos...
N
) g 0

Solugao Final Multi-Grupo
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3.7 Caso Anisotrépico

Bem como para o caso monoenergético, aqui para espalhamento anisotropico
usaremos a formulacao By. Escrevendo a equacao do transporte multi-grupo con-

siderando um nucleo de espalhamento anisotrépico, temos entao

G

0 0 1
Yg 1&909(37’ H, t)"‘/ﬁ%@g(xa ps U)F0g0q(, 1, t) = Z 7{ Cog g (- Q)0 (z, €2, t)dQ/+§Sg<x> t)
g'=1
(3.72)
definindo
L
Z %Pl Q- Q) (3.73)
=0

Usando a mesma estratégia tomada no caso isotrépico, aplicamos as

transformadas de Laplace e Fourier, tornando (3.72) em

vq(B, 1, S)[(Ug"i‘sv )—iBp] = Z Cqg' {Z 2t 1(7lg "rq (B, S)PI(N)}“’%SQ(Bv s)
- (3.74)

Assumindo que

Prg(B,s) = /1 ©g(B, pt, 8) Pr(p1)dp (3.75)

¢ L2 41
0g(B,p,s) = Z {Z Ul,g’@l,g’(Bas)Pl(/v‘)}
0

(0g + sv, —

S,(B,s) (3.76)

g
1 1
(0g +sv,t) —iBu?2
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Podemos multiplicar ambos lados de (3.76) por Py (1) e integrando sobre

a variavel angular p, temos

G

L 1
20+ 1 P, L P, m
Prg(B,s) = E:ng’{E Uz,g’TSOl,g/(B,S)/ ) Bl du}
1=0 _

— 1 (0g +sv,t) —iBu

g/
1 ' Py (1)
+ ls (B / . 3.77

2 o(B,s) 1 (0g 4 sv,1) —iBp a (3:77)

como por defini¢ao temos

A9 (B, s) = /_ 1 (Ugfi’f))_]f’;<f)i B (3.78)

Entao

G L
Vrg(B,s) = Z Coq' {Z o1y (2L + )iy (B, s) A7 (B, s)} + Sy(B, s)Aj (B, s)

g'=1 =0

Também usando que A7, (B, s) = Aj (B, s) e tendo em mente que

) + svt
(k + 1) Ay (B,s) = i i%(% + 1) AL (B, s) — kAL, ((B,s) (3.79)

dessa maneira para k,l > 2, podemos usar a formula recursivamente

para calcular A7, (B, s) a partir de A (B, s).

Por exemplo, supondo a aproximacgao By, temos exatamente o caso
isotropico monoenergético. Agora, ilustrando o caso da aproximacao B;. Por exem-
plo, tomando 2 grupos de energia, k = 0,1 e L = 1, podemos escrever ¢y ,(B, s) e

Spl,g(Ba S)
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1

vog(B, s) chg {Z 2L+ Dovg ey (B, 5)Alo(B, 5)} + 54(B, s)Ajo(B, 5)
g=1 1=0

(3.80)

MH

2
14(B,s) = chg/{

r—1

(2l + 1oy oy (B, S)Alg71(B7 S)} + Sy(B, 8>Ag,1(37 s)
=0

Q

(3.81)

Assim, de maneira geral para g € Ag, teremos

G 1
P1,4(B,s) = Z Cqg' {Z 20+ Doy ey (B, S)Azl(B7 5)} + Sy(B,s)A5 1 (B, )

g’: =0
(3.82)
Aqui, de maneira similar ao caso monoenergético, a solucao ¢ dada
independentemente para cada ordem de anisotropia para cada grupo g e assim por
diante até a ordem de anisotropia L 4+ 1. Novamente ao final, devemos combina-las

todas juntas nas equagao acima (3.82) afim de obter a resposta final para o fluxo.
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3.8 Analise Geral do Erro no Caso Isotrépico

Temos como expressao geral para o fluxo truncada em N

N

G
N+1 Z Ty Catr U ggL ki1 Sy

9'35161

N = FggSg +

g

N —
N+ 1 Z Z Oy Caky Okos Chiy ko L gL ey iy Dkioter Sy
9'#k1 ka#k1

E E E Oky Cahy -+ Oy Chiy_ 1y L ggU ks - Lhegkey Sk

g '#£k1 kaF#k1 kn#kn—1
(3.83)

Relembrando as definigoes de Z,4,... € Ty.4,... () dadas por

Z’rnaz

—_

‘:gvemaz = H O-kzckeflkp jmaa? S AG*l (384)
/=1

Jmazx
ma,:L ' = {H Fk k} } jmaa: E AG (385)

Assim, teremos que

N =T, ,[S,] +

g

2

G
N
Z 24,0 2[5k, ]
g'#k1
G

Z Z Z91Tg2[5%,]

9 ' #k1 ko#k

2

Z Z Z EgN-1Tg,n[Sky]

g ;ﬁkl kz;ﬁkl k?N#k?N 1
(3.86)
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Ao analisar o erro, queremos que || ®5" Y — &Y | = 0 Vg € Ag ao

N — 0, para tal, fazendo essa diferenca teremos que

| QN — ®N =[] T, 0[S,]

_Tg,O [Sg]

ou ainda

1 G G G G
mz Z Z Z Eg,NTg,N-Q-l[Skz\fﬂ]

+ 9'F#k1 ke#kr  kN#EN_1 kNnj1FEkN
G
N —
ol > EgoTya[Sk,]
g'#k1
G G
N -1 —
N1 > ZaTys(Sk)]
9'#k1 koF#k1

G

G G
1 —
NI 2 O SevaTenlSul |
9'#k1 ka#k1

kn#kn—1

(3.87)
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G
N+1 _
| dNFD — V) = <N+2 N+1> > Zg0Ta[Sk]
g'#k1
¢
+ ( )z > Zalsh
g'#k1 kaFk1

) EG: XG: Z ZgN-1Tg N [Sky]

g'#k1 ka#kr  kn#kn-—1

/\

G

1
N1
1 G G G
—22 ; S Y EaTynalSi] |
g'#k1

kn#kn—1 kn+17kN

(3.88)

O padrao de cada multiplicador é definido como

K+1 K N — k +1
= - = 3.89
V() <N+2 N+1) (N +2)(N +1) (389)
Logo, teremos que
a
I ‘PE,N“) - @éN) = 1 ~(V) Z Zg0Tg1[Sk,]
g'#k1
G G
N — 1) Z Z Eg,ng,?[Ska]
g'#k1 ka#k1

¢ G G
DY Y 0 > BTy xSk

g'#k1 ke#k1  En#kEn_1

G G G G
O) Z Z Z Z EngTng-f—l[SkNH] H

g/7ék1 k27ék1 kN?ékN_l k’N+17fk,‘N

(3.90)

Agora, por definicao temos que =, 4,... > 0 e também que
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597]\[ < Eg,N—l Vg € AG

(3.91)

pois 0 < oycqy < 1 Vg,g € Ag. Analisando cuidadosamente (3.90)

vemos que cada somatorio tem exatamente (G — 1) termos. Concluimos assim que

na n-ézima linnha teremos (G — 1)" termos. Isto é, na n-ezima linha teremos que

G G G

N-n+1)Y" Y . > EpuaTyulSk] <
gl¢kl k27£k71 kn#knfl
G G G

YN —n+1)sup Z,,-1(G —1"2 Z Z Ty 0[Sk,

9€An gk katky  knkn

Usando (3.92) teremos que

| @5 = || < AN sup 200G = 1) 1| 3 ToalSi] |
g=h g'#k1

¢ G
+ (N —1)sup Z,,(G —1)* || Z Z Ty2[Sko] |

geh2 'k katky

+ (1) sup Eyya (G- DY | Z Z Z

geEAN ;ékl kz;élﬂ kz\HHfN 1

L) s EAG-DF Y S LY

(3.92)

gN Sk‘N

Z T9N+1 Sk?N+1] ||

A
gEAN+1 g'#k1 otk kn#kno1 knyi£kN

Definimos

Cl) = () G = )V = -

(3.93)

(3.94)



81

e sabemos também que a sequéncia dos supremos é decrescente, usando

(3.91). Assim temos que

Sup =g N—1 > SUp Zg N
g€Ag g€Ag

Fica evidente que no caso em que G = 2, teremos que

. ) N—k+1 . 1
e N P [E S R L

e consequentemente
lim || @) — @) ||=0 VgeAg
N—o0

Ao tomarmos que para valores fixo de z e t, teremos

|| Z Z Z Tg, SkN ‘<fg( )

g '#k1 ko#k1  kEnFkn—1

mg(N)

Podemos reescrever que

=1y > Y <Hrkjkjrgg[SkN]> I

g'#k1 ke#k1  kn#kn—1

= H Z Z Z (FkaN“'Fklklrgg[SkN]) H

g'#k1 ke#k1  En#kn_1

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

G G a AN A9
YDy ( T

gz kgl ks \ 1T Ok Cryky Aoo

Sin | |
A" )
(3.99)
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Pensando que este produto dentro dos somatoérios pode ser escrito por

kn k1 g N
Ao Ao Ao _ H Ak 1
kn % g 00 o
1— UchkaNAOé)V L — 0%, Cy AO(l) 1 - JQCQQAOO j=1 1— Ok, ijk].AOé

recordando que a definigao de Agé(B ,S)

kj 1 1 d,u/
Ag) = 3 ad ——
—1 (o, + SUE, ) —iBpu

M/2 (O-kj +5Uk_jl)wm

— (0%, + 5v1)* + (Bim)?

Q

(3.100)

A ideia aqui é simplesmente majorar a ultima expressao. Como temos
que (o, —I—svk_jl)2 + (Bnpim)? > (0%, —{—sv,;jl)?, pois (Bpjim)? > 0 ¥n,m € N. Teremos

entao

1 1
< 3.101
(o1, + 50 )2 4 (Bupim)? (o, + 50,1 )? ( )
Logo,
M/2 (Uk + suT M/2
3 Z (3.102)

— (o%; + Svkj1)2 + ( il )? (o, + svy, —

Agora considerando que temos um somatorio em m, podemos dizer que

W 1
= wm
Z: (Uk]. —f—svk_jl) (ka —f—Svkl)Z:l
Wi <oo
= (Uij'k]. + 8)_1.UkjWM (3103)
—_—

f(s)
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Tomando agora o segundo produtorio, isto é, o termo

M2

ki _
L=k, Aoy = L= 0w, iy | ,m
m=1 k; k;

Wm

> 1—O'ijk].kjf(S)UkjWM (3104)

Implica que

1 1

<
k-
1— O-k:jckjijog) 1-— Ukjck].kjf(s)vkjWM

(3.105)

ou ainda que

1 1/f(s)
1 - Ukjckjijgf) 1/f(8) = ok, Crji; v, Wt

(3.106)

Assim, por fim teremos que

Q.

ﬂ: P4
o
s&
N~

<
=
-

|

Q

bl

(@) —_
bl

bl

N

S
N~

AN

A

N 1/£(s)
]i[U]C WMf 1/f(5) _O'kjck,jkj’l)kjWM

j=1
_ ﬂ UkjWM
=1 1/f(8) - O'kjckjkjvkjWM
Uk WM

I
,':]2

UkO'k +S—O'kakUkWM

<.
Il
-

Uk.WM
S + Uk O'k (1 - ijk:jWM>

I
=

1

.
I

Olhando novamente paras funcgoes m, (V) a sabendo que W)y, = 2, pois

representam simplesmente os pesos da quadratura gaussiana, teremos entao
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G

G

) = 13

g'#k1 ka#k1
G G N

2Uk.
- S 3.107
< | Z Hs—l—vkjakj(l—Qckjkj)) v I )

G N
Z (H ijkjr_qg) Skzv H

kn#kn-1 \j=1
G

g'#k1 ke#k1  kEn#kn_1 <J=1

N J/

fg,N(Bvs)

[y

Aqui teremos uma funcao a ser invertida para poder expressar final-

o . N+1 N
mente uma maximizagao da diferenca || PN _ (M) ||. Talvez observando sepa-
radamente a expressao final e usando o teorema da convolucao, podemos chegar a

um valor final. Separando o problema em

5+ ag;

F(s):ﬁ 2% o S(s) = S, (3.108)

onde ay, = vy, 0%, (1 — 2¢p;x,). Assim

Ft) =L YF(s) =L {H S%:)’;k } (3.109)

j=1 j

mas

v 20y, N Uk, Vg Vg, Uk
[[—=2]]—"7 = 2( 1 2. N)
il S+ ag. j:13+ak‘ Stag S+ ag, S+ agy
1
(s + ag,)(s+ ary)...(s + axy)

== kalvk2 Uy

N
K Ky Kn
= 2 Uk, + +oi T/
H <<S+%> (s + ax,) (5 + ary)

NI
\4

Assim podemos dizer que

)
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1 K K K
=t 42 4+ N (3.110)
(s +ag,)(s+ ary)...(s+ary) (s+ar,) (s+ax,) (s + agy)

ou ainda que

N N N

K[ [[Gs+a) | + K | [[s+a) |+ +Kn | [[(s+a,) | =1
j=1 j=1 j=1
i1 j#2 i#N

desde que tenhamos sempre que ay;, # ax,,, ¥V € {1,2,...,N}. Assim,

tomando para o primeiro indice que s = —ay,, teremos
N
Koy | [k, —ai) | =1 (3.111)
j=1
J#

ou ainda que

-1
N

Ky = | [](a, — ax) (3.112)
j=1
i#1
Seguindo assim, assumindo s = —ay,; para cada indice j, teremos que

consequencia que

-1
N

K; = | [](ax, — ax,) (3.113)

d=1
0F#]

Por fim podemos escrever um expressao para F'(s) da seguinte maneira
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N
F(s) = 2V, K; 3.114
(s) st+a (3.114)
=1 ki

Pensando entao na inversao, teremos que

N
£ {QVNZ - fak } = 2VNZK e it =2 f(t) (3.115)
J

Assim, ao final usando o teorema da convulacao, teremos que

t N )
e ]2
LTYF(s)} = /0 2VN;Kje G >\/;;COS(an)S(u)du
N o] t
2
— 2VNZKje_“kjt\/;Zcos(an)So,t/ e du
j=1 n=1 0
N o)
2 1
= 2V, K. —“kﬁ\ﬁ B,x)So;— (™ — 1) (3.116
N; it h;COS( ) o,takj(e ) ( )

onde vimos que Vy, K; e Sy sao constantes, sendo que tltima con-
sideramos um valor inicial para fonte do grupo g em questao. Por fim, podemos

expressar que

—ak t

fng(l’,t) = 2SOtVN\/>ZZK

7j=1 n=1

= SOtVNfZZ—COS B,x)(1 —e ™) (3.117)

7j=1 n=1

cos (Bpx)(e™i — 1)

(N+1)

Assim, para cada termo de ordem N em || g4 — ™ ||, teremos que
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| &N — M) || < O(N) sup Zy0f,(1)

g

g€Aa
+ C(N —1)sup =,1f,(2)
g€AG
+ C(0) sup Zynfy(N +1) (3.118)
ISV

Sendo assim, para as simulagoes, tomaremos que

8 o K; P e
fg,N(I7t) = S(]JVN E E E(l — € kﬂ) E COS (Bnl'> (3119)
j=1 J n=1

Algumas simulacoes foram feitas com intuito de expressar mais clara-
mente a convergéncia do método com relagao ao ntimero de truncamento. Anal-
isamos com vérias hipoteses mantendo um nimero fixo de trés grupos de energia.
As tabelas representao as diferencgas entre duas aproximagoes para um fixo grupo

de energia e com diferentes matrizes de expalhamento definidas por

0.45 0.05 040 1.00 0.10 0.80 0.80 0.05 0.75
Mscat,l = 0.30 0.50 0.20 s Mscat,S = 0.30 1.00 0.50 ) Mscat,S = 0.30 0.60 0.30
0.25 0.35 1.00 0.25 0.35 0.80 0.25 0.45 0.70

Na terceira tabela, focamos na anélise de convergéncia do fluxo com
relacao ao nimero de func¢oes harmonicas utilizadas em cada simulacao. Facilmente

se nota a convergéncia através da analise dos numeros.

Apos a anélise destes resultados, temos como concluir que a convergén-
cia do método é assegurada inclusive para ordens nao muito grandes. Os valores

do fluxo podem ser assegurados com ao menos 4 digitos significativos apenas com



Tabela 3.3: Padrio da diferenca || &Y —

88

OV || para diferentes valores de N e valor

fixo z e t.
N | com My | com Myearn | com Meqss
1 | 7.447830(-1) | 7.332352(-1) | 1.167473(0)
2 | 2.951100(-2) | 4.775629(-2) | 1.908838(-1)
5 | 2.986117(-3) | 4.889153(-3) | 2.108829(-2)
10 | 8.142365(-4) | 1.332161(-3) | 5.639281(-3)
50 | 3.512392(-5) | 5.746578(-5) | 2.432561(-4)
100 | 9.047072(-6) | 1.480179(-5) | 6.265689(-5)

Tabela 3.4: Padrio da diferenca || ®

— &Y || para diferentes valores de N e valor

fixo x e t.
N coml Mscat 1 com Mscat,Q com Mscat,?)
1 | 6.347432(-1) | 7.012809(-1) | 1.083828(0)
2 | 2.632132(-2) | 4.402930(-2) | 1.727772(-1)
5 | 2.441818(-3) | 4.672849(-3) | 1.972922(-2)
10 | 7.883525(-4) | 1.112196(-3) | 5.423521(-3)
50 | 3.425619(-5) | 5.002012(-5) | 2.298465(-4)
100 | 8.783301(-6) | 1.332028(-5) | 5.789234(-5)

N = 10 por exemplo. Isso mostra que temos muito ganho computacional ao usar
valores nao tao expressivos para N, o que otimizam as simulagoes e tornam acessiveis

obter resultados para aproximagoes com maiores grupos de energia.

A diferenca entre os valores de fluxo a medida que o ntiimero de har-
monicas cresce, fica claramente menor e o decrescimento também ocorre ao aumen-
tarmos os valores de t, os resultados podem ser considerados satisfatérios inclusive
um nimero relativamente pequeno de harmonicas. Assim validando o método como
uma ferramenta extremamente ttil nos célculos multi-grupos de fluxos de néutrons

para casos com fontes pulsadas.
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fixo x e t.
N coml Mscat 1 com Mscat,Q com Mscat,?)
1 | 6.224211(-1) | 6.923499(-1) | 1.736782(0)
2 | 3.241242(-2) | 4.413730(-2) | 1.823276(-1)
5 | 2.113289(-3) | 4.692009(-3) | 1.433924(-2)
10 | 6.234815(-4) | 1.198786(-3) | 6.224422(-3)
50 | 4.284929(-5) | 4.231412(-5) | 3.191162(-4)
100 | 8.722201(-6) | 1.883578(-6) | 4.785431(-5)

oL || para diferentes valores de N e valor

Tabela 3.6: Padrao da diferenca (AP (Nparm) =l P1(Nnarm) — P1(Nnarm — 1) ||)
com respeito ao nimero de harmonicas (Nyq-,) utiliados para um caso
"no up-scattering"com z fixo e t discretizado em t = T'/8,t = T'/4 and

t="T)2.

Nharm AD (Nha'rm) Aq)2(]\/vhar'rn) Aq) (Nharm) ACI)Q(]ViLa'rﬂ"L) Aq)l(]\/vhaw"rn) Aq)2(]\[ha,rm)
2 | 2.853474(-1) | 4.627542(-2) | 1.380345(-2) | 2.592340(-3) | 4.893225(-3) | 7.773282(-4)

5 9.346632(-2) | 3.138333(-2) | 2.209636(-3) | 2.693522(-3) | 8.514772(-5) | 4.325699(-4)
10 6.423422(-2) | 2.001742(-2) | 2.933424(-3) | 2.003284(-4) | 2.162022(-4) | 9.225523(-5)
20 | 8.773801(-3) | 3.655340(-3) | 4.637899(-4) | 1.483882(-4) | 6.923656(-5) | 4.751164(-5)
50 | 3.000876(-3) | 8.839408(-4) | 3.016727(-5) | 2.024833(-5) | 6.983379(-6) | 5.011880(-6)
100 | 1.342465(-3) | 5.122100(-4) | 1.006356(-5) | 2.534399(-7) | 2.513201(-6) | 1.627042(-6)
300 | 4.896682(-4) | 1.553928(-4) | 7.125123(-7) | 3.342333(-9) | 1.427922(-7) | 1.001298(-7)
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4 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Analisando os resultados obtidos, observamos que encontramos a solugao
da equagao integral de transporte de néutrons multi-grupo a partir do conhecimento
da representacgao analitica da solugao para este tipo de problema considerando espal-
hamento isotropico de néutrons obtida por Dulla et al [3]. A metodologia proposta
foi aplicada para modelo de dois e trés grupos de energia e as simulagoes numéricas
comparadas com resultados da literatura, observando uma boa concordancia dos

resultados obtidos, refor¢cado pela analise da convergéncia do método proposto.

Tratando-se do problema muli-grupo, a derivagao da solugao é imposta
mediante uma composicao de funcoes partindo da ja conhecida solu¢cao do modelo
monoenergético, isto é, construimos uma solucao hierarquica baseada na solucao ja
existente e validada por Dulla et al [3], de maneira que agindo recursivamente, con-
seguimos expressar analiticamente a solucao da equacao do transporte de néutrons
para este tipo de fontes pulsadas como uma combinagao de integrais similares a
solugao monoenergética. Impomos condigoes de contorno especificas ao problema,
tal que a solucao ¢ aplicada em problemas homogéneos e em especificados sub-
dominios, mas nao necessariamente com o mesmo conjunto de parametros. Os re-
sultados forma obtidos e relatam um comportamento ja esperado para o fluxo de

néutrons neste tipo de reatores.

Neste trabalho, expressamos de maneira geral a solu¢ao do problema,
tratando-se fontes especificas e dominios finitos para os casos isotrépico e anisotrépico,
sendo que demonstramos os resultados multi-grupos para casos G =2 e G = 3 e re-
solvemos tedricamente o problema para casos de um nimero de grupos finito G > 1,
bem como para o segundo caso. Os resultados nao s6 refletem as espectativas do

problema de transporte, como também o uso da reducao G = 1 e N = 0 confere
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exatamente com o método de Dulla et al [3| para o caso monoenergético, validando

definitivamente o método em questao.

Tratamos detalhadamente do critério de parada do método usado, es-
pecificando seu dominio de funcionalidade, bem como mostramos sua validagao
através da analise da diferenca || @) — @Y || e vendo que || ®N*! — @Y [|— 0
ao N — oo para diversos valores fixos de = e de t. Fica claro que este fato evidencia

a convergéncia a medida que N cresce.

Pretendemos extender para um caso de mais regides aplicando condigoes
de continuidade na interface. Estes resultados apresentados sao um primeiro passo
para uma futura implementacao de calculo do fluxo em células equivalentes em ge-

ometrias mais gerais.

Este trabalho, de modo geral, foi construido e desenvolvido utilizando a
técnica de transformadas integrais, neste caso, através da Transformada de Laplace
no tempo e Fourier no espaco, mostrando como esse tipo de técnica pode ser ttil em
calculos de fluxo em reatores nucleares. Acreditamos também, que este é um método
promissor para solucionar diferentes classes de problemas relacionadas a Teoria Geral
de Transporte de Néutrons em Reatores Nucleares. Usando esta solugao podemos
calcular o fluxo dependente da variavel espacial e temporal na placa [—h/2, h/2]. Ap-
resentamos resultados multi-grupo em reatores nucleares, bem como generalizamos
para um ntumero finito de grupos G > 1, o que o torno uma ferramenta bastante efe-

tiva na area de teoria de transporte, por ser um método com representacao analitica.
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5 APENDICE

5.1 Validagao da Equagao do Transporte Multi-grupo

Considerando o problema de maneira geral, temos uma espago de Ba-
nach X e um conjunto de fungoes f = f(z,u,v) as quais s@o integraveis em todo

retangulo |z| < h/2, |u| <1, com 0 < v, < v < vy < 0o com norma definida por

VM 1 h/2
MF/// \fldedudy (5.1)
Um —1J—h/2

Em um abordagem mais geral e abstrata podemos expressar a equagao

do transporte como

0
agpzTgp—Bgo—l—JHgo, t>0,peD(T)CX (5.2)

e a condicao inicial pode ser representada por

lim [|¢(t) — ¢ol| =0, @o € D(T) (5.3)
t—0t

Aqui, consideramos ¢ = (x, u,v,t) a densidade de néutrons, gy um
elemento em D(T'). E definiremos como operadores lineares 7', B, J ¢ H em X como

seguem abaixo
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Tf = e f (5.4)
Bf = vX(v)f (5.5)
it =5 S o) (5.6)
Hf = /MH(v,vl)f(m,,u,v')dv’ (5.7)

Neste caso, H(v,v') é o nucleo de espalhamento, ¥(v) é a segao de

choque total. Por definicao D(T') é o conjunto dos elementos f € X tais que:

Tf € X
F(=h/2,,0) = 0 se u>0

F(h/2,0) = 0 se u<0

E possivel mostrar que D(T) é denso em X. Definimos como resolvente

R(\,T) com a seguinte forma

_ o (@) ot dx’ 5.8
v g(x', p,v)dx (5.8)

Desde que ReX >0, g € X e, além disso R(\,T) é tal que

IROT) < = 5.9

assim 7" € G(1,0).
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Definimos que G(M, (), isto é, a classe dos operadores tais que T €
G(M, B) e para £ > 3 ao longo do conjunto resolvente de T' e o resolvente (7' + &) ~*
satisfaz que || (T + &)™ ||< M (£ — 8)7* para k € N.

Primeiramente, definimos velocidades maxima e minima, de maneira
que o conjunto das possiveis velocidades dos néutrons é definido por V' = [v,, va/]
e seccionalmente para cada grupo temos V, = [v,_1,v,], para g = 1,2, ..., n, corre-
spondentemente, o espago de Banach X,, é composto por todos os vetores de forma

que

QOl(I,M)
¢ =p(x,pu) = : (5.10)

on (T, 1)

tais que

no .l ph/2
lel=Y" / / oy (s )ldd < o (5.11)
)1 -n2

Logo, a versao abstrata da equagao do transporte em X,, dos problemas

de valor inicial para casos multi-grupo é definida por

d
EWW = T,w'™ — Byw™ + J,Hw™, t >0, w™ e D(T,) C X, (5.12)

lim |Jw™(t) —w(|| =0, w( e D(T,) (5.13)

t—0t

onde w™ = (w1, ...,w,]T & a densidade de néutrons em cada grupo de

energia, w((]n) é¢ um dado elemento do dominio de T}, o qual é denso em X,,. Aqui,
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os operadores T,,, B,, J,, e H,, sao definidos como operadores matriciais, como segue

abaixo

T, = —{vjai,j}%, (5.14)
B, = {b:6;,}, (5.15)
J, o= {0} (5.16)
H, = {K.} (5.17)

para j = 1,2,..,n. Onde ¢;; ¢ o Delta de Kronecher e as constantes b;

e K;; sao tais que

inf [vX(v)] < b; < sup[vE(v)] (5.18)

VeV veVj

inf/ H(v,v")dv] < Ugsup/ H(v,v")dv]
U/EV ve‘/J J
< (v — v 1) sup [H (v, v")] (5.19)

v'eV;

Aqui, assumimos que X(v) e fvl;il H(v,v")dv sao fungoes limitadas e

seccionalmente continuas. De maneira que (5.12) pode ser explicitado como

)
w1 V1g;W1

d _ : U2 a%wQ

an<n)
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bywy

baws

bpwr,

an(n)

% qui,ll J;ll H(/U7 U’)wld,udv
% :12 f_11 H (v, v )wsdpdv

oM fjl H (v, v")wpdpdv

1
L 2 Jop—1

Jn Hypw(™)

(5.20)

O operador resolvente R(\,T,,) é tal que a j-ézima componente do vetor

R(\, T,,)p tem a forma

-
L7, e T oy, w)dy, >0
{R<)‘a Tn)cp}] = He 2h ;A( —y) (521>

— J e iy, mdy, p<0

com ReX > 0 e também || R(\, T,,) ||< 75 de maneira que T, € G(1,0)
em X,. A ideia basica neste momento, consiste em demonstrarmos que de fato
R(\,T,) — R(\,T) ao n — oo. Definindo que P, é uma aplicagao linear de X,, em

X tal que:

P.f=¢=1e1, . gpn]T (5.22)

e que
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;= iz, p) = / flr,u, o Ydv', 5=1,2,...,n (5.23)

pela definicao de P, f temos que

n 1 %
1Pt ol = 3 [ [ lote ldodn
=171
>/
j=1771
v 1 %
=/ // |f (@, p, v")|dv'dzdp
Um -1 —%

= [/ (5.24)

[N TR

dxdp

| i

(NI

o que implica que || P.f ||.=| f ||. Agora seja 2 o conjunto de todos
polinomios definidos sobre o conjunto Q = {(z, 1, v); [z| < 2, |u| < 1,v € [vpm, vu]}
Agora, seja p = p(x, i, v) um polindmio de grau m para x e p fixados. Sendo assim,

< fvv,-j,l |p|dv’ temos

. v
teremos que p troca de sinal m vezes. Logo, como ‘ fv_J ) pdv’
i

que
" v vj
0 < 34 il | [ pav
j=1 (/v vj-1
! vj v;
= 34 = | [ pa
Vi1 Vj—1
< 2mph™ (5.25)
onde definimos p como p = {max|p(x, u,v)|} e h™ & o tamanho do
Q
intervalo maximo v; — v;_; em n subdivisdes, isto &, h(W = max lv; —vjq]. A
j=1,...,n

! . . .
soma denotada por » ' é a soma extendida sobre os m subintervalos em que p troca

de sinal. Assim, para n suficientemente grande, temos que lim,,_,o h™ = 0.
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Assim, {X,,} é uma sequéncia de espagos de Banach aproximando X,
desde que seja satisfeito que €2 é denso em X. Logo, dada qualquer g € X e

assumindo que A > 0

UWIﬁﬁev 9(y, p,v)dydv, >0

{P,R(\,T)g}; =
w Ju;_ 1f e g(y, p,v)dydv, pu <0

(5.26)

1 x vj ev;ii , d dv, >0
(ROT Py, = o It Dol e ol v)dydv, p

(5.27)
B €5 gy, v)dyd, <0

onde o = ﬁ(x —y). A ideia é comparar estas quantidades, para isso

definiremos

= {PaR(A,T)g — R(X, Tn) Pag | (5.28)

Assim, para p > 0, teremos que

Aj = / / e v g(y, pu, v)dydv — / 1gyu, v)dvdy
% HUj—1

_h
2
T

g(y, u,v )dydv— — / 5t g(y, v )dvdy}

o
v

_h

2

e
| M{/ I <1-ﬁ>w<*~>e —_—

(¥, p; v)|dydv (5.29)
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Agora, se a > 0 e v € Vj}, teremos que

— U, a
— 1/ / e vlgly, p,v )\dydv+ / /
,LLUJ 1 % V51 %

Integrando com respeito a x a seguinte desigualdade

h
" pda < 9(y, p, v)|dydv
Assim, por defini¢do temos que
2h(n)

m

Como lim,,_,» h™ = 0 temos que

| P.R(A\,T)g — RN\, T,)Pg ||— 0

’U

R Ig(y p, v)|dydv
(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)

Uma vez que podemos assegurar (5.34), podemos representar o prob-

lema inicial (5.2) usando a aproximag¢ao multi-grupo.
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