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RESUMO

A forca hidrodinamica em termos dos coeficientes de massa adicional e
amortecimento, para obstaculos aproximadamente circulares, finos e submersos sob
uma superficie livre aquatica, é calculada numericamente usando um método espec-
tral. Primeiramente, é apresentado um modelo matematico para ondas aquaticas de
superficie e em seguida, o problema de difracao de ondas devido a presenca de um
obstaculo é descrito. Quando o obstaculo é submerso e fino, o problema pode ser for-
mulado em termos de uma equacao integral hipersingular. Usando um mapeamento
conforme sobre um disco circular, é mostrado que a solucao pode ser obtida através
de um método espectral onde a hipersingularidade é avaliada analiticamente em
termos de polinomios ortogonais. Os coeficientes da forga hidrodinamica, em fungao
do numero de onda, sao obtidos para obstaculos quase circulares. A ocorréncia
de frequéncias ressoantes é observada para submersoes suficientemente pequenas e
subpicos de ressonancia aparecem para valores moderados da submersao, em com-

paracao com o caso do disco circular.

Palavras-Chave: Ondas em agua, equagoes integrais singulares, for¢a hidrodinamica,

método espectral.
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ABSTRACT

The hydrodynamic force, in terms of the added mass and damping
coefficients, for thin and submerged nearly circular obstacles below a water free
surface is computed by a spectral method. Firstly, a mathematical model for surface
water waves is presented. Next, the diffraction problem of waves due to the presence
of an obstacle is described. When the body is thin and submerged, the problem can
be formulated in terms of a hypersingular integral equation. Using a conformal
mapping over a circular disc, it is shown that the solution can be obtained by
means of a spectral method where the hipersingularity is analytically evaluated in
terms of orthogonal polynomials. The hydrodynamics coefficients, in function of the
wavenumber, are computed and shown for nearly circular obstacles. The occurrence
of resonant frequencies is observed for sufficiently small submergences and subpeaks
of resonances appear for moderate values of the submergence, in comparison with

the case of a circular disc.

Keywords:Water waves, singular integral equations, hydrodynamic force, spectral

methods.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivagao

As ondas oceanicas podem oferecer grandes experiéncias para seus ad-
miradores, muitas vezes violentas e outras de grande prazer e tranquilidade. Mas
além de aspectos visuais, as ondas na superficie do oceano oferecem um campo de
pesquisa amplo para cientistas e profissionais em engenharia naval, matematica,
fisica, oceanografia, entre outros. Matematicamente, podemos descrever as on-
das como movimentos oscilatérios com parametros determinados pelas condigoes
geofisicas do ambiente aquatico. Para modelar esses movimentos, devemos consi-
derar equacoes fundamentais da mecanica de fluidos incompressiveis; entre elas, a

amplamente estudada equacao de Navier-Stokes.

Uma aplicacao do estudo das ondas esta relacionada as interacoes com
obstaculos flutuantes ou submersos. Navios, bdias, barcacas, docas flutuantes,
quebra-mares, apoios submersiveis de sondas de perfuracao de petréleo, entre ou-
tras, sao estruturas cujas seguranca e desempenhos dependem de suas respostas as

ondas.

Quando a estrutura esta fixa e apoiada no fundo do mar por algum sis-
tema de ancoragem, por exemplo, estacas cravadas no fundo, esta absorvera parte
da energia gerada pelas ondas e dispersara as demais ondas difratadas. De acordo
com Farina [5], para o caso de estruturas presas com certo grau de liberdade de
movimentos, como por cabos/correntes, o mesmo oscila e radia ondas. Estas es-
truturas rigidas em mar aberto ou Offshore, sao utilizadas hé anos na industria do
petréleo, principalmente na exploragao em dguas profundas. Em alguns paises, es-

sas estruturas também sao utilizadas como plataformas de lancamentos de satélites,
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como pontes e em alguns como, EUA, Japao e Noruega, como aeroportos e bases

militares.

O estudo dessas interagoes tem como fruto a andlise de forgas e mo-
mentos hidrostaticos e hidrodinamicos. Importantes parametros como massa adi-
cional e amortecimento definem as condigoes necessarias para o bom desempenho
das estruturas offshore. A anélise inadequada desses resultados pode gerar grandes
transtornos e prejuizos, como por exemplo, no caso da TLP Mars, plataforma loca-
lizada no Golfo do México que apds a passagem do furacao Katrina, em 2005, teve

seu funcionamento interrompido (ver figura 1.1).

Figura 1.1: TLP antes (esquerda) e depois (direita) da passagem do furacao Katrina.

Outras estruturas offshore sao os quebra-mares e diques, utilizadas prin-
cipalmente na defesa costeira e protecao de ancoradouros. Esses reduzem a intensi-
dade do impacto causado pela acao das ondas e consequentemente reduzem os danos

naturais, como erosao e sedimentacao.

Atualmente, estudos em meios porosos e simulacao numeérica fornecem
resultados e estimativas para a elaboracao e construcao de quebra-mares. Por meio

de experimentos laboratoriais e modelos computacionais de escoamentos turbulen-



15

tos, as estruturas sao modeladas e desenvolvidas para um eficaz comportamento

diante das ondas de mares (ver figura 1.2).

Figura 1.2: Simulacao numérica tridimensional de quebra-mares - MEDUS 2009

17].

1.2 Objetivo

O foco do nosso trabalho é o estudo detalhado das ondas e suas im-
plicacoes em estruturas rigidas com componentes finos, que sao partes integrantes
de plataformas construidas para atuarem em industrias, como a do petréleo. Um
ponto a ser destacado é o fenomeno de difracao, associada a radiacao e espalhamento

das ondas devido a presenca de obstaculos flutuantes ou submersos.

O problema para um obstaculo flutuante, também conhecido como dock
problem, pode ser reduzido a resolugao de uma equagao integral de contorno de
Fredholm de segundo tipo para o potencial de velocidade ¢, conforme visto em

Garrett [9].

Para uma placa fina submersa abaixo da superficie livre, a qual realiza
pequenas oscilagoes, a radiacao das ondas pode ser calculada através da solucao de
uma equacao integral hipersingular. De acordo com Martin and Farina [15], caso

a mesma seja horizontal e circular, o problema reduz-se a uma generalizacao da
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equacao integral de Love que descreve o campo eletrostatico de um condensador de

placas paralelas.

Neste trabalho vamos assumir como obstaculo um disco plano quase
circular fino e submerso em um fluido limitado por uma superficie livre. Para as
regioes aproximadamente circulares iremos tomar como base o trabalho proposto
por Martin [14], que busca encontrar a distribuigao de tenses para o sélido eldstico
homogéneo contendo uma “rachadura”pressurizada. Este problema pode ser re-
duzido a uma equagao integral hipersingular sobre o sélido. Martin transformou
esta equacgao integral em uma equacao similar sobre uma regiao circular, usando
um mapeamento conforme entre as regioes. Apesar de usar esta formulagao inte-
gral, adicionaremos o termo regular relacionado com os efeitos das ondas sobre o

obstéaculo, tornando o problema mais geral.

No proximo capitulo deduziremos as equagoes que modelam o problema
de ondas aquaticas, deduzindo as condicoes de contorno necessarias e enfatizando
a utilizagao da linearidade. No terceiro capitulo, consideraremos o espalhamento
e radiacao de ondas devido a presenca de um obstaculo arbitrario, em relacao a
amplitude das ondas, a profundidade e também como determinar as forcas hidro-
dinamicas atuantes. No capitulo 4, sera formulado o problema de espalhamento e
radiacao para obstaculos quase circulares finos e submersos. Por fim, no capitulo 5
descreveremos o método numérico usado e a solucao numérica da equacao integral
hipersingular governante. Esta solugao é obtida por um método espectral e valores
da forca hidrodinamica, expressa pelos coeficientes da massa adicional e de amor-
tecimento serao apresentados. No capitulo 6, as conclusoes gerais do trabalho com

algumas perspectivas futuras serao apresentadas.
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2 ONDAS EM AGUA

Neste capitulo apresentaremos defini¢oes e conceitos basicos da mecanica
dos fluidos para deduzirmos as equacoes necessarias para a formulagao do problema
de ondas aquaticas de superficie. Primeiramente, vamos considerar as equacgoes

gerais para a dinamica de fluidos nao viscosos.

2.1 Preliminares

Entende-se por fluido, uma substancia que se deforma continuamente
sob a acao de uma tensao tangencial, nao importando quao diminuto seja este es-
forco. De uma maneira intuitiva, podemos dizer que os fluidos sao aquelas substancias
que assumem a forma do recipiente que os contém. Existe, porém, uma caracteristica
que diferencia os liquidos dos demais fluidos. Sao praticamente incompressiveis sob
qualquer circunstancia, ou seja, em alguns problemas, a dependéncia da sua densi-

dade com a pressao pode ser desprezada.

Os liquidos para os quais estas tensoes tangenciais 7., sao diretamente
proporcionais as respectivas taxas de deformagcao, sao denominados fluidos Newto-
nianos, isto é,

du
Ty X d_y’ (2.1)

du
onde a quantidade T ¢ o gradiente de velocidade. Por exemplo, a dgua, gasolina e
Y

o ar, em condi¢oes normais de temperatura e pressao sao fluidos Newtonianos.
Sabemos que 71% da Terra é constituida por grandes massas liquidas

denominadas de oceanos, mares, lagos ou rios, e muitos fenomenos da natureza

ocorrem nestas grandes porgoes do planeta. Um dos principais sao os fendmenos

ondulatérios, mais precisamente as ondas aquaticas.
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(d) ()

Figura 2.1: Oceanos do planeta [18].

Um dos principais fenomenos observados sao as ondas oceanicas de su-
perficie, que sao geradas pela diferenca de pressao oriunda de ventos que perturbam
a superficie da agua e a forca gravitacional que intensifica a propagacao das mesmas
e restaura suas formas. Na figura 2.1 sdo apresentados os oceanos: a) Oceano Indico,
b) Oceano Glacial Artico, ¢) Oceano Glacial Antértico, d) Oceano Atlantico e e)

Oceano Pacifico.

2.2 Equacoes Governantes

Para formularmos o problema nao iremos considerar a forcante do vento
e a Unica forca restauradora do sistema é a aceleragao da gravidade. Ademais, vamos
supor que a variacao da densidade da agua é suficientemente pequena a ponto de

desconsiderar a variacao da mesma em todas as situagoes que iremos tratar. Desse
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modo, as equacoes de movimento para fluidos incompressiveis sao aplicdveis. Isto é,

a equacao da continuidade

V-u=0
e a equacao da conservacao do momento,

(% —|—u~V>u - —V(% +gz) +vAu,

que também é conhecida como equacao de Navier-Stokes.

(2.2)

(2.3)

Para (2.2) e (2.3) temos que u(x,t) = (u,v,w) é a velocidade, P(x,t)

a pressao, p a densidade da agua, g a aceleracao da gravidade, v a viscosidade

cinematica e  um ponto no fluido, em coordenadas cartesianas.

Na agua, as forcas de pressao sao bem maiores que as forcas viscosas,

logo o termo da equagao (2.3) que acompanha a viscosidade v é desconsiderado.

Entao (2.3) se reduz a

(%%-U-V)u: —V<§+gz).

Seja o vetor de vorticidade definido por

Q(xz,t) =V x u.

(2.4)

(2.5)

Para escoamentos irrotacionais e isocéricos de um fluido perfeito (v = 0), ou seja,

os elementos de fluidos nao sofrem rotacao, €2 = 0. Logo, isto equivale a existéncia

de um potencial de velocidade ¢, tal que

u=Vo.

Entao, da equagao da continuidade (2.2), segue
0? 0? 0?
Lo Po Po

A= ox2  Oy? 022 0

Fazendo uso da identidade vetorial

2

u-V'u,:V%—ux(qu)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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e da irrotacionalidade, a equacao (2.4), fica

v(g—f + %|V¢|2> - —V(% + gz). (2.9)

A partir de (2.9) podemos obtemos a equacao de Bernoulli da seguinte

forma:

V(a¢ + %\Wﬂz) +V<§ +gz> =0

ot
V<E+§|V¢| +;+gz> —0
Se e somente se,
— J— = —— — . 2-].
5 T glVol = 0 (2.10)

2.3 Condicoes de Fronteira

A regiao considerada sera de um oceano horizontalmente ilimitado onde
a interface ar-agua representa uma fronteira, denominada superficie livre e o fundo,

determinado pela batimetria, sera a condicao de contorno inferior.

Considere a fungao que define a elevagao da superficie livre

z=n(z,y,t). (2.11)

Escrevemos

F(x,t) =z —n(x,y,t), (2.12)

e a velocidade g de um ponto & que se move com a mesma. Apds um intervalo de

tempo dt, a superficie livre é descrita por

F(z + qdt,t +dt) = F(z,t) + (88—1: +q- VF) dt + O(d?).  (2.13)

Entao obtemos que

OF
(E +q- VF) — 0. (2.14)
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Assumindo que o fluido realiza apenas movimentos tangenciais em relacao

as fronteiras, temos que q - VF = u - VF', que implica

(a—F+u-VF):O, em z =1, (2.15)
ot
ou temos que
oF _ 0z on_ - On_0¢ On
ot ot ot ot 0z ot
) 0z
p01sw:ae(u,v,w)zv¢. Por outro lado

VF =Vz—-Vn=-Vn,

pois z = n(x,y,t) na superficie livre e portanto Vz = 0. Logo

oF _ 99 On _ _
ot V=g~ m U VF=0 emz=y
ou
99 _ 9 _ _

A equagcdo (2.16) é a condigao cinemadtica da superficie livre.

De modo analogo, definimos o fundo como

z=H(z,y,t). (2.17)
Logo,
op OH B

que define a condicao de fronteira do fundo.

0 -
Para fundos estacionarios Frie 0, entao

9 _

5~ (u-V)H =0, (2.19)

ao passo que para um fundo fixo, a equagao é simplesmente

09 =0,em z="H (2.20)
0z
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e para ondas em aguas profundas, segue

99

5 0 quando z — oo. (2.21)

Para comprimentos de ondas de nosso interesse, a pressao sera prescrita
na superficie livre. Aplicando a equagao (2.10) em z = 1 e observando que a pressao

junto a superficie livre é igual a pressao atmosférica, P,, segue que

P, 0
~h S IVOR + gn (2.22)

Esta é a condicao dinamica da superficie livre.

Podemos combinar as condigoes (2.16) e (2.22) para obtermos uma

unica condigao para a superficie livre. Utilizando a identidade vetorial

0 10
u-Vor =55

segue que
D (P, ¢ )
Dt( to T3 |V¢| +gn>—0

) o) S) )

0
- 2 - 2 _
2 D IVOP + g VYO + o (gn) +u- Vign) = 0

Para P, e g constantes,

P6 10 , 10 ., 1 , /0
W+§§ U| 281& | ‘|‘2’U, V|’U,| +g(8t —|—’U,V77>
82¢ 600 8\u|2 2
7 Tt o u-Viu]> = (2.23)

As equagoes deduzidas até entao, equacao de Laplace (2.7), as condigoes
cinemédtica e dinamica, (2.18) e (2.23), respectivamente, formam um problema com-
pletamente nao-linear. Devido a sua complexidade, a solugao deve ser obtida por
métodos numéricos ou por meio de aproximagoes. Entretanto, assumindo movimen-
tos periddicos no tempo e espaco e linearizando as equagoes, podemos obter solucoes

analiticas.
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2.4 Problema Linearizado

A teoria linear requer que a amplitude dos movimentos da onda deve
ser pequena em relacdo ao comprimento e profundidade, ao longo das fronteiras.
Assumindo as condic¢oes da superficie livre em 1 = 0 e que a velocidade do fluido
é proporcional ao movimento das ondas, a equagao (2.23) se torna linear, isto é, os

termos quadraticos sao desprezados. Logo, temos

P b _

w + ga =0. (224)

De modo andlogo, tomando a pressao atmosférica P, = 0, obtemos uma

relagao entre 7 e ¢ a partir da condigao (2.22),

10¢
= ———. 2.25
= (2.25)
Supondo que a profundidade é constante, no tempo e espaco, o pro-

blema é definido pelas equagoes (2.24), (2.7) e (2.20), isto é,

Ap =0,
Py I _ _
ﬁJrg&—O, em z =0,
d¢
&—0, em z = H. (2.26)

Este problema ainda é complexo para permitir uma solugao analitica
explicita. Entao iremos supor que as ondas se propagam de maneira periddica, o
que equivale a hipétese de movimento harmonico simples. Ou seja, vamos supor que

a solucao é da forma

a .
d(@,y, % 1) = T (2)Re{e!“ -+ D}, (2.27)
w
De fato, a expressao acima modela uma onda, onde ¢ = (z,y), a = g é a amplitude,
H a altura, w = 2% a frequéncia, k = (k1,k2) é o vetor de onda, T" o periodo e

A= 27” é o comprimento de onda.
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Substituindo (2.27) na equacao de Laplace, obtemos a seguinte equagao
diferencial:

I — kT = 0, (2.28)
que é uma equagao diferencial ordinaria e a solucao geral é da forma
I'(z) = Asinh(kz) + B cosh(kz). (2.29)

onde k = |k|. Para determinar as constantes A e B, usamos a condi¢ao (2.20) e

obtemos [V = 0, para fundo fixo H = —h, logo

A = —Btanh(kh). (2.30)
Entao a solucao fica:
['(z) = B{tanh(kh) sinh(kz) + cosh(kz)} (2.31)
ou
I'(z) = B%@)h”. (2.32)
Diferenciando a equagao (2.27) em relagao a ¢, usando a equagao (2.25)
e tomando B = —1, obtemos

n = asen (wt — k- q), (2.33)

que ¢é a expressao para a superficie livre que apresenta comportamento periédico no

tempo t e espaco ¢.

Para profundidades superiores, podemos tomar h — oo em (2.32) e

obtermos que limy,__,, I'(2) = €**, logo

¢ = 2 k= Refeilt=ha)}, (2.34)
w

Apesar do modo que esta expressao foi obtida e sua aparente simplici-

dade, ela sera de fundamental importancia na modelagem de ondas oceanicas.
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2.5 O Fenomeno de Dispersao

Uma importante relacao na teoria linear de ondas em agua é a relacao

de dispersao que é obtida substituindo a equagao (2.27) em (2.24), isto é,

2
% = wagl'(z) cosh(wt — k - @),
% - %F’(z) cosh(wt — k - §).

Entao,
2

wagl'(z) cosh(wt — k- q) = %F’(z) cosh(wt — k - q),
. sinh[k(z + h)]
B cosh[k(z + h)]

w

Logo, em z = 0, segue

w? = gktanh(kh). (2.35)

Por relacionar a frequéncia, o nimero de onda e a profundidade, esta expressao

fornece muitas informacoes sobre o comportamento e propagacao das ondas.

Para facilitar a andlise, definimos a velocidade de fase como

C = \/ <% tanh(k:h)). (2.36)

Para valores de h maiores, as ondas se propagam mais rapidamente. De

C= . Logo

N>

d
k

fato, as ondas em mar aberto em direcao obliqua a costa, tenderao a dobrar-se, pois
na regiao mais profunda, a onda serda mais rapida, emparelhando com a parte que
estd mais préxima da costa, logo mais lenta. Tal processo é chamado de refracao.
Por outro lado, o fato de C' depender de w e k caracteriza ondas dispersivas, ou seja,
as variagoes de comprimento e periodo das ondas indicam que cada uma viaja com
determinada caracteristica. Para altos valores de comprimento de onda, as cristas

longas viajam mais rapido do que as cristas de ondas curtas.
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Outro aspecto revelado por (2.36) é o comportamento especial de dguas

rasas, onde a profundidade é suposta pequena. Se h < A, temos

C ~ \/gh, (2.37)

o que nos revela que a velocidade de propagacao das ondas em aguas rasas independe
do seu comprimento, de modo que uma superposicao dessas ondas nao apresenta o
fenomeno de dispersao. Para aguas profundas, isto é, h > A, a velocidade de fase é
C = \/% , regime no qual as ondas de baixa frequéncia tendem a se deslocar mais

rapidamente.
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3 ESPALHAMENTO E RADIACAO DE
ONDAS POR OBSTACULOS

Neste capitulo, iremos avaliar o comportamento das ondas devido a pre-
senca de corpos flutuantes e submersos, como o espalhamento e a radiacao. Vamos
obter o potencial de velocidade para o problema de espalhamento e radiacao para

um obstaculo relativamente arbitrario, através de uma formulagao integral.

3.1 O Problema de Espalhamento

Considere o problema de ondas, porém agora na presenca de um obstaculo
com uma superficie molhada denotada por S. Independentemente se o objeto esta
flutuando ou submerso, a superficie molhada sera a parte que esta abaixo da agua,

isto é, a parte dos pontos (z,y, z) tais que z < 0.

Seja o potencial de velocidade ¢(x,y, z,t) que satisfaz a equagao de La-
place e as condigdes (2.24) e (2.20). Assumiremos que as ondas realizam movimentos

harmonicos simples no tempo com frequéncia w. Ou seja, ¢ é da forma

o(z,y,2,1) = Re{®(z,y, 2) exp(iwt) }, (3.1)
onde ® é chamado também de potencial ou de fungao onda.

Seja
¢ = (I)inc + (I)Sa (32)

onde Re{®;,.} é o potencial das ondas incidentes que satisfaz a equagao de Laplace

e as condigoes (2.20) e (2.24).

O potencial ®g se refere as ondas causadas pela presenca do obstaculo

tal que &g = Peyp + Proq, onde P, é devido ao movimento de espalhamento das
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ondas pelo obstaculo e ®,,4 a radiacao das ondas causadas pelo movimento do

obstaculo.

Consideremos primeiro, que o corpo estd mantido fixo e, portanto,

®,,0 = 0. Com esta hipotese a condicao de contorno apropriada para S fixa é

0P
— =10 3.3
an ) ( )
isto é,
od 0P 0D
= P+ =0, em S, (3.4)

on ~ on on

denotada como condic¢ao de contorno no obstaculo.

Em relacao ®g, para cada valor de ¢, temos de (2.24) que

d
% —APg =0, em 2z =0, (3.5)

w2
para A = —.
g

Como S é limitado e ®, existe por causa da presenca do obstaculo,
é razoavel que no infinito, este potencial se comporte como ondas radiando para
fora do corpo. Assim, fisicamente, notamos que as especificagboes de nosso problema
podem estar incompletas. Nao chega a ser surpreendente portanto, percebemos que
se adicionarmos uma constante qualquer ao potencial ® teremos outras solugoes

satisfazendo todas as condicoes acima, tornando o problema mal-posto. Contudo,

gostariamos de tratar um problema com uma tnica solucao.

Felizmente, adotando uma condi¢ao adicional, conquistamos os obje-
tivos de satisfazer os requerimentos fisicos e matemadticos acima expostos. Esta
condigao, introduzida por Stoker Stoker [18], se traduz matematicamente através da
condicao de radiacao, escrita como

lim //‘%—il@g
pP—>00 8p
c,

2

s =0, (3.6)
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onde k é o ntimero de onda e p = /22 + y? é um cilindro denotado por C,.

A condicao acima é uma forma fraca da conhecida condicao de radiacao

de Sommerfeld, dada por

. 0P .
ph_r}noo pt/? (a—; — zk:(bs) =0 (3.7)
Observe que se
o
(52 - iwos) =01, (35)

a condigao (3.7) serd satisfeita quando p — oo.

3.2 Solucao

As ultimas se¢oOes nos fornecem as seguintes equacoes para formularmos

o problema de difragao de ondas,

A® =0, no fluido,

o
2—220, em z = H,
P
g—nIO, emS,
0dg
E—AQbS:O, emz=0e

)
Jim_p 2(%—: - z‘k:cbs) —0.

Seja D o dominio do problema, denote por D o contorno do mesmo,
logo
0D =5+C, +§+B, (3.9)

onde § denota a interface ar-agua, ou seja, a superficie livre e 28 o fundo em z = H.

Para resolvermos o problema, iremos utilizar uma formulagao integral

sobre o contorno dD. Assim, para uma funcao ® duas vezes diferenciavel em D,
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utilizaremos a seguinte identidade de Green

/ (BAG — GAD)dg / (@a_a - Ga—q)) do, (3.10)

on on
D aD

onde 77 é o vetor normal unitdario. Em alguns casos a integral acima deixara de ser

tratada no sentido de Riemann.

A melhor escolha para G é a funcao de Green para a superficie livre

que tera fundamental importancia para a solucao do problema de difracao de ondas.

Sejax = (r,y,2) e £ = (&,7n,(). Para dguas profundas, G é uma funcao
regular em —H < 2 <0, —H <(<0ex #E. Tal que

1
- = A1
G-+ (3.11)

¢ regular para = &, onde R = ||z — £||.

Para o caso de dguas profundas, a fungao de Green dada por Farina [5]

¢ da forma

/’l’_

onde Jy é a fungao de Bessel do primeiro tipo e ordem zero.

Gy, ¢) = 7+ (o= (P24 [T B0y, (3,12
0

Ja vimos que a funcao de Green de superficie livre se comporta como
1/R em x = £, que é a solugao fundamental da equacao de Laplace. Como G —1/R
é regular, temos entao que

AG = b, (3.13)

onde ¢ é o delta de Dirac. Substituindo (3.13) na segunda identidade de Green,

(3.10), segue que

vsie) = - [ (0s(@5 @) - G @ )i (310

" 4r

Sabemos que g satisfaz as condigoes da superficie livre e do fundo, G
também satisfaz as mesmas condigoes, como visto por John [11], e as integrais sobre

as fronteiras § e B se anulam. Falta agora analisar a integral sobre o cilindro C,.
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. . _ 0
Diferenciando G em relagao a r, temos que — — 0, quando r — o0,

ar
pois G satisfaz a condi¢ao de radiacao. Entao g—G =2 e como Pg também satisfaz
n r
a condicao de radiacao, temos
: . 1 oG 0P
i oc(o) = i - [ (2505 @) - Gla 520 e~ 0. (319
Como lim,__,, ®5 = &g, na agua, segue que
1 oG 0dg
vsi@) = - [ (065 @0 - GG )i (310

A expressao acima é uma férmula integral fornecendo a solucao ®g para
todos os pontos ® da agua. A integral nesta férmula é apenas sobre os pontos da

superficie molhada de S do obstaculo. Como G e sua derivada sao conhecidas e

aq)s a(I)ch , . . , . . ,
= — ¢ dado, a unica incégnita no integrando ¢é

on on

Dg (&), para & € S. (3.17)

Portanto, se encontrarmos ® na superficie molhada do obstaculo, usando

a férmula 3.16 teremos

$g(x), para todo x € D, (3.18)

que é a solucao procurada.

Fazendo & — p € S em 3.16, teriamos ®g definida em .S, em ambos os
lados desta formula, transformando-a assim em uma equacao. De fato, este limite
pode ser tomando com a cautela de observar que o entao chamado potencial de

camada dupla

1 oG
pa) = /S <<I>s(€)%(:c,g)> doe (3.19)
¢ descontinuo em x = £. Precisamente, temos o salto:
: 1
lim p(x) = u(p) — 5Ps(p). (3.20)
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Esta propriedade é uma consequéncia do seguinte resultado classico da teoria po-

0 1 1
L(am)dg__? pes. (3.21)

Agora, a luz do resultado 3.20, de 3.16, obtemos

tencial:

5050 = - [ (005 0:0) - G ) e (322

A expressao 3.22 é uma equacao integral de Fredholm do segundo tipo

oG
para ®5 em S. A parte do integrando — (p; &) é dita nicleo da equagao integral.

on

A solucao do problema de difragao, onde o obstaculo é mantido fixo, é
dada por 3.16, onde ®5(&) é obtido resolvendo 3.22, que pode ser feito por métodos

numéricos.

3.3 O Problema de Radiacao

Suponhamos agora que o obstdculo se movimenta com seis graus de
liberdade. Ao longo dos eixos z,y e z temos os deslocamentos de translagao e

rotacao em torno dos mesmos.

O movimento de um ponto s, com origem 79 = (x,¥, z) no obstaculo,

pode ser escrito como

5= (£1,62,8&) +w x 1o, (3.23)

onde &1, &, &3 sdo os movimentos de translagao, w = (&4,&s5,&) com &4, &5, &g 08

movimentos de rotacao.

Assumindo que estes movimentos sao harmonicos simples no tempo,

temos que os seguintes potenciais de radiacao,

6
(I)rad - Z gzq)z(xv Y, Z) (324)
i=1
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sao devidas as velocidades

U;(t) = Re(iwg;)e™", j =1, ...,6. (3.25)

Assim, podemos definir as seguintes condig¢oes de contorno em S

ov; .

o = fwnyy J=1,2,3; (3.26)
ov; .

8—75 — ZC{J(TO X n)j—37 .] = 47 57 6 (327)

onde n é o vetor unitario interno em S.

3.4 Solucao

O problema de radiagao é definido pelas seguintes equagoes:

A® =0, no fluido,

P
g—z =0, em z=H,
o; 9%;
8—7; = iwn; ou a—n] = iw(ro X M);_3 em S,
0Pg
W_ms:o, emz=0e
lim pl/z(—aq)s — z'k;cbs) =0.
p—>00 ap

As solucoes desse sistema descrevem as ondas que se propagam devido

aos movimentos realizados pelo obstaculo e podem ser obtidas pela equacao 3.22
0P 0P,

com o termo 8—S substituido por 8—] Integrais dos potenciais ®; fornecem forcas
n

n
e momentos, que veremos a seguir.

3.5 Forgas Hidrodinamicas

Os efeitos sofridos por corpos flutuantes e submersos causados pelas

ondas oceanicas sao de grande interesse para a industria naval e petrolifera, pois
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muitas vezes o obstaculo pode representar um navio, uma plataforma de petrdleo

ou até mesmo estruturas militares, como aeroportos flutuantes (figura 3.1).

Figura 3.1: Aeroporto Internacional de Kansai [19].

O movimento de um corpo rigido é caracterizado por seis componentes
correspondentes ao seis graus de liberdade ou modos de movimentos oscilatorios (ver

figura 3.2).

Figura 3.2: Seis graus de liberdade do movimento de um corpo rigido [3].

Na figura acima, os modos 1,2 e 3 sao responsaveis pelos movimentos
de translacao ao longo dos eixos x,y e z. E sao chamados de surge, sway e heave,

respectivamente. Ja os modos 4,5 e 6 sao os movimentos de rotagao em torno dos
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mesmos eixos; denominados roll, pith e yaw, na mesma ordem. Para obstaculos com

simetria axial os movimentos 1 e 2 (4 e 5) sdo ambiguos.

A principal forca exercida pela dgua no obstaculo é a pressao. Logo,
desprezando os termos nao-lineares da equagao de Bernoulli (2.10), podemos obter

a seguinte formulacao para a pressao

0P
P = —p(gz + 5) (3.28)
= —pgz — pRe(¢2nc + ¢esp + ¢rad)7;weiwt- (329)

Os vetores forca e momento atuando no obstaculo devido a pressao,

F [ / Prdo, (3.30)

M = //P(ro x n)do. (3.31)
S

podem ser escrito como

Assim,

F n
:—pg// zdo
M . To XN

. n
— pRe(iwe™") / / (Pine + Pesp)do
g To XN

6
. n
- pRe< g iwfje’“t> // ®; do. (3.32)
=1 S To XN

As integrais acima representam as forgas e momentos lineares atuando
no obstaculo. A primeira é a componente hidrostatica, a segunda é for¢ca e momento
de excitacao devido as ondas incidentes e a terceira fornece a carga hidrodinamica

sobre o obstaculo e pode ser interpretada como massa adicional e amortecimento.
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Como foi mostrado por Newman [17], as seis componentes de forca e

momento hidrodinamico de (F', M) podem ser escritas na seguinte forma

6
F; = Re{zgjeiwtfij}, parai=1,...,0, (3.33)
j=1
onde
0P,
s

¢ uma funcao complexa representando a forca na direcao i devido ao modo de mo-

vimento com amplitude 1 na direcao j. Escrevendo esta fun¢ao como
fij = w2Aij — ’iWBij, (335)

definimos A;; como a matriz da massa adicional e B;; como a matriz de amorteci-
mento de radiacao. Estes coeficientes sao fungoes da frequéncia w, da forma e das
seis velocidades U; do obstéculo, assim como da profundidade da dgua e do contorno

do dominio.

Expressando (3.32) na seguinte forma
g dU;
Fij = — Z (Amd—tj + BwU]> y (336)
7j=1
podemos interpretar mais claramente os termos A;; e B;;. O primeiro, representa

a forca proporcional a aceleragao, enquanto B;; representa a parte proporcional a

velocidade do obstaculo, que assim podemos denominar de amortecimento.



37

4 OBSTACULOS QUASE CIRCULARES
FINOS E EQUACOES HIPERSINGULARES

Neste capitulo iremos investigar o problema de radiacao de ondas para
um obstaculo que possua uma espessura tao pequena que sera aproximado por uma
corpo sem volume; assumiremos também que o obstaculo esta submerso. Como
aplicagao, podemos observar nas figuras (4.1) a (4.3) uma estrutura da plataforma
do tipo Spar usada pela industria petrolifera para extracao em mar aberto, a qual

possui quilhas finas submersas.

Figura 4.1: Plataforma tipo Spar [20].

Figura 4.2: Plataforma Spar discreti- Figura 4.3: Quilhas finas, componen-

zada [5]. tes da plataforma Spar [5].
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Plataformas flutuantes para lancamento de satélites sao uma outra
aplicacao offshore que requerem o conhecimento detalhado do comportamento de

estruturas flutuantes e submersas no mar.

Estas condi¢oes geométricas requerem modificagoes na formulacao inte-
gral desenvolvida até entao. Contudo esta situagao favorece o uso de uma estratégia

matematica bastante elegante, por intermédio de integrais hipersingulares.

4.1 Formulacao Matematica

Consideremos as seguintes condigoes:

e Um corpo rigido e fino com superficie S;

S totalmente submerso;

aguas profundas;

e S é uma superficie suave, com fronteira 0S.

A formulacao do problema de difracao para este caso requer que na

condigao de fundo (2.21) tenhamos

P
8— — 0, quando z — oo, (4.1)
on
e no contorno do obstaculo
0o
-V 4.2
877, ) ( )

onde V| prescrita, define se teremos o problema de radiacao ou difracao.

Denotando por ST e S~ os lados do obstaculo e usando a fungao de

Green, dada por (3.13), o potencial de velocidade é expressado como

o -1 [ (0Fwo-cwoT©)ise @y

47
StusS—
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Ainda podemos denotar p* e £€* como os pontos correspondentes em
S* e também

O(£F) ;= lim P(x). (4.4)

m—){i

. - 0o .
Usando o fato que a derivada direcional — é continua em S, segue

on
0n(eT) | 00(E)

on*t on- 0 (45)

0 )
onde o T é a derivada normal em S*.
n

De (4.5), podemos obter

/G(p, a:)ﬁ—(I)ng = /G(p, w)<8<b(£+) + 8@(5_)) = 0. (4.6)

on on~* on—
o S
Logo,
1 oG
op) =1 [ 2€)5 (p.gase
Stus—
1 oG oG
~an / OE) 5 (P &)+ (E) 5 (P € )dSe. (A7)
Stus—

Lembrando que G é continua em S, temos

1 oG
o) =1 [ (@) - 2T (p.E)dSe
Stus—
1 e
- = / (@] 5 -dSe. (4.8)
Stus—
Aplicando a condicao (4.2),
) 1 0 oG
5up ) = gy | 915085 = V) (19

De modo analogo, obtemos uma expressao para I ®(p~). Entao
n
P

5o0) = 1o [ 1915 .5 = VD) (4.10)
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parap € S.

Intercambiando a diferenciagao com a integracao, obtemos a seguinte
equagao integro-diferencial
1 oG
Vip) = = f015 (p.€)dSe empe S, (.11)

47 0—715
S

que deve ser resolvida sujeita a condi¢ao [®] = 0, em 05, ja que [P] e continua na

agua.

2

O motivo de usarmos o simbolo ” x ” é o fato que a integral em (4.11)
¢ uma integral hipersingular, e a mesma deverd ser interpretada como uma integral

de parte-finita de Hadamard, como veremos na préxima segao.

4.2 Equacoes Integrais Hipersingulares

Integrais hipersingulares foram introduzidas em 1923 e seu principal
objetivo era analisar as integrais singulares que nao eram integraveis no sentido de
Riemann. O seu uso estd relacionado com os métodos de integracao de fronteira,

como estudado por Hadamard [10].

Para dar sentido e validar sua tese, Hadarmad considerou o seguinte

_ " Fl)
]—/a md:p. (4.12)

Com efeito, a derivada em relagao a b da integral acima nao tinha sentido. Para

caso:

solucionar esse problema, Hadarmad trocou o limite de integragao superior b por x
e considerou a seguinte forma

/x 7([)}:(5))3/2@ _9 Fb(f)x, (4.13)

ol
que é uma soma algébrica que define a parte finita de — quando x — b.

ob
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Como vimos nas secoes anteriores, o potencial de velocidade para fluidos
incompressiveis ¢ determinado como a solu¢ao de uma equacao integral singular, que

Hadamard define da seguinte forma:

Seja f uma funcao tal que f’ é Holder continua. Entao a integral de

parte finita é

%Lbf(” dt:anU:_E /() dt+/: MO g 2@y

(z —t)? e— (z —1)? te (x—1)? €
Podemos observar a seguinte relagao com o valor principal de Cauchy.
b b
f(t) f Q)
— dt = — dt. 4.15
dr J, v —1 o —1)? (4.15)

Consideramos agora uma regiao plana e limitada € € R?. Logo, defini-

mos a integral da equagao (4.11) como

w(g, n) = lim — [ w(&n) - ! _ ) |42 (4.16)
@ C R?+(z ()

Q
Jotcnr s = m | [ wenfs- T (1.17)

Q\Q.

ou como

onde df) = dxdy e 2, é um disco de raio e.

4.3 Solucao do Problema

Denotamos o nicleo de (4.11) por

0*G
In,ong,’

H= (4.18)

Esta é uma funcao explicita mas complicada. Decompomos G em suas partes sin-

gular e regular como G' = G, + G, , onde

G, = ! e G, =G -G, (4.19)

R+ (:-0p
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Sera de utilidade decompor H em H = H, + H,..

Seja n(p) = (n1,n2,n3) 0 vetor normal unitario em p € S*. Como S*

é plana, n(q) = n(p). Entao obtemos

0*G, B 1 B 3
In,yon, p—&P  |p—&P

onde p e &£ sao os vetores posicao de p e &, respectivamente. Mas como p — &£ é um

{n-(p-9O), (4.20)

vetor no plano do obstaculo, segue que n- (p —&) =0e

H,=|p—¢&. (4.21)

O resultado (4.21) vale para obstéculos planos com qualquer orientagao.
Pode-se calcular H, para tais obstaculos, mas o calculo é bem mais simples quando
o obstaculo é horizontal, como agora sera assumido. Seja R = |p — &|, G, é definido
como

> k+ A
G, = ][ e’“(Z“)JO(kR)kJF—)\dk + 21N Jo(AR), (4.22)
; _

onde a integral deve ser interpretada como valor principal de Cauchy e Jy é fungao

de Bessel de ordem zero.
Definimos coordenadas adimensionais X e Z por
X=AR e Z=-X\Nz+(). (4.23)

Note que como z e ¢ sao negativos, ambos X e Z sao nao-negativos. Entao, uma

simples mudancga de varidveis de integragao fornece

G, = \F(X,Z) + 2mide™ % Jo(X), (4.24)
onde
F(X,Z) = ][ e Jo(wx) L 1du. (4.25)
0 V=

Note que a integral semi-infinita em (4.22), que é relacionada com a principal tarefa

de avaliar G,., é agora expressa como uma funcao F' das duas varidaveis X e Z.
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Usando a transformada de Laplace mostra-se que
F(X,Z)=(X?+ 272 —qe ?(Hy(X) + Yy(X)) (4.26)
Z
- 2/ e (X2 13 2a, (4.27)
0

onde H é a funcao de Struve e Y} é a funcao de Bessel do segundo tipo de ordem

0.

Como o obstaculo é horizontal, temos n(p) = n(q) = (0,0, 1), logo

0°G, 0* P
Hy= 3=~ <@ - W)G (4.28)

Como Jy(kR) satisfaz a equagao de Helmoltz bidimensional, obtemos
H, — / / A KOk 10 (kR d (4.29)
Agora, como k? = \? + (k — A\)(k + \), vemos que
H, = )G, + /0 OO(kP + 2X\Ek 4 A2)ef GO Iy (kR) dk. (4.30)

Este resultado também pode ser obtido diferenciando (4.22) duas vezes com respeito

a z. A integral que sobrou pode ser calculada por
/ e ™ Jy(kR)dk = (R2+ Y312 Y >0, (4.31)
0

derivando em relagao a Y. O resultado é

(4.32)

2 _
HT:A2GT+A3< 37 27 — 1 1 )

(X2 + Z2)5/2 + (X2 + Z2)3/2 + (X2 + Z2)1/2

Em resumo, a equagao integral hipersingular (4.11) pode ser escrita

COo1mo

Vi) = 3 0@ g + Bl bas, e s 43)

onde S é plana horizontal de qualquer forma e H, é dada por (4.32). A equagao

(4.33) fornece a solugao para o problema de espalhamento e radiagdo para um disco
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fino submerso, que deve ser revolvida sujeita a condigdo [®] = 0, em 0S. En-
tretanto, quando S é qualquer regiao nao circular a equacao acima sofre algumas
modificacoes. Para considerar os novos obstaculos é conveniente mapear a regiao
no disco. Porém, devemos escolher um mapeamento que preserve algumas carac-
teristicas da superficie, e a escolha mais adequada é um mapeamento conforme,

COMO veremos na secao seguinte.

4.4 Mapeamento Conforme

Suponha que uma arco y com equagao z = z(t), t € [a, (], estd contido
em uma regiao €2, e que existe uma fun¢ao f(z) definida e continua na regiao 2.
Entao a equagdo u = u(t) = f(2(t)) define um arco v no plano-u que pode ser

chamado de imagem de .

Considere o caso de uma fungao f(z) que é analitica em Q. Se 2/(t)

existe, temos que u'(t) também existe e é determinada por

u'(t) = f'(z(8)7 (1) (4.34)

Investigando a equacao (4.34) em um ponto zg = z(tg) com 2'(tg) # 0

e f'(to) # 0, podemos obter algumas informagoes. A primeira conclusao é que

uw'(tp) # 0. Assim +/ tem uma tangente em ug = f(zo) e sua dire¢ao é determinada
por

argu'(ty) = arg f'(z0) + arg 2’ (to). (4.35)

Essa relacao informa que o angulo entre as tangentes de v em zy e 7 em ug ¢ igual

a arg f'(zp), isto é, independe da curva ~.

Como podemos ver em Ahlfors [2], u = f(z) é um mapeamento con-
forme em zy se para todo par de curvas orientadas em () que se cruzam em zg, 0O
angulo entre as curvas em 2z, for igual ao angulo entre as correspondentes curvas

imagens em f(2).
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Mas além de preservar angulos, um mapeamento conforme tem outra

propriedade:

f2) = 1(z0)

Z— 20

lim
Z—r20

= [f'(20)l, (4.36)

isto significa que pequenos segmentos com uma extremidade em zy sao contraidos

ou expandidos na razao |f’(2o)|, independente das diregoes desses segmentos.

Agora considere o mapeamento de €2 em um disco. Isso pode ser rea-

lizado de véarias maneiras. Por exemplo se ' é tal que
Q={(r0):0<r<p@),—7<6<r} (4.37)

€Y é dado por r = p(f). Realizando a mudanga de varidvel de r e 6 para s e ¢,

dada por
r=sp(p), 0=, (4.38)

temos €2 mapeado no disco unitario,

D={(s,0):0<s<1l,—m<p<m} (4.39)

Em geral, a mudanga de variavel realizada traria uma modificagao na
equacao integral (4.33). Mais precisamente, a nova equacao pode ter um nucleo com
uma singularidade diferente. O nticleo singular R~ passa a ser da forma o (¥)S™3,
onde S e W sao coordenadas polares do ponto singular e

o (V) = [p?sen 2V + (pgcos ¥ + plysen ¥)2]=3/2 como mostrado por Martin [14].

Sejam z = x + 1y e 2y = xg + iyo variaveis complexas. Mapeamos a
regiao ' do plano-z no disco unitério, |(| < 1, no plano-¢, usando o mapeamento

conforme

¢ = F(2), (4.40)
onde F' é uma funcao analitica em €Y. Para o nosso propdésito, F' deve satisfazer a
condicao |F'(z)| # 0 para todo z € €. E tal condi¢ao também é suficiente para

garantir que (4.40) possa ser inversivel.



Logo, para um escalar a em €', temos

z=af(¢), para || <1,
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(4.41)

que mapeia D em . A fungao f é analitica para qualquer dominio simplesmente

conexo (Y.

Primeiramente, vamos investigar o efeito do mapeamento (4.41) no

ntcleo singular da equacao (4.31). Temos

R =z — 2| = al f(¢) = f(C)| ~ al f'(¢)]S,

para S pequeno, onde S = |( — (py|. Logo, podemos escrever

PR = QPGS + K(C G},

onde K é definido como

IPOPPIPGQP? 1
KGO == fapF 5

Agora, consideremos o Jacobiano da transformacao,

Jf =a®f(f ()"

Se tomarmos
¢=&+1in e o= &+ ino,

temos

dY = dady = J fdédn = a’|f/(C)Pdédn.

E finalmente temos

w(z(¢),y(C)) = al f (I *W (&, m),
V(#(o), y(Co) = | £/ (Co)7**V (&0, m0)-

H,(2(¢),y(€)) = =@ f'(Q)**H, (C. Go).-

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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Substituindo (4.48), (4.49) e (4.50) em (4.33), temos

1 w 1
L ][ ) dean + /W(g,n){IC(C,go) —l—HT(CaCo)}dfdﬁ:V(foaﬂo)a (4.51)
D D

V(&0,m0) € D, onde todas as quantidades sao adimensionais. Esta equagao é resol-
vida sujeita a W = 0 para |¢| < 1. Note que a ordem da hipersingularidade foi

preservada.

Podemos escrever (4.51) em notagao de operadores como
(P+K+ L)W =V, (4.52)

onde P é o operador hypersingular, definido pelo primeiro termo do lado esquerdo
de (4.51), K é o operador integral fracamente singular e £, é o ntcleo regular que

inclui todos os efeitos das ondas.

Afim de enfatizar a abrangéncia e possiveis aplicacoes desta formulacao,
mencionamos o resultado conhecido como Teorema do Mapeamento Conforme de

Riemann [1, p. 229].

Teorema 4.4.1. Dada qualquer regiao simplesmente conexa §2 que nao € todo o
plano complexo, e um ponto zy € ), entao existe uma unica fun¢ao analitica f(z) €
Q, normalizada pelas condigoes f(zg) = 0, f'(z0) > 0, tal que f(z) define um

mapeamento um-a-um de ) no disco |w| < 1.
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5 METODO NUMERICO E RESULTADOS

Neste capitulo iremos descrever o método numérico utilizado para re-
solver a equacgao integral (4.51) e resultados para os coeficientes hidrodinamicos de

obstaculos aproximadamente circulares.

5.1 O Método Espectral

Em duas dimensoes, muitos problemas de ondas aquaticas envolvendo
obstaculos finos sao governados pela equacao
! 1
][ ——— + H(x,t) pv(t)dt = f(x) para — 1 <z <1, (5.1)
-1 (flf — t)2
sujeita a duas condigdes de contorno, como, por exemplo, v(—1) = v(1) = 0. Aqui,
v é a funcao desconhecida, H é o nucleo e f é dada. Assumindo que f é suave
suficientemente, a solucao vai para zero como raiz quadrada nas extremidades do

dominio. Isto sugere que escrevamos
v(z) = V1 —22u(z). (5.2)

Assim, expandimos wu usando polindmios ortogonais. Podemos escolher os po-
linomios de Chebyshev do segundo tipo, definidos por

sen [(n + 1)6]

=0,1,2,3,... 5.3
Sen(e) Y pa‘ra’n b A ( )

Un(cos(9)) =

Fazemos esta escolha por causa da formula

][MU

— Dt — —(n+ 1)U, (x). (5.4)

Assim, temos
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substituimos (5.5) em (5.1) e avaliamos a integral hipersingular analiticamente,
usando (5.4). Para determinar os N + 1 coeficientes a,, podemos escolher (colo-
camos) N + 1 pontos. Para garantir a convergéncia da aproximagao, escolhemos os
zeros de Ty41 ou Un4q, onde T;, é um polinomio de Chebyshev [4] do primeiro tipo.

Consideraremos agora o caso tridimensional.

Seja S um disco horizontal circular dado em coordenadas cilindricas
por

S={(r0,2):0<r<a,—7<0<mz=—d}. (5.6)

Este obstaculo tem raio a e estda submerso a uma distancia d abaixo da superficie

livre; podemos tomar a = 1 sem perda de generalidade.

Adotaremos um procedimento de expansao-colocacao onde a funcao
desconhecida é expandida por séries de Fourier em 6 e os coeficientes sao expan-
didos usando fungoes de Legendre [1]. Esta abordagem pode ser vista como uma
generalizagao do método de Chebyshev, descrito acima para problemas fisicos bidi-

mensionais

Se escrevemos £ = scosa, n = ssena e ( = —d, temos
R3 = [r? + 5% — 2rscos(fd — a)]*/?, (5.7)

podemos escrever (4.51) como

1

Viro)= ][ (@(s, ) (% - K(r,6:5, 0, d, )\))sdsda, (5.8)

S
com (r,0) € S e com a solucao sujeita a condi¢ao
[®] =0, em r =1, (5.9)
onde K = K + H,.
Note que a parte hipersingular, 73, nao depende da profundidade de

submersao do obstaculo. Além disso, todos os efeitos de ondas estao incluidos em

H,.
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Para fins de simplicidade, assumimos que V é uma funcao par de 6.
Assim, a equacao integral (5.8) implica que [®] é uma fungao par de . Expandiremos

esta funcao usando as funcoes base
B (r,0) = Py o1 (V1 —1r2)cos(mb), k,m=0,1,.. (5.10)

onde P’" é o polinomio associado de Legendre. A parte radial destas fungoes base
podem ser representadas alternativamente em termos de polinomios de Gegenbauer

ou de Jacobi.

As fungoes B} sao ortogonais sobre o disco unitdrio em rela¢ao ao peso

(1—r2)=2:

rdrdf
B'(r,0)B'(r,0) —— =
= 20'm5mn/0 P ok (P) Prtiara (p)dp = mOk ) (5.11)
onde 0;; ¢ o delta de Kronecker,
(2m + 2k 4+ 1)!
m_ A2
Ok (2k+1)1 (5.12)

™ 1 . p
Om = 5 sem > 0 e o9 = m. No tltimo passo, usamos o fato que o integrando é uma

funcao de p e as relagoes ortogonais para as fungoes associadas de Legendre.

A préxima férmula, descoberta por Krenk (1979,1982) é essencial para

a construgao do método. Ela permite a avaliagao analitica da integral hipersingular:

1 . B (r,0)
Ef ﬁBk (s,a)sdsda = Uy ﬁ, (513)
S
onde
T [Pm-l-l (0)]2
om — DL mi2k+IN) (5.14)
F 4 oy

A férmula (5.13) pode ser interpretada como uma versao bidimensional

de (5.4).
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Para fazer uso de (5.13), expandimos [®] em termos das fungoes B}
Abreviadamente, escrevemos

N N1 Nz

@]~ ) ap'By=>_> ay'By". (5.15)

k,m k=0 m=0

Substituindo (5.15) na equagao integral (5.8) e assim avaliando as integrais hiper-

singulares usando (5.13), obtemos

al Br(r,0) 1
m "k ) m . _
; {Ck ==t /Bk (s,0)K(r,0; 5, a,d, A)sdsdoz} V(r,0), (5.16)
m IS

para (r,0) € S.

Para determinar os coeficientes a}', podemos usar o Método de Galer-

kin: multiplicar (5.16) por BJ'(r,#) e integrar sobre S para obter
N
o, CIrO} 1 /
21+ 3/2 +4w§“k Bir,f)

X/B,T(S,Q)K(T,H;s,a; d, A)sdsdardrd@z/VBl"dS. (5.17)
s s

A principal desvantagem deste método é a integral quadrupla; embora seja possivel
avaliar algumas integrais analiticamente para certas configuragoes. Um método
mais pragmatico que serd usado é o de colocagao, que avalia a equagao (5.16) em
(N7 +1)(N2+ 1) pontos no disco, gerando um sistema linear para os coeficientes a}l’,
que pode ser resolvido eficientemente de forma numeérica. Esse método foi imple-
mentado em linguagem FORTRAN e esse codigo usa a rotina CGERFS da biblioteca
LAPACK para resolver o sistema linear e a rotina DO1GCF da biblioteca NAG para
calcular as integrais duplas da equagao (5.16). As fungoes especiais Hy, Yy e Jy,
presentes na fungao de Green, sao calculadas por aproximagoes de polinomios de

Chebyshev.

Os pontos de colocacao sao tomados como a interseccao de circulos

concéntricos igualmente separados com raios emanados da origem. Precisamente, a



colocacao de pontos sao

(rl,ﬁn), l:O,l,...,Nl, nzO,l,...,Ng.

onde {r;} e um conjunto de pontos distintos em (0,1) e

2n+1)m
0, =TT —0,1,.., N
2N, +2) 2

sao os zeros de cos(Ny + 1)0 em (0, 7).
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(5.18)

(5.19)

A escolha desses pontos igualmente distribuidos pode conduzir a um

sistema algébrico mal condicionado, sendo que em Farina [5] foram adaptados po-

linomios de Chebyshev do primeiro tipo na escolha dos pontos na direcao radial.

Este método foi previamente empregado para solucoes de equagoes in-

tegrais hipersingulares sobre regioes circulares planas por Farina and Martin [6] e

circulares nao planares por Ziebell and Farina [19] e Farina and Ziebell [7].

5.2 Resultados Numéricos

Neste trabalho, iremos apenas tratar movimentos do tipo heave, ou

seja, o obstaculo realizara oscilagoes apenas na vertical. Logo, podemos definir os

coeficientes de massa adicional(.A) e amortecimento(B), como

A+iB=— /[qb]dQ _ /w(m,y)dxdy

Q Q

_ / al ()P IW (€, malf1(O)Pdedn.

D

Entao,

A+4iB=—d / PRI (€, m)dedn

D

— / ' / W (E(r,0),n(r, 0)) | £/(C(r,6)) [ 2rdrde.

(5.20)

(5.21)
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Para o problema de radiacao de ondas para uma regiao aproximada-
mente circular, devemos revolver numericamente a seguinte equacao:
N
kZak{Ck ﬁ + /Bk (s,a)(K(r,0) + H,(r,0;s,0,d, )\))sdsda} =1,
1M S
(5.22)
para (r,0) € S. Usaremos Ny = Ny =6e k=0:0.01: 4, onde j =1,2,3,...

Uma dificuldade que enfrentamos esta na integracao numérica do nicleo
K. A quadratura utilizada da biblioteca NAG, DO1GCF, que usa o método de
Korobov-Conroy, nao mostrou-se eficaz para a integracao quando utilizamos regioes

distantes do carater circular. Por ser da forma

CFOPEF@P? 1
KGo) =5 0= F P T=aF

possui uma singularidade da ordem S~! quando S — 0, de acordo com Martin [14].

(5.23)

Além disto as poténcias ctibicas em (5.23) geram uma ” quase-hipersingularidade” do

ponto de vista computacional.
Para as simulacoes numéricas, usaremos mapeamentos do tipo
f(¢) =< +ey(s), (5.24)
onde € é um parametro adimensional pequeno e g(s) é uma fungao analitica em S.

Quando combinamos (5.24) com (4.41), podemos observar que o disco
unitario no plano-¢ é mapeado no dominio S no plano-z que é aproximadamente um

circulo de raio a. Além disso, ¢ = 0 é mapeado em z = 0.
Como exemplo, temos
g(s) =" (5.25)
que leva a uma regiao com contorno dado por

r = p(0) = a(l + ecos(nb)), (5.26)
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com erro de O(€?). Tais geometrias sdo consideradas por Gao and Rice [8] em seu

estudo de regices com "rachaduras”.

5.2.1 Regiao Quase Circular A

Vamos supor que S é uma regiao quase circular aproximada usando o

mapeamento

f(O) = ¢+ €0.5¢ + €0.5¢?, (5.27)

onde ¢ € D. A funcao f(¢) é analitica pois é diferencidvel em todos os pontos de
|C] < 1 e é conforme pelo fato que f'(¢) # 0. Na figura 5.1 sdo mostradas cinco

regioes considerando diferentes valores de .

£=0.2 ||

£=0.6

0.5

-0.5

Figura 5.1: Cinco regices usando o mapeamento f(¢) = ¢ + €0.5¢ + €0.5¢* para

diferentes valores de e.
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O proximo passo € determinar numericamente as forcas hidrodinamicas
de massa adicional e o amortecimento para essa regiao, considerando diferentes

profundidades de submersao. Tomaremos € = 0.2

0.8

0.6

0.4

|
©
N
T

|
o
»
T

|
o
(0]
T

15

Figura 5.2: Regiao quase circular A (em vermelho) mapeada no disco unitério (em

azul) usando f(¢) = ¢ +0.1¢ + 0.1¢%

Na figura 5.2 as regioes circular (em azul) e aproximadamente circular
(em vermelho) sdo mostradas. As figuras 5.3 e 5.5 apresentam os coeficientes hi-

drodinamicos de massa adicional e amortecimento, respectivamente, para a regiao
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circular. Estes coeficientes apresentam méaximos maiores, e com frequéncias de ondas
menores, a medida que a submersao do obstaculo diminui. As frequéncias nas quais
os picos ocorrem sao denominadas frequéncias ressonantes do sistema e fornecem

informacgoes importantes a este tipo de problema fisico.

Na figura 5.4 os coeficientes hidrodinamicos de massa adicional sao plo-
tados como funcao de k para a regiao quase circular A. Note que os picos nas curvas
diminuem quando aumentamos a submersao d. Esta situacao equivale ao obstaculo
afastar-se da superficie livre. Adicionalmente, subpicos menores, que aparecerem
entre 0.5 < k < 1, também mostram o mesmo comportamento. Os coeficientes de
amortecimento, mostrados na figura 5.6, tem os maximos para frequéncias ressonan-

tes baixas, que diminuem quando o valor de submersao é aumentado.

150 T T T
100 - : : b
50 : : b
d=004___ % Z
d=005___ 3
s
d=0.06 — -50[ 1
d=007____
-100 b
-150 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3

NUmero de onda k

Figura 5.3: Massa adicional para o movimento heave como funcao do ntmero de

onda, para a regiao circular.
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80

d=004
d=005___ |
d=0.06___

d=007____ |

-40 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Numero de onda k

Figura 5.4: Massa adicional para o movimento heave como fungao do ntimero de

onda, para a regiao quase circular A, dada por f(¢) = ¢+ 0.1¢ + 0.1¢%

300

200 7

d — 004 P ‘% 150 F i
£
d=005____ £
g 100 B
d=0.06____
50 B
d=007_

-50 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3

NUmero de onda k

Figura 5.5: Amortecimento para o movimento heave como func¢ao do nimero de

onda, para a regiao circular.
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100

80~ B R

60~ 1

d=004

d=0.05____ )
d=0.06___ .
d=007 :

-20 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3

Numero de onda k

Figura 5.6: Amortecimento para o movimento heave como func¢ao do nimero de

onda, para a regiao quase circular A, dada por f(¢) = ¢ +0.1¢ + 0.1¢%

5.2.2 Regiao Quase Circular B

Agora vamos considerar a seguinte fungao analitica:

r(¢) = ¢ +e(C+ ). (5.28)
Temos

(€)= 1+ €(3¢% +4¢%),
(5.29)

para todo |¢| < 1. Como r'({) existe e 7'(¢) # 0, logo r(¢) é analitica e conforme.
Na figura 5.7, vemos representacoes da regiao quase circular B, definidas pela for-
mula (5.28) para diferentes valores de €. A linha na cor preta, a regiao para € = 0,
isto é, o disco circular. Em vermelho a regiao para ¢ = 0.025, em azul para ¢ = 0.05

e em verde para € = 0.06.
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Figura 5.7: Regides mapeadas no disco unitario (em preto) por r(s) = ¢ +€(s® +¢%)

com € = 0.025 (em vermelho), ¢ = 0.05 (em azul) e € = 0.06 (em verde).

Na figura (5.8) os coeficientes hidrodinamicos de massa adicional sao
plotados como funcao de k para uma regiao quase circular B com € = 0.025. Note
que os picos para as submersoes d = 0.05, d = 0.06 e d = 0.07 estao em uma faixa
proxima, variando entre 45 e 55, enquanto que para a submersao d = 0.04, hd um
maximo de aproximadamente 145 e um minimo de —145. Adicionalmente, subpicos
menores nao aparecem, como vimos para a regiao quase circular A. Os coeficientes
de amortecimento, mostrados na figura 5.9, seguem um comportamento decrescente

em relacao a submersao e também nao ha picos menores.
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Figura 5.8: Massa adicional para o movimento heave como fungao do ntimero de

onda, para a regiao quase circular B, dada por r(¢) = ¢ + 0.025(¢3 + ¢%).
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Figura 5.9: Amortecimento para o movimento heave como func¢ao do nimero de

onda, para a regiao quase circular B, dada por r(¢) = ¢ + 0.025(¢3 + ¢%).
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Na figura (5.10) os coeficientes hidrodinamicos de massa adicional sao
plotados como funcao de k para uma regiao quase circular B, porém usando € = 0.05.
Como a regiao afasta-se bastante da forma circular, utilizamos valores de submersao
maiores do que das regioes anteriores. Logo os efeitos das ondas sao aliviados devido
o obstaculo nao estar tao proximo da superficie livre. Observamos um comporta-
mento decrescente natural dos picos e o nao aparecimento de subpicos. O amorteci-
mento mostrado na figura 5.11 também mostra um comportamento decrescente em

relacao a submersao e a predominancia dos picos para frequéncias baixas.
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40(- 8

d=1007 El ]
d—00s__ 3 |
d=009 | |
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1 1 1
02 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Numero de onda k

Figura 5.10: Massa adicional para o movimento heave como fungao do ntimero de

onda, para a regiao quase circular B, dada por 7(¢) = ¢ + 0.05(¢® + ¢%).
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Figura 5.11: Amortecimento para o movimento heave como funcao do ntmero de

onda, para a regiao quase circular B, dada por r(¢) = ¢ + 0.05(¢3 + ¢*).

Nas figuras 5.12 e 5.13 é mostrado a massa adicional e o amortecimento
para a regiao usando o mapeamento 7(¢) = ¢ + 0.06(¢® + (%), respectivamente. Os

resultados sao semelhantes aos resultados obtidos com ¢ = 0.05.
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Figura 5.12: Massa adicional para o movimento heave como fun¢ao do nimero de

onda, para a regiao aproximadamente circular, dada por r(¢) = ¢ + 0.06(¢3 + ¢*).
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Figura 5.13: Amortecimento para o movimento heave como funcao do ntmero de

onda, para a regidao aproximadamente circular, dada por r(¢) = ¢ + 0.06(¢3 + ¢*).
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5.2.3 Regiao Quase Circular C

Considere agora o mapeamento,
h¢) =C +e(e” —1). (5.30)

Note que h'(¢) = 1 + €(3¢%") # 0, para || < 1, e concluimos que h(¢) é
analitica e conforme. A figura 5.14 mostra a regiao quase circular C' definida pela

férmula (5.30), com € = 0.045.

0.8

0.4

Figura 5.14: Regiao mapeada no disco unitario por h(¢) = ¢ + 0.045(6CB —1) (em

vermelho).

Nas figuras 5.15 e 5.16 sao mostrados os coeficientes da massa adicional
e amortecimentos, respectivamente. Usamos os valores de submersao d = 0.07,d =
0.09,d = 0.1 e d = 0.2, pois a regiao afasta-se bastante da forma circular. Podemos

observar que os picos assumem valores baixos em relagao as regioes anteriores e para
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d = 0.2, os coeficientes sao bastante suaves, sem ressonancias e apresentam valores

inferiores aos outros observados para submersoes menores.
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Figura 5.15: Massa adicional para o movimento heave como funcao do niimero de

onda, para a regiao quase circular C, dada por h({) = ( + 0.045(6<3 +1).
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Figura 5.16: Amortecimento para o movimento heave como funcao do nimero de

onda, para a regido quase circular C, dada por h(¢) = ¢ +e(e€” +1), com e = 0.045.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Primeiramente, apresentamos a formulacao do problema de ondas aquaticas
considerando as condigoes de contorno de superficie livre e do fundo, determinado
pela batimetria. Em seguida, usamos fortemente a linearidade e a hipdtese de mo-
vimento simplesmente harmonico para encontrarmos uma solucao analitica para o

potencial de velocidade .

No terceiro capitulo, descrevemos o fenomeno de espalhamento e ra-
diacao para obstaculos arbitrarios, a formulagao integral do problema considerando a
condicao de contorno do objeto e apresentamos as forcas e momentos hidrodinamicos

de massa adicional e amortecimento.

Posteriormente, descrevemos o problema para um obstaculo fino quase
circular submerso, sua aplicacao das atividades offhore e solucao utilizando o re-
curso de integrais hipersingulares. Como nossa contribuicao, consideramos regioes
quase-circulares usando mapeamentos conformes, tendo como base o trabalho de
elasticidade de Martin [14] para um fluido ilimitado. Entretanto consideramos o

efeitos das ondas e equagoes integrais mais gerais.

Para a obtencao de solugoes numéricas empregamos o método espectral
descrito no capitulo 5. Os coeficientes de massa adicional e amortecimento para trés
regides quase circulares mapeadas no disco plano circular foram calculados. Vari-
amos os parametros adimensionais de profundidade e nimero de onda. Para mais
proximas do aspecto circular, o método foi capaz de simular casos com submersoes
consideraveis baixas. Ao passo que para regioes menos proximas de formas cir-
culares, utilizamos submersoes maiores, a fim de evitar problemas computacionais

devido a quase-hipersingularidade presente no nicleo da equagao integral.
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Os resultados obtidos mostraram comportamentos da for¢a hidrodinamica
semelhante aos de um disco circular, com diferencas particulares e especificas. Em
geral, a proximidade da superficie livre ocasiona picos maiores e ocorrendo para
frequénicas de ondas mais baixas. Como aspecto novo, o aparecimento de subpi-
cos para submersoes moderadas indicam frequéncias resonantes secundarias que nao

ocorrem no caso de um disco circular para tais valores de submersao.

Para trabalhos futuros, pretendemos concentrar esforcos para solucio-
nar o problema da integracao hipersingular em regioes bidimensionais arbitrarias e
propor um algoritmo para realizar tal tarefa. Tal método possibilitara um estudo

semelhante ao desenvolvido neste trabalho, porém para uma classe maior de regioes.
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