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RESUMO 

LINHARES, B. T. Análise de Pontes em Estruturas Mistas de Aço-Concreto de Seção 
Caixão com Protensão Externa. 2015. Dissertação (Mestrado em Engenharia Civil) – 
Programa de Pós-Graduação em Engenharia Civil) – Departamento de Engenharia Civil, 
UFRGS, Porto Alegre. 

Estruturas Mistas de Aço-Concreto têm sido usadas extensivamente na construção de pontes e 

viadutos urbanos, especialmente a partir da segunda metade do século XX. A popularidade 

desse tipo de solução, com seções caixão, cresceu devido a sua alta capacidade à flexão, 

rigidez à torção e uma seção transversal fechada que reduz a superfície exposta a corrosão. 

Este trabalho discorre sobre o comportamento estrutural, procedimentos de análise e 

verificação em Estado Limite Último (ELU) de pontes mistas de seção caixão com aplicação 

de protensão externa. Em vista da escassez de literatura sobre o assunto e inexistência de 

norma brasileira, o trabalho objetiva produzir um roteiro de análise para a determinação da 

capacidade à flexão em ELU de estruturas mistas de seção caixão protendidas. Embasado na 

norma americana AASHTO-LRFD:2012 e na revisão bibliográfica, propôs-se um estudo de 

caso para verificação/dimensionamento analíticos da estrutura, tratando de Momentos 

Fletores Resistentes (positivos e negativos), Esforço Cortante Resistente e conectores de 

cisalhamento. Após esta etapa inicial, aplicou-se protensão à estrutura e, por meio de métodos 

analíticos, e auxílio do método dos trabalhos virtuais, obtiveram-se as perdas de protensão e a 

relação entre a deformação adicional do cabo de protensão em função do momento externo 

aplicado à estrutura. Deste modo pôde-se fazer o equilíbrio de forças horizontais, através do 

método da Bissecção, e obter-se o valor de incremento de Momentos Fletores Positivos e 

Negativos Resistentes da estrutura. Observou-se, com a protensão, um aumento de resistência 

importante na região de Momentos Fletores Negativos em ELU (~40%); para a região de 

flexão positiva esse incremento foi pouco superior a 7%, em relação à estrutura não-

protendida. Por fim, modelou-se a estrutura em elementos finitos de casca com o software 

SAP2000, a fim de confrontar a análise inicial, feita em modelo de barras de pórtico espacial, 

preconizada pela norma AASHTO-LRFD:2012. Os resultados mostram que o modelo em 

barras de pórtico espacial, em termos de deslocamentos e tensões, é adequado à análise deste 

tipo de estrutura. 

Palavras-chave: estruturas mistas; seção caixão; protensão externa; método dos trabalhos 
virtuais; perdas de protensão. 



 

ABSTRACT 

LINHARES, B. T. Analysis of Steel-Concrete Composite Box Girder Bridges with 
External Prestressing. 2015. Dissertação (Mestrado em Engenharia Civil) – Programa de 
Pós-Graduação em Engenharia Civil, UFRGS, Porto Alegre. 

Steel-Concrete Composite Strutures have been used extensively in the construction of bridges 

and urban viaducts, especially from the second half of the twentieth century. The popularity 

of this type of solution, with box sections, has increased due to its high flexural capacity and 

torsion stiffness combined with a closed cross section that reduces the exposed surface to 

corrosion. This paper discusses the structural behavior, analysis and verification procedures in 

the Ultimate Limite State (ULS) of Composite Box Girder Bridges with application of 

external prestressing. In view of the paucity of literature on the subject and the absence of 

Brazilian standard, this work aims to produce a analysis script to determine the flexural 

capacity of prestressed composite box girder structures in ULS. Grounded in the American 

Standard AASHTO-LRFD:2012 and the literature review, we propose a case study for 

analytical verification/dimensioning of the structure, concerning positive and negative 

bending moments, shear and shear connectors. After this initial stage, prestressing was 

applied to the structure, and with de aid of analytical methods, and the virtual work method, 

the prestress losses and the relation between the additional strain of the tendons and the 

external applied moment were obtained. Thus, it was possible to make the horizontal forces 

balance through the Bisection Method and obtain the increment of positive and negative 

flexion strength. It was observed, with prestressing, an important increase of capacity in the 

negative bending region for ULS (~40%); for the positive bending region, the increase was 

somewhat higher than 7%, compared with the non-prestressed structure. Finally, a finite 

element model with shell elements was held with aid of the software SAP2000 to confront the 

initial analysis, made in space frame bars model, recommended by AASHTO-LRFD:2012 

standard. The results show that the space frame bars model, in terms of displacements and 

stresses, is appropriate to analyze this type of structure. 

Keywords: composite structures; box girder; external prestressing; virtual work method; 
prestress losses. 
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g3: cargas permanentes (normalmente cargas de pavimento e barreiras rígidas) - 

superestrutura funciona como seção mista 

Q: cargas variáveis (tráfego, temperatura, vento, etc.) 

fck: resistência característica do concreto 

fyd: tensão de escoamento de aço (fyd = fyk/1,15) 

fcd: resistência de cálculo do concreto (fcd = fck/1,4) 

Fy: tensão de escoamento do aço estrutural 

Fnc: tensão limite de compressão nas mesas inferiores do aço estrutural submetido à flexão 

negativa 

fc: resistência de cálculo do concreto com efeito Rüsch (fc = 0,85fcd) 

tf: tonelada-força (=10kN) 

in: polegadas (=2,54cm) 
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do mar de Tay foram derrubadas pelo vento quando um trem de passageiros a estava 

atravessando (BELLEI, 2007). 

O aço, que já era conhecido desde a Antiguidade, popularizou-se a partir do final do século 

XIX. O aço-carbono, liga formada por ferro e carbono, com adições de Manganês (Mn), 

Cobre (Cu) e Silício (Si), foi usado quase exclusivamente ao longo da primeira metade do 

século XX. Aços de maior resistência começaram a ser usados a partir da década de 1950, 

difundindo-se os aços de baixa liga. 

Segundo Mason (1976), os aços de baixa liga são em geral utilizados na construção de pontes. 

Estes aços contêm carbono, pequenas porcentagens de enxofre (S), fósforo (P) e outros 

elementos, tais como Manganês (Mn), Silício (Si), Vanádio (V), Molibdênio (Mo) e Titânio 

(Ti). Estes últimos aditivos quando aplicados em quantidades adequadas garantem um 

aumento da resistência mecânica, e a adição de Cobre (Cu) eleva a resistência à corrosão. É o 

que ocorre com os aços denominados CORTEN, ou aços patináveis. O aço CORTEN, de alta 

resistência, foi desenvolvido nos Estados Unidos na década de 1930. Esse aço forma a pátina, 

uma camada de óxido de ferro de cor avermelhada e textura fina que adere ao substrato 

agindo como uma barreira à corrosão. Além de em alguns casos dispensar pintura e apresentar 

resistências até 8 vezes maior que o aço-carbono comum, sua taxa de corrosão é decrescente 1. 

Como vantagens das estruturas de aço, destacam-se: 

a) alta resistência nos diversos estados de tensão (tração, compressão); 

b) oferece grande margem de segurança no projeto; material homogêneo, com 
limite de escoamento, ruptura e módulo de elasticidade bem definidos; 

c) permite reforçar ou substituir os elementos da estrutura; 

d) reaproveitamento de material. 
 
A principal desvantagem é a suscetibilidade à corrosão, o que requer o emprego de tintas ou 

outra proteção. 

Atualmente, as estruturas de aço são aplicadas em praticamente todos os setores da construção 

civil. Para a construção de pontes, empregam-se primordialmente chapas soldadas de alta 

resistência com espessuras variando de 6mm podendo chegar a 100mm em casos especiais 

(MASON, 1976). Perfis laminados ou soldados são frequentemente usados em peças especiais 

como transversinas e enrijecedores (figura 4). 

                                                           
1 Acesso ao artigo, estando no site < http://www.infomet.com.br/site/acos-e-ligas-conteudo-
ler.php?codConteudo=201> Acesso em: .25 ago. 2014. 



 

____

No f

na F

tabul

em v

Apes

vãos 

arma

O c

princ

enge

o ma

venc

conc

___________
Análise de P

final do sécu

França em 

leiros e nas 

vigas e pórti

sar da evolu

acabaram s

ado a ser lar

concreto pr

cipalmente 

nheiro fran

aterial mais 

er vãos ma

reto armado

____________
Pontes em Est

Figura 4: E

ulo XIX su

1875. Na 

nervuras do

icos com vã

ução tecnoló

sendo super

rgamente ut

rotendido 

após a Seg

cês Eugène

empregado

iores com r

o/protendid

____________
truturas Mista

Enrijecedores 

rgiram as p

época o co

os arcos. Ap

ãos de até 30

ógica do con

radas pelo a

ilizado nas 

surgiu na 

gunda Guer

e Freyssinet 

o na supere

redução da 

o. 

Figura 5: Mo

____________
as de Aço-Con

 e travamento

pontes em c

oncreto arm

proximadam

0m. 

ncreto nas ú

advento do 

fundações e

Alemanha

rra Mundia

(VITÓRIO

estrutura de 

altura de vi

ontagem de Lo

___________
ncreto de Seçã

os de perfis (D

concreto arm

mado era u

mente uma d

últimas déca

concreto pr

e mesoestru

a na décad

al devido, e

O, 2002). O 

pontes rod

igas. As fig

ongarinas Prot

____________
ão Caixão com

 
DUAN et al., 1

mado, sendo

usado inicia

década depo

adas, suas li

rotendido, c

uturas. 

da de 193

em grande 

concreto pr

oviárias, de

guras 5 a 8 

tendidas 

____________
m Protensão E

999) 

o a primeira

almente na

ois, surgiram

imitações p

continuando

30 e dese

parte, ao t

rotendido é 

evido ao fat

ilustram es

 

__________ 
Externa 

21

a registrada

s lajes dos

m as pontes

ara grandes

o o concreto

envolveu-se

trabalho do

atualmente

to de poder

truturas em

a 

s 

s 

s 

o 

e 

o 

e 

r 

m 



 

_______________

F

F

____________
Bruno Ta

Figura 6: Pont
transv

Figura 7: Co

Figura 8: Ponte

____________
asca de Linhar

te Ferroviária
versal ômega d

onstrução da R
(TZA

es sobre o Rio

____________
res. Porto Aleg

Milão-Roma,
do viaduto (M

Rodovia Egnat
AVEAS; GAV

o Jacuí – Obra

___________
gre: PPGEC/E

, próxima a M
MACCHI; MA

tia (Grécia) –
VAISE, 2010)

as Sul e Norte

____________
EE/UFRGS, 2

 
Modena (Itália)
ACCHI, 2010) 

 
balanços suce

 
, Porto Alegre

____________
2015 

) – seção 
) 

essivos           

e BR-290 

__________ 

22

            

2



 

________________________________________________________________________________________ 
Análise de Pontes em Estruturas Mistas de Aço-Concreto de Seção Caixão com Protensão Externa 

23

Os sistemas com estruturas mistas para pontes, visam a combinar esses dois materiais para 

obter, assim, a máxima eficiência de ambos. Foram introduzidas à época da reconstrução 

europeia no pós-guerra e mostraram-se, nas últimas cinco décadas, como um dos sistemas 

mais adequados para o uso de materiais compósitos em aplicações em rodovias. O trabalho 

conjunto se dá através de ligação por conectores de cisalhamento. 

Os primeiros elementos mistos utilizados foram as vigas; os perfis eram envolvidos com 

concreto sem função estrutural a fim de aumentar a resistência ao fogo, porém com o 

desenvolvimento de resistências maiores para o concreto, ele passou a ser levado em conta na 

resistência do conjunto. 

A primeira norma a abordar exclusivamente o dimensionamento e verificação de elementos 

mistos foi a norma europeia Eurocode 4, que serviu de diretriz para a elaboração do texto de 

revisão da NBR 8800:2008. Atualmente a NBR 8800:2008 contempla o dimensionamento de 

lajes mistas, vigas mistas, pilares mistos e ligações mistas para estruturas de edifícios. 

De acordo com De Nardin e Souza (2008), a utilização de elementos mistos aço-concreto 

amplia de maneira considerável o conjunto de soluções em concreto armado e em aço. A 

crescente utilização de estruturas mistas deve-se a fatores como: maior transparência da 

estrutura, redução das dimensões da seção transversal, peso próprio menor, maior rapidez e 

facilidade de execução e possibilidade de dispensar fôrmas e escoramentos, reduzindo custos 

com materiais e mão de obra. 

A ação composta não só reduz os esforços das cargas variáveis, como também as deflexões 

devido ao aumento da rigidez à flexão. Isso é garantido pela presença dos conectores de 

cisalhamento fixados à viga. Seções mistas e tipos de conectores são mostrados nas figuras 9 

a 11, porém os conectores flexíveis, ou Stud Bolts, tornaram-se os mais utilizados atualmente 

e são exemplificados na figura 12 (KLAIBER; WIPF, 1999).  
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para a atenuação desses efeitos, sendo que para as estruturas mistas caixão, devido à sua seção 

transversal vazada, há a possibilidade para a instalação da protensão em seu interior. 

Sendo assim, o objetivo do trabalho é propor o estudo de um caso, uma ponte mista de seção 

caixão contínua tangente de 2 vãos, proceder à sua verificação analítica segundo os critérios 

da norma AASHTO-LRFD:2012, deteminar sua resistência em Estado Limite Último (ELU) e 

definir conectores de cisalhamento. Com isso, aplicar uma força de protensão à estrutura, que 

respeite suas tensões admissíveis, e apresentar o método para a verificação em ELU com a 

protensão. O foco é dado especialmente ao estado último da flexão negativa, na região de 

continuidade dos vãos. A verificação da região de flexão negativa em estruturas mistas 

normalmente é omitida ou apresentada sem os devidos detalhes em manuais técnicos e livros, 

tratamento diferente do caso da flexão positiva. Deste modo, então, pretende-se construir um 

método de verificação da flexão na região de momento negativo, com aplicação de protensão, 

para estruturas mistas de seção caixão e apresentar o incremento de resistência em ELU. 

A análise estrutural inicial é realizada por meio de modelo em barras de pórtico espacial 

através do software STRAP 2013. Por fim, um modelo em elementos finitos, com elementos 

de casca, é efetuado, com auxílio do software SAP2000, para confrontar/validar os resultados 

do modelo inicial, especialmente em termos de tensões e deslocamentos. Convém destacar 

que o modelo em barras de pórtico espacial tem anuência da norma AASHTO-LRFD:2012. 

O modelo em elementos finitos com SAP2000 justifica-se por este software possuir opções de 

elementos de casca fina (Thin Shell) e casca grossa (Thick Shell), ao passo que o software 

STRAP 2013 somente disponibiliza elementos de casca fina. 

1.3 ESTRUTURA 

O trabalho está divido em 8 capítulos, além dos Anexos A, B, C e D, que apresentam as 

rotinas e programações das verificações e dimensionamentos analíticos. 

No primeiro capítulo foi apresentado um panorama geral do problema a que se propõe o 

trabalho, conceituação e histórico das estruturas mistas e vantagens da aplicação da protensão, 

bem como a justificativa e objetivos do trabalho. 

O capítulo 2 trata das características das pontes em geral. Conceitos de subestruturas, suas 

funções, bem como critérios para definir os carregamentos permanentes e móveis segundo as 

normas brasileiras: NBR 8681:2003 e NBR 7188:2013. 
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No capítulo 3, trata-se das fases de carregamento das estruturas mistas, seus modelos de 

análise e determinação das combinações de cargas para Estado Limite Último (ELU) e de 

Serviço/Fadiga (ELS). 

O capítulo 4 se encarrega de apresentar as prescrições da AASHTO-LRFD:2012 para as 

verificações de pontes mistas de seção caixão quanto ELU (flexão, cisalhamento) e ELS 

(conectores de cisalhamento). 

O capítulo 5 apresenta inicialmente a protensão focada a estruturas de concreto para depois 

evoluir ao caso das estruturas mistas e à aplicação no modelo do caso estudado. No capítulo 6 

é proposto um estudo de caso. 

No capítulo 7 apresentam-se os critérios e resultados da análise da estrutura em Elementos 

Finitos com o auxílio do software SAP2000. 

As conclusões e sugestões para trabalhos futuros ficam a cargo do capítulo 8. As referências 

bibliográficas são apresentadas na sequência. 
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2.2.2.3 Carga de Impacto 

O efeito dinâmico das cargas móveis deve ser analisado pela teoria Dinâmica das Estruturas. 

É permitido, no entanto, assimilar cargas móveis a cargas estáticas, a partir de coeficientes de 

impacto. Estes, são parâmetros definidos a partir da vãos da estrutura. Trata-se de fatores 

aplicados sobre as cargas móveis, ou seja, sobre os trens-tipo.  

Os passeios, que são os espaços destinados aos pedestres, são carregados somente pela carga 

de multidão não-majorada pelo coeficiente de impacto. O coeficiente de impacto não se aplica 

à carga distribuída (5kN/m²). A expressão do coeficiente é dada a seguir, onde L [m] é o vão 

analisado (NBR 7187:2003): 

	 Φ 1,4 0,007L 1,0 (1)

O coeficiente de impacto de majoração das cargas estáticas segundo a AASHTO-LRFD:2012, 

é dado por (onde IM é o fator de carga dinâmica = 33, para Estados Limites Últimos e 15% 

para Estado Limite de Fadiga): 

	 Φ 1 IM/100 (2)

Este coeficiente, como o anterior, deve ser aplicado somente às cargas do trem-tipo. Pelo fato 

de o trabalho estar tratando de cargas móveis definidas pelas normas brasileiras, optou-se por 

utilizar o coeficiente da equação (1). 

2.2.2.4 Frenagem e Aceleração 

Admitindo-se um valor para a aceleração do veículo, supostamente constante, verifica-se que 

o esforço longitudinal F corresponde a uma fração (igual a a/g – a=aceleração do veículo; g = 

aceleração da gravidade) do peso do veículo. Para pontes rodoviárias, a norma NBR 

7187:2003 estabelece os seguintes valores para o cálculo dos esforços longitudinais, devendo-

se adotar o maior dos dois: 

a) aceleração – 5% da carga móvel aplicada sobre o tabuleiro; 

b)  frenagem – 30% do peso próprio do veículo 
 
A alínea (a) corresponde à aceleração de a = 0,5m/s², com a qual a velocidade de 80km/h é 

atingida na extensão de 500m. Já a frenagem de 30% (alínea b) corresponde à aceleração 

negativa a = -3m/s² com a qual um veículo de 80km/h pode ser imobilizado numa extensão de 

82m. 
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2.2.4 Fluência e Retração 

A fluência, também chamada de deformação lenta, é um fenômeno que ocorre no concreto, ao 

longo do tempo, decorrente da atuação de cargas de longa duração. A retração é a variação 

volumétrica do concreto, que, em geral, é devida à saída de água por evaporação, hidratação 

do cimento ou por carbonatação (NEVILLE; BROOKS, 2013). 

Deste modo, esses fenômenos dependem além do tempo, de variáveis como temperatura, 

umidade, volume/superfície da peça e quantidade de água no lançamento do concreto. 

Para o caso das estruturas mistas, poucos são os estudos que lidam com o assunto. As 

dificuldades para o cálculo preciso se devem à complicada inter-relação entre fluência e 

retração. 

Saadatmanesh et al.3, citados por Wu e Bowman (2000), propuseram um procedimento 

simples para incluir o efeito da fluência no cálculo das tensões e deformações em uma 

estrutura mista sujeita a cargas permanentes (longa duração). Este procedimento converge à 

solução proposta pela norma AASHTO-LRFD:2012, tratada nos capítulos seguintes. A 

solução consiste em triplicar a razão n (=Es/Ec) entre os módulos de elasticidade do aço (Es) e 

do concreto (Ec), usada para transformar a laje de concreto em uma seção fictícia de aço 

(homogeneização). Com este artifício, que será apresentado no capítulo 3, reduz-se a inércia 

resultante da seção mista, simulando-se, assim, maior deformação devido à fluência. 

Para estruturas de pontes mistas consideradas neste trabalho, definem-se lajes pré-moldadas 

conforme visto para o viaduto Julio de Castilhos no capítulo 1. As lajes definidas sofrem cura 

úmida por 28 dias até serem posicionadas sobre a estrutura de aço. Para este caso, adota-se o 

procedimento de cálculo da retração pelo ACI 209.R-92 (American Concrete Institute) 

apresentado por Neville e Brooks (2013). Este método leva em conta o efeito da cura úmida 

na aceleração da retração antes de a peça ser colocada em sua posição final. Deste modo a 

peça sofrerá apenas parte de sua retração quando estiver solidarizada ao perfil (caixão) de aço. 

A retração para cura úmida de 28 dias é dada por (NEVILLE; BROOKS, 2013):  

	 , 0
35

(3)

Em que 

                                                           
3 SAADATMANESH, H.; ALBRECHT, P.; AYYUB, B. Guidelines for flexural design of prestressed 
composite beams. Journal of Structural Engineering, ASCE, 115(11), 2944-2961, 1989c. 
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Assim, em posse da deformação de retração εcs(t,t0), pode-se aplicar, no modelo matemático, 

uma carga de temperatura excêntrica equivalente em relação ao CG da seção mista. Outra 

maneira de simular a ação da retração é definir uma força de protensão fictícia excêntrica. As 

equações (11) a (14) ajudam a entender o método. 

Simulação da retração por uma variação negativa de temperatura no concreto: 

	
. → , 0 (11)

	 , 0
(12)

Onde 

ΔT – variação de temperatura equivalente para simulação da retração (ºC); 

α – coeficiente de dilatação térmica do concreto (=1,2.10-5 ºC-1). 

 
Simulação da retração por uma força equivalente fictícia de protensão excêntrica: 

	 . → . . (13)

	 . . , 0 (14)

Onde 

Fpeq – força de protensão fictícia equivalente no CG da laje de concreto; 

Ac, Ec – área de seção transversal da laje e módulo de elasticidade do concreto.  

 
Neste trabalho, considera-se cura úmida de 28 dias, na qual as lajes pré-moldadas são cobertas 

com aniagem periodicamente umedecida e se mantêm em contato com a água durante a cura. 

Após a cura, as peças serão posicionadas e solidarizadas ao caixão de aço. Neste caso, a 

retração/força aplicada à estrutura mista será resultante da retração que ocorre após os 28 dias 

de cura. 

Após a retração inicial em cura úmida, εcs(28,0), considera-se como tempo final de retração a 

idade de 3 anos (~1000 dias). Portanto, a retração a que estará submetida a estrutura mista é a 

diferença: Δ = εcs(1000,0) - εcs(28,0). 
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3 PONTES MISTAS 

Neste capítulo são apresentados os procedimentos para a análise de uma ponte em estrutura 

mista, segundo critérios da AASHTO-LRFD:2012.  

O capítulo versa inicialmente a respeito das fases de construção e sua influência no modelo 

elástico linear de análise (superposição). Na sequência, aborda-se o tipo de modelo a ser 

utilizado na análise, bem como das combinações de cargas para definição das envoltórias de 

esforços em Estados Limites Último (ELU) e de Serviço (ELS). 

3.1 FASES DE CONSTRUÇÃO SEGUNDO AASHTO-LRFD:2012 

Para o caso de estudo, bem como para estruturas padrão com esse tipo de solução, há 

basicamente quatro fases de construção a considerar. Cada uma dessas fases terá uma análise 

separada, com suas propriedades geométricas próprias, condições de contorno próprias e 

cargas próprias. A partir da superposição dos efeitos em cada fase têm-se, com a envoltória 

das ações, os esforços finais utilizados na verificação/dimensionamento da estrutura. 

Neste trabalho, denominam-se as fases de construção da seguinte maneira: 

a) Fase Seção Caixão Isostática; 

b) Fase Seção Caixão Hiperestática; 

c) Fase Seção Mista de Curta Duração; 

d) Fase Seção Mista de Longa Duração. 
 
A avaliação das propriedades das seções transversais (momentos de inércia, momentos 

estáticos, área, rigidez a torção) deve ser feita para cada fase, pois cada uma sofrerá um 

carregamento específico. As denominações Longa Duração e Curta Duração, também são 

usadas nas prescrições da NBR 8800:2008 com referência aos efeitos de retração e fluência. 

Discute-se nos itens seguintes, do que se trata cada fase. A figura 37 exemplifica uma seção 

caixão mista com seus componentes típicos, e que é o objeto de estudo deste trabalho. 
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para o uso normal da construção, ou que são indícios de comprometimento da durabilidade da 

estrutura. 

Como se está tratando de cargas móveis definidas pela NBR 7188:2013, convém abordar as 

combinações de carga segundo a norma brasileira NBR 8681:2003. Basicamente, as 

combinações de cargas para pontes são: 

a) Combinações Últimas Normais: ações permanentes e a ação variável 
principal, com seus valores característicos e as demais ações variáveis 
(secundárias), com seus valores reduzidos de combinação ψ0; 

b) Combinações Quase Permanentes de Serviço: todas as ações variáveis são 
consideradas com seus fatores quase permanentes ψ2; 

c) Combinações Frequentes de Serviço: a ação variável principal é tomada com 
seu valor frequente ψ1 e todas as demais ações variáveis são tomadas com seus 
valores quase permanentes ψ2. 

 
As expressões para as combinações supracitadas são, conforme NBR 8681:2003, 

respectivamente: 

	
F , . , (16)

	
F , , (17)

	
F , . , (18)

Onde: 

γg1 = 1,25 (peso próprio de estruturas metálicas - Fase Seção Caixão Isostática); γg2 = 1,30 

(peso próprio das lajes pré-moldadas - Fase Seção Caixão Hiperestática); γg3 = 1,40 

(elementos construtivos industrializados com adição in loco - Fase Seção Mista de Longa 

Duração); 

γq = 1,50 (ações variáveis em geral – cargas móveis - Fase Seção Mista de Curta Duração); γq 

= 1,40 (ações de vento – cargas móveis - Fase Seção Mista de Curta Duração); 

ψ0 = 0,7 (cargas rodoviárias); ψ0 = 0,6 (cargas de vento); ψ1 = 0,5 (cargas rodoviárias); ψ1 = 

0,3 (cargas de vento); ψ2 = 0,3 (cargas rodoviárias); ψ2 = 0 (cargas de vento). 
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No capítulo seguinte, as prescrições da norma AASHTO-LRFD:2012 serão introduzidas. 

Expõem-se as verificações analíticas quanto ao Estado Limite Último e de Fadiga aos quais se 

deve proceder a partir das envoltórias dos resultados do modelo em barras. Foi reservado um 

subitem especial nesse capítulo para combinações de fadiga, já que estão ligadas diretamente 

à verificação dos conectores. 
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Esse caso se aplica à determinação do momento fletor positivo resistente para o caso no qual 

os perfis são compactos, ou seja, quando respeitam as relações de esbeltez especificadas pela 

Norma. Com a posição da LNP, faz-se um somatório de momentos resistentes em relação a 

um ponto da seção ou em relação à LNP e o Momento de Plastificação Resistente está 

determinado. Na figura 43, Rcd e Fcd são as resultantes total e parcial da laje; Rtd e Ftd são as 

resultantes total e parcial do perfil e Cad é a parcela de aço comprimido para o caso (c). 

Na determinação das propriedades geométricas da seção transversal (inércia, área, momentos 

estáticos), a norma brasileira considera os efeitos de longa e curta duração das cargas, levando 

em conta o efeito da fluência do concreto. Porém, a definição dos conectores de cisalhamento 

é feita em Estado Limite Último, a partir do menor valor entre as resultantes plásticas da laje e 

da seção de aço, sem levar em consideração o efeito da fadiga. Esse fato se justifica, já que a 

NBR 8800:2008 trata de estruturas de edifícios, onde as cargas são de pouca variabilidade. De 

fato, Pinho e Bellei (2007) já comentavam a não existência de normas brasileiras para pontes 

metálicas e mistas, recomendando ao projetista, portanto, recorrer a normas estrangeiras. 

A própria NBR 8800:2008 recomenda que, na falta de soluções não cobertas pela mesma, o 

responsável técnico deve usar procedimentos aceitos pela comunidade técnico-científica, bem 

como uso de normas estrangeiras. 

Com isso, justifica-se a adoção do texto americano para pontes/viadutos em estruturas mistas, 

abordado neste trabalho. 

4.2 AASHTO-LRFD:2012 

A AASHTO-LRFD:2012 foi a primeira norma nacional americana a tratar de pontes, 

publicada inicialmente como AASHO (American Association of State Highway Officials) em 

1931. Com o advento do automóvel e o estabelecimento dos departamentos rodoviários, 

àquela época, o projeto, construção e manutenção da maior parte das pontes americanas 

tornou-se responsabilidade desse departamento.  

Segundo a norma americana (Load and Resistance Factor Design), as pontes devem ser 

projetadas segundo o método dos Estados Limites.  

Nos itens seguintes tratar-se-á de pontes mistas de seção caixão tangentes e classificadas pela 

Norma como compactas, ou seja, respeitando parâmetros de esbeltez das chapas que a 

compõem. 
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Dcp = altura da alma comprimida no equilíbrio plástico horizontal (posição da LNP a partir do 

topo); E = módulo de elasticidade do aço. 

Para garantir o momento de plastificação, ainda é necessário verificar a relação entre Dp e a 

altura total da seção mista Dt. Dp é a distância do topo da laje até a Linha Neutra Plástica. É 

dada por: 

	 D
D

0.1 (21)

Deste modo, segundo Wittry (1993 apud AASHTO-LRFD:2012)4, aplica-se uma margem de 

segurança adicional ao valor teórico do momento positivo resistente se esta relação não é 

respeitada. Essa verificação visa a garantir adequada durabilidade à estrutura, evitando 

esmagamento prematuro da laje, garantindo adequada ductilidade à seção mista. Resume-se o 

exposto pela equação (22): 

	 M D 0.1D

ã M 1.07 0.7
D
D

(22)

Na equação (22), Mn é o momento nominal positivo resistente. 

Finalmente, sendo vãos contínuos, ou seja, havendo continuidade da superestrutura entre 

vãos, tem-se como Momento Resistente Positivo Nominal final, o menor dos valores: 

	 M min , 1,3 (23)

Na equação (23), My é o momento positivo das cargas externas (tráfego) capaz de causar o 

início do escoamento na seção caixão de aço. O início do escoamento pode ocorrer no topo da 

mesa superior ou na face externa da mesa inferior; My, portanto, é o menor momento externo 

que inicia um desses dois processos. 

4.2.1.2 Momento Fletor Resistente Negativo 

Nas regiões de momento fletor negativo, o cálculo do momento resistente não envolve o 

momento de plastificação da seção, mas sim a limitação das tensões nas mesas tracionadas e 

comprimidas.  

                                                           
4 WITTRY, D. M. An Analytical Study of the Ductility of Steel Concrete Composite Sections. Master Thesis. 
University of Texas, Austin, 1993. 
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A resistência ao cisalhamento neste caso pode ser computada somando-se a ação de viga e a 

ação do campo de tensão pós-flambagem como mostrado na equação (28): 

	

	

0.87 1

1

	 	
2 ∗

2.5

	 ã 	
0.87 1

1

	 (28)

Se a primeira condição não é satisfeita, significa que a área total das mesas dentro do trecho 

do campo de tensões é pequena em relação à área da alma e, assim, a capacidade total pós-

flambagem não pode ser desenvolvida. A segunda condição, mais conservadora para o caso 

de pós-flambagem, dá a solução desprezando o aumento da tensão no campo de tensão 

externo, na fatia da alma entre enrijecedores (figura 47). 

A relação C, entre a resistência à flambagem por cisalhamento e a resistência ao escoamento 

por cisalhamento é dada nas equações (29) e (30): 

	

	

1,0 1.12
.

1.12 .
								 	1.12

∗
1.40

.

1.57 .
																											 	 1.40

.

(29)

	 5
5

(30)

Sendo: 

D = altura da alma do perfil; 

k = coeficiente de flambagem por cisalhamento; 

d0 = distância longitudinal entre os enrijecedores transversais; 

Vp = resistência ao escoamento por cisalhamento; 

bfc e tfc = largura e espessura da(s) mesa(s) comprimida(s); 
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bft e tft = largura e espessura da(s) mesa(s) tracionada(s); 

4.2.3 Conectores de Cisalhamento 

Os conectores de cisalhamento devem ser calculados para resistir ao Estado Limite de Fadiga. 

A quantidade de conectores provenientes dessa verificação deve ser maior ou igual à 

quantidade aferida no Estado Limite Último (ELU). 

O esforço cortante requerido para a verificação dos conectores resulta das combinações de 

cargas de fadiga. As combinações de fadiga levam em conta apenas as cargas transientes 

(tráfego) com seus fatores de fadiga. Como as cargas transientes são cargas de curta duração, 

o fluxo de cisalhamento deve advir da análise de curta duração, ou seja, com a 

homogeneização da seção transversal a partir de n (=Es/Ec). 

A resistência ao cisalhamento para um conector é determinada a partir de um parâmetro 

dependente do número de ciclos a que a estrutura estará submetida em sua vida útil. Tendo-se 

a resistência de um conector e a tensão de cisalhamento atuante na interface, pode-se 

determinar o número de conectores e seu espaçamento. 

Os conectores de cisalhamento devem estar presentes tanto nas regiões de flexão positiva 

como negativa, para resistir às tensões de torção que existem ao longo de todo o vão, em 

todos os tipos de seção mista caixão (AASHTO-LRFD:2012). 

4.2.3.1 Combinações de Fadiga 

Os conectores são dimensionados segundo o fluxo de cisalhamento proveniente das 

combinações de carga de fadiga. Como se está tratando de carregamentos definidos pela 

ABNT, é conveniente adotar os parâmetros da NBR 8681:2003 nesta questão. 

Segundo essa Norma, na falta de um espectro de carga que defina a frequência de repetição 

dos níveis de carga (regra de Palmgren-Miner), a verificação da fadiga pode ser feita para um 

único nível de carga. Esse nível de carga é definido pela carga frequente de fadiga (ψ1,fadFqk). 

Portanto, corresponde à carga móvel (tráfego) característica multiplicada por seu fator 

frequente. 

Para vigas longitudinais de pontes rodoviárias com vãos de até 100m e 2x106 ciclos, o fator é 

0,5. Assim, as combinações de fadiga são: 0,5Fqk, Fqk – carga móvel (NBR 8681:2003). 
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O fluxo de cisalhamento utilizado para a verificação dos conectores vem da amplitude 

máxima de cisalhamento na seção. O esforço cortante, numa seção de análise, poderá trocar 

de sinal de acordo com a linha de influência da carga móvel. Deste modo, deve-se considerar 

a amplitude de variação do cisalhamento - Vf (equação 31): 

	 | | | | (31)

4.2.3.2 Resistência à fadiga de um conector tipo Stud Bolt 

A resistência à fadiga por cisalhamento para um conector é função do número de ciclos a que 

ele estará submetido. O número de ciclos (N), por sua vez, é determinado pelo número de 

caminhões por dia em uma direção, para 75 anos de vida útil da obra, segundo a AASHTO-

LRFD:2012: 

	 365 ∗ 75 ∗ (32)

ADTT = tráfego médio diário de caminhões em uma faixa, em toda a vida útil da obra. 

Com esse dado, e com o diâmetro do conector (d), encontra-se a resistência de um conector à 

fadiga (Zr) com: 

	 	238 29.5 log → ∗ 	 (33)

 
De acordo com a norma americana, pesquisas mostram que o tráfego médio diário é 

fisicamente limitado a 20000 veículos por faixa, sob condições normais. O número ADTT 

pode ser determinado ao multiplicar-se esse valor pelo fator de caminhões em tráfego, que, 

para viadutos urbanos, é 10%. Neste caso ADTT seria 2000 caminhões por dia. A norma 

assume que esta carga de fadiga, definida para uma faixa, é aplicada em todas as faixas. 

Deste modo, aplicando-se os cálculos, a resistência à fadiga de um conector é 9,364kN 

(0,936tf). 

Para corroborar este cálculo, recorre-se aos valores Cut-off de fadiga, para tensões de 

cisalhamento de conectores Stud Bolts segundo o Eurocode 3: Design of steel structures – 

Part 1-9: Fatigue. O valor Cut-off é a variação de tensão a partir de 108 ciclos, para a qual, 

independente do tráfego, a resistência à fadiga está garantida. 

Nussbaumer et al. (2011) apresentam o gráfico mostrado na figura 48. Para conectores Stud 

Bolts o tipo de detalhe é dado pelo código 80. Assumindo-se a tensão de Cut-off, obtém-se, a 

partir da figura abaixo, uma tensão de cisalhamento de aproximadamente 36MPa. 
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Os esforços torçores também introduzem tensões tangenciais/fluxos de cisalhamento 

transversais. Estes são dados pelas tensões de cisalhamento da torção de St. Venant, conforme 

equação (36): 

	
2

(36)

Na qual, o fluxo de cisalhamento transversal, Vst, depende de Tf (esforço de torção para as 

combinações de fadiga) e Acont (área do contorno médio da seção caixão). 

Com a soma vetorial dos fluxos Vsr e Vst e a resistência de um conector (Zr), determina-se o 

espaçamento e, por consequência, o número de conectores com: 

	 ∗
(37)

Na equação (37), p é o espaçamento longitudinal entre linhas de conectores e N é o número de 

conectores transversais em cada linha. 

A Norma americana fixa os espaçamentos longitudinais máximos e mínimos entre conectores: 

60cm (24 polegadas) e 6Φ (Φ = diâmetro do conector), respectivamente. Na direção 

transversal, recomenda um espaçamento mínimo de 4Φ. 

4.2.3.4 Estado Limite Último para conectores 

Para o ELU, toma-se a menor resultante de plastificação entre o perfil de aço e a laje de 

concreto (P) e este valor é comparado à resistência nominal de um conector (Qr), obtendo-se 

assim, o número de conectores mínimo (n) para o ELU.  

	
(38)

Para casos de vãos simples e vãos contínuos em que não haja consideração da laje na flexão 

negativa, a força total de cisalhamento, P, é considerada entre os pontos de máximo momento 

fletor positivo e o ponto de momento nulo para as cargas móveis de cálculo. Para uma viga 

isostática, por exemplo, o número de conectores, n, seria definido para ½ vão, ou seja, entre o 

momento máximo no centro do vão e o nulo nos apoios extremos. Portanto, para todo o vão, 

têm-se 2n conectores. 
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Os parâmetros da equação (38) são expressos por: 

	 0.85 ; ã (39)

	 	0.85 0.5 ; 	 (40)

Nas equações (39) e (40), fck é a resistência característica do concreto, bc e tc são a largura e 

espessura da laje, respectivamente, Aconector é a área de seção transversal do Stud Bolt, Acaixão é 

a área de seção transversal do caixão de aço e Fu é a tensão de ruptura do aço do conector. 

4.2.3.5 Retração e Protensão para conectores 

Os conectores de cisalhamento, conforme a AASHTO-LRFD:2012, são dimensionados para a 

variação das tensões de cisalhamento dadas pelas combinações de fadiga (dependem apenas 

das cargas móveis) ou para as propriedades inelásticas dos materiais em ELU (dependem 

apenas dos materiais), conforme itens anteriores. Deste modo, o efeito da retração e 

protensão, nestas análises, não é importante. 

Propõe-se, entretanto, um método para verificar o efeito destas cargas. 

Para a retração, convém conferir se os conectores definidos pelos critérios anteriores são 

suficientes para absorver o fluxo de cisalhamento induzido. Em posse do fluxo de 

cisalhamento de retração Vretração e da resistência Qr (item anterior) para o conector em ELU, 

pode-se conferir o espaçamento (p) e, consequentemente, o número de Studs. Resumindo: 

	 çã
(41)

Para o caso da protensão faz-se a mesma análise, porém, a protensão é um esforço que se 

opõe aos demais esforços. A protensão mobiliza o peso próprio da estrutura. Portanto, o fluxo 

a considerar deve ser o resultante da protensão mais a carga permanente atuante sobre os 

conectores. A carga permanente que solicita os conectores logo após a solidarização com a 

seção caixão são as cargas g3. As cargas permanentes g1 e g2 não solicitam os conectores, 

pois a estrutura ainda não funciona como seção mista nestas etapas (capítulo 3).  

Prescinde-se do efeito da retração nesta análise, pois a mesma atua a favor da carga g3. Deste 

modo, com os fluxos das cargas g3 e protensão, chega-se a: 
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	 ã
(42)

Essas verificações servem para conferir se o número de conectores está adequado, em Estado 

Limite Último, para o ato de protensão e para o efeito da retração. 
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5 PROTENSÃO 

A região de inversão de momentos fletores (laje de continuidade sobre pilares internos) é a 

zona mais frágil da estrutura em Estado Limite Último (ELU). Shim et al (2010) já 

recomendavam manter a laje desta região sob constante compressão, prevenindo, assim, a 

fissuração e aumentando a capacidade em ELU, sendo esta a importância da protensão como 

solução para as regiões contínuas sobre pilares. 

Neste capítulo, apresenta-se a protensão para estruturas mistas. O objetivo é dar um panorama 

geral sobre a protensão, sua concepção e então sua aplicação em conjunto com as estruturas 

mistas. 

Inicialmente faz-se um breve histórico e conceituação da protensão. Na sequência, estuda-se a 

protensão a partir de estruturas de concreto, tratando de um assunto de grande importância 

para a verificação em ELU: as perdas de protensão. Após isso, procede-se à aplicação da 

protensão em estruturas mistas e sua verificação em ELU. 

5.1 HISTÓRICO E CARACTERÍSTICAS DA PROTENSÃO 

Segundo Pfeil (1984), a protensão pode ser definida como um artifício de introduzir, na 

estrutura, um estado prévio de tensões, de modo a melhorar sua resistência ou seu 

comportamento, sob ação de diversas solicitações. 

Eugène Freyssinet, engenheiro francês, é considerado o criador do concreto protendido. Com 

ele surgiu em 1928 o primeiro trabalho consistente sobre concreto protendido com a 

introdução de aço de alta resistência para a execução de protensão. Experiências anteriores, 

com aço doce, tinham apresentado resultados insatisfatórios quando consideradas as perdas 

lentas de protensão. Os aços por ele empregados tinham a forma de arames trefilados, e seu 

princípio de protensão em estruturas é usado até hoje (GOMES JUNIOR, 2009). 

As grandes deformações do aço de protensão podem ser obtidas sem comprometer a aderência 

com o concreto, ao usarem-se dispositivos como as bainhas. As bainhas são dutos corrugados 

de aço ou PEAD (Polietileno de Alta Densidade) que evitam o contato do aço de protensão 

com o concreto durante a distensão do primeiro. Desta forma a armadura de protensão pode 

alcançar deformações finais em ELU superiores ao limite convencional do aço doce em 

concreto armado (1%). 
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A primeira obra oficialmente realizada no mundo em concreto protendido foi projetada por 

Freyssinet em 1941, ponte sobre o rio Marne em Luzancy, França. No Brasil, a primeira obra 

realizada em concreto protendido foi a Ponte do Galeão (1948), no Rio de Janeiro, com 380m 

de comprimento, também projetada por Eugène Freyssinet. Todos os equipamentos e 

materiais utilizados foram importados da França.  

A partir de 1974, os aços de baixa relaxação (RB) passaram a ser fabricados no Brasil, em 

substituição aos aços de relaxação normal (RN). Os aços aliviados ou de relaxação normal 

(RN) são aços retificados por um tratamento térmico que alivia as tensões internas de 

trefilação; já os aços estabilizados ou de baixa relaxação (RB) recebem um tratamento termo-

mecânico que melhora as características elásticas, reduzindo as perdas de tensão por 

relaxação. Este avanço justificou a preferência pelo aço RB, válida até hoje. 

De acordo com Carvalho (2012), o concreto protendido apresenta vantagem econômica se 

considerarmos o custo por kg de aço necessário para desenvolver determinada força ou 

tensão. Mesmo se se considerarem as perdas inerentes de proteção, o concreto protendido 

apresenta a vantagem de diminuir a fissuração, vantagem que não é encontrada nos sistemas 

de concreto armado. 

Pode-se acrescentar como vantagens: estruturas mais leves que o concreto armado, 

durabilidade maior e menor fissuração, menores deformações e adequação ao uso de pré-

moldagem. 

As desvantagens do sistema protendido são as mesmas que existem (em menor intensidade) 

para estruturas de concreto armado, como peso próprio elevado e necessidade de tempo de 

cura e escoramento. Soma-se a isso ainda e necessidade de elementos acessórios como 

bainhas, cabos e cordoalhas. 

5.2 CLASSIFICAÇÃO DA PROTENSÃO 

Pode-se classificar a protensão quanto à aderência (Sistemas de Protensão) e quanto às 

tensões e fissuração em Estado Limite de Serviço (Tipos de Protensão). 

 

 



 

____

5.2.1

Gene

inicia

Prot

ativa

peça 

trans

Prot

a ade

cabo

Quan

como

Prot

os ca

passi

5.2.2

São r

ser c

___________

1 Sistema

ericamente p

al, protensã

tensão com

a é colocada

passa pela 

sferindo a fo

tensão com

erência se 

s são tracio

ndo a força

o placas de 

tensão sem 

abos e o co

iva deve est

Figu
in

2 Tipos d

relacionado

ompleta, lim

____________
Bruno Ta

as de Prot

pode-se div

ão com ader

m aderência

a, ancorada

fase de cur

orça de prot

 aderência 

dá posterio

onados por m

a de proten

ancoragem

aderência:

oncreto. A 

tar sempre a

ura 49: Posicio
njeção da past

e Protens

os aos Estad

mitada ou p

____________
asca de Linhar

tensão 

vidir os siste

ência poster

 inicial: é e

a em blocos

ra. Ao fim d

tensão para 

posterior:

ormente, atr

macacos hid

são é ating

, cunhas me

: é aplicada

inexistênci

aderente ao 

onamento do c
a de cimento –

são 

dos Limites 

arcial, conf

____________
res. Porto Aleg

emas de pro

rior e proten

empregada 

s nas cabec

da cura, as f

a peça. 

 é aplicada 

ravés da inj

dráulicos qu

gida, os cab

etálicas e po

a a uma peç

ia de aderê

concreto. E

cabo e concre
– protensão co

de Utilizaç

forme segue

___________
gre: PPGEC/E

otensão em 

nsão sem ad

na fabricaç

eiras e trac

fôrmas são 

sobre uma 

njeção de pa

ue se apoiam

bos são aco

orcas especi

a já endurec

ência refere

Ex: lajes cog

etagem da peça
om aderência 

ção referent

em as defini

____________
EE/UFRGS, 2

3 tipos: pro

derência. 

ção de pré-m

ionada; o c

retiradas e 

peça de co

asta de cim

m nas própr

orados por 

iais  

cida sem qu

-se soment

gumelo, pon

a, aplicação d
posterior (RU

es à fissura

ições da NB

____________
2015 

otensão com

moldados. A

concreto é l

os cabos sã

oncreto já en

mento nas b

rias peças d

dispositivos

ue haja ader

te à armadu

ntes mistas.

 

da protensão, 
UDLOFF) 

ação. A prot

BR 6118:20

__________ 

70

m aderência

A armadura

lançado e a

ão cortados,

ndurecido e

bainhas. Os

de concreto.

s especiais,

rência entre

ura ativa; a

tensão pode

14. 

0

a 

a 

a 

, 

e 

s 

. 

, 

e 

a 

e 



 

____

Prot

estad

comb

de fi

É o t

tensõ

Prot

respe

frequ

onde

fissu

Prot

respe

de ab

limit

5.3 P

A p

envo
___________

Análise de P

tensão com

do limite de

binações fre

ssuras, isto 

tipo de prot

ões de traçã

tensão limi

eitado o esta

uentes de aç

e se admitem

uração. Apli

tensão par

eitado o esta

bertura de 

tada, porém 

PROTEN

rotensão é

olvendo gran
____________
Pontes em Est

pleta existe

e descompr

equentes. Pa

é, admite-s

tensão reco

o e abertura

itada existe

ado limite d

ções, é resp

m tensões 

cações: pon

cial existe 

ado limite d

fissuras (li

admitem-s

Figura 50: E

SÃO EM 

é uma técn

ndes vãos, c
____________
truturas Mista

e quando, p

ressão, ou s

ara as comb

se tração na

omendada p

a de fissuras

e quando, 

de descomp

peitado o est

moderadas 

ntes, passare

quando, s

de descompr

imitado a f

e tensões de

Exemplos de a

ESTRUT

nica constr

coberturas, 
____________
as de Aço-Con

para as com

seja, não se

binações rar

a seção, por

para ambien

s. Ex: reserv

para as co

pressão, não

tado limite 

de tração 

elas, viaduto

sob as com

ressão e par

fissuras de 

e tração ma

ancoragens at

TURAS M

rutiva basta

passarelas 
___________
ncreto de Seçã

mbinações fr

e admitem 

ras, é respe

rém limitada

ntes muito a

vatórios. 

ombinações 

o havendo tr

de formaçã

em serviço

os. 

mbinações 

ra as combi

0,2mm). A

ais elevadas,

tiva e passiva 

ISTAS 

ante empre

e pontes. H
____________
ão Caixão com

equentes de

tensões de

itado o esta

a à tensão d

agressivos e

quase perm

ração na seç

ão de fissur

o, com pequ

quase perm

nações freq

Aplicações: 

, com fissur

(RUDLOFF, 

egada para

Há pelo men
____________
m Protensão E

e ações, é r

e tração na 

ado limite d

de abertura 

e onde não 

manentes d

ção. Para co

ras. Aplicad

uena proba

manentes d

quentes, o es

mesmas da

ras de maior

 
2011) 

a soluções 

nos 70 anos 
__________ 

Externa 

71

espeitado o

seção para

de formação

de fissuras.

pode haver

de ações, é

ombinações

da em peças

abilidade de

de ações, é

stado limite

a protensão

r abertura. 

estruturais

vem sendo

o 

a 

o 

. 

r 

é 

s 

s 

e 

é 

e 

o 

s 

o 



 

____

utiliz

fabri

estru

estru

dime

Segu

por S

Pratt

da dé

estud

Uma

é, os 

mas 

Cond

Cada

de di

polie

Outra

(DEN

da aç

melh

regiã

___________

zada com su

cados. Poré

uturas mista

utural, capaz

ensões reduz

undo Nelsen

Squire Whip

t em ferro f

écada de 19

dos teóricos

a possibilida

cabos ficam

tem como 

det na Indon

Fi

a viga foi re

iâmetro, com

etileno. 

a possibilid

NG, 2012). 

ção compó

horia das p

ão de flexão

____________
Bruno Ta

ucesso e alt

ém, a técnic

as de aço-co

zes de ven

zidos e, con

n e Souza (

pple em 184

fundido, com

930, F. Disch

s e ensaios s

ade de prote

m expostos.

principal d

nésia, onde 

igura 51: Pont

eforçada usa

m excentric

dade é prote

O objetivo 

sita e corro

ropriedades

o positiva. 

____________
asca de Linhar

to nível técn

a de proten

oncreto. Co

ncer grandes

nsequenteme

(2012), a pr

47, que apli

m o objetivo

hinger na A

sobre proten

ensão em es

 Isso tem a 

desvantagem

os cabos ex

te Condet apó

ando-se doi

cidade de 2m

ender a laje

é eliminar a

osão das ar

s na região

____________
res. Porto Aleg

nico em estr

nsão pode se

om isso res

s vãos, res

ente, com e

rotensão em

icou protens

o de torná-l

Alemanha e 

nsão em estr

struturas mi

vantagem d

m, a exposiç

xternos fora

ós reforço com

is cabos, cad

m. As cordo

, na região 

a fissuração

rmaduras. E

o de mome

___________
gre: PPGEC/E

ruturas de c

er aplicada t

sultando em

istir a carr

economia. 

m estruturas

são aos elem

los mais dúc

Gustave M

ruturas mist

stas é aplicá

de facilitar a

ção às intem

am usados p

m protensão ex

da cabo con

oalhas engra

de moment

o. A fissuraç

Entretanto, 

nto negativ

____________
EE/UFRGS, 2

concreto arm

também nas

m elementos

egamentos 

de aço foi 

mentos traci

cteis. No en

agnel na Bé

tas.  

á-la externa

a manutenç

mpéries. Co

ara reforço 

xterna (NELSE

nsiste de 3 c

axadas são e

tos negativo

ção traz des

esta aborda

vo, não sen

____________
2015 

mado e elem

s estruturas 

s de grande

elevados c

 utilizada in

ionados de t

ntanto some

élgica deram

amente à est

ção em caso

omo exemp

da estrutur

EN, 2013) 

cordoalhas 

envoltas po

os de ponte

svantagens c

agem é efe

ndo verdad

__________ 

72

mentos pré-

metálicas e

e eficiência

com peso e

nicialmente

treliças tipo

ente a partir

m início aos

trutura, isto

 de avarias,

plo, a ponte

a existente.

 

de 12,7mm

or bainha de

es contínuas

como perda

etiva para a

eira para a

2

-

e 

a 

e 

e 

o 

r 

s 

o 

, 

e 

m 

e 

s 

a 

a 

a 



 

____

Uma

intro

cuja 

aplic

caixa

A vig

Conc

carga

comp

O si

desva

infer

Segu

ampl

sobre

excen

do c

desen

___________
Análise de P

a terceira po

duzida prim

mesa infer

cada por fle

a. 

ga de aço é

creta-se a “

as são remo

primindo a 

stema Prefl

antagem de

rior de concr

undo Nelsen

lo interesse 

e assuntos 

ntricidades 

concreto, m

nvolvidas. 

____________
Pontes em Est

ossibilidade

meiramente 

rior é envol

exão elástica

Figura 52: V

é pré-flexio

“caixa” infe

ovidas. A s

“caixa” de c

flex tem um

e necessitar 

reto, o que 

n e Souza (2

 internacion

como vari

constantes,

momento de

____________
truturas Mista

 de protens

na Bélgica,

lta por uma

a da viga (s

Viga Mista Pro
(v

onada ao ap

erior e, qua

seção mista

concreto. A

ma seção le

pré-carrega

pode aumen

2012), emb

nal sobre o 

ação de es

, protensão 

e fissuração

____________
as de Aço-Con

são em estru

, em 1951 (

a “caixa” d

sem cabos) 

otendida com s
vergalhões); St

(DENG, 2

plicarem-se

ando a mes

a tenderá a

Após isso, co

eve, com al

ar a estrutur

ntar signific

ora no Bras

tema e sua

spessura de

em estrutu

o da laje e

___________
ncreto de Seçã

uturas mista

(DENG, 201

de concreto 

ou por cab

sistema Prefle
teel (Aço)      

2012) 

cargas conc

sma atingir 

a retornar à

oncreta-se f

lta capacida

ra e furar a 

cativamente

sil essa solu

as variância

 lajes de e

uras mistas 

em estrutur

____________
ão Caixão com

as é chamad

12). Consist

armado, en

bos traciona

 
ex. Tradução: 
                     

centradas em

sua resistê

sua posiçã

finalmente a

ade à flexã

alma do pe

e os custos. 

ução seja po

as. Desde os

estruturas m

com efeito 

as mistas c

____________
m Protensão E

da de Sistem

te em uma 

nquanto a p

ados locado

Rebars 
                     

em seus terç

ência caract

ão zero ela

a laje superi

ão. No enta

erfil para arm

ouco explor

s anos 1950

mistas, prot

de retração

contínuas, 

__________ 
Externa 

73

ma Preflex,

viga de aço

protensão é

s dentro da

                      

ços médios.

terística, as

asticamente,

ior. 

anto, tem a

mar a caixa

rada, há um

0 pesquisas

tensão com

o e fluência

vem sendo

3

, 

o 

é 

a 

                     

. 

s 

, 

a 

a 

m 

s 

m 

a 

o 

  



 

____

5.4 C

Os c

mesm

prote

A tip

conc

aço d

e tam

Os en

___________

Fig

CARACT

cabos de pr

mo na laje. 

endido, poré

pologia trad

reto armado

de seção I e

mbém ilustr

nrijecedore

____________
Bruno Ta

gura 53: Prote

TERIZAÇÃ

rotensão po

Esses cabos

ém, com det

Figura 54:

dicional de

o ou proten

 ligada a es

ra o desviad

s de ancora

____________
asca de Linhar

ensão em estru

ÃO DA PR

dem ser po

s e acessóri

talhes adequ

 Seções possí
(NE

viga mista

ndido, mold

ta por meio

dor (chapas 

gem são ex

____________
res. Porto Aleg

uturas de aço -

ROTENS

osicionados 

ios são os m

uados de an

íveis para viga
ELSEN; SOU

a aço-concr

dada no loc

o de conecto

soldadas o

emplificado

___________
gre: PPGEC/E

- cabos extern

ÃO EM E

fora da se

mesmos utili

ncoragem e 

as mistas com 
UZA, 2012) 

reto protend

al ou pré-fa

ores. A figu

u pinos que

os na figura

____________
EE/UFRGS, 2

nos (NUNZIA

ESTRUTU

ção ou no 

izados para 

desviadores

protensão ext

dida é form

abricada, ap

ra 55 exemp

e garantem 

56. 

____________
2015 

ATA, 1999) 

URAS MIS

interior da 

estruturas d

s. 

 
terna              

mada por u

poiada sobr

mplica o tipo

a geometri

__________ 

74

STAS 

mesma ou

de concreto

            

uma laje de

re a viga de

o tradicional

a do cabo).

4

 

u 

o 

e 

e 

l 

. 



 

____

O tra

atuan

parte

unifo

Em t

regiõ

ligaç

Para 

ponto

polig

consu

os ca

___________
Análise de P

açado do ca

ntes. O traç

e central. C

ormes e dev

trechos biap

ões os mom

ções. 

cabos com

o de maior 

gonal, entre

umo de mat

abos devem

____________
Pontes em Est

Figu

Figura

abo pode s

çado retilíne

Cabos com 

vem ser posi

poiados os c

mentos fleto

m traçado p

inflexão do

etanto, exig

terial. Nelse

m ser posici

____________
truturas Mista

ura 55: Tipolog
(NE

a 56: Enrijeced

er retilíneo

eo pode ser 

traçado ret

icionados ab

cabos podem

ores são m

oligonal ou

o cabo, que

ge maior nú

en e Souza (

ionados pró

____________
as de Aço-Con

gia tradiciona
ELSEN; SOU

dores de anco

o ou poligon

ao longo d

to são mais

baixo do eix

m ser interr

menores e is

u parabólico

e deve coinc

número de 

(2012) com

óximos à m

___________
ncreto de Seçã

al de viga mist
UZA, 2012) 

ragem (NUNZ

nal, sendo 

de todo o co

s comuns e

xo neutro p

rompidos an

sso evita e

o, a força d

cidir com a

desviadores

mentam que 

mesa superio

____________
ão Caixão com

ta protendida  

ZIATA, 1999)

definido em

omprimento

em vãos co

ara maximi

ntes dos apo

sforços ind

de protensã

a seção mais

s, detalhes 

em regiões 

or do perfil 

____________
m Protensão E

                     

 
) 

m função d

o da viga ou

om moment

izar a excen

oios, pois c

desejados p

ão tem maio

s solicitada

construtivo

de moment

e, neste ca

__________ 
Externa 

75

 
    

os esforços

u apenas na

tos fletores

ntricidade. 

como nestas

róximos às

or valor no

a. O traçado

os e maior

to negativo,

aso pode-se

5

s 

a 

s 

s 

s 

o 

o 

r 

, 

e 



 

____

aplic

do ca

Pode

tracio

laje d

o com

5.5 P

Segu

const

sendo

carre

As d

imed

proce

deve

As p

defor

conc

___________

car também 

abo. 

e-se classific

onada. Ente

de concreto

mportament

PERDAS 

undo Carval

tante ao lon

o importan

egamento, e

diminuições

diatas e dife

ede a proten

m às propri

perdas imed

rmação ime

reto, perda 

____________
Bruno Ta

uma proten

Figura 57: P

car a proten

ende-se com

o e, por pós-

to misto da 

DE PROT

lho (2012), 

ngo da mesm

nte conhec

em qualquer

s ao longo 

eridas no te

nsão e às p

iedades visc

diatas são: 

ediata do co

por fluência

____________
asca de Linhar

nsão na laje

Possíveis traça

nsão em estr

mo pré-traçã

-tração, a pr

seção. 

TENSÃO

ao se efetua

ma. Há uma

cê-la para 

r seção, as c

do cabo sã

empo. As p

propriedades

coelásticas t

perda por

oncreto. As

a do concre

____________
res. Porto Aleg

e. A figura 5

ados do cabo d
(NELSEN, 

ruturas mist

ão, a proten

rotensão rea

ar a protens

a diminuiçã

que, dura

condições em

ão chamada

primeiras sã

s elásticas d

tanto do con

r atrito, pe

s perdas dif

eto e perda p

___________
gre: PPGEC/E

57 mostra a

de protensão e
2013) 

tas em duas

nsão do perf

alizada apó

são da arma

ão do esforç

ante a vid

m ELS e EL

as de perda

ão devidas 

do aço e do

ncreto como

erda por re

feridas no t

por relaxaçã

____________
EE/UFRGS, 2

algumas pos

em estruturas 

s categorias:

fil de aço an

s a cura do 

adura não se

ço de proten

da da estr

LU sejam sa

as e podem

principalme

o concreto. A

o do aço. 

cuo de anc

tempo são: 

ão da armad

____________
2015 

ssibilidades

 
mistas     

: Pré-tracion

antes do lan

concreto qu

e consegue 

nsão ao long

rutura, sob

atisfeitas. 

m ser classi

ente à form

As perdas d

ncoragem e 

perda por 

dura de prot

__________ 

76

s de traçado

nada e Pós-

çamento da

uando já há

um esforço

go do cabo,

b qualquer

ificadas em

ma como se

diferidas se

perda por

retração do

tensão.  

6

o 

-

a 

á 

o 

, 

r 

m 

e 

e 

r 

o 



 

____

5.5.1

As p

comp

bainh

surge

Mesm

(bain

deve

do co

As p

são 

aplic

reduz

___________
Análise de P

1 Perda p

perdas por a

primento da

has, ao ser 

em elevadas

mo em cab

nha) em tod

-se a efeito

oncreto dura

F

erdas por at

proporciona

cando-se pro

z o comprim

F

	

	

____________
Pontes em Est

por Atrito

atrito ocorr

a peça. As 

aplicada a 

s pressões d

os retilíneo

dos os plan

s como: def

ante a mont

Figura 58: On

trito podem

ais ao com

otensão nos

mento do ca

Figura 59: For

____________
truturas Mista

o 

rem em peç

perdas por

força de pr

de contato d

os haverá pe

nos. A sinuo

feitos de mo

tagem. 

ndulação paras

m atingir valo

mprimento 

s dois extre

abo teórico à

rças de atrito e

P

P. dα

____________
as de Aço-Con

ças protend

r atrito oco

rotensão. E

devido ao de

erda por atr

osidade da 

ontagem, in

sita da bainha

ores elevad

do cabo e 

emos dos ca

à metade. A

em cabo curvo

dP ond

α onde →

___________
ncreto de Seçã

didas com p

orrem devid

Esse atrito é

esvio de traj

rito devido 

bainha é c

neficiência d

(VERÍSSIMO

os para cab

mudanças

abos (duas 

A perda de a

o (VERÍSSIM

e → dP

tang dα

____________
ão Caixão com

pós-tração, 

do ao roçar

é maior nos

jetória dos c

à sinuosida

chamada de

dos pontos d

O; CÉSAR JR

os de grand

de direção

ancoragens 

atrito é dedu

 
MO; CÉSAR JR

μdN

dα

____________
m Protensão E

e variam a

r dos cabo

s trechos cu

cabos. 

ade inevitáv

e ondulação

de amarraçã

R., 1998) 

de comprime

ão. Pode-se

 ativas), po

uzida abaixo

R., 1998) 

__________ 
Externa 

77

o longo do

s contra as

urvos, onde

vel do duto

o parasita e

ão, empuxo

ento, já que

atenuá-las

ois assim se

o: 

(43)

(44)

7

o 

s 

e 

o 

e 

o 

 

e 

s 

e 

)

)



 

________________________________________________________________________________________ 
Bruno Tasca de Linhares. Porto Alegre: PPGEC/EE/UFRGS, 2015 

78

	
P. μ. dα → μ. dα (45)

Integrando a equação diferencial anterior, tem-se: 

	 . (46)

Assim, a perda por atrito entre 2 pontos é função do coeficiente de atrito da bainha (μ) e do 

ângulo do cabo (α) no trecho considerado. 

A perda por atrito parasita é considerada a partir de uma ondulação média (em radianos) por 

unidade de comprimento (β). Somando os dois efeitos, resulta: 

	 . . (47)

Em que: 

β – ondulação média por unidade de comprimento (parasita); 

L – distância entre dois pontos considerados. 

 
Escrevendo de forma generalizada, a perda por atrito entre dois pontos pode ser resumida 

como se segue: 

	 P 1 . (48)

Em que: 

Pi – força de protensão inicial; Σα – somatório dos ângulos de desvio entre as abscissas 0 e x; 

k – ondulação média parasita por unidade de comprimento [radianos/m]. 

É importante observar que a perda por atrito para protensão sem aderência, como no caso de 

estruturas mistas, é muito pequena, quase desprezível, pois a leve mudança de direção dos 

cabos ocorre apenas nos pontos dos desviadores e o coeficiente de atrito entre os desviadores 

e os cabos é reduzido, já que são cordoalhas engraxadas. 

5.5.2 Perda por Recuo de Ancoragem 

Para sistemas com ancoragem através de cunhas, no momento da liberação do macaco de 

protensão, sempre há um pequeno retrocesso do cabo que estava esticado, para a acomodação 

das cunhas. 
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A determinação da perda por recuo de ancoragem deve ser aferida após o cálculo das perdas 

por atrito, sendo função dessas, e é feita por tentativas ou algum método iterativo, para 

determinar qual o ponto dentro da seção onde cessa o recuo por ancoragem. No trabalho usa-

se o método da Bissecção para encontrar o zero da função, isto é, o ponto de recuo nulo. 

5.5.3 Perda por Recuo Elástico do Concreto 

Ao receber uma carga de protensão, a peça de concreto (ou mista) sofre uma deformação 

imediata, encurtando-se. Concomitantemente ocorre um encurtamento da armadura de 

protensão. A este encurtamento da armadura corresponde um alívio de tensões, ocorrendo 

perdas de protensão. 

Quando se executa a protensão de uma peça com aderência posterior, é comum fazê-lo por 

etapas, isto é, em uma peça com vários cabos é comum protender e ancorar os cabos em 

sequência. Quando um cabo é protendido, provoca uma deformação elástica no concreto (um 

encurtamento) que, por sua vez, provoca uma perda de protensão nos demais cabos já 

protendidos. Assim, por exemplo, em uma peça com 9 cabos, o primeiro sofreria perda devido 

à protensão dos 8 cabos subsequentes; o cabo 2, sofreria perdas dos 7 cabos subsequentes e 

assim por diante, até que o último não sofreria perda nenhuma. No caso de haver apenas 1 

cabo ou mais de um protendidos simultaneamente, não se tem perda por deformação elástica. 

Na pós-tração, logo após a protensão, os cabos são ancorados, mas ainda não injetados, ou 

seja, não existe aderência inicial com o concreto, assim não se tem igualdade de deformações 

entre concreto e aço. 

É necessário então calcular o encurtamento da peça de concreto ΔLc e igualá-lo ao 

encurtamento do cabo ΔLp, uma vez que não há deslizamento na ancoragem (VERÍSSIMO; 

CÉSAR JR., 1998). Para uma peça de comprimento L, o encurtamento ΔLc pode ser obtido 

por: 

	
. . (52)

Sendo 

	 (53)
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	 .
.

.
(54)

Se se considerar que a peça está escorada, o peso próprio pode não ser solicitado totalmente. 

Assim, não haverá influência dos momentos Mg e do momento de protensão Mp = P0.ep na 

deformação da peça, que ficará sob o efeito da força normal de protensão P0/Ac. 

Algumas hipóteses simplificadoras são tomadas (VERÍSSIMO, CÉSAR JR., 1998): 

a) Atrito cabo-bainha é desprezado e a força de protensão é considerada 
constante ao longo da peça; 

b) Efeito da deformação imediata proveniente da: força normal de protensão P0 
aplicada no centro de gravidade da seção, do momento fletor de protensão 
Mp=P0.ep e do momento fletor Mg de pesos próprios (g1+g2+g3); 

c) Admite-se que todos os cabos tenham comprimento L da peça. 

 

Suponha-se que existam n cabos com comprimento total L, trechos infinitesimais entre 

esforços dx, e força de protensão por cabo p0, de tal modo que: 

	 . (55)

Após a ancoragem do cabo 1, os (n-1) cabos restantes serão protendidos e ancorados 

produzindo (n-1) encurtamentos no cabo 1. Logo: 

	
	1 → n 1

1
			 (56)

	
	2 → n 2

1
	 (57)

	
	 1 →

1
	 (58)

	 	 → ã (59)

O encurtamento total da peça será a soma das parcelas acima enunciadas: 

	 1
			 (60)

Desenvolvendo algebricamente o somatório chega-se a: 

	 1
2

.
1

			 (61)
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O encurtamento médio por cabo é feito dividindo-se a expressão (61) pelo número de cabos n. 

Procedendo às operações, tem-se o encurtamento médio dado por: 

	
,

1
2

.
1

			 (62)

Na qual ep é a excentricidade da protensão em relação ao centro de gravidade da seção. 

Finalmente, a perda média de tensão de cada cabo, utilizando a lei de Hooke é: 

	 , . (63)

Para o caso das estruturas mistas, considera-se a deformação imediata da seção 

homogeneizada, sendo válidas as equações anteriores. Como as cargas de protensão são 

cargas permanentes de longa duração, a área de seção transversal a considerar nas equações 

(56) a (62) é a área da Fase Seção Mista de Longa Duração, e o módulo de elasticidade é o 

do Aço. 

5.5.4 Perda por Retração do Concreto 

A retração é um fenômeno que ocorre em função do equilíbrio higrotérmico do concreto com 

o meio ambiente. O concreto perde parte da água de amassamento nas primeiras idades, 

gradativamente, até atingir uma umidade relativamente estável. Essa perda produz uma 

diminuição de volume e um consequente encurtamento da peça que se manifesta ao longo do 

tempo. 

O valor da deformação de retração [εcs(t,t0)] no concreto foi tratada no capítulo 2. Para a perda 

de protensão (Δσpcs), considerando a retração como efeito isolado, tem-se (CARVALHO, 

2012): 

	 , . (64)

5.5.5 Perda por Fluência do Concreto 

Para entender a fluência, pode-se associar um elemento linear de concreto como sendo um 

conjunto, colocado em série, de uma mola associada a um pistão com líquido viscoso. 

Introduzindo um carregamento, ocorrerá uma defomação imediata, devida à deformação da 

mola, e uma deformação lenta, devida à movimentação do pistão. As ações que a provocam 
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	 42. 350. 588. 113	 (72)

	 768. 3060. 3234. 23	 (73)

	 200. 13. 1090. 183	 (74)

	 7579. 31916. 35343. 1931	 (75)

Sendo hfic a altura fictícia da peça [m], Ac, a área da seção transversal da peça [m²], p é o 

perímetro da peça [m], Ur, a umidade relativa [%] e t e t0, as idades do concreto [dias]. 

5.5.6 Perda por Relaxação do Aço 

A armadura de protensão estirada e mantida com comprimento constante sofre um alívio de 

tensão ao longo do tempo. A relaxação de fios e cordoalhas sob tensão após 1000 horas a 

20ºC (ψ1000h), para tensões variando de 0,5fptk a 0,8fptk (fptk – tensão de ruptura do cabo) é 

apresentado no quadro abaixo. 

Quadro 1: Relaxação de cordoalhas a 1000h e 20ºC (ψ1000h) 

 
 
Percebe-se que as cordoalhas de baixa relaxação (RB) apresentam uma perda de tensão 

consideravelmente menor que as de relaxação normal (RN); as cordoalhas de baixa relaxação 

recebem um alongamento com temperatura controlada na fabricação, o que lhes confere 

menor perda por relaxação. 

A determinação da taxa de relaxação é feita a partir de uma interpolação linear com os valores 

do Quadro 1. O valor de tensão no cabo a considerar deve descontar as perdas imediatas. Em 

posse da taxa de relaxação (ψ1000), o coeficiente de relaxação do aço (χ∞  é dado por (NBR 

6118:2014): 

 

RB (%) RN (%)

0,5 fptk 0 0

0,6 fptk 1,3 3,5

0,7 fptk 2,5 7

0,8 fptk 3,5 12

Cordoalha
Tensão Inicial

Relaxação do Aço de Protensão
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	 2,5. (76)

	 ln 1 (77)

5.5.7 Interação entre Perdas Progressivas 

Os valores parciais e totais das perdas progressivas, decorrentes de retração, fluência e 

relaxação do aço, devem ser determinadas considerando a interação entre as mesmas. 

A norma NBR 6118:2014 recomenda um método aproximado, desde que respeite as seguintes 

condições: 

a) A concretagem e protensão da peça em fases próximas, para que se desprezem 
os efeitos de uma sobre a outra; 

b) Os cabos devem ter afastamentos pequenos entre si, para que possam ser 
supostos equivalentes a um cabo resultante. 

 
Assim, admite-se que o tempo t, as deformações do concreto e do aço de protensão, na 

posição do cabo resultante, sejam dadas, respectivamente, por: 

	 , . , .
,

, 	 (78)

	
. , .

,
(79)

Igualando as deformações e manipulando algebricamente, chega-se à expressão final: 

	
,

, . . , . , . ,
. . .

			 (80)

Em que 

εcs(t,t0) – deformação por retração; φ(t,t0) – coeficiente de fluência; 

χ(t,t0) – coeficiente de relaxação do aço; 

χp = 1+ χ(t,t0); χc = 1+0,5 φ(t,t0); αp = Ep/Ec (relação entre os módulos); 

ρp – Ap/Ac (taxa de armadura de protensão); η = 1+ep
2.Ac/Ic; 

Δσc(t,t0) – variação resultante da tensão no concreto adjacente ao cabo entre t0 e t; 

Δσp(t,t0) - variação resultante da tensão no aço de protensão entre t0 e t; 
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σc,pog – tensão no concreto na altura da fibra do aço de protensão no tempo t0, devido às cargas 

permanentes e protensão (g+prot.), descontadas as perdas imediatas; 

σpo – tensão no aço de protensão no tempo t0, devido às cargas permanentes e protensão 

(g+prot.), descontadas perdas imediatas. 

5.6 ESTADO LIMITE ÚLTIMO 

Neste subitem são apresentadas as considerações para o cálculo do momento fletor resistente 

em ELU para estruturas mistas protendidas. É necessário, no entanto, compreender 

primeiramente a protensão de estruturas de concreto. 

5.6.1 Verificação do ELU para Concreto Protendido 

A determinação do momento fletor resistente de uma estrutura de concreto protendido é feita 

encontrando-se uma posição da linha neutra na seção, que equilibre as forças resultantes das 

armaduras passivas, ativas (protensão) e resultante do concreto, dentro dos domínios de 

deformação do Estádio III do concreto. 

As hipóteses básicas no dimensionamento em Estádio III de uma seção transversal de 

concreto armado/protendido, submetido a flexão simples ou composta são (ARAÚJO, 2003): 

a) Admite-se a hipótese das seções planas (viga de Euler-Bernoulli); 

b) Admite-se a existência de aderência perfeita entre aço e concreto; 

c) Despreza-se totalmente a resistência à tração do concreto. 
 
Deste modo, uma seção submetida à flexo-compressão, como no caso da protensão, deve 

respeitar os domínios de deformação do concreto em Estádio III, Estado Limite Último, 

mostrados na figura 62. 
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	 í 	3	
í 	4	

→ 3,5‰ ; 3,5‰	
′

(83)

	
í 	4 	 → 3,5‰ ; 3,5‰

′
	 (84)

	
í 	5	 → 2‰ 3

7

; 2‰
′

3
7

	 (85)

	
0,259 ; 3,5‰

3,5‰
(86)

Sendo 

ε1, ε2 – deformações nas armaduras passivas inferior e superior, respectivamente; 

d – altura útil da armadura passiva inferior a partir do topo da seção; 

d’ – altura útil da armadura passiva superior a partir do topo da seção; 

h – altura total da seção; Es – módulo de elasticidade do aço. 

x – profundidade da linha neutra a partir do topo da seção; 

x23, xlim – limites entre domínios 2 e 3 e domínios 3 e 4, respectivamente; 

fyd – tensão de escoamento de cálculo do aço (fyk/1,15). 

 
O processo de determinação do momento fletor resistente é assunto conhecido no meio 

técnico. Normalmente a peça é verificada para que seu equilíbrio se dê nos domínios 2 ou 3; 

preferencialmente no Domínio 3, no qual os materiais são mais bem aproveitados, com 

ruptura do concreto e escoamento do aço. 

A novidade se encontra na presença da armadura tensionada de protensão e como tratá-la. 

Apresentar-se-ão os diagramas de deformação dos materiais e, na sequência, as premissas 

para a armadura de protensão. 
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O artifício consiste em aplicar alguma deformação (ou força) fictícia ao cabo de protensão, 

para que traga novamente a seção de concreto à deformação nula. A partir da seção com 

tensões nulas (deformações nulas), figura 66, é que a limitação de deformação do aço é fixada 

em 10‰. Assim, essa deformação adicional fictícia deve ser igual à deformação sofrida pelo 

concreto ao se aplicar a protensão. Essa deformação é chamada de deformação de 

descompressão (εD). 

Na figura 66, a quantidade ΔP pode ser escrita em termos de sua deformação Δεp: 

	 	 → çã ã 			 (87)

	
	 → . → . 			 (88)

	
→

.
(89)

Sendo 

εD – deformação de descompressão; 

Δεp – acréscimo de deformação no aço de protensão para anular as tensões na seção; 

εc – deformação no concreto à altura do aço de protensão advinda do pré-alongamento; 

σcp∞ - tensão no concreto, à altura do aço de protensão, advinda do pré-alongamento 

(descontadas perdas imediatas e progressivas); 

 
Assim, somando as deformações de pré-alongamento (descontadas as perdas de protensão) e a 

deformação fictícia de descompressão obtém-se a deformação de neutralização (εN), que 

anula as tensões (deformações) na seção de concreto: 

	 (90)

A partir deste valor, a deformação do aço de protensão está limitada a 10‰ para a verificação 

em ELU e deve respeitar os domínios de deformação do concreto em Estádio III.  

Deste modo a deformação final da armadura de protensão em ELU é εfinal = εf + εN. A 

armadura sob tal deformação apresenta o diagrama tensão-deformação dado na figura abaixo: 
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5.6.2 Verificação do ELU para Estruturas Mistas Protendidas 

Antes de proceder à determinação analítica do ELU para estruturas mistas protendidas, deve-

se fazer algumas considerações sobre perdas de protensão e sobre qual método de protensão 

adotar. 

Dall´Asta e Dezi (1997 apud SAFAN; KOHOUTKOVÁ, 2001) realizaram estudos analíticos 

de diferentes configurações de protensão de vigas mistas contínuas. Utilizaram cabos externos 

desviados, para estruturas com dois vãos, e concluíram que é mais conveniente, em termos de 

prevenção de fissuração, aplicar a protensão após a cura da laje (pós-tensão) ao invés de 

aplicá-la ao perfil isolado (pré-tensão).  

No trabalho de Nelsen (2013) comentam-se os estudos experimentais de Nouraeyan5, o qual 

constatou que há diferenças pouco expressivas nas tensões totais das mesas inferiores e 

superiores das vigas de aço de estruturas mistas, tanto para o sistema pré-tracionado, como 

pós-tracionado. 

Deste modo, propõe-se a aplicação da pós-tração, isto é, a protensão após a cura da laje. Neste 

caso, pelo fato de a protensão ser uma carga permanente, deve ser considerada na Fase Seção 

Mista de Longa Duração. Serão adotados cabos de protensão internos à seção caixão, com 

cordoalhas injetadas com cera petroquímica. Neste caso, a armadura de protensão não estará 

aderida à estrutura, portanto, diferentemente do concreto protendido, a compatibilidade de 

deformações das seções não é válida. 

As perdas de protensão por fluência são consideradas por meio da aplicação da razão modular 

da seção homogeneizada. Esse tópico já foi abordado na definição da Fase Seção Mista 

Longa Duração (WU; BOWMAN, 2000). O quadro 2 resume as etapas de carregamento para 

análise elástico-linear de vigas mistas pós-tracionadas. 

Quadro 2: Etapas de carregamento em Estruturas Mistas Pós-Tracionadas 

 

                                                           
5 NOURAEYAN, A. Analytical and experimental study on the behavior of prestressed and poststressed 

composite girders. 1987. 70p. Thesis (Degree of Master of Engineering) – Concordia University, Montréal, 
Québec, Canada, 1987. 

Estágio Pós‐Tração

Fase Seção Caixão Isostática Peso próprio viga de aço

Fase Seção Caixão Hiperestática Peso próprio das lajes pré‐moldadas

Fase Seção Mista de Curta Duração Cargas Móveis, Vento

Fase Seção Mista de Longa Duração Demais permanentes + Protensão
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5.6.2.1 Determinação da Força de Protensão Inicial 

Para determinar a força de protensão, busca-se uma força que respeite a tensão de escoamento 

(Fy) em ambas as mesas inferior e superior da seção de aço, na região de momentos positivos, 

para as combinações de serviço. Do mesmo modo, deve-se garantir a tensão de compressão 

admissível (Fnc) na mesa inferior do perfil na região de momentos negativos (NUNZIATA, 

2003). As tensões da laje também devem ser controladas.  

Para cada seção (i), no tempo infinito, portanto, a força de protensão fica limitada às tensões: 

	 . . .
∓ 			 (94)

	 .
∓

. .
(95)

	 .
.

. .
∓ 	 	 (96)

Sendo 

σsup
i, σinf

i, σlaje
i - tensões nas mesas superior e inferior do perfil e laje, respectivamente; 

ALonga – área da seção transversal homogeneizada de longa duração; 

WSL – módulo de resistência à flexão da mesa superior de longa duração; 

WIL – módulo de resistência à flexão da mesa inferior de longa duração; 

WCL – módulo de resistência à flexão da laje de longa duração; 

P – força de protensão; e – excentricidade da protensão em relação ao centro de gravidade da 

seção; 

Ws, Wi – módulos de resistência à flexão superior e inferior considerando efeitos de longa e 

curta duração, conforme o caso; 

MServ – momento fletor de serviço (combinações frequentes de cargas); 

β – coeficiente inicial considerando perdas, estimativa do autor em 85%.; 

σ – tensão na laje  σfis∞ para tensões de tração e σc∞ para tensões de compressão; 

nLonga - relação entre módulos do aço e concreto para longa duração (=3Es/Ec) 
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δ11 – deslocamento no ponto de apoio central gerado pela força unitária do cabo; 

δ10 – deslocamento no ponto sobre apoio central gerado pela força externa (momento unitário 

no apoio); 

M – momento fletor das cargas externas (carga de momento unitário no apoio interno); 

m – momento fletor devido à força unitária no cabo; 

N1 – esforço axial devido à força unitária no cabo; 

Ap – área de seção transversal do(s) cabo(s) de protensão; 

ILonga – momento de inércia da seção mista de longa duração; 

ALonga – área da seção transversal da seção mista de longa duração. 

 
Deste modo a relação entre o momento fletor Md e o acréscimo de protensão unitária ΔFp 

pode ser obtida. Assim, operando-se as equações (100) e (101), chega-se a, para a situação em 

ELU por escoamento da mesa superior: 

	 . . .

1 .
		 (107)

	 . . . 		 (108)

Sendo 

Ixt, Ixc – momentos de inércia das seções tracionada e comprimida em relação à LN; 

Sxt, Sxc – momentos estáticos das seções tracionada e comprimida em relação à LN; 

Md(LN) – Momento Fletor Resistente em função da posição da LN; 

FH(LN) – Somatório de Forças Horizontais, em função da posição da LN.  

 
Se a força no cabo [Fp∞+ΔFp.Md(LN)] ultrapassar seu limite de escoamento, sua força/tensão 

será dada pela interpolação pós-tensão de escoamento vista no item 5.6.1.3. Assim: 

	 . . . . . .

1 . .
		 (109)

	 . .
.

. (110)
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Sendo 

fpyd = fpyk/1,15  εyd = fpyd/Ep (fpyk = 0,9fptk; tensão nominal de escoamento da protensão); 

fpd = fptk/1,15 (fptk – tensão nominal de ruptura do aço de protensão); 

εu = 35‰ (deformação de ruptura do aço de protensão); 

Ep, Ap – módulo de elasticidade e área de aço de protensão, respectivamente. 

 
Usando os mesmos critérios, pode-se deduzir as equações considerando como ELU agora a 

compressão limite da mesa inferior.  

	 . . .

1 .
		 (111)

	 . . . 		 (112)

Do mesmo modo, se a força no cabo [Fp∞+ΔFp.Md(LN)] ultrapassar seu limite de escoamento, 

sua força/tensão será dada pela interpolação pós-tensão de escoamento vista no item 5.6.1.3. 

Assim: 

	 . . . . . .

1 . .
	 (113)

	 . .
.

. (114)

O momento fletor resistente final é o menor dos dois. As propriedades geométricas 

necessárias (momentos estáticos e de inércia das seções comprimidas, tracionadas) foram 

determinadas pelo método de Green (Anexo D). 

Assim, tanto o equilíbrio horizontal de forças quanto o momento fletor (Md) dependem da 

posição da Linha Neutra Elástica (LN), é necessário algum método numérico iterativo para a 

solução, como Newton-Raphson ou Bissecção. Nesse trabalho utilizou-se o método da 

Bissecção, que com 10 iterações já fornece bons resultados com erros da ordem de 0,8%. Os 

cálculos e rotinas estão no Anexo D. 
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Quadro 3: Espessura das chapas das aduelas (polegadas) 

 
 
A mesa superior, de espessura 1’’ em toda a extensão, tem largura de 40cm, enquanto a mesa 

inferior, com espessura variável conforme quadro 3, tem largura de cálculo de 220cm. A laje 

tem espessura média de 26cm e é lançada com concreto de resistência fck = 40MPa.  

Na seção da figura 74, estão indicados ainda os enrijecedores longitudinais, que se compõem 

de perfis L 4’’x 4’’# 3/8’’. Definem-se 5 enrijecedores longitudinais na mesa inferior e 2 em 

cada alma. Estes perfis conferem maior inércia à seção e são importantes na determinação da 

capacidade da seção a momentos fletores negativos (esbeltez da mesa inferior). 

O contraventamento é feito por cavernames em forma de K. No mesmo plano dos cavernames 

estão os enrijecedores transversais. Os cavernames são compostos de perfis L 4’’x 4’’# 3/8’’, 

e os enrijecedores transversais, de chapas com altura de 10cm e espessura de 3/8’’. 

Na região sobre o pilar central, define-se uma armadura de continuidade das lajes composta 

de 32 barras de diâmetro ϕ16mm com cobrimento de 4cm, o que corresponde a uma área 

de armadura de 64,33cm². 

Por fim, a figura 74 indica a posição dos veículos sobre o pavimento. Informação importante 

para definição dos trens-tipo de flexão e torção de análise da estrutura. As rodas traseiras mais 

externas do veículo encontram-se a 2,60m do eixo da seção.  

6.2 MODELO 

Nesse subitem, apresenta-se a montagem do modelo. Primeiramente são apresentadas as 

considerações gerais do modelo desenvolvido com o auxílio do software STRAP 2013, e na 

sequência definem-se as propriedades geométricas e carregamentos. 

6.2.1 Considerações Gerais 

A análise elástico-linear da estrutura foi realizada no software STRAP 2013 (Structural 

Analysis Programs), que é um programa que aplica o método da rigidez direta e também o 

Chapas/Espessura Aduelas 1 e 2 Aduelas 3 a 8 Aduelas 9 e 10

Mesa Superior 1'' 1'' 1''

Alma  3/4'' 5/8'' 3/4''

Mesa Inferior 1'' 1,25'' 1''
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também atenda ou simule coerentemente os máximos esforços de torção que a passagem dos 

veículos pelo tabuleiro provocará. Deste modo, obteve-se um trem-tipo com carga de eixos Q 

= 3 x 12tf e distribuída (multidão) q = 1,65tf/m. Sobre este trem-tipo, ainda aplica-se o fator 

de impacto dinâmico com L=25m, o que resulta Φ = 1,23 (ver item 2.2.2.3). 

Com isso, finalmente, todas as cargas sobre o modelo estão aplicadas, juntamente com as 

combinações em ELU e Fadiga, e, assim, chega-se aos esforços máximos sobre a estrutura 

apresentados no próximo item. 

6.3 RESULTADOS 

Primeiramente exibem-se os resultados de análise para a seção não protendida, de modo que 

em ELU interessam as envoltórias de combinações de carga para esforço cortante e momento 

fletor; e para a verificação dos conectores de cisalhamento, a envoltória de combinações de 

fadiga. Na sequência, são apresentados os resultados da verificação analítica a partir dos 

conceitos explicados ao longo dos capítulos. Por fim, são tratados a aplicação da protensão, 

seu incremento de resistência à seção e a verificação de sua influência sobre conectores de 

cisalhamento. Serão expostos somente os resultados finais; os detalhes dos cálculos 

programados em MathCad estão no Anexo A. 

6.3.1 Seção Mista não Protendida 

A figura 84 exibe os resultados de envoltória de combinações em Estado Limite Último 

(ELU) para Momentos Fletores, e a figura 85, a envoltória de Esforços Cortantes Últimos. Os 

vetores em sequência exibem os esforços resistentes e solicitantes. 

A condição em ELU estará atendida se os esforços resistentes forem maiores ou iguais às 

solicitações últimas. Portanto, comparam-se estes resultados às resistências obtidas pelo 

cálculo analítico. 

Cada vão do viaduto foi dividido em 10 aduelas, como se observa pelas figuras seguintes. 

Assim, as verificações são feitas para 11 seções. Os resultados foram apresentados somente 

para o primeiro vão. Há uma pequena diferença nos resultados entre o primeiro e o segundo 

vãos devida à carga de frenagem, definida apenas na direção do primeiro para o segundo vão 

(sentido da via). Esse resultado, no entanto, não compromete as verificações subsequentes. 
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Percebe-se pelos resultados anteriores que, para a flexão, a maioria das seções atende aos 

esforços em ELU com grande folga nas regiões de momento fletor positivo. Nas regiões de 

flexão negativa, haja vista a laje não contribuir e limitar-se a capacidade da seção às tensões 

do caixão de aço, o esforço máximo superou em 16,68% a resistência última da seção. Esta 

capacidade é garantida pela presença da armadura negativa desta seção. No caso de se 

desprezar a armadura negativa de continuidade no apoio (32 barras de diâmetro ϕ16mm), a 

razão, nesta seção, passaria a ser 137,40%, isto é, 37,40% além da capacidade da seção. Com 

isso, percebe-se a importância da armadura negativa de continuidade entre vãos. 

No caso do esforço cortante, as almas espessas (3/4’’ e 5/8’’) respeitaram as esbeltezes limites 

para a seção compacta e garantiram com folga (máximo de 45,45% da capacidade) a 

resistência da seção aos esforços cisalhantes em ELU provenientes do corte por flexão e 

torção de St. Venant. 

A determinação dos conectores de cisalhamento para as combinações de fadiga resulta em um 

número de conectores por aduela para cada alma. Os esforços cisalhantes por flexão (Vf) e 

por torção de St. Venant (Tf) para as combinações de fadiga estão mostrados nos vetores 

abaixo, bem como o número de conectores (Bolts) por alma, por aduela. 

 
Esforços Cortantes por flexão (Vf) e torção de St. Venant (Tf), fluxos de 

cisalhamento de flexão (Vsr) e torção de St. Venant (Vst) das combinações de 
Fadiga e número de conectores por alma por aduela segundo o critério de fadiga 

(Bolts) 

A posição 0 (zero) do vetor Bolts indica que são 45 conectores tipo Stud Bolts para cada alma 

da seção caixão de aço na primeira aduela, ou seja, nos primeiros 2,50m do vão, pois o vão de 

25m foi dividido em 10 aduelas. E assim por diante. 
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inicial como para o tempo infinito. Apresentam-se a seguir os resultados da verificação de 

tensões em ELS.  

Para o controle das tensões em tempo infinito, faz-se uma estimativa preliminar de 15% de 

perdas de protensão, baseando-se no trabalho de Nunziata (2004), no qual estima perdas de 

10% para estruturas de aço protendidas. O valor adotado, portanto, é conservador. Esse valor 

será confrontado na sequência a partir dos cálculos das perdas. 

Para o tempo inicial (no ato da protensão), as tensões limites são: 

Aço  Fy = 345MPa;  Fnc = -290,889MPa. 

Concreto  σcc_inicial = -21MPa;  σct_inicial = +3,04MPa 

 
Tensões para combinações em ELS no tempo inicial (ato da protensão) 

Para o tempo infinito, as tensões limites (com perdas de protensão estimadas em 15%) são: 

Aço  Fy = 345MPa;  Fnc = -290,889MPa. 

Concreto  σcc_inicial = -28MPa;  σct_inicial = +3,68MPa 

O sinal negativo indica força de compressão, e o positivo, tração. 
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Tensões para combinações em ELS no tempo infinito 

Conforme vetores apresentados, as tensões foram atendidas paras as combinações em ELS. 

Como os dois vãos totalizam 50m, é conveniente definir a protensão em ambas as 

extremidades, com a finalidade de reduzir as perdas por atrito. Com isso, resumem-se os 

parâmetros: 

a) 4 cabos de 15 cordoalhas Φ15,2mm (Ap = 140mm²/cordoalha); 

b) 319tf por cabo (total = 1275tf); 

c) Supõe-se recuo por encunhamento Δl = 5mm (ver equação (51)); 

d) Os 4 cabos são protendidos em 2 etapas (2 cabos de cada vez; ocorrendo 
perdas por deformação elástica nos 2 primeiros cabos); 

e) Cabo de protensão com injeção de graxa ou cera petroquímica (coeficiente de 
atrito μ = 0,1rad-1); 

f) Atrito parasita da bainha λ = 0,007rad/m. 
 
Fixadas essas diretrizes, determina-se, através de rotinas em MathCad, as perdas de protensão, 

a fim de confirmar ou confontar a perda estimada de 15%. O procedimento consiste em 

determinar a perda de protensão em cada seção. Os cálculos podem ser conferidos no Anexo 

C. 

Para as perdas de recuo elástico da seção, considerou-se que serão protendidos 2 cabos, 

simétricos, de cada vez. Portanto, são 2 etapas de protensão: inicialmente, cabos 1 e 2 e, por 

fim, cabos 3 e 4 (ver figura 90). 

A seção transversal considerada é a Seção Mista de Longa Duração (inércia reduzida pelo 

fator 3n). Com isso, o efeito da fluência nas perdas de protensão está contemplado. 

σs_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-79.123
-112.549

-134.725

-142.324

-136.489

-118.143

-110.607

-90.773

-53.554

-10.573

47.052

MPa σi_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-7.531
10.276

21.585

7.583

-6.244

-28.995

-23.392

-26.579

-61.102

-80.574

-113.417

MPa σlaje_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-4.506
-4.54

-4.535

-3.901

-3.179

-2.228

-2.802

-3.15

-2.092

-2.32

-2.206

MPa



 

________________________________________________________________________________________ 
Análise de Pontes em Estruturas Mistas de Aço-Concreto de Seção Caixão com Protensão Externa 

121

Usando os parâmetros para retração com cura úmida do capítulo 2, mostrou-se, no item 6.2.3, 

a definição da carga fictícia de retração de 1000tf. Esta carga deverá causar perdas na 

protensão. Para o cálculo das perdas, recorre-se novamente ao método dos trabalhos virtuais 

(MTV), baseado em Quinaz (1993). Considera-se que o ponto de inflexão sobre o apoio 

central (figura 87) se mantenha indeslocável. A perda de retração (ΔFret) é dada por: 

	 . 0 (118)

	
2

.
.

1000 .
.

		 (119)

	
2

.
.

.

.
.

.
		 (120)

 
Sendo: M – momento fletor pela excentricidade da retração; m – momento fletor devido à 

força unitária no cabo; N1 – esforço axial devido à força unitária no cabo. 

Assim, chega-se a uma perda total de retração de ΔFret = - 33,44tf, resultando em perda por 

cabo de ΔFret
cabo = -33,44/4 = - 8,36tf. Os resultados podem ser conferidos no Anexo C. 

Procedendo as demais perdas, constata-se, que as perdas por atrito são baixas, já que há 

apenas 2 pontos de inflexão por vão. A média de perdas por atrito para todas as seções fica em 

torno de 1,6%, confirmando Safan e Kohoutková (2001). Ao final, as perdas imediatas e 

progressivas são: 

 
Força final em cada seção, taxa de perdas por seção e perda média 

Protensão com perdas Imediatas +
Progressivas

Taxa final de perdas
Alongamento do cabo

ΔL 187 mm

Δ 0.747 %

Δmedia_final 14.5 %

Ponto Nulo Recuo

Fim
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Percebe-se que a estimativa inicial de 15% de perdas foi uma boa aproximação da perda 

média calculada, Δmédia_final=14,5%. Consequentemente, considerando estas perdas, a 

força total de protensão passa a ser: (100%-14,5%)x1275tf ≈ 1090tf (ou ~ 273tf/cabo). 

Admite-se a perda média de 14,5% constante em toda a extensão dos cabos. 

Cabe ressaltar que com esta força de protensão aplicada, houve redução de 36,32% dos 

deslocamentos permanentes no centro dos vãos (de 4,02cm para 2,56cm) e redução de 

32,10% dos deslocamentos em ELS (de 4,52cm para 3,07cm).  

Os pontos onde o recuo de ancoragem cessa são a 24,066m a partir de ambas as extremidades 

da estrutura. Como o atrito é pequeno, a influência do recuo da ancoragem aconteceu em 

quase toda a extensão dos cabos. 

Usando o método dos trabalhos virtuais (item 5.6.2.3), obteve-se uma relação entre o 

momento fletor negativo na seção de apoio e o acréscimo de força no conjunto de cabos de 

protensão. Para cada M=1tf.m (10kN.m) há um incremento de força no conjunto de cabos de 

ΔFp = 0,01667tf (0,167kN). Com isso foi possível chegar ao equilíbrio da seção em estado 

último na região do apoio pelo método da Bissecção. Os cálculos estão detalhados no Anexo 

D. 

Finalmente, verifica-se o ELU à flexão com as forças, geometria e perdas já determinadas, por 

meio de rotina em MathCad (Anexo D). Exibe-se a capacidade última das seções 0 a 10 para 

um vão, sendo simétrico para o outro. A capacidade última sem protensão (Mn_P0), com 

protensão (Md_Protende) e o aumento da resistência (ΔP) são mostradas abaixo. 

 
Comparação entre capacidades em flexão a ELU sem e com protensão 
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Os esforços cortantes resultantes últimos (Vr) após a aplicação da protensão são apresentados 

e comparados com o esforço cortante último sem a consideração da protensão: 

 
Esforços Cortantes Solicitantes Últimos (Vu), Esforços Cortantes Últimos após a 

protensão (Vr) e Razão de redução de esforços cortantes 

Os esforços cortantes solicitantes foram reduzidos, no mínimo, em 25% (seção 10). Como a 

área das almas dos perfis caixão é responsável pela resistência ao cisalhamento, uma redução 

da espessura das chapas para 12,7mm em toda a extensão do vão, já garantiria a resistência 

em estado limite último, graças à protensão. O que representa economia em aço. 

6.3.3 Verificação dos Conectores para Protensão 

Conforme havia sido definido no item 4.2.3.5, os conectores devem ser definidos a partir da 

variação das tensões de cisalhamento para as combinações de fadiga ou para o Estado Limite 

Último (ELU), com as propriedades inelásticas dos materiais. Fora dito ainda, que a protensão 

e/ou retração não influem na determinação dos conectores. 

No item 6.3.1, os conectores Stud Bolts foram calculados, sendo determinante para tal o 

Estado Limite de Fadiga. 

No presente item, é necessário verificar se os conectores já definidos, atendem ao fluxo de 

cisalhamento para o caso atual, ou seja, com a atuação da protensão mais a carga permanente 

g3. A retração é dispensada, por atuar a favor de g3. 
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Portanto, o esforço cortante, e, por conseguinte, o fluxo de cisalhamento, são dados pela 

envoltória das cargas de protensão e permanente g3 com seus fatores característicos (1,0Fp + 

1,0g3). Os resultados são: 

 
Esforços Cortantes por g3+Protensão (Vf), fluxos de cisalhamento por g3+Protensão  

(Vsr) e número de conectores por alma por aduela para ELU 

Percebe-se que os conectores definidos no item 6.3.1 são adequados para conter o efeito das 

tensões no ato da protensão. O número de Stud Bolts encontrado é o mínimo por alma por 

aduela, respeitando o espaçamento máximo entre os mesmos. Confirma-se com este resultado, 

que os efeitos de retração e protensão não são determinantes para o dimensionamento dos 

conectores de cisalhamento. 
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8 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O estudo das estruturas mistas, que começou em meados no séc. XX, tem se intensificado nos 

últimos anos. Muitos trabalhos teóricos e experimentais têm sido realizados por todo o 

mundo. O assunto tomou impulso no Brasil recentemente, apesar de o país não possuir uma 

norma própria para o tema. Uma comissão de estudos da Associação Brasileira de Normas 

Técnicas (ABNT) reuniu-se no ano de 2014, para a elaboração do código brasileiro, o que 

revela a importância que o assunto despertou no país. 

As estruturas mistas de seção caixão, além das vantagens conferidas pelos perfis de alma 

cheia, apresentam grande rigidez à torção. O que é importante quando se trata de 

pontes/viadutos, principalmente em curva horizontal. 

A aplicação da protensão em pontes/viadutos mistos é um assunto que vem sendo estudado 

internacionalmente há pelo menos 70 anos. No Brasil, é um tema ainda pouco explorado. A 

técnica pode ser utilizada tanto para reforço das estruturas existentes como para a fase de 

projeto, como é o caso do viaduto suíço Bois de Rosset. 

O trabalho focou-se principalmente na definição de um procedimento de cálculo da 

capacidade em Estado Limite Último à flexão positiva e, especialmente, negativa, para 

pontes/viadutos em estruturas mistas protendidas de seção caixão. Paralelamente a isto, 

verificações de conectores de cisalhamento, esforços cortantes e perdas de protensão foram 

assuntos importantes também abordados. 

8.1 CONCLUSÕES 

Para a norma AASHTO-LRFD:2012, os efeitos de cargas de longa duração são considerados 

sobre a seção homogeneizada pela relação 3n (n=Es/Ec); a qual foi chamada no trabalho de 

Seção Mista de Longa Duração. Este artifício de reduzir a inércia, visa a simular o efeito da 

deformação lenta por fluência. As perdas de protensão por recuo elástico foram consideradas 

sobre esta seção, que é mais suscetível a deformações. 

O Estado Limite Último (ELU) em flexão positiva é dado pelo equilíbrio plástico dos 

materiais. Para a flexão negativa, a laje é desprezada na análise e a resistência fica limitada 

pela compressão das chapas inferiores e tração das superiores. Para o esforço cortante, a 
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resistência é garantida pela capacidade das almas do perfil, limitada ao menor valor entre sua 

resistência à flambagem por cisalhamento e resistência ao escoamento por cisalhamento. 

Para o caso estudado, com as espessuras das chapas definidas, percebeu-se uma grande folga 

na resistência para o ELU em corte e flexão positiva. Para a flexão negativa, a resistência em 

ELU não foi garantida no ponto sobre o apoio (inversão de momentos). Obteve-se esforço 

16,68% superior à capacidade da seção. Isto, levando-se em conta a presença da armadura de 

continuidade da laje no cálculo das propriedades geométricas da seção, caso contrário, o 

esforço seria 37,40% superior à capacidade última, o que mostra a importância da armadura 

de continuidade da laje. 

A aplicação de protensão à estrutura mista revelou um pequeno incremento de resistência em 

flexão positiva. O momento de plastificação da seção em flexão positiva aumentou 

significativamente (chegando a ser 41% superior à situação não protendida). Porém, devido 

ao critério de segurança adicional de Wittry (ver item 4.2.1.1), a resistência positiva tem 

aumento máximo de 7,24%. Mostrando ser pouco vantajosa, segundo o critério da AASHTO 

para o estado último, a aplicação de protensão em flexão positiva para estruturas mistas. 

O cálculo das perdas de protensão resultou um valor pequeno para o efeito do atrito (média de 

1,6%), haja vista haver somente dois pontos de inflexão no vão. Admitindo-se 5mm de recuo 

da ancoragem (recuo entre 4mm e 5mm, conforme Rudloff), obteve-se uma média de perdas 

por recuo para todas as seções de 2,6%. Percebeu-se que, devido ao fato de haver pouca perda 

por atrito, a influência do recuo de ancoragem se deu por 24,066m, onde se localizou o ponto 

de recuo nulo. 

A perda por deformação imediata da estrutura levou em conta a seção de longa duração 

(homogeneização por 3n), para considerar o efeito da fluência. Como dois cabos foram 

protendidos por vez, os dois primeiros cabos sofreram efeito da deformação imediata, 

resultando em perda de 7,82kN (0,782tf). Esta perda foi, finalmente, distribuída igualmente 

para todos os cabos. 

A perda por retração, levou em conta o esforço de 1000tf sobre a estrutura, obtido para a 

retração da laje, considerando cura úmida de 28 dias para o concreto. O método dos trabalhos 

virtuais auxiliou a determinação da perda de protensão. Inicialmente, supunha-se que haveria 

um incremento da força de protensão pelo efeito da retração (flexo-compressão provocada 

pela retração), porém os resultados mostraram uma perda de 8,36tf por cabo, já que a 

compressão na seção foi mais importante que a flexão.  
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A relaxação do aço de protensão provocou perda média por cabo de 24tf. Por fim, 

contabilizando-se as perdas progressivas e imediatas, chegou-se a 14,5%. Resultado muito 

próximo do valor inicial de 15% arbitrado, para verificação das tensões na seção. 

Mantido o mesmo critério de ELU para a região de flexão negativa, obteve-se, por meio do 

método dos trabalhos virtuais, a relação entre o acréscimo de tensão nos cabos e o momento 

fletor externo unitário sobre o apoio (0,16673kN/kN.m). Ao contrário do concreto protendido, 

onde graças à aderência, há compatibilidade de deformações entre o aço e o concreto, no caso 

de protensão externa de estruturas mistas em flexão negativa, o acréscimo de tensão está 

ligado ao momento fletor que ocorre na seção. Chegou-se a um sistema de equações iterativas 

entre equilíbrio de forças horizontais e momentos fletores, que foram resolvidas pelo método 

da bissecção. 

Os resultados mostraram um incremento de resistência considerável para a flexão negativa, 

com aumentos de capacidade, em relação à seção não protendida, de 28,99%, 31,25% e 

40,74% em ELU, com os critérios da AASHTO-LRFD:2012. Resultado que converge ao 

trabalho experimental de Safan e Kohoutková (2001), o qual obteve aumento de 30% da 

capacidade última da seção em região de momento fletor negativo, para um modelo de ponte 

em estrutura mista contínua. A protensão foi, portanto, mais vantajosa para a flexão negativa. 

Sendo uma força que se opõe aos esforços externos, a protensão diminuiu a magnitude dos 

esforços cortantes em ELU. Os esforços cortantes sofreram reduções com um mínimo de 

24,68%, chegando a um máximo de 70% de redução. Deste modo, seria possível reduzir a 

espessura das almas do perfil caixão para 12,7mm (1/2’’), o que já seria suficiente para 

garantir o equilíbrio em ELU e manter a seção compacta. 

Os conectores de cisalhamento foram verificados inicialmente para a estrutura submetida a 

cargas de fadiga e retração. Após a protensão, passou a ser submetida a retração, protensão e 

fadiga. Entretanto, verificou-se que estas cargas permanentes (retração e protensão) não são 

determinantes para os conectores. Quem os dimensiona é o Estado Limite de Fadiga (variação 

do fluxo de cisalhamento) ou o Estado Limite Último (propriedades inelásticas dos materiais). 

No caso estudado, o estado de fadiga foi preponderante. 

Para o controle do efeito da protensão e/ou retração, verifica-se se o fluxo de cisalhamento 

induzido por estes carregamentos é atendido pelos conectores já definidos pelos métodos 

anteriores. A verificação dos conectores para esses efeitos se procede em ELU, o qual 

resultou o número mínimo de conectores.  
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Os resultados do modelo em barras de pórtico espacial (MBPE), com as considerações do 

faseamento da AASHTO-LRFD:2012 se mostrou coerente ao modelo em elementos finitos 

com elementos de casca. As maiores diferenças são de 6,51% em termos de deslocamento 

para ELS e diferença máxima de 27,15% em tensões. O modelo MEF apresentou-se 

ligeiramente mais flexível que o MPBE.  

A superposição de cargas g3 e protensão como cargas separadas foi possível neste caso. Tanto 

para o modelo MBPE como para o MEF, a análise fornece as mesmas tensões/deformações 

para as situações g3+protensão (cargas isoladas) e g3+protensão (combinação de cargas 

separadas). A rigor dever-se-ia fazer uma análise não-linear quando da entrada da carga de 

protensão, levando-se em conta as tensões/deformações já existentes na estrutura e não-

linearidades geométrica e física, provenientes dos carregamentos anteriores. 

8.2 SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

Alguns estudos podem contribuir para a evolução do conhecimento de pontes em estruturas 

mistas: 

1) Estudo do efeito combinado da retração e fluência nas perdas de protensão externa 

para seções mistas; 

2) Estudo de estruturas mistas com protensão longitudinal na laje de concreto e o caso de 

aderência da armadura de protensão; 

3) Estudo da protensão em estruturas mistas em curvas vertical e horizontal; 

4) Estudo da capacidade dos conectores de cisalhamento tanto à fadiga quanto ao estado 

limite último, adaptado ao caso das normas brasileiras; 

5) Estudo do efeito de retração resultante sobre a estrutura, considerando-se juntas entre 

as lajes pré-moldadas preenchidas com graute de baixa retração. 

6) Análise considerando não-linearidades física e geométrica de estruturas mistas 

protendidas com efeitos de longa e curta duração e determinação de sua capacidade 

última. 

7) Análise comparativa entre resultados numéricos e analíticos para capacidade última de 

estruturas mistas. 
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ANEXO A 
Verificação em ELU (flexão e corte) e Conectores de Cisalhamento AASHTO-

LRFD:2012 

Descritivo: 

O anexo apresenta a entrada de dados com os parâmetros de geometria e cálculo das 

propriedades geométricas a partir do método de Green. 

O cálculo é realizado somente para um vão do viaduto (25m), sendo simétrico para o outro. 

O vão é dividido em 11 seções (contando os extremos), representados por vetores com esse 

tamanho, sendo que o cálculo é efetuado para cada seção. 

Deteminam-se os momentos fletores plásticos, momentos fletores resistentes positivo e 

negativo, esforços cortantes resistentes e conectores de cisalhamento. 
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A) ENTRADAS

Dados geométricos Dados do perfil Armadura Negativa

Vão Altura total do caixão de aço Camada superior
Ι 25m

d 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120( )
T

cm Aneg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 32.16 64.32( )
T

cm
2


Balanço 

Espessura chapas da alma Camada inferior
b 2.2m

Aneg2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( )
T

cm
2

Altura Laje tw
3

4

3

4

3

4

5

8

5

8

5

8

5

8

5

8

3

4

3

4

3

4







T

in
tc 26cm Cobrimento das camadas de aço

Mesas superiores
Resist. Concreto cob 4 6( )

T
cm

fck 40MPa bs 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40( )
T

cm Armaduras Negativas - são as armaduras de continuidade
sobre o pilar intermediário. São usadas para o cálculo das
propriedades geométricas da seção em flexão negativa (ver
Propriedades da Seção Mista - Flexão Negativa abaixo).
Aneg e Aneg2 são a primeira e segunda camadas de
armaduras, com cobrimento de 4 e 6cm, respectivamente (ver
vetor cob). Percebe-se que só há a primeira camada no
cálculo e que a área de 64,32cm² corresponde às 32 barras
de ϕ16mm definidas nesse trabalho. A área de 32,16cm² na
seção anterior corresponde a uma diminuição para 16 barras
ϕ16mm, pois os esforço é menor nesta seção. Portanto
metade, somente, das 32 barras se estende até a seção 10
(posição 10 do vetor).

Dist. Topo Almas Espessura mesas superiores

Lw 3m
ts 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( )

T
in

Propriedades Aço Mesas inferiores

Escoamento Aço bi 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220( )
T

cm
Fy 345MPa

Espessura mesas inferiores
Módulo Elast. Aço

ti 1 1 1 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1 1 1( )
T

in
E 200GPa

Inclinação da alma com a horizontal (rad)
θ 0.4061π

Enrij. Longitudinais e Transversais

Escoamento aço Enrij. Longitudinais Enrij. Transversais Continuidade
Fyenrij 345MPa Largura Espessura Altura enrij. transversal Ponte_Contínua

Check Box


Módulo de Elast. Aço bls 8cm tls 0.95cm bstif 10cm
Es 200GPa Nº Enrij. Mesa Inferior Espes. enrij. transversal OBS - Se a estrutura for contínua, sua capacidade

em ELU a flexão é definida como min(1.3My, Mp);
caso contrário é determinado por critérios do Mp
(momento plástico). Ver equação do momento
nominal resistente final

Definir com/sem enrijecedores
transversais 

n 5 tstif 1.27cm

COM ENRIJECEDORES
Espaço entre enrijecedores Espaç. entre enrijecedores
w 40cm d0 2m

SEM ENRIJECEDORES
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ESFORÇOS 

B) ESTADOS LIMITES ÚLTIMOS C) ESTADO LIMITE DE FADIGA

Esforços Máximos de Flexão (ELU) Conectores de Cisalhamento (Studs Bolts)

Momento Fletor permanente de cálculo - perfil isolado (g1+g2) Altura Stud Bolt
hs 15cm

Md1 0 179 300 369 390 363 288 166 0 227 507( )
T

tf m
Diâmetro Stud Bolt

Momento Fletor Permanente de cálculo - seção mista (g3)+retração
ϕ 2.22cm

Md2 480 503 496 519 453 356 229 72 175 392 639( )
T

tf m Nº Studs transversais/linha
Envoltória de Momentos Fletores Últimos (g1+g2+g3+Q) Ν 3

Mumax 491 940 1292 1437 1441 1304 1032 626 449 979 1700( )
T

tf m Nº Caminhões/Dia - Fadiga
ADTT 2000

Envoltória de Esforços de Cisalhamento (ELU)
Esforços de Cisalhamento - Comb. de Fadiga

Vu 200 163 109 99 84 130 177 225 273 325 360( )
T

tf
Vf 39 32 30 28 28 30 29 33 39 44( )

T
tf

Esforços de Torção Vf_retração 38 30 33 37 42 47 52 58 63 69( )
T

tf

Momento torçor de cálculo - perfil isolado (g1+g2) Esforços de Torção - Comb. de Fadiga

Tnc 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( )
T

tf m Tf 54 49 44 41 37 40 43 47 52 57( )
T

tf m

Envoltória de Momentos Torçores ELU - seção mista (g3+Q) Tensão Última Studs
Fu 450MPa

Tc 157 157 144 134 123 119 130 143 157 172 173( )
T

tf m
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D) RESULTADOS

Definição de Nós para Integração
das propriedades das seções pelo
método de Green (KREYSZIG,
2009). Esta matriz fornece os nós
que definem a seção caixão de aço,
portanto, referem-se às propriedades
do caixão de aço.

Ψ η( )

0

bi
η

2

bi
η

2

d
η

tan θ( )


bi
η

2

d
η

tan θ( )
 bs

η


bi
η

2

d
η

tan θ( )
 bs

η


bi
η

2

ti
η

tan θ( )


tw
η

sin θ( )


d
η

ts
η

 ti
η



tan θ( )










bi
η

2

ti
η

tan θ( )


tw
η

sin θ( )


bi
η

2

ti
η

tan θ( )


tw
η

sin θ( )











bi
η

2

ti
η

tan θ( )


tw
η

sin θ( )


d
η

ts
η

 ti
η



tan θ( )



















bi
η

2

d
η

tan θ( )
 bs

η











bi
η

2

d
η

tan θ( )
 bs

η











bi
η

2

d
η

tan θ( )











bi
η

2


0

0

0

d
η

d
η

d
η

ts
η



d
η

ts
η



ti
η

ti
η

d
η

ts
η



d
η

ts
η



d
η

d
η

0

0











Definição de vetor indicial

j 0 length d( ) 1

OBS - este vetor executa o loop
para todos os cálculos vetoriais
abaixo.

Cálculo da área da seção transversal
Area

j
a 0

a a 0.5 Ψ j( )
i 0 Ψ j( )

i 1 0  Ψ j( )
i 1 1 Ψ j( )

i 1 

i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a
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Momentos Estáticos em relação aos eixos x e y
Sx

j
a 0

a a Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 0

Ψ j( )
i 1

Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



2









 Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0


Ψ j( )
i 1

2

Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



3




















i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a



Sy
j

a 0

a a 0.5 Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 0

2
Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0
 Ψ j( )

i 0

Ψ j( )
i 1 0

Ψ j( )
i 0



3




















i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a



Momentos e Produto de Inércia em relação aos eixos globais x e y

Ix
j

a 0

a a Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 0

Ψ j( )
i 1

2
Ψ j( )

i 1 1
Ψ j( )

i 1
 Ψ j( )

i 1


Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1


2

3









 Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0


Ψ j( )
i 1

2

2

2 Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



3


Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1


2

4




















i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a



Iy
j

a 0

a a
1
3

Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 0

3
Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0


3 Ψ j( )
i 0

2


2
Ψ j( )

i 0
Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0


Ψ j( )
i 1 0

Ψ j( )
i 0


2

4




















i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a



Coordenadas do centro geométrico

xcg
j

Sy
j

Area
j

 ycg
j

Sx
j

Area
j



Ixy
j

a 0

a a 0.5 Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1

 Ψ j( )
i 0

2
Ψ j( )

i 1

Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



2









 Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0
 Ψ j( )

i 0
Ψ j( )

i 1


2 Ψ j( )
i 0

 Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



3









 Ψ j( )

i 1 0
Ψ j( )

i 0


2
Ψ j( )

i 1

3

Ψ j( )
i 1 1

Ψ j( )
i 1



4




















i 0 rows Ψ j( )( ) 2for

a



Momentos de Inércia em relação ao centro geométrico
(Teorema de Steiner)

Momentos Principais de Inércia Módulos Resistentes de Flexão Superior
e Inferior

Ixc
j

Ix
j

Area
j

ycg
j 2 Iyc

j
Iy

j
Area

j
xcg

j 2 Ixyc
j

Ixy
j

Area
j

ycg
j

 xcg
j

 Imax
Ixc Iyc

2
Ixc Iyc

2






2
Ixyc

2
 Imin

Ixc Iyc

2
Ixc Iyc

2






2
Ixyc

2
 Ws

Ixc

d ycg
 Wi

Ixc

ycg
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Propriedades da Seção Aço (perfil isolado)

Área do contorno médio seção aço isostático - Tensão de St. Venant.

St_Venant k( )

bi
k

2

tw
k

2


0

bi
k

2

tw
k

2










d
k

tc

2






tan θ( )


d
k

ts
k

2


bi
k

2

tw
k

2










d
k

tc

2






tan θ( )











d
k

ts
k

2


bi
k

2

tw
k

2











0

bi
k

2

tw
k

2


0









T



Nós para a determinação da área do contorno médio das paredes pelo método de Green (KREYSZIG,
2009). Informação útil ao cálculo das tensões de torção para seção isostática de aço.

Venant k( )

bi
k

2

tw
k

2


0

bi
k

2

tw
k

2










d
k

tc

2






tan θ( )


d
k

tc

2


bi
k

2

tw
k

2










d
k

tc

2






tan θ( )











d
k

tc

2


bi
k

2

tw
k

2











0

bi
k

2

tw
k

2


0









T



Nós para a determinação da área do contorno médio das paredes pelo método de Green
(KREYSZIG, 2009). Informação útil ao cálculo das tensões de torção da seção mista.

Área do contorno médio seção mista - Tensão de St. Venant.

A0
j

a 0

a a 0.5 St_Venant j( )
i 0

St_Venant j( )
i 1 0

 St_Venant j( )
i 1 1

St_Venant j( )
i 1



i 0 rows St_Venant j( )( ) 2for

a

 Ac
j

a 0

a a 0.5 Venant j( )
i 0

Venant j( )
i 1 0

 Venant j( )
i 1 1

Venant j( )
i 1



i 0 rows Venant j( )( ) 2for

a



Função que calcula a seção transversal do contorno médio do caixão de aço
isostático. Objetiva determinar as tensões de St. Venantde torção.

Função que calcula a seção transversal do contorno médio da viga mista
aço-concreto. Objetiva determinar as tensões de St. Venantde torção.
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Propriedades da Seção Mista - Flexão Positiva

Largura da laje efetiva para 1 caixão Relação entre Módulos de Elasticidade
(item 6.10.1.1)

Linha Neutra de Curta Duração - a partir
da mesa inferior

bc 2 min
Ι

8
6 tc

bs

4
 b





Lw
ncurta 10 16MPa fck 20MPaif

9 20MPa fck 25MPaif

8 25MPa fck 32MPaif

7 32MPa fck 41MPaif

6 otherwise

 nlonga 3 ncurta LNC

ai

bc

ncurta
tc d( )

i

tc

2






 Areai ycgi

bc

ncurta
tc Areai



i 0 length d( ) 1for

a



Altura das almas do perfil

h d ts ti

Linha Neutra de Longa Duração - a partir da mesa inferior Momento de Inércia de Curta Duração
LNL

ai

bc

nlonga
tc d( )

i

tc

2






 Areai ycgi

bc

nlonga
tc Areai



i 0 length d( ) 1for

a

 IC

ai Ixci Areai LNCi ycgi 2

bc

ncurta
tc

3


12










bc

ncurta
tc d( )

i

tc

2
 LNCi





2











i 0 length d( ) 1for

a



Momento de Inércia de Longa Duração
IL

ai Ixci Areai LNLi ycgi 2

bc

nlonga
tc

3


12










bc

nlonga
tc di

tc

2
 LNLi





2











i 0 length d( ) 1for

a



Propriedades da Seção Mista - Flexão Negativa

Centro de gravidade da seção mista - flexão negativa Momento de Inércia da seção mista - flexão negativa

Ym

ai

Areai ycgi Anegi d( )
i

tc cob
0

 Aneg2i d( )
i

tc cob
1



Anegi Aneg2i Areai


i 0 length d( ) 1for

a

 Ixm

ai Ixci Areai Ymi ycgi 2 Anegi di tc cob
0

 Ymi 2 Aneg2i di tc cob
1

 Ymi 2

i 0 length d( ) 1for

a



OBS - Notar que a armadura negativa definida nas Entradas compõe a inércia da seção em flexão negativa.
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FORÇAS PLÁSTICAS (Apêndice D6)

Mesa Superior Curta Duração Resultante plástica da laje
Ps 0.85 fck bc tc

WSC
IC

d LNC( )
 Resultante plástica da alma

Mesa Inferior Curta Duração
Pwj 2Fy

hj

sin θ( )
 twj

WIC
IC

LNC


Resultante plástica da mesa inferior
Ptj Fy tij bijMesa Inferior Longa Duração
Resultante plástica da mesa superior

WIL
IL

LNL


Pcj 2Fy bsj tsj

Laje de Concreto Longa Duração Parcela de compressão aço
Cad 0.5 Pc Pw Pt Ps( )

WCL
IL nlonga

d tc LNL( )


Posição da Linha Neutra Plástica (Apêndice D6)
Laje de Concreto Curta Duração

LNPj

aj

hj

2

Ptj Pcj Ps

Pwj

1







 Cadj Pcjif

aj

tsj

2

Pwj Ptj Ps

Pcj

1







 otherwise

Ptj Pwj Pcj  Psif

aj tc
Pcj Pwj Ptj

Ps







 otherwise


WCC

IC ncurta

d tc LNC( )


Mesa Superior Longa Duração

Módulos Resistentes de Flexão Positiva

WSL
IL

d LNL( )


Módulos Resistentes de Flexão Negativa

Mesa Inferior Curta Duração

Wim
Ixm

Ym


Vetor - Posição da Linha Neutra
Mesa Superior Curta Duração LNP_Posj

aj "LNP na alma" Cadj Pcjif

aj "LNP na mesa superior" otherwise

Ptj Pwj Pcj  Psif

aj "LNP na laje de concreto" otherwise



Wsm
Ixm

d Ym
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Braços de alavanca - Determinação do Momento Fletor Plástico Resistente

Braço laje Braço mesa superior

dsj aj
tc

2
tsj LNPj





 LNP_Posj "LNP na alma"=if

aj
tc

2
LNPj





 LNP_Posj "LNP na mesa superior"=if

aj LNPj otherwise


dcj aj

tsj

2
LNPj







 LNP_Posj "LNP na alma"=if

aj

tsj

2
tc LNPj







 LNP_Posj "LNP na laje de concreto"=if

aj LNPj otherwise



Braço alma Braço mesa inferior

dwj aj

hj

2
ts

T 
j

 LNPj






 LNP_Posj "LNP na mesa superior"=if

aj

hj

2
tsj tc LNPj







 LNP_Posj "LNP na laje de concreto"=if

aj LNPj otherwise

 ddtj aj

tij

2
hj LNPj







 LNP_Posj "LNP na alma"=if

aj

tij

2
hj tsj LNPj







 LNP_Posj "LNP na mesa superior"=if

aj

tij

2
hj tsj tc LNPj







 otherwise



Altura da alma comprimida (item 6.10.6.2)

Compacidadej aj "Alma tracionada" LNP_Posj "LNP na alma"if

aj "Compacta" 2
LNPj

twj

 3.76
E

Fy









if

aj "Não Compacta" otherwise

LNP_Posj "LNP na alma"=if


OBS - A função compacidade garante que da alma comprimida
seja compacta. Para a seção ser considerada compacta e
assim poder ser verificada sua capacidade plástica, a esbeltez
da alma comprimida deve respeitar o limite plástico.
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Relações Limites para os componentes da seção Momento de Plastificação

MPj aj

Pwj

2 hj
dwj 2 hj dwj 2 Ps dsj Pcj dcj Ptj ddtj LNPj "LNP na alma"=if

aj

Pcj

2 tsj
dcj 2 tsj dcj 2 Ps dsj Pwj dwj Ptj ddtj LNPj "LNP na mesa superior"=if

aj

dsj 2 Ps

2 tc








Pcj dcj Pwj dwj Ptj ddtj otherwise


Almaj aj "OK"

h
j

sin θ( )

twj

150if

aj "Rever alma" otherwise



Mesa_Infj aj "Esbeltez OK"
bij

tij

120if

aj "Esbelta" otherwise



Mesas_Supj aj "OK" bsj

hj

6 sin θ( )








bsj

2 tsj
12








 tsj 1.1 twj if

aj "Rever mesas" otherwise

 Distância do topo da seção à Linha Neutra
Dpj aj LNPj tsj tc  LNP

1
"LNP na alma"=if

aj LNPj tc  LNPj "LNP na mesa superior"=if

aj LNPj  otherwise



OBS - recomendado que as mesas tenham espessura
de no mínimo 3/4'' (AASHTO-LRFD:2012)

Ductilidadej aj "OK"
Dpj

dj tc
0.42if

aj "Não atende" otherwise



Condições de Ductilidade (item 6.10.7.3)

OBS - a ductilidade é importante para prevenir o
esmagamento permanente do concreto quando a seção
composta atinge MP. É a relação entre a altura do topo
da seção à Linha Neutra e a altura total da seção mista.
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MOMENTO FLETOR NOMINAL RESISTENTE (item 6.10.7 e Apêncide D6)

Determinação do Momento de Início de escoamento Momento de Início de escoamento para Flexão Positiva

Mad

ai min WSCi Fy
Md1i

Wsi


Md2i

WSLi


















WICi Fy

Md1i

Wii


Md2i

WILi



























 Mumaxi 0if

ai min Wsmi Fnt
Md1i

Wsi

Md2i

Wsmi


















Wimi Fnci

Md1i

Wii

Md2i

Wimi



























 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a

 My

ai Md1i Md2i Madi  max
Md1i

Wsi

Md2i

WSLi


Md1i

Wii

Md2i

WILi









Fyif

ai "Fy com cargas permanentes" otherwise

Mumaxi 0if

ai 0 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Mad é o momento de externo extra que provoca o início do escoamento no caixão de aço.
Essa tensão tanto pode ser na mesa inferior como na mesa superior. É função das tensões
limites dadas nos itens anteriores para chapas sob compressão.

My é a soma dos momentos positivos de cargas permanentes com Mad. Portanto,
trata-se do início do escoamento em flexão positiva. É um parâmetro de controle para
a determinação do momento fletor nominal final positivo da seção.Momento Nominal Resistente Final (item 6.10.7)

Mn

ai MPi Dpi 0.1 di tc if

ai 1.07 0.7
Dpi

di tc 









MPi otherwise

Compacidadei "Compacta"= Compacidadei "Alma tracionada"=  Myi "Fy com cargas permanentes"if

ai "ELU sob cargas perm." Myi "Fy com cargas permanentes"=if

ai "Verificar compacidade" otherwise

Ponte_Contínua 0=if

ai min 1.3 Myi MPi Dpi 0.1 di tc if

1.07 0.7
Dpi

di tc 









MPi otherwise









 otherwise

Mumaxi 0if

ai Md1i Md2i Madi 
Md1i

Wii

Md2i

Wimi

 Fnci
Md1i

Wsi

Md2i

Wsmi

 Fntif

ai "ELU sob cargas perm." otherwise

otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Momento Fletor Nominal Último
Para seções em flexão positiva (Mumax > 0) e que respeitem a compacidade da
alma, porém sejam estruturas descontínuas (Ponte_Contínua = 0, check box), o
Momento Último é função do Momento de Plastificação. 
Quando a altura da Linha Neutra Plástica excede 10% da altura total da seção, um
fator extra de segurança é aplicado garantindo dutilidade à seção mista.
Para estruturas contínuas (Ponte_Contínua = 1, check box), a resistência é dada
pelo mínimo entre 1.3My e Mp. Permite-se, portanto, uma quantidade adicional de
flexão resistente.
Para a flexão negativa, a resistência é dada pelo momento fletor que provoca o
escoamento da mesa tracionada e/ou a tensão de compressão máxima permitida
nas mesas comprimidas, o menor valor entre esses.
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VERIFICAÇÃO DO ELU A TORÇÃO - ITEM 6.11.7.2

Tensão de torção de St. Venant - aço isostático (mesa inferior) Tensão de torção de St. Venant - seção
mista (mesa inferior)

fcncj

Tncj

2 A0j tij


fccj

Tcj

2 Acj tij


Resistência ao cortante de torção
Tensão de torção de St. Venant - seção
mista (mesa superior)Fv 0.75

Fy

3


fctj
Tcj

2 Acj tsj


Torçãoj aj

fcncj fccj

Fv

"Torção OK"









 fcncj fccj  Fvif

aj

fcncj fccj

Fv

"Não atende"









 otherwise



Coeficientes de redução de capacidade de mesas comprimidas em função das torções de St. Venant (item 6.11.7.2)

mesa comprimida
em flexão negativa

mesa comprimida
em flexão positivaΛ 1 3

fcc

Fy







2

 Κ 1 3
fct

Fy







2



Verificação das almas - Cortante de St. Venant
V_mesa_NC

ai

Tnci

2 A0i


i 0 length d( ) 1for

a

 V_mesa_C

ai

Tci

2 Aci


i 0 length d( ) 1for

a



corte de St. Venant na
alma para perfil isostático

corte de St. Venant na
alma para seção mista

Soma dos efeitos do corte de St. Venant ao Cortante de Flexão para ELU para 1 alma (item 6.11.9)

Vualmaj

Vuj

2
V_mesa_NCj

dj

h
j

sin θ( )










hj

sin θ( )










V_mesa_Cj

dj

h
j

sin θ( )










hj

sin θ( )
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CAPACIDADE DAS MESAS À COMPRESSÃO

Esbeltez Enrij. Longitudinal Centro de gravidade do enrijecedor

Long_Stiffener "OK"
bls

2 tls
0.48

Es

Fyenrij








if

"Rever dimensões" otherwise


Y

bls
2

tls

2
bls tls( ) tls bls

tls

2








bls tls bls tls( ) tls


Momento de Inércia enrij em relação ao CG

Ixxc
tls bls

3

12
tls bls

bls

2
Y





2


bls tls( ) tls

3

12
 bls tls( ) tls bls

tls

2
 Y





2



Momento de Inércia enrijecedor em relação à mesa inferior Tensão Nominal da
mesa tracionada

Ixx Ixxc bls tls bls tls( ) tls[ ] Y
2


Fnt Fy

Coeficiente de flambagem por tensões de corte (item 6.11.8.2.3)

ks
j

min

5.34 2.84
Ixx

w ti
j 3









1

3



n 1( )
2

5.34










Coeficiente de flambagem dos enrijecedores (item 6.11.8.2.3)

k
j

a
j

8 Ixx

w ti
j 3









1

3

 1
8 Ixx

w ti
j 3









1

3

 4if

a
j

1
8 Ixx

w ti
j 3









1

3

1if

a
j

4 otherwise

n 1=if

a
j

14.3 Ixx

w ti
j 3 n

4










1

3

 1
14.3 Ixx

w ti
j 3 n

4










1

3

 4if

a
j

1
14.3 Ixx

w ti
j 3 n

4










1

3

1if

a
j

4 otherwise

otherwise
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Momento de inércia mínimo enrijecedores longitudinais

Long_Stiffener_Inj aj "Inércia OK" Ixx 0.125 kj 3 w tij 3if

aj "Rever Inércia" otherwise



Tensão Nominal da mesa comprimida - flexão negativa (item 6.11.8.2)

Fcbj aj Fy Λj
w

tij

0.57 kj
E

Fy Λj
if

aj Fy Λj Λj 0.3 

w

tij

0.57 kj
E

Fy Λj


0.95 kj
E

Fy
 0.57 kj

E

Fy Λj




















 0.57 kj
E

Fy Λj


w

tij

 0.95 kj
E

Fy
if

aj

0.9 E kj

w

ti
T 

j









2
 otherwise



Resistência à flambagem por compressão
axial das mesas. Dependente dos
coeficientes de redução de torção de St.
Venant (item 6.11.8.2).

Fcvj 0.58 Fy
w

tij

1.12 ksj
E

Fy
if

0.65 Fy E ksj

w

ti
j

1.12 ksj
E

Fy


w

tij

 1.4 ksj
E

Fy
if

0.9 E ksj

w

tij







2
otherwise



Resistência à flambagem por cisalhamento
das mesas. Dependente dos coeficientes
flambagem dos enrijecedores longitudinais
(ks) (item 6.11.8.2).

Resistência à Compressão Limite da Mesa Inferior do
Perfil sob Flexão negativa (item 6.11.8.2) Fncj Fcbj 1

fccj

Fcvj









2
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VERIFICAÇÃO DOS ESFORÇOS CORTANTES (item 6.10.9)

Coeficiente de flambagem por cisalhamento Razão entre a Resistência à Flambagem por Cisalhamento e a Resistência ao
Escoamento por Cisalhamento (Csb)

ka q( )

ai 5
5

q sin θ( )

hi







2


i 0 length d( ) 1for

a


Csb q( )

ai 1
hi

twi sin θ( )
1.12

E ka q( )i

Fy
if

ai
1.12

hi

twi sin θ( )









E ka q( )i

Fy










 1.12
E ka q( )i

Fy


hi

twi sin θ( )
 1.4

E ka q( )i

Fy
if

ai
1.57

hi

twi sin θ( )









2

E ka q( )i

Fy
















 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Função de d0 - espaçamento
entre enrijecedores transversais.

Função auxiliar que envolve Csb 

Cs q( )

ai Csb q( )i

0.87 1 Csb q( )i 

1
d0 sin θ( )

hi







2





i 0 length d( ) 1for

a



Esforço Cortante Resistente. 
Se houver enrijecedores transversais (sel = 1) a
chapa pode desenvolver resistência pós-flambagem
devido à ação do campo de tensões; ação
semelhante às bielas tracionadas de uma treliça de
Pratt (AASHTO-LRFD:2012). 
Se não existirem enrijecedores transversais
(otherwise), a resistência ao cisalhamento é dada
pela resistência plástica da alma submetida à

tensão de Fyw/(3)1/2 e não pela ação do campo de
tensões. (item 6.10.9.2)

Esforço Cortante Resistente (item 6.10.9.2)

Vnj

aj 0.58 Fy
hj

sin θ( )
 twj Cs d0( )j









2
hj

sin θ( )
 twj

bsj tsj bij tij 








2.5if

aj 0.58 Fy
hj

sin θ( )
 twj Csb d0( )j

0.87 1 Csb d0( )j 

1
d0 sin θ( )

hj







2


d0 sin θ( )

hj












 otherwise

sel 1=if

aj 0.58 Fy
hj

sin θ( )
 twj Csb 10

10
cm  j







 otherwise
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CONECTORES DE CISALHAMENTO

Estado Limite de Fadiga - item 6.10.10.2

OBS - os conectores de cisalhamento devem penetrar no mínimo 5cm
na laje de concreto.

Vetor de número de aduelas

z 0 length d( ) 2

Dshear

5cm

hs

4

"Dimensões Stud OK"









hs 5cm 4
hs

ϕ
if

"Rever dimensões" otherwise



Número de ciclos - Fadiga (item 6.6.1.2.5)

Ns

a
i

365 75 1 ADTT 1 i length d( ) 3( )if

a
i

365 75 1.5 ADTT otherwise

Ι 12mif

a
i

365 75 1 ADTT otherwise

i zfor

a



OBS - próximo aos
apoios, para vãos maiores
que 12m, o fator de
multiplicação é 1,5 (item
6.6.1.2.5). Isto significa
diminuir a capacidade à
fadiga dos conectores
próximos aos apoios.

Fator - item 6.10.10.2-3 - Sistema
Internacional

α 238 29.5 log Ns( )

OBS - ADTT é o número médio de caminhões por dia em uma direção
durante a vida da obra. Para as cargas provenientes das normas brasileiras,
considera-se ADTT ~ 2000, o que corresponde a uma resistência à fadiga de
aproximadamente 0,936tf por conector. Essa resistência é menor que o valor
de Cut-Off de 1,032tf proposto pelo Eurocode 3: Design of steel structure -
Part 1-9: Fatigue.   

Resistência de corte a fadiga de 1 conector (item 6.10.10.2)

Zr
z

max α
z

ϕ
2

 MPa 19ϕ
2  MPa

Momento Estático Seção Curta Duração

Qest

Q
i

bc tc

ncurta
d( )

i 1 LNC
i 1

tc

2
 i length d( ) 4( )if

Q
i

bc tc

ncurta
d( )

i 1 LNC
i 1

tc

2
 i length d( ) 4( )=if

Q
i

bc tc

ncurta
d( )

i 1 LNC
i 1

tc

2
 otherwise

i 0 length d( ) 2for

Q
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Momento estático da laje de concreto em relação ao
CG de curta duração.

Momento de Inércia das n-1 Seções para Verificação dos Stud Bolts

ICstud
z

T
z

IC
z 1 z length d( ) 4( )if

T
z

IC
z 1 z length d( ) 4( )=if

T
z

IC
z 1 otherwise



Fluxo de cisalhamento por flexão para combinações de fadiga

OBS - a divisão por 2 pois são 2 almas.
Divide-se o fluxo para cada alma.Vsr

z

Vf
z

Qest
z



2 ICstud
z



Área do contorno médio das n-1 Seções para Torção de St Venant

Ac_Venant
z

T
z

Ac
z 1 z length d( ) 4( )if

T
z

Ac
z 1 z length d( ) 4( )=if

T
z

Ac
z 1 otherwise



Fluxo Cisalhamento por torção de St Venant para combinações de fadiga

OBS - a divisão por 2 pois são 2 almas.
Divide-se o fluxo para cada alma.Vst

z
1

2

Tf
z

2 Ac_Venant
z










Fluxo Cisalhamento Resultante

Soma vetorial dos fluxos de
cisalhamento de flexão e de
St. Venant

Resultante
z

Vsr
z 2 Vst

z 2

Espaçamento requerido para os Conectores (Stud Bolts)

p

a
i

Ν Zr
i



Resultante
i

 6 ϕ
Ν Zr

i


Resultante
i

 60cmif

a
i

6 ϕ
Ν Zr

i


Resultante
i

6 ϕif

a
i

60cm otherwise

i zfor

a



pmin 6 ϕ Espaçamento mínimo entre conectores
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Função que calcula o nº de Studs para cada Aduela

Studs V
length d( ) 2

0

Total 0

Total Total trunc

Ι

length d( ) 1






pi








1








Ν

Vi trunc

Ι

length d( ) 1






pi








1








Ν

i zfor

Total

V









Estado Limite Último - item 6.10.10.4 - AASHTO-LRFD:2012

OBS - O Estado Limite Último para os conectores
de cisalhamento funciona como um balizador, pois geralmente
o Estado Limite de Fadiga define um número maior de
conectores. 

Módulo de elasticidade do concreto (NBR 6118:2003)

Ec 0.85 5600 fck MPa

OBS - Emprega-se o módulo de elasticidade preconizado pela Norma
brasileira (mais conservadora). A diferença entre as duas é de 0,4%.  

Resistência nominal de um Stud ao cortante em ELU (item 6.10.10.4.3)

Qn min 0.5
π ϕ

2


4








 fck Ec

π ϕ
2



4








Fu










Qr 0.85Qn

Força Cortante Horizontal Nominal (item 6.10.10.4.2)

P min 0.85 fck bc tc Area Fy( ) menor valor entre resistências
plásticas do concreto e do aço

Número de Studs em ELU

num
P

Qr




 

________________________________________________________________________________________ 
Análise de Pontes em Estruturas Mistas de Aço-Concreto de Seção Caixão com Protensão Externa 

163

 

  

Propriedades geométricas do caixão de aço para cada seção

Área Momento estático em x Momento estático em y 

Area

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.122
0.122

0.122

0.129

0.129

0.129

0.129

0.129

0.122

0.122

0.122

m
2

 Sx

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.052
0.052

0.052

0.048

0.048

0.048

0.048

0.048

0.052

0.052

0.052

m
3

 Sy

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

m
3



Momento de inércia em x Momento de inércia em y Produto de inércia xy 

Ix

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.05004
0.05004

0.05004

0.04644

0.04644

0.04644

0.04644

0.04644

0.05004

0.05004

0.05004

m
4

 Iy

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.13406
0.13406

0.13406

0.12688

0.12688

0.12688

0.12688

0.12688

0.13406

0.13406

0.13406

m
4

 Ixy

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

m
4



Posição do CG em x Posição do CG em y

xcg

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

cm ycg

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

42.724
42.724

42.724

37.386

37.386

37.386

37.386

37.386

42.724

42.724

42.724

cm
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Propriedades geométricas da seção mista para cada seção
Linha Neutra de curta duração Linha Neutra de longa duração

LNC

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

102.072
102.072

102.072

99.172

99.172

99.172

99.172

99.172

102.072

102.072

102.072

cm LNL

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

77.941
77.941

77.941

73.569

73.569

73.569

73.569

73.569

77.941

77.941

77.941

cm

Momento de inércia de curta duração Momento de inércia de longa duração

IC

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.09458
0.09458

0.09458

0.10573

0.10573

0.10573

0.10573

0.10573

0.09458

0.09458

0.09458

m
4

 IL

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.06705
0.06705

0.06705

0.07338

0.07338

0.07338

0.07338

0.07338

0.06705

0.06705

0.06705

m
4



Posição CG e momento de inércia seção mista na região de flexão negativa

Ym

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

42.724
42.724

42.724

37.386

37.386

37.386

37.386

37.386

42.724

45.267

47.683

cm Ixm

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0.02771
0.02771

0.02771

0.02848

0.02848

0.02848

0.02848

0.02848

0.02771

0.0308

0.03374

m
4
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ANEXO B 
Verificação de Tensões para ELS em Estruturas Mistas Protendidas 

Descritivo: 

O anexo apresenta a entrada de dados com os esforços das combinações frequentes de ações 

para o tempo infinito e esforços das cargas permanentes para o tempo inicial. 

O cálculo é realizado somente para um vão do viaduto (25m), sendo simétrico para o outro. 

O vão do viaduto é dividido em 11 seções (contando os extremos), representados por vetores 

com esse tamanho, sendo que o cálculo é efetuado para cada seção. 

Os vetores de esforços apresentados são montados a partir dos resultados de análise do 

modelo em STRAP 2013. 

Comparam-se as tensões das cargas para tempos inicial e infinito com as tensões limites de 

compressão da laje tensões de compressão e tração da seção caixão de aço. 
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1) Controle de Tensões - Protensão tempo infinito (Protensão
Limitada)

Momentos Fletores - Cargas permanentes g1+g2
OBS:

qg1_g2 0 139 233 286 303 283 225 131 1 173 390( )
T

tf m
1tf 10 kNMomentos Fletores - Cargas permanente g3 + retração

qg3 400 408 444 408 351 273 174 53 140 304 490( )
T

tf m Protensão Aplicada:

Momentos Fletores - Cargas variáveis (Móveis) 0.5Q Ptotal 1275tf

qv 0 86 145 183 199 195 171 129 90 120 185( )
T

tf m

Momentos Fletores - Protensão

qprot 0 140 279 418 557 697 399 103 193 490 786( )
T

tf m

Esforço Axial - Protensão

protende 1275 1275 1275 1275 1275 1275 1275 1275 1275 1275 1275( )
T

tf

Tensões de controle -  Protensão tempo infinito Tensões Admissíveis

Aço 
Mesa Superior Perfil

Fy 345 MPa
Fnc_inf 290.889 MPa

σs_infj

qg1_g2j

Wsj


qg3j

WSLj


qvj

WSCj


0.85 protendej

Alongaj


0.85 qprotj

WSLj



Laje 

Mesa Inferior Perfil

fctm 0.3 fck

2

3
 MPa

1

3


σi_infj

qg1_g2j

Wij

qg3j

WILj


qvj

WICj


0.85 protendej

Alongaj


0.85 qprotj

WILj


fctkinf 0.7fctm

σctinf 1.5 fctkinf 3.68 MPaLaje 
σccinf 0.7 fck 28 MPa

σlaje_infj

qg3j

WCLj


qvj

WCCj


0.85 qprotj

WCLj


0.85 protendej

Alongaj nlonga
 (+) - tração

(-) - compressão

σs_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-79.123
-112.549

-134.725

-142.324

-136.489

-118.143

-110.607

-90.773

-53.554

-10.573

47.052

MPa σi_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-7.531
10.276

21.585

7.583

-6.244

-28.995

-23.392

-26.579

-61.102

-80.574

-113.417

MPa σlaje_inf

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-4.506
-4.54

-4.535

-3.901

-3.179

-2.228

-2.802

-3.15

-2.092

-2.32

-2.206

MPa
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Onde 

 
 
Áreas da seção mista de curta e longa duração a partir da homogeneização da laje com as relações 

entre módulos de elasticidade do aço e concreto (ncurta e nlonga). 

 

  

2) Controle de Tensões - Protensão tempo inicial (Protensão
Limitada)

Tensões de controle -  Protensão tempo inicial Tensões Admissíveis

Aço 
Mesa Superior Perfil

Fy 345 MPa
Fnc_inicial 290.889 MPa

σs_t0j

qg1_g2j

Wsj


qg3j

WSLj


protendej

Alongaj


qprotj

WSLj


Laje 

fckj 0.75 fckMesa Inferior Perfil

σi_t0j

qg1_g2j

Wij

qg3j

WILj


protendej

Alongaj


qprotj

WILj

 fctmj 0.3 fckj

2

3
 MPa

1

3


fctkinfj 0.7fctmj
Laje 

σct_inicial 1.5 fctkinfj 3.04 MPa

σlaje_t0j

qg3j

WCLj


qprotj

WCLj


protendej

Alongaj nlonga
 σcc_inicial 0.7 fckj 21 MPa

σs_t0

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-88.658
-119.136

-138.886

-144.001

-136.532

-116.936

-112.701

-96.503

-66.611

-26.994

26.615

MPa σi_t0

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-17.066
-10.982

-8.464

-25.118

-42.536

-67.018

-54.681

-49.477

-57.558

-68.614

-89.28

MPa σlaje_t0

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

-4.96
-4.322

-3.825

-2.889

-1.968

-0.943

-1.879

-2.701

-3.283

-3.926

-4.458

MPa

Acurtaj Areaj
bc tc

ncurta


Alongaj Areaj
bc tc

nlonga
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ANEXO C 
Perdas de Protensão para Estruturas Mistas Protendidas 

Descritivo: 

O anexo apresenta a entrada de dados com os parâmetros de geometria, cálculo de perdas por 

atrito, perdas por recuo de ancoragem, perdas por deformação imediata da seção e perdas 

progressivas. 

O cálculo é realizado somente para um vão do viaduto (25m), sendo simétrico para o outro. 

O vão do viaduto é dividido em 11 seções (contando os extremos), representados por vetores 

com esse tamanho, sendo que o cálculo é efetuado para cada seção. 

O cálculo das perdas por recuo de ancoragem é feito de modo iterativo a partir das perdas de 

atrito e do recuo de ancoragem fixado pelo fabricante. Usa-se o método da bissecção para 

encontrar o ponto de recuo nulo, ou seja, o ponto no cabo onde os efeitos do recuo de 

ancoragem cessam. 

O cálculo das perdas por retração é auxiliado pelo método dos trabalhos virtuais, a partir da 

força de retração aplicada pela laje sobre a seção mista. 
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A) Dados geom. B) Dados do perfil

Vão Altura total do perfil
Ι 25m

d 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120( )T cm
Balanço 

Espessura da alma
b 2.2m

Altura Laje tw
3

4

3

4

3

4

5

8

5

8

5

8

5

8

5

8

3

4

3

4

3

4






T
in

tc 26cm
Largura da Mesa Superior

Resist. Concreto
fck 40MPa bs 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40( )T cm

Dist. entre
mesas Sup.

Espessura da mesa Superior

ts 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( )T in
Lw 3m

Largura da mesa inferior
Largura da Laje
Slab 720cm bi 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220( )T cm

Espessura da mesa inferiorC) Prop. Aço
ti 1 1 1 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1 1 1( )T inTensão Escoam.

Fy 345MPa Inclinação da alma em relação à horizontal
θ 0.4061πMódulo Young

Cabo_Parabólico
Check Box


E 200GPa

Coordenadas cabos

x 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500( )T cm

y 0 13.55 27.15 40.75 54.35 68 47.5 27.05 6.6 13.85 34.3( )T cm

Coef. de Atrito (1/rad) Agregado Concreto

μ
Cabo-Concreto
Barras/Fios c/ Mossas-Bainha
Fios lisos/cord.-Bainha
Fios lisos/cord.-Bainha Lubrif.
Cordoalha engraxada


Agregado

Basalto/Diabásio
Granito/Gnaisse
Calcário
Arenito



Força Cabo (t0) Nº de  Etapas
de Protensão

Módulo Elasticidade Protensão

P0 319tf Ep 200GPa
n 2 Tu aço protensão

Atrito Parasita Nº de cabos Área cabo
fptk 190

kN

cm
2


Μ 4

λ 0.007
rad

m
 Ap 2100mm

2
Recuo Ancoragem

β 5mm

Parâmetros para Perda de Longa Duração

Retração Umidade relativa do Ar

ε1s 0.0005 coef. tabelado - item A.2.3.2 NBR 6118 Ur 70%

Solicitações de Flexão (peso próprio g1+g2+g3)

Mg 480 682 796 888 843 719 517 238 175 619 1146( )T tf m
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CÁLCULOS Área da Lje de Concreto  
 

 
Perímetro  

 
 

Nós para determinação das propriedades geométricas 

 

j 1 length x( )
Area_Conc tc Slab

 2 Cabo_Parabólico 1if

1 otherwise


 tc Slab( ) 2

Noeuds k( )

0

bi
k

2

bi
k

2

d
k

tan ( )


bi
k

2

d
k

tan ( )
 bs

k


bi
k

2

d
k

tan ( )
 bs

k


bi
k

2

ti
k

tan ( )


tw
k

sin ( )


d
k

ts
k

 ti
k



tan ( )











bi
k

2

ti
k

tan ( )


tw
k

sin ( )


bi
k

2

ti
k

tan ( )


tw
k

sin ( )












bi
k

2

ti
k

tan ( )


tw
k

sin ( )


d
k

ts
k

 ti
k



tan ( )




















bi
k

2

d
k

tan ( )
 bs

k












bi
k

2

d
k

tan ( )
 bs

k












bi
k

2

d
k

tan ( )












bi
k

2


0

0

0

d
k

d
k

d
k

ts
k



d
k

ts
k



ti
k

ti
k

d
k

ts
k



d
k

ts
k



d
k

d
k

0

0
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Cálculo da área da seção transversal

Area k( ) a 0

a a 0.5 Noeuds k( )
i 1 Noeuds k( )

i 1 1  Noeuds k( )
i 1 2 Noeuds k( )

i 2 

i 1 rows Noeuds k( )( ) 1for

a



Propriedades da Seção Mista

bc 2 min
Ι

8
6 tc

bs

4
 b





Lw largura da laje efetiva para 1 caixão

Relação entre Módulos de Elasticidade

ncurta 10 16MPa fck 20MPaif

9 20MPa fck 25MPaif

8 25MPa fck 32MPaif

7 32MPa fck 41MPaif

6 otherwise


nlonga 3 ncurta

Área da Seção Mista - perdas imediatas

Aire j( ) Area j( )
Slab

nlonga
tc

PERDAS DE CURTA DURAÇÃO

1) Perdas por Atrito

Ângulos Perdas de atrito em cada seção

angulo

a
i

0 i 1=if

a
i

atan
Π y

i
y
i 1

x
i 1 x

i









 otherwise

i 1 length x( )for

b
i

0 i 1=if

b
i

0 a
i

a
i 1 10

2
if

b
i

a
i

a
i 1 otherwise

i length x( ) i 1if

b
i

2 a
i

 otherwise

i 1 length x( )for

b



ΔP
j

P0 1 e

μ

1

j

k

angulok


λ xj

















 j 1if

0 otherwise



Protensão-Atrito para cada seção

Pf
j

P0 ΔP
j



Pfg

a
i

Pf
i



i 1 length x( )for

a



Esforço Médio (Alongamento)

Alongamento do cabo

Pmed
1

length x( )

k

Pf
k



length x( )
 ΔL

Pmed max x( ) min x( )( )

Ep Ap
 Δ

ΔL

max x( ) min x( )( )


Porcentagem de perdas

Taxa
j

ΔP
j

100 %

P0
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  2) Perdas por Recuo de Ancoragem 

 

Equação para Ponto de Recuo Zero 

 

OBS - o zero desta função localiza o ponto dentro  
da viga em que o recuo por encunhamento cessa. 

Método da Bissecção para a Solução Iterativa 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

Pcab t( ) a 0 t 0 t max x( )if

index i 1 t x
i

if

index i otherwise

break t x
i

if

i 1 length x( )for

a P0 1 e



1

index

k

angulok


 t






















otherwise

a



função t( ) t Pcab t( ) Ap Ep 

0 10 20
2 10

6

1 10
6

0

1 10
6

2 10
6

função t( )

t

Bissecção m n( )  m

 n

iter 0


 

2


teste 


 

2


 

iter iter 1

função ( ) função ( ) 0if

 

  iter 0if

teste otherwise



otherwise

iter 30while



função ( ) função ( ) 0if

"Intervalo não contém solução" otherwise





 

____

Perd

3) P

Encu

Perd

Perd

raiz

Recu

Lpm




j


Taxa

___________
Análise de P

das - Recuo 

erdas por d

urtamento m

da média par

das desconta

Bissecção (

uo

a
i


ifor

a
le

fo

a

fo

a

otherw



m
n n (

2


Lpm

max x( ) (


P0 P
j



P0 P
j




a_Final
j


____________
Pontes em Est

eformação 

médio para ca

ra cada cabo

ados atrito, re

0.01cm max x((

"Indeterm."

1 length x(

ength x( )
0

index i 

index i o

break raif

i 1 lengtor

a
j

2 Pcab

j 1 indeor

wise

1)

1

length x( ) 

i











m

min x( ))
Ep A

 raiif

j
Recuo

j
 

100% P
j


P0

100% P
j

P

____________
truturas Mista

 

imediata da

abo cabo 

o 

 

ecuo e def. i

x))

x) raiz "if

1 raiz xif

otherwise

aiz x
i



th x( )

b raiz( ) 2P

ex

1
1

E
x
i 1 




Ap

iz "Intervalo

  otherw

 
raizif

Recuo
j



P0

____________
as de Aço-Con

a viga 

mediata 

Intervalo não 

x
i

P
j

F
or

ça
 d

e 
P

ro
te

ns
ão

 (
tf

)

x
i

  2 P0

Aire i (





o não contém s

wise

z "Intervalo 


otherwise

___________
ncreto de Seçã

 

contém soluçã

0
0

100

200

300

P

Recuo

Pfg

1 )

2 P0 y

IL
i



solução"

não contém so

____________
ão Caixão com

 

 

 

ão"

5 1

Perdas Atri

Absc

x

y
i 1

1
y

i 1

olução"

____________
m Protensão E

 

0 15

ito+Recuo 
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x

Mg
i 1 

IL
i 1



__________ 
Externa 
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i 1
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 4) Método dos Trabalhos Virtuais (Perdas de retração) 

Inércia Média das Seções (Longa 
Duração) 

Área de Longa Duração Média das 
Seções 

δ10 - deslocamento no cabo provocado pela carga externa de retração 

δ11 - deslocamento no cabo provocado por força unitária aplicada no cabo 
  

  

M1(x) - momento fletor para força unitária no cabo entre 0<x<12,5m 

M11(x) - momento fletor para força unitária no cabo entre 12,5<x<25m 

M2(x) = 400tf.m - 25.3tf.x M22(x) = 450tf.m - 25.3tf.x 

M2(x) - momento fletor para carga de retração para 0<x<5m e para 20m<x<25m 

M22(x) - momento fletor para carga de retração para 5m<x<20m 

Perda de Protensão por Retração (Método dos Trabalhos Virtuais) 

 

 

  tf  OBS - Considera-se que o ponto de inflexão sobre apoio central tem deslocamento nulo. 

Inertia
0

10

i

ILi


11
 Alongas

0

10

i

Alongai


11


M1 x( ) 0.043 tf x M11 x( ) 0.092tf x 1.69tf m

10 2

0

5m

x
M1 x( ) M2 x( )

E Inertia






d

5m

12.5m

x
M1 x( ) M22 x( )

E Inertia






d

12.5m

20m

x
M11 x( ) M22 x( )

E Inertia






d

20m

25m

x
M11 x( ) M2 x( )

E Inertia






d









2

0

25m

x
1000tf 1 tf( )

E Alongas






d











11 2

0

12.5m

x
M1 x( ) M1 x( )

E Inertia






d

12.5m

25m

x
M11 x( ) M11 x( )

E Inertia






d









2

0

25m

x
1tf 1 tf( )

Ep Ap






d









 2

0

25m

x
1tf 1 tf( )

E Alongas






d











ret
10

11
 ret 33.441
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5) Perdas por Relaxação do Aço 

Tabela 8.3 NBR 6118:2003 - Interpolação Relaxação Aço de Protensão 

 
  

 

 

 

 

Perda Relaxação do Aço + Perda por Retração 

 

Perda Final - Imediatas+Progressivas 

 

Perda Média Final 

 

p0


Ap


u

0.5

0.6

0.7

0.8











fptk v

0

1.3

2.5

3.5











%

1 10
9 1.2 10

9 1.4 10
9

0

0.01

0.02

0.03

Aço CP 190RB

Relação de tensões (kN/cm2)

D
ef

or
m

aç
ão

 -
 e

ns
ai

o 
de

 1
00

0h
 (

%
)

v

u

1000h linterp u v p0( )

inf 2.5 1000h

inf ln 1 inf( )

p 1 inf

Plong
j

inf
j
p0

j
 Ap ret

j


p0
j

fptk
0.5if

ret
j

otherwise



Fim_Taxa
j

"Rever Recuo" raiz "Intervalo não contém solução"if

100% P
j

Recuo
j

  Plong
j

 

P0
otherwise



media_final
1

length Fim_Taxa( )

i

Fim_Taxa
i



length Fim_Taxa( )
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Taxa de Perdas (Atrito) Taxa Perdas (Recuo)
Perdas Def. Imediata

Δτ 0.782 tf

OBS - a protensão foi aplicada
em 2 etapas (2 cabos de cada
vez). Portanto os 2 primeiros
cabos sofrem a perda de
0.782tf. Finalmente, Δτ é
dividida igualmente entre os 4
cabos.

Taxa

1

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

0
0.17

0.35

0.52

0.7

1.94

2.12

2.29

2.46

2.63

4.37

% Taxa_Recuo

1

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

5.47
5.12

4.77

4.42

4.08

1.58

1.24

0.9

0.55

0.21

0

%

Perdas Imediatas +
Progressivas

Perdas Progressivas

Fim_Taxa

1

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

15.5
15.37

15.24

15.11

14.99

14.07

13.95

13.83

13.7

13.58

14.69

%ΔPlong

P0

1

1
2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

9.78
9.83

9.87

9.92

9.97

10.3

10.35

10.4

10.44

10.49

10.07

%

Perdas Médias Finais

Δmedia_final 14.5 %
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ANEXO D 
Verificação de Flexão em ELU para Estruturas Mistas Protendidas 

Descritivo: 

O anexo apresenta a entrada de dados com os parâmetros de geometria, para os quais se usa o 

método de Green para calcular as propriedades geométricas da seção. 

O cálculo é realizado somente para um vão do viaduto (25m), sendo simétrico para o outro. 

O vão do viaduto é dividido em 11 seções (contando os extremos), representados por vetores 

com esse tamanho, sendo que o cálculo é efetuado para cada seção. 

Os momentos de inércia e momentos estáticos apresentados são calculados em relação à linha 

neutra elástica da seção, provenientes das deduções de equilíbrio de forças horizontais e 

momentos fletores, conforme visto nesse trabalho. 

O método dos trabalhos virtuais é utilizado para determinar o incremento de força nos cabos 

devido a um momento fletor unitário negativo sobre o apoio. O cabo de protensão está 

submetido à força aplicada no ato de protensão (descontadas as perdas) e a esse incremento de 

força, quando da atuação de um momento fletor negativo. Com esse resultado é possível 

montar as equações de equilíbrio horizontais e de momentos fletores, que são 

interdependentes, e encontrar a solução pelo método da bissecção. 
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A) Dados geom. B) Dados do perfil D) Armadura Negativa

Altura do Perfil de aço
Armadura Negativa - 1º Camada

Ι 25m
d 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120( )T cm

Aneg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 32.16 64.32( )T cmBalanço 
Espessura da alma

b 3m Armadura Negativa - 2º Camada

Altura Laje tw
3

4

3

4

3

4

5

8

5

8

5

8

5

8

5

8

3

4

3

4

3

4






T
in Aneg2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( )T cm

2


tc 26cm Cobrimento - 1º e 2º Camadas
Largura da mesa superior

Resist. Concreto
cob 4 6( )T cm

fck 40MPa bs 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40( )T cm

Dist. entre Topo Almas Espessura mesa superior E) Continuidade
Lw 3m

ts 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( )T in Ponte_Contínua
Check Box



Largura mesa inferiorC) Propriedades Aço
bi 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220 220( )T cmTensão Escoamento

Fy 345MPa Espessura  mesa inferior
OBS - para as regiões de momento fletor positivo,
não seria necessário inserir a força de protensão
(Proten), já que o equilíbrio em ELU é feito com sua
força de ruptura em equilíbrio plástico, não
dependendo da força de protensão.

Módulo Elasticidade ti 1 1 1 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1 1 1( )T in
E 200GPa

Ângulo entre Alma e Horizontal

θ 0.4061π
F) Protensão

Força de Protensão em cada seção (descontadas as perdas)

Proten 1 1090 1090 1090 1090 1090 1090 1090 1090 1090 1090 1090( )T tf

Excentricidade a partir do topo da laje

ep 70 83.6 97.2 110.8 124.35 138 117.5 97 76.6 56.2 35.75( )T cm

Módulo Elasticidade Protensão
Tensão de Ruptura -
Cordoalha RB-190Ep 200GPa

Área de Protensão
fptk 190

kN

cm
2


Ap 8400mm

2
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Cálculo das Forças Plásticas - Flexão Positiva

Resultante Plástica Mesa Superior Resultante Plástica Mesa Inferior Resultante Plástica Alma Resultante plástica da laje
Ps 0.85 fck bc tc

Pt

a
i

Fy ti
i

 bi
i



i 0 length d( ) 1for

a

 Pw

a
i

2Fy
h

i

sin θ( )
 tw

i


i 0 length d( ) 1for

a


Pc

a
i

2Fy bs
i

 ts
i



i 0 length d( ) 1for

a

 Parcela de Compressão do Aço
Cad 0.5 Pc Pw Pt Prot Ps( )

Posição da Linha Neutra Plástica (a partir do topo da seção dos elementos)

LNP

a
i

h
i

2

Pt
i

Pc
i

 Ps Prot
i



Pw
i

1







 Cad

i
Pc

i
if

a
i

ts
i

2

Pw
i

Pt
i

 Ps Prot
i



Pc
i

1







 otherwise

Pt
i

Pw
i

 Pc
i

 Prot
i

  Psif

a
i

tc
Pc

i
Pw

i
 Pt

i
 Prot

i


Ps








 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a


LNP_Pos

a
i

"LNP na alma" Cad
i

Pc
i

if

a
i

"LNP na mesa superior" otherwise

Pt
i

Pw
i

 Pc
i

 Prot
i

  Psif

a
i

"LNP na laje de concreto" otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Braços de alavanca - soma dos momentos em torno da LN

braço laje braço alma
dw

a
i

h
i

2
ts

i
 LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na mesa superior"=if

a
i

h
i

2
ts

i
 tc LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na laje de concreto"=if

a
i

LNP
i

 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a


ds

a
i

tc

2
ts

i
 LNP

i






 LNP_Pos
i

"LNP na alma"=if

a
i

tc

2
LNP

i






 LNP_Pos
i

"LNP na mesa superior"=if

a
i

LNP
i

 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a
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braço mesa superior braço mesa inferior

dc

a
i

ts
i

2
LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na alma"=if

a
i

ts
i

2
tc LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na laje de concreto"=if

a
i

LNP
i

 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a

 ddt

a
i

ti
i

2
h

i
 LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na alma"=if

a
i

ti
i

2
h

i
 ts

i
 LNP

i









 LNP_Pos

i
"LNP na mesa superior"=if

a
i

ti
i

2
h

i
 ts

i
 tc LNP

i









 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



braço protensão

dp

a
i

ep
i

tc ts
i

 LNP
i

  LNP_Pos
i

"LNP na alma"=if

a
i

ep
i

tc LNP
i

  LNP_Pos
i

"LNP na mesa superior"=if

a
i

ep
i

LNP
i

 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Momento de Plastificação - Flexão Positiva

MP

a
i

Pw
i

2 h
i


dw

i 2 h
i

dw
i

 2 Ps ds
i

 Pc
i

dc
i

 Pt
i

ddt
i

 Ap fptk dp
i

 LNP_Pos
i

"LNP na alma"=if

a
i

Pc
i

2 ts
i


dc

i 2 ts
i

dc
i

 2 Ps ds
i

 Pw
i

dw
i

 Pt
i

ddt
i

 Ap fptk dp
i

 LNP_Pos
i

"LNP na mesa superior"=if

a
i

ds
i 2 Ps

2 tc








Pc

i
dc

i
 Pw

i
dw

i
 Pt

i
ddt

i
 Ap fptk dp

i
 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



OBS - os demais cálculos para o Momento Fletor Positivo Nominal são idênticos
aos cálculos apresentados no Anexo A para estruturas mistas não protendidas.
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Nós para cálculos - Estrutura Mista Protendida - Método de Green (Tração e Compressão)

Τ k LN( )

bi
k

2
LN

tan θ( )


0

bi
k

2

d
k

tan θ( )


d
k

LN

bi
k

2

d
k

tan θ( )
 bs

k


d
k

LN

bi
k

2

d
k

ts
k



tan θ( )
 bs

k


d
k

LN ts
k



bi
k

2

d
k

ts
k



tan θ( )


tw
k

sin θ( )


d
k

LN ts
k



bi
k

2
LN

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


0

bi
k

2


LN

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


0

bi
k

2


d
k

ts
k



tan θ( )


tw
k

sin θ( )


d
k

LN ts
k



bi
k

2


d
k

ts
k



tan θ( )
 bs

k


d
k

LN ts
k



bi
k

2


d
k

tan θ( )
 bs

k


d
k

LN

bi
k

2


d
k

tan θ( )


d
k

LN

bi
k

2


LN

tan θ( )


0

bi
k

2
LN

tan θ( )


0









T



Ε k LN( )

bi
k

2
LN

tan θ( )


0

bi
k

2

LN

bi
k

2


LN

bi
k

2
LN

tan θ( )











0

bi
k

2


LN

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


0

bi
k

2


ti
k

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


LN ti
k



bi
k

2

ti
k

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


LN ti
k



bi
k

2
LN

tan θ( )


tw
k

sin θ( )


0

bi
k

2
LN

tan θ( )


0









T



Momentos Estáticos em relação à LN

Sxcomp k LN( ) a 0

a a Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1

 Ε k LN( )
i 0

Ε k LN( )
i 1

Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1



2









 Ε k LN( )

i 1 0
Ε k LN( )

i 0


Ε k LN( )
i 1

2

Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1



3




















i 0 rows Ε k LN( )( ) 2for

a



Sxtrac k LN( ) a 0

a a Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1

 Τ k LN( )
i 0

Τ k LN( )
i 1

Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1



2









 Τ k LN( )

i 1 0
Τ k LN( )

i 0


Τ k LN( )
i 1

2

Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1



3




















i 0 rows Τ k LN( )( ) 2for

a



Momento de Inércia em relação à LN

Ixcomp k LN( ) a 0

a a Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1

 Ε k LN( )
i 0

Ε k LN( )
i 1

2
Ε k LN( )

i 1 1
Ε k LN( )

i 1
 Ε k LN( )

i 1


Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1


2

3









 Ε k LN( )

i 1 0
Ε k LN( )

i 0


Ε k LN( )
i 1

2

2

2 Ε k LN( )
i 1

 Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1



3


Ε k LN( )
i 1 1

Ε k LN( )
i 1


2

4




















i 0 rows Ε k LN( )( ) 2for

a



Ixtrac k LN( ) a 0

a a Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1

 Τ k LN( )
i 0

Τ k LN( )
i 1

2
Τ k LN( )

i 1 1
Τ k LN( )

i 1
 Τ k LN( )

i 1


Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1


2

3









 Τ k LN( )

i 1 0
Τ k LN( )

i 0


Τ k LN( )
i 1

2

2

2 Τ k LN( )
i 1

 Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1



3


Τ k LN( )
i 1 1

Τ k LN( )
i 1


2

4




















i 0 rows Τ k LN( )( ) 2for

a
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Método dos Trabalhos Virtuais (Método das Forças) 

Inércia Média das Seções (Longa Duração) Área de Longa Duração Média das Seções 

  

Deslocamento no cabo (apoio) provocado pela Carga Exterior (Momento Unitário no apoio central) 

 

Deslocamento no cabo (apoio) provocado pela Unitária no cabo 

 

Aumento da força no cabo de protensão por momento fletor negativo 
unitário na região do apoio    

E - Módulo de Elasticidade do Aço Estrutural 

Ep - Módulo de Elasticidade do Aço de Protensão 

Inertia
0

10

i

ILi


11
 Alongas

0

10

i

Alongai


11


10 2

0

12.5m

x

0.043 tf x( ) 0.00665
tf

m
x
2

 0.126tf x







E Inertia







d

12.5m

25m

x

0.092tf x 1.69tf m( ) 0.00665
tf

m
 x

2
 0.126tf x







E Inertia







d

















11 2

0

12.5m

x
0.043 tf x( ) 0.043 tf x( )

E Inertia






d

12.5m

25m

x
0.092tf x 1.69tf m( ) 0.092tf x 1.69tf m( )

E Inertia






d









2

0

25m

x
1tf 1 tf( )

Ep Ap






d









 2

0

25m

x
1tf 1 tf( )

E Alongas






d











Fp
10

11
 Fp 0.01667

tf

tf m
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1) ELU em Flexão Negativa - Tensão de Escoamento da Mesa Superior

Tensão de compressão na mesa inferior em função da posição da Linha Neutra (LN) Tensão Escoamento
de Cálculo do Aço de
Protensão

Tensão de Ruptura de
Cálculo do Aço de
Protensãoσc k LN( )

LN

dk LN
Fy

fpyd
0.9fptk

1.15
 fpd

fptk

1.15


Momento Fletor na Região de Flexão Negativa para Tensão do Cabo inferior à sua
tensão de escoamento

Deformação de
Escoamento de Cálculo
do Aço de Protensão

εyp
fpyd

Ep


Md k LN( )

Fy

dk LN
Ixtrac k LN( )

σc k LN( )

LN
Ixcomp k LN( ) Protk dk tc epk LN 

1
0.016673tf

tf m
dk tc epk LN 



Momento Fletor na Região de Flexão Negativa para Tensão do Cabo superior à sua tensão de escoamento

Mdescoa k LN( )

Fy

dk LN
Ixtrac k LN( )

σc k LN( )

LN
Ixcomp k LN( ) fpyd Ap

fpd fpyd

3.5% εyp






Protk

Ep
εyp Ap














dk tc epk LN 

1
fpd fpyd

3.5% εyp






0.016673tf

tf m


dk tc epk LN 
Ep





Somatório de Forças Horizontais - ELU com tração à tensão Fy na mesa superior

Fh1 k LN( )
Fy

dk LN
Sxtrac k LN( ) Protk

0.016673tf

tf m
Md k LN( )






σc k LN( )

LN
Sxcomp k LN( )





Protk
0.016673tf

tf m
Md k LN( )





fpyd Apif

Fy

dk LN
Sxtrac k LN( ) fpyd

fpd fpyd

3.5% εyp






Protk
0.016673tf

tf m
Mdescoa k LN( )





Ep Ap
εyp

















Ap

σc k LN( )

LN
Sxcomp k LN( )








otherwise
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2) ELU em Flexão Negativa - Tensão de Compressão Limite Mesa Inferior

Tensão de compressão na mesa inferior em função da posição da Linha Neutra (LN)

σt k LN( )
d

k
LN

LN
Fnc

k


Momento Fletor na Região de Flexão Negativa para Tensão do Cabo inferior à sua
tensão de escoamento

Mdd k LN( )

σt k LN( )

d
k

LN
Ixtrac k LN( )

Fnc
k

LN
Ixcomp k LN( ) Prot

k
d

k
tc ep

k
 LN 

1
0.016673tf

tf m
d

k
tc ep

k
 LN 



Momento Fletor na Região de Flexão Negativa para Tensão do Cabo superior à sua tensão de escoamento

Mddescoa k LN( )

σt k LN( )

d
k

LN
Ixtrac k LN( )

Fnc
k

LN
Ixcomp k LN( ) fpyd Ap

fpd fpyd

3.5% εyp






Prot
k

Ep
εyp Ap

















d

k
tc ep

k
 LN 

1
fpd fpyd

3.5% εyp






0.016673tf

tf m


d
k

tc ep
k

 LN 
Ep





Somatório de Forças Horizontais - ELU com tensão de compressão Fnc na mesa inferior

Fh2 k LN( )
σt k LN( )

d
k

LN
Sxtrac k LN( ) Prot

k
0.016673tf

tf m
Mdd k LN( )






Fnc

k

LN
Sxcomp k LN( )








Prot

k
0.016673tf

tf m
Mdd k LN( )





fpyd Apif

σt k LN( )

d
k

LN
Sxtrac k LN( ) fpyd

fpd fpyd

3.5% εyp






Prot
k

0.016673tf

tf m
Mddescoa k LN( )





Ep Ap
εyp

















Ap

Fnc
k

LN
Sxcomp k LN( )








otherwise
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Método da Bissecção para a Solução - ELU com Fy na mesa superior Método da Bissecção para a Solução - ELU com Fnc na mesa inferior

Bissecção m n k( ) α m

γ n

iter 0

β
α γ

2


aux β

β
α β

2


α α

iter iter 1

Fh1 k α( ) Fh1 k β( ) 0if

α β

β γ iter 0=if

aux otherwise



otherwise

α β 10
3
cmwhile

α

Fh1 k α( ) Fh1 k γ( ) 0if

"Intervalo não contém solução" otherwise


Bisseção m n k( ) α m

γ n

iter 0

β
α γ

2


aux β

β
α β

2


α α

iter iter 1

Fh2 k α( ) Fh2 k β( ) 0if

α β

β γ iter 0=if

aux otherwise



otherwise

α β 10
3
cmwhile

α

Fh2 k α( ) Fh2 k γ( ) 0if

"Intervalo não contém solução" otherwise



Linha Neutra - Bissecção Linha Neutra - Bissecção
LN_Prot

a
i

Bissecção 5cm d
i

ts
i

 i  Prot
i

0if

a
i

0 otherwise

Mumax
i

0if

a
i

0 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a

 LN_Proten

a
i

Bisseção 5cm d
i

20cm i  Prot
i

0if

a
i

0 otherwise

Mumax
i

0if

a
i

0 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a
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Momento Fletor Negativo Resistente - ELU com Fnc na mesa inferior 
 

Momento Fletor Negativo Resistente - ELU com Fy na mesa superior 

 

OBS - Toma-se o menor momento fletor resistente entre 
as situações de escoamento da mesa superior e 
compressão excessiva da mesa inferior, submetidas à 
flexão negativa. 

Momento Fletor Negativo Resistente Final - ELU 

 

   

Momento Fletor Resistente Negativo em Módulo 

0 0.5 1
6 10

8

4 10
8

2 10
8

0

2 10
8

Equilíbrio Horizontal Fh1

Fh1 10 t( )

t

0 0.5 1
1 10

8

0

1 10
8

2 10
8

3 10
8

Equilíbrio Horizontal Fh2

Fh2 10 t( )

t

Md_Proten
j

Mdd j LN_Proten
j

  Prot
j

0.016673tf

tf m
Mdd j LN_Proten

j
 





fpyd Apif

Mddescoa j LN_Proten
j

  otherwise

LN_Proten
j

0if

0 otherwise



Md_Prot
j

Md j LN_Prot
j

  Prot
j

0.016673tf

tf m
Md j LN_Prot

j
 





fpyd Apif

Mdescoa j LN_Prot
j

  otherwise

LN_Prot
j

0if

0 otherwise



Md_Protensão
j

min Md_Prot
j

Md_Proten
j

 

LN_Prot

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

58.984

59.028

59.071

cm LN_Proten

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

62.299

62.405

62.504

cm Md_Protensão

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0
0

0

0

0

0

0

0

15957

18218

20506

kN m
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Ângulo do cabo de protensão

angulo

a
i

0 i 0=if

a
i

atan
ep

i
ep

i 1

Ι

length d( ) 1










 otherwise

i 0 length d( ) 1for

a



Esforço Cortante Reduzido pela Protensão

Vr
j

Vu
j

sin angulo
j  Proten

j


Vr

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2000
1038

498

398

250

706

879

1359

1844

2364

2711

kN Vu

0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

2000
1630

1090

990

840

1300

1770

2250

2730

3250

3600

kN




