UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

RESOLUGCAO DOS MODELOS UNIDIMENSIONAL
E BIDIMENSIONAL DE SOLIDIFICACAO DE
METAIS PUROS E LIGAS EUTETICAS
ATRAVES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

POR
ALICE DE JESUS KOZAKEVICIUS

DISSERTAGAO SUBMETIDA A0 CURSO DE POs-GRADUAGAO EM MATEMATICA
COMO REQUISITO PARCIAL PARA A OBTENGAO DO GRAU DE MESTRE

Orientador
Prof. Dr. Marco Tillio Menna Barreto de Vilhena

Porto Alegre, Dezembro de 1994.



Agradecimentos

Agradeco ao Professor Marco Sebastiani nao apenas pelos ensinamentos desde os
tempos de graduagio, mas também pelo insentivo e pelo grande exemplo como profissional
e ser humano; ao meu querido orientador, Professor Marco Tullio, pela dedicagdo e
atencdo; ao Professor Milton Zaro pelas explicagGes sobre solidificacdo, pelas valiosas
sugestdes e conselhos; aos colegas do PROMEC, em especial, is amigas Angela e Magda;
ao Nick pela grande ajuda no aprendizado do software Reduce; ao pessoal da biblioteca
do Departamento de Matemadtica, Jane, Erica ¢ Adriana; & Jane da Secretaria de Pos-
Graduacao da Matemadtica; ao Leco pela ajuda no drduo trabalho de digitacdao e pelo

carinho e a minha amada mae pelo infinito apoio e amizade.

Loéaie
DISSERT . /MAT
KB8R
1994
MaT

1996/ 1ABRG 3~
1996707 /B9
7668



Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma solugdo em forma fechada para uma
modelagem, tanto unidimensional quanto bidimensional, do processo de solidificacao.

Esta modelagem, proposta por Kanetkar et al, aborda a solidificagdo em termos de
dois processos: o macroscopico € o microscopico. O primeiro descreve a transferéncia de
calor do metal para o molde e do sistema metal-molde para o meio ambiente; ja o segundo
descreve a formagio e o desenvolvimento de graos no metal durante sua mudanga de fase.
O acoplamento desses processos se da através da inclusdo do termo fonte, representante
da cinética de solidifica¢ao, na equagao de conservagao de energia para condugao do calor.

Ao invés de utilizar o método de diferengas finitas na resolugdo das equagdes do
modelo unidimensional, aplica-se a transformada de Laplace com respeito a vanavel ¢
e resolve-se analiticamente, via software REDUCE, o sistema de equacdes gerado pelas
condicoes de contorno para a obtengao dos coeficientes da solugao transformada.

No caso bidimensional, utiliza-se um método nodal para transformar o problema
novamente em uma modelagem unidimensional. Integram-se as equagdes em uma das
direcGes, no caso, em z, passando-se a calcular o fluxo médio de calor. Uma extensido
possivel é subdividir o dominio de integracao e calcular o fluxo médio em cada uma das

novas regioes interligadas através de condigdes de contorno.



Abstract

The modeling of solidification, proposed by Kanetkar et al, treats the solidification as
a process involving macroscopic and microscopic features. The macroscopic aspect de-
scribes the heat transfer from the metal to the cylindric body and from the system
?metal-mold” to the surroundings. The second describes the formation and development
of grains in the metal during its fase changing. The coupling of these two features of the
process 18 made with the inclusion of a source term, that represents the nucleation, in
the conservation equation for the heat transfer.

Instead of using finite diference methods for solving the equations of the unidimen-
tional model, Laplace transform with respect to the temporal variable (¢) is applied in the
equations, and for solving analytically the system of equations generated by the boundary
conditions from the model, the software REDUCE is used.

In the two dimentional model is used a nodal method to transform the problem again
in a unidimentional modeling. The equations are integrated in a choosen direction, here
z. After that they were solved for a mean heat flux. It is aslo possible to divide the
domain of integration and to calculate the mean heat flux in each new region considering
that each one i1s connected with the others by new boundary conditions.
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Capitulo 1

Introducao

A solidificagdo de metais, principalmente ligas, tem sido exaustivamente estudada, e,
apesar de toda a evolugio, o problema ainda esta longe de ser considerado resolvido [1],
[2].

Os pioneiros na abordagem cientifica do assunto foram Neumann (1860) e Stefan
(1891), embora Kelvin ja houvesse tratado a questao do célculo da idade da Terra em
funcdo da espessura da crosta como um problema de solidificagdo da bola de magma.

Neumann resolveu analiticamente o problema de mudanca de fase de um material,
considerando uma regiao semi-infinita (z > 0), inicialmente 2 uma temperatura constante
maior do que o seu ponto de fusdo e com a superficie z = 0 mantida a zero grau de tem-
peratura. Posteriormente, considerou o material a uma temperatura inicial inferior a sua
temperatura de fusao, abordando, com isso, a questao da distribui¢do de temperaturas.

Stefan resolveu analiticamente os problemas de solidificacdo e fusdo de um metal
em uma geometria retangular, considerando fluxo de calor unidirecional, desprezando a
conveccao natural e assumindo interface sélido-liquido plana; no entanto, foi com seu
estudo sobre a espessura das calotas polares que se tornou reconhecido e, por esta razao,
problemas de resfriamento sao freqiientemente chamados de ”problemas de Stefan ” [3].

Em 1933, Schwarz, utilizando a solugdo geral da equagao do calor em uma dimensao
e em regime transiente, concebeu o modelo fisico, considerado por Carslaw e Jaeger
(1959) de fundamental relevancia para metalurgia, uma vez que permite determinar a

temperatura em qualquer ponto (molde, metal, interface) em determinado instante de



tempo.

A partir desses resultados houve uma série de avangos tanto na compreensao da fisica
do problema quanto na sua modelagem (Vielmo [1]). Com o advento da computagio, a
questdao de simular numericamente o fenomeno da solidificacdo tornou-se relevante.

Henkel e Keverian [4], em 1965, descreveram a aplicacao de um programa, baseado
no método de diferencgas finitas, para resolver as equagoes de transferéncia de calor para
fundidos. Seguiram-se os trabalhos de Pehlke, Marrone e Wilkers [5], Brody e Apelian
(6], Dantzig e Berry [7] e Fredricksson (8], utiizando diferentes métodos numéricos na
solugao do mesmo problema.

Oldfield (9], em 1966, teve a idéia de incluir nucleagdo e cinética de crescimento de
grao em simulacGes para gerar informagoes sobre a microestrutura de ligas e para tratar
mais corretamente o problema de geragao de calor, porém tais topicos 86 foram abordados
em 1974 no trabalho de Stefanescu e Trufinescu [10], e apenas na década de oitenta foram
plenamente difundidos. ( vide Kanetkar,Chen,Stefanescu e El-Kaddah [11], Fazzi Jr. [12]
e Rappaz [13])

Foi também na década de oitenta que Faghr et al. (1984) e Cao et al. (1989) usaram
modelos incorporando o movimento na fase liquida, e portanto a convecgao natural, na
simulacao do processo de mudanca de fase, ndo s6 para metais puros como também
para ligas de diferentes tipos: eutéticas, binarias, etc. As pesquisas mais recentes na
area de simulagao procuram resolver o problema de solidificagdo sob o ponto de vista de
transferéncia de calor, massa e quantidade de movimento. Esta formulagao é considerada,
até o momento, como sendo a mais completa, no entanto, devido a sua nao-linearidade,
pode ser reslovida apenas numericamente (Vielmo [1]).

Este trabalho, apesar de nao considerar a modelagem mais completa possivel, propoe
a resolugao em forma fechada dos modelos unidimensional e bidimensional apresenta-
dos e resolvidos numericamente por Kanetkar,Chen,Stefanescu e El-Kaddah [11], onde a
equagao do balanco de energia possui como termo fonte o calor latente de solidificagao,

supondo a fragio de sélido formada como sendo uma fungdo do tempo e levando em



consideragao aspectos da nucleagao e crescimento cinético para o calculo da mesma.

A modelagem considerada por Kanetkar, as simplificacées feitas no modelo a ser
resolvido em uma e em duas dimensoes e alguns aspectos importantes sobre nucleagao e
fragdo de sélido sao apresentados no capitulo dois.

No capitulo trés, apresentam-se métodos analiticos e numéricos para a inversao da
transformada de Laplace de uma fungdo e, em particular, o método que sera utilizado
para a expressao obtida como solugao do problema transformado unidimensional. Os
métodos numéricos sao apresentados em classes de acordo com as hipéteses utilizadas e o
tratamento que a funcao a ser invertida recebe. Também aspectos relevantes na inversdo
numérica da solugao do problema transformado unidimensional sao comentados neste
capitulo.

No capitulo quatro, resolve-se a formulagao matematica para o problema unidimen-
sional através da aplicagao da transformada de Laplace a varidvel tempo, ( Kozakevicius
[14]). Como o termo fonte da equagdo é dado em funcdo da fracdo de sélido, apresenta -
se uma linearizacéo deste termo para que possua transformada de Laplace. A solugao do
problema transformado é apresentada da forma: solugdo homogénea mais solugdo par-
ticular, sendo que a primeira € uma combinagdo linear de fungoes de Bessel Modificada
e a segunda depende do termo fonte. Os coeficientes da combinagao linear sao determi-
nados através da aplicagdao da solugao as condigbes de contorno, gerando um sistema de
equagoes, que é resolvido analiticamente pelo software Reduce.

O modelo bidimensional é, entdo, apresentado e resolvido por um método linear nodal
no capitulo cinco. Este método, muito utilizado na solugdo das equagoes de transporte de
neutrons [15], pela primeira vez é utilizado na solugdo de um problema de solidificagéo.
A caracteristica fundamental deste método é permitir a solugdo das equagbes do modelo
bidimensional em termos da solugao obtida para o modelo unidimensional, podendo ainda
ser refinado, como é mostrado no final do capitulo .

As demais observagoes sobre o programa escrito utilizando comandos do software Re-

duce , bem como sobre as funcdes de Bessel Modificada, sdo apresentadas nos apéndices.



Capitulo 2

Uma Modelagem para Solidificacao

O processo de solidificagdo, segundo Stefanescu, Upadhya e Bandyopadhyay [10],
para ser representado o mais préximo da realidade possivel, deve ser descrito através da
combinagao de dois modelos fundamentais: o macroscdpico e o microscopico.

O modelo macroscépico descreve a transferéncia de calor do metal para o molde, do

sistema metal-molde para o meio e o escoamento do fluiddo de metal liquido durante o

geu vazamento no molde.

J4 os modelos microscépicos devem incluir caracteristicas mais intrinsecas do metal
nas suas diferentes fases. Tém-se como exemplos a cinética de solidificagdo e o escoamento
de fluido na regido onde existe a presenga de metal liquido e metal sohdificando .

Uma das maneiras de combinar uma modelagem macroscépica a uma microscopica ¢
fazendo o acoplamento entre aspectos referentes a cinética de solidificagdo e um modelo

de transferéncia de calor. Isto é o que sera discutido a seguir.

2.1 Aspectos Micro-Estruturais

Na interface metal-molde, a taxa de resfriamento é maior devida & baixa tempertatura do
molde em relagio a temperatura do metal no instante inicial. Por isso, a nucleacao, isto
é, a formagao randémoca e eqiiaxial (em todas as direcoes ) dos primeiros graos ocorre
préximo a superficie do molde, gerando a chamada zona externa eqiiaxial. O inicio da

nucleagio depende de um certo grau de super-resfriamento, definido por [16] como sendo



a diferenca entire a temperatura de equilibrio do sistema e a temperatura real do mesmo.

Os graos formados se transformam rapidamente desenvolvendo ”bragos ” em varias
direcoes. Estas novas estruturas sao chamadas de dendntas. Existe um crescimento
competitivo entre elas, pois aquelas que crescem preferencialmente em direcao paralela e
com sentido oposto ao fluxo de calor absorvem as estruturas menores existentes ao redor.
As estruturas dominantes dao origem a uma nova zona, chamada zona colunar que, ao
se desenvolver, separa o metal em trés regides distintas: uma formada apenas por sdlido;
outra, por metal liquido e a terceira, por liquido e sélido. Esta terceira regido é chamada
de mushy zone, ver fig. 2.1. Nesta regiao existe a interface sdhdo-liquido, onde uma zona
equiaxial interna co-existe devida a formagao de dendritas que ainda ndo se agregaram
a estruturas da regiao solida. Todas as caracteristicas micro-estruturais do metal sao
determinadas na mushy zone, isto é, a densidade, a forma do grao, o tamanho do grao,
a distribuicao da variagao de concentragao e a porosidade.
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fig.2.1 (a) zona eqiiiaxial externa, (b) zona colunar, (c)zona eqiiaxial interna

(d) regiao sdlida (e) regiao liquida e (f) mushy zone

No caso de metais puros, os graos da zona colunar formam uma interface plana e
crescem na diregao antiparalela ao fluxo de calor. Na zona eqiiiaxial interna, os cristais
sao dendritas que crescem na mesma direcao do fluxo de calor.

J4 para o caso de ligas ou quando existem impurezas no metal, a morfologia da zona

colunar é geralmente dendritica, sendo quase igual aquelas dos metais puros existentes na
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zona equiaxial interna. A inica diferenca esta na escala relativa das dendritas. Isto ocorre
porque o crescimento do grao em metais puros € controlado pelo fluxo de calor, enquanto
que para as ligas, esse crescimento é controlado principalmente pela difusdo de soluto.
Sendo assim, a composigao da liga desempenha papel importante na da micro-estrutura
de solidificagao.

H4 essencialmente duas morfologias bisicas de crescimento que podem ocorrer durante
a solidificacao de uma liga: a dendrtica e a eutética. Sendo que a mistura das duas
também pode ocorrer.

As dendritas, elementos de morfologia dendritica, pertencem ao grupo dos cristais
primdrios e possuem uma forma que se assemelha a uma arvore. As morfologias eutéticas
sao caracterizadas por estrututras pohfasicas, onde existe o crescimento simultaneo de

duas ou mais fases do liquido, ver fig. 2.2.
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fig.2.2 (a) desenvolvimento de estrutura dendrtica a partir do niicleo,
(b) desenvolvimento de estrutura eutética a partir do micleo,

(c) representagio de interface dendritica, (d) representacdo de interface eutética

Por liga eutética se entende uma liga que possua comportamento similar a um metal
puro durante sua mudanca de fase, isto é, a curva de resfriamento de uma liga eutética é
similar & curva de um metal puro. A temperatura de fusdo da liga eutética é mais baixa

que a temperatura de fusio de cada uma das componentes da mesma. Ver fig. 2.3.
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f19.2.3 (a)curva de resfriamento de uma liga eutética

(b)diagrama de fase para liga eutética bifdsica, isto é, com dois componentes (%, )

A transformagao de liquido em sélido envolve a criagao de uma interface sélido -
liquido curva e a existéncia de um fluxo microscépico de calor e soluto, no caso de ligas.
A interface € dita morfologicamente instavel, se uma perturbagao ¢ amplificada com

o decorrer do tempo, caso contrario, € dita morfologicamente estavel. Ver fig. 2.4.

e |

fig.2.4. (a) Evolucdo inicial de interface instavel e (b) de interface estavel

Segundo [16], duranie a fundigdo de ligas, a interface sélido-liquido é ususalmente

instavel. Uma interface estiavel é somente obtida em casos especiais tais como solidi-
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ficagao de metais puros ou solidificagio direcional de ligas sob gradientes de temperaturas
suficientemente altos.

No caso de metais puros, a interface sélido- liquido serd estavel sempre que o gradiente
de temperatura for positivo e instavel, se o gradiente de temperatura for negativo. E no
caso de ligas, a instabilidade ocorre quando a o gradiente de temperatura na interface no

liquido for menor do que o gradiente de temperatura liquidus .

2.2 Formulacao Analitica do Problema

Uma modelagem da transferéncia de calor para um dado conjunto (sistema) ” fundido

”

- molde ”, que englobe aspectos macroscopicos e microscopicos, requer a solugao da

equagao de conservagao de energia para condugao do calor ndo homogénea
: oT
VIHT)VT(z,t)] + @ = pCp(T) (2, t), (2.1)

onde z é a varidvel espacial, f € a varidvel temporal e as propriedades térmicas do metal, p,
C, e k, dependem de T(z,t), assumindo os valores de uma fase particular ou mistura
de fases prevalecentes para cada temperatura dada, e o termo fonte, Q, representa as
propriedades microestruturais do metal enquanto ocorrer a mudanga de fase. Este termo

descreve a taxa de evolugao de calor latente durante a transformacao liquido-sdlido e €

escrito como:

s L%(z,t), (2.2)

onde L é o calor latente volumétrico constante de fusdo durante a transformagao de fase e
f, é a fragdo de sélido, termo que indica a proporgéo de sélido gerado durante o processo
de solidificacdo em relacao a massa de metal liquido no sistema para cada instante ¢ ou

intervalo de tempo At considerado.
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2.3 O Método do Calor Latente

Este método consiste em utilizar relagoes obtidas através de resultados experimentais
ou utilizar as leis de nucleagao e crescimento, aspectos que fazem parte da cinética de
solidificacao, para o calculo de f,(z,t).

A fracdo de sdlido f,(z,t), apenas para o caso de metais puros e ligas eutéticas,
ainda poderia ser calculada assumindo-se a variagao de f,(z,t) como funcao linear da
temperatura com uma taxa de solidificagao ficticia (Implicit Enthalpy Method e Specific
Heat Method), o que segundo Stefanescu [10], ndo aborda tido diretamente a solugdo do

problema da evolugao do calor, se comparado com o método do Calor Latente.

2.3.1 Calculo da Fragao de Soélido pela Curva de Resfriamento

Para um dado fundido solidificando, o balango da taxa de escoamento de calor pode
ser escrito como: ”taxa de geracdo de calor devido a solidificagdo menos taxa de mudanga
do calor especifico do metal igual & taxa de calor perdido do metal ”.

Assumindo que o calor é perdido para o meio ambiente pelo metal apenas por con-

vecgao, o balango feito acima pode ser escrito como:

dQr dT

onde h.. representa o coeficiente de transferéncia de calor efetivo que descreve a perda
de calor por resfriamento Newtoniano do metal através do molde para o meio ambiente,

e o subindice cc denota a curva de resfriamento, obtida através de dados experimentais.

Ver fig. 2.5.
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fig.2.5 A partir de termopares colocados em contato com o metal dentro do molde,
a temperatura do metal é enviada a uma microcomputador a cada

instante e a plotagem dos dados gera a curva desejada

A equagao (2.3) é valida quando ndo existe gradiente de temperatura no metal. Com

a notacao

Gec = Jt“-c.r:.i'a (ch - TG):

a equagao (2.3) se transforma em

dar\ _ 1 (dQ, _
(d—t);m;(? q“)' o

Esta representa a derivada da curva de resfriamento.
Caso nao ocorra mudanga de fase durante o resfriamento, a curva temperatura x
tempo que se obtém, denominada curva zero, tem a forma apresentada na fig. 2.6.
Esta curva pode ser facilmente calculada através da interpolagido de dados experimen-

tais da curva de resfriamento, sendo necessarios apenas dois pontos.
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f19.2.6 A curva zero é a curva de um metal amorfo

O balanco da taxa de escoamento de calor também pode ser calculado sem a consid-

eracao da mudanca de fase, e sua formulagao é entao dada por:

dT
—V,OCP (E) = h,cA (Txc = TO) )

ou seja,
dTl’ Pee
=) Bals 7

onde zc representa a curva zero. Denotando, agora,

ch = hch (Tzc - T'E'.l) ]

dT'\ s
dt ‘c—' VeCp

a equagao se torna

(2.5)

Subtraindo (2.4) de (2.5), pode-se calcular a taxa de calor perdido durante a trans-

formagao de fase.

QL dT _(dT) _
.6, () +em (Z) -
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Desprezando-se (gcc — ¢.c), segundo [10], obtém-se

dQ.

v [)-(9))

Integrando a equagao (2.6), tem-se

v [(5)_-(5) o

r_ QL 4 dl - dT
L = — = e —_ —
Vo Co [area sob ( 7 )m drea sob ( = )“] 3

T

ou seja,

re. robura

Tem

k Te oo

A = drea

(2.6)

(2.7)

(2.8)

f19.2.7 A area entre a curva de resfriamento de um metal e a sua respectiva curva zero

representa o calor latente de fusdao do metal

Caso a curva zero seja conhecida, o calor latente pode ser obfido por integragao

numeérica da equagao (2.8). A integragao da equagdo (2.5) indica que a temperatura

varia exponencialmente com o tempo. Portanto, a curva zero pode ser simulada ndo

somente escolhendo-se dois pontos na curva de resfriamento, como também através de

suas derivadas, desprezando-se a mudanga de fase.

Uma vez conhecido o calor latente de solidificacao, a fragdo de sélido no tempo ¢t pode
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ser calculada, segundo Stefanescu [10], por:

fa= L,, (2.9)

onde L’ é dado pela equagdo (2.8). Utilizando esta técnica, o termo (), na equagio
{(2.2), pode ser calculado em cada espago de tempo para uma dada curva de resfriamento
correspondente a uma dada taxa de resfriamento.

Ja que a taxa de resfriamento determina a temperatura num dado instante de tempo

para cada localizacdo no fundido, o termo fonte pode ser expresso por

of, 0T

Q(z,t) = L= (2.10)

at ) )
Fica claro, entdo, que valores experimentais para f, devem ser determinados nao so-
mente como fungdo de ¢, mas também como fungao de % (que representa a taxa de
resfriamento), permitindo o calculo da evolugdo do calor em diferentes nés (pontos do
sistema metal-molde). Deve-se mencionar ainda que as temperaturas em diferentes nés
sao distintas devido as diferenies taxas de resfriamento.

Caso %’%’- seja determinado por experimentos para diferentes valores de %T;, Q na
equagao (2.1) pode ser calculado via equagao (2.10), ocorrendo, desta forma, o acopla-
mento do modelo de cinética de solidificagao ao modelo de transferéncia de calor.

As curvas de fracao de sélido em funcéo do tempo podem ser também consideradas
polindmios de segunda ordem. Conseqiientemente, para cada taxa de resfriamento, 2

N
se torna 4—"—'- e pode ser expressa através de um polinémio de primeira ordem.

dfs, _
: (2.11)

d

com a e b fungoes de %’f—, e portanto, constantes para cada iff considerado.
Por interpolagao de dados experimentais para varias curvas de resfriamento, tem-se

que o coeficiente a representa uma variagao linear e b, parabdlica com relagao a 4L. Entao
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uma equagao final para a taxa de evolucio da fracdo de sélido pode ser escrita, segundo

Stefanescu [10], por:

‘i’; (%E+bo)t+c9(f§) +do( )+eu (2.12)

onde o valor das constantes ag, by, ¢o, dy e eo é retirado de um conjunto de curvas
experimentais correspondente a varias taxas de resfriamento. Desta forma, utiliza-se a

equagdo (2.12) para calcular Q(z,t) via a equagio (2.10) e, conseqilentemente, calcular
a equagao (2.1).

2.3.2 Calculo da Fragao de Sdélido via Nucleagao e Leis de

Crescimento

Num dado instante { e numa dada posicao z do fundido, a fragdo de solido local
média para uma liga eutética ou metal puro, solidificando com estrutura eqiiiaxial, pode

ser calculada, segundo Brophy([17], por:
fuz,t) = N(z,t)%era(:c,t) (2.13)

onde N(z,t) representa a densidade do grao e R(z,t), o tamanho do grao.

A equacao (2.13) é vélida sob as seguines hipiteses: a) os graos tém forma esférica,
b) essa forma é mantida durante todo o processo e, portanto, despreza a possibilidade
dos graos se aglutinarem e c) todos os graos sao formados a uma temperatura critica de
nucleagao e crescem a partir dela.

Caso fosse considerada uma liga, cujos graos nao tivessem forma esférica, mas sim
dendritica, a equagdo (2.3) possuiria um termo adicional, fi(t), representando a fragio
interna de sdlido, isto é, indicando a fragao do grao realmente solido.

A taxa de formagao de fragdo de sélido é obtida através da diferenciagao da equagao
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(2.13).
d’f’ (::: t) = 4nN(z,t)R*(z, t) (:r: )+ 'rrRs(z t) (z,t). (2.14)

Pela aproximagao de Jonhson-Mehl, a drea da interface entre graos sélidos e metal
liquido ¢ dada por (1 — f,) e pelo fato da densidade dos graos nao variar (%ﬂi(z, i) = 0),
a equacao (2.14) se torna

o1, (.«: t) = 4w N(z,t)R*(z, t)aR(a:,t)(l —Je): (2.15)

Resolvendo a equagao diferencial ordinana (2.15), tem-se
f =1=a =LxN(z,t)R? (=, t) (2]6)

A equagao (2.16) tem a vantagem de levar em consideragao a possibilidade de aglutinagao
dos graos, o que nao ocorre na formulagéo (2.13).
Para obter uma modelagem completa da fragao de sélido, utilizam-se, entdo, as leis

de crescimento e nucleagao na determinagdo dos termos N(z,t) e R(z,t).

Crescimento de Grao

A questdo do crescimento do grao tem sido abordada tanto para graos eqiiaxiais ( de
forma esférica e compacto) quanto para dendritas eqiiaxiais ( de forma esférica, porém
poroso). Para o caso de crescimento eqiiiaxial a taxa de crescimento pode ser calculada
por

dR

= = m(ATP, (2.17)

onde y; € a constante de crescimento e AT é o super-resfriamento da interface, que pode
ser aproximado pelo super-resfriamento do volume total do fundido quando consideradas
baixas taxas de resfriamento.

No caso de dendritas, Esaka e Kurz deduziram uma relacao similar na aproximagao

do nimero de Péclet, onde o quadrado do super-resfriamento também é relacionado com
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a velocidade. E importante obervar que existe um raio minimo, chamado raio critico,

que as particulas devem atingir para se tornarem nicleos e ndo mais se dissolverem.

Nucleagao

A analise da taxa de nucleagao é bem mais complexa, a teoria classica de nucleagao
heterogénea, embora ainda nao tenha sido totalmente desenvolvida para todos os tipos
de ligas, afirma que novos graos sélidos se formam sobre subtratos estranhos tais como
a superficie do molde ou particulas de impurezas. Alguns autores n3ao utilizam suas
formulagées atuais para o ciculo de %’-. Como forma alternativa, utilizam as hipéteses
de nucleagao continua ou nucleagéo instantanea.

A hipétese de nucleagao continua considera que esse processo se d4 continuamente
uma vez que a temperatura de nucleagao ¢ atingida. Esse método prevé nucleagao durante
o intervalo de solidificacao até o inicio da recalescéncia .

Baseado em experimentos, Oldfield [13] obteve uma dependéncia parabdlica do niimero

de nicleos e o super-resfriamento

N = u(AT)?, (2.18)

resultando a seguinte taxa de nucleagao:

oN oT

dependendo do super-resfriamento e da taxa de resfriagao.

Outros pesquisadores assumem nucleagao continua entre a temperatura de equilibrio,
Tz, e a temperatura maxima de super-resfraimento.

J4 na hipétese de nucleagao instantanea, considera-se que todos os micleos sao for-
mados ao mesmo tempo sob um certo super-resfriamento critico, ou temperatura de

nucleagao, T,.
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Segundo Stefanescu [10], a equagio que representa esse fato é dada por:

ON
ON _ W.HT-T) (2.20)
onde
0,T#T,
5T - T,) = o
on. F =1

No= f_ ™ N(T).8(T - T,)dT,

indicando o numero total de nicleos apds a temperatura de nucleagao.

2.4 Hipodteses Simplificativas desta Modelagem

O modelo apresentado por Kanetkar [11], que sera resolvido analiticamente nos préximos
capitulos, também é dado sob forma de macro-micro modelagem, isto ¢, permanecendo
valida a equagao (2.1).

Quanto aos aspectos microscopicos, assume-se que:

1. a taxa na qual a mistura esta solidificando depende do grau do super-resfriamento

na interface sélido-liquido.

2. o termo fonte na equagao (2.1) descreve a evolugao de calor latente por unidade

de volume resultante da mudanca de fase e sua formulagao permanece dada pela

equagdo (2.2).

3. a nucleagao é instantinea e, portanto, existe uma tnica temperatura de nucleagao,
pois através da analise da taxa de nucleagdo observa-se que a nucleagao se da numa

faixa muito pequena de variagdo de temperatura.

4. o crescimenio do nicleo é eqiiiaxial como graos esféricos. Por isso a fragao de

sélido em qualquer localizagio do metal liquido durante a solidificagao deve ser
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representada por uma equagao do tipo Avarami, como a equagao (2.13), dada

anteriormente.

5. adensidade, p, o calor especifico, C,, e a condutividade térmica, k, sao considerados

constantes na equacao (2.3)

6. o raio de um grao eutético € descrito pela lei de crescimento parabdlico, dada pela

seguinte equagao:

/ = £ = [Te - Tl bt

r=rg =0

onde u :constante de crescimento

rp :ralo critico do nucleo
Tp :temperatura eutética
Ty :temperatura de bulk.

Quanto aos aspectos macroscopicos:

1. nao sao consideradas as perdas de calor enquanto o metal é vazado no molde.

2. desprezam-se os gradientes térmicos existentes na fase liquida e, conseqiientemente,
a convecgao natural que influenciaria na taxa de transferéncia de calor e na com-

posicao quimica resultante.

3. despreza-se o fato da forma da interface sélido-liquido no metal ser varidvel com o

tempo e poder possuir geometria complexa.

4. despreza-se a contragao do metal durante a solidificagéao e, portanto, nao se con-
cidera a resisténcia térmica adicional devido a existéncia de ar entre o metal solidifi-
cado e o molde, porque esta ainda nao foi equacionada de forma satisfatéria.(Sully,

1976; Pehlke, 1976; Ho e Pehlke, 1984;Zeng e Pehlke, 1985 e Huang et al. 1992)

5. as fronteiras do problema sao todas consideradas fixas.
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Capitulo 3

Inversao da Transformada de

Laplace

Neste capitulo serao apresentados um método analitico, via teorema de Residuos, e
alguns métodos numéricos para inversao da transformada de Laplace, ja que nos capitulos

seguintes as equagOes serao resolvidas por transformada de Laplace.

3.1 Definicao

A transformada de Laplace de uma fungao real, definida para t positivo, seccionalmente
continua para todo intervalo finito 0 < t < N e de ordem exponencial vy parat > N, é

dada por:
f(s) = L(F(t)) = j; " etF(t)dt , Re(s) > v (3.1)

e sua transformada inversa é dada por:

Ft) = £ () = 7 :-i‘goe“ft)js o (3.2)

onde s =z + iy, z,y € R e s = w fica a direita de todas as singularidades de f(s).
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3.2 Inversao via Teorema de Residuos

Considera-se a integral em (3.2),

%f /{; e’ f(s)ds

integrada sob a curva fechada C' , como mostra a figura 3.1.

fig. 3.1

Esta curva é composta pela linha AB e pelo arco BJKLA do circulo de raio R e com

centro na origem. Representando-se BJKLA porI' e T' = v/R? — w?, tem-se:

. 1 w+iT . o B 1 J 1 g
PO = Jim s [" e f(o)ds = im {1 [ et f(o)ds — oL [ etf(o)as )

Supbem-se que todas as descontinuidades de f(s) sdo pdlos e que todos encontram-se a
esquerda da hinha s = w para alguma constante w, e ainda que a integral sobre I' tende

a zero ao R tender a infinito, entdo, pelo teorema de Residuos [18], tem-se :

Fit) =3 &

i=1

onde k; sdo os residuos de e* f(s) nos pélos de f(s).

No caso em que f(s) possua outro tipo de descontinuidade ou raizes, basta alterar a

curva C, e o teorema continua sendo aplicavel.
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E conveniente observar que a dificuldade de aplicagdo deste método para o calculo da
transformada inversa de uma fungéao reside na determinagio da localizagao e na natureza
das singularidades.

Caso a funcao seja analitica ou seccionalmente analitica, pode-se determinar seus
zeros através do método de Burniston e Siewert (1971) ou através de uma generalizacio
desse método, apresentada por Anastasselou e loakimidis (1984).

A idéa de Anastasselou e Ioakimidis [19] é aproximar a fung@o por um polinémio que
coincida com a fungado exatamente nos seus zeros. Para polindmios de grau menor ou
igual a quatro, tem-se uma forma fechada para a obtengao das raizes, caso contrario,
retorna-se ao mesmo problema.

Como forma alternativa para a inversao da transformada de Laplace, existem varnos

métodos numeéricos, alguns deles sao discutidos a seguir.

3.3 Inversao via Métodos Numéricos

Quando se inverte numericamente a transformada de Laplace de uma funcao, enfrenta-
se a questao da instabilidade numeérica, isto €, pequenas perturbagoes nos dados de en-
trada geram grandes flutuagées nos dados de saida.

A inversdo da transformada de Laplace €, portanto, um exemplo do chamado ” prob-
lema mal-posto”, por esta razao nao existe nenhum algoritmo universal capaz de inverter
qualquer funcdo transformada [20].

A seguir seré apresentado um resumo das principais classes de métodos de inversao,bem
como suas idéias centrais. Para uma analise mais detalhada do desempenho de cada
método, segundo critérios de aplicabilidade em problemas reais, aplicabilidade para varios
tipos de funcdes, precisdo numérica, eficiéncia computacional e facilidade de programagao

e implementagdo, vide o trabalho de Davies e Martin [21].
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3.3.1 Meétodos que utilizam sequéncias

Um algoritmo de inversdo da transformada de Laplace pode ser obtido através da

construcao de uma seqiiéncia

L) = fo " 6. (t, u) Flu)du

onde as funcoes 6,(t, u) formam uma seqiiéncia convergente (Gelfand e Shilov, 1964, pag
34), o que significa que I,(t) tende a F(t) ao n tender a infinito. Usando as fungdes

(nu/t)* exp(—nu/t)/(n — 1)!, tem-se
F(t) = L(t) = (=1)'n" (a0 f0(2) (3.3)

onde f(*)(s) é a derivada n-ésima de f(s) com respeito ao parametro s. Esta férmula
foi obtida por Widder (1934), embora ndo no intuito de inverter a transformada de

Laplace numericamente. Uma desvantagem deste método é a necessidade de derivar f(s)

repetidamente.

Uma férmula diferente de (3.3), mas obtida de maneira similar (vide Cost,1964) foi
proposta por Haar (1951):

Ft) =t f(t™) . (3.4)
Uma outra variante é devida a Schapery (1962):
F(t) ~ (26)™ £((2)7) . (3.5)
Gaver (1966) propds o uso de fungdes
Sty ) = (2n)(nl(n — 1)) ta(l — e™2)me™me |

onde a = 2, que leva a um resultado similar ao apresentado em (3.3), mas envolvendo

a n-ésima diferenca finita A™f(nln %) A férmula, como é apresentada, ndo é conve-
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niente, pelo fato da convergéncia de I,(t) a F(t) ser bastante lenta, segundo resultados
apresentados por Davies e Martin [21]. No entanto, Gaver mostrou que I,(t) — F(t)
pode ser expressa em termos de expansoes assintoticas em poténcias inversas de n; con-
sequentemente, o resultado deve ser melhorado utilizando extrapolagao. A férmula de

Stehfest (1970) da o seguinte algoritmo

y 2
n=1

com 3

min(n,4-) N

2 k3 !
En = (_1)“-‘} Z N EVE (& (?k) EV(2k !

Je=( 2L (? — k)'kl(k — 1)(n — k)!(2k — n)!

e N par.

3.3.2 Métodos que expandem F'(t) em fungbdes exponenciais

Viarios métodos representam F'(t) por funcdes exponenciais, geralmente introduzindo
¢~"* com uma nova variavel independente. Bateman (1936), Erdélyi (1956) e Lanczos

(1957) propuseram funcgdes de Legendre, escrevendo

Ft) = . anPanle™) (3.

n=0

onde os polinomios de Legendre sao calculados pela seguinte relagao:
Po(z) =1,

Bilgy= &,

(n+ 1) Posa(z) = (2n+ 1)z P,(z) — nPr-a(z).
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Aplicando a transformada de Laplace a expressao (3.7) e substituindo s por (2k+1)r, k =
0,1,2,..., N, obtém-se

sk 1) =y Gl (55)

sendo que esta equagao deve ser resolvida recursivamente para os coeficientes a,, ( Pa-
poulis, 1956 ).
Miller e Guy (1966) aproximaram F(t) por polindmios de Jacobi, P{®#)

F) = 3 amPOP (26 1), (3.9)

m=0

com « = 0. Aplicando a transformada de Laplace a (3.9) e substituindo s por (8+k+1)r,
foi obtido

rf((B+k+1)r)= E_:O (Ef J: ﬁmﬂ)}l:am ;

que deve ser resolvido para os coeficientes a,y, .

Berger (1968) também propds o uso de polinémios de Jacobi bem como polindmios
ultra-esféricos (Berger, 1966; Berger e Duangudom, 1973).

Bellman et al. (1966) idealizaram um método que provém das regras de quadratura
Gauss-Legendre aplicada a definicdo de f(s). No entanto, esie método deve ser con-
siderado como um caso particular do método de Legendre, considerando £k = 0 e t; =
—r~1In((1+42;)/2),: = 1,2, ..., N, onde z, sdo os zeros dos polinémios Py(z). O resultado
é:

N
Flt)= E wikr f(kr) , (3.10)

k=1

onde os coeficientes w;r sdo definidos por:

Zw.k:c Pn(H) (/01 P—”(—l@dz)_l , (3.11)

-2 T — T

Uma grande desvantagem deste método, segundo Davies e Martin [21] é que ele da os
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valores de F(t) apenas para um conjunto restrito de pontos nao equidistantes. Tabelas
dos coeficientes w;; devem ser encontradas em Bellman ei ol (1966). Uma exiensao
deste método foi apresentada por Piessens (1969).

Outro grupo de métodos depende de transformagoes do tipo cos = e~"¢, seguido de

uma expansao em fungdes trigonométricas. Papoulis (1956) escreve
F(t) = ) axsin((2k + 1)) , (3.12)
k=1

onde cosf = e~"*. Aplicando a transformada de Laplace com s = (2k+1), k = 0,1, ..., N,

tem-se:

rf((2k+])r)=7r2_2("+1)i [( s )—( @ 1)]%- (3.13)

s \k=m k—m~—
Outros esquemas foram propostos usando séries de Fourier (Doetsch, 1971; Lanczos,
1957) ou usando expansdes em polindmios de Chebyshev ( Lanczos, 1957).
Para certos problemas, Schapery (1962; vide Cost (1964) e Rizzo e Shippy (1970))
propos a expansao

N
F(t)y=A+B+) ape ™, (3.14)

k=1
onde os pesos bx sao escolhidos para se ajustarem a forma esperada da funcao F(t). A

transformada de Laplace de (3.14),

N

sf(s) =A+—f—+ ax(1 — %)“1 ; (3.15)

k=1

e estas equagoes sao resolvidas para ax, substituindo s = b, k£ = 1,..., N e ainda uti-

lizando as seguintes igualdades:

B = lim *f(s) ,
N

A=-— Zak 3
k=1
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3.3.3 Meétodo de Quadratura de Gauss

O método de quadratura de Gauss € muito empregado na aproximagao de integrais,
baseado no fato das equacgoes serem exatas para polindomios. Tais equagoes foram desen-
volvidas para a integral de inversao, com o propdsito de inverter exatamente transfor-
madas de Laplace de fungdes do tipo s™?®(s~!), onde ®(s~!) ¢ um polindémio em s~*
( Salzer, 1955, 1958, 1961; Shirtliffe e Stephenson, 1960; Piessens, 1969, 1971 ). Para

colocar as equagbes na forma invariante, é necessario escrever a integral de inversao (3.2)

como

F(t) = — /ﬁm *f(2)dz , >0 (3.16
)= 508 Jopoie €T} B> -

onde v = v/. A aproximagao consiste em escrever

N
F(t) = g%-f(“?) , (3.17)
e escolher os coeficientes para tornar a expressao exata sempre que s?*!f(s) é um
polinémio em s~'de grau menor ou igual a 2N — 1. Assim, se s?*! f(s) tiver uma ex-
pansao em série de Taylor em poténcias de s~!, o método recai na expansio em série
de Taylor para F (t). Uma série de tabelas para pesos K; e nodos a; sdo dadas por
Piessens (1971) e um programa para calculo dos pesos e nodos foi apresentado também
por Piessens (1973). Para p = 0, um método mais geral foi apresentado por Singhal e
Vlach (1975). Eles aproximaram a integral de inversdo (3.16) através da troca da funcao

exponencial por sua aproximagao de Padé (Longman, 1975 ).

TIL(M + N +1— k) (%) 2
SN (M+N+1- k)!(f)(—z)k’

EM,N(Z) = (3.]8)
com M < N, e fechando o contorno da integral de inversdo na parte direita do plano
aplicando a teoria de Residuos. E, j& que os primeiros M + N + 1 termos da série de
Taylor para £y, y sd0 idénticos aos de e, fica entdo comprovado que este méiodo é exato

para f(s) =s*%, k=1,2,..,M+ N + 1. Assim, utilizando M = N — 1, reconstroi-se o
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método para p = 0.
Uma vantagem para esse método mais geral estd no fato de que, para M < N — 1,
a inversao numeérica de s*, £ = 0,1,...., N — M — 2, é identicamente zero. Com isso,

escolhendo-se M < N — k — 1, tem-se a seguinte aproximagdo para a k-ésima derivada:
N K : k 1
ro =3 5 (%) £(%). (3.19)
=1

Isto funciona porque a transformada de Laplace de F(*)(t) difere de s* f(s) apenas por

um polinomio de grau £ — 1 em s, e esses termos nao fazem nenhuma contribuigao para

o resultado quando M < N —k — 1.

3.3.4 Meétodos que usam Aproximacgoes Bilineares para s

Uma importante classe de aplicagbes surge com a expansao da fungao original F(t) em
uma série de fungoes generalizadas de Laguerre. Contribuigdes nesta linha foram dadas

por Tricomi (1935) e Widder (1935). Seja

F(t) =t "“Eak( fk)! Li(7) (3.20)

onde o, ¢ e T sao parametros. Os polindmios de Laguerre devem ser calculados pelas

relacoes de recorréncia

L5(t) =
Lty =1+a-t,
nL(t)=2n+a—1-t)L5_ () — (n—1+a)L5_5(t) ,

e os coeficientes ax como segue. Primeiro observa-se que a iransformada de Laplace de

(3.20) é dada por:
N
F(s) = 3 ar(s + ¢ — 1)F(s 4 ¢)~ktotD) |

k=0
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e que a transformacao bilinear z = ":'j_:; transforma em

N
®(z) = (s +c)** f(s) = D arz”.
k—0
O coeficiente ai deve ser determinado utilizando z = e e férmulas para interpolacio

trigonométrica. Weeks (1966) assumiu que o = 0 e ¢ = co + 3; Piessens e Branders

(1971) considararam que f(s) tem a forma assintética s~*~! para s grande, da qual o é

determinado. Em todos os casos, as {érmulas para os coeficientes aj sao:

a0 = (N + 1) 3 hi8;)

1=0

ax = 2(N + 1)1 37 A(8;) cos(kS;)

1=0

_2.‘f+lz
T N+12'

(22m)™ (s )Y

Polinémios de Laguerre tém a vantagem de possuir sua transformada de Laplace

g;

h(6,) = Re

diretamente conectada com uma transformacao bilinear. No entanto, existem outras ex-
pansoes possiveis que se aplicam a fungoes ®(z). Piessens (1972) propos polindmios de
Jacobi, mas na pratica restringiu sua atengao ao caso especial de polinomios de Cheby-

shev. Assim a aproximagao basica é

N
f(s) = ™1 a Tu(1 — bs™Y).

n=0

Invertendo a série termo por termo, encontra-se que a correspondente aproximagao para

F(t) é dada por: 3 .
F(t) = ta(a!)—l E anén('z") ’ [3-2])

n=0
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onde ®; é um polinémio de grau k. Os trés primeiros desses polinémios sdo dados por:

Po(z) =1, (3.22)
®1(z) =1-2z(a+1)"1, (3.23)
®(z)=1-8z(a+ 1) +82%a+ 1) a+2)"". (3.24)

Para n > 2, as relacdes de recorréncia para ®,(z) sao:

— ®,(z) = (A + Bz)®,_;(z) + (C + Dz)®,_5(z) + E®,_s(z) , (3.25)
onde
A=2n+(n—-1)2n—=3)a+n—-1)(n—-2)"(a+n)™,
B=4(n+ o)™,
C=1+A+E,
D=4(n—1)(n-2)""(n+a)™,
E=(n—-1)(a—n+1)(n—-2)"Ya+n)™"

Os coeficientes a, nas expansdes devem ser expressos como uma soma finita através de

técnicas usuais. O resultado € :

a = (N + 1)"1é¢ﬂ [cos((?;:f) %)] (3.26)
wesrerfo (B (BDE).  om
0w = (r2) #(12) (3.28)
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3.3.5 Representacac por Série de Fourier

Em muitos casos F(t) é uma fungdo real, e entdo pode-se expressar as partes real e

imaginaria de sua transformada de Laplace como segue:
Re(f(s)) = Re(f(z +iv)) = [ e F(t) cos(yt)dt ,

Im(f(s)) = Im(f(z +i9)) = = [~ e F(t)sin(ut)et
e consequentemente

f(s) = Re(f(s)) + iIm(f(s)) . (3.29)
Da mesma forma, pode-se expandir a integral de inversao (3.2)

F(t) = e /:: e*(cos yt + isin yt) (Re(f(s)) + iIm(f(s))) idy

Y
onde ds = idy.

(=]

Fli) = oy [./m (Re(f(s)) cos yt — Im(f(s))sin yt)dy + if (Im(f(s)) cos yt + Re(f(s))sin

—C —_—00

(3.30)
Devido a diferenca de paridade das funcdes Im(f(s)), cosyt, Re(f(s)) e sin yt, a parte

imaginana de (3.30) € nula. . Ainda pela paridade das funges, escreve-se:

zt

€

Fiy=< [ fo ” (Re(f(s)) cos yt — Im{f(s))sinyt) dy| , £ >0 (3.31)

e parat < 0, F(t) = 0, o que significa que

[ (Re(f(s)) cont — Im(1(s)) sim ) dy = 0.
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Como conseqiiéncia, obtém-se as seguintes relagoes para a transformada de Laplace in-

versa [F'(t) correspondente a funcio transformada f(s):

Foye 2T [ Re((s)) cos ytdy (3.32)
F(t) = —2_:; [ Im((s))sim vtdy (3.33)
F(t) = & f ” (Re(f(s)) cos yt — Im(f(s)) sin vt) dy (3.34)

Dubner e Abate (1968), aplicando a regra do trapézio em (3.32), obtiveram a seguinte

série de Founer:
.:I‘.

F(t) =~

= 3 R+ e T, (339

onde 7" é um parametro e o sinal "linha” no somatdrio significa que o termo referente
a k£ = 0 foi multiplicado por um meio. Dubner e Abate obtiveram esta férmula, con-
siderando que a funcao F(t) possui expansao em série de Fourier-cosseno para 0 <t < T,
e mostraram que o erro poderia ser feito pequeno para 0 < ¢ < %, escolhendo z7' sufi-
cientemente grande.

Ndo ha nenhum motivo teérico para utilizar apenas a parte real de f(s), como
em(3.35); Silverberg (1970) e Durbin (1974) propuseram a aplicagao da regra do trapézio

diretamente & expressao (3.34). A aproximagao resultante é dada por :

wkt

ROy~ G 3 [Relfle + 30 coo S = Imife + Fsin T

=, (339)

Em ambos os casos, o erro é essencialmente limitado por e(®=*)T, tornando-se grande
quando ¢ se aproxima de £ em (3.35) e quando ¢ se aproxima de 7" em (3.36). No entanto,
Durbin [24] conseguiu uma expressao para o erro que independe de t e conseqiientemente,
as séries trigonométricas obtidas para F(f) em termos de f(s) sdo validas para todo
periodo 2T das séries.

Ambos os métodos acima envolvem somas infinitas que, na realidade, sao truncadas
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apos N termos. Varas alternativas foram sugeridas no intuito de melhorar a efeciéncia
do método, uma delas é utilizar as técnicas de transformada répida de Fourier (Cooley
e Tukey 1965; Cooley et al., 1970). J& Crump (1976) sugeriu a utilizacdo de técnicas
para acelerar a convergéncia, como o ¢—algoritmo (MacDonald, 1964). O algoritmo é
essencialmente:

e;ﬂ = ef;fi"l} + (eg,"""” — e},”‘))"l, (3.37)

onde ') = 0 e €™ ¢ a m-ésima soma parcial de (3.35) ou (3.36) .
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Capitulo 4

Modelo Unidimensional

Modela-se o problema unidimensional de solidificacao de uma liga entética ou um

metal puro em um molde cilindrico, considerando-se que o calor é dissipado por condugéo

e convecgao apenas na diregao radial. Como a transferéncia de calor se d4 tanto no metal

fundido quanto no molde, necessita-se de duas equagoes acopladas, uma para cada meio.

4.1 Formulacgao

A equagao que representa a transferencia de calor no metal ¢ :

10 &2 18 o)
i, PR T Mot T
Chat 3= or? 1 Br 1+ 1

E a equagao para o moldeé dada por:

1 8 82 10
oyl S R =i

As condigoes de contorno associadas ao modelo unidimensional sdo:

1. Interface Metal Liquido - Molde:

Ti(r,t) = T(r,t) ,

36

O0<r<a
t>0

a<r<R
t>0

r=a;

(4.1)

(4.2)

(4.3)



to

Continuidade do Fluxo de Calor Metal Liquido - Molde:
k 2 T; =
15, irt) = kzg;Tz(f',t) ; r=a (4.4)
onde se considera contato perfeito entre o metal liquido e a parede do molde,
desprezando-se o efeito da resisténcia térmica nesta interface.

3. Temperatura Mdxima no centro do cilindro:

0
aTl(y—-,ﬁ) =8 ., r=0 (45)

4. Fluxo de Calor Conveciivo na Interface Lateral Molde - Ar:

)

kga'rg(r, t) = he (Tams — Ta(r, t)) r=R (4.6)

A Condigao Inicial é dada por:
Ty(r,t) =T , t=0 (4.7)

Tg(f‘,t) =T , to=) (4.8)

4.2 Solugao Analitica

A solugao das equagdes (4.1) e (4.2) € dividida em duas etapas: a primeira, analitica
e a segunda, numérica.

Na primeira etapa, as equagoes sao resolvidas simultaneamente como propde Kanetkar
[11]. Kanetkar utilizou um software baseado no método de diferengas finitas implicito e
axisimétrico.

A diferenca com relagao ao trabalho de Kanetkar estd em aplicar as equagdes (4.1) e

(4.2) a transformada de Laplace na varidvel 1.
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Aplicando a transformada de Laplace na vanavel t nestas equagdes, tem-se:

1 (= _ e 1d Q 0<r<a

Q—I(STl—Tﬁ?'aO)) —E;Tl'i‘;g;ﬁ-l--ﬁ ) s
e

T e d? y 7, P gL r<R

;;(st—Tz(r,o))_Er'_ng-'-;E:Tz’ s "

(4.9)

(4.10)

onde o simbolo (barra) indica esta transformagao. Também aplica-se a transformada de

Laplace as condigoes de contorno:

T:(T‘,S)=T_12(T',3) ) r=a ,
d d
klz;Tl(r: 8) = kga‘ﬁ(f‘, 8) 3 r=a ,
d =

E;Tl(r,s)=0 : el

kg—d—TfE(T‘, s) = hc (’I:"mb - Tg(f‘, S)) ] = R ]
dr s

sendo que s € o parametro introduzido pela transformagao.

(4.11)
(4.12)
(4.13)

(4.14)

Usando a condig&o inicial (4.7) para o metal liquido e (4.8) para o molde nas equagoes

(4.9) e (4.10), obtém-se a seguinte simplificacdo :

1 /o oo 1dp . Q 0<r<a

-a—l(sTl—Tm)-—m 1+;d—rT]+E: .
e

Y v A s . L a<r<R

a—g(st‘“Tzo)—‘&;E 2+;E;T2’ 55 $

As condicoes de contorno permanecem inalteradas.
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Rearranjando os termos das equagoes (4.15) e (4.16), tem-se:

A s = 0<r<
Fralim T1+Q 2oy, e (4.17)
dr? rdr ky t>0
e
<R
dzTﬁliTg--—Tﬁ-@_o i (4.18)
@2 t>0

Observa-se que as equagdes (4.17) e (4.18) s@o equagoes de Bessel Modificadas ndo
homogéneas, cujas solugoes sao dadas em termos das funcgoes Iy , Ky e mais uma solugao
particular que depende dos termos nao homogéneos. Sendo assim, busca-se solugoes da

seguinte forma:

T.=Tir+Tir (4.19)
e
=T +Tp , (4.20)
onde
m = AIO + BK{) (421)
e
Ty = Cly + DK, . (4.22)

4.2.1 Determinacao de uma Solugao Particular

Para determinar-se uma solugao particular, substituem-se as expressoes (4.19) e (4.20)

nas equagdes (4.17) e (4.18), obtendo -se :

Q Tm

ky 051

(TlH +Tip) + ——(Tw +Tip) — ——(Tw +Tip) + =0 (4.23)
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R s 1 — T
F(TM +T2p) + —;(523 +Top) — %(Tw + T5p) + —2; i (4.24)

r 63
E, da mesma forma, substituem-se as expressdes (4.19) e (4.20) nas condigdes de contorno

(4.11), (4.12), (4.13) e (4.14), obtendo-se as seguintes equagdes:

(Tig +Tip)(r,s) = T + Top)(rys) , r=a , (4.25)

d
b (T + TR)r o) = ke Ta + Tn)rs) ,  r=a ,  (426)
ad?(m +Tip)(r,s)=0 el (4.27)

b T+ T =he (B2 - @+ T)r0) o =R . (29

8

Rearranjando-se os termos das equagdes (4.23) e (4.24) e considerando-se que T} e T,

sao solugoes das equagtes homogéneas, obtém-se:

d? it @ Q Ty _
—dr2j1p+;gT1p a—l-jlp'l' -E'Fa—l =0, (4.29)
e
P lde— sm— K Ta
4 e L i — =0. 4.
dr2T2P g drTQP QQTQP + o (4.30)

Logo, como T p e Typ sdo solugdes particulares, devem satisfazer as equagdes nao ho-
mogéneas (4.29) e (4.30). E, como os termos das partes ndo homogéneas sao considerados

constantes em relagao a vanavel r, Tip e T,p sdo dadas por:

S R (4.31)
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Tep = % ; (4.32)

4.2.2 Determinagao da Solugao Homogénea

Com a determinagao das solugdes particulares, retorna-se ao problema homogéneo com

as condigoes de contorno devidamente corrigidas. Obtém-se, entdo, o seguinte sistema

de equagoes:
1 d 8 i
T1_ + — —Tig =0, (4'33)
dr2 (251
e
) R (. SN
73 — 1oy + —CTT;ZH = ——TQ,H = 0. (4.34)

Onde as condigdes de contorno sdao dadas por:

A Ole Tw_}_'_:!':_zg

hg=Thg———— y I=a , (4.35)
s k; 8 s
d— d
ki—Thg = kzz;iw ; r=a |, (4.36)
e R,
ST =0 , r=0 , (4.37)
dr
e
d o Tom T
kz; 2H=hc( sb—(TzH'i'—:E) , r=R . (4.38)

Como ja foi observado, as equagdes (4.33) e (4.34) sdo equagdes de Bessel Modificadas
de ordem zero, portanto tém como solucdes expressoes envolvendo as fungdes I e Ko, ou

seja:

Tiz = Alo(\[£7) + BKo(\[/£T) (4.39)

Tor = CL(\[57) + DKo(\/Z7) (4.40)

Pela condigao de contorno (4.37), tem-se que o termo B da equagao (4.39) é igual
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a zero, pois K, é ilimitada na origem. Sendo assim, obtém-se uma simplificagao para a
expressao de 1} g.
Agora, para se determinar o valor das demais constantes, substituem-se as equagoes

(4.39), ja simplificada, e (4.40) nas condicoes de contorno (4.35), (4.36) e (4.38):

Al(\/Z0) = CIo([Za) + DKo /Za) - 31-3 -y Ie

8

fc;-c-f; (AL( /=) = ;czg; (CLo(/Za) + DKol Za)

k2(_f: (CIO(\/;T;R) + DE—O(\/ER)) = he (Ta:b - (CIO(\/::—?R) + DKO(\/ER) + _T::i)) !

Reordenando-se os termos de cada uma das equagtes, e efetuando-se as possiveis

simplificagoes, tém-se:

Al(\[Za) - CI(\[£a) - DKo(\[£a) = (—TMS'-Z@ - %l—k% , (4.41)

Ak JEL(JZa) - Cha\[E1(,[Z0) - Dha\[ZKi(\[Za) =0, (4.42)

C (ka\fZL(JZR) + helo(\Z B))+D (ko [ZKr(\[ZR) + heKol\[ZR)) = == (Tums — Tio)

(4.43)

Assim, pode-se escrever tais equagoes com a seguinte notagdo matricial:

MX=T, (4.44)
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onde

Io(\/Za) ~Io(\/Za) ~Ko(,/Z0)
M = kI\/EL(\/Ea) —kz\/;;’_jfl(\/%ﬂ) —k2 éKl(\/%a)
0 kaJEL(JER) + hlo( ([ R) ko ZKi(/&R) + heKo(\/SR)

A
X=|c¢

D
e

Untiel _w g
I 0 1

Entdo, a partir da resolucdo de (4.44), obtém-se os valores para os coeficientes A,
C e D. Pode-se resolver analiticamente através do sofitware REDUCE ou numericamente
através de qualquer algoritmo para resolucéo de sistemas. No apéndice B sera apresentado
o algoritmo escrito em REDUCE para calcular a inversa de M e, portanto, para reslover

o sistema (4.44). Os coeficientes obtidos através deste algoritmo sao:

b1k3 23 [[1(z20) K1 (22 R) — L1(22 R) K (220a)] +
+baka 2z, [I1(200) Ko(22a) — Io(220) K, ("2“)] +
+byhokozo [I}(ZQG)KQ(ZQR) = IQ(ZQR)KI(ZQG)]

A(s) = s , (4.45)

[ Ii(z10) K1 (22 R)b1 k1 21 ko 2o+ |
+1;(z1a)Ko(220)bsky 21+
+1(z10) Ko(z2 R)b1hcky 21—

—Iy(z10) K, (220)b3ka 22 J

C(s) = = SET , (4.46)
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i I]_(Z]_O.)I]_ (ZgR)blklzlkg.Zg— ]
—Li(za)Ip(2a)b3k; 2 —
—Il(zla)Ig(ZgR)blhck121+

L(za)lo(na)bskaza |
DET :

D(s) = =

(4.47)

onde -
b= Tn=To) a@

s s k'’

by = == (Tams ~ Tin)
3’1=\/§ ) 7-2=\/%:

[ kykozi2s (i(z10)]; (22 R) Kof220) — Li(210)Jo{20)Ki(2R)) + |

hekyz (=T (z10) o (z20) Ko(2R) + I (z10)To(22R) Ko(220)) +
+k222 (11 (z20)Io(z1a) K1 (22 R) — I (22 R)Io(210) Ky (220)) +
+hekyzs (I (220)Io (210) Ko (22R) — Io(z10)Io( 22 R) K1(220))

DET =

E importante observar que tais coeficientes sao dados todos em fungao do parametro
s , introduzido pela transformagdo, ou seja: A = A(s),C = C(s) e D = D(s).

Agora, pode-se reescrever as equagoes (4.39) e (4.40 ), utilizando-se estas informagdes:

Tiz = A(s)lo(\[27) 0<r<a (4.48)
Tor = 0(3)10(\/%;») + D(S)Kg(\/%r) ,a<r<R. (4.49)

4.2.3 Solucao do Problema Transformado

Da mesma forma como se reescreven a solucdo homogénea apds a determinagao de seus

coeficientes, pode-se apresentar a solugao do problema transformado, isto é, a solucao

44



para as equagoOes (4.17) e (4.18), resultantes da aplicacdo da transformada de Laplace

com respeito a vanavel .

Com as informagoes obiidas para a solugao particular e para solugcao homogénea,

obtem-se:
T]_ A(.‘J)Io(\./:?') + ‘QE—Q“‘ + IE ,0 <r< a, (4.50)
e
T; = C(s)bo(\[5T) + D(s)Ko(\/57) + % ,a<r<R (4.51)

Para que se tenha uma total compreensao da solugao, é necessario que cada um dos
termos das equagoes (4.50) e (4.51) esteja bem definido. Sendo assim, deve-se ainda

avaliar a transformada de Laplace do termo ﬁ- A

Avaliagdo do Termo 2

Como foi mostrado no capitulo dois, o termo Q na equagao de condugao do calor (4.1)

é dado por:
2 a A
9=1, (4.52)
onde
fo=1— e $" VRO (4.53)

[ar= [ uln - ToP

r=rp

O raio do grao ainda pode ser dado por:
i=t 9
R(t) = ro + ft _ w[L-Ts@)Pet, (4.54)

e a temperatura de bulk, que é uma temperatura calculada sem sofrer influéncias da

interface, portanto calculada no centro da regiao liquida, tem por formulagao a seguinte
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eXpressao.

Tﬂﬁzéﬁﬂnme, (4.55)

sendo que V ¢ o volume do cilindro menor, onde se encontra o metal liquido. Reescrevendo

a equagao (4.55) em termos das dimensdes do cilindro, tem-se :

Ts(t) = / / T(r, 2z, t)rdrdz . (4.56)
E, pelo fato da temperatura variar apenas radialmente, tem-se :
To(t) = = [ T(r,t)rd
ﬂﬂ_EL (r,t)rdr . (4.57)

Assim, pode-se obter uma expressao para Q , resgatando as formulagdes de cada uma

de suas componentes:
imt @ s
Q= L 7 (1 . e—g—-r.N [fa+ i p[T._er T(r.t)rdr]qu] ) . (458)

A partir da aplicagdo da transformada de Laplace & equagdo (4.58), chega-se a uma

expressao para o termo -E:L

L 8 _ % N[rn+ ::;,u.[ e = -%-I:T(r,t)rdr]:dt]!
— (1 . (4.59)

Como f, € uma funcao de ¢ e ff ¢ uma constante, pode-se aplicar propriedades da

transformada de Laplace a equagdo (4.59), obtendo-se a seguinte simplificaggo:

[

k1

,‘:‘=~|¢~

1

tmmi 3
3 {(1 _ o sz ora) N —p(met) @)

Novamente, simplifica-se a expressao (4.60) utilizando-se a propriedade distributiva
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da transformada de Laplace. Com isso, tem-se:

3
Q L L —4xN [rn+ l-I.u[Te—-Tg(t}]zdl] L n
___c ety 3 1m0 g __—rNro ) .
L= oLl st e i (1—ei¥r) . (4.61)
E importante observar que aplicando-se diretamente a transformada de Laplace as

equagoes, chega-se a uma expressao que nao se consegue avaliar. Como solugao para este

impasse, expande-se f, em sua série de Taylor:

af,

f(8) = £,(0) + t2=(0) + O(R?) . (4.62)

Agora, ao invés de se aplicar as propriedades da transformada de Laplace diretamente

na equagao (4.60), utiliza-se a formulagao inicial para Q com a aproximagao em série para

fe:

2ol efg (o)) o
Simplificando-se (4.53), obtém-se:

) _ el L7 (4.65)

Com isso, o problema da transformada de Laplace resume-se em determinar quem ¢
a derivada da fungao f, em relagao a varidvel ¢t e aplicar em zero.

Para derivar-se a funcdo f, , cuja expressao é dada pela equagao (4.53), utiliza-se
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inicialmente a distributividade da derivada com respeito a adigao:

tami 3 3
L P [+ [ wiz~To(oPad] | _ @ (1) - O [ = = [ro+ [ WT~Ta()dt] '
ot ot ot

(4.66)

Agora, aplica-se a regra da cadeia ao segundo termo da equagao (4.66):

af’ —ixN [ﬂ:-}- ::; F(Te-TB(t)Izdt

_(__WN [,-o+f u[T, - To(®)P dt} )
(4.67)

Novamente, aplica-se a regra da cadeia para derivar-se o segundo termo da equagdo

(4.67), onde obtém-se:

af,

22 (t) = _e-%wﬂw’( Naﬁ?(t)— [r0+ [ [T, - TB(t)]th]) (4.68)

Simplificando-se as constantes, tem-se:

a1, 1, 1) = gt Rn(t)_ [,.0+ f uT. — To(t)P dr] . (4.69)

Apenas para diminuir o tamanho das expressoes, avalia-se o termo —HU- separada-

mente:

8};(:1:) %’t°+§t[/‘ ulTs - Ta(t)]ﬂdt]. (4.70)

Pela regra de denivagao de Leibnitz, tem-se

AR(t) /’*‘* é

—..oé‘t

5 dk o d0
= (uIT. ~ To@)P) de + [T - ToOF 5 - 6T - To@®P 5 - (47)
Logo, %ﬂ € dado pela seguinte expressao:

%@:fﬂ %( [T. — Ts(t)]*) dt + p[T. — Ta(t)]*. (4.72)
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Sendo assumn, pode-se obter uma expressao mais completa para %l(t), dada por:

‘th’ (t) = 4rNe "N R2(¢) [ f: : % ([T - To@)) dt + p[T. - Ts(t)]z] (4.73)

E agora, aplicando-se ¢ = 0 na equagao (4.73), tem-se

o1 5. (0) = anNe= 756> R2(0) [ / :’ % (I, - To)) dt + uIT. - Tg(o)]Z] | (474)

Como R(0) = ry, chega-se em:

o s —ixNr
-a—};—(O) = 4xNe~+™¥ 82 [p (T, — Tg(O)]z] i (4.75)
onde
2 I~ 2 I
TB(O) = ;./.0 T(f‘, O)Pd?“ = ;2-/; Tlof‘d‘)" = TIO . (476)

Desta forma, obteve-se uma expressao aproximada para o termo -ﬁ- a partir da hn-

earnzagao da funcao f,.

?2— 4w NrE 4nNri L

kl 3 kl

eV [u [T, — Tyof] (4.77)

Finalmente, tem-se o conhecimento de cada termo das equagdes (4.50) e (4.51):

T = A() (/%) + 47rNroe $eNE (W[T, — Tho’] + =2 T“’ 0<r<a, (4.78)
e
_ T.
Tz = C(s)lo(\[57) + D(s)Ko(\/5T) + -:—" a<r<R (4.79)

Logo, a solugao do problema transformado pode ser escrita da seguinte forma:

(4.80)

- T, O<r<a
T a<r< R
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onde T é a temperatura transformada do sistema metal-molde.
Passa-se, entdo, a segunda e dltima etapa para a obtencdo da solucdo do problema

de solidificacédo.

4.2.4 Solugao do Problema Unidimensional

Obteve-se uma solugdo para o problema transformado e, a partir desta, chega-se na
soluc@o para o problema unidimensional inicialmente proposto.

A relagdo entre as duas solugdes se da através da transformada de Laplace e sua
inversa. Portanto, para se obter a temperatura do sistema metal-molde a cada instante

t deve-se aplicar a transformagdo inversa nas expressdes dadas em (4.80). Com isso,

tem-se:

L [Tis)| () O0<r<a,t>0

= , (4.81)
L3 T6) () a<r<R,t>0

THt) =L {T(s)] (= {
onde:

T o= ] e i [A(s)Ig(\/_ r) + -——4ri =N [u [T, - Too’] + Tl"] 0<r<a,

2 |y
(4.82)
e
T, = £ [T3] = £ [Cl)o([r) + Dis)Ka(y/5) + %] La<r<R  (483)
Devido a linearidade da transformada inversa em relagao a adigdo, tem-se que:
Ty = £ [A(o)o(fZr)] 47 |22 I‘4 NrZe=t¥7d [u[T, - T ]2]]+£- [T ] d<r<a
1= 3 o( 2 Iy e 10 -

(4.84)
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Ty = L7 [C(o)Io(\f£r)| + £7 [D(s)Ko(\f2r)] + £ [%} ,a<r<R. (485)

Pelo fato das solucdes particulares (4.31) e (4.32) serem constantes em ¢, obtém-se ana-
liticamente a transformada inversa desses termos. Com isso as equagoes (4.84) e (4.85)

sao dadas por:

R A [A(S)Io(\/%f')] + altf-él?rNrge_aL’"'s [,u [T. - T1u]2] +Tw, 0< r<a,
1

T: = £7 [C()o(/5r)] + L7 [D(s)Ko(\/Zr)] + Too , a<r < R.

Neste momento, tem-se, entdo, uma idéia de como é a solugdo do problema unidi-
mensional, pois as transformadas dos termos referentes as solugées homogéneas ainda

nao foram invertidas. Para isso serd necessario utilizar algum dos métodos numéricos

apresentados no capitulo anterior.

4.3 Inversao Numeérica da Temperatura Transfor-

mada

A solugao do problema transformado, T(r, s), encontrada nas segdes anteriores, pode ser
considerada como um quociente de polinomios, ja que seus termos envolvem fungoes de
Bessel Modificada que, na realidade, sdao séries. Por isso, uma das alternativas para
encontrar sua transformada inversa é utilizar o método de quadratura de Gauss com oito

pontos de quadratura. Dessa forma, a solugdo procurada é dada pela expressao:

T(r,t) = £7(T(r,5) = 3 AT, ), (4.86)

51



onde os pesos p; sdo as raizes dos polindmios
(]
(=" Z afn, rip™" =0,
r=0

cujos termos a(n, r) sao dados por:

(=) "n(n+r—1)]
ri(n—r)! '

afn, ) =
Para n = 8 tém-se os seguintes valores:
p1 =Pz = 10,169446 + 1, 649202:

ps = 7 = 9, 406371 + 4, 969217
ps =Pg = T,738688 4 8, 3708791
p7 = Ps = 4, 685495+ 12, 01057
Os coeficientes A; sao dados como as solugdes de:
iA- I <(n-1)
3pj = ; 3 _— r o~ n
1=1
E para n = 8 tém-se os seguintes valores:

A, = A, = —39, 795288 + 1338, 783902

As = A, = 70,020480 — 641, 933247:
Ay = Ag = —34,242643 + 127, 8087481

A, = Ag = 4,517451 — 6, 142475:
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Apenas para que a notagio fique clara, o sinal sobre os valores p; e A; representa o
niumero complexo conjugado, e este mesmo sinal sobre a funcao 7' indica a iransformada
de Laplace da fungao T.

Como os valores p; e A; da formula de quadraturasao complexos e as fungoes de Bessel
Modificada, envolvidas na expressao da temperatura transformada, T(r, s), possuem em
suas séries termos que envolvem a funcgio logaritmo (apéndice A), deve-se definir o ramo
do logaritmo considerado para que a fungdo T(r, s) continue sendo holomorfa em todo
plano complexo a menos do eixo real negativo.

As varniaveis das fungoes de Bessel envolvem a raiz quadrada do parametro s, portanto,
deve-se definir um ramo da fungao raiz quadrada. O que na realidade nao ¢ dificil, pois:

" seg: U — C é um ramo do logaritmo, entdo h(z) = e%? ¢ um ramo da raiz n-ésima
7 (Churchill [18])

Com isso, escolhendo In(z) = In|2| + zargz ,com —7 < arg z < 7, tem-se, natural-
mente, uma escolha para um ramo da fungao raiz quadrada e ainda, como consequéncia,
a seguinte propriedade:

” Dados p = pe?, um nimero complezo e " = pe*?, o seu conjugado. Entdo, In(p) +
In(p) = 2ln p € um nimero real. ”

De fato, p = pe'? e 7 = pe'?, tem-se que ¢ = —F. Com isso

In(p) =In|p|+iargp=Inp+if e

In(p) =In|p| +iargP=Ilnp+ip=Inp—1if e portanto,

In(p) +In(p) =ln p+if+Inp—if =2np. O

£ importante que se observe esta propriedade para que o resultado final de (4.86) seja

um valor real para cada r escolhido.

4.3.1 Expressao Final

Sendo assim, escreve-se a forma da expressao final para a temperatura do problema

unidimensional, dada por (4.86), quando considerada a inversao via quadratura de Gauss
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Zi: A;E [ (35‘-)10 \/_ )] + ozlt]f' 4?rNrge—3*N o [p: [T. - Tmﬂ +T, 0<r<a,
(4.87)

H=l A [C(%) 1o( /25 )]+ZA [D(%) Ko(\/Z5r)] + T, a<r < R. (4.88)
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Capitulo 5

Modelo Bidimensional

No modelo bidimensional de solidificacao considera-se, além da dissipagao de calor por

condugao e convecgao na diregao radial, dissipacao por radiacido e convecgao na diregao

vertical. Novamente a geometria do molde € cilindrica e as equacoes sao distintas para

cada meio, como no modelo proposto por Kanetkar [11].

5.1 Formulagao

A equagao para o metal liquido é dada por:

" 0<r<a
18 2, 10 8° )
.L;IETIHWTI+;-8_PT1+E3TI+E 3 0<z< H
t>0
A equagio para o molde é dada por:
a<r<R
10 8 10 0?
;ETQ—-B?T2+;ET2+?3?T2 ' D H
>0

(5.1)

(5.2)

Onde Q é o termo de fonte que representa a taxa de formagao de grao no metal liquido

e tem a mesma forma que o termo de fonte para o modelo unidimensional:
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f! =1 e—g-HNR“(t) g

onde

t
Rt} =ry + f(, w(Ts — To(r, z,t))%dt .

As condigdes de contorno associadas ao modelo bidimensional s3o:

1. Interface Metal Liquido - Molde:

t>0
Tilr,z,) = Talr,2t); r=a,

Dz H .

2. Continuidade do Fluxo de Calor Metal Liquido - Molde:

2 0 t>0
kla—Tl(r, z,t)= kza—Tz(f‘, z,t) T - g
4 r 0<z< H
3. Temperatura Maxima no Centro do Cilindro:
A t>0
—Tir,z,i)=0; r=0, ;
or 0<z< H

4. Fluxo de Calor Convectivo na Interface Lateral Molde - Ar:

kzg;T2(”': Z,t) - hc (Tamb = Tg(f‘,z,t))} r=R !

t>0

0<z< H

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

5. Fluxo de Calor Radioativo e Convectivo nas Interfaces Superiores Metal Liquido -
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Ar e Molde - Ar:

d . t>0
- fclg-Tl(r, z,t) = (he + ) (Ti(r, 2,8) — Toens); 2= H , ; (5.10)
# D<r<a
7] t>0
- kg—a—Tg(!‘, 2ty = (he + hy) (Ta(r, 2,t) — Tapms); 2= H , ; (5.11)
z a<r<R
6. Base do Cilindro Isolada:
d t>0
a—Tl(r,z,t) =0 #=0, : (5.12)
# D<r<a
t>0
—‘?-Tg(r, zt)=0; =0, . (5.13)
0z a<r<R
A Condigao Inicial é dada por:
0<r<ca
Tilr:z;t)=Ta; t=0, : (5.14)
D<€ H
<r<R
To(r,z,t) =T ; t=0, s . (5.15)
0<z< H

Esta modelagem foi resolvida numericamente em [11] através do programa BAMACAST,
baseado num esquema implicito de volumes de controle bidimensional com uma condigao
de contorno descrevendo o fluxo de calor na interface metal-molde. Neste trabalho,

propde-se um método analitico para a resolug@o destas equagoes.

57



5.2 Solucao Analitica

A prnimeira tentativa de solugao desse modelo fo1 via aplicacao da transformada de
Laplace nas varidveis ¢ e z, [22], o que ndo se tornou viavel devido a dificuldade de se
encontrar as solugoes particulares para as respectivas equagbes e, conseqientemente, a

transformada inversa das expressoes finais.
Neste capitulo, resolve-se, entdo, o modelo bidimensional de maneira a recair em um

problema unidimensional, similar ao resolvido por transformada de Laplace no capitulo

4. O método utilizado para isto sera o linear nodal.

5.2.1 Métodos Nodais

Os métodos nodais sao amplamente utilizados na solucdao das equagGes de transporte
de neutrons [15].

A idéia basica desses métodos é resolver a equagdo considerando um fluxo médio
em uma das diregbes. Para isso, a equagdo é integrada na direcdo escolhida. Devido a
integragao, termos desconhecidos a priori surgem e equagoes auxiliares sao mntruduzidas
para manter a consisténcia do problema. A classificagao do método é dada de acordo
com o tipo de equagdo auxiliar empregada (Lewis e Miller [15]).

O método utilizado sera o linear nodal, ja que as equagOes auxiliares aproximam lin-

earmente os termos desconhecidos por aqueles cujas equagbes sao oferecidas no problema.

Aplicagao do Método Linear Nodal ao Problema Bidimensional

As equagdes para o modelo bidimensional serdo resolvidas considerando-se um fluxo

médio de calor na diregao z. Para isso, a transformagao

H
T=Tirnt) =5 [ Tzt ;i=1,2, (5.16)
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onde o indice 7 indica os dois diferentes meios considerados e H é a altura da cilindro, é

aplicada as equagoes (5.1) e (5.2).

] B, D8 1 D . & 1 d 0<r<a

arale“a?iﬁ‘*'Fb?TﬁH*H( Tt )= _T‘(’"“)) t>0
(5.17)

£

1 O 1 Pope . Y B 3 B 0<r<a

——T, = T+ -— — | =T5(r, H,t —T 0,t 5.18

T = T T 2 (B B - 2n0n), T san)

Usando a condigao de contorno (5.12) e (5.13) nas equagdes (5.17) e (5.18), obtém-se a

seguninte simplificagao :

1 00 & 10~ Q 10 d<r<a
-a—l-gt—Tl — _a?z'Tl‘i‘ ;E;Tl + E '+ E-“a_z‘Tl(r’ H:t)a ¢ S 0 (519)
e
1l B Pom 105, 18 0<r<a
e T o - T X 5.20
‘:),.rzﬂtT2 6r2T2+r B+ Ho2 g 2 Hith t>0 S

Pela condicao de contorno (5.10) para o metal e (5.11) para o molde, obtém-se ainda a

seguinte simplificacao:

1 0 B 4 (he +hy) 8 Sl
Sl i S AR - 5.21
o, BtTl 8 2 T+ Hk (Tamb Tl(r: Hit))l £ 0 ( )
€
18 2 184, (Rc+h) 0<r<a
B (T N ey sl R S - ; 5.22
vy BtT; r2T2 + or 2 Ai Hk, ( ami = Ta(r, &, t)) t>0 ( )
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Segundo o método linear nodal, introduzem-se relagbes auxiliares que associem os
termos desconhecidos, Ti(r, H,t); i = 1, 2, aos termos que serao calculados pelas equagoes
(5.21) e (5.22), Ti(r,1); i = 1, 2, respectivamente. Deste modo, as equagdes auxiliares séo

dadas por:
Ty(r, H,t) = ﬁ?_ﬁ(r, t) (5.23)

Ty(r, H,t) = fT(r,t) (5.24)

onde f é uma constante real arbitrariamente escolhida.

Agora substitui-se (5.23) e (5.24) em (5.21) e (5.22), respectivamente:

18 #1800, Q | (heth) — O<r<a
10 _Fp 107 Q&  (etl) p _ om), 5.25
ol s R e e i (Tams — BT) o (5.25)
€
] By Pur , 1.8 5~ habhiy) . 0<r<a
19%w T 1O0n Gatd)ip . amy . 5.26
ozzath 3r2T2+r8rT2+ Hk, ( e 52) t>0 e

Reordenando os termos, tém-se:

10, 0 18, (heth) o (het+h) Q oO<r<a
2 T e S0 e ey e i PR S 5.27
ar atTl ,-2T“ + f‘af‘ 1 Hkl ﬁTl > Hkl mb+ kl . 0 ( )
e
10 3? 107 (he+h:) 7, (he+h) 0<r<a
2w M gmy S Voan N IR GN8N . (5.28
GH AT BN EERET Bhy AT B MR (5:28)

As condigdes de contorno (5.6), (5.7), (5.8) e (5.9) também aplica-se a transformacao
(5.16):

Tir,t)=Ta(r,t); r=a,t>0 , (5.29)
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kl——?(f‘ t) = ;\’:2 a

3 Ty(r,t); r=a,t>0 , (5.30)
ii“( ty=0; r=0,t>0 (5.31)
61" i\, - ) s ) 3 '
kz-—T_(r t)=he (Tums — Ta(r,t)); r=R,t>0 , (5.32)

Aplica-se, ainda, a transformagao (5.16) & condigao inicial:
ﬁ(r,t) =Ty; t=0

To(r,t)=Th; t=0 (5.33)

Agora as equagdes (5.27) e (5.28) com as condigdes de contorno (5.29), (5.30), (5.31)
e (5.32) e com a condigao inicial (5.33) constituem um novo problema unidimensional,
86 que desta vez para o fluxo de calor médio na diregdo vertical. Este problema também

pode ser resolvido através da aplicacao da transformada de Laplace na vandavel £.

Resolugéo do Problema Unidimensional Resultante

Da mesma forma como foi resolvido o problema unidimensional apresentado no capitulo

anterior, aplica-se a transformada de Laplace, segundo a varidvel ¢, as equagoes (5.27) e

(5.28), resultando:

- .

1 - S o ol =1 (h. + h, ) (h'c + hr) Q
— — = o ol — 0
- (uT1 Tl(r,O)) T1+ - ol o FTi+ e et 0<r<a,

(5.34)
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1 2 _—
2

(et b))
7"(.{ .Hkg U. .Hkl

wik; BE<r< R,

(5.35)

onde u é o parametro correspondente a transformada de Laplace e o simbolo ~ . indica
a fungao transformada.

Aplica-se, entdo, a transformada de Laplace nas condigoes de contorno (5.29), (5.30),

(5.31) e (5.32), obtendo-se as seguintes expressoes :

i_:-l(r, u)=ﬁ(r, u)i f=a (5.36)

e Bt h 2B e 5.37
i hiln v =k y); r=a (5.37)
Ti(r,u)=0; r=0 , (5.38)

d = = Tamb
ko E;Tz(f', u) = h ( =

-Thw); =R, (5.39)

Neste momento, substitui-se a condigao inicial para o metal liquido e para o molde

(5.33) nas equagdes (5.34) e (5.35) e reordenam-se os termos das equagoes. Obtendo-se,

entao:

—_

= 1d= u  (he+h) Tlﬁ l(h' +h) Q =0 5.40
Fht g ot g AT o L T+ =0 (540)
B

O (ke + hy) +h) 1(h. +h,)

G 1Ty g A+ e LR T =0, ()
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ou seja, as equagdes (5.40) e (5.41) sado equagbes diferenciais ordinarias de segunda or-
dem nao-homogéneas com respeito a variavel » e com parametro u, similares as equagoes
transformadas do problema unidirecional, com as mesmas condigoes de contorno. Por-
tanto, as solugdes de (5.40) e (5.41) sdo dadas por:

1Tm+]1(hc+h) 1

BTams + —-9- 0<r<a (5.42)

= A(u) ([ —
(U) 0( 'Yr) N x Mmu Hk, '¥1Uk1

T = Clu)lo(, | L r)+ D)Kol [ 2r)+ LT L Lt ) g v < R, (5.43)
"2 i 7 Y02 vou Hk
onde
RN !hc hrl s !he hpt
- +' H-:'-l ﬁ y T2 = ; + H-';c; ﬁ 3

os coeficientes A(u), C(u) e D(u) sao também determinados pelo sistema gerado a partir
das condigoes de contorno, o qual, alids, € idéntico ao caso apresentado no capitulo
anterior a menos dos termos respectivos as solugbes particulares.

Apés a determinagao desses coeficientes, o fluxo de calor médio para o modelo bidi-
mensional sera encontrado através da aplicacao da transformada inversa de Laplace as

equagdes (5.42) e (5.43). Obtém-se, entdo:

Ti(r,t) = Thoy A (B)

T

A+ 43+ Ay e k]
4 t

0<r<a
(5.44)

T 0) = Ties 45 () [ 100y () 37 + D) Kol () ) + 3+ ey L5826 e

'Tg“'i
a<r<R
(5.45)

onde os coeficientes A; e os pesos p; sao dados pela férmula da quadratura de Gauss
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com oito pontos, e os termos | e ¥, sao dados por:

,_(p\ 1, (hethi)
R (t)a1+ Hkl ﬁ

%z(&)i“hcm)ﬁ‘

t ) as H kg

E, portanto, a expressao (5.16) fica determinada.

Extensao

A distribuigao axial de temperatura nao é linear, por isso o cilindro é discretizado na

altura, e em cada elemento cilindrico o gradiente de temperatura resultante da aplicagao

do método nodal na variavel z é aproximado pela diferenca de temperatura nas interfaces

do nodo como no caso unidimensional.

A solugdo para o modelo unidimensional pode ser aplicada para cada um dos elemen-

tos cilindricos resultantes da discretizagao. As constantes arbitririas sdo determinadas

pela aplicacdo das condigdes de contorno e continuidade de calor e temperatura nas faces

de elementos cilindricos.
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Capitulo 6

Conclusao

O modelo fisico apresentado neste trabalho ji havia sido resolvido numericamente por
Kanetkar, Chen, Stefanescu e El-Kaddah [11] e foi a validagdo deste modelo através da
comparacao dos dados experimentais com os valores gerados via simulagao que motivou
a busca de novas formas de resolucdo do modelo, visando a obtengao de resultados ainda
mais préximos da realidade.

Um dos aspectos negativos dos métodos anteriormente utilizados ( diferencas finitas,
volumes de controle finitos, etc ) é a necessidade de discretizagao do dominio, gerando
com isso erros de discretizagao, problemas de instabilidade e ainda uma total dependéncia
da solugao a discretizacao feita, forgando a geracao de uma nova malha, caso o ponto
desejado nao seja um dos nds da primeira. Cabe observar que, a cada refinamento de
uma malha, novos erros sao introduzidos, aumentando-se o risco de instabilidade.

Neste trabalho, eliminou-se este problema através da aplicagao da transformada de
Laplace as equagoes do modelo unidimensional do processo de solidificagao. A solugao
transformada é apresentada em forma fechada, sendo, portanto, valida para qualquer
ponto do dominio espago x tempo, mesmo que este seja um dominio convexo qualquer.

O modelo bidimensional para o célculo do fluxo de calor, através do método lin-
ear nodal, foi transformado em um problema de fluxo médio unidimensional, similar ao
anteriormente resolvido por transformada de Laplace. E, apesar da linearizagdo feita
em alguns termos, tem-se um ganho na formulagdo geral do problema, pois, nos demais

métodos, todos os termos das equagdes sao aproximados e discretizados de alguma forma.
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Embora nao se tenha invertido a expressao obtida como solugido do problema transfor-
mado, apresentou-se uma série de métodos para a inversao da transformada de Laplace
de uma fungdo. Deixa-se ainda, para um futuro trabalho, a alternativa de se buscar,
via utilizacdo do software REDUCE, uma expressao analitica para a inversa da solugao
transformada.

Outra possibilidade de resolugao sena, através de transformagoes conformes conheci-
das, transformar o problema de transferéncia de calor em um cilindro num problema
de mesma natureza em um paralelepipedo, ver Zabadal [23]. Desta forma, as solugdes
seriam dadas em termos de fungdes hiperbdlicas cuja transformada de Laplace inversa é
mais facilmente obtida em relacao as funcoes de Bessel que surgem quando o problema é
expresso em coordenadas cilindricas. Quanto 3 utilizacdo de modelos mais sofisticados,
tem-se também a alternativa de incluir as equagtes de transporte de massa a macro-micro

modelagem apresentada.
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Apéndice A

Funcoes de Bessel

Definicoes e Propriedades Elementares
A funcdo de Bessel J,(z) é definida pela equagao
(== (__]_)r(%z)v+2r

J.(z) = Z ril(v+r+1)

r=0

onde v ¢ um nimero real e z pode ser complexo, [26]. Esta fungio satisfaz a equagdo de

Bessel de ordem v :

d’y  1d -

Caso v nao seja inteiro, J,(z) e Y,(2) sao solugdes linearmente independentes de (A.1),

mas se ¥ € um numero inteiro, n,
Juf#) =(=1"d-ul2).

Para se ter uma segunda solugao de (A.1), que seja vilida para qualquer valor de v,a

funcao
Ju(2) cos v — J_p(2)
sen Um

Yu(z) = (A.2)

¢ definida, e a funcdo de ordem inteira é definida como sendo lim,_., Y, (2). Com essa

condigao

S7Yo() = {in(52) + 7} Jo(a) + (32 - (1 + %)(Tg)lf O+ 5+ %)%3—7'5)2— -
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onde v = 0, 5772... é a constante de Euler.

Quando n for um nidmero inteiro positivo, tem-se ainda:

Yo (z) =2 (ln(%z) + ’)’) Jo(2)—
~ et Ay LR g [ o T m'l} -

s n.—o](%z)-—n-i-?.r!ﬂ""'l !!

r= ! :

sendo que para r = 0, considera—se[ MmN m‘l] = TR,
Outra maneira de se expandir as funcoes de Bessel é através de suas formulagoes

integrais. Para v = 0 tem-se:

Jo(z) = %f: cos(zsen 0)df = -71;./: cos(z cos 6)d8,

Yo(z) = % ff cos(z cos ) {ln(2z sen? 6) + ’y} de.

E para v qualquer, tem-se:

1.\ x
Jilz)= -L—(-ﬂ-— f cos (z cos 0) sen % 8df
w3l (v + 3) Jo

Yolz)= ;]r"/: sen(z sen(6 — v6))do — ;lr—./aw {e"t + e~ cos(v'zr)} e~*tenhtdt |arg z| < —;-w.

Observa-se ainda que as fungdes de Bessel J,(2) e Y, (z) sdo fungGes regulares, holomorfas
em z, para todo z pertencente ao plano complexo cortado ao longo do eixo real negativo.

A equacao modificada de Bessel de ordem v :

d?y 1dy V2
— ks SR — = 0. A.3
dz? + zdz (] i =)? 0 (A.3)
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00 1 +2r
(‘Z z)y

Liz)= Z% riT(v +r+1)

(A.4)

Caso v ndo seja um nimero inteiro, I_,(z) é uma solugao linearmente independente de

(A.4), mas para se obter uma segunda solugao linearmente independente para qualquer

valor de v, define-se:
1 I_,,(z) I,(2)

sen vm

K.(z) =3 (A.5)

e a fungdo K, de ordem n é dada pelo lim, ., K,(z). Com esta definigao
— i (2 Z\o 1, (5" )* ( )6

e quando n for qualquer um nimero inteiro positivo, tem-se:

Ka(z) = (=1)"* (In(£) + 7) In(2)+
+L__1)_n_ Er—o )n+2r rl(:*,,)q [ n-l:_rl m~! + p s =1 m—l] -+
n.-]( 1) ( )—n+2r§n-r—12'

r-O

onde, para r = 0, o termo [ e mTl 4+ or._, m™t| é substituido por 37, m™?

As solugdes I,(z), I_,(z) e K,(z) sdao funcdes holomorfas de z no plano complexo
cortado ao longo de eixo real negativo, e para cada z (# 0), as fungdes sao inteiras em v.
Quando v = £n, [,(z) é uma funcdo inteira de 2.

L,(z) (Rez > 0) é limitada ao z — 0 em qualquer faixa limitada de arg 2. Ja K,(z)
tende a zero quando |z| — co no setor |arg z| < Z e I_,(z) e K,(z) sao fungdes reais
positivas se v > —1e z > 0.

Tem-se ainda as seguintes representagoes integrais:

- l T dzcos § i _]_ %
I(z) = ﬂ_-/; e df = 1rj0 cosh (z cos z)df,

Ko(z) = —% f: gkacond {'}'+ In (2zsen 29)} db.
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Para valores de v, tais que Re v > —7, tem-se:

e (%)u i *xzcos § 2v
El2y= _____n-ﬂ"(_y , %)j‘; e sen % 0d0,

Para valores de v, tais que Re v > —3, |arg z| < I, tem-se:

5 (5)"

I'(v+1)

K,(z)= fm e~*<h tgenh 2 tdt.
0

Algumas propriedades das fungoes de Bessel frequentemente utilizadas sao as seguintes:
2I(z) + vI(2) = z1,,(2),

2I(2) — vI,(2) = 2l,4(2),
2K (2) + vE,(2) = —2K,os(2),
2K (2) — vKy(2) = —2Ky11(2),
2J1(2) + vdy(2) = 2Jy-a(2),
2J'(2) — vy (2) = —2Jya(2).

A funcédo Y,(2) satisfaz as mesmas relagdes que J,(z). No caso de v = 0, as relagdes

tornam-se:
Ii(z) = Ii(z) , Ki(z) = —Ki(2),
Iz) = —h(z) , Yi(z) = ~Yi(e).
L(2Y(2) = Yulo)L(e) = =,
L(2)K)(z) ~ K. ())(z) = =2,

L() Ko (2) + Ko () aa(2) = 2,
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Jo(ze™) = ™" (2),
Y (26™) = e MR 4 Oinen ot urdy(s),
K,(ze*%) = i%ie*%‘v b T () e A (HY,
I(ze*%) = 25V J,(2),

K_alz)= K.(2).
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Apéndice B

Programa em REDUCE

O software REDUCE
REDUCE é um sistema que permite realizar, com grande precisdo, operagoes
algébricas, ndo importando o nivel de dificuldade das expressdes. Este sofiware pode
manipular polinémios de varnas formas, expandindo ou fatorando seus termos ou, ainda,
extraindo determinadas partes de sua expressao. REDUCE pode efetuar as operagoes de
diferenciagao ou integragao, pode manipular matrizes e vetores e pode ainda ser consid-
erado como uma linguagem de programagao, onde o usuario pode definir suas proprias
funcOes e expressoes, interagindo com todos os recursos a disposi¢do no sistema, ver [27].
Existe uma versao simplificada para o sistema opracional DOS, que pode ser rodada
em micro computadores, e a versao 3.5 para o super computador CRAY Y-MP do Centro
de Super Computagao da UFRGS (CESUP). O programa esta instalado no diretério
/appl / reduce ’ do "Gauss 7. Para utiliza-lo, deve-se definir a vanavel do sistema

operacional ‘reduce ’com o diretério de aplicagao e, entdo, executar o programa.

O programa em REDUCE

O programa apresentado a seguir resolve algebricamente o sistema MX=T (3.44)
apresentado no capitulo 3. Este cdédigo foi escrito em REDUCE, versdo para o super
computador ( ”Gauss ”), portanto algumas bibliotecas de fungGes especiais disponiveis
no ”"Gauss ” podem iteragir com o software REDUCE e, assim, serem utilizadas em

programas escritos em REDUCE.

76



Nao sera apresentada a matriz inversa M~', devido ao seu tamanho e por ser um

passo intermedidrio na obtencdo do vetor resposta X, cujos elementos sdo os coeficientes

desejados.

on echo;

COMMENT Bessel Functions;

load_package specin;

MATRIX A, Al, TB, B;

all := BESSELI(0,z1a) ;

al2 := -BESSELI(0,z2a) ;

al3d := -BESSELK(0,z2a) ;

a2l := kal*BESSELI(1,z1a) ;

a22 := -ka2*BESSELI(1,z2a) ;

a23 := -ka2* BESSELK(1,z2a) ;

a3l = 0;

a32 := ka2*BESSELI(1,z2r) + hc*BESSELI(0,22r) ;
233 := ka2*BESSELK(1,22r) + he* BESSELK(0,22r) ;
A := MAT( (all,a12,a13) , (a21,a22,a23) , (a31,a32,a33) ) ;

Al:=1/A;

TB := MATY( (b1,0,b3) ) ;
B="T¥{TH );

AI*B ;

bye;
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