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RESUMO

Procedimentos padrdes do método dos elementos finitos aplicados a analise nao-
linear geométrica de estruturas espaciais formadas por perfis de ago de segdo transversal de

parede fina sao empregados.

A inclus@o da tor¢do ndo uniforme é feita através da adogdo do principio das
areas setoriais para deslocamentos da segao transversal, requerendo com isto a introdug@o de
um grau de liberdade a mais, 0 empenamento, aos seis outros graus de liberdade ja

conhecidos em cada no do elemento.

Utilizando-se como ferramenta basica o principio dos trabalhos virtuais, a

Formulag@o Lagrangeana Atualizada ¢ empregada para a analise ndo-linear geométrica.

A compatibilidade cinematica das rotagdes finitas nos nos que ligam elementos

em angulo, no espaco tridimensional, € analisada.

Utiliza-se também procedimentos baseados na teoria das rotagdes finitas para

atualizar as rotagdes nodais de cada elemento.

O algoritmo empregado para o tragado da curva carga x deslocamento ¢ o do

método do controle do deslocamento generalizado proposto por Yang.

O método foi implementado em computador e utilizado para o estudo do
comportamento de estruturas espaciais considerando-se o empenamento da segdo
transversal. Pretende-se que os resultados sejam de valor para projetistas que empreguem

perfis de ago de secdo transversal de parede fina.

Apresenta-se também exemplos que mostram a eficiéncia e aplicabilidade do

programa desenvolvido.
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ABSTRACT

Standard procedures of the method of the finite elements applied to the
geometric nonlinear analysis of space frames to formed by profiles of steel of transverse

section of thin-walled are employed.

The inclusion of the nonuniform torsion is made through the adoption of the
Principle of the Sectorial Areas for the displacements of the cross section, requesting with
that introduction of one more degree of freedom, the warping, at the six other degrees of

freedom already known in each end of the element.

Being used as basic tool the principle of the Virtual Works, the Update

Lagrangian Formulation is used for the geometric nonlinear analysis.

The compatibility cinematic of the finite rotations in the joints that

interconnected elements in angle, in the three-dimensional space, is analyzed.

Procedures based on the theory of the finite rotations to update the end rotations

of each element is also used.

The algorithm employed for the plan of the load x displacement curve is the

generalized displacement control method proposed by Yang.

The method was implemented in computer and used for the study of the behavior
of space frames structures being considered the warping of the cross section. It is intended
that the results are of value for designers that use profiles of steel of transverse section of

thin-walled.

Introduce also examples that show the efficiency and the aplicability of the

program.
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1-INTRODUCAO

Perfis de ago de segdo transversal de parede fina (“thin-walled”) ocupam um
lugar importante no campo da moderna engenharia estrutural, sendo largamente empregados
na construgdo da estrutura de veiculos (caminhdes, Onibus, vagdes, etc.), na industria

aeronautica e na industria da construgdo civil.

Na induistria da construgdo civil estes perfis sdo utilizados, na forma de
elementos secundarios - como € o caso, por exemplo, das tergas e de elementos de fixagdo
de tapamentos laterais de galpdes industriais, ou como elementos principais do tipo vigas,
colunas e elementos de treligas. A destacar ainda silos, pontes, edificios e as torres de

transmissao de energia elétrica, onde encontram larga utilizagao.

O estudo destes perfis € de interesse pois os mesmos oferecem alta performance
em termos da relagdo minimo peso para uma dada resisténcia. Contudo, ¢ bem conhecido
que tais elementos tem um comportamento estrutural complexo, e sdo, principalmente,

suscetiveis a flambagem espacial.

Em muitos softwares comerciais somente o momento torgor uniforme ou de St.

* . . » L .
Venant ¢ considerado no modelo das vigas-coluna . E sabido, contudo, que o momento
torgor ndo uniforme ou de empenamento, em elementos de vigas-coluna restringidas, €

significante, e ndo pode deixar de ser considerado.

A estabilidade de estruturas constituidas por tais perfis tem sido o objetivo de
muitas pesquisas, sendo seu estudo um importante item de projeto, ja que prediz um limite
para a capacidade de carga da estrutura. Nestes perfis, constata-se, em primeiro lugar, que a
baixa rigidez torcional destes elementos conduz a levar em conta a presenga do modo de
instabilidade por torgdo, seja em vigas - instabilidade lateral da viga - seja no caso de pegas
comprimidas - instabilidade por flexo-tor¢do. Em segundo lugar, pode-se ter a presenga da

" O termo viga-coluna sera adotado daqui para frente por se tratar de um elemento estrutural que apresenta tanto
as caracteristicas de uma viga quanto de uma coluna (Chen e Atsuta, 1977).



instabilidade local nas paredes, caracterizada por um modo andlogo ao modo de

instabilidade de placas esbeltas, fendmenos conhecido como “flambagem local” do perfil.

A ndo consideragd@o dos fatores acima citados na analise pode levar a resultados
diferentes do comportamento real, o que, em alguns casos, pode comprometer a seguranga
da propria estrutura (Conci, 1988).

Embora as equagdes diferenciais para viga-coluna de parede fina (Timoshenko e
Gere, 1961), (Vlasov, 1961), (Gjelsvik,1981) sejam validas para geometrias, carregamentos
e condi¢des de contorno variadas, a complexidade destas equagbes € tal que, somente uns
poucos problemas tem sido resolvidos usando a matematica classica. Muitas solugdes gerais
surgem da aproximagdo das equagdes diferenciais usando a técnica das diferengas finitas
(Galambos, 1968), ou resolvendo as equagdes por integragdo numérica direta (Timoshenko e
Gere, 1961). Até mesmo estes métodos oferecem somente um progresso parcial sobre os
métodos classicos de solug@o. Por outro lado, o desenvolvimento de um procedimento geral
pelo método dos elementos finitos ¢ encorajador e tem resultado em um numero de
aplicagdes bem sucedidas (Barsoum e Gallagher, 1970), (Rajasekaran, 1971), (Yang, 1984,
1986, 1992), (Chan e Kitipornchai, 1987), (Conci, 1988) e (Kim ef a/, 1996.).

1.1 - Objetivos

O objetivo da presente dissertagdo € o estudo de estruturas espaciais formadas
por perfis de ago € seg@o transversal de parede fina considerando o empenamento da se¢do

transversal e os efeitos ndo-lineares devido as mudangas de geometria das mesmas.
Para 1ss0 os seguintes procedimentos sdo adotados:

a) desenvolver um conjunto de equagdes de equilibrio incremental utilizando o

principio dos trabalhos virtuais;

b) redugdo destas equagdes para uma equagdo matricial, através da técnica dos
elementos finitos, que € aplicavel a andlise elastica ndo-linear geométrica de estruturas

reticuladas espaciais formadas por perfis de ago e secio transversal de parede fina e;

c¢) implementar computacionalmente este tipo de analise.



1.2 - Conteido da dissertacio
A presente dissertagdo € composta por cinco capitulos.
No capitulo 1 sdo apresentados os objetivos e o conteudo deste trabalho.

No capitulo 2 faz-se uma revisdo da teoria classica da tor¢do e flexdo de vigas de
parede fina instituindo, com base nas hipoteses de Vlasov, o campo de deformagdes e as

relagdes tensdo-deformagdo das mesmas.

No capitulo 3 apresenta-se a formulag@o para a modelagem do elemento finito de
viga-coluna de se¢do transversal de parede fina. Baseado no principio dos trabalhos virtuais,
uma equac¢do de equilibrio incremental € derivada usando-se a formulagdo lagrangeana
atualizada. Procedimentos padrdes dos elementos finitos sdo entdo empregados para calcular

a matriz de rigidez elastica e a matriz de rigidez geométrica para este elemento.

O problema da falta de equilibrio nos n6s em angulo ¢ analisado e solucionado
modificando-se a matriz de rigidez geométrica deduzida de modo a torna-la equivalente a
uma matriz derivada de uma formulagdo que considera a continuidade cinematica das

rotagoes finitas nodais.

No capitulo 4 faz-se uma breve revisdo dos algoritmos para a analise nio-linear
geométrica, expde-se os procedimentos para a recuperagdo dos esfor¢os no elemento, bem
como o diagrama de blocos geral do programa computacional implementado. Sdo analisados
também, no capitulo 5, exemplos que demonstram a eficiéncia do algoritmo empregado € o

efeito do empenamento da segdo transversal.
Segue o capitulo 6 com as conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros.

Finalmente no apéndice A apresenta-se as integrais de matrizes utilizadas na

dedugdo da matriz de rigidez linear e matriz de rigidez geométrica.



2 - TEORIA TECNICA DA TORCAO E FLEXAO DE VIGAS DE PAREDE FINA

O nimero de solugdes analiticas de problemas envolvendo vigas-coluna no qual
o empenamento da segdo transversal é considerado, e que utilizam a teoria da elasticidade €
muito pequeno, € em certos casos, estas solugdes sdo extremamente complexas para serem

aplicadas mesmo em problemas simples.

Ha necessidade, entdo, de se fazer simplificagdes que ddo como resultado as
chamadas teorias de engenharia ou teorias técnicas de vigas e placas, entre outras. Nestas
teorias, nem todas as equagdes da teoria da elasticidade s@o satisfeitas. Todavia, as
formulagGes da teoria técnica sdo tdo tteis que elas compreendem a base da maior parte da

analise e projeto de estruturas em engenharia (Shames, 1983).

O uso destas teorias facilita a obtengdo das matrizes de rigidez sem alterar a

precisdo da analise.

As teorias de vigas de Bernoulli-Euler-Navier e de Timoshenko ndo podem ser
aplicadas as se¢oes de paredes finas, pois 0 empenamento da seg¢@o € nelas desconsiderado a
partir das hipoteses basicas das segdes planas permanecerem planas (Timoshenko e Gere,
1961 e Fung, 1965).

A teoria geral da torgdo, flexdo e estabilidade de estruturas formadas por
elementos de parede fina € relativamente recente. Solugdes que descrevem o comportamento
elastico de barras com varias condigdes de contorno sdo os aspectos mais desenvolvidos.
Estas teorias e importantes solugdes sdo dadas em varios textos. Pode-se citar, por exemplo,
os nomes de Wagner (1929), Bleich (1936, 1952, 1953), Goodier (1941, 1942), Timoshenko
e Gere (1961), Vlasov (1961), Chen e Atsuta (1977), Gjelsvik (1981) e Murray (1986) entre

outros.

E importante salientar que, embora na década de trinta os trabalhos do notavel
cientista soviético Vasili Zakharovitch Vlasov ja fossem conhecidos dentro das fronteiras

russas, a quase inexisténcia de intercambio técnico-cientifico entre o Ocidente e a URSS, fez



com que apenas em 1961, com a tradugé@o do seu livro “Thin-Walled Elastic Beams™ para o
inglés e francés, despertasse o interesse da comunidade cientifica do Ocidente nesta area,
surgindo varias contribui¢des. “Uma viga de parede fina (...) € considerada, nesta teoria,
como um sistema espacial composto de placas capazes de suportar, em cada ponto da
superficie média, ndo sé tensdes axiais (normais e cisalhantes) como também momentos. A
deformagdo da viga ndo ¢ analisada sob a hipotese usual das se¢des planas. Ao invés desta,
Vlasov usa a hipotese mais geral e natural de inextensibilidade do contorno e auséncia de
tensdo cisalhante na superficie média.” Esta hipotese constitui a base de uma nova equagéao
de deslocamentos longitudinais na se¢éo transversal. Esta equagdo € denominada por Vlasov
de Lei das Areas Setoriais e inclui a Lei das Segdes Planas como caso particular, permitindo

o calculo das tensdes nos casos mais gerais de flexo-torgao de vigas (Vlasov, 1961).

Neste capitulo, a teoria técnica de Vlasov para vigas € revisada a fim de dar base
para o desenvolvimento de um elemento finito geral para vigas-coluna de parede fina.

2.1 - Hipoteses Basicas

Vlasov define como vigas de parede fina as que satisfazem as seguintes relagoes:

t - espessura da parede

L - comprimento da viga (vao)

d - dimensao caracteristica da seg¢do transversal
As seguintes hipoteses basicas sdo adotadas:

1) O material ¢ homogéneo, elastico e isotropo. O coeficiente de Poisson €

pequeno e seu quadrado desprezivel quando comparado com a unidade;

2) Apos a deformagdo da barra, a geometria da segdo transversal projeta-se

indeformada no seu plano;



3) As distor¢des da superficie média () sdo desprezadas,

4) Cada elemento comporta-se como casca de pequena espessura, ou seja, segue
a hipotese de Kirchhoff: retas perpendiculares a superficie média da se¢do transversal, apos a

deformacao da barra, permanecem perpendiculares a superficie média deformada;
5) Somente cargas conservativas sdo consideradas;
6) A flambagem local ndo € considerada;

7) As cargas externas longitudinais, como resultado do empenamento, s3o
consideradas diferentes das transversais, no seguinte sentido: na teoria classica, ambas
poderiam ser substituidas por um sistema estatico equivalente, agora as primeiras nio sio
mais substituiveis por tal sistema. Em outras palavras, o principio de Saint Venant nio se

aplica para cargas longitudinais nas se¢des de paredes finas.

2.2 - Tor¢ao e Flexdo Combinadas (Teoria de Vlasov)
2.2.1 - Generalidades

Quando um elemento de parede fina, tem uma ou mais segdes transversais
restringidas a0 empenamento, e esta sob a agdo de um sistema de cargas externas, este fica
sujeito a uma complexa distribuigdo de tensdes normais e transversais que ndo pode ser
determinada por teorias elementares da resisténcia dos materiais. Efeitos semelhantes
ocorrem quando o momento torgor varia ao longo do elemento: segdes vizinhas tendem a
girar com angulos diferentes, ou seja, tendem a ter empenamentos diferentes. A hipotese de
que as segdes planas permanecem planas durante a deformagdo ndo € mais valida, e

aplicagdes do principio de Saint Venant podem conduzir a sérios erros (Oden, 1981).

A existéncia destas tensdes no empenamento restringido € do ponto de vista

fisico ou mecanico, facilmente verificada.

E 6bvio que, se uma sedo esta restringida ao empenamento , a mesma nao pode
ter deslocamentos fora de seu proprio plano, entdo um sistema de tensdes normais deve ser
desenvolvido para eliminar este empenamento. No geral, estas tensdes normais variam de
ponto a ponto ao longo do elemento; portanto elas sdo acompanhadas por uma distribuigdo

de tensdes cortante ndo uniforme que, por sua vez, alteram a torgdo da segdo. Como



resultado, 0 momento torgor desenvolvido em cada segio néo é proporcional a taxa de torgéo

6. e as tensdes de corte finais ndo podem ser obtidas pela superposi¢do daquelas produzidas

pela tor¢do uniforme e flexdo.

Tais tensdes de empenamento sdo também desenvolvidas em elementos de

parede fina sujeitos a cargas excéntricas.

Considere-se, por exemplo, a viga da figura 2.1, que € composta por quatro
barras longitudinais de igual area conectadas por placas finas. Por simplicidade, assume-se
que as barras desenvolvem somente tensdes normais e as placas somente tensdes de corte.
De acordo com a teoria de Bernoulli-Navier para flexao, a carga excéntrica P produz a forga
axial Fy e os momentos fletores My ¢ M, como mostra a figura 2.1. TensGes resultantes
adicionais ndo sdo dadas pela teoria técnica classica porque a mesma € baseada na hipotese
de que as segdes planas permanecem planas apds a deformagdo (hipétese de Bernoulli-
Navier). Isto, contudo, ¢ impossivel. A superposi¢do dos casos (b), ( ¢ ) e (d) na figura 2.1
ndo da como resultante a forga P; um sistema de forgas adicionais mostrado na figura 2.1( e )
¢ também necessario. Este sistema € equivalente a dois binarios iguais e opostos, denotado
por B, desenvolvidos em planos paralelos. A estes binarios estaticamente nulos, isto €,
estaticamente auto-equilibrados que produzem um empenamento fora da se¢@o muito similar
ao produzido pela tor¢do, Vlasov (1961) denominou de bimomento®. Note-se que o
bimomento néo influencia os deslocamentos lineares e angulares do eixo do elemento nem a
rotagdo da segdo transversal. Inversamente, se um momento de torgdo, em vez de uma carga
axial, € aplicado no bordo livre da viga, as restrigdes que eliminam o empenamento no bordo

fixo também produzem bimomentos.

De acordo com o principio de St. Venant (Fung, 1965), os efeitos de tais
sistemas de tensdes estaticamente nulos devem cair rapidamente ao afastar-se do seu ponto
de aplicagdo. Para segdes fechadas isto é comumente valido; mas no caso de segdes abertas,
a aplicag@o do principio pode levar a erros significantes. Em elementos de parede fina as
tensdes produzidas por empenamento diminui muito lentamente do seu ponto de aplicagdo e

podem constituir as tensdes mais importantes desenvolvidas (Oden, 1981, p. 209).

2.2.2 - Cinematica da Deformacio

" No geral, o Bimomento pode consistir de mais de dois binarios auto-equilibrados.



Em vista da hipbtese de que a geometria da segdo transversal ndo se altera
durante a deformagao, conclui-se que a se¢do transversal do elemento desloca-se como um
corpo rigido, que tem sua posi¢do determinada pelas translagdes dos pontos sobre a segdo,
mais os deslocamentos destes pontos devido a rotagdo da seg¢do sobre algum ponto neste
plano. Este ponto no plano da segdo transversal sobre o qual a segdo rota é chamado de

centro de torgdo, isto é, o Uinico ponto da se¢do transversal que permanece em repouso

durante a deformacdo (Oden,1981).

P (a) (b) (e

P/4

P/4

Figura 2.1 - Viga de parede fina sujeita a uma carga axial excéntrica.



Considere-se agora a segdo transversal de parede fina da forma geral, mostrada
na figura 2.2. A origem do sistema de coordenadas x, y, z € localizada no centro de
gravidade da se¢do. Seja T um ponto arbitrario na se¢do transversal tendo coordenadas a, e
a; e sejam u, € u;y as componentes dos deslocamentos nas diregdes de y e z
respectivamente. Ademais, sejam S, e S; as coordenadas de S, que € outro ponto da secdo, €
sejam u,s € u,s as componentes dos deslocamentos de S. Investiga-se agora as relagdes
cinematicas entre os deslocamentos de T e S por exame na geometria dos deslocamentos dos

elementos da segdo transversal mostrada na figura 2.2.

Os deslocamentos de T e S devidos as translagdes da se¢do sdo iguais. Se a se¢do

transversal rota um pequeno angulo &, contrario aos ponteiros do relogio, entdo os

deslocamentos de S sdo

Uy =Uyr ~(8, —a. )0,
(2.1)

Ug =U +(Sy —a}-)e

x

Note-se que estas relagdes sdo independentes do centro de torgao.

Considerando-se 0 ponto S como o centro de torgdo da segdo, entdo, por

defini¢do, u,s € . sd0 nulos. Entdo as coordenadas do centro de torgao sdo

Uu.
S)‘ =a, - 9-:
(2.2)
u
S. =a, +-2=Z
- a. + 9

Vé-se que, em geral, a localizagdo do centro de torgdo varia de ponto a ponto ao
longo do elemento. Esta localizagdo depende da deformagdo do elemento e,

conseqiientemente, das condigdes de contorno e carregamento.

Agora seja N um ponto arbitrario localizado na linha central da se¢do transversal
cujas coordenadas s@o (y, z). De acordo com as equagdes (2.1), os deslocamentos deste

ponto sao
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u,=u,—-(z-a,)o,
(23)

u,=u,+(y-a,)é,

onde u7 = uyr(x) € u.r = ur (x) denotam os deslocamentos do eixo axial que

passa por T nas dire¢des de y € z respectivamente, a, € a. localizam T em relagdo a

origem C e 8 =6 (v) ¢é a rotagdo da se¢io transversal sobre o eixo longitudinal x.

Sy %Y

(b)

Figura 2.2 - (a) Geometria qualquer da segdo transversal de uma viga de parede

fina; (b) Geometria da deformagao.
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Além disso, seja n o deslocamento de N na diregdo tangente a parede do

elemento e & o deslocamento de N normal a esta tangente (figura 2.3). Entdo da simples

geometria, acha-se

&=u,cos a+ usen a

(2.4)
1 =-u,sena+ u,cos a
Substituindo-se a equagéo (2.3) na equagdo (2.4), resulta
E=urcos @+ ursena+[-(z-a)cos a+ (y-ay)sen al 6, (2.52)
nN=-ursena+urcosa+[(z-a,)sen a+ (y-ay)cosal & (2.5b)

Referindo-se a figura 2.3, vé-se que as quantidades entre colchetes nas equagdes

(2.5) sdo, respectivamente, as projegdes de p(s) a tangente em N € a perpendicular a tangente

em N. Chamando-se estas quantidades por pr e pp, respectivamente, tém-se

2.7)

& =urcos a+ ugsen a+ prb. (2.6a)
T =-ursen a+ uycosa+ py b (2.6b)

Usando-se a hipétese 3, do item 2.2, pode-se escrever

L du o
os ox

substituindo-se a equagdo (2.6b) na equagdo (2.7), obtém-se

Bu du du. d
E‘ = d—;rscna - «:xr cosa — dexx fo (2.8)
como sen a = _a’_y ecos = E, fica
A ds
Ju, _ duy dy du, dz d#

—_—— = 2.9
Os dx ds dx ds dx P (25
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Figura 2.5 - Geometria da se¢@o, coordenadas e componentes dos deslocamentos

normal e tangencial.

Denotando-se a diferencial em relagdo a x com o primo, ou seja, ()’ = d( )/dx, e

multiplicando-se a equagdo (2.9) por ds e integrando, chega-se a

1% 0 s

> ZTd ds—_{ 0. p,ds (2.10)

uyr d
como:

6 = 6:.(x), uyr = u,r(x) € U7 (x) a equagdo (2.10) fica

Uy (X, ¥,2) = Uy = Uy (Vi = ¥p) = Uir (2y = 2p) = OiWpy (2.11)

onde:
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Wl isy=1" pd 212
DN (S)_ Dp” 3 ( - )

Wg_,\-(s) - area setorial do ponto N em relagdo ao polo T e origem setorial D

(figura 2.4).

Embora a origem C ndo esteja no contorno, o deslocamento longitudinal em C
pode ser obtido em conex@o com algum ponto da se¢do. Entdo, substituindo-se as

coordenadas da equagdo (2.11) por aquelas na origem, resulta
U = Uy — Yty + 2ptly — Wi, (2.13)
subtraindo-se a equagdo (2.13) da equagido (2.11), obtém-se
U, =Ue = YUy —zule —(Why —Wie )0, (2.14)

O caminho imaginario conectando C ao contorno, pode ser sempre escolhido de

maneira que W gc se anule e, consequentemente a equagdo (2.14) fica

u (x,y,z)=u,o - iy — ZUy = WgN 6! (2.15)

As equagdes (2.3) e (2.15) dao os deslocamentos de um ponto arbitrario N no

contorno da se¢do em termos de X, y, z € 6, ou suas derivadas, para alguma localizagdo de

C, T e D consistente com as hipdteses da teoria técnica de vigas de parede fina. A equacdo

(2.15) descreve a Lei das Areas Setoriais para o deslocamento longitudinal «_(x,s) de uma
viga de se¢@o transversal aberta ¢ parede fina. Na equagdo (2.15) . representa o
deslocamento longitudinal para a origem da coordenada s. O deslocamento u €

independente de s, para uma dada seg@o ele representa um deslocamento uniforme para
todos os pontos na diregdo x. O segundo e o terceiro termo do lado direito da equagdo (2.15)
representam os deslocamentos longitudinais devido as rotagdes do plano da segdo transversal
através dos angulos du,r /dx e du, / dx sobre os eixos z € y. Estes termos, juntamente com
u., satisfazem a hipotese de Bemnoulli-Navier na qual as segdes inicialmente planas
permanecem planas apds a deformacdo. O empenamento ¢ dado pelo termo
—Wg_\- (d6, / dx). A quantidade 6!(x)=d6./dx mede o angulo de torgao relativo e serve

como medida do empenamento da seg¢do. Vé-se que o deslocamento longitudinal dado pela
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teoria técnica de vigas de Bernoulli-Navier e a teoria da tor¢do de St. Venant pode ser

considerado como caso particular, equagéo (2.15), da teoria de Vlasov.

T
(lfaidw“

Figura 2.4 - Area setorial

2.2.3 - Relagoes Tensao-Deformacgoes Generalizadas

A deformagdo linear axial &, esta relacionada com as deformagdes generalizadas:
deformagao axial u;, curvaturas biaxiais, u], ] € a curvatura de empenamento8;, por

du
szgzzfxc—yu;r-zzfz}—Wg\ﬁ; (2.16)
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onde wui~, uly, uly sdo os angulos de rotagdo da seg¢do transversal sobre os eixos

coordenados x, y € z, respectivamente.

Deve ser notado que os termos de segunda ordem foram negligenciados na
equagdo (2.16). De acordo com Yang (1984) esta aproximagdo da teoria técnica de vigas,

para pequenas deformagoes, € boa.

As resultantes de tensoes F, F,, M, M, M; e B sdo consideradas positivas no

sentido mostrado na figura 2.5.

Assume-se a partir daqui que o carregamento do elemento se restringira as cargas

nodais.

Figura 2.5 - Resultantes de Tensoes
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As resultantes de tensdo estdo relacionadas com as tensdes por (Chen (1977),
Yang (1986), Conci (1988)):

F.=],0.d4

P;=JA 7, d4

F=],7_dA

M, =f,lr.(v~a,)~7,(z—a,)] d4 (2.17)
M,=],0,zd4

M,=-],0,ydA

B=-[,0, Wiy dA

Nas relagGes acima, as resultantes de tensdes na segdo transversal se referem ao
estado inicial da se¢do. Note-se que a forga normal F, e os momentos de flexdo M, e M; sdo
referidos ao centréide, enquanto as forgas £, e /., 0 momento torgor M, e o bimomento B
sao referidos ao centro de cisalhamento. O uso de sete resultantes de tensdo para vigas de
paredes finas provém do fato de que as hipoteses de Vlasov atribuem ao elemento de viga
sete graus de liberdade (Vlasov, 1961). A resultante de tensdes B (bimomento) tem a
dimensdo de forga multiplicada por 4rea e representa um conjunto de forcas auto-
equilibradas. Alguns autores chamam esta resultante de momento de empenamento M,
(Chen, 1977).

Nas equagdes anteriores, os termos F,, F. e M,, sdo necessarios ao equilibrio do
elemento, embora ndo sejam obtidos a partir da tensdo longitudinal, o;. Sdo, por este

motivo, considerados reagdes e nao tensdes generalizadas (Chen, 1977).

O fato de M, provir de uma equagio de equilibrio o torna empregavel tanto para
0s casos em que o torque consiste de tor¢do uniforme quanto de tor¢do ndo uniforme
(Vlasov, 1961).

A relagdo tensdo-deformagdo para um material eldstico €

o= EE (2.18)
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onde E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal (“Young Modulus™).

Substituindo-se a equagao (2.16) na equagéo (2.18), fica

s ' " T
o, =E(u, = yuy —zuy — Wiy 6))

(2.19)

Substituindo-se a equagdo (2.19) na equacio (2.17) obtém-se as relagdes entre as

tensOes generalizadas F,, M,, M. e B em termos das deformagoes generalizadas u-, ]

e 67 sobre os eixos de referéncia como

(F,1 [4 MS, -MS, -Ms,
JMyLE I, -1, -1,
lM:J ' 8 I,
B L Simé trica -
em que

A=, d4

MS,=],ydd

MS. =], zdA

MS, =], W} d4

1,=1, 2* dd

f:=-|',-t yzd"q

1=1, (W) dd

1. =l yzd4
1,3,=I,, y Wpy dA

Iwz ='[.4: Wg;\‘r dA

'vI 2 u:T

( 7 ]
—Uz
uly (2.20)
or)
(2.21)
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De forma analoga a terminologia utilizada na resisténcia dos materiais, MS,, é
chamado de Momento Estdtico Setorial e 1, e I, sdo chamados de Produtos Setoriais de
Inércia, pois sdo propriedades geométricas relacionadas a area setorial. /, ¢ denominado
Momento Setorial de Inércia ou Momento de Inércia a Tor¢ao por Empenamento (Vlasov,
1961, Chen, 1977). A notagdo C,, e a denominagdo Constante de Empenamento também é
utilizada para a expressao de /,, (Timoshenko, 1961, Fung, 1965 e Conci, 1988).

As relagdes tensao-deformacg@o generalizadas, equag¢do (2.20), podem ser

simplificadas se as fungdes 1, y, z e Wj, satisfazerem as seguintes condigdes de

ortogonalidade para as coordenadas generalizadas:
MS,=MS,=L,=MS,=1,=1,=0 (2.22)

As trés primeiras condigdes determinam os eixos principais centrais de inércia
da se¢do. As duas ultimas sdo usadas na determinagdo do polo setorial principal, isto €, o
centro de corte, para WJN‘ A condig¢do MS, = 0 € usada para determinar a area setorial

principal ou area setorial normalizada W(s):
ro_ 1 J' r
W(s)=Wpy — PL’ Wy dA (2.23)

em que a area setorial Wy, é determinada com uma origem arbitraria D.

Em outras palavras, se os pontos C e T forem respectivamente o centroide € o
centro de cisalhamento entdo as fungdes basicas 7, y(s), z(s) € W(s) que compde as equagdes
(2.21) sdao ortogonais. Estas coordenadas sdo chamadas Coordenadas Principais

Generalizadas da segdo transversal.

Escrevendo-se /,, I, e I, em relagdo as Coordenadas Principais Generalizadas

tem-se:

F,=EAu, (2.24)
M, =-EI u, (2.25)
M, =EL u, (2.26)
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B=EL@" (2.27)

A tensdo normal, equagéo (2.19), também pode ser expressa em termos destas

coordenadas:

o, =(F,/A)+(M,/1,)z~(M,/1,)y—(BII,W (2.28)

2.2.4 - Estado de Tensoes em Secoes Abertas

Para descrever a distribuigdo de tensdes em vigas de parede fina, estabelece-se
em adi¢@o ao usual sistema de coordenadas X, y e z um sistema de coordenadas curvilineo (s,
n), como mostra a figura 2.6. A coordenada tangencial s € medida ao longo da linha média
da parede da viga sendo o sentido positivo contrario ao movimento dos ponteiros do relogio,
e n esta na diregdo normal a s, tendo sentido positivo para fora. Assumindo-se que as
dimensdes da seg@o transversal s@o constantes ao longo do eixo longitudinal da viga tal que s

e n sdo independentes de x e x, s € » formem um sistema tri-ortogonal.

Justifica-se a hipotese de a tensdo normal ©; ser essencialmente uniforme sobre

a espessura, figura 2.6, e que as componentes de tensdes e deformagdes normais a parede
serem despreziveis, pelo fato de t ser muito menor, comparado com as outras dimensoes da

se¢do transversal. Isto €,

o‘n=z‘m=z‘m=£n=}’m=ym=0 (229)

Por isso somente a componente 7., das tensdes cortantes necessita ser calculada.

No caso de vigas de parede fina, estas tensdes cortantes sdo desenvolvidas

devido a dois modos distintos de deformagao:

- deformagdo devido a tor¢do pura da viga no qual todas as se¢des sdo livres de

empenar €,

- deformagdo devido a uma flexdo transversal da viga acoplada com as

deformagdes axiais ndo uniformes.
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O primeiro modo de deformacdo, como foi visto anteriormente, refere-se as

tensdes cortantes que variam linearmente sobre a espessura. Denota-se estas tensdes pelo

simbolo (7. As tensdes cortantes adicionais desenvolvidas durante o segundo modo de

deformagao sdo essencialmente uniformes sobre 7. Estas tensdes produzem um fluxo de corte
g, que atua ao longo do contorno da se¢do. Portanto, a tensdo cortante total em algum ponto
€ dado pela formula.

T,=(T ), +q/t (2.30)
Similarmente, 0 momento torgor total desenvolvido em alguma segdo €
M,=T,+T, (2.31)
onde

Ty, - momento devido a (7,,)7 €,

T\, - momento devido a g.

O momento T, ¢ chamado momento torgor uniforme ou de Saint-Venant uma
vez que e resulta das tensdes oriundas da torgdo uniforme. Este momento ¢ conhecido da

resisténcia dos materiais e esta relacionado com o angulo de tor¢do & (x), pela formula.

dé
= — 2
T, =GJ rn (2.32)

onde G € o modulo de cisalhamento ou modulo de elasticidade transversal e J a

constante torcional de Saint-Venant da segao.

Para segoes abertas de paredes finas
£ 3
= _L t°ds (2.33)

onde 7 € a espessura da se¢do e a integragdo ¢ feita do inicio B até o fim E da

coordenada s.
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A formula geral da constante de torgéo € (Fung, 1965 e Love, 1944):

I= IL O +22 - yi:’ +zém-)ajzd7 (2.34)

& g

Para uma segdo transversal com n elementos de parede fina, a constante

torcional de Saint-Venant pode ser calculada por

n, bt}
J=; - (2.35)

em que b; e f; sd0 o comprimento € a espessura do i-ésimo elemento,

respectivamente.

O momento 7,, é chamado momento tor¢or de empenamento ou momento torgor

ndo-uniforme visto que € resultante de tensdes produzidas pela restri¢dao ao empenamento.

Devido a isso, tensdes normais adicionais O, € tensdes de corte 7, sdo geradas.

A tens@o normal o, (figura 2.7), induzida pela restrigao ao empenamento, ¢ assumida nula

na teoria da tor¢do pura, onde a tensdo cisalhante € considerada a unica tensdo existente na

secdo transversal. Esta tensdo ¢ dada pelo ultimo termo da equagdo (2.19).
Oy (x,5) = —E W(s) 6/ (x) (2.36)
onde W(s) € a area setorial principal da se¢do transversal.

Na determinagdo da tensdo cisalhante 7,, ndo € possivel utilizar um
procedimento andlogo ao empregado na obteng@o da tensdao normal, ou seja, considerar as
tensdes proporcionais as deformagdes, pois as deformagdes cisalhantes sdo assumidas nulas.

As equagdes de equilibrio sdo empregadas ao invés da lei de Hooke.

Entdo, pelo equilibrio de um elemento infinitesimal em um ponto N da linha do

contorno (figura 2.7), obtém-se

a(T,t(s))  (0,L(s)
& 0 &

=E W(s) 87 (x) 1(s) (2.37)

IBOOLA DE ENGENMAMIA
™ BIBLIOTECA
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Figura 2.6 - (a) Sistema de coordenadas da se¢do transversal. Variagdo das (b)

tensdes normais € (c-¢) tensdes de corte sobre a parede da segdo transversal aberta de uma

viga de parede fina.
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Integrando-se a equagdo anterior em s, tem-se

S
T, 1(5)=T, t, +E 6"(x) _[}W(x) t(s) ds (2.38)

onde 7, € a tensdo cisalhante devida ao empenamento na origem D das

coordenadas s € f, € a espessura da se¢do em D. Se o ponto for uma extremidade da se¢do
transversal entdo 7, = 0. Lembrando que 1 ds = dA4 e [\W dA = MS,, a tensdo cisalhante

devida a0 empenamento é:
N
T,0=EO] () [ W(s)dd=E@] () MS, (2.39)

A componente torcional adicional 7, que surge devido a restricdo ao

empenamento pode entdo ser expressa como
f=| % pdA:IDr t pds (2.40)

onde C e D denotam os pontos inicial e final da integragdo, respectivamente.
Substituindo 7, t na equagao (2.40), integrando por partes e levando-se em conta as relagoes

(2.22), obtém-se
T,.=—£E10 () (2.41)

A equagdo (2.31) do momento de tor¢do fica entdo, para o caso de tor¢dao

concentrada, uma equagao diferencial de terceira ordem:
M, =GJO!(x)-EI_ 6" (x) (2.42)

Quando sao utilizadas coordenadas generalizadas principais, observa-se que:

F it (2.43)
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(0w +dfw)tds

Figura 2.7 - Equilibrio de um elemento infinitesimal de uma viga de parede fina

na diregao X.
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3 - DERIVACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

Neste capitulo sera derivada a matriz de rigidez elastica e a matriz de rigidez
geométrica para um elemento de viga-coluna com a consideragdo do efeito do empenamento
da segdo transversal. Posteriormente estas matrizes serdo utilizadas em um programa, que
emprega a Formulagdo Lagrangeana Atualizada, para a andlise elastica ndo linear

geométrica.

O desenvolvimento parte da equagdo fundamental do Principio dos Trabalhos
Virtuais e usa procedimentos padroes do método dos elementos finitos. Como foi visto
anteriormente, os momentos internos sdo representados como resultantes de tensdes
calculadas pelas teorias técnicas de vigas: Euler-Bernoulli-Navier para momentos fletores e
Timoshenko-Vlasov para momentos torgores. O uso de teorias técnicas, em vez da Teoria da
Elasticidade, sdo essenciais para a pratica de projetos (Dym e Shames, 1973). Estas teorias
sdo satisfatorias, exceto quando podem resultar em problemas relacionados com o
comportamento de momentos fletores e torcores quando sofrem rotagdes finitas. Estes

problemas sdo aqui também descritos.

Todo desenvolvimento para obtengdo das referidas matrizes, bem como a

notagdo empregada, segue aquela utilizada por Yang (1984, 1986).

A dedugdo das matrizes de rigidez eléstica e geométrica, sera feita mediante duas

etapas:

1 - desenvolvimento de um conjunto de equagdes de equilibrio incremental

utilizando o principio dos trabalhos virtuais e,

2 - redugdo destas equagbes para uma equag¢ao matricial através do uso de

elementos finitos (Zienkiewicz, 1977).

3.1 - Aplicag¢ao do Principio dos Trabalhos Virtuais
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A formulagdo Lagrangeana Atualizada (LA) sera utilizada ao invés da
formulagdo Lagrangeana Total (LT) por ser a primeira mais eficaz computacionalmente
(Bathe e Bolourchi, 1974), e mais eficiente nos casos de rotagdo finita, pois as operagdes

com angulos referidos a configuragdo atualizada sdo menos sensiveis a erros (Tang et al.,
1980).

A figura 3.1 mostra um elemento tipico de viga-coluna em seu caminho de
deformagdo. Como indicado, a configuragdo 0 (C,) representa o estado inicial indeformado,
a configuragdo 1 (C;) € o estado de equilibrio deformado corrente (conhecido); e a
configuragdo 2 (C;) € um estado de equilibrio deformado vizinho (desejado). A figura 3.1

também mostra os sistemas de coordenadas global e local.

Em uma formulagdo Lagrangeana Atualizada o estado de referéncia para cada
elemento € sua ultima configuragéo calculada, ou seja, C,. Na analise global, deslocamentos,
cargas, e propriedades sdo referidas ao sistema de coordenadas cartesianas mostrado. A
notagdo tensorial e nomenclatura utilizada na referéncia (Bathe, Ramm e Wilson, 1975) sera
adotada com pequena modificagdo. A descrigdo do movimento de um corpo € baseada nas
trés configuragdes Coy, C;, € C,. Ambos sub-indices e super-indices esquerdos sdo usados
para identificar estas configuragdes. Um super-indice denota a configuragdo em que a
quantidade ocorre. A auséncia de tal super-indice indica que a quantidade ¢ um incremento
entre C; € C. Um sub-indice denota a configuragdo em que a quantidade ¢ medida. Uma
virgula indica diferenciagdo em relagdo a coordenada seguinte; entdo, por exemplo,

2
5 J°u

ol

’ (.1)

i.] aoxj

A aplicagdo conveniente do principio dos trabalhos virtuais requer que o

equilibrio do corpo seja expresso na forma deformada C,:
Iz,, 2Tu 5,e, dV = 22R (3.2)
em que ;R = expressio do trabalho virtual externo

:R= J‘zd 2t Su, *dA (3.3)
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se as forgas de volume sdo desprezadas.
Nas equagdes (3.2) e (3.3),
2 7; - componentes cartesianas do tensor de tensdes de Cauchy,

d,e; - variagdo (virtual) do tensor de deformagédo linear ou de Almansi,

Exe =
2 CONFIBURAGCAO 2
zxs
'z,
CONFIGURAGAO |
Ooxe
0
x,
Oy iy 2
Xo s X
x!l 22 e <
CONFIGURAGAO ©
o i
Xy 2% SBX,

OX3, 'X3 , 2X3

Figura 3.1 - Movimento de uma viga tri-dimensional e seu sistema de

coordenadas.
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2t, — componente das forgas de superficie em C,,

duy, - variagdo virtual das componentes dos deslocamentos em C,,

3.2 - A formulaciio Lagrangeana Atualizada (LA)

A equagdo (3.2) ndo pode ser resolvida diretamente ja que C, é desconhecido. A
solugdo pode ser obtida referindo todas as varidveis a uma configuragdo de equilibrio
conhecida previamente calculada. Para este propdsito, em principio, uma configuragdo de
equilibrio ja calculada deve ser usada. Na pratica, todavia, a referéncia (Bathe, Ramm e
Wilson, 1975) mostra que, em uma formulagdo LA, a equagdo (3.2) pode ser transformada

em uma forma incremental e entdo linearizada nos deslocamentos incrementais resultando

em
[\, 1o v, 'av + [, 'z, 4n, 'dV =R~ R (3.4)
em que
R=[, . 'dd (3.52)
€
[R=|,.'7, &, 'av (3.5b)
onde

, C;u, — componentes do tensor de constantes elasticas,

1 &; —componentes lineares do tensor de tensdes de deformagdes incrementais de
Green-Lagrange,

177, — componentes nao-lineares do tensor de deformagdes incrementais de
Green-Lagrange,

"z',.}. — componentes cartesianas do tensor de tensdes de Cauchy em C,; e,
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ftk ~ forgas de superficie em C, mas medido em C,.

A equagdo (3.5b) representa o trabalho virtual interno efetuado pelas tensoes do
elemento no estado de equilibrio C, (Bathe e Bolourchi, 1979). Para um corpo em equilibrio,
o trabalho virtual interno € igual ao trabalho virtual externo feito pelas cargas de superficie
na mesma configuragdo. Isto pode ser também obtido diretamente da equacdo (3.2)

substituindo-se todos os sub-indices e super-indices 2 do lado esquerdo por 1.

As equagdes de equilibrio incrementais da viga foram dadas em relagdo ao
sistema de coordenadas globais('X,,'X,,'X,). Todavia, usando a técnica dos elementos
finitos, € mais efetivo calcular primeiro as matrizes do elemento finito em rela¢@o ao sistema
de coordenadas locais('x,,'z,,'x,), que sdo os eixos principais centrais de inércia, do
elemento (figura 3.1), e entdo transforma-lo para o sistema de coordenadas globais para

posterior montagem da matriz de rigidez global, conforme referéncias: Bazant et al. (1973),

Gere e Weaver (1981) e Santos (1981).

Por esta razdo, as equagoes de equilibrio incremental e as correspondentes

equagdes de rigidez serdo referidas as coordenadas locais. Por conveniéncia, o sistema

global sera denotado como (X, Y, Z) e o sistema local em C,;, como (. 2 3/).

Na teoria técnica de vigas tridimensionais,'z,, ='r,,='7,, =0, 'z, ='7,, €
1 . ~ . A -~ v d d 1 1 1
7,3 = 75. Entdo ha somente trés componentes de tensodes independentes, '7,,, 7, € 7,3, €
trés componentes de deformagdes independentes (incrementos), ,&,, ,&, € &;. Se a

seguinte notagdo € usada para tensdes e deformagdes:

O-:=lrll
1 -
T.= T (3.6)
1
T.'.x_' T3



30
E =6 =€, +T. =8, 1
Yo=218, = (€ +171,) =2(,€, + 1hy) (3.7)
Ve = 2083 = (ex +10,) = 2(,€3 + 113)
onde:
['7] - vetor de tensdes de Cauchy
[,e]- vetor de deformagio linear
[, 71- vetor de deformagdo ndo linear
as tensdes e deformagdes podem ser escritas como (Bathe e Bolourchi, 1979):
Cel=fe; % %
iel={e. ey e} (3.8)
[0 77]= 1 71 T}

A matriz de constantes elasticas {, C} pode ser expressa como (Washizu, 1961):

E 0 0
(Cy=|0 G 0 (3.9)
0 0 G

Introduzindo-se as equagdes (3.8) e (3.9) na equagdo (3.4), a equacdo de
equilibrio dos trabalhos virtuais para uma viga tridimensional, baseado na formulagdo

Lagrangeana Atualizada (LA), assume a forma

[(Ee e +Ge e, +Ge e )dV +

[[6:80 o + 7,00 + 7,67 1dV =*R-"R (3.10)
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em que os super-indices de ¥ e dV e os sub-indices para ‘R e 'R foram
suprimidos, j4 que € conhecido que todas as variaveis desta equagdo foram expressas em

relacdo as coordenadas conhecidas da configuragéo 1.

A equagdo de equilibrio (3.10) pode ser usada como base para a formulagdo ndo
linear do elemento finito. Da primeira integral desta equagdo, obtém-se a matriz de rigidez
linear, enquanto da segunda integral deriva-se a matriz de rigidez geométrica ou matriz das

tensdes iniciais (Bathe et al., 1975, Bathe e Bolourchi, 1979).

As componentes linear e ndo linear das deformagdes sdo expressas como

&, =U,, +U,. (3.11)

e-‘.‘r = ux.:: + u:,x

1 2 2 2
T?n = E(ux.x + uy,x + u:,x)

Mo = U U FA U U U (3.12)

e = ux.: Uy . + uy.: uy.x +u.:.: u:.

X

onde %, u, € u, sdo os deslocamentos incrementais de um ponto arbitrario N no

contorno da se¢do, referida a configuragéo C,, ao longo dos eixos x, y € z respectivamente.

Substituindo-se as equagdes (3.11) e (3.12) na equagdo (3.10), a equagdo do
trabalho virtual fica

+u, )21ydV +

1 2
2—L{55(u,_,) + Go[(u,, +u,,) +(u,,

%Jv{axS(ui, +ul V41,0, u, vu u, )+ 1,0, +u, u, )} dY = ‘R-'R

(3.13)
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como u,, = u,, = 0, eliminou-se estes termos da equagdo (3.13). Na equagdo
(3.13) o termo contendo o quadrado da derivada de », na deformagdo axial ndo linear sera

desprezado como usual’.

Os termos contendo os produtos de derivadas de u, nas deformagdes de cortes,

isto €, u, u, . e u,_u_, podem ser de magnitude significante e sdo, de acordo com Yang

(1984), preservados.

Os deslocamentos longitudinais e os deslocamentos transversais para um ponto N
da segdo transversal, figura 2.3, pode ser obtido das equagdes (2.3) e (2.15) como:

e = U — Yy —ZUz —WE; (3.14)

u,=u,-(z-a.)b,

(3.15)

U, =u;y +(y-ay)9x

onde W(y,z) representa a area setorial principal, e indica que o deslocamento

tratado se refere ao deslocamento do centro de corte da segao.

Sabendo-se que:

Ue = U (X), Uy = Uy (X), U= ur(x), 6= 6 (x)e W= W0y,z), acha-se de
imediato as derivadas de u(x,y,z) dadas abaixo:

- 0 eagtt 1
ux_r =Uge .VuyT U ng

W

ux.y = _u_:«'T = (E) 9.:'
u,, =~y - (20 (3.16)

uy.x = u,:-?" - (z—a__)ﬁ;

" % (du/dx) é desprezado da expressdo de n. ja que para deformagdes incrementais pequenas este termo é
desprezivel em comparagdo com os outros dois (Washizu (1961), Dym e Shames (1973).
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Uy =0

Uy = - 6

u,, =iy +(v-a,)e; (3.16)
Ury = B

U, =0

Substituindo-se as equagdes (3.16) na equagéo (3.13), obtém-se:

1
5 b B 8Guc — 2y — yuty ~ WO + G U~ 1 3)6; - (- a,) 8’

(W 12)8;+(y=a,) )1V +2 [ 0, 6l{ugy - (- a,) 0

+ulp +(y-a,) 01} dV

+ [ 2,0 8[-uly ~ (W 1 8) 61 uic ~ zufy ~ yuly ~ WE)

+uf +(y-a,)016,) dV

+[ o Sll-uty ~ (W] &) 81 (e ~ zuly ~ yuly W)

+lupy +(2-a,)616,ydV =[8(PfT - (1) (3.17)

onde [du] € a variagdo dos deslocamentos nos nos, em que
(] = {uey wpy g 6y G G up wup up 6p Bz Op) (3.18)

[*/] € o vetor de forgas nodais no fim do passo,

[Zf]={2Fg4 szA 2F.-.42Msz,vAzM:.4 ZBA zFx.BszB ZF:BZMJ:BZM}BZM:EZBB}
(3.19a)
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e ['/] é o vetor de forgas nodais no inicio do passo,

[lfl= {iF.-r.-I IFy.-I IF.-.A !M:»t lMyAIM:A IBA IF.us leB IF.—.B lst ]Myﬂ IMzs IBB}
(3.19b)

Tanto [*f] como ['/] sdo referidas as coordenadas de C;.

Negligenciando-se os termos de ordem superior contendo (Yang, 1984),

(6, 67), (uy ), (uf ), (uy 6), (u? 67, (u;, 67), (u'6;), () 6) e (6; €,

¥y

adotando-se as condigdes de ortogonalidade (2.22) para as coordenadas

generalizadas principais e efetuando-se os produtos e poténcias a equacdo (3.17) fica
1
SESf () +27 () + 32 () + W3 (8)71dV

+§:G§L[(-—a:)"' r(y-a,)? +2z-a.) (V| )
~2y-a,) (| &)+ (W &) +(W [ &)*1(62)dV

+2[ o862 -2 G- a6+ - 07)

+8(ulr +2(y-a,)u 6 +(y~a,)* §7)dV

+| (2, 86, uty) - .. 86, up NV + [ [5,, 284, uty) AV

+] lrayoy ) av - | 17, 8 we)av - | (o, 8ty ule) av =
SLA(A1-071) (3.20)

Se a segao transversal do elemento € constante, € baseando-se em consideragdes
de equilibrio, as resultantes de tensdes de uma se¢do transversal de um elemento, referido a

configuragdo indeformada da se¢do, ¢ dada pelas equagdes (2.17).
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Utilizando-se as expressdes (2.17), obtém-se a seguinte equagao em termos das
coordenadas generalizadas:

i 2 2 2 12
EI (EAS(ul?) + EI,6(ul?) + EI.6(u"?) + EC,5(6"%)

I 1 ¢! —
+ GO dx+ [ F,8(ulra.6,-uya,6)dx+ EI K8(6:?)dx

Ty
! 1
[ M, (- @) 8 utp) dx = [ [F, 8(ujy ul,) + F. 8(uly ul)] dx
1 , ! , ! 4 5
+ [ [F, 8ty 01dx - [ [F, 8uyy 0 dx+ [ (F, 12) 8y + ) dx
! 1
- My sy 60ydx - [ M. 8(usy 67) dx

s [ M, a8y uy) dx = SICFT - 17) (321)

onde K é o coeficiente de Wagner que define o incremento torcional causado

pela deformacdo de empenamento da seg@o transversal (Chen, 1977):
K=[,0,l(z-a,)" +(y-a,)1d4 (3.22)

Empregando-se as coordenadas generalizadas principais, juntamente com a

equagao (2.27), e substituindo-se na expressao acima, obtém-se:
K=[,F.14+(M,/1)z-(M, /1,)y—-(B,/1,)W]
[(v-a,) +(z-a.)’1dAd=F,[((, +1.)/ A) +a5; +a;]
+ M (/1) zy* dA+[,2* dA-2a,;)]
-M_ (/1)U ¥y dA+],yz* dAd-2a ;)]

B/ I W y*dd + ], W z?dA) (3.23)

fazendo-se
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B,=011)(,zy*dA+],z* dd-2a)
B=Q/1)(,y*dA+],yz* dA-2a,) (3.24)
B.=Q11)U Wy*dA+[, W z*dA)

onde A, pB. e B, sdo chamadas de constantes geométricas da se¢do transversal
(Chen e Blandford, 1991).

Substituindo-se as expressoes (3.24) na equagio (3.23) o coeficiente de Wagner

fica expresso como:
K=F [(({,+1,)/ A)+a} +aZz + M, B, - M, B. - Bp, (3.25)
O parametro a € definido como taxa do momento total M,, resistido por 7.. ou
a=[,(t,y/ M)dd=1-],(-7,2/M,)dA (3.26)

Na obtengdo da equagdo (3.21), as seguintes propriedades da se¢do transversal
foram usadas:

A=[,dd, 1,=1,2d4, 1,=f,y*d4 e 1, =[,W?d4 (3.27)

Em particular, a constante torcional de Saint Venant, J, foi reconhecida por

Love, em 1927, no seu classico livro como:
J=[,[z2+y*+z(8w! &) - y(dw! &))dA (3.28)
ou

J=[ 22+ y* +22(w/ &) - 2y(Bw! &)+ (dw] &)* + (6w &)*|dA
(3.29)

baseado na identidade

[ (W) +(wi!&) 1dA=-],[z(w/!)-y(dw/&)d4  (3.30)
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3.3 - Formulac¢do por elementos finitos

O elemento estudado € o mostrado na figura 3.2, em que as coordenadas X, y, € z

sdo escolhidas de tal maneira que passem sobre os centros de corte T e T” do elemento, antes

da deformagéo, e sdo paralelos aos eixos principais centrais @, yey da segdo transversal do

elemento. Seja
u, - deslocamento longitudinal ao longo do eixo axial CC’,
u, - deslocamento do centro de corte, na diregdo de y,
u, - deslocamento do centro de corte, na diregéo de z,
6. - angulo de torgdo sobre o centro de corte e,
6, e 6. - angulo de rotagdo sobre os eixos y € z respectivamente.

Tal sistema de coordenadas desacopla deslocamentos e rotagdes, bem como
satisfaz as condigdes de ortogonalidade (2.22) usadas para derivagdo da equagdo de

equilibrio incremental (3.21).

A figura (3.2) indica os sentidos positivos para os deslocamentos e forgas nodais.
O sentido positivo do empenamento ¢ do bimomento ¢ representada por setas duplas
contrarias, estabelecendo uma relagdo direta com o sentido do empenamento ¢ dos
momentos que causam o bimomento. Observe-se que o empenamento ndo tem
correspondéncia com o sentido positivo do bimomento como esforgo interno da convengio

utilizada na teoria de vigas de paredes finas.

Os sub-indices C e T utilizados nos deslocamentos foram suprimidos por

simplicidade.

Um campo de deslocamento linear é adotado para o deslocamento axial, #,, € um
campo de deslocamentos cibicos para os deslocamentos u,, u, e 6., ambos satisfazendo os
critérios de convergéncia (Zienkiewicz, 1977) e (Chen, 1977). A escolha destas fungdes foi
sugerida pela solug@o exata dos deslocamentos axiais e de flexdo. Entdo, pode-se escrever o0s

deslocamentos u,, u,, u, e 0 giro 6, no interior do elemento em fungdo dos deslocamentos

dos nos através das relagdes:



u, =[n][2,])

u, =[n,][%,)

u, = [n][#.]

6. =n1a]

onde [n;] e [ns] sdo as fungdes de interpolagdo
m]={G-1) 3

[ 1={(1-3*+2*) (i-2%+) @Gi*-27) (@ -i)}

f=x{ €

\—g'e“ AFva
““IG‘A\ T

FzasUza><

M,‘ﬂn 9,3
o TT' ~-M:8,6:8

y / é-/C' Fxps Uxe
B.,l e.l..
Fza,Uszn

MxB,OxB
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Figura 3.2 - Tensoes, deslocamentos e coordenadas generalizadas do elemento.
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Os graus de liberdade nodais, isto €, os deslocamentos incrementais nos nos A e

B do elemento sdo, como indica a figura 3.2:

(@)= {uy up) (3.38)
[@,]={u, €6, uz 63} (3.39)
[7.)={u, -8, uy —-£6;} (3.40)
[B1={60, €6, 6, (6} (3.41)

As correspondentes forgas nodais sdo mostradas na figura 3.2.

As tensoes resultantes em C, na se¢do x do elemento pode ser expressa em

termos das forgas nodais como:

F,=F, ' (3.42)
F,=—(My + M)/t (3.43)
F.=(My,+My)/¢ (3.44)
M, =M, (3.45)
M,=-M_,(1-x/8)+M,(x/¢) (3.46)
M,=-M_(1-x/8)+ M, (x/£) (3.47)
B=-B,(1-x/8)+By(x/¢) (3.48)

enquanto o coeficiente de Wagner € (equagdo 3.25):
K= F I, +1.)! 4) +air +ail+ M,B, — M.B. — BB, (3.49)

Nas expressdes acima foi utilizada uma variagdo linear, na aproximagio por
elementos finitos para os momentos fletores ¢ para o bimomento. A variagdo real do

bimomento ao longo da viga € hiperbolica (Conci, 1988).
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Substituindo-se as expressoes (3.38) a (3.41) para deslocamentos incrementais e
as expressoes (3.42) a (3.49) para tensdes resultantes na equagdo (3.21), obtém-se as

seguintes equagdes de equilibrio em termos dos deslocamentos nodais e forgas nodais:

# [T e )

]{L Y mMdi [u,) +
1 M M
_L(_’”‘;—VB)[M{]T[H;] di [u_,]r}.;.

[, 1{[] EHY ) i + [ i) [n;]dz] [%, )

M.,
L G ) ) i ) +[ 1 di

1 M+ M 5 )
1 [nl] df] [u.] +[L (Y (] di

) i [n3] [ny] di

I(

+[ ) FatnV g1 ai ] (61 ]}

{[ 1 El,
+[ou.]4 | ),

63

\ F T . T
T (151 di + [ (S2)[mY (3] d:] (]

1 M, M, ” :
[ i [, +[ [[ &2 a- oy @

0

7 ‘ 7 M, + M,
T () dz] [,] +[ G LA AR

+I ( ) (1 - :)[n3] [n3] di - _[ ( ): [n3] [n}] di -
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1 d
f, GO Fo (Y In3] a'f] (6] 1}

EI 1
[69,1{{— LS ) di + [ EDm) ) a

Fa | 4, 1, . " .
+ﬂ(g)[( y )+ai+az}[n;1 [ny] di

| By ane i
+J.0(_MM(I_i)+M}aEi)(7)[”;] [ni] di

- J‘: (=M, (1=1)+ M zi) (—’%) CARCAR

-[[@a-0+8,0%) pay g an|tsey
M,+M
+[-L'(—"‘£—i'-i)[n3ﬂn;] d

- [ (—-) i )7 () di

M, + M,

)" [3] di

+ [ ) Fa ) 1i) dii| [,1" +[ =

+f (—)(1 i) (717 [n3] i - ;) di

- [ Fa 17 dr] [u;l"}=
(6 XCFY )+ (60, XCF, T -UF, 1) + (6w, JCF.T -'F.Y )+

[66,1(°M, 1" - ['M,]") (3.50)

onde o simbolo “~” acima do vetor de deslocamentos foi retirado por
simplicidade.

BSCOLA DE ENGENHARM
“~GBRIBLIOTECA
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Os vetores de deslocamentos virtuais no lado direito da equagdo (3.50) sdo
simplesmente variagdes dos deslocamentos nodais dadas nas equagdes (3.38) a (3.41). Os

vetores de forgas sdo

[’F.]1= {*F,, Fg} (3.51)
FEJ=PE, W18 PE, M, | £} (3.52)
PF1=0F, M, /¢t *Fy, =-Mgyl/8 (3.53)
[’M_ 1= $M,, Bl M, ’B, 1 £} (3.54)

e ['F.], ['F,1. ['F.] e ['M,] sdo obtidas substituindo-se os super-indices das

equagoes (3.51) a (3.54) por 1.

Admitindo-se a natureza arbitraria dos deslocamentos virtuais, podemos escrever
as equagdes de equilibrio para um elemento de viga-coluna de parede fina como quatro

equagdes simultaneas:
0 M 110 T M“ +M 110
( )[Kf]l I[u. )" +(—)[K 1%, ] —(—' ) [Ki' ] =

(. ) - Fu)' (3.55)

x4

My 10 T
[( S KE 1+ (= )[Ksl::ol]["] +(—-t—___)[K31 JMw,]

((l—a')[Km] a [K;zo ) [u:]r

M,
+[ K1+ 1K1 (K] + (2 (K- 1K31)

F, a 7
HE 2y ]] (671 =

I°F

»d

Mo 10 PFy Ml —{'F, M 16 'Fy 'Myl€)"  (3.56)
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M, .+ M
[( L) [K2)+ (-2 )[K§3'°]][ T - (—”‘Ez——ﬁ)[K;P][z«J

Mg
-4

A= K- K5 [, 17

[( Mty vegr- it Ay ki - i)

b ]} [6;]

=(*F, M/t *Fy -*Myl6}" -{'F, ="M/t 'Fy -'M,/8"
(3.57)

{E" 1+ K

F, ]J* +1. 2 110 Mﬂ 110 11
+(f)[( = )+a,,+a][1<331 (K" [K5")
M-“ 11 a{ 110 11 M’ z 111
e 02 e P gy - ) - Aoy

BA w 110 i1 BFw 1 T
+ B (1) - By ) 1)

M
[(—)([ K9°1+[K%°1- [K;;‘1)+(—)([ K2°]1-1&k3")

a.
+(—

Fxﬂ 110
, K3 ]][“y]r

M M:.B 010 1t
[(—)({ K5+ K" )= [K5') + () (K51 - [K33')
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al'F*B 110 T
+(T) (K3 jl [u.]

=M, B/t My ’By/fi" -{M, 'B,/t My 'Bylf}
(3.58)
. 1
emque [K 5] = [i*[n})[n)] di (3.59)

Os simbolos em (3.59) sdo adotados da referéncia (Rajasekaran, 1971), (Chen,

1977) como uma estenografia para a integral de matrizes.

Os sub-indices g e 4 indicam o grau dos vetores de interpolagdo, os super-indices
s e t a ordem de diferenciagdo, e v 0 expoente do fator de multiplicagdo /. As matrizes das
equagdes (3.55) a (3.59) que sdo usadas no presente desenvolvimento sao dadas no apéndice
A. A equagdo de equilibrio para o elemento de viga-coluna de parede fina que resulta das
integragdes simbolizadas nas equagdes (3.55) a (3.59) pode ser escrita em uma forma

matricial compacta como
k3l +k ) = CfT - (ST (3.60)

em que {k.} e {k,} sdo as matrizes de rigidez linear e geométrica,
respectivamente, [«]” o vetor de deslocamentos nodais incremental como dado na expressio
(3.18),e ['f1"e [*f]" as forgas nodais do elemento no inicio e no fim do passo incremental

(expressoes 3.19). As forgas no elemento que aparecem em {k,} sdo naturalmente aquelas

que existem na configuragao 1.

As matrizes de rigidez {k.} e {k,} obtidas sdo dadas nas tabelas 1 e 2. Observe-
se que devido a maneira com que as teorias técnicas da flexdo e tor¢do foram incorporadas
na dedug@o da matriz de rigidez geométrica {4,}, os momentos fletores tem comportamento
quase-tangencial e os momentos torgores comportamento semi-tangencial. A defini¢do de

tais momentos encontra-se na referéncia (Ziegler, 1977).

A matriz de nigidez linear derivada na presente tese € idéntica aquela obtida por
Yang (1984). Contudo a matriz de rigidez geométrica € diferente, pois a matriz aqui

desenvolvida pode ser empregada tanto para segdes simétricas como assimétricas.



Tabela 1 - Matriz de Rigidez Linear [k, ],,x14
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Ut s Uy Gy 6y G4 us up up 6Gp 6z 6Oz 6, 6
a -a
b -b c
d -e -d -e
1 f k| &
g e h
i -C J
a
b c
d e
SIMETRICA ¥F k| <k
g
i
[ m
/
onde:
a=FEA/?{ g=4El, /¢
b=12E1:1’£" h=2El, /¢
c=61:"!::’£2 i=4El, /¢
d:lZE/,,!f’ f=2E], £
e=6El, /¢’ k=(GJ/10)+6El, | £*)

f=(6GJI56)+(12EI, /1 ¢*)

m=—(GJt30)+ (2El, | £)

1=(2GJE/15)+ (4EI, | £)




Tabela 2 - Matriz de Rigidez Geométrica [k, ] 4y,
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ey Uy Uyg Gy By Gy U Uy Up Op Gy Op O, 6
a -b -a b

¢ d e f | -a | - gl e | f | h| i

C = e b -c k i -e m

n o p -d | 4 -n q r I (O

t u - | f | -0 w | x|y

! -f -e -D -W v z | &
a -b

c -g | e - | -h | -i

c wk 4 e -l | -m

SIMETRICA n -q - | -s | -s

{ u |y | x

1 w' | v’

u' |t

A

onde:

a=(M_ +My)/l ¢’

b=(M, + My)/ ¢

c=6F,/5¢

d=1IM, /- Mg /10f+6a_F, |56
e=My /£

f=Fz/10

g=-M, 100+ LM ;| £—6a_.F,/5¢

h=M, /10+a.F, /10
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J=LIM,, /- M, /10¢~-6a F /5¢
k=-M_, /106+11, M/ £—6a F, /5t
I=M_, /10-a,Fy/10
m=-M_/10—a,F; /10
n=6K/50-3B,(M, - My)/56+38 (M, —Myz)/50-3B,(-B, +By)/5¢
o=M_ 110+ My /5+a,Fz /10
p=-M_, /10-M; /5+a,Fg;/10
g=-M, /5- Mz /10+a,F /10
r=M, 5+ My /10+a.F, /10
s=(K+p,My—-pMy—-p,By) 10
t=2F40/15
u=-My /2+ Mya
v==F_4£/30
w=M_, /2
x==M_£/10+ M€/30+2a F46/15
y=M_£/30~a,F4t/30
z=M L/10— Mz0/30+2a,Fzt/15
t'==K0/30+ B (M~ My)/ 60-BEM, —My)/ 60+ B,6(-B, + By)/ 60

w =2K€/15- BLBM, - My)/30+ BEGBM,, — My)/30- B.4(-3B, + By )/ 30
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V= M,£/30~ My0/10+2a,F,0/15
w'=My/30~a,Fgzt/30
X'==M_l/30+Mz£/10+2a,Fyt/15
Y'==Myt/30-a,Fyt/30

2'=—M,0/30-a,Fzt/30

3.4 - A natureza dos momentos sofrendo rotacoes finitas

As matrizes {k.} e {k;} obtidas anteriormente podem ser usadas em programas
para determinagdo das cargas criticas elasticas ou em programas que utilizem uma
formulagdo LA, para a andlise ndo linear geométrica de estruturas uni, bi ou tri-
dimensionais. Assim como estas matrizes estdo, s3o td0 compreensivas como as matrizes de
natureza comparavel que foram derivadas anteriormente e, em alguns aspectos, elas sdo
superiores as outras em racionalidade e nos efeitos significantes que incluem (Yang, 1984 e
1986). A aplicagdo destas matrizes € clara e ndo requereria mais exames ndo fosse certos
problemas, que a afetam, em comum com as outras. Estes problemas, que relatam o
comportamento de momentos sofrendo rotagdes finitas e uma aparente falta de equilibrio na

posigdo deslocada, sera discutida no préximo item.

3.4.1 - O problema do equilibrio de nés que unem elementos em angulo

Argyris et. al. (1979) mostrou que, usando a representag@o por elementos finitos
convencional, deslocamentos rotacionais de flexdo, que sdo derivados dos deslocamentos
transversais € momentos quase-tangenciais, resultam em momentos potencialmente
desequilibrados nos nés que unem elementos em angulo de estruturas espaciais. Este
recomendou € usou com sucesso uma representagdo de momento semi-tangencial com seu
campo de deslocamentos em coordenadas naturais para eliminar a falta de equilibrio do

momento no né em angulo.

Yang e McGuire (1986b) eliminaram o momento desequilibrado no né que une

elementos em dngulo em dngulo usando também um momento semi-tangencial, mas com um
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campo de deslocamentos em coordenadas cartesianas convencional.

Elias (1986) mostrou que existe uma inconsisténcia quando se usa
deslocamentos rotacionais de flexdo para a analise ndo linear geométrica de estruturas tri-
dimensionais. Esta inconsisténcia € a causa para 0 aparecimento de momentos
desequilibrados nos nés que unem elementos em angulo de estruturas espaciais. Para
resolver este problema, a matriz de rigidez geométrica, deduzida usando-se derivadas dos
deslocamentos como deslocamentos rotacionais, deve ser modificada. Esta descontinuidade
ndo foi reconhecida por Argyris et. al. (1978), nem por Yang ¢ McGuire (1986a, 1986b).
Elias (1986) e Conci e Gattas (1990) escolheram as componentes vetoriais da rotagao
modificada, ou de Rodriguez, como campo de deslocamentos rotacionais na formulago por
elementos finitos. Este campo de deslocamentos rotacionais mantém a continuidade
cinematica nos nos que unem elementos em angulo, eliminando com isso o problema da

falta de equilibrio.

3.4.2 - A solugiio do problema

Na formulagdo da matriz de rigidez de um elemento, o aspecto fundamental na
escolha dos deslocamentos generalizados € a representagdo adequada dos deslocamentos .,
u, € u, ¢ da rotag@o &, no intervalo (0, £). Quando procura-se a matriz de rigidez de diversos
elementos, um outro fator deve ser levado em conta: a continuidade cinematica nos nés. O
uso de deslocamentos generalizados compostos de vetores de rotagdes finitas e vetores de

translagdo satisfazem a essas necessidades (Elias, 1986).

No caso de serem usadas derivadas de deslocamentos (u, e u!), como rotagoes

generalizadas, uma transformagdo ndo-linear pode ser feita para assegurar que essa
continuidade seja obedecida (Elias, 1986). Como conseqiiéncia, uma parcela deve ser
acrescida a matriz de rigidez nos casos em que as rotagdes generalizadas ndo s@o
representadas pelos vetores de rotagdo finita. Esta corre¢do nao € necessaria se a estrutura
for composta por diversos elementos que representam um unico membro reto, pois neste

caso ndo existe descontinuidade de rotagdo nos nos.

As rotagdes generalizadas usadas podem ser relacionadas com as rotagdes finitas
de Rodriguez, p,, p, € p., através de (para deducdo destas expressdes veja Elias (1986) e
Conci (1988))
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0. =p; (3.61)
1
6, =-u.=p, =2 Px P (3.62)
0, =u’ 1
:=uy=p:: _prpy

(3.63)

Devido a estas relagdes os incrementos de rotagdes finitas virtuais de Rodriguez

e 0s incrementos de rotagdes virtuais generalizadas usadas podem ser relacionadas por:

de, 1 0 0 ||dp,
dg, |=1 p, 12 1 p.l2¢ dp, |={Tidp] (3.64)
de, D lR =P 12 1 dp.

Chamando de M e M,, os vetores dos momentos generalizados correspondentes a

estas rotagdes generalizadas, a invariancia do trabalho virtual requer que:
[M]'[d6]=[M,] [dp] (3.65)
Unindo-se as duas tltimas expressoes, tem-se:
[M] {T}{dp]=[M,] [dp] (3.66)
€ como os deslocamentos virtuais sdo arbitrarios
[M,1={T}" [M] (3.67)
[dM,]={T}" [dM]+ {dT}" [M] (3.68)

Se {kgp} € {kg} representarem as matrizes de rigidez derivadas em fungdo de p e
6, tais que:

[dM 1= {k,, Jldp] (3.69)

[dM]= {k, }[d6) (3.70)
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pode-se escrever, substituindo-se na equagdo (3.68) as equagdes (3.69), (3.70) e
(3.64):

{ky, }[dp1=A{T}" (k, {T)dpl+ {dT}" [M] (3.71)
porém:

0 dp. -dp, ||M 0 -M, M ||dp,

x

1 1
{dr}T[M]=2o 0 -dp b{M [={-M, 0 0 lldp,

¥

0 dp, 0 J|m|2m, 0 0]ldp,

(3.72)
de modo que:
{kgp} =T {k 3T} + (hg,} (3.73)
onde
0 -M. M,
{kg,,}=; -M. 0 0 (3.74)
M 0 0

y

E interessante observar que a hipétese do incremento de deformagdes partir de
uma configuragdo - ind-eformada, mas sob tensdo, permite desprezar as rotagdes na
configuragdo 1 em {T}. Como resultado desta observagdo as equagdes (3.64), (3.67) e (3.73)
levam a: {T} = {1}, [dp] = [d6), [Mp] = [M] e {kgp} = {kg} + {kg}. A matriz {k.} que
adicionada a {4,} corresponde a utilizagdo de uma matriz de rigidez em fungdo das rotagdes
finitas de Rodriguez ¢ dada na tabela 3.

Nos trabalhos de Yang (1984), Yang e McGuire (1986b) e Argyris (1978) sdo
derivadas e utilizadas matrizes de corregbes idénticas. Nestes trabalhos a necessidade de
correcdo € atribuida a0 comportamento quase-tangencial dos momentos nodais internos A, e
M, sob rotagdo finita. A tor¢do de Saint-Venant tem um comportamento semi-tangencial, no
entanto a torgdo devido ao empenamento € o bimomento tem comportamento mais
complexo. A matriz {k.} quando adicionada a matriz de rigidez {k,} do elemento, pode
equivaler a assumir uma aplicagdo semi-tangencial dos momentos, o que talvez tenha

motivado a argumentagdo destes autores (Conci, 1988).



52

A matriz de rigidez geométrica corrigida {k;" }={k_ }+{k,} € dada na tabela 4.

Tabela 3 - Matriz de corre¢do das rotagdes generalizadas {k.}14x14

Uy Uy U,y GIA @A B;A Urp Uyp  Uzp g.tB gyB 923 6;:.1 g.\;i
a b
a
b
c d
e
d

onde:

a=—(1/2) M.,

b=(1/2) M,,

c=—(1/2)M 4

d=(1/2)M,,




Tabela 4 - Matriz de rigidez geométrica corrigida {k;’"}l i
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Uy Uy Uy Gy By B Up Up Up B Gy by 6, 6
a -b -a b
¢ d e f | al| - g =& R
c - e b -C k 'f -€ m
n 0 p -d -] -n q r s s
l u -€ -0 v w X y
{ < e | p | w v g | &
a | -b
c -8 e of |4
¢ -k | f e | -l | -m
SIMETRICA no| r st -S| s
t -u |y | x’
t w'| v
u' | 2’
e
onde:

a=(M_ +M_j)/ £

b=(M,, + M)/ ¢

c=6F,/5/

d=11M /- My /10 +6a_.Fg /5
e=M_,//

f=Fgz/10

g=-M, [106+1LIM [ £ —6a_Fy |5t
h=M, /10+a.F, /10

i==M, /10+a.Fy, /10




J=LIM [~ M, [100-6a,Fg /5¢
k=-M, 1100+ 1IM4 | £—6a,Fg/5¢
I=M,/10-a,F; /10

m=-M_, /10-a Fg, /10
n=6f!5€—3ﬁy(MM - M)/ 5+38. (M, —My)/5¢-3B,(-B, +B;)/5¢
0==2M_,/5+ My, /5+a,F, /10
p==2M,/5- My, /;5+a:F:B /10
q=—-M_,/5-M,/10+a,Fy /10
r=M, 5+ My /10+a.F; /10
s=(K+B,My-BMz-p.By)I 10
t=2F 0115

u=-M_y/2+ M za

v==F_£/30

w=M_y,/2

x=-M,£/10+ M_¢/30+2a,FzL/15
y=M_£/30-a F,;£/30

z=M, L/10-Mz0/30+2a.Fg3¢/15
r'==M., /5-2M/5+a,F; /10

S'==M, /5-2M, /5+a.Fy /10
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t'=-K€/30+ B0(M,, — M)/ 60— BL(M,, — My)/ 60+ (=B, +By)/ 60
u'=2K€/15- B UM, — M)/ 30+ BLBM,, — M) /30— B,4(-3B, + By)/ 30
v'= M, 0/30~ My£/10+2a,Fgt/15
w'=M,4£/30-a.Fyt/30

X'==M,L/30+ Myt/10+2a,Fyl/15

Y'=—M_t/30—a,Fyt/30

2'==M,£/30-a,Fgt/30
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4 - ALGORITMOS PARA A ANALISE NAO-LINEAR GEOMETRICA INCLUINDO
O EFEITO DO EMPENAMENTO

Embora, na préatica, o projeto de estruturas ndo seja baseado no estado pds-
critico, o conhecimento da resposta estrutural nesta fase é de grande valor. A razio para isso
€ que uma analise mais precisa da resposta global do sistema pode ser feita somente quando

o mecanismo de colapso da estrutura € conhecido.

A determinacdo de tal resposta requer o uso da analise ndo linear geométrica e

fisica, porém, somente a ndo linearidade geométrica sera considerada no presente trabalho.

Nos recentes anos, consideraveis esforcos tem sido dedicados para o
desenvolvimento de técnicas numéricas que solucionem problemas de sistemas ndo lineares,
onde pode-se citar por exemplo os trabalhos de Zienkiewicz (1971), Crisfield (1981, 1983),
Dumont e Kruger (1989), Clarke e Hancock (1990), Yang e Shieh (1990), Kuo et al. (1995)

entre outros.

Nos proximos tdpicos far-se-a o delineamento do problema, uma revisdo dos
principais métodos de solugdo incrementais-iterativos, os procedimentos para recuperagdo
dos esforgos no elemento, o critério de convergéncia e o diagrama de blocos para a analise

ndo-linear geométrica.

4.1 - Delineamento do Problema

O movimento ndo-linear de uma estrutura pode ser descrito por trés

configuragdes tipicas: a configuracdo inicial indeformada C,, a ultima configuragdo

calculada C,, e a corrente configurag¢do deformada C, (fig. 3.1).

Numa analise ndo-linear incremental, assume-se que todas as informacgdes da
estrutura da configuragdo C, a C, s@o conhecidas, incluindo a historia do carregamento e as
correspondentes deformagdes, € que o interesse é no comportamento da estrutura no passo

incremental da configuragdo C, a C,, em resposta ao incremento de cargas externas. Embora
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as deformagdes da estrutura, geradas em cada passo incremental, sejam por hipotese
pequenas, as deformagdes totais, resultantes da acumulagdo das deformagdes geradas
durante todos os passos incrementais anteriores a C,, podem ser de grande magnitude. Esta é

certamente uma vantagem da analise ndo-linear incremental.

Baseado na Formulagdo Lagrangeana Atualizada, a ultima configuragdo
calculada C, € selecionada como configuragdo de referéncia para descrever 0 movimento
dentro do passo incremental de C; a C,. Com esta formulagido derivou-se nos capitulos
anteriores as equagdes de equilibrio incremental para um elemento de viga-coluna de parede

fina escrita em uma forma matricial compacta como
k3l +{k 3l =01 - [T (4.1)

em que {k.} e {k,} sdo as matrizes de rigidez linear e geométrica,
respectivamente, [u]” o vetor de deslocamentos nodais incremental gerados durante a
passagem da configuragdo C, a C,, ['f]" as forgas nodais agindo no elemento no inicio do
passo incremental, isto €, em C, e [°f]" as forgas agindo no elemento no fim do passo

incremental, isto €, em C,. As forgas no elemento que aparecem em {4,} sdo naturalmente

aquelas que existem na configuragdo 1.

Para que as condigdes de equilibrio sejam satisfeitas para cada n6é de uma
 ‘estrutura tridimensional com o comportamento nio-linear geométrico, a matriz de corre¢io
das rotagdes generalizadas {k.} foi somada a matriz de rigidez geométrica {k.}, ficando a

equagao de equilibrio (4.1) na forma seguinte
(k)" + ™3l =) - 1T 4.2)

onde {k;7}={k,}+{k }¢é a matriz de rigidez geométrica corrigida. Pode-se

ainda escrever a equagdo de equilibrio, na forma
Kl =Y =17 (4.3)
onde {k} ={k,}+{k;"} € a matriz de rigidez tangente do elemento.

Um aspecto que faz a andlise ndo-linear geométrica de estruturas espaciais

diferente de estruturas planas e estruturas do tipo treligas € a necessidade de considerar a ndo
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comutatividade dos graus de liberdade rotacionais no espago tridimensional. Note-se que
este problema nao aparece no caso de porticos planos, visto que todas as rotagdes acontecem
sobre um eixo normal ao plano da estrutura, que por natureza sdo comutativas, e no caso de

treligas, ja que neste tipo de estrutura so existe graus de liberdade translacionais.

Observe-se que as equagdes de equilibrio incremental (4.3) constituem somente
0 primeiro passo da analise ndo-linear iterativa-incremental, uma vez que estas equagoes
foram calculadas para cada elemento da estrutura. Seguindo-se os procedimentos padrdes do
método da rigidez direta (Santos, 1980, Gere e Weaver, 1981), monta-se as equagdes de

equilibrio da estrutura a nivel global, como
(KUY =FY -['FI (4.4)

onde {K°}é a matriz de rigidez global da estrutura, [U]’ é o vetor de
deslocamentos nodais incremental gerados durante o passo de C; a C,, ['F]" é o vetor de
cargas nodais externas agindo na estrutura no inicio do passo incremental, isto €, em C, e
[?F]" o vetor de cargas nodais agindo na estrutura no fim do passo incremental, isto é, em

C,.

E importante ressaltar que as matrizes de rotagdo utilizadas para a mudanga do
sistema local para o sistema global sdao semelhantes as matrizes utilizadas por Bazant (1973).
Esta forma de transformagéo ¢ empregada em todos os trabalhos pesquisados, que utilizam

as caracteristicas nodais do presente trabalho.

As equagoes (4.4) formam um sistema de equagdes ndo lineares, ja que a matriz

de rigidez {K°} ¢é funcdio das deformagdes e solicitagdes em cada elemento da estrutura.

Numa anélise ndo linear incremental assume-se que todas as informagdes da
estrutura sdo conhecidas na configuragio C,. Tais informagdes devem incluir as coordenadas

de cada no, a deformada de cada elemento, as forgas iniciais ['/]” agindo em cada

elemento, e as cargas nodais aplicadas ['F']” agindo na estrutura.

Assumindo-se que as cargas aplicadas agindo na estrutura sdo incrementadas de
uma pequena quantia para estrutura mudar da configuracdo C, a C,, resolve-se o sistema de

equagdes nao lineares (4.4), obtendo-se, em resposta ao incremento de cargas, o incremento
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de deslocamentos [U] para a estrutura. Uma vez que o incremento de deslocamentos [U] €
conhecido, a geometria da estrutura pode ser atualizada, e as curvas carga-deflexdo para os
graus de liberdade desejados, podem ser plotadas.

A solugdo do sistema de equacgdes ndo-lineares ¢ tentada pela combinagdo de
procedimentos incrementais e iterativos, que podem ser caracterizados por trés etapas. A
primeira etapa envolve a solugdo do incremento dos deslocamento [U] através da solugdo
das equagdes de equilibrio incrementais da estrutura, no qual os deslocamentos incrementais
{u} de cada elemento podem ser determinados. A segunda etapa diz respeito ao processo de
recuperag@o dos esforgos incrementais [f] do elemento para os deslocamentos incrementais
{u} obtidos na primeira etapa. As forgas resultantes [*f] agindo em cada elemento no fim do
passo incremental pode entdo ser obtida pela acumulagdo de todas as forgas incrementais
geradas antes e durante o corrente passo, isto €, entre ['/] e [*/l. Na terceira etapa, o
equilibrio da estrutura € checado para assegurar a convergéncia das iteragdes na nova
configuracdo deformada. Isto é conseguido somando-se, em cada né, as forgas nodais
internas de cada elemento [7;;‘], para formar o vetor de forgas nodais internas, e comparando-
se com as cargas nodais externas [*F], calculando-se assim o vetor de forgas desequilibradas
da estrutura. Sempre que as forgas desequilibradas ndo puderem ser desprezadas, uma nova
iteragdo deve ser feita para o equilibrio da estrutura onde a primeira e a segunda etapa sio
entdo repetidas. Deve ser notado previamente que a precisdo para solugdes nio lineares
dependem primariamente das equagdes usadas na segunda etapa, enquanto a primeira etapa

somente afeta a velocidade da convergéncia e o numero de iteragdes (Yang e Leu, 1991).

A seguir sera apresentado os procedimentos para resolugdo das trés etapas
citadas anteriormente. Estes procedimentos seguem de uma maneira geral as publicagdes
técnicas de Yang e Shieh (1990), Yang e Leu (1991) e Kuo et al. (1993).

4.2 - Métodos de solugdo Incrementais-Iterativos

Em estruturas que tem um comportamento altamente n#o linear, no qual
aparecem regides envolvendo pontos criticos (figura 4.1), tais como os fendémenos
comumente chamados de snap-back (reversao do deslocamento) e snap-through (reversio da
carga), a maneira pelo qual as iteragdes sdo executadas ¢ que determina se a convergéncia

numérica pode ser alcangada (Yang, 1984).
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Portanto, um requerimento basico para o sucesso do esquema de solu¢do de um
sistema ndo-linear € sua habilidade para vencer os problemas numéricos associados com o0s
fenomenos anteriormente descritos. Para o uso na pratica da engenharia o método de solugédo
deve ser também preciso e eficiente. Existem muitos métodos que ndo sio suficientementes

gerais para garantir a convergéncia, estabilidade e eficiéncia em tais situagdes.

O método incremental simples, como o proprio nome sugere, tem como
vantagem a sua simplicidade. Contudo para problemas envolvendo grandes deslocamentos e
rotagdes, os erros acumulados em cada passo incremental podem ser significantes. Além
disso ndo ha garantia de que a estrutura permanega em equilibrio em cada ponto de solugdo

encontrado, uma vez que ndo existe as iteragdes dentro de cada passo incremental.

A TRECHOS:0A E DE - CARREGAMENTO

o TRECHO: AD - DESCARREGAMENTO

&

<

(&)

PONTO LIMITE
{SNAP-THROUGH)
A
| PONTOS DE
I B SNAP- BACK E
|
|
| C RIGIDEZ
RIGIDEZ | = AUMENTANDO
DIMINUINDO | D
} 1 PONTO LIMITE
I | (SNAP-THROUGH)
| |
B 1 [ - ”
DEFLEXAO
ESTAVEL INSTAVEL ESTAVEL

Figura 4.1 - Curva carga-deflex@o caracteristica de um sistema nao-linear

O método de Newton-Raphson € um dos esquemas iterativos mais antigos que se

conhece e até hoje usado. Este método € preciso para solugdo de problemas no qual a
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estrutura tem a matriz de rigidez positivo definida, ou seja, em regides onde o
comportamento da estrutura ¢ estavel. Em regides onde a estrutura torna-se instavel, como
por exemplo a ocorréncia de singularidade na matriz de rigidez ou a ocorréncia de pontos
limites (snap-through) na curva carga-deflexao, este método simplesmente falha, visto que

suas iteragdes sdo executadas com carga constante.

A singularidade pode ser contornada pelo método do controle do deslocamento.
Este método requer que o analista escolha adequadamente a componente do deslocamento a
ser usada para controle, o que ndo ¢ sempre Obvio, principalmente em estruturas consistindo
de um grande numero de graus de liberdade. Além disso, este método ndo funciona no caso
de se ter, durante o desenvolvimento da analise, uma reversdo do deslocamento (snap-back)
que serve de controle. Todos os métodos até agora mencionados, ndo consideram a variagio
da ndo linearidade ou rigidez da estrutura ao longo da trajetoria de equilibrio porque um
incremento constante de carga ou um incremento constante da componente do deslocamento

€ usado em cada caso.

Para contornar este problema, pode-se adotar procedimentos que inclui todas as
componentes dos deslocamentos, ao invés de uma tnica componente, para controlar a

direcdo da iteragdo.

O método do comprimento do arco e o método do controle do trabalho que serdo
discutidos a seguir, podem ser considerados procedimentos que se enquadram nesta

categoria.

O método do comprimento do arco tem sido geralmente usado para lidar com
problemas de snap-back e snap-through, isto porque suas iteragdes sdo realizadas com carga
e deslocamento variaveis. Na teoria, este método usa um comprimento de arco constante
para determinar o tamanho do passo para cada incremento de carga, fazendo com que se leve
indiretamente em conta a varia¢do do grau de néo linearidade da estrutura. Uma condigdo de
ortogonalidade ¢ entdo aplicada para dirigir as iteragdes subsequentes. Yang (1984)
demonstra que as equagdes de restrigao empregadas, comprimento do arco e ortogonalidade,
sao0 puramente matematicas, ndo tendo unidades fisicas consistentes. Como resultado disto,
dificuldades numéricas podem ocorrer, principalmente em problemas com gradientes

bruscos nas proximidades de pontos de snap-back.

EBCOLA DE ENGENHARIA
. BIBLIOTECA
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No método do controle do trabalho, o conceito do incremento constante do
trabalho € usado para determinar o incremento de carga para cada passo. Este método tendo
unidades fisicas consistentes na sua equagdo de restri¢do, que € certamente um avango sobre
o método do comprimento do arco, pode ser usado para tragar curvas carga-deflexdo com
pontos limites (snap-through), mas com sucesso limitado no tragado de curvas com pontos

de snap-back.

A seguir faz-se um breve resumo dos algoritmos de solugdo dos métodos
incrementais-iterativos explanados anteriormente. Apresenta-se também, o mérodo do
controle do deslocamento generalizado, proposto por Yang e Shieh (1990). Este método foi
implementado computacionalmente para resolugdo dos exemplos do capitulo 5, por parecer

ser superior aos métodos citados.

4.2.1 - Notacao para a analise incremental-iterativa

Foi visto anteriormente, que o processo de deformagdo (ou carregamento) nao
linear de uma estrutura pode ser descrito por trés configuragdes tipicas: a configuragio
micial indeformada C,, udltima configuragdo calculada C,, e a configuragdo corrente
(conhecida) C,. Nos proximos itens, utilizar-se-a ao invés da simbologia anterior, a seguinte
notagdo: C, indicando novamente a configuracdo inicial indeformada, C;; a ultima
configuragdo calculada, e C; a configuragdo corrente (desejada). Com esta nova notaga@o, o
passo incremental da estrutura de Cy, a C,; sera chamado primeiro passo, de C; a C; o

segundo passo, e de C;; a C; o i-€simo passo.

Todas as quantidades geradas durante um passo incremental sera denotada pelo

simbolo A.

Como os métodos a serem expostos sdo incrementais-iterativos, ou seja, as
iteragGes sao executadas dentro do passo incremental, uma distingdo deve ser feita entre os
passos incremental e iterativo. Para este fim, colocar-se-a um super-indice direito nos
simbolos para indicar o niimero da seqiiéncia do passo incremental, e um sub-indice direito
para indicar o nimero de iteragdes executadas com o dito passo incremental. Sempre que a
identifica¢do do passo incremental tornar-se desnecessario, o super-indice sera retirado para

simplificar a notag@o usada.
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Usando a presente notagdo, as equagdes ndo lineares da estrutura para uso na »-

ésima iterag@o do i-ésimo passo incremental podem ser escritas na seguinte forma geral:
(K, AU, 1=[P]1-[F,.] (4.5)
para n=1, 2, 3, ... com as condigdes iniciais:
K3={K}, [F1=[F"] [U]=[U;"] (4.6)
onde o sub-indice “” € usado para indicar a tltima iteragao.

Aqui, [AU!] indica o incremento de deslocamento da estrutura para n-ésima
iteragdo, [P!] € o vetor de cargas nodais externas aplicadas na estrutura na n-ésima iteragéo,
e [F,_,] é o vetor de forgas nodais internas em cada né da estrutura, equivalentes as tensdes

i
n=1

no elemento, na (n-i)-ésima iteragio e fungdo dos deslocamentos [U! ] e {K._} é a matriz

de rigidez tangente.
As cargas externas também podem ser decompostas na forma:

[P]1=[P1+[AP1=[P., ]+ A.[P] paran=1,2,3, .. 4.7)

onde a condigdo inicial é [P/ ]=[P!"], 4. ¢ o fator do incremento de carga para
a n-ésima iteragdo do i-ésimo incremento, e [P] é um carregamento de referéncia. Com o
incremento de deslocamentos [AU ] obtidos pela resolugdo da equagao (4.5) para o n-€simo

passo, o deslocamento total [U] da estrutura pode ser obtido por:

[U.1=[U,.,1+[AU,] (4.8)
Seja
[R;-J: [P::-I]_[F:—] ] (4.9)

o vetor de forgas desequilibradas correspondentes a (n-1)-ésima iteragdo. A

equacao (4.5) pode ser reescrita como

(Ko} [AU, )= 4,[P1+[R,,] (4.10)
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Substituindo-se a equagdo anterior pelo sistema duplo de equagdes (Bathoz e
Dhatt, 1979):

{K,.}[AU,]=[P] (4.11a)

(K, 3[AT]=[R,] (4.11b)

A superposi¢ao das solugbes das equagdes (4.11) da o vetor do incremento dos

deslocamentos:
[AU;1=4,[AU,]+[AT,] (4.12)

A seguir, explicar-se-4 como o fator do incremento de carga A, , para a condi¢do
de restrigdo imposta, pode ser determinado para cada método de solugdo. Para um maior

£C 93
1

entendimento, o super-indice que indica o numero do passo incremental sera omitido
daqui para frente. Para aqueles casos em que haja necessidade da identificagdo do passo

incremental o super-indice sera recolocado.

4.2,.2 - O método de Newton-Raphson (NR)

Este método ¢ sem duvida o mais velho dos métodos iterativos em uso. Os
diversos métodos numericos iterativos para a resolugdo de problemas formulados em termos
de deslocamentos, podem ser considerados como generalizagdes do método de Newton-

Raphson.

Neste método as cargas externas s@o incrementadas de um valor constante
somente na primeira itera¢ao, isto €, para n = 1, em cada passo incremental. Para as iteragdes
seguintes do mesmo passo incremental, isto , » = 2, o incremento de carga € igual a zero,
mantendo assim as cargas externas constantes. Em termos do fator do incremento de carga

A, , a condigdo de restrigdo pode ser expressa como segue:

constante paran =1

4, ={ (4.13)

0 paran =2

Este procedimento € esquematicamente ilustrado na figura 4.2.
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Figura 4.2 - Esquema do método de Newton-Raphson (NR)

4.2.3 - O método do controle do deslocamento

Este método foi desenvolvido inicialmente por Argyris e posteriormente
modificado por outros pesquisadores. Enquanto no método de NR as iteragdes sdo
processadas para um nivel constante de carregamento, neste método procura-se a solugdo do
problema para um valor fixo de um determinado deslocamento nodal. Neste método, ha a
necessidade da selegdo de uma componente particular do deslocamento, a g-ésima
componente, para ser usada como parametro de controle na realizagdo das iteragdes. Seja

AU, denotando o incremento do deslocamento da g-ésima componente associada com a 7-
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¢sima iteragdo. A condi¢do de restrigdo imposta pelo método do deslocamento controlado

pode ser expresso como segue:

AU, = {consranre paran=1 4.14)
0 paranz=2
P
AD:.
AP
: \
! X2AU12
l
I
I
|
|
|
|
1
[
|
[
|
|
|
[
|
|
|
|
|
{ A
B,
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:- . ! -

U, Ua Uee U,

Figura 4.3 - Esquema do método do controle do deslocamento
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De acordo com a equagédo (4.12), a g-ésima componente do deslocamento pode

ser dividida em duas partes:
(AU, 1=4,[A0,,1+[AT,,] (4.15)

no qual o parametro de carga 4, pode ser expresso,

_[4aU,,1-140,,]

- 4.16
n (AT, ] (4.16)

Para a primeira iterag@o de cada passo incremental, isto €, para » = 1, o vetor de
forgas desequilibradas [R, ] = [0], e para as iteragdes subsequentes (» = 2), o incremento do

controle do deslocamento [AU,, ]=[0], de acordo com a equagdo (4.14). Disto segue que 0

parametro de carga A, da equagdo (4.16) reduz-se &

{ [AUW]/[Agm] para n=1
(4.17)

—[Aﬁqn]/[Aﬁq"] para n>?2

Obviamente, as cargas externas sio mantidas constantes no processo de iteragao.

Um esquema mostrando o método do controle do deslocamento € apresentado na figura 4.3.

4.2.4 - O método do comprimento do arco

O método do comprimento do arco em forma original € baseado na seguinte

condi¢do de restri¢do para determinar os incrementos de carga e realizar as iteragdes:
[AU, T [AU, 1+ A4, = AS? (4.18)

onde [AU,] e [AU, ] denotam os incrementos de deslocamentos para a primeira

€ n-ésima iteragdes respectivamente, para o passo incremental i-€simo, € AS o comprimento

do arco,

constante paran =1

AS:{ (4.19)

0 paran=2
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No inicio de cada passo incremental, isto €, para » = 1, ndo ha forgas
desequilibradas, implicando que [Aﬁl] =[0] conforme a equagdo (4.11b). Assim o
incremento dos deslocamentos para o primeiro passo iterativo pode ser escrito da equagédo
(4.12) na forma

[AU,1= 4[AU] (4.20)

Substituindo-se a equagdo (4.20) na equagao (4.18) tem-se

A= a3 (4.21)

JIAT T (AT, ] +1

Esta equagdo da o parametro do incremento de carga, por conseguinte, 0
incremento de carga, no inicio do i-ésimo passo incremental. Um inconveniente do método
do comprimento do arco na forma apresentada € a falta de informagdo para determinar o
sinal do pardmetro de carga A, na equacdo (4.21). Note-se que numa analise ndo linear
iterativa-incremental, um sinal positivo para A, indica um estagio de carregamento, enquanto
que um sinal negativo para A, indica um estagio de descarregamento para a estrutura em
consideragdo. Para os demais passos iterativos, isto €, n > 2, as iteragdes s@o realizadas de
maneira que ndo haja aumento no comprimento do arco AS como indica a equagdo de
restrigdo (4.19). Neste caso, a equagdo do comprimento do arco (4.18) reduz-se a uma
condi¢do de ortogonalidade. Pela substituicdo da equagdo (4.12) para o incremento dos
deslocamentos [AU,] na equagdo (4.18) e observando que AS € igual a zero paran = 2, 0

pardmetro de carga A, pode ser obtido como segue:

A == [4U,1'[4T.] para n>2 (4.22)

[4U, 1 [4U ]+ 4,

Como pode ser visto, no método do comprimento do arco nem as cargas nem 0s
deslocamentos sdao constantes no processo iterativo. Com o pardmetro de carga A,
determinado, o incremento dos deslocamentos [AU,] para a n-¢sima iteragdo pode ser
calculado pela equagdo (4.12). Observe-se que a equagdo de restrigdo (4.18) e as condigdes
de ortogonalidade envolvidas ndo tem unidades fisicas consistentes. Por exemplo, nas

equagdes (4.21) e (4.22), o fator de carga A, € por si s6 um escalar, mas os vetores de
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deslocamentos [AU, ], [AU,], [AT,], [AT,] e [AU,] contém translagdes e rotages que

tem unidades e ordem de magnitude diferentes. Devido a tais inconsisténcias alguns tipos de

problemas numéricos podem ocorrer.

Um esquema mostrando o método do controle do comprimento do arco é

apresentado na figura 4.4.
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Figura 4.4 - Esquema do método do comprimento do arco
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4.2.5 - O método do controle do trabalho

O método do controle do trabalho proposto por Yang ¢ McGuire (1985) ¢

baseado na seguinte equagao de restri¢ao:
(AU, T A, [Pl=AW (4.23)

onde o incremento de trabalho AW € definido como

AW = {cons!ame paran=1 (4.24)

0 paran=2

Para a primeira iteragdo (n = 1), a equagdo de restrigdo implica que o pardmetro
de carga A, é determinado de tal modo qﬁe a estrutura absorva sempre um incremento
constante de trabalho (AW) para cada novo nivel de solicitagd@o, visto que a resposta nao-
linear carga-deslocamento € de fato um processo de absor¢do-dissipag@o de energia. Pela

substitui¢do da equagdo (4.20) na equagdo (4.23), o parametro de carga A; pode ser obtido

~ AW
A=+ ,—[Aﬁ P (4.25)

onde o sinal de A; deve ser determinado.

como

O critério de que os incrementos de carga na n-ésima iteragdo produzam trabalho
nulo (AW = 0) sobre os incrementos de deslocamentos Para determinagdo dos valores
subsequentes de 4, (n > 2) no processo iterativo de obtengdo do equilibrio da estrutura,

resulta na expressao seguinte,
[AU,Y(A,[PD)=[0] paranz2 (4.26)

A substitui¢do de [AU,] da equagdo (4.12) na equagdo (4.26) fornece a expressao
final de A,, no método do controle do trabalho:
_[AT.][P]

/-".n = '[A—U'ﬁ}:s:]'-, paran z 2 (4.27)
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A consisténcia das unidades fisicas envolvidas nas equagdes (4.25) a (4.27)
podem ser facilmente verificadas. Comparando-se as equagdo (4.27) com a equagdo (4.22)
verifica-se que o método do controle do trabalho difere do método do comprimento do arco
nao s6 pela omissdo do termo de correg¢dao A; no denominador mas também pelo uso de

diferentes vetores para calcular o parametro de carga 4,
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Figura 4.5 - Esquema do método do controle do trabalho
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Para problemas onde o carregamento consiste de apenas uma carga nodal
aplicada a estrutura, a equagdo (4.27), para os passos iterativos com (n = 2), reduz-se a
equagio (4.17) porque o vetor dos carregamentos de referéncia [ ] contém s6 um elemento
que ndo € nulo. Para este caso especial, o0 método do controle do trabalho € idéntico ao
meétodo do controle do deslocamento, com o deslocamento correspondente a carga nodal
aplicada servindo como controle. Contudo, para casos onde ha mais do que uma carga nodal
aplicada, as caracteristicas das iteragdes no método do controle do trabalho sdo diferentes do
método do controle do deslocamento, ja que naquele método tanto os deslocamentos como

as cargas variam durante as iteragoes.

Um esquema mostrando o método do incremento constante de trabalho € dado

na figura 4.5.

O parametro de incremento de carga A; pode ser relacionado com pardmetro de

rigidez corrente (PRC) proposto por Bergan (1978, 1980) como

1/2

24 = +2|PRC| (4.28)

onde A, e A indicam, respectivamente, o incremento de carga para o0 passo

incremental corrente e o incremento de carga para o primeiro passo incremental. Nesta

equagdo o parametro de rigidez corrente (PRC) é definido como:

AU [P)
E[AU.']r[P]

onde [AU/] e [AU/!] indicam os incrementos de deslocamentos associados com a primeira

iteracdo para o primeiro e /-ésimo passos incrementais respectivamente. Para verificar a

relagdo dada na equagdo (4.28), substitui-se a equagdo (4.29) nesta para obter-se:
(LIAUTT [PD)'? = (W[AUTT [P])'? (4.30)
Reorganizando, tem-se

[AU!T (A[P]) = (AU (A[P)) = constante (4.31)
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que € exatamente a base do conceito do incremento constante do trabalho.

O parametro de rigidez corrente (PRC) tem um valor inicial unitdrio para
algumas estruturas nao-lineares. Uma propriedade geral deste pardmetro € que ele tende a
aumentar para estruturas que sdo carregadas dentro do estagio de enrijecimento, € tende a
diminuir para estruturas no estagio de decréscimo de rigidez. Para estruturas atingindo o
ponto limite (snap-through) da curva carga-deflexdo , o pardmetro de rigidez corrente anula-
se. Entdo, um PRC positivo refere-se a regides estaveis na curva carga-deflexdo, para o qual
as cargas externas podem ser incrementadas gradativamente. Para agir de acordo com o
estagio de carregamento, o pardmetro de carga A, na equagéo (4.28) deve ser positivo. Ja um
valor negativo para o PRC indica uma regido instavel da curva carga-deflexdo, no qual as
cargas externas devem ser decrescidas, indicando que o sinal negativo deve ser adotado na
equagdo (4.28). Este método geralmente ¢ bom para o tragado de curvas com pontos limites,
mas tem problemas no caso de ocorrerem pontos de snap-back. Por exemplo, para estruturas
com o numero de graus de liberdade pequeno, os termos [AU/]” [P] podem aproximar-se
de zero quando os deslocamentos associados com a dire¢do do maior carregamento tendem a
um ponto de snap-back. Como consequéncia, 0 parametro de rigidez corrente (PRC) tende
ao infinito, resultando com isso, divergéncias numeéricas. Isto € certamente uma falha do
PRC, como se vera a seguir. Outro ponto negativo do método do controle do trabalho é o uso
do vetor [P] como parimetro de ponderagdo na equagio (4.27). Este vetor, sendo arbitrario,

ndo € um bom representante das propriedades da estrutura.

4.2.6 - O método do controle do deslocamento generalizado

Do exposto anteriormente, viu-se que a maioria dos métodos existentes nao sao

perfeitos em termos dos seguintes critérios:

(a) estabilidade numérica na aproximagdo de pontos criticos, tais como, pontos

limites (snap-through) e pontos de reversdo do deslocamento (snap-back),

(b) ajustamento dos incrementos de carga que reflita a variagdo da rigidez da
estrutura, e

(c) capacidade auto-adaptavel na determinagdo da diregdo do carregamento.
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No trabalho publicado em 1990, por Yang e Shieh, eles deduzem a seguinte

equagdo para o fator do incremento de carga A4, :

P 1

n=m(fﬂ -[CT14T. 1) (4.32)

Esta equagdo serve como uma base util para avaliar a estabilidade numeérica de
varios métodos incrementais-iterativos para a solugdo de problemas ndo-lineares. Aqui o
método de solugdo € dito ser numericamente estavel somente quando, tanto o incremento de

carga /A, quanto o incremento de deslocamento [AU,], resolvidos com o método

permanecem confinados ao longo da historia do carregamento. Sempre que, para algum
ponto, a carga ou alguma das componentes do deslocamento deixe do confinamento,

instabilidades numéricas ou divergéncias podem ocorrer no processo de solugao.

Portanto, a confiabilidade e eficicia de um esquema de solugdo ndo-linear

depende das caracteristicas de confinamento do fator do incremento de carga A, e dos
incrementos de deslocamento [AU, ], que, por sua vez, resulta na escolha apropriada dos

parametros de restrigdo [C], k e H,.
Baseado nas consideragdes precedentes, o seguinte foi proposto por Yang e

Shieh (1990): k=0, e [C]= A4, [4U,™]. Da equagio (4.32), obtém-se:

_H,—A4[4U, T [4T.]
ALAU. T 14T, ]

A

n

(4.33)

onde todas as quantidades sem o super-indice referem-se ao i-ésimo passo incremental,

[AU;™] indica o incremento dos deslocamentos para a primeira iteragdo do (i-1)-ésimo

passo incremental, e A, é um deslocamento generalizado. Ja que [Ai’i] =[0] paran=1e

H, =0 para n 2 2, a equagao precedente reduz-se a

;s,l=j . - (4.34)
Y[AU T [AU ]

para o primeiro passo iterativo, €
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_[4U T (4T ]

Aﬂ' = —j=] il
[4U) 114U ]

comn>2 (4.35)

para 0s passos iterativos restantes.

Fazendo-se [AU,]=[AU,'] na equagdo (4.34), obtém-se o deslocamento

generalizado H,, como
H, = (A) [AU\ T [AT)] (4.36)
que pode ser substituida na equagao (4.34) resultando

el e g ooy "I
A=h [ il = d ] 4.37)
(AU T[T ]

onde define-se o pardmetro de rigidez generalizada (PRG) como

[AU\T [T

PRG=-—7—
[AU: T [AU:]

(4.38)

O pardmetro de incremento de carga A, para o i-€simo passo pode ser calculado

como
A =+ |PRG|"* (4.39)

onde o parametro de incremento de carga A, para o primeiro passo de carga €

um valor prefixado.

Este método de solugdo foi denominado por Yang e Shieh (1990), como método
do controle do deslocamento generalizado. Este método € superior a muitos métodos

existentes, conforme (Yang e Kuo (1994)), pelas seguintes razdes:

(a) a estabilidade numérica pode sempre assegurada em regides proximas a
pontos limites (snap-through) ou pontos de snap-back, ja que tanto o parametro de
incremento de carga A, quanto o incremento de deslocamento [AU,] permanecem

confinados,
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(b) a variagio ndo-linear da rigidez da estrutura ¢ levada em conta através do
parametro de rigidez generalizada (PRG), como pode ser visto pela equagdo (4.39), e

(c) a mudanga do sinal do pardmetro de rigidez generalizada (PRG) serve como

um indicador para a reversao da dire¢do do carregamento.

Uma anélise das propriedades do parametro de rigidez generalizada (PRG) sera

feita no proximo item, com o intuito de esclarecer o que foi exposto.

4.2.6.1 - Uma comparagcio entre os parametros PRG e PRC

O pardmetro de rigidez corrente (PRC), proposto por Bergan (1978,1980), tem
sido usado para monitorar a variagdo da rigidez da estrutura numa amalise ndo-linear
geométrica. Partindo com um valor inicial unitéario, este parametro aumenta quando a rigidez
da estrutura aumenta e diminui quando a rigidez da estrutura diminui. Um valor nulo para o
PRC indica a ocorréncia de um ponto limite. Apesar destas caracteristicas, o0 PRC ndo ¢
satisfatorio para aplicar em problemas envolvendo miiltiplos pontos criticos. Primeiro,
porque o PRC muda de sinal tanto em pontos limites (snap-through) como em pontos de
snap-back, sendo assim impossivel de distinguir a diferenga entre estes dois tipos de pontos.
Sabendo-se que a diregdo do carregamento necessita ser revertida somente quando passar
por pontos limites, conclui-se que o PRC ndo € um pardmetro apropriado para guiar a
dire¢do do carregamento. Além disso, o PRC varia de uma maneira abrupta sempre que ha
reversao em alguma das componentes do deslocamento (ponto de snap-back). Esta falta de
suavidade quando PRC se aproxima de um ponto de snap-back pode causar certos problemas

numéricos se for tentado uma relag@o entre o pardmetro de incremento de carga A, € o PRC,

ou seja, usando uma equagdo do tipo dada em (4.28).

O pardmetro de rigidez generalizado (PRG), como definido na equagdo (4.38)

tem varias caracteristicas importantes:

1 - O PRG foi definido na equagdo (4.38) como a razio da norma do incremento
dos deslocamentos para o primeiro passo pela norma (aproximada) do incremento dos
deslocamentos do corrente passo. Com esta defini¢do, o PRG € um representante da rigidez
da estrutura no corrente passo incremental em relagdo ao primeiro passo. Uma vantagem

deste pardmetro € que nenhum salto nos valores numéricos pode ocorrer at¢ mesmo em
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regides proximas de pontos de snap-back.

2 - O PRG resulta negativo somente para os passos incrementais imediatamente
depois de pontos limites, sendo que para os outros passos incrementais este valor permanece

positivo. Isto pode ser atribuido ao fato de que o sinal do PRG depende somente dos vetores
[Aai_!] e [Aa; ], como pode ser visto na equag@o (4.38) ou esquematicamente na figura

4.6. Como o PRG pode confiavelmente predizer a ocorréncia de pontos limites, ele serve

como um bom indicador para a mudanga da dire¢do do carregamento.

3 - O PRG, similarmente ao PRC, comega com um valor inicial unitario e anula-
se em pontos limites. Estes parametros aumentam em estruturas no estagio de enrijecimento,
e decrescem no estagio de desenrejecimento. Contudo o PRG ¢€ superior ao PRC, pois este
permanece confinado ao longo da historia de carregamento, indiferentemente da presenga de
pontos de snap-back. Por isso o PRG pode ser usado, com éxito, na equagdo (4.39) para

ajustar o parametro de incremento de carga A, em cada passo incremental, como um reflexo

da variagdo da ndo-linearidade da estrutura considerada.

CARGA

DESLOCAMENTO

Figura 4.6 - Caracteristicas do parametro de rigidez corrente (PRG)
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Uma observagdo que ndo pode deixar de ser dita a respeito de pontos criticos,
tais como, pontos limites (snap-through) e pontos de snap-back, é que eles representam
simplesmente um ponto matematico na curva carga-deflexdo que dificilmente podem ser
encontrados na pratica devido a presenga de erros computacionais, como por exemplo, erros
de truncamento e arredondamento. Portanto, quando fala-se sobre a natureza iterativa do
esquema de solugdo, preocupa-se unicamente com as caracteristicas de convergéncia geral
do meétodo na aproximacgido e afastamento do ponto limite ou outro ponto critico. Por esta

razao o correto € usar-se o termo vizinhanga do ponto critico em vez de ponto critico.

4.3 - Procedimentos para a recupera¢io dos esfor¢os no elemento

Neste item ver-se-a os procedimentos relacionados com a segunda etapa, na qual

pode ser decomposta em trés partes:
(a) a atualizagdo de geometria para cada elemento (item 4.3.1),
(b) o calculo das deformagdes do elemento (item 4.3.3), €
(c) o calculo das forgas no elemento (item 4.3.4).

Estes procedimentos seguem os trabalhos de Kuo, Yang ¢ Chou (1993).

4.3 1 — Atualizac¢ao da geometria do elemento

Assumindo-se que para um passo incremental tipico, o incremento de
deslocamentos [U] da estrutura ja tenha sido resolvida pelas equagdes de equilibrio (4.4), no
qual o incremento de deslocamentos [«] pode ser facilmente calculada para cada elemento.

O célculo das forgas nodais [*f] para cada elemento, dado o incremento dos deslocamentos

nodais [«], sera feito utilizando uma aproximagdo baseada no conceito de deformagdes
naturais. Com esta aproximag@o tem-se que primeiramente atualizar as segoes extremas de
cada elemento par levar em conta o incremento de deslocamentos [«] recém gerados, no qual

as deformagdes naturais [«], podem ser calculadas para cada elemento.

Convencionalmente, as rotagdes nodais para cada elemento de estruturas
espaciais sdo por hipotese pequenas (Oran, 1973; Chan e Kitipornchai, 1987; Marques,

1990). Como a lei da comutatividade permanece valida para pequenas rotagdes sobre os trés
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eixos, as rotagdes nodais para cada elemento podem ser calculadas simplesmente pela adi¢do
dos incrementos das rotagdes geradas no corrente passo com aquelas acumuladas no passo
anterior. Por conseguinte, com a hipétese das pequenas rotagdes, o procedimento para
atualizar as segdes extremas torna-se tarefa trivial. Contudo, para o caso onde as rotagdes
nodais sdo de magnitude finitas, o procedimento para a atualizagdo das se¢des extremas de
cada elemento no espago tridimensional deve ser desenvolvido baseado na teoria das
rotagdes finitas de Euler para levar em conta a natureza ndo-comutativa destas rotagdes no

espacgo tridimensional.

Como fo1 exposto anteriormente, em uma analise ndo-linear incremental, denota-
se a configuragdo inicial indeformada do corpo so6lido por Cy, a ultima configuragao
calculada por C,, e a corrente configuragdo deformada por C,.

Na presente dissertagdao somente estruturas com nos rigidos serdo discutidas.

T
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Figura 4.7 - Coordenadas nodais do elemento

Para o presente estudo, pode-se arbitrar para cada n6 do elemento, um sistema de

eixos de referéncia ortogonais. Como mostra a figura 4.7, os eixos de referéncia para o no A

do elemento para a configuragdo C, sio indicados pelos trés vetores unitarios °¢,, °7,, °C,,
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para a configuragdo C, pelos vetores unitarios '&,, '7,, 'Z, . e para a configuragdo C, pelos
vetores unitirios °£,, *7j,, °C,. As coordenadas do no A para as trés configuragdes sdo
denotadas por (°X,.’Y,.°Z,), (X,'Y,.'Z,), ¢ (*X,°Y.°Z,). Note que para a
configuragdo C,, os eixos de referéncia para cada né s3o paralelos ao sistema de

coordenadas global XYZ

A seguir, o procedimento para atualizagdo das rotagdes nodais para cada

elemento baseado na teoria das rotagdes finitas sera descrito.

Como mostra a figura 4.8, o plano OSP move-se para OSP’ quando sujeito a

rotagdo rigida ¢ sobre o eixo axial OS, que é acompanhada pelo movimento do vetor

posi¢do 7 para 7'. Conforme a formula da rotagdo finita de Euler (Cheng e Gupta, 1989),
F'=cosp r +sing (n®r)+(1-cosg) (ner)n (4.40)

onde “® ™ indica o produto vetorial, “e ™ o produto escalar, ¢ # o vetor unitario

na diregado de OS,
A= OTS (4.41)
05|

Figura 4.8 - Conceito de rotagdo finita

Durante o movimento do elemento da configuragdo C, para a configuragdo C,, o

incremento de deslocamento A#, e o incremento de rotagio A@, experimentado pelo né A
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pode ser escrito como
Ail, = Au i +Au,j + Auk (4.42)
AB,=A6.i+AB,j+Ab.k (4.43)

O madulo ¢, e o vetor unitéario da diregdo 7, para o incremento de rotagdo AB,

pode ser determinado como

4, =|A8,| = AO? + AG? + A (4.44)
A8

i, =—t (4.45)
P

De acordo com as equagdes (4.40)-(4.45), os vetores unitarios para os eixos de

referéncia do né A na configuragdo C, podem ser escritos como,

’E, =cosp, 'E, +sing, (71, ®'E,)+(1-cosg,) (7, »'E,) i, (4.46)
*#i, = cosp, '7i, +sing, (i, ® '7,)+(1-cosg,) (i1, * 'E,) A, (4.47)
*, =cosp, ', +sing, (7, ® ')+ (1-cosp,) (7, ¢ 'C,) 7, (4.48)

Ja as coordenadas do nd A para a configuragio C, sdo simplesmente
CX,.2Y,Z)=(X, +Au,,'Y, +Au,'Z, + Au_) (4.49)

As equagdes (4.42) - (4.49) podem ser facilmente obtidas para o n6 B seguindo

um raciocinio andlogo ao feito para o no A.

4.3.2 - Eixos do elemento e eixos das se¢des nodais

Neste item, a variagdo dos eixos do elemento e dos eixos das se¢des nodais no

processo de deformagédo do elemento sera discutida. Como mostra a figura 4.9(a), os eixos

da se¢do para o n6 A do elemento na configuragido C, sio denotados por °@,, °B,, e °7,

onde Uéa ¢ assumido como sendo coincidente com o eixo do elemento que passa no
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baricentro da segdo, e °S,, e °7,, sdo, respectivamente, os €ixos principais centrais de
inércia da segdo. Similarmente, um sistema de eixos ortogonais °@, , ° [3}, , e 7, , pode ser
tomado para o0 nd B na configuragio Co. Da mesma forma € necessario introduzir um
terceiro sistema de eixos ortogonais °¥, °¥, e °Z para o elemento na configuragio Cy, onde

% ¢ assumido como sendo o eixo baricéntrico do elemento. Pela figura 4.9(a), vé-se que

para a configuragao C, os trés sistemas de eixos ortogonais anteriores sao paralelos entre si.

Quando o elemento move-se da configuragdo C, para a configuragido C, (figura
4.9(b)), os eixos das secdes (°@,, °B,, °7.) e (@, . °B,. °7,) para os dois nés mudam para
as dire¢des normal e principais das se¢des nodais rotacionadas. Como o eixo baricéntrico do
elemento torna-se curvo, as duas segdes nodais, no geral, ndo permanecem paralelas uma

com a outra. Neste caso, pode-se definir o eixo do elemento '¥ na configuragio C, como o

eixo que passa através dos baricentros das se¢des nodais. Além disso, assumindo-se um

1

plano 'S perpendicular ao eixo axial '¥, pode-se definir 'y, e 'Z para a mesma

configuragdo como a média das projegdes dos eixos principais centrais de inércia das duas
segdes nodais no plano 'S. Logo, o procedimento para determinar os eixos do elemento e os
eixos das segdes nodais baseado nas posi¢oes e eixos de referéncia dos nds do elemento €

apresentado.

Os eixos da seg¢do para o0 no A para a configuragdo C, pode ser relacionado com

0s eixos de referéncia como
2.1=R}’q.] (p=aBr q=£2¢) (4.50)

onde o super-indice esquerdo “0” indica a configuragdo Co, [°p,] os eixos da
se¢d@o para o n6 A do elemento, e [°¢,] os eixos de referéncia para o né6 A. Como os eixos

de referéncia sdo paralelos ao sistema de eixos globais XYZ na configuragdo Co, a matriz de

rotagdo {°R}pode ser escrita como
R ={a,] [°B.] [‘r.l} (4.51)

no qual [°a,], [°4.], e [°y.] indicam as componentes dos eixos da segdo para o

né A em coordenadas globais XYZ. A matriz {°R} pode ser interpretada como a matriz de
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transformagdo entre os eixos do elemento e os eixos de coordenadas globais para a
configuragdo C,, ja que nesta configuragdo o elemento esta indeformado e os eixos das

segdes nodais do elemento sdo paralelos aos eixos do elemento.

Baseado na hipétese de nds rigidos, a transformagdo entre os eixos de referéncia
e os eixos das segdes para os nos do elemento ndo sdo influenciados pelas deformagdes do

elemento. Entdao
(r="R}'q.] (p=a By g=£&(n.0) (4.52)
Cr=CR}’q.] (p=aB¥ g=£&n0) (4.53)

onde ['p,}-e [*p,] representam os eixos da secdo para o né A na configuragio

C, e C; respectivamente. Similarmente, o seguinte pode ser escrito para o nd B:

[P ]1="R}['qs] (P=a By g=£&m.0) (4.54)

Cr]=CRCq,] (p=a By 9=£&m0) (4.55)

Figura 4.9 - Coordenadas do elemento € coordenadas nodais:
(a) configuragdo Cy; (b) configuragdo C,
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Nas equagdes (4.50) - (4.55), todos os vetores foram referidos ao sistema de
coordenadas global XYZ.

O eixo axial '¥ para o elemento em C; pode ser determinado pelo vetor posigdo
formado pelos nés A e B,

[lx]=—11}:[]Xr1Xu 'Y,-y,, ‘2,2, (4.56)

onde ' denota o comprimento do elemento em C,

e d0 R 1 CE -+ 05 (4.57)

Sendo 'S, por definigdo, um plano perpendicular ao eixo axial '%, as projegdes

dos eixos da segdo 'S e '7 para os nos A e B no plano 'S podem ser escritas como (figura
4.10)

'p;1=1'2,1- Z,['x1 (=ab p=B7) (4.58)
onde

Ay =['p,I'['x] (j=a b p=B7) (4.59)
Normalizando

[1ﬁjl=t[lp;] (j=abi p=B7) (4.60)
onde

Ky, =P ['p)] (j=a,b; p=By) (4.61)

No geral, os eixos da segdo 'f# e '7 para os nés A e B ndo permanecem
paralelos entre si quando o elemento deforma-se. Consequentemente, as projegdes dos eixos

da seg@o para estes nos ndo serdo coincidentes. Tomando-se a média (figura 4.10(a)), tem-se
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Ue1=[7.1+[P] (s=yz p=B7) (4.62)
que pode ser normalizada para dar
['Es]=#i[’es] (s=y1z2) (4.63)

onde

1=+ el [e] (s=y72) (4.64)

No geral, os vetores unitarios ['2, ] e ['@. ], que representam as diregdes médias

das projegdes dos eixos da se¢@o para os dois nos, ndo s3o perpendiculares um com o outro.
Em ordem para estabelecer um sistema de eixos ortogonais, mais modificagdes deverdo ser

feitas.

Figura 4.10 - Célculo das coordenadas do elemento:

(a) proje¢des médias Cp; (b) novos eixos do elemento
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Sabendo-se que as diagonais de um losango formados pelos vetores [’Ey] e

['e. ], sdo perpendiculares entre si e que elas dividem os angulos internos do losango em

dois dngulos iguais, estas diagonais (figura 4.10(b)) podem ser expressas como
le1=['g,1+['.] (4.65)
le;]1=["g,]1-['e. ] (4.66)
que podem ser normalizadas como

[ 1= o] (k=1,2) (4.67)
Hy

onde

He =+ [, ] [e,] (k=1,2) (4.68)

Rotando os vetores unitarios [‘Ey ] e ['2. ] no sentido anti-horario de um angulo

de 45° (figura 4.10(b)), obtém-se os eixos do elemento (média dos eixos das segdes nodais)

comosegue:
['y1=%([611+[é_~..1) (4.69)
o e
()= (18 1~ (4.70)

A matriz de rotagdo para o elemento na configuragdo C, pode ser formada pela
combinagdo dos eixos ['x] da equagdo (4.56), ['y] da equagdo (4.69), e['z] da equagdo
(4.70), isto €,

{Ry={['x] ['v] ['z]} (4.71)

Similarmente, os eixos da seg@o para o elemento na configuragdo C, podem ser
formuladas baseado nas posigdes e eixos de referéncia dos nos do elemento na dita

configuragao.
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4.3.3 - Célculo das deformacdes naturais

Para calcular as solicitagdes no elemento para cada passo incremental, os
incrementos de deslocamentos [«], obtidos das equagdes de equilibrio incrementais da
estrutura, podem ser conceitualmente decompostos em duas partes: os deslocamentos de

corpo rigido [«], e as deformagdes naturais [«],, onde

[u]=[u], + [u], (4.72)

De acordo com o teorema do movimento de corpo rigido, o efeito dos
deslocamentos de corpo rigido € rotacionar todas as forgas iniciais atuando sobre o elemento
finito num angulo igual ao da rotagdo do corpo rigido. O resultado € a preservagdo do
equilibrio do elemento finito na configuragdo deslocada, sem nenhuma mudanga nas

grandezas das forgas atuantes (Conci, 1988).

1 1

Para os deslocamentos de corpo rigido, os eixos 'X¥ , '¥ e 'Z do elemento na

2 2

configuragdo C, serdo convertidos nos eixos °¥ , ¥ e °Z na configuragio C, como

indicado pela curva pontilhada na figura 4.11. Nesta figura, a deformagdo do elemento da
curva pontilhada para a curva solida em C, ¢ referida como deformagdo natural ou

deformagdo do elemento. Para um elemento espacial com sete graus de liberdade em cada

no, o vetor de deformagdes naturais [«], em relag@o aos eixos ’¥ , %y e ?Z no estado C,,

pode ser escrito como:
[u]n = [0303019;0 :gya )eza 'lAUb :0:0)64- )eyb sgzb ?u:n ’u.':b ] (4'73)

onde AU, representa a variagdo do comprimento da corda do elemento, &,

0,, e 6_, as rotagdes do n6 4 do elemento sobre os eixo *X , ’y e *Z , respectivamente, e

definigdes similares sdo adotadas para 6,,, 6, € 6_;.
Por definigdo,
AU, =2L-'L (4.74)

onde °L e 'L representam o comprimento da corda do elemento nos estados C, e

C, respectivamente (ver equagio (4.57) para 'L).
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As outras componentes do vetor de deformagdes naturais [«], na equagdo (4.73)

podem ser determinadas pelos eixos das segbes nodais e eixos do elemento nas
configura¢des C; e C,. Primeiro, os vetores diretores para os eixos da segdo em coordenadas

globais nas equagdes (4.52) e (4.53) na configuragdo Cy (k = 1, 2) podem ser transformados

em coordenadas locais X, *ye *Z, como

[p.1={"R} [*q,] (k=12 p=aBv) (4.75)

onde o sub-indice »0” indica que a configuragéo de referéncia é Co, e {*R} é a

matriz de transformagao para o elemento na configuragdo Cy:

CRy={"x] [V [z} (4.76)
2y 2B
L5
A £

CONFIGURAGAO Cz

ly

CONFIGURAGAO Cy

Figura 4.11 - Deslocamentos de corpo rigido e deformagdes naturais

Como mostram as figuras 4.12(a) e 4.12(b), [,p,] € [2p,] representam as

deformagdes naturais (rotagdes) do elemento no né 4 da configuragdo C, para C, e C,
respectivamente. Consequentemente, os incrementos de deformagdes do elemento no no A4
durante o passo incremental pode ser expresso em relagdo aos eixos da segdo na

configurag¢do C,; como:
(rl={lba.] [bB.] v p]l (P=a B ) (4.77)

onde [ya,], [4B.] € [47.] sdo os vetores base para os eixos da se¢do no nd 4
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A
1'8ﬂ ;ﬁﬂ
N\ [N 20,
_,/’.—_"
& o
oYa
i

Figura 4.12 - Vaniagdo das coordenadas da se¢des nodais: (a) Configuragéo C;;
(b) Configuragdo C;; (c) Incrementos Rotacionais

Mostrou-se que, quando o elemento move-se da configuragio C, para a
configuragio C,, os eixos [fa,], [A,] e [2y.] da segdo do nd A sdo rotacionados para
transformar-se nos eixos [;a,], [}4.] e [}7.] mostrados na figura (4.12(c)). Desta maneira,
o valor do dngulo de rotagdo ¢,, para o ndé A, que surge durante o passo incremental da
configuragdo C, a configuragdo C,, e seu eixo de rotagdo [,7,], podem ser determinados.

Seja
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Seja
Ln.)=[m, ny,msY (4.78)
o qual esta sujeito a condigao:
n?+n+n?=1 (4.79)
Além disso, adotando-se
F=lea.l=M 0, 0 (4.80)
F=kBal=le,, @ a1 (4.81)
pode-se obter as seguintes relagdes para os eixos ;@,, utilizando-se a formula da
rotagdo finita de Euler (4.40):
a, =cos@, +(1-cosd,) n} (4.82)
a, =n, send, +(1-cosg,) n, n, (4.83)
a; =-n, seng, +(1—cosg,) n n, (4.84)

Similarmente, adotando-se

F=[,B8.1=[0, 1, Of (4.85)
P =0B=1Bs B BT (4.86)
a seguinte relagio para o eixo ./, pode ser obtida:

B, =—-n; seng, +(1—cosg,) n, n, (4.87)
Agora, subtraindo-se a equagéo (4.83) da equagdo (4.86) obtém-se

2n, seng, =-p, +a, (4.88)

Definindo-se
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l7.]=[0, 0, 1) (4.89)

Gr.d=0n, 72 7l (4.90)
pode-se mostrar que, além da equagdo (4.88), as seguintes relagoes sdo validas:

2n, seng, = -a, +y, (4.91)

2n, seng, ==y, + f; (4.92)

Das equagdes (4.79), (4.88), (4.91) e (4.92), as seguintes componentes podem ser
obtidas para o eixo da rotagao:

g, e LA (4.93)

A
= B0 4.94

m == (4.94)
-a

ny = —% (495)

junto com o angulo de rotagdo ¢, como

#, =sen™ [%] . (4.96)

onde

A=y (2= B + (@ -1) +(B -a,) (4.97)

O vetor [,n,] derivado anteriormente para o eixo de rotagdo esta referido aos

eixos da se¢do [,p,], onde p = & B 7. Eles podem também ser transformados ao sistema

local como abaixo:

(n]={lca.] [1B.] [a7.1} [in.] (4.98)

Com as expressoes (4.96) e (4.98), as rotagdes naturais associadas com o né A
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do elemento durante o passo incremental da configuragdo C, a configuragido C, podem ser
determinadas como

[0n: 6y 0..1= ¢, [n,] (4.99)

Rciocinio idéntico pode ser feito para o né B.

4.3.4 — Calculo das solicita¢des no elemento

Com as deformagdes naturais calculadas, as solicitagdes (for¢as) nodais agindo
no elemento na configuragdo C, pode ser determinada. Baseado na Formulagdo
Lagrangeana Atualizada, a ultima configuragdo calculada C,; € selecionada como
configuragdo de referéncia para descrever o movimento dentro do passo incremental de C; a
C,. Com esta formulagdo derivou-se nos capitulos anteriores as equagdes de equilibrio
incremental para um elemento de viga-coluna de parede fina escrita em uma forma matricial

compacta como
) =(K3 ] + ST (4.100)

onde o sub-indice “1” foi acrescentado para indicar que as quantidades
associadas sio referidas a configuragdo C,. Na equagdo (4.100), [\f]” indica as forgas nodais
agindo no elemento no inicio do passo incremental, isto é, em C, e [;f]" as forgas nodais
agindo no elemento no fim do passo incremental, isto €, em C,. De acordo com a equagao
(4.3) a matriz {K} para o elemento ¢ igual a soma das matizes {K.} e {K;”}, que foram

deduzidas explicitamente no capitulo 3.

Na secdo precedente, mostrou-se que os incrementos de deslocamento [«] podem

ser conceitualmente decompostos em duas partes: os deslocamentos do corpo rigido [u], e

as deformagdes naturais [«],. De acordo com a regra do corpo rigido, o efeito dos

deslocamentos de corpo rigido ¢ rotacionar todas as forgas iniciais [/f]” atuando sobre o
elemento finito num angulo igual ao da rotagdo do corpo rigido. Para levar em conta os
deslocamentos de corpo rigido no programa computacional, pode-se simplesmente

considerar as forgas iniciais [\f]", agindo no elemento em C, e referidas aos eixos da

configuragdo C, antes da rotagao de corpo rigido, como as forgas agindo no elemento em C,
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[3f]" agindo no elemento para a configuragio C, como

G =0/ + (K} [ul, (4.101)

onde o sub-indice “2” foi acrescentado para indicar que as forgas totais agindo

no elemento s3o referidas a configuracdo C,.

As forgas nodais no elemento também sdo designadas por alguns autores de
solicitagdes nos extremos das barras (Santos e Klein, 1980) e agdes de extremidade de

membro (Gere e Weaver, 1981).

4.4 - Critério de convergéncia

Como critério de convergéncia, para as iteragdes, adotou-se a Norma Euclidiana
Modificada conforme Attard (1987), dada abaixo
JIRIR,T
Jef=2=5 "]. (4.102)
.9|max(P)|
Aqui 9 € a dimensdo do vetor de forgas desequilibradas [R,], e » a iterag@o
atual. A norma adotada ¢ adimensional e escalada por 9. As iteragdes terminam quando a

norma torna-se menor que um valor especifico normalmente entre 10” e 10° dependendo da

precisio desejada.

4.5 - Diagrama de blocos

A seguir é apresentado, de uma maneira resumida, o diagrama de blocos do
programa computacional desenvolvido para a analise ndo linear geométrica. O método

utilizado € o do controle do deslocamento generalizado, dado no item 4.2.6.

Neste esquema o super-indice / indica o i-ésimo passo incremental e o sub-indice

n indica a n-€sima iteragao.

Colocou-se também ao lado de cada equagdo utilizada o numero em que a

mesma ¢ referida no texto para facilitar sua localizagdo e entendimento.
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Colocou-se também ao lado de cada equagio utilizada o niimero em que a

mesma € referida no texto para facilitar sua localizagdo e entendimento.

| Inicio ]

Entrada de dados:
- Coordenadas nodais
- Propriedades dos elementos

- Vetor de cargas nodais de referéncia: [P)
- Parametro de incremento de carga basico: 2,

Condigdes iniciais:
[P/1=0,[U,]1=0,etc.

- Fixar os eixos de referéncia (°Z, °77, °C) para cada no da estrutura paralelos
aos eixos globais XVZ.

- Para cada elemento, calcular os eixos das segdes nodais (‘@ , °f, °7 ); e fixar
os eixos do elemento (°%, °y, °Z ) paralelos a estes eixos.
- Calcular a matriz de rotagio {°R} para cada elemento.




n=n+l

PRG =+1

SIM
N
Atualizar {K }
Resolver:

(K. YAU,1=[P] (4.11a)
(K }[4U,]=[R] (4.11b)
s

Calcular:
. _ 14T 140.)
%= 40140, )

Montar a matriz {K,}°

Resolver:
{K.,}(4U,1={P] (4.11a)
[4U.]=0
PRG = —[AEL]?[ALE] (4.38)
[AU: T[AU:]
A =22, [PRG|" (4.39)

Sinal de A4, igual ao sinal 4, "'

Inverter o sentido

do carregamento: [ i
/:'I = —/‘._i
NAO

[4U2) = 240, 14{4U.] (4.12)

[P1=[P. 1+ Z[P] (4.7

W, 1=V 1+[aU]] (4.8)
Atualizar as coordenadas da estrutura:
CX,'Y.Z)=('X,+Au 'Y, +Au ,'Z_ +Au) (4.49)

2]
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Para cada elemento:

- Obter [Au] ]

- Atualizar os eixos de referéncia nodais:

', =cosp, ‘&, +sing, (7, x 'E,)+(1-cosg,) (7, - 'E) B,
7, = cosg, ', +sing, (7, x '7,)+ (1~ cosg,) (7, -'E,) 7,
', =cosp, 'S, +sing, (7, x'C,)+(1-cosp,) (7, ') 7,
- Atualizar os eixos das se¢des nodais:

(P ]="R}['q,] (P=aBr q=£&n )
Cp.)={"R}[q,] (p=aByr g=£&n)

- Atualizar os eixos do elemento:

['x]zv'i{'x,—'xv ety iz, iz f
m:%ua 1415,

['z1=%([6. - D)

- Calcular os incrementos de forgas nodais:

(4.46)
(4.47)

(4.48)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

(4.69)

(4.70)

(4.100)

ST =[S) +{K}u],
/
Para cada no:
- Somar as forgas internas em cada né para obter o
vetor [F!]
- Calcular as forgas desequilibradas:
[R:-: ] = [P-:-: ]—-[F;_‘] (49)

VIR IR, Y
“g":hl,L],[_"]_ (4.102)

Smaxc(P)|

96
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5 - EXEMPLOS

Neste capitulo sdo apresentados sete exemplos com o objetivo de demonstrar a

aplicabilidade do programa computacional implementado.

Para atingir tais objetivos, analisou-se estruturas com o comportamento linear e

nao-linear geométrico, a fim de testar o programa desenvolvido, no que se refere:

- as grandezas ligadas a tor¢do (torgdo de Saint-Venant, torgdo de empenamento

e angulo de tor¢do) e ao bimomento,
- o efeito do empenamento na resposta da estrutura,
- as matrizes de rigidez {4} € {k,} desenvolvidas,
- 0 processo de recuperagdo dos esforgos, e
- a capacidade do programa na analise da instabilidade de estruturas.

Para auxiliar a interpretagdo, o programa computacional implementado controla
o sinal dos elementos da diagonal principal da matriz de rigidez tangente {K}, onde um
elemento negativo caracteriza a existéncia de um ponto critico. A forma das curvas carga-
deslocamento auxilia a identificagio deste ponto. E neste aviso de elemento negativo que

foram obtidas as cargas criticas dos exemplos 6 e 7.

Estas curvas também possibilitam avaliar o comportamento pos-flambagem da

estrutura, mostrando a existéncia ou ndo de resisténcia adicional pds-critica.

Os resultados obtidos sdao comparados com solugdes analiticas, quando houver, e

com solugdes numéricas encontradas na literatura.

EXEMPLO 1: Viga com momento de torgor distribuido

Com o intuito de avaliar o efeito da restri¢ao ou liberagdo do empenamento da

se¢do transversal, uma viga com carregamento e geometria conforme esquematizada na
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figura (4.13) ¢ analisada. As trés situagdes de condi¢oes de contorno adotadas sdo dadas na
tabela 6.

Figura 4.13 - Viga com momento torgor (T) distribuido

Dados:
T=1,88 kN.m/m
L=12,19 m

Tabela 5 - Propriedades geomeétricas e mecanicas do perfil do exemplo 1

Perfil W36x230 - padrao americano

Propriedades geométricas

A (cm?) I (cmY) I, (em®) L(cmY I (cm®)

436,13 1.190,42 39.125,75 624.347,14 7,572x10’

Propriedades mecanicas

E =200.000 MPa G = 77.200 MPa

Fonte: Amencan Institute of Steel Construction - AISC, Manual of Steel Construction, Chicago, 1980.




Tabela 6 - Condigdes de contorno
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Viga sem a consideracio do

Viga com empenamento

Viga com empenamento

empenamento restringido nos apoios livre nos apoios
Uy =Uy =0 Uy =Uy = u,=uy=0
U, =u,p=0 Uy =Up= u,=u,=0

6,=6,=0
6,,=06,=0
0., =6,

6, =0,=0
6,,=0,=0
6., =6.

6., =0,=0

u,=uy,=0

8, =8,;=0
0,4=60,=

6,,=60,=0
8., e 0,0
0z, e 05 =0)

Nesta analise a viga foi discretizada com 5 (cinco), 8 (oito) € 10 (dez) elementos,

constatando-se que para um numero menor de elementos os resultados obtidos ndo eram tdo

precisos. A explicagdo para isto deve-se principalmente pela utilizagdo da hipotese de tor¢ao

constante no interior do elemento.

O momento torgor distribuido (a¢@o externa) ao longo da barra foi transformado

em 9 (nove) momentos de tor¢do concentrados (agdes nodais equivalentes) nos nos

intermedidrios com o valor de 2,292 kN.m e 2 (dois) momentos de tor¢do concentrados nos

apoios com o valor de 1,145 kN.m.

A solug¢@o analitica para esta viga, e € dada seguir (Murray, 1986):

12 caso: Empenamento livre nos apoios (x=0 ¢ x=L=6_,=B=0 ¢ 8. #0):

x

I . sinh(Ax) + sinh(A(L - x))

‘)

sinh(Ax) + sinh(A(L — x))

x )=1+
sinh(AL)

sinh(AL) ]

) —cosh(A(L — x))

GJ 2

B =—i?[l

T m— g [Cosh(ix
A

sinh(AL) ]

]
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T, = .T_[ ,q,(é -x)+ cosh(Ax) — cosh(A(L — x))

4 2 sinh(AL) ]

M.=T,+T, = :r(%— x)

2° caso: Empenamento restringido nos apoios (x=0ex=L=6, =0 ¢ 8, =0):

N S VT T NPT AL sinh(AL) (1 - cosh(Ax))

6, = TG [A°(Lx — x°) — AL sinh(Ax) +  — coshL) ]
B 7; [ﬂi sink(Ax) + AL sinh(AL) cosh(Ax) 1)

1" 2 2(1 - cosh(AL))
T, = Z[Cc:"s)*'i(/'l.x) R senh(;\'_x)]

2 1—cosh(AL)
T, = T[£ -X- £cosh(;{x) _ L senh(4L) Se”h(/h')]

2 2 2(1- cosh(AL))

M,=T,+T3,‘=T(§-—x)

GJ
EI

onde: A=

w

Os gréficos a seguir, figuras 4.14 a 4.17, contém as solugdes para o dngulo de
torgdo, tor¢do de Saint-Venant, torgdo de empenamento e o bimomento ao longo da viga

para as trés situagdes de condigdes de contorno citadas anteriormente.

Como pode-se observar os resultados obtidos com o programa implementado
fecham com as solugdes analiticas. Nota-se também que o impedimento do empenamento
nos apoios modifica muito a distribuigdo de esforgos ao longo da viga, enrijecendo a
estrutura.
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- Emp. restringido nos apoios - Solu¢ao Analitica

o Emp. restringido nos apoios - Solugdo Numérica

Figura 4.14 - Grafico da variagdo do angulo de tor¢@o ao longo da viga
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Figura 4.15 - Grifico do momento torgor com o empenamento livre nos apoios
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Figura 4.16 - Grafico do momento tor¢or com 0 empenamento restringido nos apoios
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Figura 4.17 - Grafico da varia¢@o do bimomento ao longo da viga

104



105

EXEMPLO 2: Grelha com momento de tor¢iao concentrado

Neste exemplo ¢ feita a analise linear da grelha indicada na figura 4.18, cujo

objetivo principal € avaliar o efeito da restri¢dao ao empenamento da se¢do transversal.

O perfil utilizado ¢ o0 W36x230, padrao americano, cujas propriedades sdo dadas
na tabela 7. Na discretizagdo usou-se 2 elementos por barra. Na tabela 8 é mostrado os
resultados obtidos pelo programa desenvolvido, as condi¢gdes de contorno adotadas, bem
como, as respostas obtidas por Conci (1988). Através destes resultados constata-se que o
efeito da restricio ou da liberagdo ao empenamento nao € desprezivel em nenhum dos
esforgos analisados. O impedimento a0 empenamento introduz bimomentos significativos no

menor vao.

Figura 4.18 - Grelha com momento de torg¢@o concentrado

Dados:
T=11,3 kN.m

L=1524cm
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Tabela 7 - Propriedades geométricas e mecdnicas do perfil do exemplo 2

Perfil W36x230 - padriio americano

Propriedades geométricas

A (cm?)

J (cm®)

I (cm4) L (cm4)

I, (cm®)

436,13 1.190.42

39.125,75 624.347,14

7.572x10’

Propriedades mecanicas

E = 206.700 MPa

G = 82.700 MPa

Fonte: American Institute of Steel Construetion - AISC, Mannal of Steel Construction, Chicago, 1980,

Tabela 8 - Resultados obtidos pelo programa implementado e por Conci (1988)

Condicoes de contorno (M, /T)x 10° (M, /T) x 10° (B/TL) x 10°
Nos A, B e C com | Nos Nos Nos
empenamento restringido | 4 _ 13 95 (12,96) A = 13,74 (13,74) A =67,93 (67,93)

Ou =6 =0 BA =0,00 (0.00) BA =13,74 (13,74) BA =67,93 (67,93)
0,=06,=0 BC = 86,26 (86.26) BC = 0,00 (0.00) BC = 0,02 (0,02)
a,=0,.=0 C =43,00 (45,00) C=0,00 (0,00) C=0,02 (0,02)

9;.4 = 9:3 =0, =0

Nos A e C com| Nos Nos Nos

empenamento restringido | » _ 14 07 (14,06) A=5,31(536) A=4231 (42,26)
Ou =0y =0 BA=0,12 (0,12) BA =531 (5,36) BA = 9,63 (9,54)

0!, =0 (6", =0) BC=94,69 (94,64) [ BC=0,12(0.12) BC =9,63 (9.54)
C=4720(47.18) C=0,121(0,12) C=247(2,50)
Empenamento livre Nos Nos Nos
8., &y € 8 #0 A=14,81(14,81) BA = 0,80 (0,79) A = 0,00 (0,00)
= 0,06) = ) = 5,05
@, = 9, =0", =0) BA =0,06 (0.06) BC =0,06 (0,06) BA =6,12 (6,05)
BC =99,20 (99,21) BC =6,12 (6.05)
C=49,45 (49.46) C=0,00 (0.00)
Sem considerar o efeito | Nos Nos Nao é considerado
do empenamento A= 14.96 A=0.18
BA =0,00 BA=0,18
BC =99,82 BC =0,00
C=49,76 C =0,00

Obs: Os valores em vermelho foram obtidos por Conci (1988).




107

EXEMPLO 3: Portico de Williams

Nesta analise demonstra-se a capacidade que o programa implementado tem para
resolver problemas de reversdo de carga (“snap-through”), ja que este exemplo tem sido
utilizado por diversos pesquisadores como um teste (“benchmark™) para este tipo de

problema.

A solugdo analitica para este exemplo ¢ encontrada em Williams (1964).

Solugdes numéricas também sdo encontradas em Yang (1984) e Zienkiewicz (1971).

Observa-se através das figuras 4.20 e 4.21 que os resultados obtidos fecham com

aqueles dados pelas referéncias citadas anteriormente.
Para esta analise discretizou-se cada barra do portico com 10 elementos.

O modelo estrutural € dado na figura 4.19 abaixo.

_ 0,980 cm
X ;.____s\

32,875 cm 32,875 cm
7

65,750 cm

i

Figura 4.19 - Portico de Williams
Dados:

Tabela 9 - Propriedades geométricas e mecanicas da segdo do exemplo 3

Propriedades geométricas

A (cm?) I, (cm4)

1,18 3,74x107

Propriedades mecanicas

E =71.000 MPa G =35.500 MPa v=0,0
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Figura 4.20 - Grafico: carga P x deflexdo central
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Figura 4.21 - Grafico: carga P x reagdo horizontal
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EXEMPLO 4: Viga com carga concentrada

Neste exemplo procura-se demonstrar a precisdo do processo de recuperag@o dos

esforgos. Sua solugdo analitica € encontrada em Mattiasson (1981).

Foram utilizados 40 (quarenta) incrementos de carga, sendo que, para cada
incremento ocorreu no maximo 4 (quatro) iteragdes. A viga foi discretizada em 10 (dez)

elementos.

Observa-se através das figuras 4.23 e 4.25 que os resultados obtidos fecham com

excelente aproximagdo com aqueles obtidos analiticamente.

O modelo estrutural da viga ¢ dado na figura 4.22.

Figura 4.22 - Viga com carga concentrada

Dados:

L =100 cm

Tabela 10 - Propriedades geométricas € mecanicas do perfil do exemplo 4

Propriedades geométricas

A (em?) I, (cm*)
10° 0.1

Propriedades mecanicas

E=1,0MPa
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Nota: Utilizou-se um grande valor para a area da sec¢do transversal visto que 0s

resultados analiticos consideram a viga inextensivel.

12,0 T

10,0 4

8,0 - -

6,0 - A

P =PL?/EI

4.0 - B

20 4

0,0
0,00

0,10

T

0,20

0,30

T

—r—t—-r

0,40

0,50

0,60

Deslocamento u/L

Legenda:

—— Solugao Analitica

4 Solug¢do Numérica - Programa implementado

Figura 4.23 - Gréafico: pardmetro de carga /> x deslocamento u/L
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Legenda:

— Solugdo Analitica

4 Solugio Numérica - Programa implementado

Figura 4.24 - Grafico: pardmetro de carga 7 x deslocamento v/L

0,20
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P =PL?/EI
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—— Solugdo Analitica
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Figura 4.25 - Gréfico: pardmetro de carga 7 x deformagdo angular 6.



114
EXEMPLO 5: Viga com carga momento

O intuito deste exemplo foi de procurar demonstrar a capacidade do programa

em resolver problemas com grandes rotagoes.

A solugdo analitica para este exemplo € dada a seguir:

oML

- El,

u=L—rsend. =L—& senﬁ
: M El,

El
v=r(1—cos€'_)=—:(1—co:)sﬂ
= M EI,
Para esta andlise a viga foi discretizada com 10 (dez) elementos. Foram

utilizados 150 (cento e cinqiienta) passos de carga ocorrendo no maximo 6 (seis) iteragdes

para a convergéncia.

Os resultados obtidos encontram-se na figura 4.27. Como pode-se observar eles

fecham com os resultados obtidos analiticamente. Note-se que neste exemplo quando o

parametro de carga A = for igual a um, a viga tem a forma circular.

2nEl.

O modelo estrutural da viga ¢ dado na figura 4.26 abaixo.

L I
._\H“h Bx

I
u
v
BN

Figura 4.26 - Viga com carga momento



115

Dados:

L =100 cm

Tabela 11 - Propriedades geométricas ¢ mecdnicas do perfil do exemplo 5

Propriedades geométricas

A (ecm?) I, (cm")

10° 0,1

Propriedades mecanicas

E=1,0 MPa

M =ML 27EI

1,00 - @

0,90 { 4 5 .

0,80 i © a

y a

A

0,70 - " o A
A

0,60 o+ o a

0,50 - o + A

0,40 - o

0,30 | 0_0 i A &
0,20 * _p"'a +

0,10

A=y : S . , )

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40

Deslocamentos: u/L,v/L e9,/2n

Legenda:

-u/L - Solugdo Analitica
a u/L - Programa implementado
v/L - Solugdo Analitica
+ v/L - Programa implementado
—— 0,/2n - Solugdo Analitica

o 0,/2m - Solugio Implementado

Figura 4.27 - Graficos: parametro de carga L x deslocamentos: u/L, v/L e 6,/27
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Nota: Como no exemplo anterior, também utilizou-se um grande valor para a

area da secdo transversal ja que os resultados analiticos consideram a viga inextensivel.

Nos dois exemplos seguintes a influéncia do empenamento da se¢do transversal

na resposta da estrutura € analisada.

EXEMPLO 6: Flambagem a flexo-tor¢ao

A viga-coluna (figura 4.28) submetida a carga de compressao P, cuja
excéntricidade e, = 0,381 m gera 0 momento M = M, = P.e,, € analisada. As propriedades

geomeétricas e mecanicas do perfil utilizado sdo dadas na tabela 12.

A solugdo analitica para o caso de empenamento livre ¢ dada pela equagdo do 2°

grau a seguir (Timoshenko e Gere, 1961):

; Ae,
(PP XP=F,)=F*—2

P
onde:

I, € o momento de inércia polar;

P, € a carga critica de flambagem em relagdo ao eixoy e
P, € a carga critica de flambagem torsional.

Resolvendo-se a equagdo acima obtém-se para a carga critica (P,,) o valor de
737,96 kN contra o valor de 677,91 kN (diferenga de 8,1 %) obtido pela analise ndo-linear

(programa implementado).
Neste exemplo a viga também € discretizada com 10 (dez) elementos.

Para iniciar o processo de deformagdo um momento torgor 7= a P ¢ aplicado no
centro da viga-coluna, com a = 0,05. O valor adotado para o parimetro « ¢ idéntico ao
utilizado no trabalho de Yang (1984). Neste trabalho, Yang faz uma comparagdo dos
resultados obtidos para a carga critica com a variando de 0,05 a 0,15. Este conclui que para

a = 0,05 obtém-se a solugdo mais proxima da solugdo analitica.

Os resultados obtidos para o empenamento restringido e empenamento livre se

encontram nas figuras 4.29,4.30 e 4.31.

Observe-se que ndao ha aumento na carga externa uma vez que o ponto critico foi
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ultrapassado.
y
M M
p~ A T B\ p
5 L ) 3
A

I
N\
LY

e

e~
o
Ry
b

Figura 4.28 - Viga-coluna a flexo-tor¢ao
Dados:

L=73152m

Tabela 12 - Propriedades geométricas e mecanicas do perfil do exemplo 6

Perfil W24x76 - padrao americano

Propriedades geométricas

A (cm?) J (em®) I, (cm®) I, (cm*) I, (cm®)

144,52 111,55 3.43391 87.408,60 2,981x10°

Propriedades mecanicas

E = 199.948 MPa G=77.221 MPa

Fonte: Amenican Institute of Steel Construction - AISC, Manual of Steel Construction, Chicago, 1980.

A tabela 13 mostra uma comparagd@o entre as cargas criticas obtidas pelo
programa implementado utilizando a analise ndo-linear com aquelas obtidas por Yang

(1984) através da analise por autovalores.

Note-se que a diferenga encontrada se deve principalmente a negligéncia das
deformagdes pre-flambagem na obtengdo da carga critica utilizando autovalores e a

incorporagdo da carga de disturbio T na analise ndo-linear geométrica.
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Tabela 13 - Cargas criticas: programa implementado x analise por autovalores

— Pcr (KN
Condicdes de cr (KN
empenamento Analise ndo-linear Analise por autovalores Erro (%)
(programa implementado) (Yang)
Empenamento livre 677,91 763,36 11,2
Empenamento
B 973,63 1053,69 7.6
restringido
Diferenca (%) 43,6 38,0
1200 ——— e
1000 - Per= 974 kN
A i & & A & "
a
a
é 4 P, =678 kN
B L e S S 00— 8-—0
= /
= 600 - a
o ‘_I
£ /
o a
o
400 - a
[ @
$
200 | a
|
d 4
o4 N - | |
0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

Deslocamento # . (¢m)

Legenda:
4— Empenamento Restringido

-o— Empenamento Livre

Figura 4.29 - Grafico: carga P x deslocamento axial u,




Carga axial P (kN)

1200

1000 -

800 4

600

400 |

200 4

— Ak A e

Pe=974 kN

. = 678 kN
- _—-—0—-——0—0————0——-—--—0—__0_,_‘_0____0

0 .
0,00

Figura 4.30 - Grafico: carga P x dngulo de tor¢do €. no meio do vdo
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Carga axial P (kN)
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Figura 4.31 - Grafico: carga P x deformagdo angular 6. no apoio A
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EXEMPLO 7: Flambagem lateral

A viga-coluna a ser analisada esta submetida a dois momentos M, iguais e de
sentidos opostos aplicados na suas extremidades, podendo flambar lateralmente se a rigidez

lateral ndo for suficiente. A figura 4.32 mostra o esquema estrutural da viga-coluna.

Neste exemplo a viga-coluna foi discretizada com 5 (cinco), 8 (oito) e 10 (dez)
elementos, para testar o comportamento do elemento, constatando-se que os resultados
foram praticamente idénticos. Observe-se que os graficos, figuras 4.33, 4.34 e 4.35, foram

obtidos com a viga-coluna discretizada com 10 (dez) elementos.

I-d
S

Figura 4.32 - Viga-coluna a flambagem lateral

A finalidade deste exemplo ¢ mostrar a habilidade do programa implementado

em detectar e ultrapassar a regido de instabilidade.

Para iniciar a deformag¢do um momento desestabilizador M, = 0,01 M. , agindo

em torno do eixo y, € aplicado no apoio B da viga-coluna.

A solug¢@o analitica para determinag@o do momento critico € dada pela expressao

a seguir (Timoshenko e Gere, 1961, Chajes,1974):

/ 2
Mogs =5 BTG 14T T
n L\ GJ(mL)

onde os coeficientes n; e 1, sdo fatores de comprimento que levam em conta as

condigdes de contorno da deflexdo lateral », e do angulo de tor¢do &, respectivamente.

m_ DE ENGEHHARS
“GBIBLIOTECA
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Os valores para os coeficientes 7; ¢ 1, sdo dados na tabela 14 para as condigdes

de contorno analisadas neste exemplo (Galambos, 1968).

Analisando-se a expressdo anterior verifica-se que a flambagem lateral depende

das caracteristicas de tor¢do, flexdo e empenamento.

Note-se que a flambagem lateral, tedrica, de vigas ocorre com a bifurcagdo do

equilibrio.

Tabela 14 - Condi¢des de contorno para a viga-coluna

Condigdes de contorno OO i
Deflexdo lateral Flexdo lateral Torcdo Empenamento
impedido livre impedida livre n = 1,00
w4 ul =0 (M,=0) 0.=0 0.#0e0=0 ny = 1,00
impedido livre impedida restringido n = 0,883
;=10 u; =0 (M, =0) 8,.=0 g.=0e8#0 ny = 0,492
Dados:
L=6,096 m

Tabela 15 - Propriedades geométricas ¢ mecanicas do perfil do exemplo 7

Perfil W10x100 - padrao americano

Propriedades geométricas

A (cm?) J (em®) I, (em®) I, (cm") I, (cm®)
189,68 453,69 8.615,99 25.931,22 1,383x10°
Propriedades mecanicas
E = 199.948 MPa G =77.221 MPa

Fonte: American [nstitute of Steel Construction - AISC, Manual of Steel Construction, Chicago, 1980.

A tabela 16, a seguir, exibe uma comparagdo entre os resultados obtidos através
da solucdo analitica, por andlise de autovalores (Yang, 1984) ¢ através da andlise ndo-linear.
Observa-se nos resultados obtidos uma boa precisdo, bem como a influéncia do

empenamento no valor da carga critica.
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Verifica-se também, através da analise dos graficos (figuras 4.33, 4.34 ¢ 4.35)
que este tipo de instabilidade tem resisténcia adicional pés-flambagem, podendo apresentar
grandes deformacoes antes da ruina. Esta é uma das vantagens do estudo da instabilidade
através da andlise ndo-linear geométrica, visto que, esta ao contrario da analise por auto-
valores, possibilita a avaliagdo da resisténcia pos-flambagem da estrutura. Esta andlise tem

no entanto a desvantagem de ser dependente da magnitude da carga de perturbagdo aplicada.

Tabela 16 - Cargas criticas: analise por autovalores x solu¢@o analitica x analise ndo-linear

: Mcr (KN.m)
Condigoes de Erro
empenamento | Analise por autovalores Solugdo analitica Analise ndo-linear (%)
(Yang) (programa implementado)
S uatichto 1.444 4 1392.5 15033 8.0
livre
Empenamento 2.040,0 1.958,7 2128,1 8,6
restringido
Diferenca (%) 41,2 40,7 41,6
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Figura 4.33 - Grifico: Momento M x deslocamento #, no meio do vdo
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6 - CONCLUSOES E SUGESTOES

Nos capitulos anteriores fez-se uma revisao bibliografica do atual estado da arte
na analise ndo-linear geométrica com a consideragdo do empenamento da se¢do transversal

de vigas-colunas de parede fina. Mostrou-se também:

- a dedugdo de um elemento finito de viga-coluna tridimensional que considera o

efeito do empenamento;
- 0 algoritmo de solugdo empregado para a analise ndo-linear geométrica €;

- a aplicabilidade do programa computacional implementado, utilizando tal

elemento e algoritmo, através da resolugdo de alguns exemplos encontrados na literatura.

Do exposto, pdde-se chegar as seguintes conclusdes e sugestdes para trabalhos

futuros:

e Quanto a qualidade do elemento finito utilizado:

- a inclusdo da consideragdo da tor¢do ndo-uniforme e a introdugdo dos graus de
liberdade relacionados ao empenamento foram importantes em todos os exemplos
analisados. A restrigdo ou ndo do empenamento nos nos se mostrou importante nos casos
analisados, principalmente na anélise de estruturas sujeitas a flambagem, como pode-se
comprovar no calculo da carga critica do exemplo 6 ¢ 7 onde a diferenga entre cargas

criticas atingiu aproximadamente 40%.

- 0 elemento utilizado verificou a variagdo do bi-momento e das parcelas de
tor¢do, como pdde-se observar na analise linear feita no exemplo 1 e 2, no qual fechou com

a solugdo analitica e com os resultados numéricos de outros pesquisadores.

- a utilizagdo da matriz de corre¢do das rotagdes generalizadas {K.}, foi
importante para resolver o problema da falta de equilibrio (momentos desequilibrados), na
posigdo deslocada, dos nés que unem elementos em angulos diferentes de 0° ou 180°. A ndo

utilizagdo desta matriz pode conduzir a resultados diferentes daqueles esperados ou até a
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nao-convergéncia dos resultados no processo incremental-iterativo.

- para a modelagem e analise da estrutura o numero de elementos empregados
variou conforme o problema analisado. Por exemplo, para cargas distribuidas e grandes
deslocamentos um numero maior de elementos foi exigido (em torno de 10 € aparentemente

o ideal).

- da pesquisa bibliografica feita conclui-se que para a analise de estruturas
reticuladas espaciais com a consideragdo do empenamento da se¢do transversal, nio ha um
elemento de viga-coluna, no atual estado da arte, totalmente eficiente, principalmente no que
concerne a transmissdao do empenamento, e por consequéncia do bimomento, em nés ligados

em angulos diferentes de 0° ou 180°.

e Quanto ao algoritmo de solugdo empregado para a analise ndo-linear

geomeétrica:

- 0 método do controle do deslocamento generalizado proposto por Yang e Shieh
(1990) para contornar problemas de snap-back (reversdo do deslocamento) e snap-through

(reversdo da carga) e aqui implementado foi satisfatorio para os exemplos analisados.

- outro aspecto importante € que, para problemas fortemente ndo-lineares ¢é
aconselhavel atualizar a matriz de rigidez geométrica para cada iteragdo executada dentro do

passo incremental.

- 0 procedimento para a recuperagdo dos esforgos na analise nido-linear
geomeétrica tridimensional, conforme apresentado no capitulo 4 item 4.3, mostrou-se

eficiente.

- 0 problema das rotagdes nodais finitas, ou seja a sua ndo comutatividade no
espago tridimensional foi analisada. Para isso foram apresentadas, baseando-se nos trabalhos
de Yang e Leu (1991) e Kuo et. al (1993) férmulas gerais para atualizagdo da geometria e
para o calculo das deformagdes e rotagdes naturais do elemento em cada passo incremental.
A capacidade do presente procedimento para lidar com problemas de rotacdes finitas foi

demonstrado no exemplo 5.

- embora a presente dissertagdo tenha sido desenvolvida com o intuito de estudar

o efeito do empenamento da se¢do transversal de vigas-colunas de parede fina, pretendeu-se
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também dar uma contribuigdo para a resolugdo de problemas de estruturas espaciais com 0
comportamento ndo-linear geométrico, pois verificou-se que ndo ha na literatura pesquisada
um consenso no meétodo de resolugdo de tais problemas. Uma das explicagdes para isso,
conforme Yang, € que a analise ndo-linear contém varias etapas computacionais no qual
muitas ndo tem sido unificadas ou estdo sujeitas a argumentos de diferentes niveis. Além
disso, as teorias fundamentais e métodos de solugdo de varias publicagdes técnicas ndo sdo
mostradas numa profundidade suficiente para que se possa entender claramente e com isso
fazer um julgamento matematico ou fisico, sem se mencionar a possibilidade de erros nos

codigos dos programas computacionais.

- do ponto de vista computacional, o atual estado da arte, também ndo pode
garantir que o processo de resolugdo seja preciso, consistente e convergente como na analise
linear € com o mesmo grau de confianga como por exemplo no obtido pelo método da
rigidez direta no qual € consagrado no meio técnico. Em virtude disto, os projetistas ainda
calculam os esforgos utilizando a andlise linear, embora para o dimensionamento utilizem
métodos preconizados pelas normas atuais que se baseiam no comportamento ndo-linear
fisico € geométrico. E importante ressaltar aqui que o objetivo de tais normas € de encorajar
a utilizagdo deste comportamento no projeto de estruturas e o desenvolvimento de pesquisas

nesta area.
e Sugestdes para futuras pesquisas:

- implementar no programa a consideragdo de seg¢des assimétricas. Embora a
matriz de rigidez deduzida na presente dissertagdo seja valida para segdes assimétricas, o
programa computacional implementado considera somente segdes simétricas. Para
considerar tais segdes basta substituir a matriz de orientagdo do elemento {R} pela matriz

{R} dada nas referéncias (Bazant e Minieri (1973) e Chen e Atsuta (1977)).

- desenvolver uma sub-rotina para considerar no elemento cargas distribuidas ou

pontuais ndo coincidentes com os nos do elemento

- desenvolver a computagdo grafica iterativa para gera¢io de dados e

visualizagdo dos deslocamentos ou esforgos.

- estudar a influéncia do tipo de ligagdo no comportamento da peca € a

transmissdo do bimomento em nds com angulo diferente de 0° ou 180°.
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- implementar a analise nio-linear fisica

- analisar mais exemplos para testar o programa computacional implementado

(“benchmark™) e por consequéncia a consisténcia da matriz de rigidez deduzida.

- realizar ensaios experimentais para confrontar com as analises numéricas

efetuadas.

Com as conclusdes acima pode-se dizer que o programa computacional
implementado pode ser utilizado, resguardando as limitagdes e problemas anteriormente
mencionados, para a andlise linear e ndo-linear geométrica de estruturas espaciais com a

consideragdo ou ndo do empenamento da se¢do transversal.
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Integrais de Matrizes

A integral de matriz definida pela equagio,

n ]-\‘ 5 I 3
(Ko 1= [ i"[n})n,)di

(A.1)

¢ usado no calculo das matrizes de rigidez do item 3.3. Neste apéndice sio dadas as vérias

integrais de matrizes definidas pela equagdo (A.1) e que foram utilizadas na derivacdo do

elemento finito de viga-coluna.

-15 -3 =15 3

il 3 0 -3 05
KIUU .
(K57 30| 15 3 15 =3
-3 =05 3 0
18 3 -18 0
11 3 I =3 —{
K= 1
(K 30(-18 -3 18 0
0 -05 0 3
0 1 -
K] =1 <=5 § —04
33 S

105 -1 05

36 3 =36 3
113 4 -3 -1
Kll{? cx 2
Ka'l=350 236 —3 36 -3
3 - -5 4
12 6 -12 6
(K] 6 4 -6 2
12 -6 12 -6
6 2 -6 4
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Sendo as demais, dada a seguir

[Ka'1=1K5'T . K 1=[K3T e [Ky'l1=[Ky'T
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