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RESUMO

O estudo de escoamentos de fluidos réo-Newtonianos através de expansdes desperta um
grande interesse em pesquisadores nas diversas areas da engenharia, devido a sua ampla
aplicacdo em indlstrias e o meio académico. O objetivo principal desta Dissertacdo € simular
problemas de escoamentos envolvendo fluidos viscoplasticos através de expansdes
axissimétricas abruptas. O modelo mecanico empregado € baseado res equacdes de conservacéo
de massa e de momentum para escoamentos isocdricos acoplados com a equacdo constitutiva de
um Fuido Newtoniano Generalizada (GNL), com a funcéo de viscosidade de Herschel-Bulkley
regularizada pela equacdo de Papanastasiou O modelo mecanico € aproximado por um modelo
estabilizado de elementos finitos, denominado méodo Galerkin Minimos-Quadrados, ou
Galerkin Least-squares (GLS). Esse método (GLS) é usado a fim superar as dificuldades
numéricas do nodelo de Galerkin classico: a condicdo de Babuska-Brezzi e a instabilidade
inerente em regides advectivas do escoamento. O método € construido adicionando termos de
maha-dependentes a fim aumentar a estabilidade da formulagdo de Galerkin cléssica sem
danificar sua consisténcia. A formulacdo GLS € aplicada para estudar a influéncia do indice
power-law, da tensdo limite de cisalhamento e razdo de aspecto na dindmica do escoamento de
fluidos de Herschel-Bulkley através de expansdes axissimétricas abruptas de razéo de aspecto
1:2 e 1:4. Os problemas que envolvem nimeros de Reynolds desprezivels, para uma escala do
nimero de Herschel-Bulkley entre O e 100 e indice de comportamento entre 0,2 e 1,0 sdo

apresentados. Os resultados sdo fisicamente detalhados e estéo de acordo com a literatura.

Palavras-chave: fluido viscoplastico;, Herschel-Bulkley; elementos finitos, Galerkin minimos-

guadrados; escoamentos em expansao abrupta.



ABSTRACT

“GALERKIN LEAST-SQUARES APPROXIMATIONS FOR HERSCHEL BULKLEY FLUID
FLOWS THROUGH AN AXISYMMETRIC ABRUPTS EXPANSIONS’

The study of norntNewtonian fluid flows in expansions is of great interest for researchers
in the several branches of engineering, due to their wide application both in industry and
academy. The objective of this Dissertationis to simulate flow problems involving a viscoplastic
fluid through an axisymmetric abrupt expansion. The mechanica model employed is based on
the mass and momentum conservative equations for isochoric flows coupled with the
Generalized Newtonian Liquid (GNL) constitutive equation, with the Papanastasiouregularized
Herschel- Bulkley viscosity function. The mechanical model is approximated by a stabilized
finite element scheme, namely the Galerkin Least-squares method. This method (GLS) isused in
order to overcome the numerical difficulties of the classical Galerkin method: the Babuska-
Brezzi condition and the inherent instability in advective flow regions. The method is built
adding mesh-dependent terms in order to increase the stability of the classical Galerkin
formulation without damaging its consistency. The GLS formulation is applied to study the
influence of power-law index, yield stress and aspect reason in the flow dynamics of Herschel-
Bulkley fluids through an axisymmetric abrupt expansions of aspect reason 1:2 and 1:4.
Problems involving negligible Reynolds numbers, for a Herschel- Bulkley number range between
0 and 100 and e power-law index range between 0.2 and 1.0 are presented. The results are

physicaly comprehensive and are in accordance with the literature.

Keywords: viscoplastic fluid; Herschel-Bulkley; finite elements; Galerkin least-squares; abrupt

expansion flow.
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1. INTRODUCAO

1.1. FLUIDO NEWTONIANO

A lel de Newton para viscosidade descreve o comportamento do escoamento de um

fluido viscoso através da seguinte expressao;

t =ng (1.1)

ondet € atensdo de cisalhamento, g € ataxa de cisalhamento e p é definido como viscosidade

dindmica absoluta. Denomina-se, entdo, como fluido Newtoniano 0 material sujeito a um
escoamento puramente cisal hante, obedece a Eq. (1.1).

Newton considerou que a curva equivalente da Eqg. (1.1), para o escoamento de um fluido
ideal em regime laminar seria uma linha reta com inicio na origem dos eixos coordenados, onde
qualquer ponto desta reta define pares de valores para tensdo de cisalhamento t e da taxa de

cisalhamento g, e que esta reta possui uma inclinagdo angular g, conforme ilustra a Figura 1.1.
Dividindo a tensdo de cisalhamento t pela taxa de cisahamento ¢, obtém-se o vaor de

viscosidade . Este valor também pode ser definido como a tangente do éngulo de inclinagdo q

dacurvade fluxo, ou sga, p=tg(q).

Tensdo de cisalhamento,t

0

Taxa de cisalhamento,y

¥

Figura 1.1 Curva de escoamento para um fluido Newtoniano.



Portanto, um determinado fluido é Newtoniano quando a viscosidade sO é influenciada

pela temperatura e pressdo. S&o exemplos de fluidos Newtonianos &gua, 6leo mineral e melago.

1.2 FLUIDOS NAO-NEWTONIANOS

Todos os outros liquidos que ndo exibem o comportamento predito pela Eq. (1.1) sdo
chamados de fluidos ndo-Newtonianos. Provavelmente a caracteristica mais importante dos
fluidos ndo-Newtonianos € o fato de eles apresentarem uma viscosidade varidvel dependente da

taxa de cisalhamento do material. A viscosidade de um fluido ndo-Newtoniano é definido como:
t
m=— (1.2)
g

onde a viscosidade |, variavel como funcéo de g € denominada de viscosidade aparente, isto €,
a viscosidade que o fluido teria de fosse Newtoniano, naquela condicdo de escoamento. Esta
viscosidade sO € valida para uma determinada taxa de cisalhamento, isto €, propriedade,
sempre que citada, deve vir acompanhada da taxa de cisalhamento correspondente.

Estes fluidos séo classificados conforme o aspecto da curva de fluxo, demonstrado na

Figura 1.2, e correlacdo com alguma equacdo ou model o matemética que melhor adapte.

Tensdo de cisalhamento,t
i

Taxa de cisalhamento,y

Figura 1.2 Curva de escoamento para alguns tipos de fluidos ndo-Newtonianos: (a) dilatante;
(b) pseudopléstico; (c) plastico de Bingham; (d) viscopléastico pseudoplastico e
(e) viscoplastico dilatante.



Portanto, todo o fluido cuja relacdo entre a tensdo de cisahamento e a taxa de
cisalhamento ndo detém como caracteristica a proporcionalidade, ou sgja, ndo € constante, é
denominado ndo-Newtoniano - considerando ainda a temperatura e a pressdo constantes e o0
escoamento laminar. Essa viscosidade pode ser uma funcéo da taxa de deformagdo. Assim, tais
fluidos podem ser classificados como fluidos pseudoplasticos, fluidos dilatantes ou fluidos
viscoplasticos.

Os fluidos que se caracterizam por uma dréstica diminui¢do na viscosidade quando a taxa
de cisalhamento passa de niveis mais baixos para niveis mais atos (curva (b) na Fig. 1.2),
geramente sdo chamados de fluidos pseudopl &sticos ou shear-thinning. Sdo exemplos de fluidos
pseudoplasticos o sangue, saliva, ketchup, chocolates fundidos e sucos concentrados [Machado,
2002].

Alguns fluidos comportamse de maneira inversa, ou sgja, a viscosidade do fluido
aumenta com o aumento da taxa de cisalhamento. Este comportamento é chamado de dilatancia
ou shear-thickening (curva (a) na Fig. 1.2). O comportamento dilatante é exibido em suspensdes
bastante concentradas de particuas de pequenos didmetros. Dentre os fluidos dilatantes
destacam-se as dispersdes de polimeros ou resinas e algumas pastas de cimento [Machado,
2002].

Comportamento ainda mais complexo é apresentado pelos fluidos pseudoplasticos com
limite de escoamento, ou seja, fluidos que ndo escoam a menos que sujeitos a umatenséo critica
de escoamento - nesta Dissertagdo denotada por to. Tais fluidos s8o denominados viscopl asticos
e podem ser classificados ora como fluido ora como corpo rigido, dependendo do valor de sua
tensdo de cisalhamento. Eles sd0, na maioria das vezes, dispersdes que, em repouso, podem
formar uma rede inter- molecular/inter-particular devido a forcas internas de ligacéo tais como
forcas polares e forgas de Van Der Waals, entre outras. Essas forgas reduzem as alteragdes dos
elementos do volume da substancia, dando a ela um comportamento rigido com uma viscosidade
extremamente alta As forgas externas, se menores do que as forgas de ligacdo deformaréo
elasticamente a substancia solida e, somente quando as forcas externas forem fortes o suficiente
para exceder as forgas internas, superando assm a tensdo limite de cisalhamento, a estrutura
entrara em colapso. Quando isso acontecer, os elementos de volume mudardo de posicéo
irreversivelmente, isto €, 0 material passara a ter um comportamento de um fluido viscoso. Apds
sua viscosidade sofrer uma queda brusca, o fluido passara a apresentar comportamento
Newtoniano ou dilatante ou pseudoplastico.

Os fluidos viscopl asticos possuem curvas de escoamento com origem na tensdo critica de

escoamento, como ilustrado nas curvas (d) e (e) da Figura 1.2. Dentre as substancias com limite



de escoamento, destacam-se as pastas de dentes, borrachas naturais, certos tipos de tintas, graxas

e lamas de perfuracéo de pogos de petroleos [ Schramm, 2006].

1.3. ELEMENTOS FINITOS EM FLUIDOS

A metodologia de elementos finitos consiste um método de aproximagdo numeérica de
equacdes diferenciais, o qual se baseia no conceito de que a solucéo de uma equagdo diferencial
pode ser representada como uma combinagdo linear de graus de liberdade incdgnitos e fungdes
de aproximacdo propriamente selecionadas ao longo de todo o dominio do problema [ver, por
exemplo, Reddy e Gartling, 1994].

Quando ocorre a solucéo de um problema através do método de elementos finitos, o
problema é formulado variacionalmente, com seu dominio discretizado em um conjunto de
subdominios finitos ndo superpostos, os elementos finitos, os quais permitem a construcdo de
funcBes de aproximacdo de forma simples, através dh teoria de interpolacdo de fungdes. As
fungdes de aproximagdo sdo, entdo, substituidas na forma variaciona das leis de conservagao,
juntamente com as funcBes peso do problema, gerando, assim, um conjunto de equactes
algébricas, para o regime permanente dos problemas estudados [Hugles, 1987].

Assim descrito, 0 método de elementos finitos ndo inova em nada em relacdo aos
métodos variacionais cléssicos [Rektorys, 1975]. O que h& de novo e poderoso na metodologia
de elementos finitos € sua escolha particular das funcbes base, que utiliza funcdes polinomiais
bi- lineares por partes de suporte compacto, construidas de modo a valerem um nos pontos nodais
a elas associados e zero no restante do dominio. E esta importante caracteristica do método que
faz com que a matriz associada a formulagdo de Galerkin sgja uma matriz de banda, reduzindo,
assim, drasticamente os custos da solucdo numérica do sistema de equacBes algébricas

associado.

1.3.1. Métodos Estabilizados

O método de elementos finitos mais empregado é o método de Galerkin, o qual tem sido
aplicado, nas Ultimas décadas, a uma variada classe de problemas. Entretanto, sua extensdo do
método para problemas de escoamentos, algumas patologias huméricas foram detectadas em

vérias situacdes de interesse de engenharia. Constatou-se 0 surgimento de oscilacdes esplrias,



sobre todo o dominio computacional, em problemas envolvendo operadores ndo Simétricos,
fazendo divergir as aproximacbes de escoamentos advectivo-dominados. Em um primeiro
momento, o refinamento da malha surgiu como uma primeira tentativa de eliminar o problema,
mesmo acarretando no aumento do custo computacional. Em seguida, foram propostas novas
estratégias, tais como o desenvolvimento de novos elementos finitos e a aplicacdo de regras de
integracdo réo convencionais [ver, por exemplo, Malkus e Hughes, 1978; Crouzeix e Raviart,
1973]. Alguns pesquisadores seguiram a linha da manutencdo da formulacdo de Galerkin
classica com uso de elementos ndo conformes, enquanto, outros optaram pela manutencdo de
funcbes de interpolacdo usuais isoparamétricas com a ateracdo da formulacdo de Galerkin,
visando adicionar ao problema a requerida estabilidade. Esta Ultima opcdo gerou o que
atualmente é conhecido como métodos estabilizados

Especificamente a aproximacéo das equacdes de Navier-Stokes incompressivel, via
método de Galerkin, enfrenta duas grandes dificuldades. Primeiro, a necessidade de
compatibilizar os sub-espacos de velocidade e pressdo, satisfazendo, dessa maneira, a chamada
condicdo de Babuska-Brezzi [Babuska, 1973; Brezzi, 1974]. Em seguida, tem-se a instabilidade
inerente a esquemas de discretizaces centrais, através da formulacdo de Galerkin ou através de
esguemas de diferencas finitas na aproximacdo de escoamentos advectivo dominantes [Brooks e
Hughes, 1982; Patankar e Spalding, 1972; Patankar, 1980]. O tratamento simétrico do termo de
adveccdo pela formulacdo de Galerkin cléssica, na qual as funcles teste e peso pertencem ao
mesmo espago, é identificada como a fonte das instabilidades numéricas nos escoamentos de
altos nimeros de Reynolds.

Um grande passo no desenvolvimento de métodos estabilizados pode ser visto como a
contribuicdo dada pelos trabalhos de Brooks e Hughes, 1982, e Hughes e Brooks, 1982, nos
guais foi desenvolvido o método sreamline-upwind / Petrov-Galerkin, ou, simplesmente, SUPG.
Este método consiste em uma formulagéo de PetrovGalerkin com fungdes peso descontinuas,
construidas através da adicdo de uma perturbacdo (streamline upwind) - a qual atua somente na
direco das linhas de corrente - as fungBes classicas do método de Galerkin. O método SUPG
apresenta el evada precisao, estabilidade e estimativas de erro Gtimas ou quase-6timas [Johnson et
al., 1984] quando a solucdo exata é suficientemente regular.

Dentre as evolucdes a partir do método SUPG, destaca-se, 0 chamado método Galerkin
minimos-quadrados, ou Galerkin Least-Squares (GLS), introduzido por Hughes et al., 1986 no
contexto do problema de Stokes. Esta metodologia consiste na adicdo de termos dependentes da
malha, a0 método classico de Gaerkin. Estes termos de perturbacdo, analogamente ao método

SUPG, sdo construidos de forma a aumentar a estabilidade da formulacéo de Galerkin original



sem, contudo, prejudicar sua consisténcia, ja que a solucéo exata do problema satisfaz aos
residuos de Euler-Lagrange. Dada a sua grande flexibiliddade, a metologia GLS vem sendo
aplicada com sucesso a uma extensa gama de problemas de fluidos, como atestam os trabalhos
Franca e Hughes, 1988; Gresho, 1991; Franca et a., 1992; Franca e Frey, 1992; Franca e
Hughes, 1993; Harari e Hughes, 1994; Franceschini e Frey, 2003; Ruas et al., 2004, Zinani e
Frey, 2005, Coronado et a., 2006.

1.4. REVISAO BIBLIOGRAFICA DE ESCOAMENTOS DE FLUIDOS VISCOPLASTICOS

Papanastasiou (1987) estudou escoamentos permanertes bidimensionais de fluidos de
Bingham modelados através de uma equacdo constitutiva modificada, vélida para todo
escoamento - sgja nas regides onde ocorre escoamento (doravante denominadas simplesmente
por regides de escoamento) como nas regides onde praticamente o material ndo escoa (doravante
denominas de regides rigidas). As equacbes de conservacdo e a relacdo constitutiva foram
resolvidas simultaneamente via método de Galerkin classico e 0 esquema iterativo de Newton.
Essa estratégia numérica elimina a necessidade de rastrear superficies do escoamento. Esta
andlise foi aplicada para o escoamento em um cana unidimensional, para o escoamento de uma
camada limite bidimensional e para 0 escoamento de uma extrusdo bidimensiona. As
aproximagbes de elementos finitos concordaram satisfatoriamente com solugbes andliticas
disponiveis para casos assintoticos.

Burgos et a. (1999) andisaram em seu artigo os fluidos de Herschel-Bulkley, os quais
descrevem materiais que se comportam como solidos rigidos quando a tensdo local t € mais
baixa do que o limite de escoamento to. O dominio do escoamento € caracterizado por duas
regides, uma onde t>ty — a chamada regido de escoamento - e a outra na qual t<to. — regido
rigida. A regido naqual t=t é conhecida como superficie de escoamento. Os autores, através do
uso de solugdes analiticas para um escoamento cisalhante entre duas paredes rigidas, discutiram
a eficiéncia dos model os regularizados de Herschel-Bulkley - tais como o de Papanastasiou — do
modelo de bi- viscosidade e do modelo de Bercovier e Engelman em determinar a topografia da
superficie de escoamento. S80 mostrados resultados para diferentes parametros de escoamento e
comparados com solugdes exatas. E concluido que os modelos regularizados, com uma escolha
apropriada dos parametros de regularizagéo, podem ser usados para predizer as dimensdes do
escoamento e descrever as zonas rigidas. O modelo de Papanastasiou prediz bem a superficie de

escoamento, enquanto os model os de Papanastasiou e o de bi- viscosidade predizem bem a tenséo



longe dela. O modelo de Bercovier e de Engelman € equivalente ao modelo de Papanastasiou,
para uma escol ha apropriada do pardmetro de regularizagdo d seja feita. Também é demonstrado
gue em alguns casos a superficie de escoamento pode ser recuperada usando um procedimento
de extrapolacdo baseado em uma representacdo analitica da solugéo.

Alexandrou et al. (2001) relataram em seu artigo um estudo sobre escoamentos
permanentes de fluidos de Herschel-Bulkley em expansdes planares tridimensiorais com razéo
de aspecto 1:2: e 1:4. O comportamento do fluido foi modelado usando uma relagdo constitutiva
continua regularizada, e o escoamento foi aproximado numericamente empregando uma
formulacdo mista de Gaerkin acoplado a uma estratégia interativa de Newton. Os autores
apresentaram resultados para a topologia das regides de escoamento e rigida ao longo das
expansdes — bem como de suas zonas de recirculagdo - como uma funcdo dos nimeros de
Bingham e Reynolds e do expoente power-law. Seus resultados revelaram forte dependéncia
entre os nimeros de Reynolds e Bingham e suas influéncias na formagdo e destruicdo das zonas
de estagnacao nas quinas da expansdo, e no tamanho e localizacdo das regifes de escoamento
tampéo.

Barnes et a. (2001) mostraram que, a partir da utilizacdo de redmetros de tenséo
controlada, ja é possivel aferir, em regime permanente, curvas de escoamento de liquidos
estruturados para uma ampla variacéo da tensdo de cisalhamento aplicada. Em diversos liquidos,
estas curvas apresentam novas formas, as quais tém caracteristicas fortemente pseudoplasticas.
Os autores introduziram uma categoria de modelos matematicos empiricos, 0s quais Sao
simplificagbes ou elaboracdes dos bem conhecidos modelos de Cross e Ellis. Estes modelos
visam descrever o comportamento de liquidos estruturados fortemente pseudoplésticos, o qud,
até o momento, tem sido descritos apenas para elevadas taxas ou tensdes de cisalhamento através
de um modelo constitutivo com limite de escoamento tal como o modelo de Casson, Bingham e
Herschel- Bulkley. Estas novas equacfes descrevem as curvas de escoamento tanto acima quanto
abaixo de qualquer tensdo de escoamento do material e encontram aplicacdo para uma variada
gama de liquidos de interesse industrial, indo desde as lamas de perfuracéo até aos chocolates
fundidos.

Pascal Jay et a. (2001) realizaram simulaces numéricas de escoamentos através de uma
expansdo 1:4 axissmeétrica abrupta, usando os liquidos de Herschel-Bulkley e Bingham com
modelo de bi-viscosidade. Eles anadlisaram a influéncia da pseudoplasticidade, da inércia, da
tensdo limite de escoamento, a estrutura dos escoamentos e suas perdas de cargas. Analisando a
estrutura dos escoamentos, eles mostraram o surgimento de um vortice inicial e, em seguida, a

formacdo de duas zonas estagnadas de formato toroidad — uma localizada junto a quina da



expansdo e a outra no ponto de recolamento a jusante do vortice. Os efeitos de inércia e da
tensdo de escoamento agem em efeitos opostos. Quando a inércia cresce, 0 vortice aumenta e a
zona estagnada decresce. Contrariamente, quando o limite de escoamento aumenta, o vortice
decresce e a zona estagnada aumenta. O aumento da pseudoplasticidade reduz as dimensbes
tanto do vortice como da zona estagnada. Ja a perda de carga aumenta com atensdo de
escoamento. Os resultados numéricos mostraram-se consistentes quando comparados com
resultados experimentais.

Scott et al. (1988) descreveram em seu artigo resultados obtidos para solucdes de
escoamentos, em regime permanente com baixo nimero de Reynolds, de materiais viscopl asticos
com estrutura de vortices utilizando o método de elementos finitos. O comprimento do
recolamento e a intensidade dos vértices em expansdes planares e axissimétricas abruptas séo
relatados em funcdo do nimero de Reynolds e da tensdo de escoamento adimensionalizada para
os fluidos de Bingham e Casson. O escoamento em uma estenose € examinado usando as
relaces constitutivas de Bingham e Casson. As zonas de separacdo em uma bifurcacéo planar a
180° de entradas planas e curvas sdo comparada para os fluidos de Bingham e Newtoniano. Os
resultados mostraram que o tamanho e a intensidade da recirculagdo séo reduzidos para materiais
viscoplasticos.

Souza Mendes et a. (2004) propuseram una nova fungdo de viscosidade para liquidos
com alta pseudoplasticidade ou com tensdo limite de escoamento, como, por exemplo, pastas e
lamas de perfuragcdo. Essa funcdo é continua e apresenta um platd para baixas taxas de
cisalhamento, seguido por uma queda brusca da viscosidade para valores da taxa de
cisalhamento limiar (tensdo limite), e uma subsequiente regido de power-law. A equagdo foi
gjustada para os dados de duas solucdes aquosas de Carbopol com diferentes concentragdes, para
fluidos de perfuracdo, para emulsdo dgua/dleo e maionese comercial. A qualidade dos gjustes
encontrada por eles foi plenamente satisfatéria.

Souza Mendes et a. (2006) analisaram 0 escoamento axissimétrico de um liquido
viscoplastico através de uma expansdo abrupta seguida de uma contragdo abrupta. Os autores
obtiveram solucBes numéricas permanentes, sem inércia, através da resolucdo das equacdes de
conservacao de massa e momentum empregando o método de volumes finitos. O comportamento
viscopléstico do liquido foi modelado através de um modelo de liquido Newtoniano generalizado
com uma fungdo viscosidade recentemente proposta [Souza Mendes et al., 2004]. Eles também
realizaram experimentos de visualizagdo com uma solucéo aquosa de Carbopol em diferentes
concentragdes. Superficies geradas delimitando regides rigidas e as regides de ndo rigidas foram

observadas para diferentes combinagdes de parametros governantes.



Neofytou (2005) investiga os efeitos ndo-Newtonianos em escoamentos de fluidos
Newtonianos generalizados, empregando um esquema numeérico baseado na formulacdo de
volumes finitos. Este esquema utiliza 0 método de correcéo de pressdo em conjunto com o
algoritmo SIMPLE, de modo a solucionar o sistema de equacOes discretizadas. Visando
minimizar a difusividade artificial dos esgquemas de baixa ordem, a aproximagéo dos ermos
convectivos é redlizada usando o esquema QUICK de terceira ordem. Para modelar o
comportamento da viscosidade ndo-Newtoniana, foram empregados os modelos power-law,
Quemada, e Bingham e Casson modificados. A validacdo do codigo foi redizada através da
comparagdo de resultados numéricos disponiveis na literatura. Analisando o problema da
cavidade, uma dupla investigacéo é realizada no que diz respeito aos efeitos ndo-Newtonianos do
escoamento. O problema é tanto explorado empregando diferentes modelos constitutivos, como

variando as caracteristicas pseudopl asticas e dilatantes do fluido.

1.5 OBJETIVO E PLANO DA DISSERTACAO

Esta Dissertacdo objetiva a modelagem mecanica e simulagdo numérica via método de
Galerkin minimos-quadrados (GL S), de escoamentos axissimétricos de fluidos viscoplasticos de
Herschel- Bulkley modificado através de expansdes abruptas.

Finalizando este capitulo e para um melhor entendimento e apreciacdo desta Dissertacéo,

€ conveniente apresentar um plano geral de seus capitul os:

Capitulo 1: Introducéo do trabalho, sua motivacéo, o estado da arte do método de elementos
finitos em fluidos e escoamentos de fluidos viscopl asticos.

Capitulo 2: Modelagem mecanica baseada ha definicdo de grandezas e leis de conservacdo de
massa e momentum linear utilizadas na modelagem de escoamentos de fluidos néo-
Newtonianos.

Capitulo 3: Comportamento material dos fluidos puramente viscosos com limite de
escoamento, para os quais € estabelecido a relacdo do tensor-tensdo com o tensor taxa de
deformagdo segundo o modelo do Herschel- Bulkley regularizado.

Capitulo 4: Apresenta uma descricdo da aproximacdo de elementos finitos de Galerkin
minimos-quadrados para as equagdes do modelo mecéanico introduzido nos Capitulos 2 e 3,
assim como as deficiéncias do método de Galerkin classico em aproximar 0 modelo

proposto.
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Capitulo 5: Apresenta a validacdo da implementacdo computacional da formulacdo GLS
introduzida no Capitulo 4. Discute fisicamente as resultados das simulagdes numéricas de
escoamentos de fluidos de Herschel-Bulkley regularizados através de expansdes
axissimétricas abruptas.

Capitulo 6: Faz um resumo do contetido de cada um dos Capitul os da Dissertacéo, enfatiza as
principais conclusdes obtidas no Capitulo 5 e projeta perspectivas futuras para o trabal ho.

Capitulo 7: Referéncias bibliogréficas utilizadas.
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2. EQUACOES DE CONSERVACAO

Este capitulo tem como objetivo apresentar as equacdes que descrevem o escoamento dos
fluidos. Tais equacdes indicam como a massa e momentum do fluido varia de acordo com a sua
posicéo e o tempo. Estas equacOes serdo apresentadas em termos de fluxos, de modo a serem

vdalidas para qual quer tipo de fluido.

2.1 EQUACOES DE CONSERVACAO EM TERMOS DE FLUXOS

O movimento isotérmico de um fluido € descrito pelas equactes de conservacdo de massa
e momentum. Considere uma regido arbitréria fixa do espaco, de volume W e superficie G (Fig.
2.1), naqual, para toda superficie elementar dG hd um vetor normal unitério exterior n. Idealiza-
se, entdo, esta regido fixa no meio do escoamento de um fluido, com o mesmo movendo-se

através de suas fronteiras.

Vetor normal unitario n

\Volume Q

Superficie I’
Figura2.1 Volume arbitrario W fixo no espaco, de fronteira G.

2.1.1 Conservacao de Massa

Suponha que um elemento fluido infinitesimal de superficie dG atravesse as fronteiras do
volume W com velocidade v. A vazdo volumeétrica elementar do fluido que escoa através de dGé
dada por v ndG. Se o fluxo deixa o volume W, ent&o, a vazéo elementar v ndG seré positiva; caso

contrario, havendo afluxo de fluido, v ndG sera negativa. Logo, a vazédo méssica el ementar de



12

fluido sera dada por rv ndG, com rv denotando o chamado fluxo de massa, isto € massa por
unidade de area e tempo.
De acordo com o principio da conservacdo de massa, tem-se que “a massa total de fluido

no interior do volume W, somente aumentara devido ao afluxo liquido de fluido através da

fronteira G” [Ferguson e Kemblowsky, 1991]. Matematicamente,

ic‘j dW=- fnx v)dG
dt G

élaxade u éAfluxo V!
2 ua ;. . G
gaumento da 7 Jiquido 7

G

w

2.1)

émassa no u édemassa U
e . é , 1]
dnterior de V\fd gatraves de Gy

Quando o teorema da divergéncia de Gauss € aplicando a Eq. (2.1), a integral de

superficie pode ser transformada em um integral de volume;

%5 dW=- ¢pliv(r v)dw (2:2)

Aplicando, entdo, o teorema de transporte de Reynolds, pode-se trazer a derivacdo no

tempo para dentro daintegral.

xallf

%mﬁv(r v)gdW: 0 (2.3

Argumentando, agora, que a Eq. (2.3) deve ser vdida para um volume arbitrario W,

chega-se aforma diferencial Euleriana da equacéo da continuidade.
I :
—=-div(rv 24
it ( ) @4

No qual o lado esquerdo sinal de igual da equacdo EQ. (2.4) representa taxa de variacéo
da densidade no interior de W, e o0 seu lado direito, representa a vaz&o liquida de entrada em W,

por unidade de volume. Empregando-se o conceito do operador derivada material de um campo
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escdar na EQ. (2.4). pode-se, ainda, obter a forma diferencial Lagrangeana da equacado da

continuidade.

=D, (s)==(¢)+v>grad(+) =0 (2.5)

= |=a

obtém-se.

qr

—+Vv>Nr +r divw=0
qt

(2.6)
D_r =-rdivv

Finamente, caso sgja suposto que o fluido tenha massa especifica constante, tanto a
forma Euleriana, quanto a Lagrangeana da equacdo da continuidade, Eq. (2.4) e Eq. (2.6),

respectivamente, reduzem-se &
divv =0 (2.7)

Essa relacéo € freqlientemente usada para os chamados fluidos incompressiveis.

2.1.2 Conservacao de Momentum

Como visto na secdo anterior, a vazdo massica elementar de um fluido através de um
elemento de superficie dG é dada por v ndG. Se multiplicada pelo momentum, por unidade de
volume de fluido, obtém-se r [VAV]ndG, o qual representa a taxa pela qual 0 momentum é
transportado pelo escoamento do fluido através do elemento de superficie dG - com o tensor de
22 ordem r vAv denotando o fluxo de momentum (momentum, por unidade de area e tempo)
associado ao volume escoado de fluido (esse tipo de transporte, devido ao escoamento do fluido,
€ denominado transporte convectivo).

Nota-se que ocorre um paralelismo entre o primeiro paragrafo da secéo anterior e o atual,
porém com a ordem tensorial das grandezas envolvidas sendo diferentes. Na se¢do anterior, a

grandeza sendo transportada era a massa (escalar), e o fluxo de massa representado pelo vetor
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rv. Agora, a grandeza a ser transportada € momentum (vetorial), e o fluxo de momentum é
representado por um tensor de 22 ordem, r vA v.

Além do transporte convectivo de momentum devido ao escoamento do fluido, ha
também o momentum transferido devido aos movimentos e interacbes moleculares dentro do
fluido. Do ponto de vista fenomenol 6gico, em Mecanica este transporte molecular representa a
resultante das forcas de contato atuantes no fluido, 2(n)dG, onde t(n) € o chamado vetor tensdo.
A comparagao daintegral acima com termo correspondente da Eqg. (2.8), conduz a t(n)=Tn. 1s0
representa que a forcat(n)dG, correspondente a qualquer orientacdo n de dG, pode ser obtida a
partir do tensor de 22 ordem T, referido como tensor tensdo. Utiliza-se a convencgédo que o ij-
ésimo componente do tensor T representa o sentido positivo da j-ésima forca de contato na i-
ésima diregdo positiva do elemento fluido.

Segundo o principio da conservacd de momentum, “o momentum total do fluido no
interior do volume W ir4 aumentar devido ao afluxo liguido de momentum por transporte
convectivo através de suas fronteiras G e devido a acéo das resultantes das forcas de contato e

corpo atuando no fluido. Matematicamente, tem-se que:

d < _ N N N N
EVngW__ngAV]ndG+ QTndG + §rgdw

élaxade u éAfluxode U éForcade U éForcade U
é ua é aé aé .U
étumento de G émomentum G éco.ntato G écorpo aglndo@ (2.8)
émomentum U éeatravesde G U €agindo u eénovolume U
€ ointeri 0 & el € U & devid a
ghointerior |, gpor transporte;, gsobrea [, gWdevidoa |

o volumeWy  &onvectivo  f Bsuperficie G fgravidade §

onde g é a forca gravitacional, por unidade de massa. Aplicando-se os teoremas da divergéncia

de Gauss e do transporte de Reynolds a Eq. (2.8), obtém-se:

("%r vdW= - egliv(r v A v)dW+ & divTdW+ ¢y gdW 2.9)
W W W

Sendo o volume W arbitrério, aEq. (2.9) reduz-se a,

%r v+div(rvAv) =divT+rg (2.10)



15

A Eq. (2.10) é denominada forma diferencial Euleriana da equacédo de movimento, onde o
seu lado esquerdo do sinal de igua representa as forgas de inércia por unidade de volume
atuantes no fluido, enquanto seu lado direito representa as forcas de contato e de corpo, por
unidade de volume, atuantes no fluido.

A forma Lagrangeana da equacéo de movimento pode ser obtida através da substituicao,
na Eq. (2.10), da identidade tensorial;

div(r vAv)=vdiv(rv)+r (Nv)v (2.11)

e da forma Euleriana da equacdo da continuidade, Eg. (2.4), como segue abaixo:

%(r v)+div(rvAv)=dvT+rg
r Ly vy +div(r v)v+r (Nv)v=divT+rg
¢ t 2.12)

r %v+§%r +div(r v)9v+r (Nv)v=divT+rg

g
r ﬂ—ﬂtv+r (Nv)v=divT+rg

Substituindo, entdo, a Eq. (2.5), obtém-se a forma Lagrangeana da equacéo de movimento,

Dv .
r — =divT+r 2.13
ot g (2.13)



3. FLUIDOS PURAMENTE VISCOSOS

O postulado de conservacdo de massa e 0s primeiros e segundos postulados de Euler sdo
vélidos para todos os materiais mecanicos. Contudo, a nossa experiéncia diz que, sob
circunstancias similares, 0 aco e 0 ar podem responder a forcas solicitantes de maneiras
drasticamente diferentes. Portanto, todo e qualquer modelo mecanico para escoamentos de
fluidos deve incorporar equacbes que descrevam a resposta em particular de cada material a
tensOes nele atuantes, as chamadas equacdes constitutivas.

3.1 FLUIDO NEWTONIANO

A forma mais geral para uma equagdo constituiva de um fluido puramente viscoso é

dado pela equacéo de equacdo Reiner e Prager (Slattery, 1972).

T = x| + x D+x,D-D (3.1)
naqual;

X% =% (Ip.l1p.0115) 32

ondelp, lIp, elllp representam os trés invariantes principais do tensor taxa de deformacéo D,

isto &, os coeficientes da equacao dos vaores principaisde D,
O=det(m +D) =m’ +I1 ,m* + 11 gr* + 1l (3.3)
definidos pelas seguintes expressoes.

|, =trD

1, .
o =285 11og (3.4)
I, =detD



17

Il , =trD? (3.5)

De acordo com a Eq. (3.1), arelagdo linear mais geral entre o tensor tenséo e o tensor
taxa de deformacéo, é dada por;

T =(w+l divv)l +2mD (3.6)

onde? el sdo parametrosescalares. Caso ? sgjaigual apressdo termodinadmica do fluido,

?=-P, aEq. (3.6) particulariza-se para
T=(-P+ divv)l +2nmD 3.7)

A Eg. (3.7) é denominada como 0 modelo Newtoniano para 0 comportamento fluido ou a
lel daviscosidade Newton. O coeficiente 1 € conhecido por viscosidade cisalhante do fluido e o
coeficientel é normamente definido pela hipotese de Stokes, | +2/3m=0, a qual é bem

substanciada para gases monoatoémicos de baixa densidade.

Outro caso especial da Eq. (3.6), corresponde ao caso dos fluidos incompressiveis;
T=-p +2mD (3.8)

com a Eq. (3.8) representando a lei de Newton para fluidos incompressiveis. O escalar p é

conhecido como a pressdo média ou hidrostatica. A partir da Eg. (3.8), ela pode ser definida por,

trT =tr(- pl +2nD)
trT =- ptr(1)+2ntr(D) (3.9)
trT =-3p+0

logo;

pe- %trT (3.10)
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Também, é comum e usual, expressar a equacdo constitutiva Newtoniana, Eg. (3.7) em
termos do tensor-extradetenséo t,

t=T+Pl (3.11)

de maneira que a parcela estritamente termodinamica, P, do tensor tensio seja desacoplada dos
efeitos decorrentes da deformagéo do fluido, a chamada parcela desviadora ou viscosa da tenséo.

Para os liquidos incompressiveis, pode-se definir o tensor-extra de tensdo como;
t=T+npl (3.12)

onde p é a pressdo média do fluido dada pela Eg. (3.9).
Finalmente, cabe ressaltar que o0 modelo Newtoniano definido pela Eq. (3.7), € muito
apropriado para descrever o comportamento de liquidos com baixo peso molecular e suas

misturas, muitos gases e misturas gasosas.

3.2FLUIDO NEWTONIANO GENERALIZADO

E fato que muitos fluidos reais, para os quais 0 modelo newtoniano € inadequado, s
bem representados pela Eg. (3.1). No entanto, observacbes experimentais de fluidos
incompressiveis mostraram que modelos empiricos baseados na Eq. (3.1) podem ser de grande
utilidade na predicéo de alguns aspectos do comportamento de fluido de interesse industrial.

A classe mais comum desses modelos empiricos surge a partir da generalizacdo da
equacdo constitutiva Newtoniana incompressivel, Eg. (3.8), o chamado Fluido Newtoniano

Generalizado (GNL), o qual pode ser expressao por:

?=-pl+t

=-pl +2h (g)D (313)

onde a chamada viscosidade aparente do fluido, h (g) . Se a viscosidade h (g) - uma grandeza

escalar - depende do tensor taxa de deformacéo D, entdo, ela deve depender somente de

combinacBes particulares dos componentes deste tensor, as quais sgam independentes do
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sistema de coordenadas adotado, ou segja, invariantes do tensor taxa de deformacéo, Eq. (3.4).

Para um fluido incompressivel, o primeiro invariante da Eq. (3.4) reduz-se a zero,

|, =trD=divv =0 (3.149)

€, Nos escoamentos puramente cisalhantes, também o terceiro invariante da Eq. (3.4) se anula,

. =detD=0 (3.15)

pois os elementos fluidos ndo sofrem alteracBes de volume. Como a Eq. (3.13) deve ser
empregada somente para escoamentos cisal hantes, ou, ab menos, escoamentos quase- cisal hantes,
aomissdo do invariante lllp ndo € uma séria limitagdo. Assim, a funcéo viscosidade h dependera
somente do segundo invariante do tensor D, llp. Na prética, € preferivel empregar-se a

magnitude do tensor da taxa de deformacdo, g, o tensor tensdo, em vez de | lp,

_é1
9_82

)“VZ T " (3.16)

&2 "5

(trD2

com a escolha apropriada do sinal daraiz quadrada da Eq. (3.16) paraque ¢ tenha sempre valor
positivo. Nos escoamentos cisalhantes, ¢ € chamado simplesmente de taxa de cisalhamento.

Definindo-se tenséo de cisalhamento como a magnitude do tensor-extradetensdo t,

él u%
t = SE(trt ) (3.17)
por analogia com a Eq. (3.8) temse que;
t =t (d)=h(g)g (3.18)

3.2.1 Modelo Power-Law de Ostwald de Waele

Dentre os diversos nodelos constitutivos utilizados para @racterizar o comportamento
dos fluidos ndo-Newtonianos, destaca-se 0 modelo gereralizado Newtoniano de Ostwald de

Waele ou modelo de fluido power -law, 0 qual possui apenas dois parametros reol 6gicos,
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h(g)=mg™* (3.19)

onde m e n sdo parametros os quais devem ser determinados empiricamente. Quando n=1 e m=,
o0 modelo power -law, EqQ. (3.19), reduz-se a0 modelo Newtoniano para fluidos incompressiveis.
O modelo, power-law € um modeo relativamente simples, mas usado extensamente para

célculos tedricos. A desvantagem do modelo de Ostwald de Waele, Eq. (3.19), é ndo se reduzir
a0 comportamento newtoniano nos limites quando g® O(t ® 0) e g® ¥ (t ® ¥),

comportamento assintético este o qual todo fluido real possui.

3.2.2 Modelo de Ellis

Uma superposi¢éo do comportamento newtoniano e do modelo power -law é obtido pelo

modelo de Ellis (Slattery, 1999), um modelo a trés parametros reol 6gicos,

. 1€ u
jt)= h—gl+g E (3.20)
0

onde a, h, ety sdo pardmetros a serem fixados por comparagdo com dados experimentais. O
modelo Ellis, Eqg. (3.20), tem o fluido power-law como um caso assintético quando no limite

1o 0, 1 @m' e a® (3.21)

hO ho(tllz)a_l n

Para polimeros e solucdes poliméricas, obtémse bons gustes com o modelo de Ellis
tomando o parametro aentre 1 e 3.

3.2.3 Fluido de Bingham

O tradicional modelo viscoplastico de Bingham [Mitsoulis e Huilgol, 2004]; possui um

grande interesse historico, mas com um valor prético limitado. O modelo de Bingham descreve o
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comportamento de um material que se comporta como um solido rigido até a tensdo de

cisalhamento local exceder o valor da tensdo critica de escoamento,

t
+h(g)=h,+—2 parat >t
% (9)=h, g P ° (3.22)

¥g:0 parat £t

sendo um modelo a dois parametros reol 6gicos, a viscosidade para baixas taxas de cisalhamento

ho e atensdo limite de escoamento to.

3.2.4 Modelo Herschel-Bulkley

Os fluidos de Herschel-Bulkley consistem em materiais que se comportam como solidos
rigidos, quando a tensdo de cisalhamento local t é mais baixa do que a tensdo limite de
escoamento to. Quando a tensdo de cisalhamento local t excede a tensdo limite de escoamento
to, 0 materia escoa com uma relacdo da taxa ndo-linear entre a tenséo de cisalhamento e a taxa
de deformagdo do material, podendo escoar tanto como um fluido dilatante ou como um fluido
pseudopl astico.

O dominio do escoamento € caracterizado por duas regides distintas: uma onde a tensdo
critica de escoamento € menor que a tensdo de cisalhamento local, t >t — a chamada regido de
escoamento - e outra na qual tensdo critica de escoamento é maior que a tensdo de cisalhamento
local t<t. — regido na qual ndo ha escoamento, denominada regido rigida. Entre elas, existe uma
regido naqua t=to, aqual € conhecidacomo superficie de escoamento.

O modelo de Herschel-Bulkley - também conhecido como modelo do fluido de poténcia
com limite de escoamento ou fluido de poténcia modificada- consiste em uma das fun¢des mais
utilizadas para gjustar dados da viscosidade de matérias viscoplasticos, com sua equacéo
englobando trés parametros reol dgicos: t o representando a tensdo limite de escoamento ou limite
de escoamento real, o indice de consisténcia K e n o indice de comportamento ou expoente
power-law. O modelo de Herschel- Bulkley possui uma grande flexibilidade para abranger uma

gama de variedades de curvas experimentais de viscosidade h (g) mostrando-se Gtil para

simulagbes numéricas, as quais necessitam de uma expressdo analitica para a curva de
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viscosidade ndo-Newtoniana. Matematicamente, este modelo pode ser expresso na seguinte
forma;

il,'t =t,+Kg" parat >t, (323)
19=0 parat £t
onde com o indice de consisténcia K representado o grau de resisténcia do fluido diante do
escoamento e o coeficiente power-law, n, indicando o afastamento do fluido do modelo
Newtoniano.

Assim, partindo da Eq. (3.23), afuncéo viscosidade do modelo de Herschel-Bulkley pode
ser definida por

—

0 +Kg"?! parat >t
g g b 0 (3.24)

%g:o parat £t ,

onde h (g) corresponde a funcéo da viscosidade aparente do material.

As solucbes analiticas para problemas de escoamentos de matérias viscoplasticos sao
disponiveis apenas para poucos casos simples [ver, por exemplo, Bird et al., 1983]. Porém, até
MesMo ha sua aproximacao numérica, sdo encontradas dificuldades significativas na solugdo de
escoamentos mais gerais. Além da néo-linearidade tanto nas relagfes constitutivas quanto nas
equactes de balanco, uma dificuldade inerente a0 modelo é sua descontinuidade do campo de

tensdo de cisalhamento t. Nas vizinhangas da superficie de escoamento, a presenca do g no
denominador da Eq. (3.24), faz a viscosidade aparente h (g) se torne ilimitada — superficie, a

qual, quando da resolucdo do escoamento, tem topologia e localizacdo a priori desconhecidas.
Para superar essas dificuldades, vérias versdes modificadas da Eg. (3.24) foram propostas, tais
como o modelo regularizador de Papanastasiou [Papanastasiou, 1987], o modelo de bi-
viscosidade [Jay et a., 2001] e do modelo de Bercovier e Engelman [Burgos e Alexandro, 1999],
0s quais apresentam campo de tensdes de cisalhamento continuo e sdo aplicaveis tanto as regides
rigida ou de escoamento [Burgos e Alexandro, 1999]. Estes modelos podem ser versdes
regularizadoras do model o béasico descontinuo.

Neste trabalho sera utilizada a funcdo regularizadora proposta por Papanastasiou

[Papanastasiou, 1987], na forma de uma funcdo de viscosidade continua a qual é vélida para a
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ampla faixa de tensdes, de modo a superar as limitacbes impostas pelo carater descontinuo do

modelo cléssico de Herschel- Bulkley.

3.2.5 Modelo Herschel-Bulkley Regularizado pela Equacéo de Papanastasiou

Papanastasiou (1987) propds uma regularizacdo para modelos classicos, de caréter
descontinuo, que modelam o comportamento da viscosidade ndo-Newtoniana viscoplastica. Para
superar a dificuldade a descontinuidade dos modelos viscoplasticos cléssicos, Papanastasiou,
através de uma equacdo congtitutiva modificada, introduzindo um termo de suavizacéo
exponenciad na expressdo da viscosidade, torna a fungdo viscosidade vdida para todo
escoamento, seja nas regides de escoamento escoadas ou nas regides praticamente rigidas. Essa
estratégia numérica elimina a necessidade de rastrear as superficies do escoamento do material.

A funcéo de Papanastasiou modifica € expressa atraveés da seguinte expressao;
. ne1, & .
h(g) = Kg™* +g—°(1— exp(-ag)) (3.25)

onde h (g) consiste na viscosidade regularizada ea o parametro regularizador. Quando a ® ¥,

a funcéo de Papanastasiou, Eq. (3.25), reproduz a funcdo viscosidade de Herschel-Bulkley,
Eq.(3.24), como pode ser observado na curva de escoamento ilustrada na Figura 3.1.
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Figura 3.1 Tensdo de cisalhamento em funcéo da taxa de cisalhamento gjustada pelo modelo de

Herschel- Bulkley regularizado pela funcéo de Papanastasiou.
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Conforme se observa naFigura 3.1, o pardmetro a controla a taxa de crescimento da taxa

de cisalhamento ¢ na relacdo de deformacdo do material: quanto maior o parametro a, mais

proxima a funcdo regularizada de Papanastasiou se aproxima da funcdo de Herschel-Bulkley
classica, com ainda a importante vantagem do ponto-de-vista numérico de ser continua em todo
dominio do escoamento.

Nas aplicacbes do modelo, entretanto, o parametro a ndo pode ser escolhido
arbitrariamente, pois altos valores de a podem causar problemas de convergéncia ao esquema
numérica empregado. Além disso, até mesmo para atos valores de a, ndo ha nenhuma garantia
gue a solucdes encontradas sdo as verdadeiras representacdes das superficies de escoamento para
todos os tipos de escoamento. Por exemplo, naregido de transi¢do do escoamento, o limite entre
as regifes de escoamento e as regides rigidas pode ndo convergir para uma posicao fixa [ver
Papanastasiou, 1987]. Além disso, nas regifes de transicdo do escoamento, a solucéo
empregando elevados valores do parametro a pode ndo ser suave. Conseguentemente, as
predicdes dos modelos de regularizacdo devem ser analisadas com cuidado [ver Alexandrou et
al., 2001].
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4, APROXIMACAO DE ELEMENTOSFINITOS

Neste capitulo sdo apresentadas as formulacdes em elementos finitos para as equacdes de
conservacdo apresentadas nos Capitulos 2 e 3. Inicialmente, na secdo 4.1, apresentam-se as
definicdes preliminares, onde é demonstrada a notacdo utilizada no presente trabalho. Em
seguida, na Secdo 4.2, apresenta-se as formulacbes fortes para um escoamento em regime
laminar de um fluido newtoniano generalizado. Na se¢do 4.3 € introduzido o método de Galerkin
cléssico, também conhecido como BubnowGalerkin. Na se¢do 4.4 apresenta-se 0 meétodo
estabilizado de Galerkin Minimos-Quadrados, que serd o0 método de aproximacdo de elementos
finitos utilizado nesta Dissertagdo. Sua introducdo esté ligada a necessidade de eliminar as
dificuldades encontradas pelo método de Galerkin classico na aproximagao de escoamentos de
fluidos incompressiveis. Na Secéo 4.5, sdo realizados aguns testes computacionais do problema
da cavidade forcada para o escoamento ndo-inercial com a finaidade de demonstrar as
dificuldades que o méodo de Galerkin classico enfrenta na aproximacdo de escoamentos de
fluidos, como também da melhora de sua estabilidade introduzida pelos termos minimos
guadrados acrescentados a formulacéo de Galerkin Minimos-Quadrados. E, por fim, na Secéo

4.6, é definido o elemento isoparamétrico quadrangular bi- linear Q1.

4.1 DEFINICOES PRELIMINARES

Os problemas abordados sdo definidos em um dominio aberto limitado Wi AN, sendon

0 nimero de dimensdes espaciais consideradas no problema, com fronteira G poligonal,

iG=G,UG,,

[= 2= 4.1)

iGNG =& G,=0

onde Gy € a parte da fronteira G na qual sdo impostas as condi¢des de contorno de Dirichlet

(essenciais) e G, aregido naqual sdo prescritas as condicdes de contorno de Neumann (naturais).
Sobre o dominio fechado W rediza-se uma particio W, de elementos finitos, com

dominio e ementar Wk na forma:
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?W:UKTChV\k (42)
TWKlﬂ WK2 =A "K, KzT W,
Assim, a aproximagdo de uma variavel U por U", pertencente & discretizacdo W, é entéo

representada como uma expansdo na forma:

n+1
U"=8 Na(X)d, (4.3)

A=l

onde Na e da sdo a funcéo de base, ou de aproximagéo, e o grau de liberdade associados ao ponto
nodal global A dadiscretizacéo W, respectivamente.

Para 0s espacos polinomiais, adota-se a notagao:

i P.(K), seK umtriangulo ou tetraedro,

K)= 4.4
R (K) }Qm(K), se K um quadrilatero ou hexaedro. (4.4)

onde m 3 0, sendo m o grau de interpolacdo dos elementos finitos dos tipos Py e Qn (Ciarlet,
1978).

Sobre os espacos de funces, L%(W) define o espaco de funcdes quadrado-integraveis
sobre W, L¢?(W) o espago de funcdes quadrado-integraveis com média igual a zero sobre W,
HY(W) o espaco de Sobolev de funcdes e primeiras derivadas quadrado-integraveis sobre W e
Ho (W) o espaco de Sobolev de funcdes e primeiras derivadas quadrado- integraveis sobre W que
se tornam zero em G [Rektorys, 1975].

4.2 FORMULACAO FORTE

O problema forte obtido da particularizaggo das equacdes de conservacéo de massa e
momentum, Egs. (2.4) e (2.13) respectivamente, para um fluido newtoniano generalizado, Eq.

(3.13), escoando lentamente em regime laminar e permanente:
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Np- 2h (g)divD(u)=r g em W
divu=0 emW n
u=u, sobre G, (4.9)

(- p+2 (g)DW)n=t,  sobre G,

noqua r representa a massa especifica do fluido, Np o vetor gradiente de pressdo, u o
campo de velocidade admissivel, D o tensor taxa de deformacdo, g a aceleracdo da
gravidade, ty a forca de superficie e o tensor tenséo T relacionando-se com a deformagéo do
fluido através do modelo GNL, Eq. (3.13),

T=-pl+t

=- pl +2h(g) D(u) em W (46)

onde t € o tensor desviador de tensdo e a funcéo viscosidade h (g) dada pela equacéo de

Herschel-Bulkley regularizada, Eq. (3.25);

h(g) = Kg‘”‘1+;—°(1- exp(-ag)) (4.7)

4.3 0 METODO DE GALERKIN

O método de aproximacOes de elementos finitos denominado método de Galerkin,
também conhecido como BubnowGalerkin, caracteriza-se pelas fungbes peso, e teste
pertencentes a0 mesmo espaco de fungdes. As fungdes teste consistem nas funcdes candidatas a
solucéo do problema e as fungBes peso, ou variagdes, sdo funcdes similares as funcles teste,
porém com valor zero sobre Gy. Os espacos de dimensdo infinita empregados na formulagéo
variacional sdo aproximados por subespacos de dimensdo finita convenientes, ou seja, por
exemplo, sendo P e V, espacos funcionais dos campos de pressdo e velocidade virtual,
respectivamente, sd0 aproximados pelos subespacos P" e V. Como os subespacos P" e V" s

subconjuntos dos espacos P e V, podem: se escrever,
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P"l P (ousga, s¢ p'"T P", entdo p"i 49
VPT V. (ousga, se V'T V", entdo v'l V) '

o indice h faz referéncia a discretizacdo do dominio, W, parametrizada por um comprimento
caracteristico dos elementos h. A Eq. (4.8) define 0 que € conhecido em Teoria de Fungdes como
uma aproximagdo interna, uma caracteristica organica dos métodos de elementos finitos,
diferentemente dos métodos de diferencas finitas os quais, ao invés de aproximarem 0s espacos
das funcdes empregadas, aproximam suas derivadas.

A aproximacdo de elementos finitos das Egs. (4.5), portanto, é construida sobre as
definigdes dos subespacos usuais da dinamica dos fluidos para a aproximagéo dos campo de
velocidade (V") e pressdo (P") (Ciarlet, 1976),

P"={pl C°W)N LE(W) [Py, T RW, ), W, T W} (4.9)

V" ={vl Hi(W"

Vi, T RW)N, W, T W} (4.10)

V) ={vl H'W"

Vg T RAW )™ W T W, v =u, sobre G} (4.11)

onde R, R denotam, respectivamente, espacos polinomiais de grau k el [Ciarlet, 1978].

A aproximacdo de Galerkin para o problema definido pelas Egs. (4.5) pode ser dada por:
Achar o par (U", p")i V4", x P"tal que:

B(u", PV .a") =F(v.q), (v.q)T v P" (4.12)
onde
B(u,p;v,q) = Q2 (9) D(u) *D(v)dW- Q, PdivvdW- @ divugdw (4.13)
e
F(v.q) = Q@vdW+Q t, vdG (4.14)

onde Vv e g sd0, respectivamente, os campos de vel ocidade e pressdo virtuais.



29

4.4 O METODO DE GALERKIN MINIMOS-QUADRADOS

Baseado nas definicbes dos subespacos de presséo e velocidade, Egs. (4.9)-(4.11),
respectivamente, é possivel introduzir uma formulacéo de Galerkin Minimos-Quadrados (GLS)
para o problema definido pelas Egs. (4.5) como segue: Achar o par (u”, p") 1 V4" X P, tal que:

Bu", p"; v,q)=F(v,q), "(v,q)T V" P (4.15)

onde

B(u,p;v,q) = QD (g) D(u) >D(v)dW- Q PdivvdW- @ divuqdw

o . . N _ 4.16
+a Q/K(Np- 2h (g)divD(u)) 2 (Re, ) (Ng- 2n (g)divD(v))dwW (4.16)

F(v,0) = () gxvdW+ Qt, wdG+ a Q. " 92 (Re)(No" - 2n (g)divD(v))dW,  (4.17)

Kic, K
onde o parametro de estabilidade ?, avaliado em nivel de elemento, € computado por:

7 (Re,) =% x(Re,) (4.18)

2|ul,

jRe,,0£ Re, <1

X(Re,) =1 4.19

( K) %1,ReK31 ( )
ul h

ReKz% (4.20)

com ||, denotando a normap do A" e o parmetro my proveniente da andlise de erro da
formulacdo GLS [ver Franca e Frey, 1992].
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Lol .6
-, 1f£ p<¥
u =181 (@.21)
jmaul,  p=¥

Comentarios:
1. Fazendo ? iguad a zero na formulacdo GLS definida pelas Egs. (4.15)-(4.21),
recupera-se a aproximacao classica de Galerkin, definida pela Egs. (4.12)-(4.14).

2. A expressdo usua do nimero de Reynolds de malha (Johnson, 1987) foi modificada
com a inclusdo do parametro my na Eq.(4.20), de modo a também considerar o grau
de interpolagéo empregado. Com isto, as regides advectivo-dominadas do escoamento
ficam caracterizadas por Rex > 1 e as difusivo-dominadas por Rex < 1, independente

do elemento considerado (Franca e Frey, 1992)

3. AsdiscretizagOes das Egs. (4.15)-(4.21) sdo obtidas expandindo as aproximagoes de
elementos finitos dos pares (U", p") e (V", g") como uma combinac&o linear das suas
respectivas fungOes de forma e graus de liberdade, gerando, dessa maneira, um

sistema de equagdes discretas ndo lineares.

4. O solver empregado na resolucéo do sistema de equacdes discretas foi um método de
guase Newton incremental, com uma estratégia de continuacdo atuando sobre o termo
de aceleracdo convectiva da equacdo de movimento da formulagdo GL S definida nas
Egs. (4.15)-(4.21). Como estimativa inicial, o algoritmo emprega campos nulos de
velocidade e presséo (ver Franceschini e Frey, 2003 para maiores detal hes).

4.5 DIFICULDADES DO METODO DE GALERKIN

Para um melhor entendimento das dificuldades que o método de Galerkin, Egs. (4.12)-
(4.14), enfrenta na aproximacdo de escoamentos de fluidos, como também da melhora de sua
estabilidade introduzida pelos termos minimos quadrados acrescentados a formulacdo de

Gaerkin minimos-quadrados, Egs. (4.15)-(4.21), foram realizados alguns testes computacionais
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do problema da cavidade for¢ada para o escoamento néo-inercial de um fluido Newtoniano (ver
Figura4.1 para a descri¢cao do problema).

As condicbes de contorno de velocidade impostas foram néo-deslizamento e
impermeabilidade nas paredes da cavidade, com excecdo de sua tampa superior, na qual foi
prescrita uma velocidade horizontal u;=1m/s.

O dominio computaciona foi discretizado por duas malhas de elementos finitos, uma
bastante grosseira e a bastante refinada para este tipo de problema, com o objetivo de mostrar
duas questdes. a primeira, que as oscilacdes numeéricas geradas pelo método de Galerkin ndo séo
eliminadas com um simples refino de malha - um conceito corrente na area de engenharia — e a
segunda, que a formulacdo GLS consegue gerar aproximagdes estaveis mesmo para malhas
bastantes grosseiras. A primeira maha possui 100 elementos bi-lineares (Q1/Q1) e 121 pontos
nodais, e a segunda, 4.900 elementos bi-lineares (Q1/Q1) e 5.041 pontos nodais.

X2 F

u=1, u=0

=0 u=0| L

#=0 ¥ -
+ L > X i

Figura4.1: Defini¢éo do problema da cavidade forgada.

AsFiguras 4.2 e 4.3 mostram as iso-regides do campo de pressdo obtidas pel os métodos de
Galerkin Classico Egs. (4.12)-(4.14)) e de Galerkin minimos-quadrados Eq. (4.15)-(4.21)).
Enquanto o método de GLS (Figs. 4.2(b) e 4.3(b)) apresenta uma superficie de presséo
suficientemente suave — mesmo para a malha mais grosseira, Figura 4.2(b) — a aproximacéo de
Galerkin apresenta oscilagBes espurias junto as quinas superiores da cavidade para ambas as
malhas empregadas figs. 4.2(d) e 4.3(a)). Por se tratar de um escoamento sem inércia, as
oscilacdes geradas pelo de Galerkin devemse unicamente a néo-satisfacdo da condicéo de

Babuska-Brezzi por parte dos sub-espacos de velocidade e presséo.
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Figura 4.2 1so-regifes da pressdo, para uma malha com 100 elementos Q1/Q1: (a) Método de
Galerkin cléssico e (b) Método de GLS.
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Figura 4.3 1so-regides da pressdo, para uma malha com 4.900 elementos Q1/Q1: (a) Método de
Galerkin cléssico e (b) Método de GLS.
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O mesmo comportamento espario também € verificado na aproximacdo de Galerkin do
campo de velocidades para a malha mais grosseira, tanto nas velocidades verticais em x,=0,5

(Fig. 4.4(a)), como para as velocidades horizontais em x1=0,5 (Fig. 4.4(b)).

GLS

--#-- Galerkmm

GLS
e Galerkin

Figura 4.4 Perfis de velocidade pelos métodos de Galerkin e GLS, para uma malha com 100
elementos Q1/Q1 (a) velocidade vertical, em x,=0,5 e (b) velocidade horizontal, em x;=0,5.

Finalmente, na Figura 4.5, so apresentadas as aproximagoes de Galerkin e GLS para o
campo de velocidade, empregando a malha mais refinada. Diferentemente das aproximagdes do
campo de pressao, os perfis de velocidade gerados pelo método de Galerkin mostraram-se com
oscilagcBes muito suaves. Isto pode explicado pelo fato do escoamento ser infinitamente difusivo

dominado (Re=0). Como as oscilactes as aproximagdes de Galerkin do campo de velocidade
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estdo em grande parte relacionadas a assimetria do operador convectivo dos termos de inércia da
equacdo de movimento em escoamentos advectivos dominados — termos, estes, ausentes na
equacdo de movimento de escoamento ndo-inerciais - as oscilagcdes das velocidades séo apenas
devidas a violacdo da condicdo da Babuska-Brezzi, a qual pode ser mitigada com um refino de

malha, conforme observado nas Figuras 4.5(a) e 4.5(b).

GLS

Galerkin

Vv
X @
1 | /’_‘,‘(_Hf—_.—‘#
0.6 | r
Xy "
0.4 ]
0,2 %
&& GLS
------ Galerkin
0\|\|||\|\1\|\|||\|||\|||||\|\|||\|
-0.4 -0,2 0 0,2 0.4 0.6 0.8 1
Vi ®

Figura 4.5 Perfis de velocidade pelos métodos de Galerkin e GLS, para uma malha com 4900
elementos Q1/QL1 (a) velocidade vertical, em x,=0,5 e (b) velocidade horizontal, em x;=0,5.
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4.6 ELEMENTO QUADRANGULAR BI-LINEAR

O elemento quadrangular bi-linear, denominado pelo simbolo Q1, é atribuido, segundo
Hughes (1987), e Taig (1961). O dominio elementar global de um elemento quadrilatero Q1 é

definido pela localizagdo de seus quatro pontos nodais de coordenadas globais x5, a=1,...,4 no

plano A?. Assume-se que os pontos nodais si0 numerados localmente no sentido anti- horario,
como ilustra a Figura 4.6. Através de uma transformac&o linear, relaciona-se o elemento global,
cujas coordenadas de um porto sdo x={x1, X2}, com o elemento do ponto de vista local, um
guadrilatero bi- unitario. O dominio do quadrilatero bi-unitario € denominado parent domain e é

representado pelas coordenadas locais

2={x, h} (4.22)

noqua ?e ? sdo os chamadas coordenadas naturais, onde -1 = ?, ? = 1, mapeando em W,

segundo as transformacdes

X(xh)=a Na(x h)x

) (4.23)
X, (X 1) =@ N, (X n)x,5

a=l

((3--'18)3 - (3‘--'28)3)

JT

1 2

(-1,-1) (1,-1) ((:a.‘le)l > («1‘28)1)

X3 [

~. .~ Y Parent Domain

x={xy

Figura 4.6 Dominio de elemento quadril&tero bi-linear no parent domain e ordenacéo nodal
locdl.

((x]); > (x5))
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Vetorialmente, as expressoes (4.23) podem ser escritas como;

x(?) =é4 N, (?)x5 (4.24)

a=l

As funcbes de base locais Na(x) empregadas com expressdes bi-lineares das coordenadas

? EQ. (4.24) podem ser determinadas assumindo, inicialmente, as expansdes

xXh)=a,+ax +ah +axh

(4.25)
X,(Xx,h)=b,+bx +bh +bxh

onde a e b sdo coeficientes incdgnitos a serem determinados. Em seguida, impondo que as Egs.

(4.25) satisfagam, respectivamente, as condicdes do mapeamento;

X (X, h,) =X}

(4.26)
Xz(Xa’h a) = XZaK

onde h, e X5 S0 definidos na Tabea 4.1.

Tabela 4.1: Coordenadas locais no espago x

A Xa ha
1 -1 -1
2 +1 -1
3 -1 +1
4 +1 +1

As Egs. (4.25)-(4.26) levam ao um sistema de equagdes em a e b, na seguinte forma:

N K -
d -1 -1 1uian Xl
6 Gi_ i o Ki
g 1 -1 -Iga.l _[XT 27
ég 1 1 1l]-|-a Y= «Y (4.27)
é g2 TXsl
él 101 10133|o )lelzlflb



37

iy u

& -1 -1 luibgl %y

e,
% 1 1 113.'.b y=I Y (4.28)

& gi o2 %l

SR L P

Resolvendo-se os sistemas (4.27) e (4.28) para os coeficientes a e b, respectivamente,

obtém-se a equacao da fungdo de forma, ou de aproximagao, bi-linear local Na(X):
N,(x h) :%(1+xax)(1+hah) (4.29)

com os valores de x, e h, dados pela Tab. 4.1 e visualizadas na Figura 4.7.

Figura 4.7 Funcbes de forma local (Na) e global (Na) do elemento quadrilatero bi- linear Q1.
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5. RESULTADOSNUMERICOS

Objetivo desse capitulo é apresentar a aplicacdo do método de elementos finitos, com
aproximacdes de Gaerkin minimos-quadrados (GLS), Eq. (4.15)-(4.20), para o problema
definido pela Eq. (4.5), que representa escoamento isocorico de um fluido Newtoniano
generalizado (Eq.(3.13)) empregando a func&o viscosidade de Herschel-Bulkley regularizada
pela equacéo de Papanastasiou (Eq.(3.25)), através de expansdes axissimeétricas abruptas. Todos
os resultados computacionais foram obtidos utilizando o cédigo de elementos finitos NNFEM,
em desenvolvimento pelos pesquisadores do Laboratério de Mecanica dos Fluidos Aplicada e
Computaciona (LAMAC), do Departamento de Engenharia Mecanica, da Universidade Federal
do Rio Grande do Sul.

5.1 ESCOAMENTO SOBRE UM DEGRAU DE EXPANSAO

A fim de validar a ndo linearidade geométrica da implementacéo computacional (NNFEM)
da formulagdo Galerkin minimos-quadrados definida na Eq. (4.15)-(4.20) foram readlizadas
simulagdes de um escoamento planar sobre um degrau abrupto, um benchmark para validacéo de
codigos.

O caso do escoamento sobre um degrau abrupto foi escolhido como forma de validacéo
devido a sua vasta importancia no tratamento de singularidades em problemas bidimensionais.
Este escoamerto também representa um importante benchmark para a validacéo de escoamento
laminar Newtoniano das equacOes de Navier-Stokes - conforme apresentado no workshop
“Analysis of Laminar Flow over a Backwaed Facing Step” (GAMM - Ggesellschaft fir
Angewadte Mathematik und Mechanik), editado por Morgan et al. (1982). No trabalho publicado
neste workshop, vérios pesquisadores realizaram uma comparagdo de seus resultados do tamanho
da recirculacdo a jusante do degrau, empregando o valor obtido para o comprimento de
recolamerto das linhas de corrente. Nesse workshop, s& ainda comparados os valores de
velocidade horizontal maxima e minima para diferentes distancias a jusante do degrav.

Os resultados obtidos nessa Dissertagéo foram comparados com os resultados obtidos por
6 pesquisadores do GAMM whorkshop [Morgan et a., 1982] e também com os resultados
obtidos por Macedo (1995). Os métodos utilizados pelos autores do workshop e o utilizado por
Macedo estdo ilustrados na Tabela 5.1
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Tabela5.1: Pesguisadores e Métodos uilizados por GAMM workshop [Morgan et al., 1982] e
Macedo (1995).

Pesquisadores Método
Presentetrabalho MEF - u, p
Kueny-Binder Experimental
Dhatt-Hubert MEF - u, p
Donea Giuliani, Laval MEF - u, p
Ecer-Rout-Ward MEF - método Chebsch
Glowinsky et al. MEF - u, p
Hecht MEF — streamlines
Macedo MEF - u, p

Para a validacdo do codigo NNFEM, naimplementacdo para um problema de escoamento
Newtoniano sobre o degrau, gerouse uma maha com 1.825 pontos nodais e com 1.656
elementos bi- lineares Q1/Q1. A Figura 5.1, apresenta descricdo do problema e a nomenclatura e

condic¢des de contorno empregada,

uﬂﬁ 1h ‘LH

1 +—

X
Figura 5.1 Escoamento sobre degrauabrupto: descricéo do problema.

onde L é o comprimento total do duto, | o comprimento a montante do degrau, H representa a
altura a jusante do degrau, h € a altura a montante do degrau e x a distancia de recolamento do
fluido a jusante db degrau. Nesta Dissertacdo, foi selecionada, a seguinte configuracdo para o
problema L=13 m, I=3 m, H=1 m e h=0.5 m.

Adotaram se condi¢des de impermeabilidade e ndo deslizamento nas paredes do canal, na
entrada um perfil de velocidade horizontal parabdlico up=1m/s - Up representa a velocidade
média de entrada - e na saida foi imposta condi¢éo de contorno natural de tracdo livre [Hughes,

1987]. O nimero de Reynolds para o escoamento sobre o degrau de expansdo é adotado como o

sugerido em Morgan et al. (1982);

_r15u,(H-h)
m

Re (5.1
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onde r e m representam, respectivamente, a densidade e a viscosidade absoluta do fluido. As
simulagdes dessa Dissertacdo foram redlizadas para escoamentos com nimeros de Reynolds
igua & Re=50 e Re=150, visando analisar a dinamica do escoamento.

Na Figura 5.2, ilustra-se as linhas de corrente para a aproximagdo GL S de escoamentos
com os numeros de Reynolds igua a 50 e 150. Nesta figura fica evidente a dependéncia do
comprimento de recolamento da recirculacdo com o nimero de Reynolds: a medida que
Reynolds aumenta o vortice a jusante do degrau cresce 1sso ocorre devido 0 escoamento para
Re=150 (Fig. 5.2 (b)) ser mais advectivo que o escoamento para Re=50 (Fig. 5.2 (a)). Como o
nimero de Reynolds epresenta a relacdo entre as forcas viscosas e as forgas de inércia, a
situacdo ilustrada na Figura 5.2 (b), as forcas de inércia sGo mais significativas do que na Figura
5.2 (a), promovendo uma maior disténcia de recolamento c fluido a jusante do degrau ce

expansao.

!

a) 0 i 2 (b)
Figura 5.2 Escoamento sobre degrau abrupto: detalhe do modulo da velocidade e linhas de

corrente a jusante do degrau, para (@) Re=50 e (b) Re=150.

Através da Figura 5.3, pode-se verificar que as aproximagdes GL S obtidas para campo de
pressio ajusante do degrau, tanto para Re=50 (Fig. 5.3 (8)) com para Re=150 (Fig. 5.3 (b)), sfo
estaveis mesmo na descontinuidade do dominio, com isobaricas suaves e isentas de oscilaces

espUrias a solucéo exata do escoamento.

1 1
05_ 075
° 1 ? @ ° ! : (b)

igura 5.3 Escoamento sobre degrau abrupto: isobéricas e magnitude do campo de pressdo, para
(a) Re=50 e (b) Re=150.
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O ponto aproximado de recolamento foi determinado através da visualizacdo das linhas
de corrente do escoamento Fig. 5.2). Ponderando-se os perfis de velocidade nesta regiéo
estimada, tomouse como ponto de recolamento o valor da coordenada x; da secéo transversal a
partir da qual avelocidade u; n&o apresenta mais valores negativos.

A disténcia do ponto de recolamento foi adimensionalizada segundo a seguinte

expressao:

d= (5.2)

onde x corresponde a disténcia do recolamento ao degrau

Na da Tabela 5.2, sGo comparados os resultados obtidos nessa Dissertacdo com os
resultados de Morgan et d. (1982) e Macedo (1995). S&0 demonstrados também os desvios
percentuais em comparagdo com 0S comprimentos de recolamento alcancados pelos nesmos

autores. O desvio percentual das componentes € calculado através da seguinte equacao;

D% =5 Eol 100 (5.3)

L

onde D representa 0 desvio percentual, i valor da componente encontrada na literatura e
valor da componente encontrada com o codigo NNFEM.

Os resultados obtidos com o codigo NNFEM apresentaram boa ancordancia com os
resultados encontrados na literatura.

Tabela5.2: Comparacdo dos valores de recolamento.

Trabalhos Re=50 Re=150

d recolamento Desvio D recolamento Desvio
Presentetrabalho 2,0 - 45 -
Kueny-Binder 2,1 4,76% 4,5 0%
Dhatt-Hubert 1,0 100% 50 10%
Donea-Giuliani, Laval 2,0 0% 50 10%
Ecer-Rout-Ward 2,0 0% 47 4,25%
Glowinsky et al. 2,8 28,57% 4.4 2,27%
Hecht 1,8 11,11% 4,6 2,17%
Macedo 2,1 4,76% 4.4 2,27%
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A Figura 5.4 ilustra a dependéncia do comprimento de recolamento, d, com o valor do
nimero de Reynolds, ja observada na Figura 5.2. Segundo a figura, esta dependéncia foi bem
representada por uma regressdo linear cujo coeficiente angular é 2,57x10°2 e o coeficiente linear
é dado por 6,945x10™ 2.

5
45 -
4 ]
3,5
3

d 2,9
5 |

1,5

1 _]
d =0.0257Re + 0,6945
0.5 R*=0.9981
D [ [ [ [ [

40 60 80 100 120 140 160

Re
Figure 5.4 Escoamento sobre degrau abrupto: relacdo entre o comprimento de recolamento e 0

ndimero de Reynolds.

Na Figura5.5, esta ilustrado o coeficiente de pressdo, C,, a longo da parede superior da
geometria, para Re=50 e Re=150, com G, representando a relagéo entre as forgas de presséo

estética e de inércia do escoamento,

(5.4)

onde prer representa uma pressdo de referéncia do escoamento - neste caso escolhida como a
pressdo na saida do canal e a velocidade de referencia, uref, tomada como a velocidade média na

entradado canal.
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Analisando a Figura 5.5, verifica-se inicidmente uma queda linear brusca do C, a
montante do degrau, seguida de uma ligeira depressdo associada a regido de recirculagdo e, a
jusante do degrau, uma posterior recuperacdo do campo de presséo. A linearidade das quedas de
pressdo a montante e a jusante do degrau indicam que os comprimentos empregados nessas

regides foram suficientes para que ambos 0s escoamentos se desenvolvesse hidrodinamicamente.

6,0

5,0

4.0
3,0
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Figura 5.5 Escoamento sobre degrau abrupto: coeficiente de presséo ao longo da parede superior.

Como uma outra forma de comparacdo, analisouse os valores obtidos para os perfis de
velocidades horizontais, u;, adimensionalizadas em relacdo a velocidade de entrada (Ui/Umax,
onde Umax=1.5Up). Esses perfis foram obtidos em trés diferentes secfes a jusante do degrau
(d=1,6, d=4,0 e d=8,0) e seus resultados sdo comparados com os valores obtidos em Morgan et
al.,(1982) e Macedo (1995) e - ver Tabelas 5.3-5.5. S80 demonstrados também, os desvios
percentuais (Eq. (5.3)) de ui/unax €m comparacdo com resultados encontrados pelos mesmos

autores.



Tabela 5.3: Velocidades horizontais para d=1,6.

Trabalho Re=50 Re=150
U1/Umax U1/Umax
Minima | Desvio | M&xima | Desvio | Minima| Desvio | Mé&xima | Desvio
Presenteestudo -0,035 - 0,70 - -0,104 - 0,90 -
Kueny-Binder - - - - -0,09 | 1555%| 0,92 2,17%
Dhatt-Hubert -0,05 30% 0,74 5,40% | -0,10 4% 0,91 1,09%
Donea-Giuliani -0,06 |41,66%| 0,73 4,10% | -0,10 4% 0,90 0%
Ecer-Rout-Ward -0,06 |41,66%| 0,72 2,77% | -0,04 | 160% 0,87 3,44%
Glowinsky et al. -0,03 |16,66%| 0,71 1,40% | -0,10 4% 0,90 0%
Hecht -0,04 |[1250%| 0,72 2,77% | -0,103 | 0,97% 0,90 0%
Macedo 0,0 - 0,67 447% | -0,08 30% 0,90 0%
Tabela 5.4: Velocidades horizontais para d=4,0.
Trabalho Re=50 Re=150
U1/Umax U1/Umnax
Minima | Desvio | Mé&xima | Desvio | Minima| Desvio | Méxima | Desvio
Presenteestudo 0,0 - 0,52 - -0,05 - 0,72 -
Kueny-Binder - - - - -0,016 | 2125%| 0,71 1,40%
Dhatt-Hubert 0,0 0% 0,52 0% -0,04 25% 0,72 0%
Donea-Giuliani 0,0 0% 0,53 1,88% | -0,06 |16,66%| 0,72 0%
Ecer-Rout-Ward 0,0 0% 0,53 1,88% | -0,03 | 66,66%| 0,71 1,40%
Glowinsky et al. 0,0 0% 0,52 0% -0,05 0% 0,72 0%
Hecht 0,0 0% 0,52 0% -0,05 0% 0,73 1,36%
Macedo 0,0 0% 0,49 6,12% | -0,05 0% 0,68 5,88%
Tabela 5.5: Ve ocidades horizontais para d=8,0.
Trabaho Re=50 Re=150
U1/Umax U1/Umnax
Minima | Desvio | Mé&xima | Desvio | Minima| Desvio | Mé&xima | Desvio
Presenteestudo 0,0 - 0,50 - 0,0 - 0,55 -
Kueny-Binder - - - - 0,0 0% 0,56 1,78%
Dhatt-Hubert 0,0 0% 0,50 0% 0,0 0% 0,56 1,78%
Donea-Giuliani 0,0 0% 0,50 0% 0,0 0% 0,55 0%
Ecer-Rout-Ward 0,0 0% 0,51 1,96% 0,0 0% 0,51 7,84%
Glowinsky et al. 0,0 0% 0,50 0% 0,0 0% 0,56 1,78%
Hecht 0,0 0% 0,50 0% 0,0 0% 0,56 1,78%
Macedo 0,0 0% 0,50 0% 0,0 0% 0,53 3,77%

Considerando-se os resultados apresentados na tabelas 5.3-5.5, verificourse que os
resultados obtidos nesta Dissertacdo possuem uma boa concordancia com os esultados dos
autores Morgan et a., (1982) e Macedo (1995). Por exemplo, para citar alguns valores, pode-se
destacar: (a) para d=1,6, 1,40% de desvio para de ui/umax Mmaximo obtido por Glowinsky et d.
(Re=50) e 0 % de desvio para de ui/umax Mméximo obtido por Glowinsky et al., Hecht e Macedo
(Re=150); (d) para d=4,0, 0% de desvio para de ui/umax Minimo obtido por todos os autores
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(Re=50) e 0 % de desvio para de ui/umax Mmaximo obtido por Glowinsky et d. e Dhatt-Hubert
(Re=150) e (c) parad=8,0, 0% de desvio para de ui/umax Minimo obtido por todos os autores com
excecao de Ecer-Rout-Ward (Re=50) e 0 % de desvio para de u1/Umax maximo obtido por Donea-
Giuliani, Laval (Re=150).

5.2 ESCOAMENTO DE FLUIDOS DE HERSCHEL-BULKLEY ATRAVES DE EXPANSOES
AXISSIMETRICAS ABRUPTAS

Nesta secdo, serdo realizadas aproximagdes GLS (Eq. (4.15)-(4.20)) de escoamentos de
fluido de Herschel-Bulkley regularizado pela equacdo de Papanastasiou (Eg. (4.5) e (3.25))
através de expansies axissimétricas abruptas de razéo de aspecto 1.2 e 1:4. A razbes de aspecto
do escoamento sdo definidas pela relacdo entre o raio do tubo de menor, Ry, e o raio do tubo de
maio, Ry, b © Ry/R;. Para garantir que o escoamento ja esteja hidrodinamicamente desenvolvido,
tanto no tubo menor, quanto no tubo maior, foi empregado as seguintes relacbes de
comprimento, Lo/Ry=30 e L1/Ry=45, onde L, e L; representam respectivamente os comprimentos
do tubo menor e maior.

Em ambas as razdes de aspecto foi adotado o sistema de coordenadas cilindricas polares,
explorando a simetria em relacdo a coordenada angular g. Como condig¢des de contorno para a
velocidade, nas paredes do tubo maior e menor da expansdo, sdo especificadas condigcdes de

impermeabilidade e ndo deslizamento, ra linha de centro € imposta condi¢do de simetria para o

campo de velocidade (ﬂxzu1 =u, =0) e, na entrada e na saida do duto sdo prescritos perfis de

velocidade totalmente desenvolvido — com o perfil de saida respeitando a conservagao de massa
do escoamento. O perfil de velocidade na entrada do duto possui velocidade média up=1m/s.

O fluido utilizado nas simulagbes € construido de modo a ser um fluido Newtoniano
generalizado (GNL), EQ.(3.13), com o tensor tensdo de cisalhamento t dado pela funcéo de
Herschel- Bulkley regul arizada pela equacéo de Papanastasiou

t =h(g)g =Kg"+t,(L- exp(-ag)) (55)

onde a funcdo viscosidade h(g)é pda Eq. (3.25) e o parametro de regularizacéo selecionado

coma=10°.
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Definindo 0 nimero de Herschel- Bulkley como:

t0
N
2, 0

&R o

Hb =
K

(5.6)

onde to representa a tensdo limite de cisalhamento do material, Ry o raio do tubo de entrada da
expansdo, Up a velocidade média de entrada, n consiste no expoente power -law e K o indice de

consisténcia.

5.2.1 Escoamento Através de Expansdes 1:2 Axissimétricas Abruptas

A geometria considerada correspond e a uma expansao axissimétricas abruptas com razdo

de aspecto 1:2. O escoamento através da expansdo ilustrada na Figura 5.6 € descrito pelo

problema de valor contorno definido pela Eq.(4.5).
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Figura 5.6 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2: descricéo do problema.

Apbs um processo de refinamento de malha, no qual se construiu trés malhas distintas,
sendo estas: Malha#1l com 3.920 elementos finitos bi-lineares (Q1/Q1) e 4.199 pontos nodais;
Malha#2 com 9.590 elementos finitos bi-lineares (QL/Q1) e 10.039 pontos nodais e Malha#3
com 12.400 elementos finitos bi-lineares (QL/Q1) e 12.903 pontos nodais. O processo de
refinamento de malha teve como objetivo testar a independéncia de malha dos resultados da
queda de pressdo adimensionalizada (C,) ao longo do duto, ilustrado na Figura 5.7. O critério
utilizado no teste de independéncia de maha foi o seguinte: foi selecionada a malha que
apresentasse uma queda de presséo diferindo de menos de 3% dos valores gerados pela malha
anterior e posterior a ela. Com base nesse critério, o dominio computacional foi discretizado por
uma combinacdo de 9.590 elementos bi-lineares (Q1/Q1) e 10.039 pontos rodais, ou sgja, foi
escolhida a Malha#2.
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Figura 5.7 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2: teste de independéncia de
malha.

A malha utilizada para a ssimulacdo esta ilustrada na Figura 5.8. Para obter resultados
mais precisos para zonas de estagnacdo e formacdo do vortice, a malha € altamente refinada

proxima a expansdo, Figura 5.9.

Figura 5.8 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:2 - Maha selecionada: 9.590
elementos bi- lineares (Q1/Q1) e 10.039 pontos nodais.

Figura 5.9 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 — detalhe da malha
selecionada: 9.590 elementos bi- lineares (Q1/Q1) e 10.039 pontos nodais.
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5.2.1.1 Andlise Global: Distribuicdes de Tenséo de Cisalhamento, Presséo e Velocidade

Nesta subsecdo sdo apresentas resultados, obtidos para razdo de aspecto 1:2, da variagéo
na dinamica do escoamento, ao longo do duto, com relacdo a influéncia do nimero de Herschel-
Bulkley e indice de comportamento power-law. Para tal, sio apresentados resultados do campo
de tensdo de cisalhamento, presséo e velocidade ao longo de toda a expanséo.

Na Figura5.10 sdo apresentadas as iso-regides da aproximacéo GL S do campo de tensdo
de dsahamento, para nUmero de Re desprezivel, parametro regularizador de Papanastasiou,
a=10’, indice de consisténcia, K=1 Pas", coeficiente power-law, n=0,37 e niimero de Herschel-
Bulkley variando de Hb=0 a 100 (Fig. 5.10(a)-Fig. 5.10(f), respectivamente). Observa-se que, a
medida que se aumenta 0 numero de Herschel-Bulkley, o efeito viscoplastico se torna mais
drastico, aumentando o tamanho das zonas rigidas (zonas pretas na Fig. 5.10), regido na qual a
tensdo limite de escoamento € maior que atensdo de cisalhamento local,t <to.

Para Hb=0,1 (Fig. 5.10(a)), a zona de escoamento (zona branca na Fig. 5.10) ocupada
quase a totalidade do dominio a excegdo de diminutas zona estagnada junto as quinas da
expansdo e a zona de plug flow na regido ao longo do seu eixo de simetria. Esse padréo
desenvolveurse até Hb=10 (Fig. 5.10(c)), apenas com as dimensbes das zonas rigidas
aumentando continuamente com o crescimento de Hb. Ja a partir de Hb=20, as dimensdes das
zonas rigidas apresentam um crescimento extremamente lento com aumento de Hb - conforme se
observa nas Figuras 5.10(d)- 5.10(f) para Hb=20-100, respectivamente. Também pode ser notado
gue aumentando o Hb, as zonas de plug flow, ou zonas de movimento de corpo rigido, no eixo de
simetria, aumentam drasticamente de tamanho tanto a montante quanto a jusante da expansao.
Por exemplo, para Hb=0,1, a regido de movimento de corpo rigido, no eixo de simetria, a
montante da expansdo € praticamente desprezivel (Fig. 5.10(a)) enquanto que, para Hb=100,
Figura 5.10(f), a regido de movimento de corpo rigido toma praticamente todos os espacos a
montante do duto.

Essa dependéncia crescente das dimensdes das zonas rigidas como numero de Hb,
verificada na figura, pode ser explicada da seguinte maneira. Para um mesmo indice power -law e
conssténcia K, e uma taxa de deformacdo imposta na entrada do cana — na EQ.(5.6)
representada por Ug/Ry - 0 aumento continuo do nimero Hb necessariamente aumenta a tensio
limite de escoamento do material. Conseqlientemente a incidéncia de zonas rigidas sujeitas a

tensdo de cisalhamento inferiores ao limite de escoamento passa a ser maior.
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Figura 5.10 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 — iso-regifes de t, para

n=0,37, K=1 Pa.g" e a=10% (a) Hb=0,1, (b) Hb=1, (c) Hb=10, (d) Hb=20, (€) Hb=50 e (f)
Hb=100.

E interessante também analisar as mudancas na dindmica do escoamento em funcdo da
variagdo do indice de comportamento, ou indice power-law. Para esta andlise, realizaram-se
simulagbes utilizando o indice de comportamento variando de n=1-0,2, o nimero de Herschel
Bulkley fixo igua a 0,1, pardmetro estabilizador de Papanastasioy a=10°, indice de
consisténcia, K=1 Pa.s" e nimero de Reynolds desprezivel.
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Na Figura 5.11, pode-se constatar que, para 0 mesmo nimero de Herschel-Bulkley, os
fluidos mais pseudoplasticos apresentam regides rigidas menores. Nesta figura, verifica-se que a
medida que n diminui, as zonas de movimento de corpo rigida central, tanto a montante como a
jusante da expansdo, tendem a desaparecer (Fig. 5.11(a)-(f)). Esta tendéncia € mais significativa
na zona rigida a montante, a qual paravalores de n=0,37 inexiste (Fig. 5.11(€)), enquanto a zona
rigida a jusante da expansdo sb ira desaparecer completamente para o valor n=0,2 (Fig. 5.11(f)).

A diminuicdo das dimensdes das zonas rigidas com a queda do coeficiente power-law
pode ser explicada analisando a expressdo do numero de Hb, Eq.(5.6). Fixado os valores do
indice de consisténcia K, da tensdo limite do material to e uma taxa de deformagdo imposta na
entrada do canal, uy/Ry, a diminuicdo continua do indice power-law faz 0 denominador da
Eq.(5.6) diminuir. Logo a Unica maneira de se manter fixo o nimero da Hb é através da queda da
tensdo limite de escoamento do material, to. Conseqlientemente, havera uma menor ocorréncia
de regifes rigidas, nas quaist <ty.

Quanto ao desaparecimento prematuro das regies rigidas a montante da expansdo, se
comparada & regides rigidas a jusante dela, esse pode ser explicado pelas maiores taxas de
deformacdo experimentadas no duto de menor didmetro. Segundo a Eq. (3.25), maiores taxas de
cisalhamento implicam em naiores tensdes de cisalhamento, o que favorece o surgimento de

regides de escoamento nesse duto, ou sgja,t >t .
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Figura5.11 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 - influéncias do indice
power-law, paraK=1 Pa.s", Hb=0,1 e a=10: (a) n=1, (b) n=0,8, (c) n=0,6, (d) n=0,5, (€) n=0,37,
(f) n=0,2.

A influéncia, smulténea, do indice power-law e do nimero de Herschel-Bulkley, naquina
da expansdo é mostrada em maiores detahes nas Figuras 5.12-5.13. Redlizouwse uma
comparacdo do comportamento da dindmica do escoamento na quina da expansao, utilizando-se
indices de comportamento igual an=0,8 (Fig. 5.12) en=0,37 (Fig. 5.13), paraa=10°, K=1 Pas",
nimero de Reynolds desprezivel g tanto para a Figura 5.12 e 5.13, 0 niUmero Herschel-Bulkley
variando, Hb=0, Hb=0,005, Hb=0,01, Hb=0,05, Hb=0,1 e Hb=1.

Paran=0,8 e Hb=0, (Fig. 5.12(a)), pode ser notado a existéncia de um vértice junto a quina
da expansdo, o qual a partir de Hb=0,01 (Fig. 5.12(c)), desaparece dando lugar a uma zona rigida
estagnada para Hb=0,05 (Fig. 5.12(d)) a Hb=1 (Fig. 5.12(f)) - correspondendo a regides de
baixas tensbes de cisalhamento. Esse comportamento pode ser explicado empregando a definicdo
do nimero de Herschel-Bulkley Eq. (5.6): para n e K fixos e taxa de cisalhamento na entrada
prescrita, 0 aumento de Hb forga o crescimento da tensdo limite de escoamento do material, ou
sgja, propicia o aparecimento de uma regido rigida (t <t o) junto ao canto da expansao.

Ja na Figura 5.13, para n=0,37,0 coeficiente power-law foi suficientemente pegqueno para
evitar a formacdo de vortices para valores de Hb muito baixos (Hb=0, Fig. 5.13(a) e Hb=0,005,
Fig. 5.13(b)). No entanto, a partir de Hb=0,01 (Fig. 5.13(c)), percebe-se a formacdo de uma zona
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rigida estagnada junto a expansdo, a qual aumenta com o aumento de Hb (Hb=0,01-1, Fig.
5.13(c)-(f)). Entretanto, € interessante observar que as dimensdes dessas zonas rigidas, se
comparadas as dimensdes das zonas rigidas obtidas para n=0,8 (Fig. 5.12), apresenta-se
ligeiramente menores. Este padréo de comportamento é idéntico aos padrdes verificados e ja

analisados na Figuras 5.11.
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Figura5.12 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:2 - influéncia do indice power -
law e do nimero de Hb na quina da expansdo, paraK=1 Pa.s", n=0,8 e a=10°: (a) Hb=0, (b)
Hb=0,005, (c) Hb=0,01, (d) Hb=0,05, (€) Hb=0,1 e (f) Hb=1.
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Figura 5.13 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:2 - influéncia do indice power-
law e do niimero de Hb na quina da expansdo, paraK=1 Pas", n=0,37 e a=10% (a) Hb=0, (b)
Hb=0,005, (c) Hb=0,01, (d) Hb=0,05, (€) Hb=0,1 e (f) Hb=1.

Na Figura 5.14 € apresentada as iso-regifes do campo de pressdo, para nimero de
Reynolds despresivel, ou creeping flow; coeficiente power-law, n=0,37, indice de consisténcia,
K=1 Pas' e nimero de Herschel-Bulkley variando de Hb=0-100, (Figs. 5.14(a)-5.14(f),
respectivamente). Com uma observacdo global das Figuras, constata-se inicialmente que, a
medida que o nimero de Herschel-Bulkley aumenta, a queda de pressdo ao longo da expansdo é
mais elevada (ver Figs. 5.14(a)-5.14(f)) - com a maior discrepancia dos valores de Dp verificada
na transicdo do caso Newtoniano, Hb=0 (Fig. 5.14(a)), e Hb=10 (Fig. 5.14(d)). O aumento da

gueda de pressdo ao longo do duto é devido ao crescimento das regides de plug flow com o Hb,
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comportamento ja observado nas Figuras 5.10(a)-5.10(f). A existéncia das regides de plug flow
diminui a érea efetiva do escoamento e consegientemente aumentando sua perda de carga. Na
situacdo Newtoniana (Hb=0) a queda de pressdo ao longo duto segue os padrbes dos
escoamentos desenvolvidos. queda de pressdo linear tanto no tubo de menor didmetro quanto no
tubo de maior didmetro (Fig. 5.14(a)). Entretanto, esse comportamento € drasticamente alterado
para atos valores de Hb (por exemplo, para Hb=100 (Fig. 5.14(f))). Nessas situacfes a areas
efetivas de escoamento do duto menor e maior sdo praticamente idénticas, devido a quase
completa obstrucdo desses dutos pelas zonas de movimento de corpo rigido. Na Figura 5.14(e)-
(), essa forte obstrucdo dos dutos mitiga, inclusive, a prépria existéncia da expansdo, com o
padrdo desses escoamentos ficando similar a escoamentos capilares de tubos retos sujeitos a
altissmas quedas de pressdo. Finalmente, pode-se observar ainda que, os comprimentos dos
tubos de maior e menor diametro, para todas as situactes investigadas (Fig. 5.14(a)-(f)) foram
suficientes para desenvolver hidrodinamicamente o escoamento, visto as isobaricas de todas as
figuras mostrarem se perpendiculares em relacéo a linha de simetria do escoamento.
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Figura5.14 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 - 1so-regides do campo de
pressdo, K=1 Pa.s", Re=0, n=0,37 e a=10%: (a) Hb=0, (b) Hb=0,1, (c) Hb=1, (d) Hb=10, (e)
Hb=50 e (f) Hb=100.

Na Figura 5.15 éapresentada as superficies do moédulo do campo de velocidade, para
simulagGes com numero de Reynolds desprezivel, o expoente de comportamento, n=0,37, indice
de consisténcia, K=1 Pas" e o nimero de Herschel-Bulkely foi variado de Hb=0-100 (Figs.
5.15(a)-5.15(f), respectivamente). Essa figura é Util para uma clara visuaizagdo espacial do
desenvolvimento das zonas rigidas de plug flow a medida que o Hb aumenta, conforme ja
analisado nas Figuras 5.10.

No caso Newtoniano, Hb=0 (Figura 5.15(a)), € possivel observar claramente uma suave
camada limite junto as paredes dos dutos de maior e menor didmetro — oriunda da imposi¢éo da
condicdo de contorno de ndo dedizamento e impermeabilidade ali imposta. Nas situaces
sujeitos a valores mais elevados de Hb, (Figs. 5.15(c)-(f)), fica muito bem representada as
regides rigidas ocupando a quase totalidade dos dutos a excecdo de severas camadas limites de
velocidade. Finalmente, é importante ainda observar que, por argumentos de conservacdo de
massa, que os niveis de velocidades das regifes de plug flow no duto de maior didmetro séo

menores gque as do duto de menor diametro.
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Figura5.15 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:2 - superficies do médulo do
campo de velocidade, Re=0, n=0,37 e a=10°: (a) Hb=0, (b) Hb=0,1, (c) Hb=1, (d) Hb=10, (€
Hb= 50 e Hb=100.
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5.2.1.2 Andlise local: Perfis de Velocidade e Queda Pressao

Na Figura 5.16 € apresentada a queda de pressédo adimensionalizada ao longo da
expansdo 1:2, dada pelo nimero de Euler (Eg. (5.4)). S0 apresentados os coeficientes de
pressdo (Cp) - , em escala semi logoritma - a0 longo da linha de simetria, para nUmero de
Reynolds desprezivel, coeficiente power-law, n=0,37, indice de consisténcia, K=1 Pas’ e
nimero de Herschel-Bulkley variando de Hb=0-100. O comportamento da queda de pressdo com
0 numero Hb ja foi analisado na Fig. 5.14: quanto maior o valor de Hb, maior sera a queda de
pressdo na expansdo. A propria necessidade da inclusdo da escala logaritmica para os valores de
Cy, devido a forte queda de presséo para Hb=100 (Fig. 5.14(f)) se comparada ao Dp das situagtes
com numeros de Herschel-Bulkley baixos Hb=0 (Fig. 5.14(a)) e 0,1 (Fig. 5.14(b)), ja ilustrada o

comentério dessa figura

— Hb=100
— Hb=50
Hb=20
4 Hb=10
— Hb=1
— Hb=0.1
— Hb=0

12
|

log(p*)

']. T I T
-10 -5 0 5 10
Comprimento no eixo de simetria

Figura5.16 Escoamento através de uma expansado axissimétrica 1:2 - queda de presséo

adimensionalizada ao longo da linha de simetria, para Re=0, n=0,37 e 9.590 elementos Q1/QL1.

Nas Figuras 5.17 e 5.18 séo apresentados os perfis de velocidade axial admensionalizada
(u*=up/u) versus r*=2x,/Dp - no plano da expansdo em x;=0 (Fig. 5.17) e uma regido
desenvolvida a jusante da expansao em x;=10 (Fig. 5.18), para nimero de Reynolds desprezivel,

coeficiente power-law, n=0,37, indice de consisténcia, K=1 Pa.s", e nimero de Herschel-Bulkley
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variando de Hb=0-100. Conforme j& observado nas andlises globais do campo de velocidade,
Figura 5.15, o0 aumento do nimero de Herschel- Bulkley tende a desenvolver regides rigidas de
plug flow e severas camadas limite de velocidade. Apenas dois comentérios adicionais ados
introduzidos na Fig. 5.15. Primeiro, observa-se que as velocidade méximas de todas as situacdes
investigadas nessas figuras (Hb=0-100) sdo maiores nos perfis do plano da expansdo do que nos
perfis da regido desenvolvida - fato este explicado por argumentos de conservacdo de massa.
Segundo, os perfis da Fig. 5.18 apresentando oscilagdes localizadas (overshoot ou undershoot)
nas bordas de suas camada limites (para Hb=20-100), os quais poderiam ser talvez eliminados

utilizando-se técnicas de shock-capture [Galedo e Dutra do Carmo, 1988].

1.6 -
— Hb=0
—-—Hb=0.1
1.4 « Hb=1
Hb=10
—— Hb=20
1.2 —— Hb=50
—— Hb=100
1 G
u* 0.8 - "
0,6
0.4 1
0.2
0 T T i T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

r *
Figura5.17 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 - velocidades axiais no plano

de expansdo em x;=0, paran=0,37, Re=0 e 9.590 elementos Q1/QL1.
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Figura 5.18 Escoamento através de uma expansdo axissmétrica 1:2 - velocidades axiais em
x1=10, paran=0,37, Re=0 e 9.590 elementos Q1/Q1.

Na Figura5.19 retorna-se a andlise da queda de pressdo ao longo da linha de simetria, com
nimero de Re desprezivel, agora, porém, para 0 nimero de Herschel-Bulkley fixo igua a
Hb=0,1, parametrizadas por diferentes valores do coeficiente power-law, n=0,2-1,0. Conforme
observado na Fig. 5.11, a medida que n decai, as zonas rigidas do cana diminuem de dimenséo.
Portanto, para menores valores de n, havera menos obstrucdo do escoamento, gerando assim
guedas de pressdo mais baixas— o que fica evidente na regido do duto menor.

Ja paraaregido do duto de maior didmetro, todos os perfis da Fig. 5.19 coincidem, mesmo
adotando-se nessa figura uma escala logaritmica. Talvez, pelo fato do nimero de Herschel-
Bulkley adotado ter sido baixo (Hb=0,1), a andlise da influéncia da queda de n sobre a Dp a0
longo do tubo maior, tenha ficado prejudicada. Para Hb=0,1, as zonas rigidas obstruem muito
pouco este duto — ver Fig. 5.11 tornando as quedas de pressdo para todas as situacOes

investigadas similares.
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Figura5.19 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1.2 - queda de pressao ao longo
dalinha de smetria, Re=0, Hb=0,1 e 9.590 elementos Q1/Q1.

Finalmente, ra Figura 5.20, analisa-se o perfil de velocidade axial no plano de expanséo
1:2 em x,=0, para uma situacdo sem inércia, indice de consisténciaK=1 Pa.s" e um valor fixo do
nimero de Herschel-Bulkley, Hb=0,1 parametrizadas por diferentes valores do coeficiente
power-law, n=0,2-1. Através da andlise da Figura 5.20 fica evidente que a queda do coeficiente
power-law n, tem a funcdo de diminuir a velocidade média dos perfis de velocidade
investigados, indo desde do perfil parabdlico laminar Newtoniano (n=1) até os perfis mais planos
para os valores mais baixos de n=0,37 e 0,2. Entretanto, como o nimero de Hb adotado na figura
foi baixo, Hb=0,1, ndo houve formacdo de expressivas zonas rigidas de plug flow ao longo do
duto — ver Fig. 5.11. Portanto, os perfis de vel ocidade apresentados ndo sdo téo uniformes - junto
alinha de simetria - nem apresentam camadas limites tdo severas - junto a parede da expansao —
como os perfis ilustrados nas figuras 5.17 e 5.18 — situagds nas quais houve grande obstrucéo

plug flow do canal.
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Figura5.20 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:2 - velocidade axial no plano
de expansdo, para Re=0, Hb=0,1 e 9.590 elementos Q1/Q1.

5.2.2 Escoamento Atraveés de Expansdes 1:4 Axissimétricas Abruptas
A geometria considerada nesta subsecdo corresponde a uma expansdo axissimétrica

abrupta com razdo de aspecto 1:4. A descricdo do escoamento, dada pelo problema de valor

contorno definido pela Eq.(4.5), através da expansédo 1:4 é ilustrada na Figura 5.21.

u=11s R, —
R,

L, L

Figura5.21 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:4 - descri¢éo do problema.

Depois de realizar um processo de refinamento de malha, no qual se empregou quatro
malhas distintas, sendo estas: Maha#l com 2.700 elementos QL/Q1 e 2.901 pontos nodais,
Malha#2 com 15.825 elementos QL/Q1 e 16.236 pontos nodais, Malha#3 com 19.800 elementos
Q1/Q1 e 20.281 pontos nodais e Maha#4 com 21.920 elemertos Q1/Q1 e 22.455 pontos nodais.
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O procedimento de refinamento de malha teve como meta testar a independéncia de
malha dos resultados obtidos através da queda de pressdo adimensionalizada, obtido através do
nimero de Euler EQ.(5.4), a0 longo do eixo de smetria do duto, ilustrado na Figura 5.22.
Considerou-se a malha ideal, quando a diferenca entre os resultados obtidos com essa
apresentasse uma queda de pressdo espacando de menos de 3% dos valores gerados pela malha
anterior e posterior a ela. Com base nesse critério, o dominio computacional foi discretizado por
uma combinagdo de 15.825 elementos Q1/Q1 e 16.336 pontos nodais, ou sgja, foi escolhida a
Malha#2.

—— Malha#1 - 2,901 elements Q1/Q1

------- Malha#2-15.825 elements Q1/Q1
Malha#3-19,800 elements Q1/Q1

—-s=— Malha#4-21,920 elements Q1/Q1

40

Cp
I 30 A

20

10

-4 -

-2

0
d

12

Figura 5.22 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:4 - teste de independéncia de
malha.

A malha utilizada para as simulagdes esta ilustradas na Figura 5.23. Para obter resultados
mais precisos para zonas de estagnacdo e formacdo do vortice, a malha € adtamente refinada

préxima a expansédo, Figura 5.24.

Figura5.23 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:4 - malha selecionada, com
15.825 elementos Q1/Q1 e 16.336 pontos nodais.



63

Figura 5.24 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:4 - detalhe da malha
selecionada, com 15.825 elementos QL/Q1 e 16.336 pontos hodais.

Nas préximas figuras sdo apresentados resultados, encontrados para razéo de aspecto 1:4,
da variagdo na dindmica do escoamento, ao longo do dominio da expansdo, com relacdo a
influéncia do nimero de Herschel-Bulkley e indice de comportamento power-law. Para tal, séo
apresentados os resultados do campo de tensdo de cisalhamento ao longo de toda a expanséo.
Tendo em vista que os campos de tensdo de cisalhamento de tensdo ja foram investigados e
analisados fisicamente para 0 mesmo escoamento, sujeito a uma razéo de aspecto 1:2 (Figs. 5.10
- 5.15) seréd dado énfase nos resultados apresentados a seguir apenas na influéncia da variacéo de
razéo de aspecto tem sobre a dindmica do escoamento estudado.

Apresenta-se na Figura 5.25 & iso-regides do campo de tensdo de cisalhamento - para
nimero de Reynolds desprezivel, indice de consisténcia, K=1 Pa.s', parametro regularizador de
Papanastasiou, a=10°, expoente power -law, n=0,37 e nimero de Herschel-Bulkley variando de
Hb=0 a 100 (Fig. 5.25(a)-Fig. 5.25(f)) - obtidas pela aproximacdo GLS (Eq.(4.15)-(4.20)) do
problema forte definido pelas Egs.(4.5). Verifica-se nesta figura que o aumento da razéo de
aspecto aumentou as dimensdes das zonas rigidas do escoamento. Isto acontece devido a razéo
de aspecto 1:4 estar sujeita a menores taxas de deformacéo e, consequentemente, menores

tensdes de cisalhamento.
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(b)

-5 0 5 10 15
Figura5.25 Escoamento através de uma expansio axissimétrica 1:4 - iso-regifes det, para
n=0,37, K=1 Pas" e a=10% (a) Hb=0,1, (b) Hb=1, (c) Hb=10, (d) Hb=20, (€) Hb=50 e
(f) Hb=100.

(f)

As influéncias, simultaneamente, do indice power-law e do nimero de Herschel-Bulkley,

na quina da expansdo sdo ilustradas com maiores detal hes através das Figuras5.26 € 5.27, paraa
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razéo de aspecto 1:4. Realizouse uma comparacdo do comportamento da dinamica do
escoamento no canto da expansdo, utilizando-se indices power-law igual a n=0,8 (Fig. 5.26) e
n=0,37 (Fig. 5.27), para a=10% ndmero de Reynolds desprezivel e nimero Herschel-Bulkley
variando de Hb=0 a Hb=0,1. Conforme se observa na comparagao das Figuras 5.26 e 5.27 com

as Figuras 5.12 e 5.13, respectivamente a resposta a influéncia da variacdo de Hb é mais
pronunciada para a razéo de aspecto 1:4.
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Figura5.26 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1.4 — influéncias da
pseudoplasticidade e do niimero de Hb na quina da expansdo, n=0,8 e a=10%(a) Hb=0, (b)
Hb=0,005, (c) Hb=0,01, (d) Hb=0,05, (€) Hb=0,1 e (f) Hb=1.
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0 1 2 . 0 1 2(f)
Figura 5.27 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1.4 — influéncias da
pseudopl asticidade e do nimero de Hb na quina da expansdo, n=0,37 e a=10°: (a) Hb=0, (b)
Hb=0,005, (c) Hb=0,01, (d) Hb=0,05, (€) Hb=0,1 e (f) Hb=1.

Na Figura 5.28 € apresentado uma comparacaéo dos resultados obtidos resta Dissertacéo
com os resultados obtidos por Jay et al.(2001), para 0 caso da expansdo 1:4 axissimétrica
abrupta, para o indice de comportamento, n=1, pardmetro regularizador, a=103 indice de
consisténcia K=1 Pas’', nimero de Re desprezivel e Hb=1 e Hb=10 (Fig. 5.28(a) e 5.28(b),
respectivamente). A concordancia nas superficies de plug flow no duto menor e nas superficies
rigidas estagnadas no canto da expansdo foi excelente. Ainda, foi acangada uma boa
concordancia na regido de plug flow no duto de maior didmetro, para a Stuacdo mais
viscoplastica Hb=10 (Fig. 5.28(b)). Para a situacdo menos viscopléstica, Hb=1 (Fig. 5.28(a)), a
concordancia da forma da regido do duto maior € ainda muito boa, apresentando apenas uma
discrepancia na distancia da regido rigida ao plano de expansdo. Vale salientar que Jay et al.
(2001) redlizam suas simulagOes utilizando o software FLUENTE, empregando o modelo de
Herschel-Bulkley regularizado pela equacdo da bi-viscosidade, com o indice de consisténcia,
K=1,5 Pa.d", indice de comportamento, n=1 e uma malhacom 7.123 pontos nodais.
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Figura 5.28 Escoamento através de uma expansdo axissimeétrica 1:4 — comparacdo com 0s
resultados obtidos por Jay et al. (2001), paran=1 e a=10% (a) Hb=1, (b) Hb=10.

Na Figura 5.29 sdo apresentadas as queda de pressdo adimensionalizadas, dadas pela
Eq.(5.4) ao longo da expansdo 1:4. Verificaramse os coeficientes de pressdo ao longo da linha
de simetria, para nimero de Reynolds desprezivel, coeficiente power-law, n=0,37, indice de
consisténcia, K=1 Pa.s' e nimero de Herschel-Bulkley variando, Hb=0-100, em escala semi
logoritma fig. 5.29). Tendo em vista o vaor do coeficiente power-law escolhido ser baixo
(n=0,37), constata-se que tanto o comportamento como os niveis das quedas de pressdo para a

razéo de aspecto 1:4 sdo similares aos apresentados na Figura 5.16, para razéo de aspecto 1:2.
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Figura 5.29 Escoamento através de uma expansdo axissimétrica 1:4 — queda de pressdo
adimensionalizada ao longo da linha de simetria, para Re=0, K=1 Pa.s", n=0,37 e 15.825
elementos Q1/Q1.

Nas Figuras 5.30 e 5.31 s&o apresentados os perfis de velocidade axial admensionalizada
(u*=up/up) versus r*=2x,/Dy - no plano da expansdo em x;=0 (Fig. 5.30) e uma regido
desenvolvida ajusante da expansao em x1=10 (Fig. 5.31), para nimero de Reynolds desprezivel,
coeficiente power-law, n=0,37, indice de consisténcia, K=1 Pa.s", e nimero de Herschel-Bulkley
variando de Hb=0-100. Observa-se na Figura 5.31, primeiramente que as velocidades médias de
todos os perfis investigados sGo menores se comparadas aos perfis da Figura 5.18, para a razéo
de aspecto 1:2. Em seguida, e talvez a observacdo mais interessante, observa-se que o perfil para
Hb=1 apresenta um regido de plug flow maior que o perfil correspondente da Figura 5.18,
indicando assim, que o0 aumento da razéo de aspecto aumento as dimensdes das zonas rigidas do
duto. Finalmente, observa-se que as oscilagdes nas borda das camadas limites, para as situagtes
mais viscoplasticas Hb=20-100 foram atenuadas com o aumento da raz&o de aspecto.

Ja para o perfil tomado no plano da expansdo Figura 5.30 apresenta quase nenhuma
diferenca aos perfis da Figura 5.17 para razéo de aspecto 1:2, pois sualocalizagcdo é muito pouco
afetada pela ateracéo de razéo de aspecto do canal.
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Figura 5.30 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:4 — velocidades axiais no
plano de expansio, para Re=0, K=1 Pa.s", n=0,37 e 15.825 elementos Q1/Q1.
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Figura 5.31 Escoamento através de uma expansao axissimétrica 1:4 — velocidades axiais para
x1=10, paran=0,37, Re=0, K=1 Pa.s" e 15.825 elementos Q1/Q1.
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Finalmente, a Figura 5.32, tém como objetivo analisar conjuntamente as variagOes que a
raz8o de aspecto pode ter sobre escoamentos de fluidos de Herschel-Bulkley através de
expansdes axissimeétricas abruptas. Para isso, sera analisada a queda de pressdo ao longo do eixo
de simetria das expansdes de raz&o de aspecto 1:2 e 1:4. Com o auxilio daFigura5.32, analisa-se
a queda de pressdo, obtido através do nimero de Euler EQ.(5.4), a0 longo do eixo de simetria,
para expansdoes de razdo de aspecto 1:2 e 1:4, coeficiente power-law, n=0,37, indice de
consisténcia, K=1 Pa.s", com Re desprezivel, para valor de Hb=10, ssimulando um fluido com
alta tensdo limite de escoamento. Como uma primeira observacao (Fig. 5.32), verificase a queda
linear do coeficiente de pressédo a montante do degrau, seguida de uma depressao na regido das
expansdes. Posteriormente, a jusante das expansdes ocorre a recuperacdo da pressdo quando a
velocidade se estabiliza em um perfil mais lento, 0 escoamento volta a ser desenvolvido e a
gueda do coeficiente de pressdo volta a ser linear. Devido, a maior formacgéo de regibes de
movimento de corpo rigido para razdo de aspecto 1:4, seus niveis de pressao no duto de maior

didmetro e mais elevado— conforme vem sendo observado nas figuras anteriores.
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Figura 5.32 Comparagéo entre a queda de pressdo ao longo da linha de simetriadas para
expansdes de razéo de aspecto 1:2 e 1.4, Hb=10, para Re desprezivel e n=0,37.
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6. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esta Dissertacdo objetivou a aproximacdo numérica, via metodologia de elementos finitos
de Galerkin Minimos-Quadrados, de escoamentos isocéricos de um fluido de Herschel-Bulkley
através de expansies axissimétrica abruptas.

O Capitulo 1 desta Dissertagdo introduziu os principios das egquacOes bésicas da
Mecanica dos Fluidos, a diferenciacéo do comportamento de um fluido Newtoniano de um néo-
Newtoniano, os principios da aproximacao de elementos finitos, suas dificuldades quando da
aproximacdo de problemas de escoamentos de fluidos, a alternativa abo método classico de
Galerkin, empregada nesta Dissertacdo — a metodologia de Galerkin minimos-quadrados (GLS) -
e, por fim, uma revisdo de aguns artigos de interesse sobre a aproximagdo numerica de
escoamentos de fluidos viscoplasticos.

No Capitulo 2 sdo introduzidas as equactes de conservacdo de massa e momentum, as
guais formam o modelo mecanico a ser utilizado nesta Dissertacdo. Inicialmente, essas equactes
s80 expressas em termos de fluxo de massa e momentum, gerando, assim, as equagOes da
continuidade e movimento, respectivamente. Em seguida, com o acoplamento do tensor tenséo
com a cinemética do escoamento através do tensor taxa de deformacdo, as equacbes de
conservacao sao rescritas em fungdo das variaveis primais usuais para escoamentos iSocoricos
Newtonianos, a saber, velocidade e presséo.

No Capitulo 3, destinado ao comportamento material dos fluidos puramente viscosos, €
analisada a relagdo do tensor tensdo com o tensor taxa de deformag&o para os chamados fluidos
Newtonianos generalizados. Estes modelos empiricos, através da generalizagdo da viscosidade
Newtoniana de modo a permitir que a viscosidade do fluido passe a depender da taxa de
cisalhamento, criam, assm, o conceito de viscosidade aparente. Por fim, sdo introduzidas
correlagdes empiricas para a funcdo viscosidade aparente: a funcéo viscosidade power-law de
Ostwald de Waele, a funcéo de viscosidade de Ellis, a fungdo de viscosidade de Bingham, o
modelo de Herschel-Bulkley e a funcéo viscosidade de Herschel-Bulkley Regularizado pela
Equacdo de Papanastasiou— a ser utilizada nos testes numéricos desta Dissertacéo.

No Capitulo 4, a aproximacdo numérica do modelo mecanico introduzidos nos Capitulo 2
e Capitulo 3, é redlizada através da utilizacdo do método de Galerkin minimos-quadrados (GLS).
A partir da definicdo dos sub-espacos de elementos finitos do campo de velocidade e pressio,
introduz-se a formulagdo GLS através da adicdo a formulacdo de Galerkin cléssica, de termos

estabilizados, fungdes do comprimento de malha empregado. Por serem introduzidos na forma
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residual, a solucéo exata - ou solucdes aproximadas obtidas a partir de malhas muito refinadas —
anula estes termos, deixando, assm, a formulacdo GLS consistente. Por fim, foram realizados
alguns testes computacionais do problema da cavidade forcada para 0 escoamento ndo-inercial
de um fluido Newtoniano, com a finalidade de demonstrar as dificuldades que o método de
Galerkin classico enfrenta na aproximagao de escoamentos de fluidos, como também da melhora
de sua estabilidade introduzida pelos termos minimos quadrados acrescentados a formulacéo de
Gaerkin minimos-quadrados.

O Capitulo 5 é dedicado a analise dos resultados numéricos obtidos nesta Dissertacéo.
Iniciamente, a implementacdo da formulagdo A_S é validada para o problema do degrau de
expansdo, com o comprimento de recolamento da recirculacdo e os perfis de velocidades
horizontais, u;, adimensionalizadas em relagdo a velocidade de entrada, obtidos em trés
diferentes secOes a jusante do degrau, apresentando Otima concordancia com a literatura. Em
seguida, sd0 redlizadas as aproximacfes GLS dos escoamentos isocoricos de um fluido
viscoplasticos de Herschel-Bulkley através de expansdes axissimétricas abruptas de razéo de
aspecto 1:2 e 1:4. Os resultados na dinamicado escoamento, com relacdo a influéncia do nimero
de Herschel-Bulkley, indice de comportamento power-law e razéo de aspecto para os campos de
tensdo de cisahamento, pressdo e velocidade ao longo de toda a expansdo mostrando-se

fisicamente redlistas e concordantes com aliteratura.

6.1 COMENTARIOS FINAIS

Sobre os comentarios tecidos no Capitulo 5, podem:se destacar 0s seguintes topicos:

A formulacéo de GLS se mostrou bastante estavel tanto na aproximagéo de escoamentos
de fluidos ndo-Newtonianos viscoplasticos, caracterizado pela dependéncia da
viscosidade em relacdo a taxa de cisalhamento e pela tensdo limite de escoamento,
guanto na aproximacdo de escoamentos de fluidos Newtonianos.

Considerando-se os resultados obtidos na aproximacdo de escoamentos de fluidos
Newtonianos, verificou-se que os resultados obtidos nessa Dissertagdo possuem uma boa
concordancia com os resultados encontrados na literatura, tanto para o valor da distancia
de recolamento, como para os perfis de velocidade horizontais maximas e minimas

Para 0 mesmo indice de comportamento, ou indice power-law, as zonas rigidas se

apresentaram maiores para fluidos com tensdo limite de escoamento mais elevada.
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Para 0 mesmo numero de Herschel-Bulkley, os fluidos mais pseudopléasticos
apresentaram zonas rigidas menores.

Os fluidos mais viscopl &sticos causam quedas de pressdo mais acentuada, devido a maior
formacdo de regides de movimento de corpo rigido, ou plug flow.

O campo de pressdo obtido confirmou que os comprimentos dos dutos de maior e menor
diémetro foram suficientes para desenvolver hidrodinamicamente o escoamento.

Os fluidos mais pseudoplasticos causam menores quedas de pressdo devido a pequena
formag&o de regides de movimento de corpo rigido, ou plug flow.

Os niveis das quedas de pressdo ao longo da expansao diminuem, sensivelmente, com o
aumento da pseudoplasticidade do fluido, visto que a perda de carga do escoamento
diminui paraum Hb fixo e adiminuicdo de n.

O campo de velocidades no plano e em uma regido desenvolvida a jusante da expanséo,
paraum n fixo, foi fortemente influenciado pelo aumento de Hb, causando severas
camadas limites de velocidade préximo as paredes da expansao.

Para o mesmo numero de Herschel-Bulkley e indice de comportamento, ou expoente
power-law, a resposta a influéncia da formacao de zonas rigidas, em relacdo a variacdo

da raz&o de aspecto, mostraram-se mais pronunciada para a razéo de aspecto 1:4.

6.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

Como perspectivas futuras para a continuagdo das simulagdes e andlises desenvolvidas
nesta Dissertacdo, poder-se-ia propor:

introduzir o termo de inércia nas simulagdes dessa Dissertacao;

calcular o coeficiente de perda de carga localizada devido a expanséo;

realizar ssimulagdes Multicampos GLS nos campos de tensdo de cisalhamento, presséo e

velocidade, t -p-u;

introduzir técnicas de shock-capture para eliminar as oscilages localizadas (Overshoot

ou undershoot) apresentando nas bordas das camada limites

visualizagdo do escoamento através da iluminacdo a laser de uma expansdo 1:4 de

acrilico, através da qual escoa uma solugdo aguosa diluida de Carbopol, visando a

validacdo experimental dos resultados.
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