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Resumo

Nesse trabalho, demonstramos o seguinte resultado.

Teorema. Dados H >0 ey C P := 0R3 wma curva suave fechada e bordo
de um dominio limitado. Seja M uma superficie compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R3 tal que v = OM e denote por k e
ky as curvaturas geodésicas de v em P e em M respectivamente. Entio a

destgualdade
5\ 2
H < min |k[{/1 — max (?g)

vale se e somente se M estd contida numa esfera ou em P.




Abstract

In this work we prove the following result.

Theorem. Given H > 0 andy C P := 0R3 a closed smooth curve, boundary
of a domain, let be M a compact embedded surface of constant mean curvature
H in R3 such as v = OM. Then the inequality

5\ 2
H < min |k| 1—max(?g>

holds if and only if M is a cap sphere or a domain in P, where k and kg are
the geodesic curvatures of v in P and on the surface M, respectively.
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Introducao

F. Brito, R. Earp, W. Meeks e H. Rosenberg, em [2], apresentaram a con-
jectura que se M é uma superficie de curvatura média constante mergulhada
em {z > 0} C R?, cuja fronteira é uma curva convexa no plano z = 0, entao
M tem genus zero.

A. Ros e H. Rosenberg, em [10], com as mesmas hipoteses, provaram a
existéncia de um valor O(min k; max k) dependendo apenas dos valores ex-
tremos da curvatura, mink e maxk, tal que se H < O(min k; max k), entao
a conjectura é verdadeira. Até o presente momento nao foi obtida nenhuma
formula explicita de O(min k; max k).

P. A. Hinojosa, em [7], com as mesmas hipdteses, provou que se M é
ortogonal ao plano z = 0 entao M é uma hemisfera de raio ﬁ

Esta dissertagdo é baseada em [9] e tem por objetivo aplicar alguns re-
sultados fundamentais da Geometria Diferencial e da teoria das Equacoes
Diferenciais Parciais Elipticas, como o Método da Reflexao de Alexandrov,
o Principio do Maximo e o Método de Perron na demonstragao do seguinte
teorema.

Teorema. Dados H >0 ey C P := dR3 wma curva suave fechada e bordo
de um dominio limitado. Seja M uma superficie compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R3 tal que v = OM e denote por k e
ky as curvaturas geodésicas de v em P e em M respectivamente. Entao a

desigualdade
5\ 2
H < min |k[{/1 — max (Zg)

vale se e somente se M estd contida numa esfera ou em P.

Observe que o Teorema nao da uma férmula para O(min k; max k), uma
vez que a curvatura geodésica k, depende também da superficie M.

Vale mencionar também o exemplo do semi-cilindro circular de CMC
H > 0 ortogonal & P e interceptando P num circulo 7. Em cima da curva v

vale que
1,1 . ko \?
H—ik—§m1n|k|\/1—max(?) .




Isso mostra que a hipotese de compacta nao poderia ser substituida por
completa, por exemplo, e que existem superficies de CMC que satisfazem a
desigualdade sem que essas sejam calotas esféricas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Definicoes

Definigao 1.1 (Dominio Suave). Q C R? ¢ um dominio suave se {2 é um
aberto limitado conexo cuja fronteira 02 é uma variedade unidimensional de
classe C* mergulhada em R2.

Nesse trabalho, a menos que se avise o contrario, {2 é sempre um dominio
suave do R2.

Definigao 1.2 (Curvatura Geodésica de uma curva). Seja S C R® uma
superficie regular, orientével e orientada por um campo normal unitério N :
S — R3 e I C R um intervalo. Seja ~ : I — S uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco. Definimos a sua curvatura geodésica em s € I como

kg(s) = (7"(5), N(7()) A7 (s)).

No caso em que S é o plano z = 0, usaremos a notacao k(s) no lugar de
ky(s).

Definicao 1.3 (Classes de Hélder). u : © — R ¢ dita Hélder continua com
expoente a € (0,1) em  se

x,?fﬂ ‘l’ - y‘a
T#y

E, Ck(Q) := {u € C*(Q)] as derivadas de ordem k de u sao Holder continuas
em ) com expoente « em 2}.



1.2 Alguns Fatos e Resultados Importantes

Seja H > 0. O problema de Dirichlet para equagao das superficies de curva-
tura média constante H em um dominio suave Q do R? e p € C?%(99Q) ¢ o
problema de existéncia e unicidade de solugoes do sistema:

Qu(u) = div (L) +2H =0, u € 0?*(Q)

ViVl (1.1)

Ul = P,

onde V e div sdo o gradiente e o divergente usuais do R2.
Como observagiao, convém mencionar que se u € C**(Q) ¢ solugao de
(1.1), entao o grafico S de u, a saber,

S ={(z,y,uz,y)); (x,y) € Q},

é uma superficie de curvatura média constante H do R3 com relacao ao vetor
normal N satisfazendo (NN, (0,0,1)) < 0.

Lema 1.1. Dados u,v € C*(Q) ep € 99, se u(p) =v(p) =0, e 0 < u < v,
entao
[Vu(p)| < [Vu(p)]-

Prova: Seja n o vetor unitario normal a 9€) em p apontando para o interior
de Q. Seja a um vetor unitario tal que (a,n) > 0 e seja v : [0,1) — Q tal que
v(0) =p e/ (07) = a. Dado € > 0 existe 0 < 0 <[ tal que V t € (0,0),

u(y(t)) — u(p) < v(y(t) — v(p)

0<
t t

< [Vu(p) +,

de modo que

< [Vo(p)| + e

u(v(t)) — u(p) ‘

Fazendo t — 0, obtemos
(Vu(p),a) < |Vu(p)| + e

Logo, (Vu(p),a) < |Vu(p)|, e o resultado segue. O

Teorema 1.1 (Principio da Comparagao). Se u,v € C*(Q) N C°(Q) satisfa-
zem Qg(u) =20, Qg(v) <0 em Q e ulag = v|sa entdo u = v em .

Teorema 1.2. Seja 2 um dominio suave, limitado do R?, e seja p € C**(99).
Suponha que exista M tal que, se u € C*%(Q) uma solucdo de Qi = 0 em
Q com ulgq = ¢, entao

sup |Vu| < M.

o9

Entao o problema de Dirichlet (1.1) tem uma e somente uma solug¢ao.



Teorema 1.3 (Principio da Tangéncia). Sejam Sy, Sy C R3 superficies de
curvatura média constante, p € S1 NSy um ponto de tangéncia entre Sy e Sy
(1,51 = T,52) e Ny, Ny campos unitdrios e normais a Sy e Sy respectivamen-
te e tais que N1(p) = Na(p). Suponha que Sy e Sy tenham curvaturas médias
H, e Hy > 0 respectivamente, com relagdo aos campos N1 e No. Suponha que
Sy esteja acima de S1 em uma vizinhanga de p com relagdo ao vetor normal
Ni(p). Entao Hy > Hy e vale Hy = Hy se, e somente se, existem vizinhang¢as
Uy e Uy dep em Sy e Sy, respectivamente, tais que Uy = Usy. Além disso, se
Sy e Sy sao conexas, Hy = Hy e completas (ou, completas até o bordo e com
o mesmo bordo) entdo S = Sj.

Uma observagao pertinente ao Teorema 1.3 é que o ponto de intersecc¢ao
das superficies S; e Sy pode ser um ponto do bordo das superficies.

Finalmente observamos que estes teoremas decorrem dos métodos e re-
sultados gerais de [5]. Demonstragoes particulares para o caso do operador
de curvatura média constante podem ser vistas em [1].

1.3 O Método da Reflexao de Alexandrov

Usamos o seguinte fato da topologia das superficies.

Teorema 1.4 (Jordan-Brouwer). Se S é uma superficie conexa, compacta
mergulhada em R? entao S divide o R® em duas componentes conexas.

Esse resultado faz parte de um resultado mais geral da Topologia Al-
gébrica que leva o mesmo nome. A demonstracao do caso em questao esté
disponivel em [6].

No resto dessa secao, S sempre sera uma superficie conexa, compacta
mergulhada em R® e V C R? ¢ a componente conexa limitada de R3\ S.

Lema 1.2. Se S ¢ uma superficie compacta, mergulhada em R? que possui
planos de simetria em todas as direcoes do R? entao S € uma esfera.

Demonstragao: Sejam P;, P, e P; planos de simetria de S mutuamente
ortogonais e seja ¢ o seu unico ponto de interseccao. Mostraremos que S é
invariante por qualquer rotagao em q.

Seja P um outro plano de simetria de S. E claro que ¢ € P, caso contrério,
dado u € S e uma composicao de reflexoes pelos planos Py, P, e P; podemos
obter, através das sucessivas imagens de u pontos arbitrariamente distantes
de ¢, contrariando a hipotese de compaticidade de S.

Assim S é invariante por reflexdes em qualquer plano contendo ¢, de onde
segue a afirmagao, logo que qualquer rotagao pode ser obtida pela composigao
de tais reflexoes. n



Teorema 1.5 (Alexandrov). Seja S uma superficie conexa, compacta mer-
gulhada em R? e de curvatura média constante. Entio S ¢ uma esfera.

Demonstragao: Apresentamos aqui a idéia fundamental utilizada por Alexan-
drov. Maiores detalhes da prova podem ser vistas em [8], capitulo VII.

Vamos mostrar que S tem um plano de simetria em qualquer dire¢cao do
espac¢o. Sejam P um plano qualquer e n o vetor normal a P. Dado t € R,
seja T} : P — R? a translacao dada por

Ti(p) = p+ tn.

Definimos os planos P, paralelos a P como a imagem de P por T;. Sejam V"
e V,~ os fechos das componentes conexas de R? \ P; tal que n aponta para
Vi SH=V"NS, S, =V, NS eS; areflexdo de S; em torno de P;.

Assim, tomando o = inf{t € R; P, NS # &} temos que P, = Tp,nsS €
S C V;F. Seja
to =sup{t > a;S; CV.Va <b <t}

E claro que t, < oo, pois S é compacta. Mostremos que Py, ¢ um plano
de simetria de S.

Observe que S} e S;g sao superficies com mesmo bordo, ou seja, 957 =
dS;, com S; de um mesmo lado de S;. Além disso, ou Sj, e S; se tangen-
ciam em um ponto do interior ou no bordo (na verdade isto vale para uma
escolha genérica de P, o que é suficiente para a prova; veja se¢ao 3, capitulo
VII de [8]). Em qualquer dos casos podemos aplicar o Principio da Tangéncia
para concluir que Sf = S;g, ou seja, P, ¢ um plano de simetria de S.

O

A técnica usada na demonstra¢ao acima é dita método (da reflexao) de
Alexandrov e sera utilizado no capitulo 2 da dissertacao.

1.4 O Método de Perron

Parte dos argumentos que utilizaremos na prova do Teorema 2.1 é baseado
na existéncia de solucoes para o Problema de Dirichlet de classe C? em Q e de



classe C% em Q. Para garantir a existéncia de solucoes, neste caso, aplicamos
o método de Perron, explicado no que segue.

Definigao 1.4 (Super-subsolugoes). Uma funcao s € CY(Q) é uma super-
solugdo (subsolugao) de Qp se, dado qualquer subdominio D CC €, se v €
C*(D)NC°(D) satisfaz Qp(v) =0 em D e v|op < slap (v]ap = s|op), entdo
v < sp (v=sp).

Uma candidata a solucao do problema 1.1 ¢ a funcdo u :  — R dada por
u(x) = sup{v(z)| v € C°(Q) é uma subsolugao de 1.1 e vpo < p}. (1.2)

Vamos provar que u esta bem definida se supormos que ) est& contida
em um disco de raio 1/H (se H = 0 essa suposi¢ao é desnecessaria).

Suponha inicialmente o caso H = 0. Note que u esta bem definida, no
sentido que, toda funcao constante é solucao de Qi = 0. Assim, tem-se que
qualquer subsolugao v com v|gn < ¢ satisfaz v < K = max ¢, isto é, u < K.
Além disso, o conjunto das subsolu¢oes menores ou iguais a ¢ no bordo é
nao vazio (um exemplo ¢ v(z) = min ).

Suponha agora que H > 0. Sendo D um disco de raio 1/H contendo 2,
seja w € C?(D)NC°(D) a fungdo ndo negativa cujo grafico ¢ uma semi-esfera
de raio 1/H, w satisfaz que Qu(w) = 0 e w|gpp = 0. Primeiro observemos
que

w=w+ 1aan ®

é uma subsolucao de g, o que decorre do Teorema 1.1, uma vez que
Qu(w) =0 e w|pp = inf ¢. Por outro lado, pondo

W= w +sup g
1)

decorre que w é uma supersolucao de Qg em €2, o que decorre novamente do
Teorema 1.1. Portanto, se v é uma subsolugao de Qg em 2 com v|sq = ¢,
entao v < w.

Pode-se provar (ver Teorema 4.1 em [4]) que u € C?(Q) e que Qx(u) = 0,
se as seguintes condig¢oes forem satisfeitas:

a) (solubilidade local) dado z € €, existe um aberto U C Q com z € U
tal que dada o € C°(9U), existe uma solugdao v € C*(U) N C(U) de
Qg =0em U tal que vlgy = o

b) (compacidade de seqiiéncias de solugoes) se v, € C?(U) é uma seqiién-
cia de solugoes de @y = 0 em U uniformemente limitada, entao existe
uma subseqiiéncia de v, convergindo uniformemente em compactos de
U a uma solugao u € C?*(U) de Qg = 0.



Definicao 1.5. Sejam o :  — R uma subsolucdo de Qy em 2, z € Q e
U, cC Q (U, C Q) uma vizinhan¢a que contenha z como em a). Entdo
existe uma solugdo v, , € C%(U,) N C°(U,) de Qy = 0 em U, satisfazendo
Us.olou, = 0. Definimos em € o levantamento de ¢ (em U,) por

covw =1 i Ly Eain,

Repare que 0 < L(0,U,) em () e que essa opera¢ao estd bem definida pela
unicidade da solugao v, ,, 0 que decorre do Teorema da Comparacao 1.1.

Lema 1.3. Sejam o : Q — R uma subsolucio de Qg em Q, © € Q e
U, CC Q uma vizinhan¢a que contenha x como em a). Entio L(o,U,) €
uma subsolugdo de Qg em 2.

Demonstragao: Seja W CC 2 um aberto e seja w uma solugao de Qg = 0
em W satisfazendo L(o,U,) < w em OW.

Observe que da construcao de w, segue imediatamente que o < w em
oW, pois 0 < L(o,U,) em Q.

Em W\U,, L(0,U,) = o é uma subsoluc¢ao de @y em (). Pela observagao
anterior temos que 0 < w em W e portanto L(o,U,) =0 < w em W\U,.

Por outro lado, em W NU,, L(o,U,) e w sao duas solugbes de Q@ =0 e
segue pelo Teorema 1.1 que L(o,U,) < w.

Portanto, L£(o,U,) < w em W e sendo W arbitrario, segue que L(o,U,)
é subsolucao de Qg = 0 em (). ]

Teorema 1.6. Se a) e b) sao satisfeitas e u € a funcao definida em 1.2,
entao u € C*() e Qu(u) = 0.

Demonstragao: Seja z € . Por definigao de u, existe uma seqiiéncia {v, }
de subsolucoes tal que
lim v,(x) = u(z).

n—oo

Note que, dado n,

Un(y) < K =maxep, VyeQ

ja que pelo Teorema 1.1, w(z) = K é uma supersolugao. Logo {v,} é uni-
formemente limitada.

Seja agora U, CC () uma vizinhanga de = tal como em a) e defina a
seqiiéncia L(v,, U,) pelo levantamento de v, em U, como na Defini¢ao 1.5.
Por construgao, temos que L(v,, U, ) é solugao de Qg = 0 em U, Vn e por b)



{L(v,,U,)} contém uma subseqiiéncia {L(vy,,,U;)} convergindo uniforme-
mente em compactos de U, a uma solugio u* € C?(U,) de Qy = 0.

Usando o Lema 1.3 temos que Vn, L(v,,U,) é uma subsolugdo, entao
podemos afirmar que v* < u em U, e u*(z) = u(x).

Por absurdo, suponha que Jy € U, tal que u*(y) < u(y). Nesse caso,
existe uma seqiiéncia de subsolugoes convergindo em y a u(y), e existe uma
subsolugao @ tal que u*(y) < @(y). Isso nos permite definir a seqiiéncia
{wy, = max{v,,,u}} e a seqiiéncia formada por seu levantamento em U,,
L(wy,U,). Assim, por b) existe uma subseqiiéncia L(wy,,U,) convergindo
uniformemente em compactos de U, a uma solugao w € C*(U,) de Qg = 0
tal que v* < w < uwem U, e u*(z) = w(x) = u(x).

Pelo Teorema da Comparacao 1.1, devemos ter que u* = w em U,, o que
entre em contradigao com a definicao de u. Portanto u* = v em U, e u é
solucao de Qg = 0 em U,. Como U, é uma vizinhanga arbitraria de x, segue
que u € C?*(Q) é solugao de Q = 0 em €.

O

Contudo, as condi¢oes a) e b) nao sao suficientes para garantir que u €
C%(Q) N C°Q) e que u|sg = ¢. Para isso, utiliza-se da técnica de barreiras.
Seja p € 9Q. Dizemos que ¢ € C°(00Q) é regular em p (ou que ¢ admite
barreiras em p) se existem super e subsolugdes S, s, € C°(Q) tais que

Sp S P < Sp

em 0f) e
sp(p) = ©(p) = Sp(p)-

Cada s,, S, ¢ dita uma barreira para ¢ (relativa a Q) em p. Temos entao:
Lema 1.4. Se ¢ € reqular e se u € C°(Q) € dada por (1.2) entio u € C°(Q)
e ulga = p.
Demonstracao: Dado p € 09, seja {z,} C ) uma seqtiéncia convergindo
a p. Como ¢ é regular, existem S, s, € C°(Q) tais que

Sp S ¢ < Sp
em 0f). Restringindo-se estas desigualdades a seqiiéncia x,, vem que

$p(Tn) < u(wy) < Sp(an).

Como
lim sy(z,) = lim Sy(z,) = ¢(p)

n—oo
segue que existe o limite de u(x,) quando n — oo e, além disso,

lim u(z,) = ¢(p).

n—oo

Portanto podemos definir u(p) de forma continua em Q e u = ¢ em 0,
terminando o lema. O



As condigoes a) e b) sdo sempre satisfeitas decorrendo a) do conhecido
Teorema de James Serrin (veja Teorema 16.11 de [5]) e b) do Teorema 16.6
de [5].

Com isso, temos o seguinte:

Teorema 1.7. Sejam Q um dominio limitado de classe C° em R?, ¢ €
C°0) e H > 0. Suponha que, para Qg, ¢ seja regular em p, Vp € 0S.
Entio u dada por (1.2) satisfaz u € C*(Q) N C°Q), Q(u) = 0 em Q e
uloq = .

O teorema acima é o Método de Perron aplicado ao operador Q.

10



Capitulo 2

O Teorema

Teorema 2.1. Dados H > 0 e v C P := IR wma curva suave fechada e
bordo de um dominio limitado. Seja M uma superficie compacta de curvatura
média constante H mergulhada em R tal que v = OM e denote por k e
ks as curvaturas geodésicas de v em P e em M respectivamente. Entao a

desigualdade
5\ 2
H < min |k[{/1 — max (?g) (2.1)

vale se e somente se M estd contida numa esfera ou em P.

Com relagao a este teorema, observe que

]ﬂ 2
0<(-2) <1

uma vez que, dado um campo normal unitario N : M — R3, em cada ponto

de v vale que
k> — k; = k*(N,n)?

onde n é normal a curva. Logo,
kg(l - <N7 n>2) = k§7

isto é,

2.1 Prova

Considere inicialmente o caso H = 0. A desigualdade (2.1) é trivialmente
verdadeira, de modo que basta mostrar que M C P.

Se M N{z = ¢} # & para algum ¢ > 0 entdo existe um plano 7, hori-
zontal e distinto de z = 0, tangente a M, estando M totalmente contido na

11



componente conexa de R*\ 7 que contém P ao mesmo tempo que M C 7
pelo Principio da Tangéncia, o que é um absurdo.

Suponha agora H > 0.

Demonstremos a volta do teorema.

Dado S, uma esfera de raio 1/H e centro (xg,yo, 20), sem perda de ge-
neralidade, considere o circulo C', de raio r, dado pela interseccao de S com
um plano z = constante. A relacao das curvaturas k e kg, em C, nos da que

2 2 12 2
k* — k;g = k*(N,n)
onde N denota a normal interior da esfera e n normal ao circulo.

Isto é, se 6 é o angulo interno entre n e N, entao

1
k*(N,n)? = k*cos® ) = — cos? 0,
r

onde r = % cos 8 e finalmente

K — k2 = H?,

m(_g):m.

Como em cada circulo C, k e k, sao constantes,

2\ 2
min | k| 1—max<z‘g> =H.

Demonstremos a implicacao contréria agora.
Seja €2 C P o dominio limitado por 7.

ou ainda,

Af.: Existe u: Q — RT tal que G* = {(z,u(z))|z € Q} € uma superficie
de CMC H e 0G* = 7.
Considere o problema de Dirichlet

ulaQ = O

(2.2)

Pela desigualdade (2.1) temos imediatamente que mink?* > H? > 0.
Decorre dai que, em particular, v ¢ uma curva convexa. Vamos supor 7y
orientada de tal forma que

n(s) =7'(s) AN(7(s))

seja o vetor normal interior de v = 992 onde N(v(s)) = (0,0,1). Dai vem
que k> H > 0.

12



Considere a seguir, o caso mink > H.

Dado p € 09 existe um circulo, em P, de centro (xg, 4o, 0) e raio 1/(min k),
passando por p, tal que a regiao C, limitada pelo circulo contém €2. Tome a
esfera de raio 1/H

(x—20)” + (y —90)* + (2 — 20)* = 1/H?

tal que
(= 20)* + (y — y0)* = 1/(min k)

e zg < 0 satisfaz
2z =1/H? —1/(mink)>

Podemos obter entdo uma fun¢ao ndo-negativa v, € C*°(C)) tal que seu
grafico é uma calota esférica de bordo 9C, e CMC H, dada explicitamente
por:

vp(2,y) = 20 + \/1/]'—’2 — (v —20)? — (y — vo)*

Dai
-1

V) = = =)

2(35—3?0,19—?/0)

(r —20)* + (¥ — 0)* H?
|va($7y)|\cp - \/1/[_]2 —(z—m)?— (y — y0)2|0 - \/(mink)Q — 2

Pelo Teorema 1.1 temos que v, domina qualquer solugdo u € C**(2) de
(2.2) e como conseqiiéncia, pelo Lema 1.1, [Vu(p)| < |V, (p)|, isto é,

H?2
Vu(p)| < \/ e P €0 2.3

Segue pelo Teorema 1.2 que existe uma solucdo u € C>(Q) para o problema
2.2. Observe que o Teorema 1.2 nao garantiria a existéncia de uma solucao
caso mink = H.

Consideremos a seguir o caso mink = H.

Observe que, Vp € 99, v, € C*(C,) N C°(C,). Assim, para garantir a
existéncia de uma solugao do problema (2.2), vamos usar o método de Perron
(Teorema 1.7) usando v, e —v, como supersolucao e subsolu¢ao, respectiva-
mente, em cada p € 9). Convém observar também que o método de Perron
nos da uma solucio u € C%(Q) N C°(Q), ou seja, apenas continua em €.

Em resumo, até agora provamos que existe uma solugao u € C?(Q2) N
C%Q) de Qi =0 em Q e ulpg = 0 tal que u € C%(Q) se mink > H.

Seja G a reflexao de G* pelo plano P e considere B := M U G. Entao
B ¢é uma superficie topolégica compacta, mergulhada em R?, sem fronteira,
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diferenciavel em B\y. Denote por N; e N, os vetores normais unitéarios de M e
GG, respectivamente, apontando para o interior de B e seja 6 o angulo interno
entre planos tangentes de M e G num ponto comum de v como mostram as
figuras 2.1 e 2.2.

M int(B)
L g
e
Figura 2.1: Figura 2.2:

Provemos no que segue que M é um grafico sobre {2 ou é uma calota
esférica (ou ambos). Para isso usaremos o Método de Alexandrov, conside-
rando as reflexoes de B nos planos horizontais z = ¢ desde z = cc.

Sejam B, = BN{z > ¢} e B} a reflexdo de B, por z = ¢. Tomando
a = min{s € R; BX C int(B)}, temos que se a < 0 entdo M ¢é um grafico
sobre , donde segue pelo Principio do Méaximo (Teorema 1.1) que M = G*.

Se a > 0, entao, existe p € B N B tal que p ¢ a reflexao de um ponto de
M\ 092. Seguem 3 casos

e se p € M\JQ, entdo M U (BX N {z < 0}) é uma superficie compacta
de CMC H mergulhada em R3, em outras palavras, M pode ser com-
pletada com a sua reflexao a fim de termos uma superficie compacta.
Assim, pelo Teorema de Alexandrov 1.5, M esté contida numa esfera;

e se p € G\0N, entdo G C B e todos os pontos em 0f2 sao reflexao de
algum ponto em M\ 0. Podemos entdo tratar este caso dentro do
seguinte;

e se p € 0f), observamos primeiramente que mink < H. De fato, se
mink = H segue por (2.1) que k;, = 0, (ou seja, v é uma geodésica
de M). Segue que M é ortogonal a P ao longo de 7. Decorre que
T,B. = T,M e, pelo Principio da Tangéncia no bordo 1.3, segue que
z = « € um plano de simetria para M, o que é um absurdo sendo M
ortogonal a P.

Assim temos mink < H. Vamos provar que o angulo interno 6 entre
o plano tangente de M e G em p ¢ 0, ou seja B! e G sao tangentes
em p, de modo que G = B}. Segue que B é uma superficie compacta

de CMC H mergulhada em R? e pelo Teorema de Alexandrov 1.5, B é
uma esfera.
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Note que Vp € 09Q, +'(p) € T,M N T,G. Logo n(p) (a normal de ~
apontando para o interior de {2 em p), N1(p) e Na(p) sdo coplanares, ou mais
precisamente, eles pertencem ao plano normal & curva v em p.

Basta provar que se min k < H entao 6 < m uma vez que por questoes de
regularidade nao podemos ter # < m com p € 9€) sendo p a reflexdo de um
ponto de M\ 0.

Temos que

(Ny,mn) >0, (2.4)

pois M ¢ uma superficie mergulhada em R? tal que M C {z = 0} ¢ uma
curva convexa fechada. B
Do fato que G = {(z,y, —u(z,y)); (x,y) € Q}, temos que

1
Ny=———(Vu+e
? 1+ |Vul|? ( o)
e7
|Vuln = Vu.
Entao, caso (N, e3) < 0 a afirmagao é imediata, pois (Na,e3) > 0 e
\Y%
(Ngyn) = — 4 g (2.5)
V14| Vul?
Suponha entao que (N7, e3) > 0 e mostremos que
<N1an> > <N2,7’L>. (26)
Suponha 7(t) uma parametrizagao pelo comprimento de arco de v. Entéao
n= /="l
e
V= (N1, )N+ (N A )N Ay
Assim,
h/// 2 _ <7//,7//> _ <N1,’}/”>2 + <N1 /\’}/,'}//>2
e
<N1,’7H>2 — |7//|2 _ <N1 /\’}/7’}/”>2 — /{22 _ ]{73
logo,
k2 . kQ k2 k 2
(ol = (1 = S 1= e e ()L 2)
Segue, portanto, direto da hipotese (2.1) que
H2
Ni,n)? > ——. 2.8
(N1, m) (min k)2 (2:8)
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Por outro lado, usando (2.5) e (2.3) obtemos
|Vu| o H

V1+|Vu?  mink

(Na,n) = (2.9)

completando o argumento.

Mostremos, para encerrar, que um grafico satisfazendo a condi¢cao min k& >
H é uma calota esférica.
Como M = G* = {(z,y,u(z,y)); (z,y) € Q}, temos que

1
Ny =——==(Vu-—ce
Vv 5
e?
|Vuln = Vu,

logo,

Vu

<N1,Tl> = | | = <NQ,TL>.

VP
Podemos usar (2.4), (2.8) e (2.9) para obter
H - |Vul
mink ~ V1 [Vul?
Entao no caso de M ser o grafico da funcao u, temos que

\Vul> H* ‘
15 [V = (min )2 = constante < 1;

<N1,7’L> >

= <N2, n)

o que significa que |Vu| e (N, n) sdo constantes ao longo de 9f).

Usando novamente o método de Alexandrov, sejam 7 um vetor em P e p
um plano que tem n como normal. Considerando Pt P+tn as translagoes
de P sejam P+ e Pt os fechos das componentes conexas de R\ P, tal que
7 aponta para P;. E sejam M;" = M N P e M; a reflexdo de M, por P,
Tomando o = min{s € R; M} C int(M UQ)}, dado p € M N M}, temos 2
casos

e se p€ M)\ IR, entdao M, = M’ pelo Principio da Tangéncia,

e sep € 0L, entao em p, temos por construcao que as tangentes ao bordo
de M e M coincidem, ao longo de 7 a binormal (7' An) ¢é fixa, e |Vu|
e (N,n) sdo constantes. Assim, N;,-(p) = Nz (p) e pelo Teorema 1.3

M, = DM:;.
Assim, temos uma simetria vertical em M em qualquer direcao escolhida no
plano P. Segue que M ¢ invariante por um grupo de simetrias rotacionais.
Decorre da descri¢ao dada por C. Delaunay em [3], das superficies de CMC

rotacionais que M é uma calota esférica.
]
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