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• À Profa. Dra. Angela Foerster, pela valiosa orientação e pelos inestimáveis con-
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Resumo

Neste trabalho estudamos a quebra da integrabilidade no modelo fundamental de bósons

com interação de contato em uma dimensão no regime repulsivo. Inicialmente, revi-

samos o caso integrável, onde todas as forças de interação são iguais e o modelo pode

ser exatamente solucionado pelo Ansatz de Bethe. Em seguida, examinamos o caso

não-integrável de diferentes interações entre cada par de átomos através do Ansatz de

Jastrow. Nos concentramos no caso mais simples, onde podemos observar os efeitos da

quebra da integrabilidade, a saber, o problema de três corpos. Usando o Ansatz de Jas-

trow, mostramos os efeitos da quebra da integrabilidade em quantidades mensuráveis,

tais como a energia, funções de correlação, distribuição de momento e fator de estru-

tura. Algumas dessas propriedades exibem diferenças notáveis quando comparadas ao

caso integrável.



Abstract

In this work we study the breaking of integrability in the fundamental one-dimensional

model of bosons with contact interactions in the repulsive regime. First we review the

integrable case, where all interaction strengths are equal and the model can be exac-

tly solved by the Bethe Ansatz. Then we examine the nonintegrable case of different

interactions between each pair of atoms through the Jastrow Ansatz. We focus on

the simplest case where we can observe the effects of broken integrability, namely the

three-body problem. Using the Jastrow Ansatz, we show the effects of the breaking

of integrability in some measurable quantities, such as the energy, correlation functi-

ons, momentum distribution and structure factor. Some of these properties exhibit

remarkable differences compared to the integrable case.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O estudo de sistemas integráveis na f́ısica teve origem no desenvolvimento da mecânica

clássica. Segundo Liouville, um Hamiltoniano clássico com N graus de liberdade é

dito integrável se possuir um conjunto de N integrais de movimento independentes que

comutam com respeito aos parênteses de Poisson (ver, por exemplo, [1]).

Em mecânica quântica, o desenvolvimento dos sistemas integráveis teve ińıcio com

a solução de Hans Bethe [2] para o modelo unidimensional do magneto de Heisenberg

[3]. A ideia proposta por Bethe para a construção dos autovalores e autovetores deste

modelo ficou conhecida como o Ansatz de Bethe, tendo sido amplamente aprimorada

e generalizada, e é hoje um tópico fundamental no estudo dos sistemas integráveis

quânticos [4]. Entre outros modelos unidimensionais integráveis pelo Ansatz de Bethe

estão, por exemplo, o modelo de Hubbard [5], o modelo de Lieb-Liniger [6, 7] e o

modelo de Gaudin-Yang [8, 9]. Atualmente, embora existam ainda controvérsias a

respeito da noção de integrabilidade quântica [10], uma definição bem aceita na área e

que utilizaremos nesta dissertação é que um sistema quântico é considerado integrável

se ele apresentar uma solução exata via o Ansatz de Bethe [4, 11].

Por outro lado, o desenvolvimento notável em técnicas de resfriamento e aprisiona-

mento de átomos em tubos unidimensionais levou este tema para uma nova audiência,

muito maior e diversificada, e tornou evidente que sistemas integráveis podem ser re-

alizados no laboratório. Exemplos importantes incluem o modelo do gás de bósons

unidimensional [12, 13], o modelo de férmions de duas componentes [14, 15] e o mo-

delo do gás de bósons infinitamente repulsivo conhecido como gás de Tonks-Girardeau

[16, 17], entre outros. Posteriormente, refinamentos técnicos no controle e manipulação

dos átomos e suas interações [18, 19, 20] permitiram o surgimento de experimentos

com poucas part́ıculas tanto em sistemas de bósons [21, 22] quanto de férmions [23].

Tornou-se posśıvel, inclusive, medir o efeito da inclusão de átomos individuais em um

sistema fermiônico com armadilha harmônica [24].

Esses avanços experimentais renovaram o interesse téorico nos sistemas integráveis
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unidimensionais. Algumas quantidades observáveis, como o comportamento assintótico

da distribuição de momento em sistemas homogêneos [25, 26] ou com armadilhas har-

mônicas [27, 28], passaram a ser estudadas em detalhe. Medidas de tempo de vôo em

redes ópticas [29] deram origem a experimentos que confirmaram as previsões teóricas

para essas propriedades [30, 31, 32, 33]. O fator de estrutura, um conceito surgido

na área de matéria condensada, também foi objeto de estudos teóricos [34, 35, 36] e

observação experimental [37].

Dentre esses avanços, um experimento que provocou grande impacto na área de

átomos ultrafrios e provou ser de particular importância no contexto dos sistemas in-

tegráveis foi a observação de um gás de bósons unidimensional formado por 87Rb que

não apresenta termalização mesmo após milhares de colisões [38]. Este experimento le-

vantou naturalmente a questão: o que acontece quando a integrabilidade de um sistema

é quebrada? Esta pergunta tem motivado pesquisa relacionada ao estudo da dinâmica

quântica de sistemas integráveis, especialmente no comportamento do modelo unidi-

mensional de bósons, para o qual um ensemble de Gibbs generalizado foi proposto [39].

Outra possibilidade que foi pouco explorada é como algumas propriedades f́ısicas como

funções de correlação, a distribuição de momento, o parâmetro de contato e fatores

de estrutura são afetadas quando a integrabilidade é violada. Algumas diferenças são

esperadas desde que Lamacraft construiu uma função de onda composta de uma porção

não-difrativa e de outra difrativa [40]. Em termos teóricos, o estudo da quebra da inte-

grabilidade neste contexto corresponde à investigação de modelos unidimensionais que

não podem ser solucionados pelo Ansatz de Bethe. Isso pode ser obtido, por exemplo,

ao considerarmos interações diferentes entre os átomos [11, 40, 41]. Experimentalmente,

modelos dessa natureza são acesśıveis através do estudo de misturas de bósons em di-

ferentes estados hiperfinos, cujas interações são ajustáveis através da ressonância de

Feshbach [42, 43, 44].

Neste trabalho, estamos interessados em explorar as consequências da quebra da

integrabilidade em modelos de poucos átomos em uma dimensão. Para tanto, estuda-

remos um modelo de três bósons, no qual a interação entre um dos pares é diferente

das demais, o que corresponde a um modelo não-integrável mı́nimo. Nossa abordagem

consiste na utilização de um Ansatz baseado em funções de pares correlacionados, usual-

mente denominado Ansatz de Jastrow [45]. Veremos que essa diferença no Hamiltoniano

terá como resultado alterações significativas no comportamento de grandezas básicas do

sistema, como as funções de correlação. Verificaremos ainda que os modelos de bósons

não integráveis respeitam o comportamento assintótico previsto para a distribuição de

momento. Entretanto, uma nova expressão para o parâmetro de contato C no regime

não-integrável será necessária. Mostraremos também que o fator de estrutura estático,

obtido a partir da função de correlação para os diferentes pares, apresenta também
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notáveis alterações dependendo da intensidade das interações.

O desenvolvimento deste trabalho está organizado da seguinte maneira: no Caṕıtulo

2 iremos apresentar o modelo integrável de Lieb-Liniger, que trata de bósons em uma

dimensão. Vamos revisar a solução exata desse modelo para o caso de dois bósons, e

desenvolver de maneira breve a função de onda de Bethe para o caso de três bósons. No

Caṕıtulo 3, analisaremos os casos não-integráveis de bósons em uma dimensão, iniciando

pelo caso geral de N bósons com interações arbitrárias, para o qual vamos propor uma

função tentativa. Em seguida, focaremos no modelo mı́nimo não-integrável de três

bósons. No Caṕıtulo 4, vamos obter resultados para esse modelo que evidenciam os

efeitos da quebra da integrabilidade. Por fim, concluiremos no Caṕıtulo 5 apresentando

um resumo dos principais resultados e discutindo posśıveis desenvolvimentos para os

quais este trabalho pode servir de ponto de partida. Nos Apêndices, apresentaremos

expressões anaĺıticas importantes para o desenvolvimento do trabalho, bem como uma

tabela contendo a relação numérica dos parâmetros utilizados no modelo. Um exemplo

representativo dos programas com alguns dos resultados fundamentais aqui obtidos

será também apresentado. Boa parte dos resultados apresentados nos caṕıtulos 3 e 4

são originais e constituem a principal contribuição do autor para a área, tendo sido

publicados na revista Physical Review A [46]. Este trabalho está inclúıdo no Apêndice

F.
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Caṕıtulo 2

Modelo Integrável do Gás de

Bósons em 1D

Neste caṕıtulo, faremos uma revisão de um dos modelos integráveis mais estudados e

de grande interesse para a área de átomos ultrafrios: o modelo do gás de bósons com

interação do tipo δ, conhecido como modelo de Lieb-Liniger. Inicialmente, apresenta-

remos brevemente o modelo geral de N bósons e sua solução exata. Posteriormente,

estudaremos a solução do modelo para um par de bósons, que será de especial interesse

nos caṕıtulos subsequentes, e também apresentaremos o Ansatz de Bethe (a função de

onda tentativa que soluciona o modelo) para o caso de três bósons. Boa parte dos

cálculos deste caṕıtulo seguem os desenvolvimentos apresentados em [47, 50].

2.1 Hamiltoniano e Solução Exata

O modelo de Lieb-Liniger, proposto e resolvido inicialmente por E. Lieb e W. Liniger

em 1963 [6, 7], é um dos modelos unidimensionais integráveis mais estudados na área.

O modelo envolve N bósons com uma interação de contato do tipo δ em um sistema de

comprimento L e condições de contorno periódicas. O Hamiltoniano é dado por:

H = −
1

2

N
∑

j=1

∂2

∂x2j
+ g

∑

i<j

δ(xi − xj), (2.1)

onde g determina a intensidade da interações entre os pares de bósons. O primeiro

termo corresponde à energia cinética dos N bósons, enquanto o segundo é o termo de

interação de contato entre os pares de part́ıculas. Estaremos interessados apenas em

interações repulsivas, de modo que g > 0. Consideramos a energia em unidades de

~
2/mL2 por conveniência.

A solução proposta para o modelo por Lieb e Liniger é dada pelo Ansatz de Bethe
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[2]:

ψ(x1, x2, ..., xN ) =
∑

P

A(P ) exp [i(kP1
x1 + ...+ kPN

xN )], (2.2)

onde consideramos o ordenamento de coordenadas no domı́nio R1 : x1 < x2 < ... <

xN (a função de onda nos outros domı́nios pode ser obtida simplesmente trocando

as coordenadas). Nas Eqs. 2.9 e 2.28 escrevemos explicitamente esta expressão para

os casos particulares N = 2 e N = 3, respectivamente. Os coeficientes A(P ) são

determinados pelas permutações dos quasimomenta kP :

A(P ) = Cǫ(P )
∏

j<k

(kPj
− kPk

+ ig), (2.3)

onde C é uma constante e ǫ(P ) é o śımbolo de Levi-Civita:

ǫ(P )



















+1 se P é uma permutação par,

−1, se P é uma permutação ı́mpar,

0, em outro caso.

(2.4)

Explorando as condições de contorno periódicas,

ψ(x1, x2, ..., xj, ..., xN ) = ψ(x1, x2, ..., xj + L, ..., xN ), (2.5)

obtém-se o conjunto de N equações transcendentais

exp (ikjL) =
∏

l 6=j

(

kj − kl + ig

kj − kl − ig

)

, (2.6)

que são chamadas Equações do Ansatz de Bethe. Esse conjunto de equações, para um

dado valor de interação g fornece os N valores de quasimomenta k que determinam

a solução do modelo. Uma vez determinados os valores de k, a energia do estado

fundamental é dada por

E =
1

2

N
∑

j=1

k2j . (2.7)

Na Fig. 2.1 temos o gráfico da energia por part́ıcula do estado fundamental E/N em

função do parâmetro g. Para g → ∞, a energia por part́ıcula tende ao valor previsto

para o gás infinitamente repulsivo (Tonks-Girardeau).
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Figura 2.1: Energia por part́ıcula em função da intensidade da interação no modelo de Lieb-Liniger
para N = 2, 3, 4, 5.

2.1.1 Solução Exata para N = 2

Vamos aqui revisar a solução exata do modelo de Lieb-Liniger para dois bósons, que

exemplifica as aplicações do Ansatz de Bethe e também serve de base para o Ansatz

de Jastrow a ser discutido no próximo caṕıtulo. O Hamiltoniano para o caso N = 2 é

dado por

H = −
1

2

∂2

∂x21
−

1

2

∂2

∂x22
+ gδ(x1 − x2), (2.8)

para o qual escrevemos o Ansatz de Bethe considerando o domı́nio fundamental 0 <

x1 < x2 < L:

ψ(x1, x2) = A(12)eik1x1eik2x2 + A(21)eik1x2eik2x1. (2.9)

O potencial do tipo delta entre o par de bósons significa que em x1 = x2 a função de

onda é cont́ınua, mas sua derivada é descont́ınua. Isso é em geral representado pela

seguinte relação:

1

2

(

∂

∂x2
−

∂

∂x1

)

ψ|x1=x2+ε −
1

2

(

∂

∂x2
−

∂

∂x1

)

ψ|x1=x2−ε = gψ|x1=x2
. (2.10)

Devido à simetria da função de onda para bósons, podemos trocar as coordenadas no

segundo termo e, tomando ε → 0, obter:

(

∂

∂x2
−

∂

∂x1

)

ψ|x1=x2
= gψ|x1=x2

. (2.11)
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Substituindo a Eq.(2.9) na relação acima, conclúımos que os coeficientes devem obede-

cer:
A(12)

A(21)
=
k1 − k2 + ig

k1 − k2 − ig
. (2.12)

A função de onda completa, considerando todo o domı́nio, é dada por:

ψ(x1, x2) ∝
[

k1−k2+ ig sgn(x2−x1)
]

eik1x1eik2x2 +
[

k1−k2− ig sgn(x2−x1)
]

eik1x2eik2x1 ,

(2.13)

onde a função sinal é definida como:

sgn(x) =

{

1 se x > 1

−1 se x < 1
. (2.14)

Devido às condições de contorno periódicas, essa função de onda deve obedecer ψ(0, x2) =

ψ(L, x2) (a mesma relação para x2 é respeitada automaticamente pela simetria da

função de onda). Aplicando essas condições, obtemos:

eik2x2

[

(k1−k2+ig)−(k1−k2−ig)e
ik1L

]

= eik1x2

[

(k1−k2−ig)−(k1−k2+ig)e
ik2L)

]

, (2.15)

que só é válida se

eik1L =
k1 − k2 + ig

k1 − k2 − ig
, eik2L =

k1 − k2 − ig

k1 − k2 + ig
, (2.16)

que são as Equações do Ansatz de Bethe (Eqs. 2.6) para o caso N = 2. O momento total

do sistema é dado por P = k1+k2. Como estamos interessados no estado fundamental,

podemos considerar P = 0, o que significa que k1 = −k2 = k. As Eqs. 2.16 se reduzem

simplesmente a

eikL =
2k + ig

2k − ig
, (2.17)

enquanto a função de onda do estado fundamental pode ser escrita como:

ψ(x1, x2) ∝
[

2k + ig sgn(x2 − x1)
]

eik(x1−x2) +
[

2k − ig sgn(x2 − x1)
]

eik(x2−x1). (2.18)

Definindo a coordenada relativa r ≡ x2 − x1 e agrupando os termos, obtemos:

ψ(r) ∝ 2k(eikr + e−ikr) + ig sgn(r)(e−ikr − eikr), (2.19)

que pode ser reescrita como

ψ(r) ∝ 4k cos(kr) + 2g sgn(r) sin(kr). (2.20)
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Notamos agora que tanto cos(kr) quanto sgn(r) sin(kr) são funções pares, o que permite

escrever

ψ(r) ∝ 4k cos(k|r|) + 2g sin(k|r|). (2.21)

Da Eq.(2.17), temos que

g = 2k
sin(kL

2
)

cos(kL
2
)
. (2.22)

Substituindo essa expressão de g na Eq.(2.21), temos

ψ(r) ∝ 4k cos(kr) + 4k
sin(kL

2
)

cos(kL
2
)
sin(k|r|), (2.23)

ou seja,

ψ(r) ∝
4k

cos(kL
2
)

[

cos(k|r|) cos

(

kL

2

)

+ sin(k|r|) sin

(

kL

2

)]

. (2.24)

Lembrando que cos(α) cos(β) + sin(α) sin(β) = cos(α− β), obtemos

ψ(r) ∝
4k

cos(kL
2
)
cos

[

k

(

|r| −
L

2

)]

. (2.25)

Retornando para as coordenadas originais e normalizando a função de onda, podemos

escrever a solução exata do modelo de Lieb-Liniger para N = 2 como [47]:

ψ(x1, x2) =
1

L

√

2kL

kL+ sin(kL)
cos

[

kL

(

|x2 − x1|

L
−

1

2

)]

. (2.26)

Podemos ainda reescrever a Eq. 2.22 para obter uma relação de consistência para o

vetor de onda k e o parâmetro de interação g:

g = 2k tan

(

kL

2

)

. (2.27)

Dessa relação se pode concluir que, para g entre 0 e ∞, temos que k ∈ {0, π/L} (ver

Apêndice A). A energia desse sistema é determinada pela expressão 2.7 e torna-se

simplesmente E = k2. Para cada valor de g, a expressão acima retorna o valor de k no

estado fundamental, o que permite obter a curva dada na Fig.2.1.

Para o caso k = π/L (limite de Tonks-Girardeau), temos um exemplo do “mapea-

mento Bose-Fermi” [48], e a função de onda resulta em ψ(x1, x2) ∝ sin
(

π
L
|x1 − x2|

)

[49].

Nesse caso, a repulsão entre o par de bósons impede que eles ocupem a mesma posição.

O comportamento é análogo ao de férmions idênticos (que não ocupam a mesma posição

devido ao prinćıpio da exclusão de Pauli), embora a simetria da função de onda seja

diferente.

9



Na Fig. 2.2, temos a amplitude de probabilidade ψ(r) em função da coordenada

relativa r = |x2−x1| para diferentes intensidades de interação. No caso não-interagente

(k = 0, g = 0), os dois bósons podem ocupar qualquer distância um do outro, como

esperado. Conforme a repulsão aumenta, a probabilidade do par encontrar-se em se-

paração r = 0 diminui. No caso da repulsão infinita (k = π/L, g → ∞) a probabilidade

de ocupação da mesma posição é nula. Nesse caso (linha sólida vermelha) temos um

exemplo do “mapeamento Bose-Fermi”.

Figura 2.2: Amplitudes de probabilidade para o caso de 2 bósons em coordenadas relativas para
diferentes valores de k.

2.1.2 Solução Exata para N = 3

O Ansatz de Bethe para 3 bósons é dado por [50]:

ψ(x1, x2, x3) = A(123)eik1x1eik2x2eik3x3 + A(213)eik2x1eik1x2eik3x3

+ A(132)eik1x1eik3x2eik2x3 + A(321)eik3x1eik2x2eik1x3

+ A(231)eik2x1eik3x2eik1x3 + A(312)eik3x1eik1x2eik2x3 , (2.28)

onde consideramos apenas a região em que 0 < x1 < x2 < x3 < L. A função de

onda nas demais regiões pode ser obtida simplesmente permutando as coordenadas.

Aplicando as condições de descontinuidade da derivada, obtemos as seguintes relações
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para os coeficientes:

A(123)/A(213) = −(k1 − k2 + ic)/(k1 − k2 − ic),

A(123)/A(132) = −(k2 − k3 + ic)/(k2 − k3 − ic),

A(213)/A(231) = −(k1 − k3 + ic)/(k1 − k3 − ic),

A(132)/A(312) = −(k1 − k3 + ic)/(k1 − k3 − ic),

A(321)/A(231) = −(k3 − k2 + ic)/(k3 − k2 − ic),

A(321)/A(312) = −(k2 − k1 + ic)/(k2 − k1 − ic). (2.29)

Podemos agora definir os operadores

Yab ≡ −(ka − kb + ic)/(ka − kb − ic), (2.30)

cuja ação é a de permutar os ı́ndices do quasimomenta k da seguinte forma:

A(cba) = YabYacYbcA(abc),

A(cba) = YbcYacYabA(abc), (2.31)

de modo que

YabYacYbc = YbcYacYab. (2.32)

Essa relação de consistência é conhecida como Equação de Yang-Baxter [51, 52], e é

uma condição suficiente para a integrabilidade de um modelo. Utilizando essa condição

é posśıvel determinar todos os coeficientes e escrever a função de onda exata em qual-

quer região. Em cada uma delas, escrevemos N ! termos, o que para N = 3 corresponde

a um total de 36 termos para os seis posśıveis ordenamentos de coordenadas. Natu-

ralmente, esse número escala rapidamente com o aumento do número de part́ıculas,

o que torna o Ansatz de Bethe uma função dif́ıcil de manejar, mesmo para sistemas

de poucas part́ıculas. Tendo isso em vista, no próximo caṕıtulo desenvolveremos uma

função de onda mais simples que leva em consideração apenas as interações par a par,

e analisaremos seus limites de validade dentro do modelo de bósons em uma dimensão.
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Caṕıtulo 3

Modelo Não-Integrável do Gás de

Bósons em 1D

Neste caṕıtulo, trataremos do estudo de sistemas de bósons em uma dimensão com

interações de diferentes intensidades entre os pares. Modelos dessa natureza diferem

substancialmente do modelo de Lieb-Liniger, pois deixam de ser integráveis através

do Ansatz de Bethe. Uma vez apresentado o modelo a ser estudado, desenvolveremos

um Ansatz de pares correlacionados, conhecido como Ansatz de Jastrow, inspirado na

solução exata do modelo de Lieb-Liniger para duas part́ıculas do caṕıtulo anterior.

3.1 Hamiltoniano e Ansatz de Jastrow

Consideramos inicialmente um modelo de N bósons análogo ao modelo de Lieb-Liniger

(Eq. 2.1), exceto que as interações entre os pares podem agora ter diferentes valores. O

Hamiltoniano é dado por

H = −
1

2

N
∑

j=1

∂2

∂x2j
+
∑

i<j

gijδ(xi − xj), (3.1)

onde gij é o parâmetro de repulsão espećıfico par a par. Ele pode ser realizável experi-

mentalmente se consideramos um conjunto de N bósons com a mesma massa mas em

estados hiperfinos diferentes. As interações nesse caso podem ser controladas através

de ressonância Feshbach ou ressonância induzida por confinamento [53].

Ao contrário do modelo com interações iguais, esse Hamiltoniano não é integrável

pelo Ansatz de Bethe, uma vez que as equações do Ansatz de Bethe (Eqs. 2.6) estão

definidas apenas para um único parâmetro g. Para tratar o sistema descrito acima,

precisamos propor uma função de onda que possa dar conta das diferentes interações

entre os pares. Para tanto, utilizaremos uma função tentativa de pares correlacionados
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que denominaremos Ansatz de Jastrow [45]:

ψJ = C

P
∏

i<j

ψij . (3.2)

Acima, C é uma constante de normalização e P corresponde ao produtório entre pa-

res. Essa função, originalmente proposta por Robert Jastrow no contexto de interações

nucleares de curto alcance [45] é composta pela produto da função de onda exata ψij

para um par de part́ıculas (uma forma similar foi proposta por R. Laughlin e muito

utilizada em modelos para o efeito Hall quântico [54]). No caso particular do modelo

de bósons em uma dimensão, a solução exata para um par é a Eq. 2.26, ou seja

ψij = cij cos

[

kijL

(

|xi − xj |

L
−

1

2

)]

, (3.3)

onde kij é denominado “parâmetro de Jastrow” e está vinculado a gij por gij =

2kij tan (kijL/2) (ver Eq. 2.27), com kij variando entre {0, π/L} conforme gij aumenta.

Um estudo numérico dessa relação é apresentado no Apêndice A. Naturalmente, o

Ansatz de Jastrow pode também ser aplicado ao caso integrável, apenas considerando

que todos os gij e kij são iguais (na seção 3.3 faremos um estudo comparativo entre a

abordagem exata e o Ansatz de Jastrow para alguns casos integráveis). No limite da

repulsão infinita kij = π/L, o Ansatz de Jastrow corresponde à solução exata do mo-

delo para N arbitrário [49]. No modelo de Lieb-Liniger com muitas part́ıculas, funções

tentativa nesse formato fornecem bons resultados através do método de Monte Carlo

quântico [34].

3.2 Modelo de 3 Bósons com Interações Distintas

Para analisar efeitos da quebra da integrabilidade, é conveniente considerá-los no con-

texto mais simples posśıvel, que seria o de três part́ıculas, uma vez que o caso N = 2

contém apenas um parâmetro de interação g. Podemos, por exemplo, considerar três

parâmetros diferentes g12 6= g13 6= g23 [40]. Basta, no entanto, que a interação entre

um dos pares seja diferente para que o Hamiltoniano deixe de ser integrável. Em um

modelo mı́nimo não-integrável, portanto, os parâmetros de interação podem ser escritos

como g12 = g13 = g e g23 = g′. Isso corresponde ao Hamiltoniano:

H = −
1

2

3
∑

j=1

∂2

∂x2j
+ gδ(x1 − x2) + gδ(x1 − x3) + g′δ(x2 − x3), (3.4)
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onde permanecem válidas as unidades ~2/mL2 para a energia, e as condições de contorno

periódicas no sistema de comprimento L. O termo de interação do Hamiltoniano é o

mesmo para os pares 12 e 13, e é diferente para o par 23 (ver Fig. 3.1). Assim, podemos

considerar que o átomo de coordenada 1 está em um estado hiperfino diferente dos

demais; chamaremos esse átomo distinto de bóson “impureza”, e os átomos 2 e 3 como

os bósons “idênticos” ou “maioria”. Os pares 12 e 13 correspondem, portanto, a pares

de bósons diferentes (bóson impureza+bóson, ou par impureza-maioria), enquanto o

par 23 corresponde a um par idêntico (ou par maioria-maioria). Utilizaremos essa

convenção ao longo desse trabalho. Uma vez que o Ansatz de Bethe coordenado do

modelo de Lieb-Liniger não é capaz de capturar as propriedades f́ısicas desse modelo,

recorremos então ao Ansatz de Jastrow, que escrevemos nesse caso particular como

ψ(x1, x2, x3) = C cos

[

kL

(

|x1 − x2|

L
−

1

2

)]

cos

[

kL

(

|x1 − x3|

L
−

1

2

)]

×

× cos

[

k′L

(

|x2 − x3|

L
−

1

2

)]

, (3.5)

onde k e k′ são os parâmetros de Jastrow que determinam as diferentes interações entre

os pares. Por simplicidade, consideraremos a partir de agora que L = 1, de modo que os

parâmetros k e k′ se tornam adimensionais, com k, k′ ∈ {0, π}. Quando g = g′ e k = k′,

recuperamos o caso integrável para N = 3. Mesmo nessa situação, o Ansatz de Jastrow

tem como vantagem uma redução drástica no número de termos da função de onda.

Como vimos na Eq. 2.28, o Ansatz de Bethe para três bósons possui 3! = 6 termos

apenas na região 0 < x1 < x2 < x3 < L, enquanto o Ansatz de Jastrow é composto por

3 termos válidos em todo o domı́nio. Para N arbitrário, o número de termos da função

de Jastrow escala com N(N − 1)/2, o que o torna mais simples de tratar do ponto de

vista numérico/computacional.

Com o objetivo de compreender melhor as propriedades do sistema que estamos

considerando, na Fig. 3.1 apresentamos um esquema da situação f́ısica do modelo em

três regimes diferentes.
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Figura 3.1: Esquema representativo do sistema de três bósons com interações diferentes. (a) Caso
integrável com forte repulsão; (b) Impureza (1) fracamente interagente e par idêntico (23) com forte
interação; (c) Impureza (1) fortemente interagente e par idêntico (23) com fraca interação.

No caso (a), temos o caso integrável no qual todas as interações são iguais, ou

seja g = g′. Além disso, consideramos que as interações entre os três átomos são

fortemente repulsivas, de forma que os três átomos encontram-se em máxima separação

e fortemente localizados no sistema (mais detalhes sobre a localização das part́ıculas

na seção 4.2). No caso (b), temos o regime em que a impureza (1) interage fracamente

com os átomos restantes (2 e 3), que interagem fortemente entre si. Nessa situação,

o par 23 encontra-se em posições diametralmente opostas, enquanto a impureza (1)

tende a “espalhar-se” sobre todas as regiões. Isso é resultado da natureza quântica das

part́ıculas que, não sofrendo os efeitos de um confinamento (tal como uma armadilha

harmônica ou paredes impenetráveis) não apresentam uma localização bem-definida.

Na situação (c), temos o caso oposto, em que a impureza repele fortemente o par

idêntico fracamente interagente. Portanto, o par idêntico tende a agrupar-se na posição

diametralmente oposta à da impureza.

Um ponto importante diz respeito à possibilidade de realização experimental de um

modelo dessa natureza. A manipulação de átomos individuais já é uma realidade do

ponto de vista prático, mas a maioria dos experimentos deste tipo lida com átomos

em armadilhas harmônicas. Por outro lado, muitos dos resultados que obteremos para

o modelo homogêneo são aproximadamente válidos para átomos no interior de uma

armadilha unidimensional, uma vez que um potencial harmônico não produz um grande

impacto na região central em que o potencial do tipo delta é dominante [55]; além disso,

diversos avanços experimentais já permitem a realização de geometrias distintas, em

especial de sistemas com condições de contorno periódicas [56, 57].
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3.3 Comparações com a Solução Exata

Para testar a eficácia do Ansatz de Jastrow, faremos algumas comparações dos resul-

tados obtidos para energia e funções de correlação em casos integráveis de três bósons

utilizando esse Ansatz e a solução exata obtida através do Ansatz de Bethe para o

modelo de Lieb-Liniger com N = 3.

Na Fig. 3.2, temos a comparação do resultado para a energia (normalizada pelo seu

valor no limite da repulsão infinita, ETG = 4π2 para N = 3) em função do parâmetro

g. O método de obtenção da energia para o Ansatz de Jastrow é dado na seção 4.1. A

concordância entre os valores obtidos utilizando o Ansatz de Jastrow e a solução exata

é excelente para qualquer valor de g. No limite em que g → ∞, temos que E/ETG = 1,

como esperado.

Figura 3.2: Comparação da curva de energia obtida através do Ansatz de Jastrow e da solução exata
(Ansatz de Bethe) em função do parâmetro de interação g.

Outra maneira de avaliar a eficácia do Ansatz de Jastrow é comparar com resultados

exatos para as funções de correlação. Duas quantidades são de maior relevância nesse

contexto; a primeira é a função de correlação de uma part́ıcula, definida para uma

função de onda normalizada de N coordenadas como [34]

ρ1(x, x
′) =

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN ψ(x, x2, ..., xN)ψ(x
′, x2, ..., xN )

∗. (3.6)

Essa grandeza é análoga à matriz de densidade reduzida em sistemas na rede [58] e

à função de Green de uma part́ıcula em teoria de campos [59]. Por ser uma quanti-

dade não-local, não é diretamente mensurável, embora existam propostas teóricas para

medidas indiretas [60].
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Figura 3.3: Comparação dos resultados obtidos pelo Ansatz de Jastrow (linhas sólidas coloridas) e pela
solução exata (linhas pretas tracejadas) para (a) função de correlação de uma part́ıcula e (b) função
de correlação de pares, para diferentes interações.

Outra grandeza básica é a função de correlação de pares, definida como [47, 41]

ρ2(x1, x2) =

∫ L

0

dx3 ...

∫ L

0

dxN ψ(x1, x2, ..., xN )ψ(x1, x2, ..., xN)
∗ (3.7)

que é interpretada como a probabilidade de um par de part́ıculas encontrar-se a uma

distância relativa |x1 − x2|.

Na Fig. 3.3 (a) comparamos resultados para a função de correlação de uma part́ıcula

ρ1(r), onde r = |x − x′|. Notamos que a concordância é muito boa nos limites de

interação forte (g → ∞, linha sólida vermelha) ou fraca (g = 1, linha sólida azul),

como pequenos desvios nos valores intermediários de g. Na Fig. 3.3 (b), temos os

resultados para a função de correlação de pares ρ2(r) em função da coordenada relativa

r = |x1 − x2| para diferentes interações. Novamente encontramos uma concordância
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muito boa, mesmo em interações intermediárias.

Com isso, confirmamos que o Ansatz de Jastrow fornece bons resultados para quan-

tidades como a energia e as funções de correlação no caso integrável. Assim, podemos

supor que ele é capaz de descrever de maneira confiável as propriedades f́ısica de inte-

resse do sistema em questão, em particular porque a distribuição de momento e o fator

de estrutura são definidos a partir das funções de correlação (mais detalhes sobre essas

quantidades serão discutidos no próximo caṕıtulo).
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Caṕıtulo 4

Efeitos da Quebra da

Integrabilidade

Neste caṕıtulo, veremos quais efeitos a quebra da integrabilidade (g 6= g′) tem sobre

quantidades como a energia e as funções de correlação no modelo de três bósons não-

integrável. Uma vez obtidas as funções de correlação, analisaremos o comportamento

da distribuição de momento, do parâmetro de contato e do fator de estrutura estático

nesse sistema. Parte dos resultados aqui apresentados são originais e estão descritos em

[46].

4.1 Energia

A energia para o modelo no qual todas as interações são iguais pode ser obtida pelo

Ansatz de Bethe, como discutido no caṕıtulo anterior, e é dada simplesmente pela

Eq. 2.7. No caso do Ansatz de Jastrow, porém, estamos utilizando uma função de onda

que não é autofunção do Hamiltoniano. Para obter uma expressão anaĺıtica para a

energia quando as interações não são iguais, calculamos o valor médio do Hamiltoniano

dado na Eq. 3.4 como 〈ψ|H|ψ〉, onde |ψ〉 é o Ansatz de Jastrow para três part́ıculas

(Eq. 3.5). É importante notar que uma vez que não temos a diagonalização exata do

modelo, a energia será dada por uma expressão mais complexa que a Eq. 2.7 (o resultado

anaĺıtico para a energia é dado no Apêndice B).
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Figura 4.1: Energia (normalizada pelo seu valor no limite da repulsão infinita ETG) em função de k,
para diferentes valores de k′. O caso integrável k = k′ é representado na linha preta pontilhada.

Na Fig. 4.1, apresentamos os resultados para a energia (normalizada pelo seu valor no

limite da repulsão infinita ETG) em função do parâmetro k obtidas utilizando o Ansatz

de Jastrow no caso não-integrável de dois átomos e uma impureza, para diversos valores

fixos de k′. Lembramos que k determina a intensidade da interação entre a impureza

e os demais átomos, enquanto k′ corresponde à interação entre o par idêntico. A linha

pontilhada preta corresponde ao caso em que k = k′, que no limite de k = π deve

corresponder à energia exata do modelo. É posśıvel notar que, nos casos em que k 6= k′

as curvas coloridas necessariamente cruzam a curva preta, precisamente nos pontos em

que k′ = k.

4.2 Função de Correlação de uma Part́ıcula

Nesta seção obtemos resultados para a função de correlação de uma part́ıcula no regime

não-integrável. Essa grandeza é definida pela Eq. C.2, mas é importante notar que, no

caso de átomos distingúıveis, ela pode ser obtida para o bóson impureza (1), integrando

sobre as coordenadas x2 e x3, ou para um dos bósons idênticos (2 ou 3), integrando

sobre as coordenadas x1 e x2 ou x1 e x3. Essa distinção é importante uma vez que as

interações entre esses dois tipos de bósons podem ser de intensidades diferentes.
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Figura 4.2: Função de correlação de uma part́ıcula para interações representativas nos casos integrável,
bóson idêntico e impureza. Perda de coerência da interação (a) fraca para a interação (b) forte no caso
integrável e da interação com a impureza (c) fraca para (d) forte. Comportamento de ρ1(r = |x− x′|)
como função do parâmetro de interação k nos casos (e) integrável, (f) impureza com interação forte entre
os bósons idênticos e bóson idêntico com interações (g) fraca e (h) forte. Cores claras correspondem a
densidades maiores.

Na Fig. 4.2, temos resultados para a função de correlação de uma part́ıcula em di-

versos casos: em (a)-(d), calculamos ρ1(x, x
′) para dois casos integráveis e dois casos

para um bóson idêntico (2 ou 3). Em (a), consideramos uma interação intermediária

(k = k′ = π/2) e podemos notar que a predominância de valores próximos de 1 para

ρ1(x, x
′) significa que o átomo encontra-se “deslocalizado”, podendo ocupar aproxima-

damente qualquer posição no sistema. Em (b), temos novamente o caso integrável,

mas para uma interação forte (k = k′ = 9π/10). Percebemos que agora a ρ1(x, x
′)

tem valores máximos em torno da diagonal x = x′ (e, devido às condições de contorno

periódicas, nos limites x, x′ = L). Isso ocorre devido à forte repulsão que caracteriza

o sistema, o que resulta em uma forte localização dos átomos em torno de sua origem

no sistema de coordenadas. A transição de um sistema do tipo descrito em (a) para

o sistema em (b) caracteriza a localização ou “perda de coerência” da função de onda

[61, 62, 63, 64]. Em sistemas de átomos na rede, esse fenômeno corresponde à dimi-

nuição dos termos fora da diagonal da matriz de densidade reduzida, que é a grandeza

análoga à função de correlação de uma part́ıcula em sistemas homogêneos. Nas Figs. 4.2

(c) e (d), temos a função de correlação para um bóson idêntico no regime não-integrável.

Nessas figuras temos um par idêntico fracamente interagente (k′ = π/10) que transita
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de uma interação intermediária (k = π/2) para uma interação forte (k = 9π/10) com

a impureza. O resultado é um forte aumento da localização do bóson idêntico, como

produto somente da repulsão por parte da impureza. Essa situação está caracterizada

esquematicamente na Fig. 2.1 (c). Nas Figs. 4.2 (e)-(h), temos os resultados para ρ1(r)

em função de parâmetro k e da distância relativa r, onde r = |x−x′|, como na Fig. 3.3.

No limite integrável (e), vemos que um átomo encontra-se fracamente localizado para

baixos valores de k e k′. O mesmo ocorre para o bóson impureza em baixos valores de

k, mesmo com o parâmetro k′ em seu valor máximo (Fig. 4.2 (f)). Isso ocorre pois o

comportamento da impureza independe da repulsão entre os bósons idênticos. Já nas

Figs. 4.2 (g) e (h), vemos um forte aumento na localização de um bóson idêntico quando

a repulsão entre os dois átomos dessa espécie aumenta de k′ = π/10 para k′ = π.

4.3 Distribuição de Momento

Uma grandeza de grande relevância para sistemas de átomos ultrafrios unidimensionais

é a distribuição de momento n(p). Ela representa, qualitativamente, a probabilidade

de que uma part́ıcula do ensemble tenha um determinado valor de momento p. Ela é

definida em sistemas homogêneos como [34]

n(p) =
1

L

∫ L

0

dx

∫ L

0

dx′ρ1(x, x
′) e−ip(x−x′), (4.1)

onde p está definido em unidades de (2πs/L) com s inteiro e ρ1(x, x
′) é a função de

correlação de uma part́ıcula normalizada definida na Eq. C.2. Consideramos também

~ = 1. No Apêndice C demonstramos que isso é equivalente a escrever [47, 25]

n(p) =

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN |φ(p, x2, ..., xN)|
2, (4.2)

onde φ(p, x2, ..., xN) é a transformada de Fourier da função de onda em relação à coor-

denada x:

φ(p, x2, ..., xN) = L−1/2

∫ L

0

dx e−ipx1 ψ(x, x2, ..., xN). (4.3)

Um resultado importante obtido para a distribuição de momento de um sistema unidi-

mensional de bósons é o seu comportamento universal para altos valores de p [26, 65]:

n(p) =
C

p4
, para p→ ∞, (4.4)
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onde C é uma constante de proporcionalidade cuja expressão foi primeiramente deduzida

para bósons com interações iguais em [25]:

C =
4(N − 1)ρ2(0)

a21D
, (4.5)

onde a1D é o comprimento de espalhamento unidimensional, definido como a1D =

−2/mg [53].

A constante C é chamada parâmetro de contato, e é uma propriedade universal de

sistemas com interações do tipo δ [66]. Para um valor fixo de interação g, C depende

da probabilidade de um par de part́ıculas encontrar-se no mesmo ponto, ou seja ρ2(0).

No limite termodinâmico, expressões para ρ2(0) nos regimes de fraca e forte repulsão

foram obtidas em [67].

Na Fig. 4.3 podemos verificar que o comportamento assintótico da distribuição de

momento obtida usando o Ansatz de Jastrow obedece à lei n(p)
|p|→∞
∝ 1/p4. No painel

(a) temos a distribuição de momento no regime integrável resultante da Eq. 4.2 para

diversos valores do parâmetro k (pontos coloridos) em relação à curva prevista pela

Eq. 4.5 (linhas pretas tracejadas). Para os casos não-integráveis em que as interações

são diferentes (e a1D não está univocamente definido) não há uma fórmula expĺıcita

na literatura para o parâmetro de contato. Portanto escrevemos, em analogia com os

cálculos em [25], uma expressão anaĺıtica para a parte assintótica da distribuição de

momento no caso não-integrável [68] (ver dedução no Apêndice D):

n(p)
|p|→∞
=

∫ L

0

dx2...

∫ L

0

dxN

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=2

(2L−1/2/a1i1D)e
−ipxiψ(x1 = xi, ..., xi, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2
1

p4
, (4.6)

onde podemos identificar o pré-fator como o parâmetro de contato. O ı́ndice i em

a1i1D é inclúıdo para levar em conta as interações diferentes entre os pares de átomos.

Para o caso particular de três átomos que estudamos, a intensidade da interação entre

a impureza e o par idêntico é a mesma (portanto a121D = a131D), e a diferença para o

parâmetro de contato integrável será resultante apenas da diferença na função de onda.

Para o parâmetro de contato de um átomo idêntico, o comprimento de espalhamento

entre os pares será diferente (por exemplo, a211D 6= a231D).
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Figura 4.3: Distribuição de momento adimensional em escala log-log (p é escrito em unidades de
2π/L) para os casos (a) integráveis e (b) não-integráveis. As linhas tracejadas pretas são dadas pelas
expressões (a) 4.4 (onde C advém da expressão 4.5) e (b) 4.6.

No painel (b) da Fig. 4.3, vemos que a distribuição de momento para os casos não-

integráveis também concorda com os valores previstos para o contato (Eq. 4.6) nessas

situações. Podemos também perceber como a distribuição de momento para o bóson

impureza é mais drasticamente afetada por alterações no parâmetro k do que um bóson

idêntico.

Considerando isso, podemos agora analisar o comportamento do contato C nos casos

não-integráveis em função dos parâmetros k e k′. Na Fig. 4.4 (a), temos os valores de

C para o bóson impureza. É fácil notar que os valores do parâmetro de contato são

fortemente dependentes de k, enquanto permanecem inalterados com o aumento de

k′. No caso (b) temos a mesma grandeza, mas para um átomo idêntico. Podemos

perceber que nesse caso C depende de maneira simétrica de k e k′, o que é um reflexo

da construção do Ansatz de Jastrow mas também captura o comportamento qualitativo

esperado para esse sistema.
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Figura 4.4: Parâmetro de contato adimensional C com função dos parâmetros de interação k e k′ para
(a) o bóson impureza e (b) um bóson idêntico.

4.4 Função de Correlação de Pares

A função de correlação de pares, como mencionado na seção anterior, determina a

probabilidade que um par de part́ıculas encontre-se a uma dada distância no sistema.

Na Eq. 3.7 definimos essa quantidade para as coordenadas x1 e x2. No regime não-

integrável, isso corresponde à correlação entre o par formado entre o bóson impureza e

um bóson idêntico (par 12 na Fig. 3.1). No entanto, nesta seção estaremos interessados

na correlação entre um par de bósons idênticos (23) e sua dependência nos parâmetros

k e k′.

Na Fig. 4.5, temos ρ2(x2, x3) para um caso integrável e um caso não-integrável. No

painel (a), consideramos o caso k = k′ = π/3 que corresponde a uma interação fraca

entre os bósons idênticos. Notamos que o valor obtido é mı́nimo para a diagonal x2 = x3

ou nos limites x2, x3 = L, onde o par de part́ıculas se encontra na mesma posição.

Mais interessante, no entanto, é o caso representado no painel (b), onde k = 5π/6

e k′ = π/3. Nessa situação, o par 23 tem uma probabilidade pequena de ocupar a

diagonal x2 = x3, mas o efeito mais notável é o surgimento de mı́nimos adicionais no
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entorno de |x2−x3| = L/2. Isso se dá em função do aumento na repulsão desse par em

relação à impureza, o que faz com que eles tendam a ocupar regiões mais próximas um

do outro, como descrito na Fig. 3.1 (c).

Figura 4.5: Função de correlação de pares para o par de bósons idênticos (23). (a) Caso integrável
k = k′ = π/3. (b) Caso não-integrável k = 5π/6 e k′ = π/3. Cores claras indicam densidades mais
altas.

Na Fig. 4.6 temos a mesma quantidade, agora em termos da coordenanda relativa

r = |x2 − x3|. O caso da Fig. 4.5 (b) está representado pela linha sólida verde. Nova-

mente observamos o surgimento de um mı́nimo em r = 0.5, causado pela forte repulsão

sofrida pelo par idêntico em relação à impureza. Os casos integráveis de repulsão infi-

nita (linha sólida vermelha) e não-interagente (linha sólida preta) são inclúıdos como

referência.
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Figura 4.6: Função de correlação de pares para o par de bósons idênticos (23) como função da coorde-
nanda relativa r = |x2 − x3|. A linha sólida preta corresponde ao caso não-interagente e a linha sólida
vermelha corresponde ao caso integrável com repulsão infinita.

4.5 Fator de Estrutura Estático

O fator de estrutura é uma grandeza em geral medida através de espectroscopia de

Bragg, com o objetivo de analisar a organização dos átomos em redes cristalinas. Mais

recentemente, medidas que utilizam a técnica de espalhamento de dois-fótons foram ca-

pazes de determinar o fator de estrutura de condensados de Bose-Einstein em sistemas

de átomos ultrafrios [69]. Esses experimentos consistem normalmente de dois feixes

de laser com frequências e vetores de onda distintos que incidem sobre uma amos-

tra atômica. A emissão estimulada de luz pelos átomos pode ser medida e fornece a

chamada resposta dinâmica do sistema, que está diretamente relacionada ao fator de

estrutura. Medidas senśıveis tanto às alterações na frequência ω dos feixes quanto aos

vetores de onda p dão origem ao fator de estrutura dinâmico S(ω, p) [26]. A integral

dessa quantidade sobre todas as frequências dá origem ao fator de estrutura estático

S(p), que para um sistema homogêneo unidimensional é definido como [34]:

S(p) = 1 + n

∫ L

0

dxj

∫ L

0

dxi e
−ip(xi−xj)[g(xi, xj)− 1] (4.7)

onde p é novamente quantizado como 2πs, n = N/L é a densidade linear de átomos (no

nosso caso particular, n = 3) e g(xi, xj) é a função de correlação de pares renormalizada

por conveniência para N(N−1)/N2 = 6/9. Como a função de correlação de pares pode

ser calculada para um par de bósons idênticos ou para um par bóson impureza+bóson

idêntico, o resultado do fator de estrutura também depende dessa escolha. Na Fig. 4.7
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temos o fator de estrutura estático na região de pequeno p para diversos casos integráveis

e não-integráveis, onde os casos não-integráveis são apresentados para um par idêntico

(23) ou um par impureza+bóson idêntico (12).

Figura 4.7: Fator de estrutura estático adimensional (p é dado em unidades de 2π/L) para diversos
valores de interação. A linha tracejada azul corresponde ao caso integrável infinitamente repulsivo.

Notamos que, em todos os casos, o fator de estrutura estático satura em S(p) = 1

para p ≥ 3, caso em que o fóton de prova não é espalhado pelo sistema. Nos casos

integráveis e na região de baixo momento 0 ≤ p ≤ 3, a saturação se dá de maneira

mais lenta no limite da repulsão infinita (linha tracejada azul) que apresenta um com-

portamento linear S = |p|/2πn, como previsto pela teoria hidrodinâmica [70]. Esse

resultado é caracteŕıstico de sistema com excitações de fônons, e pode ser interpretado

com um indicativo do surgimento de uma estrutura cristalina na qual os átomos estão

igualmente espaçados e aproximadamente fixos. Para os casos não integráveis, a região

p = 2 pode situar-se acima ou abaixo desse comportamento linear, com o caso mais

notável sendo o pico em que S(p) > 1, observado para o par (23) quando a repulsão

entre a impureza e os bósons idênticos é mais forte que a repulsão entre o par idêntico

(k = 5π/6 e k′ = π/3). Como vimos no estudo da função de correlação de pares, nesse

regime de interação o par idêntico tende a aglomerar-se (linha sólida verde na Fig. 4.6).

Esse resultado remete ao gás de bósons com interação atrativa (gás de super-Tonks [71])

e demonstra o surgimento de uma atração efetiva entre o par idêntico como resultado

da repulsão com a impureza.
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Figura 4.8: Fator de estrutura estático adimensional como função dos parâmetros k e k′ para (a) o par
de bósons idênticos e (b) um par impureza+bóson idêntico.

Fixando o valor de p em 2, podemos observar o comportamento do fator de estrutura

estático como função dos parâmetros k e k′. Na Fig. 4.8 (a), temos S(k, k′) para o par

idêntico (23), onde observamos a região de atração efetiva para valores pequenos de k′ e

grandes de k. Na Fig. 4.8 (b), temos S(k, k′) para um par impureza-bóson idêntico (12),

no qual um cenário efetivamente atrativo não é evidente. Isso ocorre pois os pares 12

e 13 não tendem a aglomerar-se como resultado de diferenças nas interações, quaisquer

sejam as combinações entre k e k′.
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Caṕıtulo 5

Conclusão

Neste trabalho investigamos os efeitos da quebra da integrabilidade no modelo do gás

de bósons com interação δ em uma dimensão no regime repulsivo. Partindo do caso

de N bósons resolvido por Lieb e Liniger através do Ansatz de Bethe, revisamos a

solução exata para dois casos particulares de poucos átomos. O caso de dois bósons é

de especial interesse pois configura a base para a construção de uma função de onda

de pares correlacionados, conhecida como Ansatz de Jastrow. Isso nos permitiu tratar

o modelo de bósons com interações diferentes, em que a integrabilidade é quebrada.

Focamos em particular no modelo mı́nimo não-integrável, que corresponde ao caso em

que a interação entre um dos pares de bósons é diferente das demais. O Ansatz de

Jastrow foi proposto, portanto, como uma alternativa para acessar as propriedades

f́ısicas desse modelo não-integrável. Sua validade foi confirmada ao demonstrarmos sua

capacidade de recuperar satisfatoriamente os resultados esperados para a energia e as

funções de correlação nos casos integráveis em todo o espectro de interações.

Aplicamos o Ansatz de Jastrow no cálculo da energia, funções de correlação, dis-

tribuição de momento e fator de estrutura estático para o estado fundamental no caso

não-integrável de três bósons. Em todas essas propriedades, pudemos verificar efeitos

consideráveis advindos da alteração nas interações entre os pares. Na energia, verifica-

mos um deslocamento das curvas como função do parâmetro de integração k, exibindo,

como esperado, uma intersecção entre os casos integrável e não-integrável nos pontos

em que k′ = k. A função de correlação de uma part́ıcula apresentou diferenças notáveis

na dependência dos parâmetros k e k′, em virtude da escolha dessa quantidade para um

bóson idêntico ou para o bóson impureza. A distribuição de momento, uma quantidade

mensurável de interesse crescente em sistemas de átomos ultrafrios, mostrou obedecer

a lei C/p4 no limite assintótico mesmo nos casos não-integráveis, uma possibilidade

até agora pouco explorada. Além disso, a utilização do Ansatz de Jastrow possibilitou

manipular uma expressão anaĺıtica para o parâmetro de contato C em sistemas com

misturas bosônicas. A função de correlação de pares mostra também o surgimento de
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efeitos não previstos para os casos integráveis. Em especial no caso em que g′ << g,

notamos o aparecimentos de mı́nimos que demonstram a tendência de aglomeração do

par de bósons idênticos em virtude da repulsão com a impureza. Um efeito semelhante

é o pico obtido no fator de estrutura estático para essa mesma situação. Áı observa-

mos que essa grandeza apresenta um comportamento parecido ao do gás de bósons no

regime atrativo. Estes efeitos podem, em prinćıpio, ser detectados em experimentos de

ponta, possibilitando assim uma excelente oportunidade de explorar a testar a natureza

da integrabilidade em átomos ultrafrios.

Nossa abordagem pode também ser estendida para o regime atrativo. Nesse caso,

no entanto, um cenário diferente emerge, com a possibilidade de estados ligados. Em

prinćıpio, um Ansatz do tipo Jastrow pode ser constrúıdo, mas diferentes funções de

onda de pares devem ser consideradas. Nossa proposta pode ser adaptada para diferen-

tes sistemas, como férmions interagentes, bósons interagentes e misturas destes, bem

como compostos de átomos com maiores valores de spin. Adicionalmente, também pode

ser ajustada para lidar com um sistema de part́ıculas em uma armadilha harmônica ou

em diferentes geometrias, servindo como uma alternativa eficiente e mais simples aos

métodos já existentes. Finalmente, nossa proposta pode ser diretamente utilizada para

discutir o caso de um maior número de part́ıculas, que é atualmente um tópico de pes-

quisa ativo, especialmente na discussão da transição da f́ısica de poucos corpos para a

f́ısica de muitos corpos.
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Apêndice A

Relação entre os Parâmetros de

Interação: Tabela g × k

Neste apêndice, apresentamos a relação entre os parâmetros de interação g e k dadas

pela relação de consistência g = 2k tan(k/2) (Eq. 2.27). Utilizando esta expressão

podemos construir uma tabela comparativa para valores de g e k. Lembramos que

estamos considerando k e g em unidades de 1/L.

g k
1 0.960189
10 2.28445
100 3.0209

Tabela A.1: Relação entre os valores de g e k utilizados na Fig. 3.3.

Na Tabela A.1 apresentamos os valores de g utilizados na Fig. 3.3 e os correspon-

dentes valores de k obtidos para o Ansatz de Jastrow.

k g
0 0

π/10 0.0995159
π/9 0.123099
π/6 0.280596
π/3 1.2092
π/2 3.14159
5π/6 19.541
9π/10 35.7034
π ∞

Tabela A.2: Relação entre os valores de k e g utilizados ao longo dos caṕıtulos 2 e 3.

Na Tabela A.2 escrevemos os valores relevantes de k utilizados em todos os outros

gráficos, e os valores correspondentes de g. O valor de g em cada caso é importante
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para estabelecer um parâmetro fixo de comparação entre a intensidade da repulsão no

Ansatz de Bethe e no Ansatz de Jastrow.
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Apêndice B

Expressões Anaĺıticas

Neste apêndice apresentamos alguns resultados anaĺıticos obtidos utilizando o Ansatz de

Jastrow para três bósons, nos casos integráveis e não-integráveis. Utilizamos as unidades

~ = m = 1 e o comprimento unitário L = 1. Os parâmetros k1 e k2 correspondem a k

e k′, respectivamente, e estão em unidades de 1/L.

As expressões aqui apresentadas foram geradas automaticamente pelo programa

utilizado para obtê-las.

• Normalização no caso integrável:

N = 48+32k12+3Cos[k1]+8k12Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]

256k12
N = 48+32k12+3Cos[k1]+8k12Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]

256k12
N = 48+32k12+3Cos[k1]+8k12Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]

256k12

• Normalização no caso não-integrável:

N = 1

32k2(k13−k1k22)
2N = 1

32k2(k13−k1k22)
2N = 1

32k2(k13−k1k22)
2

(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+
(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+
(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+

k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+
(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
)(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
)(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
)

• Energia no caso integrável:

E =
12k12(12+8k12+Cos[k1]−12Cos[2k1]−Cos[3k1]+28k1Sin[k1])

48+32k12+(3+8k12)Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]
E =

12k12(12+8k12+Cos[k1]−12Cos[2k1]−Cos[3k1]+28k1Sin[k1])
48+32k12+(3+8k12)Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]

E =
12k12(12+8k12+Cos[k1]−12Cos[2k1]−Cos[3k1]+28k1Sin[k1])

48+32k12+(3+8k12)Cos[k1]−48Cos[2k1]−3Cos[3k1]+108k1Sin[k1]

• Energia no caso não-integrável:
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E =E =E =
(

k23
(

k12 − k22
)2

(

k23
(

k12 − k22
)2

(

k23
(

k12 − k22
)2

(

4k13
(

3 + 8k12
)

+ 4k1
(

3 + 4k12
)

k22 − 24k1
(

2k12 + k22
)

Cos[k1]−
(

4k13
(

3 + 8k12
)

+ 4k1
(

3 + 4k12
)

k22 − 24k1
(

2k12 + k22
)

Cos[k1]−
(

4k13
(

3 + 8k12
)

+ 4k1
(

3 + 4k12
)

k22 − 24k1
(

2k12 + k22
)

Cos[k1]−

6k1
(

3k12 + k22
)

Cos[2k1] + 24
(

1 + k12
) (

2k12 + k22
)

Sin[k1]+6k1
(

3k12 + k22
)

Cos[2k1] + 24
(

1 + k12
) (

2k12 + k22
)

Sin[k1]+6k1
(

3k12 + k22
)

Cos[2k1] + 24
(

1 + k12
) (

2k12 + k22
)

Sin[k1]+

3(k1− k2)(k1 + k2)Sin[2k1])+3(k1− k2)(k1 + k2)Sin[2k1])+3(k1 − k2)(k1 + k2)Sin[2k1])+

3k12k2Cos[k2]3k12k2Cos[k2]3k12k2Cos[k2]
(

4k1
(

k12 − k22
)2 (

4k12 + 3k22
)

+
(

4k1
(

k12 − k22
)2 (

4k12 + 3k22
)

+
(

4k1
(

k12 − k22
)2 (

4k12 + 3k22
)

+

k22
(

8k1
(

−k14 + k24
)

Cos[k1]+k22
(

8k1
(

−k14 + k24
)

Cos[k1]+k22
(

8k1
(

−k14 + k24
)

Cos[k1]+

2k1
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Cos[2k1]+2k1
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Cos[2k1]+2k1
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Cos[2k1]+

8
(

2k14 + k12k22 + k24
)

Sin[k1]+8
(

2k14 + k12k22 + k24
)

Sin[k1]+8
(

2k14 + k12k22 + k24
)

Sin[k1]+
(

k14 + 6k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

−
(

k14 + 6k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

−
(

k14 + 6k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

−

6k126k126k12

(

2k1
(

3k26 − 3k28 − 4k16
(

−1 + k22
)

+ k14k22
(

−6 + 5k22
)

+
(

2k1
(

3k26 − 3k28 − 4k16
(

−1 + k22
)

+ k14k22
(

−6 + 5k22
)

+
(

2k1
(

3k26 − 3k28 − 4k16
(

−1 + k22
)

+ k14k22
(

−6 + 5k22
)

+

k12
(

k24 + 2k26
))

+k12
(

k24 + 2k26
))

+k12
(

k24 + 2k26
))

+

k22
(

4k1
(

k14 + k12k22 + 2k24
)

Cos[k1] + 2k1k22
(

k12 + k22
)

Cos[2k1]−k22
(

4k1
(

k14 + k12k22 + 2k24
)

Cos[k1] + 2k1k22
(

k12 + k22
)

Cos[2k1]−k22
(

4k1
(

k14 + k12k22 + 2k24
)

Cos[k1] + 2k1k22
(

k12 + k22
)

Cos[2k1]−

8
(

k16 − 2k14k22 + k26
)

Sin[k1]−8
(

k16 − 2k14k22 + k26
)

Sin[k1]−8
(

k16 − 2k14k22 + k26
)

Sin[k1]−

k22
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

Sin[k2]
)/

k22
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

Sin[k2]
)/

k22
(

−3k14 + 2k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
))

Sin[k2]
)/

(

4k1k22
(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+
(

4k1k22
(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+
(

4k1k22
(

4k14k2Cos[k2]Sin[k1]2 + 4k2
(

k12 − k22
)2

(k1 + Sin[k1])2+

k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+k1
(

4k15 − 10k13k22 + 6k1k24 + 8
(

k12 − k22
)2

Sin[k1]+
(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
))(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
))(

−3k12k22 + k24
)

Sin[2k1]
)

Sin[k2]
))

• Função de correlação de pares para o par de bósons idênticos no caso integrável

(N corresponde à normalização da função de onda):

Nρ2(r) =Nρ2(r) =Nρ2(r) =

1
16k1

Cos
[

1
2
(k1− 2k1r)

]21
16k1

Cos
[

1
2
(k1 − 2k1r)

]21
16k1

Cos
[

1
2
(k1− 2k1r)

]2

(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+

8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1− 2k1r])8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1− 2k1r])8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1 − 2k1r])
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• Função de correlação de pares para o par de bósons idênticos no caso não-integrável

(N corresponde à normalização da função de onda):

Nρ2(r) =Nρ2(r) =Nρ2(r) =

1
16k1

Cos
[

1
2
(k2− 2k2r)

]21
16k1

Cos
[

1
2
(k2 − 2k2r)

]21
16k1

Cos
[

1
2
(k2− 2k2r)

]2

(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+(4k1 + 2k1rCos[2k1(−1 + r)]− 2k1(−1 + r)Cos[2k1r]+

8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1− 2k1r])8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1− 2k1r])8Sin[k1] + Sin[2k1r] + Sin[2k1 − 2k1r])
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Apêndice C

Expressão para a Distribuição de

Momento

Na subseção 4.3, citamos a equivalência entre as Eqs. 4.1 e 4.2, para a distribuição de

momento. A Eq. 4.1 fornece:

n(p) =
1

L

∫ L

0

ρ1(x, x
′) e−ip(x−x′) dx dx′, (C.1)

onde consideramos ~ = 1 e ρ1(x, x
′) é a função de correlação de uma part́ıcula definida

na Eq. C.2 para uma função de onda normalizada como:

ρ1(x, x
′) =

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN ψ(x, x2, ..., xN)ψ(x
′, x2, ..., xN )

∗. (C.2)

Podemos, portanto, escrever:

n(p) =
1

L

∫ L

0

(
∫ L

0

ψ(x, x2, ..., xN)ψ(x
′, x2, ..., xN)

∗ dx2, ..., dxN

)

e−ip(x−x′) dx dx′.

(C.3)

Como as integrações são sobre todo o domı́nio {0, L}, podemos alterar sua ordem

livremente. Portanto:

n(p) =
1

L

∫ L

0

(
∫ L

0

ψ(x, x2, ..., xN)e
−ipxdx

)(
∫ L

0

ψ(x′, x2, ..., xN)
∗eipx

′

dx′
)

dx2, ..., dxN .

(C.4)

Notamos que os termos entre parênteses são as transformadas de Fourier da função de

onda, o que corresponde à sua representação no espaço de momento:

φ(p, x2, ..., xN) = L−1/2

∫ L

0

ψ(x, x2, ..., xN ) e
−ipx. (C.5)
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Isso nos permite escrever diretamente

n(p) =

∫ L

0

|φ(p, x2, ..., xN )|
2dx2, ..., dxN , (C.6)

que é a Eq. 4.2.
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Apêndice D

Expressão para o Parâmetro de

Contato nos Casos Não-Integráveis

Os resultados deste apêndice são obtidos em analogia com os cálculos para o comporta-

mento assintótico da distribuição de momento em um sistema unidimensional de bósons

encontrados em [25]. Por clareza, restauraremos neste apêndice as unidades ~, L e m.

Para sistemas com interação do tipo delta, a função de onda no ponto de contato

entre duas part́ıculas experimenta uma descontinuidade na derivada proporcional ao

valor da função de onda nesse ponto [6, 50, 72]. Podemos escrever, portanto:

ψ(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xN ) = ψ(x1, ..., Rji, ..., Rji, ..., xN)

× {1− |rji|/a
ij
1D + ǫ({|rji|}; {Rji})}, (D.1)

onde rji = xj−xi e Rji = (xj+xi)/2 são as coordenadas relativa e do centro de massa do

par ji, respectivamente, aij1D é o comprimento de espalhamento unidimensional definido

como aij1D = −2~2/mgij, e {Rji} é um conjunto que compreende as coordenada Rji

do centro de massa e todas as demais coordenadas x, exceto xi e xj . Os termos em

ǫ({|rji|}; {Rji}) são de ordem O(|rij|
2).

Para uma função periódica f(x), definida no intervalo [0, L], com uma singularidade

do tipo |x− x0|
αF (x), onde F (x) é uma função regular, α > −1 e α 6= 0, 2, 4..., temos

a expansão assintótica da transformada de Fourier dada por:

∫ L

0

dxe−ipxf(x)
|p|→∞
= 2 cos

[π

2
(α + 1)

]

Γ(α+1)e−ipx0F (x0)
1

|p|α+1
+O

(

1

|p|α+2

)

, (D.2)

onde a função gama é definida como Γ(n+ 1) = n!. Podemos agora reescrever, usando
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a expressão D.1, a transformada de Fourier da função de onda como

φ(p, x2...xN ) = L−1/2

∫ L

0

dx1e
−ipx1/~ψ(x1, x2, ..., xN)

∀ 2≤i≤N
= L−1/2

∫ L

0

dx1e
−ipx1/~ψ(x1 = R1i, ..., xi = R1i, ..., xN )

× {1− |r1i|/a
1i
1D + ...}, (D.3)

que pode ser escrita como

φ(p, x2...xN )
∀ 2≤i≤N

= L−1/2

∫ L

0

dx1e
−ipx1/~ψ(x1 = R1i, ..., xi = R1i, ..., xN )

−L−1/2

∫ L

0

dx1e
−ipx1/~ψ(x1 = R1i, ..., xi = R1i, ..., xN)×

|r1i|

a1i1D

+L−1/2

∫ L

0

dx1e
−ipx1/~ψ(x1 = R1i, ..., xi = R1i, ..., xN)×O(|rij|

2)

(D.4)

Notamos inicialmente que ψ(x1 = R1i, ..., xi = R1i, ..., xN ) é constante, de modo que

a primeira integral se resume a L sin(sπ)/sπ (lembrando que p = 2πs/L) onde s é

um inteiro. Portanto, o resultado da integral é zero para qualquer valor inteiro de s, e

estamos particularmente interessados nos valores grandes de s, quando p→ ∞. Para as

outras duas integrais, podemos aplicar o teorema D.2. O resultado da terceira integral

terá uma dependência em p−3, o que torna esse termo subdominante [68]; podemos,

portanto, desconsiderá-lo. O teorema D.2 se aplica para funções com uma singularidade

do tipo |x − x0|
αF (x), o que corresponde à descontinuidade da derivada no ponto de

contato entre duas part́ıculas. Para um sistema com N part́ıculas, é necessário somar

sobre todas as contribuições das descontinuidades da derivadas no contato entre cada

par de bósons. O resultado fica escrito como

φ(p, x2...xN )
∀ 2≤i≤N

= −2

N
∑

i=2

L1/2

a1i1D
cos(π)Γ(2)e−ipxi/~ψ(x1 = xi, ..., xi, ..., xN )

1

|p|2
, (D.5)

que é simplesmente reescrito como

φ(p, x2...xN )
∀ 2≤i≤N

=
N
∑

i=2

2L1/2

a1i1D
e−ipxi/~ψ(x1 = xi, ..., xi, ..., xN)

1

|p|2
. (D.6)

Lembramos agora que a Eq. C.6 nos permite escrever

n(p) =

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN |φ(p, x2, ..., xN )|
2. (D.7)
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Temos, portanto,

n(p)
|p|→∞
=

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=2

2L−1/2

a1i1D
e−ipxi/~ψ(x1 = xi, ..., xi, ..., xN)

∣

∣

∣

∣

2
1

p4
, (D.8)

que é a Eq. 4.6, onde designamos

C =

∫ L

0

dx2 ...

∫ L

0

dxN

∣

∣

∣

∣

N
∑

i=2

2L−1/2

a1i1D
e−ipxi/~ψ(x1 = xi, ..., xi, ..., xN )

∣

∣

∣

∣

2

(D.9)

como o parâmetro de contato para os casos não-integráveis. É importante notar que aqui

estamos tratando apenas da distribuição de momento para a part́ıcula de coordenada

x1. No nosso modelo de três bósons, a part́ıcula 1 corresponde à impureza. Nesse caso,

temos a121D = a131D, já que g12 = g13 = g. Já no caso da distribuição de momento para

um bóson idêntico (part́ıculas 2 ou 3), temos a211D 6= a231D, e o resultado numérico para o

parâmetro de contato será mais fortemente dependente em g23 = g′.
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Apêndice E

Programas

Neste apêndice apresentaremos um programa modelo com o código principal utilizado

no Wolfram Mathematica 9 para obter a maioria dos resultados apresentados nessa

dissertação. Algumas expressões anaĺıticas podem ser obtidas, como a normalização e

as expressões para energia e função de correlação de pares. Por outro lado, grandezas

como a função de correlação de uma part́ıcula e a distribuição de momento foram obtidas

através de integração numérica. Alguns resultados intermediários foram omitidos por

simplicidade.

46



In[1]:= Clear @"Global` *"D
In[2]:= assumptions =

8x1, x2, x3, y1, x2, k1, k2, p< Î Reals && k1 > 0 && k1 £ p && k2 > 0 && k2 £ p;

In[3]:= N = 3;

L = 1;

� Função de Onda (Jastrow Ansatz)

In[47]:= y@k1_ , k2_ , x1_ , x2_ , x3_ D = Cos@k1 HAbs@x1 - x2D ÷ L - 1 ÷ 2LD
Cos@k1 HAbs@x1 - x3D ÷ L - 1 ÷ 2LD Cos@k2 HAbs@x2 - x3D ÷ L - 1 ÷ 2LD;

c@k1_ , k2_ , x1_ , x2_ , x3_ D = Cos@k1 HHx2 - x1L ÷ L - 1 ÷ 2LD
Cos@k1 HHx3 - x1L ÷ L - 1 ÷ 2LD Cos@k2 HHx3 - x2L ÷ L - 1 ÷ 2LD;

� Normalização (por partes e total)

Assuming@assumptions , Integrate @
c@k1, k1, x1, x2, x3D c@k1, k1, x1, x2, x3D, 8x3, 0, L<, 8x2, 0, x3<, 8x1, 0, x2<DD

1

1536 k1 2
I48 + 32 k1 2 + I3 + 8 k1 2M Cos@k1 D - 48 Cos@2 k1 D - 3 Cos@3 k1 D + 108 k1 Sin @k1 DM

Assuming@assumptions , Integrate @
y@k1, k1, x1, x2, x3D y@k1, k1, x1, x2, x3D, 8x3, 0, 1<, 8x2, 0, 1<, 8x1, 0, 1<DD
1

256 k1 2
I48 + 32 k1 2 + 3 Cos@k1 D + 8 k1 2 Cos@k1 D - 48 Cos@2 k1 D - 3 Cos@3 k1 D + 108 k1 Sin @k1 DM

� A normalização na rgião 0<x1<x2<x3<L deve ser 1/6 da normalização total:

FullSimplify B
1

1536 k12
I48 + 32 k12 + I3 + 8 k12M Cos@k1D - 48 Cos@2 k1D - 3 Cos@3 k1D + 108 k1 Sin @k1DM �

1

256 k12

I48 + 32 k12 + 3 Cos@k1D + 8 k12 Cos@k1D - 48 Cos@2 k1D - 3 Cos@3 k1D + 108 k1 Sin @k1DM F
1

6

� Derivadas (termo cinético)
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-
1

2
HD@D@c@k1, k1, x1, x2, x3D , x1D, x1D +

D@D@c@k1, k1, x1, x2, x3D , x2D, x2D + D@D@c@k1, k1, x1, x2, x3D , x3D, x3DL
1

2
6 k1 2 CosBk1 -

1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 2 CosBk1 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F +

2 k1 2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F

� Energia Integrável

AssumingBassumptions , Integrate Bc@k1, k1, x1, x2, x3D
1

2
6 k12 CosBk1 -

1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k12 CosBk1 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F +

2 k12 CosBk1 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k12 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F ,

8x3, 0, L<, 8x2, 0, x3<, 8x1, 0, x2<FF
1

128
I12 + 8 k1 2 + Cos@k1 D - 12 Cos@2 k1 D - Cos@3 k1 D + 28 k1 Sin @k1 DM

� Expressão completa para a energia no caso integrável

In[99]:= Eint @k1_ D = FullSimplify B
6

128
I12 + 8 k12 + Cos@k1D - 12 Cos@2 k1D - Cos@3 k1D + 28 k1 Sin @k1DM � 1

256 k12

I48 + 32 k12 + 3 Cos@k1D + 8 k12 Cos@k1D - 48 Cos@2 k1D - 3 Cos@3 k1D + 108 k1 Sin @k1DM F
Out[99]= I12 k1 2 I12 + 8 k1 2 + Cos@k1 D - 12 Cos@2 k1 D - Cos@3 k1 D + 28 k1 Sin @k1 DMM �

I48 + 32 k1 2 + I3 + 8 k1 2M Cos@k1 D - 48 Cos@2 k1 D - 3 Cos@3 k1 D + 108 k1 Sin @k1 DM

� Energia no limite da repulsão infinita

NB 1

128
I12 + 8 k12 + Cos@k1D - 12 Cos@2 k1D - Cos@3 k1D + 28 k1 Sin @k1DM �
1

1536 k12
I48 + 32 k12 + I3 + 8 k12M Cos@k1D -

48 Cos@2 k1D - 3 Cos@3 k1D + 108 k1 Sin @k1DM ÷. k1 ® pF
39.4784
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� Comparação com resultados do Bethe Ansatz

H*Equações do Ansatz de Bethe *L
BAE@L_, N_, g_D : =

Table @ k@j D L + 2 Sum@ArcTan @Hk@j D - k@l DL ÷ gD, 8l , N<D � -2 Pi * Hj - HN+ 1L ÷ 2L, 8j , N<D
H*Soluç ão para os quasimomenta k*L
BAEroots @L_, N_, g_D : = FindRoot @BAE@L, N, gD, Table @8k@i D, 0<, 8i , 1, N<DD
H*Energia *L

Energy @L_, N_, g_D : = â
j =1

N 1

2
k@j D2 ÷. BAEroots @L, N, gD

Energy A1, 3, 1010E
39.4784

� Normalização Não-Integrável (por partes)

In[77]:= Integrate @c@k1, k2, x1, x2, x3D c@k1, k2, x1, x2, x3D, 8x3, 0, L<,

8x2, 0, x3<, 8x1, 0, x2<, Assumptions ® 8k1 ³ 0, k1 £ p, k2 ³ 0, k2 £ p<D
In[78]:= Integrate @c@k1, k2, x2, x1, x3D c@k1, k2, x2, x1, x3D, 8x3, 0, L<,

8x1, 0, x3<, 8x2, 0, x1<, Assumptions ® 8k1 ³ 0, k1 £ p, k2 ³ 0, k2 £ p<D
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In[81]:= normaNI @k1_ , k2_ D = FullSimplify B4 -
1

768 k13 Hk1 - k2L3 k23 Hk1 + k2L3

J3 k12 k2 Cos@k2D Jk1 k22 Ik12 - k22M2
Cos@2 k1D + 8 k22 I-k14 + k24M Sin @k1D +

k1 I-8 k16 + 19 k14 k22 - 22 k12 k24 + 11 k26 + 6 k1 k24 Sin @2 k1DMN + 6 k1 k23

Cos@k1D2 JIk12 - k22M3
+ Ik13 - k1 k22M2

Cos@k2D - 2 k12 k2 Ik12 + k22M Sin @k2DN +

6 k23 Cos@k1D Jk12 Cos@k2D J4 k1 Ik12 - k22M2
+ Ik14 + k24M Sin @k1DN + Ik12 - k22M

JIk14 + k12 k22 + k24M Sin @k1D + 4 k1 JIk12 - k22M2
+ 2 k12 k2 Sin @k2DNNN -

2 J3 k1 k23 Sin @k1D2 JIk12 - k22M3
- 2 k12 k2 Ik12 + k22M Sin @k2DN +

2 Jk1 I3 + 4 k12M k23 Ik12 - k22M3
+ 3 k13 I2 k16 I-1 + k22M - 3 k26 I-1 + k22M + k12

k24 I-5 + 8 k22M + k14 I6 k22 - 7 k24M + k1 k26 Sin @2 k1DM Sin @k2DN - 3 k22

Sin @k1D J-4 Ik12 - k22M2 II1 + k12M k2 Ik12 - k22M + k12 Ik12 - 2 k22M Sin @k2DM +

k12 k22 Cos@k1D I-3 k12 k2 + 3 k23 + 2 Ik14 + k24M Sin @k2DMNNN +

2
1

768

24 Sin @k1D Hk2 + Sin @k2DL
k1 k2

+

8 I2 k23 + 3 k2 Cos@k2D + 3 I-1 + k22M Sin @k2DM
k23

-

1

k13 Hk1 - k2L3 Hk1 + k2L3
6 J-2 k17 + 6 k15 k22 - 6 k13 k24 + 2 k1 k26 +

Ik12 - k22M3
Sin @2 k1D + k13 Cos@k2D I-2 k14 + 2 k24 + k1 Ik12 + 3 k22M Sin @2 k1DM -

3 k15 k2 Sin @k2D + 2 k17 k2 Sin @k2D - k13 k23 Sin @k2D - 4 k15 k23 Sin @k2D +

2 k13 k25 Sin @k2D - 3 k15 k2 Cos@k1D2 Sin @k2D - k13 k23 Cos@k1D2 Sin @k2D +

3 k15 k2 Sin @k1D2 Sin @k2D + k13 k23 Sin @k1D2 Sin @k2DN +
1

k13 Ik12 - k22M2

3 J-2 k1 Hk1 - k2L Hk1 + k2L Cos@2 k1D Ik12 - k22 + k12 Cos@k2DM +

JIk12 - k22M2
+ k12 Ik12 + k22M Cos@k2DN Sin @2 k1D -

4 k12 k2 Cos@k1D Hk1 Cos@k1D + Hk1 - k2L Hk1 + k2L Sin @k1DL Sin @k2DN +

J24 J-Ik12 - k22M2 Hk1 Cos@k1D - Sin @k1DL + k12 Cos@k2D
Ik1 I-k12 + k22M Cos@k1D + Ik12 + k22M Sin @k1DM + k12 k2

I-2 k1 Cos@k1D + I-k12 + k22M Sin @k1DM Sin @k2DNN � Jk13 Ik12 - k22M2N F
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Out[81]=

1

128 k1 3 k2 3 Ik1 2 - k2 2M3
JHk1 - k2 L3 k2 3 Hk1 + k2 L3

I4 k1 I3 + 4 k1 2M - 24 k1 Cos@k1 D - 6 k1 Cos@2 k1 D + 24 I1 + k1 2M Sin @k1 D - 3 Sin @2 k1 DM +

3 k1 2 Cos@k2 D I2 Hk1 - k2 L k2 Hk1 + k2 L I4 k1 5 - 6 k1 3 k2 2 + 6 k1 k2 4 +

k2 2 II-k1 3 + k1 k2 2M H4 Cos@k1 D + Cos@2 k1 DL + 4 Ik1 2 + k2 2M Sin @k1 DMM -

k2 3 Ik1 4 + 6 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DM +

6 k1 2 J-4 k1 7 + 4 k1 5 I3 + k1 2M k2 2 - 2 k1 3 I5 + 7 k1 2M k2 4 + 2 k1 I3 + 8 k1 2M k2 6 -

6 k1 k2 8 + 2 k2 4 I4 k1 I-k1 2 + k2 2M Cos@k1 D + k1 Ik1 2 + k2 2M Cos@2 k1 DM -

2 I-k1 2 k2 + k2 3M2 I-2 k1 2 + 4 k2 2 + k2 2 Cos@k1 DM Sin @k1 DN Sin @k2 DN

In[82]:= normaI @k1_ D =
1

256 k12

I48 + 32 k12 + 3 Cos@k1D + 8 k12 Cos@k1D - 48 Cos@2 k1D - 3 Cos@3 k1D + 108 k1 Sin @k1DM
Out[82]=

1

256 k1 2
I48 + 32 k1 2 + 3 Cos@k1 D + 8 k1 2 Cos@k1 D - 48 Cos@2 k1 D - 3 Cos@3 k1 D + 108 k1 Sin @k1 DM

� Comparação normalização integrável e não-integrável

In[83]:= Plot @normaI @k1D ÷ normaNI @k1, 0.999 k1D, 8k1, 0.001 , p<,

PlotRange ® 880, p<, 80, 1.5 <<, PlotStyle ® 8Red, Thick <D

Out[83]=

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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� Normalização não-integrável (integração completa)

In[84]:= FullSimplify @Integrate @y@k1, k2, x1, x2, x3D y@k1, k2, x1, x2, x3D, 8x3, 0, 1<,

8x2, 0, 1<, 8x1, 0, 1<, Assumptions ® 8k1 ³ 0, k1 £ p, k2 ³ 0, k2 £ p<DD
Out[84]= J4 k1 4 k2 Cos@k2 D Sin @k1 D2 + 4 k2 Ik1 2 - k2 2M2 Hk1 + Sin @k1 DL2 +

k1 J4 k1 5 - 10 k1 3 k2 2 + 6 k1 k2 4 + 8 Ik1 2 - k2 2M2
Sin @k1 D + I-3 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DN

Sin @k2 DN � J32 k2 Ik1 3 - k1 k2 2M2N
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In[94]:= normaNItotal @k1_ , k2_ D = J4 k14 k2 Cos@k2D Sin @k1D2 + 4 k2 Ik12 - k22M2 Hk1 + Sin @k1DL2 +

k1 J4 k15 - 10 k13 k22 + 6 k1 k24 + 8 Ik12 - k22M2
Sin @k1D + I-3 k12 k22 + k24M Sin @2 k1DN

Sin @k2DN � J32 k2 Ik13 - k1 k22M2N
Out[94]= J4 k1 4 k2 Cos@k2 D Sin @k1 D2 + 4 k2 Ik1 2 - k2 2M2 Hk1 + Sin @k1 DL2 +

k1 J4 k1 5 - 10 k1 3 k2 2 + 6 k1 k2 4 + 8 Ik1 2 - k2 2M2
Sin @k1 D + I-3 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DN

Sin @k2 DN � J32 k2 Ik1 3 - k1 k2 2M2N

� Derivadas (termo cinético)

In[79]:= -
1

2
HD@D@c@k1, k2, x1, x2, x3D , x1D, x1D +

D@D@c@k1, k2, x1, x2, x3D , x2D, x2D + D@D@c@k1, k2, x1, x2, x3D , x3D, x3DL
Out[79]=

1

2
4 k1 2 CosBk1 -

1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk2 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k2 2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk2 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 2 CosBk2 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F +

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk2 -

1

2
- x2 + x3 F

In[80]:= -
1

2
HD@D@c@k1, k2, x2, x1, x3D , x1D, x1D +

D@D@c@k1, k2, x2, x1, x3D , x2D, x2D + D@D@c@k1, k2, x2, x1, x3D , x3D, x3DL
Out[80]=

1

2
4 k1 2 CosBk1 -

1

2
+ x1 - x2 F CosBk2 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k2 2 CosBk1 -
1

2
+ x1 - x2 F CosBk2 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x1 + x3 F -

2 k1 2 CosBk2 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F

� Energia não-integrável (integração por partes)
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In[85]:= ENI1 @k1_ , k2_ D = Integrate Bc@k1, k2, x1, x2, x3D
1

2
4 k12 CosBk1 -

1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk2 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k22 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F CosBk1 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk2 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k12 CosBk2 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F +

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x1 + x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk2 -

1

2
- x2 + x3 F ,

8x3, 0, L<, 8x2, 0, x3<, 8x1, 0, x2<F

Out[85]=

1

768 k1 3 Hk1 - k2 L2 k2 3 Hk1 + k2 L2

3 k1 2 k2 Cos@k2 D II-3 k1 5 k2 2 + 2 k1 3 k2 4 + k1 k2 6M Cos@2 k1 D + 8 k2 2 I2 k1 4 + k1 2 k2 2 + k2 4M

Sin @k1 D + k1 I16 k1 6 - 17 k1 4 k2 2 - 10 k1 2 k2 4 + 11 k2 6 + 6 k1 k2 4 Sin @2 k1 DMM -

6 k1 k2 3 Cos@k1 D2 JIk1 2 - k2 2M2 I3 k1 2 + k2 2M + k1 2 I3 k1 4 - 2 k1 2 k2 2 - k2 4M Cos@k2 D +

2 k1 2 k2 Ik1 2 + k2 2M Sin @k2 DN - 6 k2 2 Cos@k1 D
II-k1 6 k2 + k2 7M Sin @k1 D - k1 2 k2 Cos@k2 D I-4 k1 5 + 4 k1 k2 4 + Ik1 4 + k2 4M Sin @k1 DM +

4 k1 I2 k1 6 k2 - 3 k1 4 k2 3 + k2 7 + k1 2 Ik1 4 + k1 2 k2 2 + 2 k2 4M Sin @k2 DMM +

2 3 k1 k2 3 Sin @k1 D2 JIk1 2 - k2 2M2 I3 k1 2 + k2 2M + 2 k1 2 k2 Ik1 2 + k2 2M Sin @k2 DN +

2 k1 k2 3 Ik1 2 - k2 2M2 I8 k1 4 + 3 k2 2 + k1 2 I3 + 4 k2 2MM +

3

2
k1 3 I2 I4 k1 6 I-1 + k2 2M + 3 k2 6 I-1 + k2 2M + k1 4 I6 k2 2 - 5 k2 4M - k1 2 Ik2 4 + 2 k2 6MM +

I-3 k1 3 k2 4 + 2 k1 k2 6M Sin @2 k1 DM Sin @k2 D +

3 k2 2 Sin @k1 D J-k1 2 k2 3 Cos@k1 D I3 k1 2 - 3 k2 2 - 2 k2 3 Sin @k2 DM +

4 JI1 + k1 2M k2 Ik1 2 - k2 2M2 I2 k1 2 + k2 2M + 2 k1 2 Ik1 6 - 2 k1 4 k2 2 + k2 6M Sin @k2 DNN
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In[86]:= ENI2 @k1_ , k2_ D = Integrate Bc@k1, k2, x2, x1, x3D
1

2
4 k12 CosBk1 -

1

2
+ x1 - x2 F CosBk2 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k22 CosBk1 -
1

2
+ x1 - x2 F CosBk2 -

1

2
- x1 + x3 F CosBk1 -

1

2
- x2 + x3 F +

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
- x2 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x1 + x3 F -

2 k12 CosBk2 -
1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F -

2 k1 k2 CosBk1 -
1

2
+ x1 - x2 F Sin Bk2 -

1

2
- x1 + x3 F Sin Bk1 -

1

2
- x2 + x3 F ,

8x3, 0, L<, 8x1, 0, x3<, 8x2, 0, x1<F

Out[86]=

1

768 k1 3 Hk1 - k2 L2 k2 3 Hk1 + k2 L2

3 k1 2 k2 Cos@k2 D II-3 k1 5 k2 2 + 2 k1 3 k2 4 + k1 k2 6M Cos@2 k1 D + 8 k2 2 I2 k1 4 + k1 2 k2 2 + k2 4M

Sin @k1 D + k1 I16 k1 6 - 17 k1 4 k2 2 - 10 k1 2 k2 4 + 11 k2 6 + 6 k1 k2 4 Sin @2 k1 DMM -

6 k1 k2 3 Cos@k1 D2 JIk1 2 - k2 2M2 I3 k1 2 + k2 2M + k1 2 I3 k1 4 - 2 k1 2 k2 2 - k2 4M Cos@k2 D +

2 k1 2 k2 Ik1 2 + k2 2M Sin @k2 DN - 6 k2 2 Cos@k1 D
II-k1 6 k2 + k2 7M Sin @k1 D - k1 2 k2 Cos@k2 D I-4 k1 5 + 4 k1 k2 4 + Ik1 4 + k2 4M Sin @k1 DM +

4 k1 I2 k1 6 k2 - 3 k1 4 k2 3 + k2 7 + k1 2 Ik1 4 + k1 2 k2 2 + 2 k2 4M Sin @k2 DMM +

2 3 k1 k2 3 Sin @k1 D2 JIk1 2 - k2 2M2 I3 k1 2 + k2 2M + 2 k1 2 k2 Ik1 2 + k2 2M Sin @k2 DN +

2 k1 k2 3 Ik1 2 - k2 2M2 I8 k1 4 + 3 k2 2 + k1 2 I3 + 4 k2 2MM +

3

2
k1 3 I2 I4 k1 6 I-1 + k2 2M + 3 k2 6 I-1 + k2 2M + k1 4 I6 k2 2 - 5 k2 4M - k1 2 Ik2 4 + 2 k2 6MM +

I-3 k1 3 k2 4 + 2 k1 k2 6M Sin @2 k1 DM Sin @k2 D +

3 k2 2 Sin @k1 D J-k1 2 k2 3 Cos@k1 D I3 k1 2 - 3 k2 2 - 2 k2 3 Sin @k2 DM +

4 JI1 + k1 2M k2 Ik1 2 - k2 2M2 I2 k1 2 + k2 2M + 2 k1 2 Ik1 6 - 2 k1 4 k2 2 + k2 6M Sin @k2 DNN

� Expressão completa para energia no caso não-integrável
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In[95]:= EnergiaNINT @k1_ , k2_ D =

FullSimplify @H4 ENI1 @k1, k2D + 2 ENI2 @k1, k2DL ÷ normaNItotal @k1, k2DD
Out[95]= Jk2 3 Ik1 2 - k2 2M2

I4 k1 3 I3 + 8 k1 2M + 4 k1 I3 + 4 k1 2M k2 2 - 24 k1 I2 k1 2 + k2 2M Cos@k1 D - 6 k1 I3 k1 2 + k2 2M
Cos@2 k1 D + 24 I1 + k1 2M I2 k1 2 + k2 2M Sin @k1 D + 3 Hk1 - k2 L Hk1 + k2 L Sin @2 k1 DM +

3 k1 2 k2 Cos@k2 D J4 k1 Ik1 2 - k2 2M2 I4 k1 2 + 3 k2 2M +

k2 2 I8 k1 I-k1 4 + k2 4M Cos@k1 D + 2 k1 I-3 k1 4 + 2 k1 2 k2 2 + k2 4M Cos@2 k1 D +

8 I2 k1 4 + k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @k1 D + Ik1 4 + 6 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DMN -

6 k1 2 I2 k1 I3 k2 6 - 3 k2 8 - 4 k1 6 I-1 + k2 2M + k1 4 k2 2 I-6 + 5 k2 2M + k1 2 Ik2 4 + 2 k2 6MM +

k2 2 I4 k1 Ik1 4 + k1 2 k2 2 + 2 k2 4M Cos@k1 D + 2 k1 k2 2 Ik1 2 + k2 2M Cos@2 k1 D -

8 Ik1 6 - 2 k1 4 k2 2 + k2 6M Sin @k1 D - k2 2 I-3 k1 4 + 2 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DMM
Sin @k2 DN � J4 k1 k2 2 J4 k1 4 k2 Cos@k2 D Sin @k1 D2 + 4 k2 Ik1 2 - k2 2M2 Hk1 + Sin @k1 DL2 +

k1 J4 k1 5 - 10 k1 3 k2 2 + 6 k1 k2 4 + 8 Ik1 2 - k2 2M2
Sin @k1 D + I-3 k1 2 k2 2 + k2 4M Sin @2 k1 DN

Sin @k2 DNN

� Comparação energia integrável e não-integrável

In[124]:= Plot A9Eint @k1D � I4 p2M, EnergiaNINT @k1, 0.999 k1D � I4 p2M,

EnergiaNINT @k1, 0.999 pD � I4 p2M, EnergiaNINT @k1, 0.01 D � I4 p2M=,

8k1, 0, p<, PlotStyle ® 88Black , Dashed<, Green, Red, Orange<E

Out[124]=
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� Cálculo numérico da função de correlação de uma partícula

In[112]:= r1@k1_ , k2_ , x1_ , y1_ D : =

NIntegrate @y@k1, k2, x1, x2, x3D y@k1, k2, y1, x2, x3D­, 8x3, 0, 1<, 8x2, 0, 1<D
In[171]:= list1 = Table @

8r , Hr1@p, 0.999 p, H1 - r L ÷ 2, H1 + r L ÷ 2DL ÷ normaNI @p, 0.999 pD<, 8r , 0, 1, 0.01 <D;
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In[125]:= ListPlot @8list1 <D

Out[125]=
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� Função de correlação de pares no caso integrável

In[146]:= rho @k1_ , x2_ , x3_ D = Assuming@assumptions ,

Integrate @y@k1, k1, x1, x2, x3D y@k1, k1, x1, x2, x3D, 8x1, 0, 1<DD
In[159]:= FullSimplify @rho @k1, H1 - r L ÷ 2, H1 + r L ÷ 2DD

Out[159]=

1

16 k1
CosA k1

2
- k1 r E2

H2 k1 Cos@2 k1 H-1 + r LD + Sin @2 k1 D + 4 Hk1 + Sin @k1 H2 - r LD + Sin @k1 r DLL
r > 1

1

16 k1
CosBk1 J 1

2
+ r NF2 H4 k1 + 2 k1 H1 + r L Cos@2 k1 r D -

2 k1 r Cos@2 k1 H1 + r LD + 8 Sin @k1 D - Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 H1 + r LDL
-1 £ r < 0

1

16 k1
CosBk1 J 1

2
+ r NF2

H2 k1 Cos@2 k1 H1 + r LD + Sin @2 k1 D + 4 Hk1 - Sin @k1 r D + Sin @k1 H2 + r LDLL
r < -1

1

16 k1
CosA k1

2
- k1 r E2 H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD -

2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D + 8 Sin @k1 D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DL
True

� Expressão completa para a função de correlação de pares no caso integrável (não-normalizada)

In[161]:= r2@k1_ , r_ D = FullSimplify B 1

16 k1

CosB k1

2
- k1 r F2 H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD - 2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D +

8 Sin @k1D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DLF

Out[161]=

1

16 k1
CosB

1

2
Hk1 - 2 k1 r LF

2

H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD -

2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D + 8 Sin @k1 D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DL
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In[162]:= Plot @8r2@p, r D ÷ normaI @pD, r2@p ÷ 2, r D ÷ normaI @p ÷ 2D, r2@p ÷ 6, r D ÷ normaI @p ÷ 6D<,

8r , 0, 1<, Frame ® Automatic D

Out[162]=
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� Função de correlação de pares no caso não-integrável

In[158]:= rhoNINT @k1_ , k2_ , x2_ , x3_ D = Assuming@assumptions ,

Integrate @y@k1, k2, x1, x2, x3D y@k1, k2, x1, x2, x3D, 8x1, 0, 1<DD
In[160]:= FullSimplify @rhoNINT @k1, k2, H1 - r L ÷ 2, H1 + r L ÷ 2DD

Out[160]=

1

16 k1
CosA k2

2
- k2 r E2

H2 k1 Cos@2 k1 H-1 + r LD + Sin @2 k1 D + 4 Hk1 + Sin @k1 H2 - r LD + Sin @k1 r DLL
r > 1

1

16 k1
CosBk2 J 1

2
+ r NF2 H4 k1 + 2 k1 H1 + r L Cos@2 k1 r D -

2 k1 r Cos@2 k1 H1 + r LD + 8 Sin @k1 D - Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 H1 + r LDL
-1 £ r < 0

1

16 k1
CosBk2 J 1

2
+ r NF2

H2 k1 Cos@2 k1 H1 + r LD + Sin @2 k1 D + 4 Hk1 - Sin @k1 r D + Sin @k1 H2 + r LDLL
r < -1

1

16 k1
CosA k2

2
- k2 r E2 H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD -

2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D + 8 Sin @k1 D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DL
True

� Expressão completa para a função de correlação de pares no caso não-integrável (não-normalizada)

In[164]:= NINTr2@k1_ , k2_ , r_ D = FullSimplify B 1

16 k1

CosB k2

2
- k2 r F2 H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD - 2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D +

8 Sin @k1D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DLF

Out[164]=

1

16 k1
CosB

1

2
Hk2 - 2 k2 r LF

2

H4 k1 + 2 k1 r Cos@2 k1 H-1 + r LD -

2 k1 H-1 + r L Cos@2 k1 r D + 8 Sin @k1 D + Sin @2 k1 r D + Sin @2 k1 - 2 k1 r DL

� Verificação de consistência entre os casos integrável e não integrável

In[166]:= FullSimplify @r2@k1, r D ÷ NINTr2@k1, k1, r DD
Out[166]= 1
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� Transformada de Fourier da função de onda (caso não-integrável) para o bóson impureza

In[168]:= f@k1_ , k2_ , p_, x2_ , x3_ D =

Assuming@assumptions , Integrate @y@k1, k2, x1, x2, x3D Exp@-ä p x1D, 8x1, 0, 1<DD
� Cálculo numérico da distribuição de momentum caso não-integrável

In[169]:= n@k1_ , k2_ , p_D : = NIntegrate @
Hf@k1, k2, p, x2, x3

3

D f@k1, k2, p, x2, x3D­L ÷ normaNI @k1, k2D, 8x2, 0, 1<, 8x3, 0, 1<D
� Cálculo numérico do fator de estrutura estático caso não-integrável

In[170]:= S@k1_ , k2_ , p_D : = 1 +

NIntegrate BExp@-ä p Hx3 - x2LD
6

9

rhoNINT @k1, k2, x2, x3D
normaNI @k1, k2D

- 1 , 8x2, 0, 1<, 8x3, 0, 1<F
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Apêndice F

Trabalho Publicado

Neste apêndice inclúımos a publicação resultante do trabalho que deu origem à esta

dissertação, que constitui a principal contribuição do autor para a área [46].
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