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RESUMO

Neste trabalho analisamos a influéncia da migracdo sobre a homogeneidade em meta-
populactes com e sem estrutura etdria, modeladas como sistemas discretos no tempo e no espaco.
A andilise é feita através de comparagdes entre o comportamento do modelo acoplado e o compor-

tamento do modelo local.

Para populactes sem estrutura etaria, mostramos como um mecanismo de migragio
dependente da densidade pode desestabilizar o ponto de equilibrio homogéneo de um sistema
desacoplado estavel, fornecendo exemplos que ilustram quao facilmente isto pode ocorrer. Além
disto, para o caso de uma rede unidimensional em anel, obtemos uma condi¢do para a estabilidade
do estado sincrono. Em tal estado a homogeneidade na metapopulagdo é mantida pela sincronia
entre os sitios. A condicdo obtida é dada por uma expressio simples que envolve a fracdo migratoéria,

tamanho da rede e o niimero de Lyapunov do modelo local.

Para populagdes com estrutura etdria, consideramos uma rede unidimensional em anel
com taxas de migracdo especificas para cada classe e movimentos migratérios entre os dois sitios
préoximos. Mostramos que um mecanismo de migragao dependente somente da idade dos individuos
nao pode vir a estabilizar o ponto de equilibrio homogéneo de um sistema previamente instdvel
na auséncia de migragao. Por outro lado, é também demonstrado que um mecanismo de migracao
fortemente relacionado com a idade dos individuos pode vir a instabilizar um conjunto desacoplado

de populagoes estdveis, 0 que caracteriza a migracdo como um processo desestabilizador.
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ABSTRACT

In this work we analyze the migration effects on the homogeneity in metapopulations
with and without age structure, modeled as discrete time and space systems. The analysis is done

through comparisons between the behavior of the coupled and uncoupled models.

For populations with nonoverlapping generations, we show how a density dependent
migration mechanism can drive the homogeneous equilibrium of a uncoupled stable system to in-
stability, providing examples illustrating how easily this can occur. Besides that, we have obtained
a condition for the stability of the synchronized state in a unidimensional metapopulation ring. In
such state the homogeneity is maintained by the synchronism of the patches orbits. The resulting
condition is given by a simple mathematical expression involving the metapopulation size, the

migration fraction and the Lyapunov number for the local model.

For age structured populations, we consider a unidimensional array with age depen-
dent migration fraction. We show that a migration mechanism which depends only on age can not
stabilize a previously unstable homogeneous equilibrium. On the other hand, it is also shown that
a strongly related with age migration mechanism can drive a stable uncoupled system to instability,

which characterizes the migration as a destabilizing effect.



1 INTRODUCAO

Na dltima década foi notdvel o crescimento da pesquisa em modelos de dinamica popu-
lacional com estrutura espacial. Uma classe importante de modelos que consideram a distribuigao
espacial dos individuos é a classe dos modelos de metapopulacdes espacialmente explicitos. As re-
visoes apresentadas em [9], [12], [54] fornecem uma boa amostra do interesse pelo estudo de modelos
de metapopulagdes. Nestes modelos a populacdo, neste caso dita metapopulacao, é tratada como
um conjunto discreto de subpopulagdes localizadas em fragmentos de habitat que sdo adequados
para a reproducao e sobrevivéncia. Cada um destes fragmentos esta cercado por um ambiente hos-
til e totalmente inadequado para a sobrevivéncia da espécie, e por essa razdo sio freqiientemente
chamados de sitios ou patches. A conexdo entre esses fragmentos é feita através de movimentos

migratérios entre as populacdes locais (subpopulagdes) que compdem a metapopulacdo.!

Por exemplo, considere uma certa espécie, distribuida em n habitats isolados, ou seja,
formando uma rede de n subpopulagoes. Vamos supor que as geracoes, sempre tomadas em tempos
discretos t = 0,1, 2,..., jamais se entrelacam, isto é, os pais n3o vivem o suficiente para conhecer
seus filhos. Vdrios exemplos naturais se enquadram nesta formulacao ([12]). Inicialmente vamos
imaginar que ndo ha conexdo entre os sitios, neste caso, cada populacio z¥, k = 1,2,...,n; onde
z¥ denota o niimero de individuos no sitio k no instante t, floresceria de modo independente das

demais, e sua dinamica seria dada por
2ty = f(zf), (1.1)

onde f é uma fungao que incorpora os processos de reproducao e mortalidade de geragao a geragao.
Note que, neste exemplo, estamos considerando que todas as subpopulagdes sdo idénticas, no
sentido que a dinamica de cada subpopulagdo é descrita pela mesma fun¢do f. Viérios exemplos de
relevancia bioldgica para escolha de f sdo apresentados em [15] e [19]. Fenémenos como cascata
de bifurcagdes e caos ja foram estudados para varias escolhas de mecanismos representando a
dependéncia da densidade, isto é, para varias escolhas de f ([10], [32], [33], [34]). Entre os mais

mencionados, estd a aplicagdo logistica,
fl@)=rz(l—-2), 0<r<4, 0<z <1l
Agora vamos considerar a existéncia de ligagbes entre as subpopulagdes. Em outras

palavras, vamos considerar a possibilidade dos individuos migrarem de seus habitats para outro

local apropriado, ou seja, para outro sitio da rede. Vamos supor que, a cada geragio, apds o

!No contexto deste trabalho ndo ha diferenca entre migracao e dispersdo. Ao longo do trabalho ao mencionar
movimento migratdrio ou dispersao estamos nos referindo ao movimento dos individuos de um patch a outro (“mu-
danca de endereco” dos individuos).



processo de reproducao e sobrevivéncia, ocorre um processo migratério entre os sitios®. Para cada
sitio k, uma fracdo pi; de individuos migra do sitio k para o sitio j. Esta fracdo pode depender
da densidade local z¥ e/ou da densidade do sitio de destino z, dependendo do nivel de predicio
desejada. Por simplicidade, vamos considerar que estas taxas sdo constantes, e que a migracao é
100 % bem sucedida, ou seja, nao ha morte de individuos devido ao processo migratério. Assim,

a populagao do sitio k no instante ¢ + 1 é dada por

zf = (1— ) f(=5) + ) mief (1), (1.2)

J=1

onde ji = E?=1 i Tepresenta a taxa de individuos que deixou o sitio k.

Neste exemplo, ndo fizemos hipéteses sobre a topologia da rede, ou seja; dado um
sitio, ndo definimos para quais sitios os individuos deste sitio emigram, e qual a procedéncia dos
imigrantes deste sitio. Ao definirmos tais aspectos topolégicos estamos, na verdade, estabelecendo
as vizinhangas dos sitios. A vizinhanga de um sitio k é composta pelos sitios que interagem com
o sitio k (que recebem individuos oriundos do sitio k e/ou que enviam individuos para o sitio k),
podendo ser definida por

Viz(k) = {j : prj # 0} U {7 : pjx # 0}

Uma pratica bastante comum € o uso de interagdes simétricas, ou seja, tais que p;r = pi;. Entre
os tipos de vizinhanc¢a mais utilizados, temos os anéis ciclicos nas redes unidimensionais, onde a

vizinhanca é definida por ([49])
Viz(k) ={1+[(k+i—1)modn]:i=—N,...,N; i # 0},

ou seja, é permitida a migracdo somente para os 2N sitios mais préximos, com o sitio 1 ligado ao
sitio n, formando um anel. Para redes bidimensionais temos as vizinhangas de Moore (veja Figura
1.1)

Viz(k,l) = {(k+1,l+7):—N <1, j<N; (i,7) # (0,0)}

e do tipo Von Neumann

Viz(k,l) = {(k+i,0+7) : 0 < |i] + [5] < N; (i,5) # (0,0)}.

Em (1.2), consideramos uma metapopulagdo de uma tinica espécie sem subclasses de
idade ou tamanho entre os individuos. Claramente podemos construir um modelo para uma meta-
populacao de uma espécie com estrutura etéria, ou considerando duas espécies que interagem entre

si de algum modo (presa-predador, parasita-hospedeiro). Outra possibilidade é a inclusao de uma

2Esta separacio entre os processos de dinamica local e migragdo é de fato necessiria, caso contrério resultados
fantasiosos podem ocorrer [14].
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Rede 1D
(a)
k=N k=1 k kel kN
Rede 2D
Von Neumann % Moore
(b) N=1 (c) N=2 (d) N=1 () N=2

Figura 1.1: (a) Vizinhanca do sitio k em uma rede unidimensional. (b) Vizinhanga do tipo Von
Neumann com N =1 e (¢) N = 2 em uma rede bidimensional. (d) Vizinhanca do tipo
Moore com N =1 e (e) N = 2 em uma rede bidimensional.

taxa de mortalidade associada a migracdo. Além das dificuldades em modelar a metapopulacao
que emergem ao considerarmos tais aspectos, a principal modificagdo acontece sobre a dindmica
do sistema. Varios trabalhos destacam a importancia do movimento migratério sobre a dinamica
da metapopulacdo [21, 31, 6, 46]. O aparecimento de padrdes espaciais complexos foi observado
por Hassell et al. [17, 13], Commins et al. [4], Ruxton e Doebeli [42] e Ruxton e Rohani [44].
Alem de gerar padroes espaciais, 0 movimento migratério pode permitir a persisténcia em sistemas
parasita-hospedeiro acoplados [17] ou em sistemas de uma unica espécie [1], ou ainda permitir
a coexisténcia de espécies que competem entre si em um sistema [18]. A dispersdo também é
destacada pelo seu efeito “estabilizador”, no sentido que a dispersdo pode simplificar a dindmica
de uma drbita cadtica transformando-a em uma érbita periédica simples [21, 31, 6]. Em [48]
mostramos que a dispersdo pode vir a sincronizar érbitas cadticas. Além disso, um forte efeito
estabilizador ocorre ao considerar-se uma taxa de mortalidade associada a migracao [43]. Porém
este efeito “estabilizador” nao deve ser tomado como uma regra, visto que a migragio pode levar a
perda de estabilidade do estado homogéneo em certos casos, como ocorre em modelos com estrutura

etaria [20], em modelos parasita-hospedeiro [41] e em modelos com heterogeneidade ambiental [27].

Entre os trabalhos voltados a influéncia da migragao sobre a estabilidade do estado
homogeéneo do sistema, destacamos [40], onde foi demonstrado que, para uma metapopulacio de
uma unica espécie e intera¢do simétrica entre os fragmentos com taxa migratéria constante, o
movimento migratério nao tem nenhuma influéncia sobre a estabilidade do equilibrio homogéneo.
Ruxton [45] considerou a possibilidade da migragdo depender da densidade populacional local.
Embora tenha mostrado que o movimento migratério poderia gerar instabilidade do sistema, Rux-
ton sugeriu que mecanismos de migragao dependentes da densidade teriam pouco efeito sobre a

estabilidade do estado homogéneo. Jang e Mitra [22] e Silva et al. [49] consideraram um modelo



mais geral que os utilizados em [45] e [40], com ligacGes entre os sitios menos restritas (permitindo
assimetrias) e com uma forma mais genérica para a migragio dependente da densidade, obtendo
assim o resultado provado em [40] como um caso especial. Além disso, foi mostrado que a migracao
dependente da densidade por si s6 pode vir a desestabilizar um sistema previamente estivel de

populagdes acopladas, dando suporte aos resultados obtidos por Ruxton em [45].

Neste trabalho abordamos a influéncia da dispersao sobre a homogeneidade em diver-
sos modelos de metapopulagbes espacialmente explicitas. No capitulo 2 apresentamos o resultado
obtido em [49] de uma forma mais geral. Em ([49], nos restringimos & vizinhangas simétricas e
fizemos o uso de condigdes de contorno periédicas (conectamos os sitios em forma de um anel, no
caso unidimensional, e na forma de um toro, no caso bidimensional), enquanto que no capitulo 2
estendemos os resultados obtidos a vizinhancas mais genéricas. No capitulo 3 consideramos uma
populagdo com estrutura etaria, distribuida em uma rede de n patches em anel. Desenvolvemos
resultados sobre a estabilidade do estado homogéneo no sistema acoplado, e comparamos a regiao
de estabilidade do sistema local (desacoplado) com o novo sistema (acoplado), extendendo os resul-
tados obtidos por Hastings em [20] para uma rede de 2 sitios e uma populagao de 2 classes etdrias.
Finalmente, no capitulo 4 apresentamos o resultado publicado em [48], sobre a influéncia da dis-
persdo sobre a sincronizagao dos sitios, isto €, quando a homogeneidade € atingida e mantida, fora
do equilibrio homogéneo, com as subpopula¢oes oscilando em sincronia. Neste capitulo, fornecemos
condi¢es para que a dispersao venha a sincronizar as érbitas de todos os sitios, ainda que estas
sejam cadticas. Este resultado é particularmente importante, pois estd relacionado com a extingao
de espécies distribuidas em fragmentos: uma vez que as subpopulages estdo sincronizadas, no
momento em que uma destas subpopulagdes se extinguir ocorre a extingdo da espécie em toda
rede. Por se tratar de uma area interdisciplinar, tomamos alguns cuidados na redagao do texto:
interpretacdes biolégicas para os parametros utilizados na construcdo de modelos sao dadas ao
longo do texto, enquanto que, por serem relativamente longos, os cdlculos de autovalores foram
incluidos em apéndices. Esperamos assim que este trabalho seja acessivel tanto para ecologistas

como para matematicos.
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2 ESTABILIDADE DO ESTADO HOMOGENEO EM
METAPOPULACOES

2.1 Introducao

Nos ultimos anos, entre os vdrios trabalhos que abordaram os modelos de metapo-
pulacdo, muitos voltaram-se ao estudo da influéncia da migracao sobre a estabilidade do estado
homogéneo do sistema. Em particular Rohani et. al. [40] demonstraram que, para uma metapo-
pulagdo de uma tunica espécie com geracdes que ndo se entrelacam e interacdo simétrica entre os
fragmentos com taxa migratéria constante, o movimento migratério nao tem nenhuma influéncia
sobre a estabilidade do equilibrio homogéneo. Ruxton [45] estudou o efeito de um mecanismo
de migracdo dependente da densidade populacional local e mostrou que o movimento migratério
poderia gerar instabilidade do sistema, apesar de nao fornecer exemplos onde tais instabilidades
geradas somente pela dispersdo poderiam ocorrer. Este mesmo resultado foi extendido por Jang e
Mitra [22] e Silva et al. [49], que consideraram um modelo mais geral que os utilizados em [45] e
[40], com ligagGes entre os sitios menos restritas e com uma forma mais genérica para a migracao
dependente da densidade, obtendo o resultado provado em [40] como um caso especial. Além disso,
em [49] foi mostrado como a migragdo dependente da densidade por si s6 poderia vir a desesta-
bilizar um sistema previamente estavel de populacdes acopladas com vizinhanca do tipo Moore
(veja Figura 1.1). Apesar destes avangos, a falta de um exemplo onde a migracdo dependente da
densidade induzisse instabilidades sobre um equilibrio homogéneo previamente estdavel na auséncia

de migragao criou um certo “mito” sobre o assunto.

Neste capitulo estendemos os resultados obtidos em [22], que por sua vez, é uma
extensdo dos resultados de [40] e [45]. Jang e Mitra forneceram condi¢des para que a migragao
nao venha a desestabilizar o equilibrio homogéneo. Aqui, mostramos o mesmo resultado relaxando
algumas condicdes utilizadas em [22]. Este capitulo também € uma extensao de [49], onde nos
restringimos a vizinhangas simétricas e fizemos o uso de condigdes de contorno periddicas. Além
disso, mostramos como a migrac¢io pode gerar instabilidades na regido onde o sistema desacoplado
é estavel para trés tipos de vizinhangas simétricas: para o caso unidimensional de um anel de n
patches e para o caso bidimensional, utilizando as vizinhangas de Von Neumann e Moore (veja
Figura 1.1). Ao final do capitulo fornecemos um exemplo concreto para ilustrar quao facilmente

uma taxa de migracdo dependente da densidade gera instabilidades.



2.2 O Modelo

Considere uma colegao de n sitios, numerados por 1,2,...,n. Em cada um destes
sitios hd uma popula¢ao de uma inica espécie, cercada por um meio hostil e totalmente inadequado
para sua reproducdo e sobrevivéncia. A metapopulacdo é o conjunto de todas estas subpopulacoes.
Vamos supor que as geragGes, tomadas em tempos discretos ¢ = 0,1,2,... jamais se entrelagam.

Na auséncia de migragio, vamos supor que a dindmica em cada sitio é descrita por

i = f(af), t>0E=1,2,.0m, (2.1)

onde f é uma funcao suave definida em [0, o0). Todos os sitios sdo idénticos, com dindmica descrita
pela mesma fungido f. A equacgdo (2.1) incorpora os processos de reproducgao e mortalidade de
geragao a geracdo de modo que estes processos dependem da densidade populacional do fragmento
em questao através da funcao f. Exemplos para a escolha da fun¢ao f podem ser vistos em [15] e

[19]. Vamos supor que f possua um inico ponto fixo positivo, ou seja, um tnico z* tal que
2= flz*), 2" >0 (2.2)
A equagdo (2.1) pode ser linearizada em torno do equilibrio z* resultando no critério de estabilidade

|f(z*)] < 1= z* estével, o
|f'(z*)] > 1 = =" instavel. X

Para um exemplo da aplicacao deste critério, considere a funcao logistica (ver Figura 2.1):
flz)=rz(l—z), 0<r<4, 0<z<1.

Através de calculos simples temos que existe z* satisfazendo (2.2) se e somente se r > 1. Ser > 1,

temos

e aplicando o critério (2.3) temos que z* € estdvel se -1j

;—xm(l—z) <lel<r<i.

=g

Agora vamos estabelecer ligagdes entre as subpopulagdes. A cada geracdo um processo
migratério ocorre entre os sitios. Para cada sitio, uma fracdo p de individuos deixa o dado sitio e

migra para os sitios mais proximos. Certos aspectos devem ser classificados:

I O processo migratério é de curta duracio (comparado &4 escala de tempo usada no

modelo que é o tempo entre duas geracoes consecutivas) e portanto é razoavel supor
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Grafico de 7441 = 73:(1 — 7). A estabilidade do ponto fixo z* depende da declividade
da reta T conforme equagao (2.3).

que o movimento migratério é 100% bem sucedido, isto é, ndo ocorrem mortes durante

o movimento. Além disso, ocorre apenas um movimento migratério a cada geragao.

Deve ser estabelecida uma ordem para os eventos: migracao e dinamica local (re-
producao e mortalidade). A falha na separacdo destes dois processos integralmente

distintos pode acarretar em resultados fantasiosos(ver [14]).

A fragio migratodria g de individuos que deixam uma dado sitio pode depender da
densidade local (sitio em questdo) e também da densidade dos sitios vizinhos (can-
didatos a receptores dos imigrantes). Aqui apenas a dependéncia local serd incluida
no modelo. Assim, supomos que g é uma funcao crescente e de classe C!. Além disso,

por ser uma propor¢ao, 0 < pu(z) < 1, Vz > 0. Para exemplos ver [45].

O objetivo deste trabalho é determinar a importancia do movimento migratério na es-

tabilidade do sistema como um todo. Vamos comparar o sistema global com um de seus fragmentos

agindo independentemente (o que é equivalente a comparar o sistema na auséncia de disperséo).

A dinamica da metapopulacdo serd dada pela composicao de dois processos distintos: dindmica

local (reproducéo e mortalidade) e dispersao. Para isto considere p uma funcao suave definida em

[0,00) tal que 0 < p(z) <1, ¥z > 0 com x(0) = 0. Dado um sitio k, temos que uma fracdo p

destes individuos migram para sitios vizinhos. Destes, uma proporgao c¢i; migra para o patch j.

Claramente 0 < cx; < 1 para todo k,j = 1,2,...,n, Z?=1ij = 1 para todo k = 1,2,...,n e

ckr = 0. Agora estamos aptos para definir nossos operadores dispersao e dindmica local:

— Dinamica Local

F:R* 5 R

(@00 008" 3 (F(21)s 05 F2))




- Dispersao
M:R*—>R"
(@l .sz™) o (My(@ ey, Malah, ., 3™)
onde
n
Mi(zt,...,z") = (1 — p(z*))z" +Z Capla* ), B=12,....m

=1
Podemos considerar dois modelos globais distintos. O primeiro onde a cada geracdo a dinamica
local precede & migragdo. Para isto, definimos G : R* — R* dada por G = M o F'. Definindo o
vetor populacional z; = (z:!,...,2:*)7 onde z¥ é o nimero de individuos no sitio k no instante ¢,

a dindmica da metapopulacdo é dada por

(1= ulf@MF(=) + Ticnulf(a))]f (=)

A-plf@Df}) + T, cionlf@))f(zd)

Xt+1 = G(Xf,) = (24)

- plf @) + Tio cinplf(@))f(zd)

No segundo modelo a migracio precede a dinamica local. Assim definimos G = Fo M e a dinamica

global é dada por

A -p@)at + Toiciuleal) |

Rty | T 2eilR * Sy cran(ad)z])

| f(Q=p@p)zp + Ti cinplal)]) |
2.3 O Estado Homogéneo e sua Estabilidade

Nesta se¢do vamos estabelecer resultados sobre a estabilidade do equilibrio homogéneo
X* = (p,..-,p)T, p > 0 para os sistemas (2.4) e (2.5). Antes de proceder, precisamos verificar
as condi¢Oes para a existéncia deste equilibrio homogéneo nestes sistemas. No teorema seguinte,
estabelecemos condicdes para que X* = (z*,...,z")7, onde " = f(z*) > 0 seja o inico equilibrio

homogéneo positivo de (2.4).

Teorema 2.1. O sistema dado pela equagdo (2.4) possui apenas um equilibrio homogéneo nao

trivial, dado por X* = (z*,...,z")T, onde z* = f(z*) > 0,se e somente se a condigdo
n
Yoo =1 i=12...0m (2.6)
k=1

€ satisfeita.

Demeonstragao. Considere a equacao (2.4). Temos



(i) Existéncia de X*. Mostraremos que X* = [z*,z",...,2"]7 é equilibrio homogéneo

positivo de (2.4) se e somente se a condigao (2.6) é satisfeita. Suponha que X* =

[z*,z*,...,2*]7 é equilibrio homogéneo positivo de (2.4). Entio
‘= f(z") + é(z*) (ch,-—l),j.—.l,z,...,n (2.7)
fe=1

onde ¢(z) = zu(z). A funcado ¢(x) representa a quantidade de individuos que deixam

o patch quando a populagdo é z. Como z* > 0 e f(z*) = z* entdo (2.7) equivale a

o(z") (ick_.;—l) =0, 7=12,cuaym

k=1

Ora, por hipétese temos que u(z*) > 0 = ¢(z*) > 0 e portanto
n
Y jow =1 =R e
k=1

é condicdo necessdria para que X* = [z*,z*,...,2%]7 seja equilibrio homogéneo de

(2.4). Da equagdo (2.7) segue que (2.6) é suficiente, e portanto temos que X* =

[z*,z*,...,2"]T é equilibrio homogéneo positivo de (2.4) se e somente se (2.6) é satis-
feita.
(i) Unicidade. Para verificar que X* = [z*,z", ...,z*]T é o tnico ponto de equilibrio

homogéneo de (2.4), seja P = (p,p,...,p)T, p > 0 um ponto candidato a equilibrio
homogéneo positivo de (2.4). Suponha que a condigdo (2.6) é satisfeita. Para que P

seja ponto de equilibrio de (2.4) é necessario que

n
pzf(p)-i-c,b(p)(chj—l),j:1,2,...,n (28)

k=1
como, por hipétese, Y r_, cxj =1, Vj =1,2,...,n, é necessério que f(p) = p. Como

z* € o unico ponto fixo positivo de f, segue que p = z~, e, portanto, P = X* =
[z=,z",...,2*]T. Por outro lado se assumimos que X* = [z*,z",...,2"]T é o dnico
ponto de equilibrio homogeéneo positivo de (2.4), segue que do item (i) que (2.6) é

satisfeita, caso contrario X~ = [z*,z",..., I']T nao seria ponto de equilibrio.

O

Entretanto, a condicdo (2.6) ndo é necessdria para que X* = (z*,z*,...,z*)7 seja
ponto de equilibrio homogéneo de (2.5). Por exemplo, considere uma rede de trés sitios e f dada

por

32,4 4 208,38 _ 1112, 233 .
52 t 957 w0r t%2 0Sz<1;

flz) = (2.9)

texp(-3E(z-1)) l1<zr<oo
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Figura 2.2: Gréfico de (2.9).

Como pode ser observado na Figura 2.2, f possui apenas um ponto de equilibrio

positivo z* = . Além disso, f é uma fungdo suave, satisfazendo todas as hipéteses utilizadas

na modelagem de (2.5). Agora considere uma funcao de migracao tal que p(z*) = pu(3) = 1. Se

E.

definirmos as proporgdes de migracdo ci; por

e =0 e =

[an B T ST

ci3 =0 ec3=

v
w
(]

Il

1

3
ci2=1 cp=0 cu

1

)

temos exr. =0,k =1,2,3¢
3 - 3 = 3 =
Yimoi =1 Xiae=1 Yio =1
3 o~ 3 sz B 3 G
z;;=1 ek =1, Zk:l Ck2 = 3, Zk= Ck1 = 3

e portanto os coeficientes cj, k,j = 1,2,3 satisfazem todas as exigéncias estabelecidas na se¢ao
anterior. Calculando G(X*) = G'([%, 3, 3]7) obtemos

(2.10)

fl@*+ (=) Timca — 1) = f(z*)=3=2"

flz* + o(z*)(Tiay e — 1)) = flz"+36(z ))= f(§)=1%=2", (2.11)
f@ +6(z)(Thaicr2—1) = flz*—36(z")=f(§)=5=2"

Logo X* é ponto de equilibrio homogéneo positivo de (2.5) sob as configuraces acima.

Além disso, [%, %, 1T é o tinico ponto de equilibrio homogéneo deste sistema, pois

T

flo+ ¢(p) (Zcu - 1)) =fp)=pep=1".
k=1

Porém a condicao (2.6) ndo é satisfeita, como indica (2.10). Assim podemos concluir

que a condi¢do (2.6) nao é necesséria para que X* = [z*,z*,...,2*]T seja ponto de equilibrio

homogéneo de (2.5). Entretanto, assim como ocorre para o sistema (2.4), a condigao (2.6) é

suficiente para garantir que X* = [z",2",...,2*]7 seja o unico equilibrio homogéneo positivo de

(2.5), como é demonstrado no teorema a seguir.

AS
[BLIOTEG
DEDBF AR TFM"HI *

mm 01 ) rmnmf 0%
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Teorema 2.2. Se a condigao (2.6) € satisfeita, entdo o sistema (2.5) possui apenas um equilibrio

homogéneo ndo trivial, dado por X* = (z*,...,z*)T, onde z* = f(z*) > 0.

Demonstragao. Considere a equacgio (2.5). Se a condigdo (2.6) é satisfeita, temos

flz* + o(z”) (E Ckj — 1)) =fle’y=a%21=12....8 (2.12)

k=1
e portanto X* = (z*,...,z*)7 é equilibrio homogéneo positivo de (2.5). Para verificar que X* =
[z*,z*,...,2*]T é o tinico ponto de equilibrio homogéneo de (2.5), seja P = (p,p,...,p)T, p> 0

um ponto candidato a equilibrio homogéneo positivo de (2.5). Suponha que a condigdo (2.6) é

satisfeita. Para que P seja ponto de equilibrio de (2.5) é necessario que

n
p=flp+¢(p) (chj—1)),j=1,2,...,n (2.13)

=]
como, por hipétese, > p_, ckj =1, ¥ =1,2,...,n, é necessario que f(p) = p. Como z* é o tinico
ponto fixo positivo de f, segue que p =z~ e, portanto, P = X* = [z*,z",...,z"]7T. O

Resumimos as informacoes dos teoremas 2.1 e 2.2 no seguinte coroldrio:
Coroldrio 2.1. Se a condigdo (2.6) € satisfeita, entdo X* = [z*,z",...,5"]7, onde f(z*) =z >
0, é o inico ponto de equilibrio homogéneo positivo para ambos os sistemas (2.4) e (2.5).

Demonstracgao. Conseqiiéncia imediata dos teoremas 2.1 e 2.2. O

A anélise da estabilidade de X™* dada pelo Teorema 2.1 seré feita via linearizacdo dos
sistemnas (2.4) e (2.5) em torno de X*. Os jacobianos DG(X*) e DG(X*) sdo obtidos no lema a
seguir, onde a fungio ¢ é definida por ¢ = zpu(z).

Lema 2.1. Suponha que as hipdteses do Colordrio 2.1 sdo satisfeitas, e seja X* = (z*,...,z*)T.
Entdo DG(X*) = DG(X*) = [aijlnxn, onde

. _]rena-e@), i=;
YT Fat)ed@), i

Demonstragao. Pela regra da Cadeia temos
DG(X) = DM(F(X)) - DF(X) e DG(X) = DF(M(X)) - DM (X).

Note que M(X*) = X* = F(X"). Logo DG(X*) = DM(X*) - DF(X*) e DG(X*) = DF(X~) -
DM(X*). Como DF(X*) = diag(f'(z*),..., f'("))nxn, as matrizes DF(X*) e DM (X") comu-
tam. Assim DG(X*) = DG(X*) = DF(X*)- DM(X*) = f'(X*)DM(X*). Calculando DM (X*)
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diretamente pela defini¢do, ou seja, utilizando

oz}
DM(X")ij = — |pimae
Ty
segue que
1— &'(z* R
cig'(z*), i#j
completando a demonstracao. O

Teorema 2.3. Se a condi¢ao (2.6) € satisfeita, entdo, os dois sistemas dados pelas equagées (2.4)
e (2.5) sdo idénticos do ponto de vista da estabilidade do eguilibrio homogéneo positivo dado pelo
Colordrio 2.1. Em outras palavras, a ordem dos eventos dindmica local e migracdo ndo afeta a

estabilidade do estado homogéneo.

Demonstracgao. Conseqiiéncia imediata do Lema 2.1, j4 que a estabilidade do equilibrio ho-

mogéneo depende apenas da magnitude dos autovalores da matriz jacobiana no equilibrio. I

O teorema seguinte estabelece alguns resultados importantes na dire¢do do entendi-
mento do papel do acoplamento na estabilidade do equilibrio homogéneo. Deste ponto em diante,

X* refere-se ao ponto de equilibrio homogéneo dado pelo Corolério 2.1.

Teorema 2.4. Suponha que a condicao (2.6) é satisfeita. Se ¢'(z*) < 1, entdo o autovalor
dominante de DG(X*) (ou de DG(X*)) €é f'(z).

Demonstragao. Pelo Teorema 2.3 é suficiente considerar o sistema dado pela equacao (2.4). Pelo
Lema 1 temos que DG(X*) = f'(z*)[bij]lnxn onde DM (X™) = [bijlnxn, com as entradas b;; dadas

por
1-¢'(z"), i=3j;

bij = ‘
cid'(z*), i #J.
Note que
n n
Zbij =1-¢'(z") + (f"(z')zcji g 15 o
i=1 i=1
Por hipétese, temos que 31, ¢j; = 1, portanto 37, b;; = 1, i = 1,2,...,n. Além disso, a

hipétese ¢'(z*) < 1 garante que b;; > 0 Vi.j = 1,2,....,n. Assim DM(X") é uma matriz
estocastica e portanto A = 1 é o seu autovalor dominante. Logo f'(z*) é o autovalor dominante de
DG(z"). O

Em relagao ao Teorema 2.4, pode-se observar que

(1) A hipdtese ¢'(z*) < 1 ndo é necessaria para que Z}‘:l bij = 1L, Wi = 1,2,...,n.

Portanto ela nao ¢é necessaria para que f'(z”) seja autovalor de DG(X"). Assim,
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de modo natural, f'(z*) (o autovalor do sistema desacoplado) sempre é autovalor do
sistema global. Podemos, portanto, afirmar que o movimento migratério por si sé nao

pode estabilizar uma rede de populacoes instdveis e independentes.

(2) Um caso particular relevante e freqiientemente estudado [40, 24, 25, 46, 53, 52] é
o de fracdo migratéria constante. Neste caso ¢(z) = pz, logo ¢'(z) = p < 1 e

conseqiientemente o Teorema 3 é vilido.

(3) Os resultados até aqui obtidos independem da dimensionalidade, ou seja é irrelevante
a questao de dispormos os sitios como reticulados unidimensionais ou bidimensionais,
além disto, no caso bidimensional € irrelevante se consideramos vizinhangas de Von
Neumann, Moore ou outra similar. A inica restricio € que a condigao (2.6) seja

satisfeita, caso contrario X* nio é ponto de equilibrio homogéneo de (2.4).

2.4 A Instabilidade Causada pelo Movimento Migratério

Nesta secao mostraremos como a migragdo pode desestabilizar um sistema de subpo-
pulagdes estaveis. Tendo em vista o Teorema 3, isto s6 podera acontecer se ¢'(z) > 1. Com relacio
a esta perda da estabilidade via 0 aumento do valor do parametro ¢'(z), a dimensao da rede e
a geometria das vizinhancas sao importantes. Vamos considerar o sistema (2.4) sob trés casos
distintos; uma rede unidimensional em anel e dois tipos de redes bidimensionais, e mostrar que
em cada caso instabilidades geradas apenas pelo processo migratdrio podem ocorrer se a condigao
¢'(z) < 1 nao for satisfeita. Para todos os casos estaremos considerando vizinhangas simétricas
(cxkj = cjk), de modo que a condigao (2.6) é satisfeita. Note que onde houver instabilidades geradas
pela difusdo para o sistema (2.4), haverd também para o sistema (2.5), dado que pelo Teorema 3,
temos DG(X*) = DG(X*).

Nesta secao, queremos analisar o que a dispersao por si s6 pode vir a causar sobre a
estabilidade do estado homogéneo. Para isto devemos isolar os efeitos causados pelo movimento
migratério. Assim devemos considerar n populagdes absolutamente idénticas. Mais precisamente,
na auséncia de migracdo, cada subpopulagdo seguiria uma dinamica temporal dada pela equacio
(2.1). Mesmo considerando a mesma dinamica local para todos os sitios, a condi¢ao de igualdade
entre as subpopulagdes ainda ndo esta garantida. Isto se deve ao fato de vizinhos mais proximos a
fronteira podem ter menos vizinhos em certas dire¢oes. Por exemplo em uma rede unidimensional
com N = 1, o primeiro sitio teria apenas 1 vizinho a direita e nenhum a esquerda. Para evitar tais
assimetrias, impomos condi¢oes de fronteira periddicas, isto €, identificamos as extremidades. Deste
modo uma rede unidimensional serd interpretada como um anel ciclico e uma rede bidimensional

serd interpretada como uma superficie toroidal.
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Redes 1D Enumeramos os sitios de 1 a n. Cada sitio k, k = 1.2,...,n tem como
vizinhos os N mais proximos sitios a direita e os N mais proximos a esquerda. Desta forma

definimos o conjunto dos vizinhos de k por
Viz(k)={(k+i—1) modn +1:i=-N,...,N,i#0}, k=1,2,...,n (2.14)

Este tipo de vizinhanc¢a também é chamado de vizinhanga de ordem N do sitio k. Vamos denotar
por |Viz(k)| a cardinalidade deste conjunto. Para (2.14) temos |Viz(k)| = 2N. Para garantir a
igualdade dos sitios, vamos supor que os emigrantes deixam um dado sitio com a mesma propor¢ao
para todos os vizinhos, ou seja, que ¢x; € constante (cx; = 35 ) para todo k,j = 1,2,...,n. Assim,

o sistema (2.4) toma a forma

sy = (- p(FENE) + 5o 3 sPENE k=120 (215

JEViz(k)

A matriz Jacobiana, dada pelo Lema 1, agora toma a forma de uma matriz n x n circulante

(& & ww B B Gax B
b a b
b
b
DG(X") = (2.16)
b
b
b
I b b b b «a |
onde
a= f'(z")(1-¢'(z"))
e
,_ f'@)eE)
2N
Em cada linha, temos 2N elementos iguais a b: na primeira linha, temos DG(X*);; = a e

DG(X"); = b,j = 2,...,N + 1. Os espagos em branco devem ser interpretados como zeros,
e portanto temos DG(X*);; = 0, j = N +2,...,n = N e por fim mais uma seqiiéncia de N

entradas iguais a b, com DG(X")i; =b, j=n—-N+1,...,n
Utilizando um resultado provado por Friedman em [8] (veja apéndice A), temos que
os autovalores de DG(X™) sao

2%j
Aj=a+b(DN[—n—J}—l),ij,‘..,n—l (2.17)



onde Dy é o niicleo de Dirichlet usual definido por

sin(z(N + 3))

Dl =—=p

Em termos dos parametros f'(z*) e ¢'(z*) os autovalores de DG(X*) sdo
Aj = fi@)1 = a;(N,n)é'(z")], 7=0,1,...,n—1 (2.18)

onde a;(n,N) é dado por

D251 —
aj(n,N)=1- (%) i Oyt = 1. (2.19)

Redes 2D Enumeramos os n? sitios numerados por um par de indices (k,l), k =
1,2,...,nel=1,2,...,n, formando assim uma rede quadrada. Podemos ter agora varios tipos de
vizinhangas simétricas. Examinaremos os esquemas mais comuns, as vizinhancas de Von Neumann

e de Moore (veja Figura 1.1).

— Vizinhancas de Von Neumann: definimos os vizinhos do sitio (k,!) através de
Viz(k,0) = {(k+4,0+34) : 0 <|il +|j| < N; (i,4) #(0,0)}.  (2.20)

Neste caso |Viz(k,l)] = 2N (N + 1). Novamente nés utilizamos condigdes de contorno
periddicas, identificando os lados opostos da rede, formando um toro. Além disso
utilizamos proporg¢oes migratdrias iguais. Sob essas hipétese, (2.4) torna-se

2y = (1= ulf @S (=) + 27\?"@11‘1')' . ”;di ; uffE) (221

paratodoi =1,2,...,nej =1,2,...,n. A matriz Jacobiana no equilibrio homogéneo

X* toma a forma de uma matriz circulante por blocos n* x n* dada por

A By - By B B B - By |
Bn A By - By B; B, -+ Bn_
Bg BN A BN Bz Bl Bi
DG(X") = o | (2.22)
e, S -, . -, . Bl
By B,
By_y -+ B B, B ..+ By A By
By v+ By B By Bs --+- By A
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onde A € uma matriz n X n da forma de (2.16) com a = f'(z*)[1 — ¢'(z*)] e b =

!—2(-;—33—1%1 e as matrizes By sdo matrizes circulantes n x n da forma

N T B e B

b b b
b

b

B = (2.23)

b

b
b

| b o b bbb

onde héd 2k —1 entradas iguais a b em cada linha: na primeira linha, temos (By):; = b,
Jj = 1,...,k seguidos de zeros nas entradas (Bx);; =0,j=k+1,....n—k+1e
finalmente temos mais k — 1 entradas iguais a b, (Bg);; =b, j=n—k+2,...,n. Os

n? autovalores de DG(X*) sdo dados por (veja apéndice A para detalhes)

’\53' __"f‘(z.)[l —ﬂfj(b‘(z-)], i!j =0! 1,2,.--,“ =l (2'24)
onde
- 1 27 2Nm7j
i = N—(m(’-’ﬂi?]“’s w T
o27i 277 Dn[3]-1
4 Dea it &) (2.25)
n n 2

1,j=0,1,---,n—1.
— Vizinhangas de Moore: os vizinhos de ordem N do sitio (k.l) forma o conjunto
Viz(k,1) = {(k+4,0+ ) : =N <, j < N; (i, 5) # (0,0)}. (2.26)

Conseqiientemente temos |Viz(k,l)| = 4N(N + 1). Veja Figura 1.1 para uma ilus-
tracdo. Como jd ressaltado anteriormente, estamos utilizando condigbes de contorno
periddicas, identificando os lados opostos da rede, formando um toro. Adaptando as
mesmas hipéteses, temos que a dindmica da metapopulagio é dada por uma equacao

similar a (2.21). Para as vizinhancas de Moore, temos

o = - WIEPDIED) + ey L GG @2
kleViz(i,j)
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ou seja, (2.27) diferencia-se de (2.25) apenas pela substituicdo de 2N(N + 1) por
4N (N +1) e porque em (2.27) Viz(k, I) é dada por (2.26) ao invés de (2.20). A matriz
Jacobiana em X* possui uma estrutura circulante por blocos similar a da matriz (2.22),

sendo dada por

[ 4 By ... By By By By == By |
By A By - By By By --- By
BN BN' A BN BN BN B.N
DG(X*) = o o (2.28)

.. .. .. - -, o BN
Bu By
By -+ By By By -+ By A By
_BN -+« By By By By - By .»’-1J

onde A é uma matriz n x n da forma de (2.16) e By é uma matriz da forma dada em
(2.23) com a = f(z*)(1 — ¢'(z*)) e b = 441%(]735;—} Os autovalores de DG(X*) sio
(veja apéndice A)

/\gj = f’(I*)[l - aijqb'(a:")], 3,_}' = 0, 1, 2., ceest—1 (229)
onde

o = DDy (2] — 1
T AN(N +1)

(2.30)

Comparando os trés modelos, pode-se observar que as expressdes para os autovalores
((2.18),(2.24) e (2.29)) sdo muito semelhantes. Como [Dn[z]| < 2N + 1 temos que os coeficientes
a;(N,n) em (2.19) satisfazem 0 < a;j(N,n) < 2 para todo j =0,1,...,n — 1. Pela mesma razao,
temos que os coeficientes a;;(N,n) em (2.25) e (2.30) satisfazem 0 < ay;(N,n) < 2 para todo
t,3=0,1,...,n—1. Noteque g = 0 e ago = 0, o que significa que Ag = f'(z*) e Agp = Flz®),
o que reafirma o fato que o autovalor do modelo desacoplado é sempre um autovalor do modelo

acoplado.

Para os trés modelos, temos uma colegdo finita de coeficientes a;. Deste ponto em
diante, a;, com i € I serd usado tanto para (2.25) como para(2.30) ou ainda em lugar de a; em
(2.19). I deve ser interpretado como uma colecao de indices: para (2.19) temos I = {0,...,n~1}e
I={(k,j):k,j=0,...,n—1} para (2.25) e (2.30). Isto porque os argumentos a seguir sao vilidos

para os sistemas (2.15), (2.21) e (2.27), e ndo convém uma notagado distinta para cada um destes.
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Figura 2.3: Regiao de estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo para os modelos (2.15), (2.21)
e (2.27). A regiao sombreada é a regido de instabilidade gerada pela dispersio.

Vamos assumir que ¢'(z*) > 1. Seja v(V,n) = max;es o;(N,n). Claramente 0 < v(N,n) < 2.

Omitindo a dependéncia explicita sobre N e n podemos escrever

se ¢'(z7) <

(2.31)
v¢'(z*) =1, se ¢'(z*) >

%gﬂ—mfww={

2 28

Portanto, o autovalor dominante A em (2.18), (2.24) e (2.29) satisfaz |A\| < 1 se e somente se
"*)] <1, se ¢ (z*) < 2;

(") é'( )_;,, _—
[f'(z*)(ve'(z*) —1)| <1, sed'(z")> 2,

O critério de estabilidade dado acima pode ser reescrito como

1 1
) <1e 'z‘<-——(1+—). 2.33
7@ < 1e (@) < s (14 gy (2.33)
A Figura 2.3 mostra a regiao de estabilidade dada por (2.33) em termos de f'(z*) e

¢'(z*), e também a regido de instabilidade causada pela dispersao, que é dada por

1 1

z")| < 1e ’I')-—(1+———). 2.34
P <1ed'E) > —ms (14 77 (2.34)

Além disto, através da Figura 2.3 pode-se observar que a condigdo ¢'(z*) > = deve ser satisfeita

2 w2

para que o estado homogéneo perca sua estabilidade. Este limite inferior serd, na maioria dos casos,
maior que um, dependendo do nimero de sitios n, do raio de vizinhanca N e também do tipo de
vizinhanca. Portanto, a condigdo ¢'(z*) > 1 pode nio ser suficiente para que o efeito migratério
gere instabilidades. Para garantir este fendmeno, é necessdrio que ¢'(z*) seja suficientemente

grande em comparacao a f'(z"), satisfazendo a equagio (2.34).

Por outro lado, a condicao para a estabilidade do equilibrio homogéneo apresentada
na se¢ao anterior nao pode ser melhorada sem algum conhecimento sobre a topologia da rede.
Ou seja, a condicao ¢'(2*) < 1 é a melhor que podemos obter sem considerar a estrutura da rede,

determinada pelos coeficientes c¢;;. Podemos facilmente construir exemplos onde ¢'(z*) > 1 permite
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Figura 2.4: O valor limite 2/ para valores impares de n e diferentes valores de N, para redes unidi-
mensionais ((a),(b)), redes bidimensionais com vizinhangas de Von Neumann ((c),(d))
e Moore ((e),(f)).

(sobre uma escolha apropriada para f'(z*)) que instabilidades ocorram ainda que |f'(z*)| < 1.
Por exemplo, considere a rede unidimensional com um nimero par de sitios, onde haja interacio

somente entre os dois sitios mais préximos, ou seja, com N = 1. Neste caso, (2.19) torna-se

omi
aj=1—c05% j=0,1,...,n—1

e temos ¥ = max;j=o,.. .n-1Qj = Qo = 2. Portanto, o limite inferior % € igual a um.

A influéncia do tamanho da rede, n, e do raio de vizinhan¢a, N, também foram
examinadas. Os resultados estdo ilustrados na Figura 2.4. Pode-se observar que & medida n
cresce, o niimero de sitios passa a ter pouca influéncia sobre sobre o valor limite % Por outro lado,
o raio de vizinhanga N aparece como uma fator importante. Grandes valores de N implicam em
maior interacao entre os sitios, aumentando a forca da migrac¢do como um mecanismo a favor da
estabilidade do estado homogéneo. Para o caso unidimensional com N < 4, como pode-se observar
na Figura 3(a), um aumento em N gera um aumento no valor limite ﬁ, aumentando a regiao
de estabilidade (veja Figura 2.3). O mesmo ocorre para as redes bidimensionais com N < 3, como
mostra a Figura 2.4(c) para vizinhancas de Von Neumann e a Figura 2.4(e) para as vizinhancas
do tipo Moore. Entretanto, para N > 4 um aumento em N pode, eventualmente, causar um

decréscimo no valor 'r(N;nJ' (Figura 2.4((b),(d),(f)) e também desestabilizar o sistema.

2.5 Um exemplo

Nesta secdo construimos um exemplo concreto mostrando quéo facilmente o efeito

migratério pode vir a gerar instabilidades. Para o modelo desacoplado (de um tnico pateh),
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Figura 2.5: Funcao migratéria (2.36) para diferentes valores de k. (a)k=5 (b)k=10 (c)k=50.

considere o modelo logistico exponencial [34]
Tiy1 = Trexp[r(l —z,)], 7 > 0. (2.35)

Neste caso a funcdo f, responsavel pela dinamica local é dada por f(z) = ze™ %), Pode-se
verificar facilmente que o unico equilibrio positivo de f é z* = 1, e que f'(z*) = f'(1) =1 =r.
Logo o sistema desacoplado ¢é estavel se 0 < 7 < 2. Vamos considerar uma fragdo migratéria

dependente da densidade do tipo
ook
fpx
I = ——
(=) A+ (2.36)
onde o parametro j é a fracdo migratéria maxima, k é o parametro que regula a forma de u (veja

Figura 2.4) e A'/* é a densidade populacional que forca a fragio migratéria a ser metade de seu

valor maximo. Para reduzir o nmimero de parametros, vamos fixar 4 = f%} Pode-se checar que

isto implica que o ponto fixo do sistema de 1 sitio * = 1 coincide com o ponto de inflexdo de p(z).

Calculos simples fornecem

pk

= (l+t—_"'_%)2‘

¢'(z") (2.37)

Note que para k suficientemente grande temos

B[ n* NE
¢(x}~ 4.

Agora suponha que o equilibrio z* = 1 do sistema de um sitio é estavel, ou seja, que

0 < r < 2. Da expressdo para ¢'(z") (2.37) podemos ver que o equilibrio pode ser destabilizado

se aumentarmos o produto ik (veja Figura 2.3). O parametro j: ndo possui uma grande influéncia

sobre jik pela limitacio 0 < 4 < 1. Entretanto o parametro k pode assumir qualquer valor

positivo e podemos facilmente desestabilizar o equilibrio homogéneo positivo (1,1,...,1)T. No
limite, quando k — oo, a fragao migratéria g toma a forma
D, w<agt

pa) =1 (2.38)
By 2>,
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Isto significa que para uma densidade populacional abaixo do equilibrio local z = 1 ndo ha
movimento migratério e acima deste valor passa a ocorrer uma migracdo passiva com taxa /.

Além disto, neste caso nesse caso teriamos ¢'(z*) = +o0o 0 que levaria o sistema a instabilidade.

Nés simulamos o sistema unidimensional em um anel com n sitios em busca de padrdes
produzidos pela instabilidade induzida pelo movimento migratério dependente da densidade. As
figuras 2.6 e 2.7' mostram graficos espago-amplitude e espaco-tempo para o mapa exponencial
logistico acoplado em um anel com 50 sitios. Nés gréficos espago-amplitude os sitios (ordenados
de 1 a 50) estdo ao longo do eixo horizontal enquanto os valores z} sdo plotados para valores
consecutivos de ¢ apds o descarte de alguns transientes. Em todas as simulag¢bes realizadas, uma
estrutura “zig-zag” apareceu como uma regra, veja Figura 2.6(a) e 2.6(c). Os graficos espaco-tempo
esclarecem a diferenga entre estes dois padroes de heterogeneidade. Nos gréaficos espago-tempo, os
sitios estdo ao longo do eixo vertical enquanto o tempo estd ao longo do eixo horizontal. A evolugdo
do sistema acontece, transientes sao descartados e a célula (¢, k) é pintada de preto se a densidade
local z¥ est4 acima do equilibrio local z* ou de branco se zf < z*. Comparando as figuras 2.6(b)
e 2.6(d) pode-se observar a diferenga entre os dois padroes mostrados em 2.6(a) e 2.6(c). Se
1 < 7 < 2 (Figura 2.6(d)) um padrao “listrado” surge. A densidade em cada sitio estd sempre
acima ou sempre abaixo do equilibrio local, mas os vizinhos mais proximos alternam entre uma
densidade alta e uma densidade baixa. Se 0 < r < 1, um padrio “xadrez” aparece. Neste caso,
densidades altas e baixas alternam em espaco e tempo. E interessante observar que 0 < r < 1
corresponde ao equilibrio estdvel com aproximacdo monoténica e 1 < r < 2 leva o modelo de
um sitio ao ponto de equilibrio via aproximacao oscilatéria. Se a forca do acoplamento (a taxa

migratéria maxima, /i e o parametro k) cresce, padroes mais complexos emergem (veja figura 2.7).

2.6 Conclusoes

Neste capitulo, analisamos a influéncia da migracdo em uma metapopulacao de uma
unica, espécie, sem estrutura etaria, modelada como um sistema discreto no tempo e no espago.
Mostramos que, sob certas configuracoes, um mecanismo de migragao dependente da densidade
pode levar a uma dinamica espacial heterogénea, fornecendo uma versao completa para os resulta-
dos obtidos em [40, 45, 22, 49, 47]. Instabilidades induzidas somente pela dispersao podem ocorrer
nestes sistemas. Assumindo que a fragao migratoria é uma fungao crescente, dependente sobre o
nimero de individuos do patch, mostramos que a dispersdo pode prevenir um estado homogéneo
se a taxa de aumento no nimero de emigrantes em cada sitio no equilibrio homogéneo (¢'(z")) é

maior que um. Jang e Mitra em [22] obtiveram o mesmo resultado assumindo que ndo ha grupos

1 As simulagées foram feitas através de um programa em Visual Basic 5.0 desenvolvido especialmente para este
fim.
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Figura 2.6: Gréficos espago-amplitude e espaco-tempo para o mapa logistico acoplado com n = 50,
N =1 e uma funcdo migratéria dependente da densidade como a mostrada na Figura
4 com i =04 ek =10. Em todos os gréficos, 100 passos de tempo sdo plotados
ap6s o descarte de 1000 transientes. A configuracao inicial é a mesma para todos as
simulagoes. Gréficos espago-amplitude (a) e espago-tempo (b) para r = 0.1. Graficos
espaco-amplitude (c) e espago-tempo (d) parar = 1.9

Figura 2.7: Gréficos espago-tempo para o mapa logistico acoplado comn =50, N =1,r=1.05e
um forte acoplamento dependente da densidade com k =50e (a) 2 =0.9e (b) 2 = 1.0,
com configuragdes iniciais aleatérias. Em ambos os gréficos, 100 passos de tempo sio
plotados apés 5000 transientes.
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isolados de patches formando uma “submetapopulacdo” dentro da rede inteira (ou seja, assumindo
que DM (X™*) é irredutivel). Nés chegamos 4s mesmas conclusdes sem tal restricdo, e mostramos
que o resultado nao pode ser melhorado sem um conhecimento maior sobre a estrutura formada
pelas vias de migracdo. Além disso, Jang e Mitra em [22] consideraram somente o caso dinidmica
local seguida de migragao, ou seja, levaram em conta somente o sistema (2.4), e aqui estendemos
os resultados obtidos em [22] para o sistema (2.5), que é o caso de migragdo seguida da dindmica

local.

Considerando possiveis configuraces para a rede, classicas na literatura, como o caso
do anel ciclico para redes unidimensionais e o caso das vizinhangas de Moore e Von Neumann para
redes bidimensionais, foi possivel determinar a regido de estabilidade do estado homogéneo em
termos da taxa de aumento do mimero de emigrantes de cada sitio no equilibrio local, ¢'(z*), e da
taxa de variacio da fun¢do de dinidmica local no equilibrio local, f'(z*). A regido de estabilidade
também é influenciada pelo tamanho da rede, n, e pelo raio de migracao, N. Analisando o efeito
destes parametros, encontramos que um aumento no numero de sitios pode aumentar a regiao de
instabilidade do sistema (Figura 2.4). Por outro lado, se o raio de vizinhanga é pequeno (N < 4),
um aumento em N reduz esta regido. Se o raio de vizinhanga é maior, um aumento em N pode
vir, eventualmente, a desestabilizar o sistema, principalmente se o nimero de patches for pequeno

se comparado ao raio da vizinhanca.

Nas simulagoes com um anel de n sitios, com dinamica local dada pelo modelo logistico
exponencial, encontramos padrdes globais causados pelo movimento migratério dependente da
densidade diferentes. Para um grau de acoplamento niao muito grande, identificamos dois padrdes
diferentes, que dependem da taxa local de crescimento r. Quando 1 < r < 2, um padrao “listrado”
emerge, isto é, cada sitio permanece com uma densidade alta (ou baixa) enquanto seus vizinhos
possuem densidade baixa (ou alta). Isto também foi observado por Ruxton [45] ao usar uma fun¢éo
diferente para a fracdo migratéria dependente da densidade. Quando 0 < r < 1, todos os sitios
alternam (no tempo e no espago) entre densidades altas e baixas, formando um padrao “xadrez”.
Quando o grau de acoplamento é muito alto, com a fun¢do migratéria préxima a um esquema
“bang-bang” (tal que a imensa maioria individuos é obrigada a migrar para os sitios vizinhos
quando a densidade ultrapassa o ponto de equilibrio local) padrdes um tanto complexos aparecem.
Padroes cadticos como os encontrados por Kaneko [26] ndo foram encontrados, pois o intervalo do

parametro r para o modelo local ndo apresenta dinamica cadtica.
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3 A ESTABILIDADE DO ESTADO HOMOGENEp EM
METAPOPULACOES COM ESTRUTURA ETARIA

3.1 Introducgao

No capitulo 1 podemos observar o quanto os efeitos da migracao dependente da den-
sidade podem ser importantes, devendo ser considerados na construcao de um modelo matemadtico
que descreva a evolugdo de uma espécie distribuida em fragmentos onde ocorra migragao (ou dis-
persdo). Assim como a estrutura espacial, a estrutura etaria de uma populacdo é importante,
principalmente quando estamos interessados na evolugdo de uma populagao sobre um periodo
comparavel ao tempo de vida dos individuos[50]. Em muitas espécies naturais, estrutura etaria,
dependéncia da densidade e migragdo ou dispersdo sao todos fatores importantes. Além disso,
muitas vezes o movimento migratério e a dependéncia da densidade estdo fortemente relacionados
com a idade dos individuos. Porém, a estrutura etaria é, a excecio de raros trabalhos, ignorada

em modelos de metapopulagao.

O primeiro passo na constru¢do de modelos que incorporam estrutura etdria e espacial
foi dado por Hastings [20], que propos um modelo para uma populagdo com duas classes etarias e
analisou os efeitos do movimento migratério com taxas de migragao especificas para cada classe em
uma rede de 2 patches. Mesmo considerando um modelo simples, Hastings observou que a migragio
dependente somente da idade afeta em grande parte a dinimica da metapopulagio, apresentando
instabilidades e até mesmo caos em intervalos de paridmetros onde tal comportamento nio ocorreria

no sistema desacoplado.

Neste capitulo estendemos o modelo sugerido por Hastings para uma populagio es-
truturada em N classes etdrias, distribuida em uma rede de n sitios. Nosso objetivo principal é
analisar os efeitos da migracdo dependente da idade dos individuos em uma metapopulacido com
estrutura etaria. Porém, devemos familiarizar-nos com os modelos de estrutura etaria desacopla-
dos. Na préxima secao, introduzimos o modelo local utilizado, o que nos servird de base para

analisar os efeitos causados somente pela dispersao.

3.2 Modelo Local

Vamos primeiramente desenvolver um modelo para uma populagao fechada para mi-
gragao, onde somente as fémeas sao consideradas. Certamente supomos que machos estao presentes
para que se torne possivel a reprodugio, mas consideramos que estes nao sao essenciais para a per-

sisténcia da espécie [3, 7, 36]. Por simplicidade, vamos escolher intervalos de idade e tempo iguais,
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com t, t = 1,2,3,... indicando tempo e 7, i = 1,2,3,..., N indicando a classe etaria. Assim zi

denota o nimero de individuos na classe etaria ¢ no tempo t.

O modelo considera dois processos: reproducio e sobrevivéncia. A sobrevivéncia im-
plica na passagem do individuo para a classe etaria imediatamente superior. Para caracterizar este
processo, vamos denotar por p; a taxa de sobrevivéncia dos individuos da classe i, i =1,2,..., N.
Em outras palavras, p; é a probabilidade de uma fémea da classe etdria i passar & classe i + 1. Em
populacdes naturais esta taxa de sobrevivéncia pode depender de varios fatores, mas aqui vamos

considera-las constantes. Claramente 0 <p; <1,i=1,...,N — 1. Assim temos

Fit =pigy =Ll =1 (3.1)

Agora vamos considerar o processo de reprodugdo. Vamos representar por f; a taxa
de fertilidade dos individuos na classe i, ou seja, f; é o numero de filhas geradas por cada fémea
da classe etdria i, i = 1,...,N. Note que alguns coeficientes f; podem ser nulos, por exemplo, as
fémeas podem alcancar a idade reprodutiva somente em uma determinada faixa etariaa; > 1l e
teriamos f; =0, i = 1,...,a;, assim como as fémeas podem tornar-se inaptas a reproducdo apéds
certa idade a» < N, neste caso f; = 0, i = ag,...,N. Vamos prosseguir sem o uso de nenhuma
restricao extra, permitindo a aplicabilidade do modelo aos exemplos citados. Assim, o niimero de
individuos na classe etdria 1 no tempo ¢ + 1 pode ser escrito por

N
T =) fixk. (3.2)

=1
O sistema de equagdes (3.1) e (3.2) pode ser escrito em forma matricial
Xt41 = LX;_, (33]

NMYT e L é uma matriz N x N dada por

fi fooo fNa fn ]
P
L= P2 : (3.4)

onde x = (z},...,z

L PN-1
Na matriz acima, os espagos em branco devem ser interpretados como zeros: L sé possui entradas
nao nulas na primeira linha e na diagonal inferior. Esta matriz é comumente chamada de Matriz
de Leslie [3].

Alguns parametros importantes para o sistema (3.3) devem ser definidos. Definimos

l; como a probabilidade de um individuo nascido alcancar a classe etéria i,

i—1
f,'-':Hpj i:?,...,.’\r.
i=1
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Note que [; = 1, pois [, representa a probabilidade de um individuo nascido alcangar a classe etdria

1. Assim, o nimero reprodutive bdsico da populagio é dado por

N
RU = Zf,l,
i=1

Como sera visto a seguir, o nimero reprodutivo basico Ry é um fator importante que regula
a dinamica do sistema dado por (3.3). O nimero reprodutivo basico representa o valor atual
para a contribuicdo futura dos recém-nascidos para com a persisténcia da espécie, ou seja, é uma
estimativa do nimero de filhos que um recém-nascido terd durante toda sua vida. A partir dos

parametros [;, i = 1...,N e Rp, podemos obter a distribuicdo etaria da fertilidade, definindo

1 f:
mi = ‘E{‘, i=1...,N
Claramente temos que
N
Smi=1
i=1

visto que m; representa o percentual de contribuicdo da classe etdria ¢ para a estimativa Rg.

Além destas N classes, vamos considerar a existéncia de uma classe inferior w, onde se
encontram os recém gerados. Dependendo da espécie em questdo, esta classe pode ser vista como
a classe dos ovos ou das larvas. Esta separagao ¢ feita porque o crescimento durante este periodo
inicial é diferenciado, portanto a escala de tempo deste periodo nao pode ser igual a de qualquer

outra classe etaria. O mimero de individuos nesta nova classe é dado por

N
uy = Z f,‘.’L';'.
i=1

Adicionando a hipétese de competigdo entre os individuos neste estigio, ou seja, supondo que a
taxa de sobrevivéncia neste periodo é dependente da densidade, representada por uma certa fungao
g, temos que

o

zy = g(we)we = g(we) Z Fatss

=]
ou seja, a competicdo no estdgio inferior reduziu o nimero de individuos na classe 1 de w; para

g(w,;)w;. Este processo é chamado de recrutamento, sendo caracterizado através da funcio g, que

deve satisfazer as seguintes propriedades:

(1) 9(0) =1
(2) limzyeo g(x) =0
(3) ¢'(z) <0

@) (-22) >0
9(z)
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O item 1 da lista acima é obviamente necessdrio. Os itens 2 e 3 significam que no caso de alta
densidade, reduzem-se as chances de sobrevivéncia. J4 o item 4 é uma restricao técnica a ser
utilizada a seguir e que néo traz grandes restri¢oes ao modelo. Virios exemplos se enquadram nas

restrigoes acima, como o recrutamento de Ricker[39],

g(z)=e", a>0;
de Beverton-Holt[2],
g(z) = 1+1ce s>
e de Hassell[16],
g(z) = m, a, > 0.

Assim, o sistema dado pelas equacdes (3.1) e (3.2) torna-se
1 N ¢ i
Tity g(we) 2;‘:1 fiz}
ot = pah A=2.aN=1 (3.5)
Wy = Zfil fiz}

onde w; denota o nimero de individuos no estdgio inicial no tempo t.

3.2.1 Pontos de equilibrio

Vamos agora analisar a existéncia de possiveis pontos de equilibrio do sistema dado

por (3.5). Um ponto de equilibrio x* = (z**,z%*,...,z"V*)T deve satisfazer
xla« — g(w-)wt
x2t — plzl. - Izzlx
¥ = ppz* = ppz't = Iz (3.6)
e = pyoyzV = .. = Iyz!*
onde
- N 13
w = Y., fir!
= TN filiz™ -
- = N N
= wg(w®) XL, fili
= w"g(w")Ro.
A equagdo (3.7) implica que o sistema (3.5) possui dois pontos de equilibrio: o ponto de equilibrio
trivial, onde w* = 0 e portanto x* = (0,0,...,0)7, e um ponto de equilibrio nio trivial, que
satisfaz

g(w*) = (3.8)

2
Ro
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Como g(z) < 1 temos que ter Ry > 1 para que a equacio (3.8) possa ser satisfeita. Se Ry = 1
temos g(w") = 1 = w* = 0. Portanto a condigdo para a existéncia de um equilibrio homogéneo
nao trivial é

Ry > 1. (3.9)

Estas informacdes estdo resumidas na proposigao que segue.

Proposigao 1. Considere o sistema dado por (3.5). Tem-se

(i) Se Ry <1 entdo o sistema (3.5) possui apenas o ponto de equilibrio trivial.
(ii) Se Ry > 1 entdo o sistema (3.5) possui dois pontos de equilibrio:
- Trivial: x* = (0,0,...,0)T.

- Néo-trivial: x* = w*g(w*)(lo,l1,-..,In-1)T, onde g(w*) = ﬁ;-

3.2.2 A estabilidade dos pontos de equilibrio

A matriz jacobiana de (3.5) é dada por

[ kW) fR@) - fyoab(w)  fyk(w)
1
J(x) = P2 > (3.10)

DPN-1

onde h(z) = zg(z). Vamos agora estudar a estabilidade de cada ponto de equilibrio de (3.5).

Caso I - O Ponto de Equilibrio Trivial x* = (0,0,...,0)7

Neste caso, a matriz jacobiana é igual a matriz de Leslie (3.4). Os autovalores de
L = J(x*) satisfazem

Lv = Av, (3.11)

onde v = (v1,v2,...,un5)7 € 0 autovetor associado com o autovalor A de L = J(x*). Da equagio

(3.11) obtemos a seguinte equagao caracteristica para os autovalores nao-nulos de L

2k (3.12)
k=1

As condigdes para que o ponto de equilibrio trivial seja assintoticamente estavel sao dadas no

teorema a seguir.
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Teorema 3.1. O ponto de equilibrio trivial x* = (0,0,...,0)7 ¢ assintoticamente estdvel se e

somente se Ry < 1.

Demonstragao. Considere a funcdo auxiliar

S
F) = -X;’: 0< A< oo (3.13)
k=1
Pode-se facilmente verificar que f é uma funcao continua, mondtona decrescente em [0,00) com
limy—0 f(A) = o0 e limy—o f(A) = 0. Portanto existe um X; real e positivo tal que f(A;) = 1.
Como A; é autovalor de J(x*), o sistema é estdvel somente se A\; < 1. Se esta condicZo € satisfeita,

dado que f(1) = Ro e que f é decrescente, temos

1= f(M) > f(1) = Ro.

Por outro lado, suponha que Ry < 1. Representando por e®**¥ qualquer autovalor de L, onde

B > 0, temos
A’
Zlkfke_ka‘“i'e =1
k=1
Mas
N ) N
D befee BN <Yl freTh.
k=1 k=1
Logo
N
Zlkfke_k“‘ 1
k=1
Dividindo a expressao acima por Ry temos
N
—ko
mpe > —>1

Como 2‘:;1 my = 1, temos que ter e~% > 1 e portanto |e®+*#| = |e®| < 1. Portanto, se Ry < 1
todos os autovalores de J(x*) possuem mdédulo menor que 1, o que garante a estabilidade do ponto

de equilibrio trivial. O

Caso II - O Ponto de Equilibrio Nao Trivial x* = w*g(w*)(lo,l1,---,In-1)7

Neste caso, a matriz jacobiana é dada por

[ fikw™) foh'(w*) oo faoah(wt)  fah(w?) |
D1
J(x*) = P2 . (3.14)

PN-1
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Os autovalores de J(x*) satisfazem
J(x")v = Av, (3.15)
)T

onde v = (v1,v2,...,un)" € 0 autovetor associado com o autovalor A de J(x"). Da equagdo (3.15)

obtemos a seguinte equagdo caracteristica para os autovalores ndo-nulos de J(x*)

')ng_fﬁ:l

Como h'(w*) = w*g'(w") + g(w") # 0, podemos dividir a equagdo acima por Ryh'/(w"), obtendo

h..fk
Ro Z Roh' (w*)’

Dado que
— Li fi
RG H
temos
ad my 1
(3.16)
S " R
Multiplicando a equagio acima por —Rgh'(w*)A"™, obtemos o polinémio caracteristico
N
p(A) = AN = " my Roh! (w") AN, (3.17)

k=1

Neste ponto, vemos que as propriedades de estabilidade para o sistema (3.5) serdo expressas em
funcdo de Roh'(w*) = Rog'(w*)w™ + 1, visto que Roh'(w*) aparece em quase todos os termos do
polindmio caracteristico. Porém, dada uma funcdo de recrutamento g, temos que o parimetro
que define a regido de estabilidade é Rgy. Por essa razdo o uso de Ryh/(w*) parece inconveniente,
dado que Roh'(w*) é uma funcao decrescente de Ry com imagem em (—oo,1] enquanto que Rg
é um parametro entre (0,c0). Convém escrevermos as propriedades de estabilidade do sistema
utilizando um parametro H = H(Rp), uma fungdo com imagem em (0, c0), crescente em Rg. Uma
boa escolha seria o uso de

—Rog'(w™)w", (3.18)

pois

- H > 0 visto que g'(z) < 0 por hip6tese;
- H = H(Ro);

- - ’
- H é uma funcdo crescente de Ry pois H'(w") = (_Mw_)) > 0 por hipétese e

glw=})
portanto H é uma fungao crescente de w" que por sua vez ¢ uma funcio crescente de

Ry.
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Assim, Roh'(w*) = 1 — H e sera possivel estabelecer condigdes para a estabilidade do ponto de
equilibrio ndo trivial x* = w*g(w*)(lo,l,...,In-1)T através do parametro H, como mostra o

resultado a seguir.

Teorema 3.2. Suponha que Ry > 1. Se 0 < H < 2 entdo o ponto de equilibrio nao trivial x* =
w*g(w*)(lo, L1, ..., In=1)T de (3.5) € assintoticamente estdvel. Além disso, se0 < H <1 emy #0
para duas classes consecutivas temos estabilidade assintdtica com aprorimagdao monotdnica, ou
seja, o autovalor dominante de J(x*) € real e positivo, enquanto que se 1 < H < 2 a aprorimacdo

€ oscilatdria, i.e., o autovalor dominante € negativo ou complezo.

Demonstragdo. Suponha que 0 < H < 2. Utilizando a equagao (3.17) e representando por e*+#

qualquer autovalor de J(x*), onde @ > 0 e # > 0, temos

N
—ka—ig| _
mpe = > L,
> m =]
k=1
Mas
N N
kae—ka—lﬁ < kae-ka .
k=1 k=1
Logo
N
kae“k“‘ 5
=1
Como sz-_-nmk = 1, temos que ter e~* > 1 e portanto |e*T%| = [e®| < 1. Portanto, todos

os autovalores de J(x*) possuem mdédulo menor que 1, o que garante a estabilidade do ponto de

equilibrio néo trivial. Quanto ao modo de aproximacao, temos:

- Suponha que 0 < H < 1 e considere a fun¢ao auxiliar f definida por
N s
HOEDIELS
k=1

Entdo A; é autovalor real de J(x*) se e somente se f(A;) = ;25. Neste caso temos

=5 > 0. Dado que f()) é uma fungdo continua, monétona decrescente em (0, 0]
com limy_o f(A) = oo e limy_ o f(A) = 0, existe apenas um A; real positivo tal
que f(A1) = ;2. Além disso, Ay é o autovalor dominante de J(x*). Para isto,
vamos denotar A; por €7 e por e**¥ um outro autovalor qualquer de J(x*), onde
B>0e 3 #2n.4x,..., pois caso contrario terfamos e**% real e positivo, o que j4 foi

demonstrado nao ser possivel. A parte real de f(e*"?) deve satisfazer

1

N
g mre ¥ coskB = i g

Da mesma forma temos

N 1
—ky _

E mie =i

k=1
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Logo
N 1 N
—ka bt - =k
kae coskfB| = — —Hl = kae i
k=1 k=1
Mas
N N N
Z mre %@ coskfB| < Z mre %% cos k| < Z mee ke,
k=1 k=1 k=1
portanto temos
N N
Z mre™ Y < kae_k“ = e* <
k=1 k=1

Um dltimo detalhe deve ser observado: a igualdade ndo pode ocorrer na expressdao
acima. De fato, a tinica possibilidade para a ocorréncia da desigualdade é se a =
e B = w,3m,57,.... Neste caso, e?*% representaria um autovalor real negativo de
J(x*) com o mesmo médulo de A;. Porém, dado que por hipdtese temos my, mj4q >
0 para algum k, o valor absoluto da soma Zj:;l mye % cos kB seria diferente de
22;1 mie~*7 e portanto diferente de 2. Assim, temos que o dnico autovalor real

positivo de J(x*) é o autovalor dominante de J(x*).

- Suponha que 1 < H < 2. Neste caso 1—_1? < =1. Como f é estritamente positiva para
A > 0, temos que os autovalores de J(x*) sdo complexos ou negativos. Portanto se

1 < H < 2 o sistema é assintoticamente estdvel com aproximagéo oscilatéria.

(]

Populagoes onde as fémeas se reproduzem apenas uma vez durante seu ciclo vital
tendem a ser menos estaveis. Neste caso temos my = 1 paraum certo kem; = 0,7 # k, e a

equagao caracteristica (3.17) torna-se
1 1

T 1-H
Portanto, |A\| < 1 & 0 < H < 2. Isto também mostra que o teorema 3.2 nao pode ser melhorado
sem o prévio conhecimento sobre a distribuigdo etdria das fertilidades, isto €, sem conhecermos os

valores de my,ma,...,mn.

Vamos considerar um exemplo especifico onde seja possivel definir exatamente a regido
de estabilidade do sistema, com N = 2. Neste caso o polindmio caracteristico p(A) pode ser escrito
por

p(A) = A2 —my(1 - H)A —mao(1 - H) (3.19)

e as trés condigoes do Teste de Jury (veja apéndice C) sao

(i) p(1) > 0:
1-m(1—H)-ma(1-H)>0
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Estavel

1 1
¥ ny 3 ?

Figura 3.1: Regido de estabilidade do ponto de equilibrio ndo trivial para o modelo local com 2

classes etérias, delimitada pelas curvas H =0, H = 1+ y——e H = 1+ 51—

1—(my+me)(1—H)>0
H>0

o que é sempre satisfeito por hipétese. Isto garante a ndo ocorréncia de autovalores

reais positivos com mddulo maior que um, para qualquer intervalo de parametros
escolhido.

(ii) p(-1) > 0:
l+m(l—H)—ma2(l—H) >0

1
(1~H)>———2ml_1
1
H<l+m.

Se esta condi¢do nao é satisfeita, o sistema possui um autovalor real negativo com

modulo maior que um, portanto o ponto de equilibrio nao trivial é instével.

(iii) |ma2(1 — H)| < 1:

1—H>—L=~ : el—H(i— :

Mo 1-my me 1—my

A condicdo 1 - H < ml—: é sempre satisfeita, pois o valor minimo para ,—nl—;; éleH >0.

Portanto, devemos garantir que a condicio

L] 1
H<ly—=1+

ma l—m1

seja satisfeita.

A figura 3.1 mostra a regiao de estabilidade do ponto de equilibrio nao trivial para o caso de duas

classes etdrias, em fungao de m; e H.
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3.2.3 Reducao a um mapa em R

Nesta sec¢do vamos apenas observar que o sistema (3.5) pode ser escrito na forma de
um mapa de BN em R. Substituindo as expressdes para zi sucessivamente na expressio para w;
obtemos
N
wy = Z li fiwg—ig(we—i), (3.20)
=1
0 que é equivalente a
N
w; = Ry (Z mawe_; g('wi—i)) : (3.21)
=1

Fazendo uso das varidveis auxiliares

zi = glwi—1)wi (3.22)

2 = gy (3.23)
(3.24)

& T o= et (3.25)

obtemos o sistema

N
wir = Ro (mlwtg(wt) + Z mszé‘l)

i=2
z:1+1 = g(w)w:
Zy = 2 (3.26)
N = g2
que é equivalente ao sistema (3.5), pois (0,0,...,0)7 e (w*,w*,...,w*)7, tal que g(w*) = =,

sdo os pontos de equilibrio do sistema acima, sendo estes equivalentes aos pontos de equilibrio
(0,0,...,0)T e w*g(w*)(lo,l1,...,In-1)T de (3.5) e pode-se verificar facilmente que a equacio

caracteristica nos pontos de equilibrio é a mesma para ambos 0s sistemas.

3.3 Modelo Acoplado

Nesta se¢do vamos considerar uma rede em anel com n sitios, tal que em cada sitio
exista uma populacdo estruturada em N classes etdrias, onde os individuos de cada classe etéria
migram para os dois sitios mais préximos com uma taxa de migracao especifica para sua classe.
Apés este processo de migragdo, ocorrem os processos de reproducgao e sobrevivéncia. Para um

melhor entendimento do modelo matematico obtido, vamos construi-lo passo a passo.
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3.3.1 O modelo para duas classes etdrias

Vamos introduzir inicialmente o modelo para um anel de n sitios, numerados por
k=1,2,...,n, e apenas duas classes etdrias. A migracido em cada sitio k é feita para os 2 vizinhos
mais préximos, k — 1 e k + 1. Denotando por u; as taxas de migracio especificas para cada
classe etéria i, i = 1,2, e mantendo a mesma notagao utilizada na secdo anterior para os demais

parametros (relacionados com o processo de dinamica local), temos

$i+1,k = g(wer)wek
#1
Thae = (1—p)pziy+ =P (%4 =1 + Tt j41) (3.27)
[2!
wer = N [(1 = ﬂl)xtl,k * ?(3:,5:—-1 + Itl.k-!-l)]

H2 . o
+ fa [(1 =3 #2)53,,& = E(It.k—l + If.ku)] .

Substituindo as expressdes para :a:;',k sucessivamente na expressdo para wgj, como na subsegdo

2.3.1, obtemos

Wik = N [(1 — pa)h(we k) + Egl(h(wt,k—l) + h(wt.k+1))]
+ pfo(l —p2) ((1 — p1)h(we—1 k) + %(h(wt-—l,k—l) * h(wt—l,k+1))) (3.28)
pfa %2—(1 = 1) (h(we-1,k-1) + h(we-1 k+1))

sz%%(ﬂ%qx-z) + 2h(we-1.k) + A(We—1 x+2))

Queremos transformar a equagao de recorréncia de ordem 2 em um sistema de 2 equacdes de

primeira ordem. Uma alternativa simples é o uso de
zf = Wp-1.k (3.29)

que fornece o sistema

k =
Zgpr T Wik

i 2 . m [(1 — p1)h(we x) + %(h('wt.k—l) o h{’w:,k+1))]

Ro
+ ma(1— ) (h(zf) + B-(h(zE) + Bt (3.30)

+ mz%zu — p)(R(2EY) + R(zFHY))

+ moE2 B (h(a ) + 2h(zf) + (=)
Outra possibilidade, um pouco mais rebuscada, é o uso da mudanca de varidvel

k1 = Ro (1~ p)h(wee) + 5 hweso1) + h(wiisn)]) (3.31)
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que fornece o sistema

I

Wi,k Romy [(1 = m)h(wer) + %‘(h(w,,k_l) + h(w,,m))]

+ ma [(1- )+ 22

Ro [(1 = p)h(wee) + 5 (h(we-) + huwiesn)]

(27 + 28] (3.32)

k
Zi41

Pode-se observar que o uso de (3.31) fornece um sistema mais simples que o obtido utilizando-se
(3.29), porém o nivel de dificuldade na andlise de ambos é o mesmo. O problema com o uso de
(3.29) surge ao extendermos este sistema a IV classes etdrias: ndo chegamos a uma formulacgio
simplificada utilizando mudangas de variavel tipo 2} ; = wy—1 .k, 2}, = 2;_} 5, © que compromete

a tratabilidade do sistema.

3.3.2 O modelo para trés classes etarias

Similarmente, para trés classes etdrias temos

& :+1 k= gwer)wek

Toprp = (A—mpz,+ %I“Pl(-"«"i.k—l + T gp1)

IE+1,k = (1- ﬂz)}”zmik + E;"p2(ﬂ:f,k—l =+ mg,k-f—l)
wr = fi [(1 —)Ti i + ;;_I(Ié.k-—l ry 3:,k+1)

K2 2
+ Ja [(1 — p2)zi ) + ?(37?.&—1 W+ I:,k-n)]
Hs
+ f3 [(1 — p3)zi + E’(Ig.k—l 2 z3,k+1)]
onde p; sao as taxas de migracao especificas para cada classe etdria ¢, ¢ = 1,2,3. Substituindo as

expressoes para 5'::.;; sucessivamente na expressao para wy, como realizado para o sistema com



37

duas classes etdrias, obtemos

Witk fi [(1 = m)h(we ) + & (R(wek—1) + h(we k1))

p1fa(l = p2) (1 — pa)h(we—1,k) + & (R(wemy k=1) + h(wi—1,+1)))

p1fa (1 = pa) (A(wi-1,k-1) + A(wi-1 k+1))

p1fo B B (h(we—1 k—2) + 2h(we—1 k) + h(wi—1 k42))

pafa(1 = p3) [prfa(l — p2) (1 — p1)h(we—2k) + 4 (h(wim2,k-1) + h(we-2,k41)))]
p2fs(1 — p3) [p1F222(1 = ) (R(wi—2,k-1) + h(wi—2k+1))]

p2f3(1 — p3) [prfa B (Mwimak—2) + 2h(wi-2.k) + h(wi—2 k42))]

P23 [P f2(1 = p2) (1 = p1)h(wiy k—1) + & (R(wi—y k—2) + A(we—1.x)))]
pafald [prfaB2 (1 — p1)(h(wi—gk—2) + h(wi—21))]

P2f3 8 [P f2 2 8 (R(we2,k—3) + 2h(wi—2 k—1) + R(wi-2,441))]

p2fald [p1fa(1 = p2) (1 = 1) (Wi k1) + B (A(wi-1 k) + h(wi—y k+2)))]
p2fss [P fa 2 (1 = ) (h(wi—z,k) + M(wi2 k42))]

p2fs' [p1f2 52 B (h(wi—2 k1) + 2h(we—2 k41) + h(we—2,x43))] -

+ 4+ + o+ o+ o+ o+ o+

Ao observarmos a expressao acima, temos que, apds o uso de uma transformagao clissica, andloga
a (3.29), nao obtemos um sistema simples e de facil extensao a um modelo geral para N classes
etarias. Felizmente, o uso de uma transformacao analoga a (3.31) fornece um sistema mais simples.

Esta mudanca de varidveis é dada por

e = Ro((1—p)h(wer) + 5w im) + hlwr )]

Ziax = (—p2)z,+ #—;[zf‘k_l + 2} k1)
= Ro(1= ) [(1= p)h(wer) + G {Awer o) + Awemr )] (3.39)
+ Ro%z [(1 = p)h(we—1 k1) + %I'[h(wt—l.k-—ia) + h(wz-l,k)]]
+ RO%E [(1 = p1)h(we—1441) + %{h(wt-l,k) * h(wr—l,k+2)]] .

Utilizando a transformagéo acima, obtemos

wisr ke = Rom [(1 — ) h(we k) + %(h(wt,k—l) + h(wt.k—i-l))]

+ ma [(1 — )z + %‘l"(ztl,k-—l i zel,k+;)]

+ g [(1- )z + B2 (s + )] (3.34)
don = Ro((1=m)hwes) + EHAwes-1) + hwei)])
Zax = (A—p)z,+ %{ztl.k—l + 2 -

Neste ponto, o sistema para NV classes etdrias toma suas formas, sendo este nosso préximo passo.
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3.3.3 O modelo para N classes etarias

Para N classes etdrias temos

x5y = glwer)wek
H1
Tiak = (1 - m)mzsy + 5P (@ep1 +Ziary)
H2
Efﬂ.k = (i ﬂﬂp?xf,k + E'pz(mf,k-vl + If,kﬂ)
r > UN-=1 = N
A B (L= #N—l)pN—lzivk Y+ TPN-l(sz_ll Fmy. o)
m
Wk = h [(1 - )Ty + 5 (Tt + k+1)]

+ fo [(1 — )z g + _2‘(-"‘33,;:—1 o+ x?,k+l)]
+ f3 [(1 - p3)zip + %i(zg,k—l # I?,k+1)]
S [(1 — un)zl, + “T”(z{f;_l + zif;+1)] ,
onde p; sdo as taxas de migragao especificas para cada classe etdriaz, 1 =1,2,...,N. A idéaé a
cada inclusdo de uma classe etdria i + 1, incluimos uma nova variavel z*, obtendo
zha e = Ro (1= p)hlwns) + B h(wir1) + b)) ,

i # = . e
e = (- p)afzt + Bl +43h))  i=2 . N -1

Assim temos o sistema
H1
Wit k - Rom, [(1 — p1)h(we k) + ?(h(wt,k—l) + h(wt,k+l))]
+ ma [(1 - p2)2p g + ﬂ("—’:lk--l + zzlk+1)]

,u.
+ m3 [(1 = H3)3¢ o B) (Zz e L+1)]

+eeet my [ ) E sy + zi\ulz)] (3.33)
it = Ro ((1 = #1)h(w:.k) + '_[h(wt.k—l) + h('wt,k+1)]) ’
dae = (Q-mdst + Bzl +4da)) i=2. N -1
Fazendo p; = pa = --- = pny = 0 em (3.35). obtemos o sistema (3.26). Portanto o

sistema acima é de fato uma extensao de (3.26) ao caso de uma rede com n patches. O sistema
(3.35) é valido para cada sitio k, £ = 1,2,...,n. Utilizamos condigdes de fronteira periédicas,
desta forma a rede pode ser vista como um anel onde o sitio 1 e o sitio n estdo interligados. Isto é
feito afim de eliminar possiveis efeitos de fronteira na dinamica do sistema. Dada esta imposicao
geométrica, os valores do indice k em (3.35) devem ser interpretados com cuidado: k = n + 1 deve

ser interpretado como k = 1, assim como k = 0 significa &k = n. Esta observacdo é especialmente



39

importante para a obtencao da matriz jacobiana no ponto de equilibrio positivo, que é determinado

a seguir.

3.3.4 Equilibrio Homogéneo Positivo

Nosso objetivo é analisar a influéncia do processo migratério sobre a estabilidade dos
pontos de equilibrio positivos de (3.35). Um ponto de equilibrio (w*,...,w*,21*,..., 21, ... 2N=1 | N-19T

do sistema (3.35) deve satisfazer
* - = H1 - - = -
w = Rom[(1-m)g@ e +E (gt + g(w)u)]
+ ma [(1 - pz)zl‘ + %(zl* + zl')]

+:--+ my [(1 —pun)ZN T+ %(3”‘1‘ + zN"i‘)] 3

2 = Ro((-me@)w + B o(w " +g(w)w]) = Roglw)w", (3.36)
2 = (-p)et+ %[31' T
z!* = (1 _‘u{)z[—ln & %Ezf—lt o zl—-}_z] - zj'_l.,

N = (L-pn)V T4 'M%L[ZN*' 4 =gV,

Substituindo a expressdo para z'* na expressdo para w* obtemos
w* = Romag(wJw' +ma [(1 - p) Rog(w") + RoLX(29(w")w)] +
ma [(1 - s Rog(w") + Ro 5> (2(w)w")| = Rog(uw™)uw"

A equagdo acima implica que o sistema possui dois pontos de equilibrio: o ponto de equilibrio

trivial, onde w* = z1* = 22* = ... = z* = ... = 2N=1* = (, e um ponto de equilibrio nio trivial,
comw* =z =22=-..=z*=... = 2V"1* onde w* > 0 deve satisfazer
= 1
g(w*) = -R_o’

0 que so é possivel se

Ry > 1.
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3.3.5 A estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo positivo (w*,w"*,...,w*)7

Definindo
o = (1—#1)m1(1—H)
pr = Zm(l-H)
a; = mi(l_#i): 3=2:$N
ﬁi — miggi: i=2,...,N

(3.37)
n = (1-m)(1-H)

& = B(1-H)

% = (1-p), i=2,...,N=1
& = %1 i1=2,....N-1

onde 1 — H = Roh'(w*) = Rolg'(w*) + g(w*)], a matriz jacobiana J(W*) toma a forma de uma
matriz de Leslie por blocos, sendo dada por

A Ay -+ Ana An I
B, 0 .- 0 0
Jw)=| 0 B, 0 0o |, (3.38)
| 0 -~ 0 By O
onde 4;,i=1,...,Ne B, l=1,...,N — 1 s3o matrizes circulantes n x n dadas por
’- a; B B: |
Bi o P
A = i (3.39)
Bi o Bi
| B Bi a; |
e -
" o& & |
& m &
& m &
| & & m |

Analogamente ao sistema local, se 0 < H < 2 a estabilidade de W* estd garantida, como demonstra

o resultado a seguir.

Teorema 3.3. Se 0 < H < 2 entdo o equilibrio W=*(w*,w*,...,w*)T € assintoticamente estdvel.
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Demonstragio. Pelo Teorema de Gershgorin [28]

nN
o C | Silei, ¢1)

i=}

g = espectro de J,
onde ¢; = Ji centro das bolas S;, No caso,
o = Z:‘:; Ji;j raio das bolas S;.
Ci = 0q, 1l €4< n
c =0, n+l <i< 3n
¢ =201l + Tl losl +28;, 1 <i< n (3.41)
¢: = [l +2J&l, n+l <i< 2n
éi = | + 21, In+1 <i< (I+ln; 1=2,...,N-1
Entao se
|+ ¢ < 1, 1 <i< n
Ls,-|<1, n+1 <i< Nn (3.42)

a estabilidade do sistema estd garantida. Note que a; = |aj|, 8; = B;], 1 = 2,...,N v = |,
& =&l,l=2,...,N —1, e que a hipdtese 0 < H < 2 implica que |1 — H| < 1. Portanto temos

leal+ ¢ = loa| + 2181 + 15 ey + 28
= m;]I—H|+Z£__2m,—<Z?'=1m,-=1, 1 €i< 0
¢ = |ml+2&]=(1-pm)+25)(1-H)
Inl l 3 (3.43)
= |1-H|<1, n+l <i< 2n;
¢ = Y+265=0-pm)+25 =1, jn+l <ig (j+n,
j =2: 'IAI_]‘?
0 que completa o resultado. O

Conforme mostrado no Apéndice B, os n/N autovalores ¢ da matriz jacobiana J(1W/*)

sdo dados pela equacao caracteristica

1 N Ag' -1 U;F
i ATl vy =1 (3.44)
o ol
=2
onde .
. 3mj .
- sin _ 2wj e _
A =ar+ B (sinig’: —-1) _a;+2cos-;—B;, i=0,...,n=-1;
sdao os n autovalores de A;, e
. -311 &
X sin 2% .
vi =+ & ( = 1) =y +2c08 =€, j=0,...,n—1
sin = n

sa0 os n autovalores de By. Como ja salientado, queremos estudar o efeito do movimento migratério

sobre a dindmica do sistema, comparando a dinamica do sistema acoplado com a dinamica do

SISTEMA DE BIBLOTECAS
TECA SETORIAT DF MATEMA

O Dk PERIODICOS

oLl |
L
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modelo desacoplado introduzido na se¢ao 3.1. Para isto, vamos fazer o uso do teste de Jury (veja
apéndice C). Convém explicitarmos como deve ser aplicado o teorema neste caso. Note que os

autovalores do sistema acoplado sdo as raizes dos polinémios

N -1
pr(0) = o = a1 = Y \o" I T

=2 k=1

e portanto o teste de Jury deve ser aplicado a cada um dos polinémios p;. Além disto, para o
sistema ser instdvel basta que as condigdes do teorema nao sejam satisfeitas para um inico valor
de j. Observando a forma de pg, temos que a migracao nao pode vir a estabilizar um sistema de

populacdes locais instaveis, como demonstra o resultado a seguir.

Teorema 3.4. A regido de estabilidade do modelo local (de 1-patch) contém a regiao de estabilidade
do modelo acoplado, ou seja, os autovalores do modelo local satisfazem a equagao caracteristica para
o sistema acoplado. Desse modo, o movimento migratorio enire patches ndo pode vir a estabilizar

um sistema desacoplado instdvel.

Demonstragdo. Tomando j = 0 na equagdo caracteristica para o modelo acoplado temos

N —

a; + 26, ar + 28 TTEh e + 26k >

=~ T Z a' B
=2

Substituindo as expressoes para aq, 5, Yk, & obtemos

mu Bl (we) | §~ muFah'(ws) _

1
o =2 o

e
> e -
~ gl Rah’(w*) 1-H’

que é a equacgao caracteristica para o modelo local. Assim, temos que os autovalores do modelo local

satisfazem a equagdo caracteristica para o modelo acoplado, completando a demonstragéo. O

Em certos casos, a migragdo ndo altera a regido de estabilidade de W*. Entre estes,
temos o caso em que o processo migratério independe da estrutura etaria da populagdo, como é

demonstrado no teorema 3.5.

Teorema 3.5. Se as tazas migratdrias sdo independentes de idade dos individuos, ou seja, se

temos p; =c,i=1,...,N, o movimento migratdrio ndo influencia na estabilidade de W*.

Demonstracio. Neste caso, a equagdo caracteristica do modelo acoplado torna-se

N - 2nj i
(I—H)Zmi((l c)-:-ccos = ) =1
i=1
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Portanto se A satisfaz a equagdo caracteristica (3.16) do modelo local, entio
2wg
o=A{(1-c)+c(2cos — |,
n

satisfaz a equacao caracteristica para o modelo acoplado descrita acima, para j = 0,...,n — 1.
Como |((1 — ¢) + ccos 22| < 1, temos |o| < |, ocorrendo a igualdade (em médulo e em sinal)

quando j = 0. O

3.3.6 A instabilidade causada pelo movimento migratério

1
[R5 H2
0 0
0 Hy 1 0 Hy 1 0 T

(@) my=035 H=21 (b) m=04 H=25 () m=05 H=299

0 Hi
(d m=06 H=34 (e) m=066 H=3.75 () m;= 0666 H= 3.99

Hi 1 0 Hy

Figura 3.2: Teste de Jury aplicado a todas as possiveis configuragdes para as taxas migratérias em
uma rede com 20 sitios com populagdes locais estruturadas em duas classes etérias.

Por outro lado, a migracao pode, de fato, vir a desestabilizar uma rede de popu-
lacoes desacopladas estdveis se as taxas migratérias forem fortemente relacionadas com a idade
dos individuos. Para isto, vamos considerar um caso especifico: uma metapopula¢io formada por
20 sitios, tal que em cada sitio existe uma subpopulacao estruturada em duas classes etarias. Na
secdo 3.2, o modelo local foi estudado e sua regiao de estabilidade estd representada na figura 3.1,
sendo esta delimitada pelas curvas H =0, H =1+ 1—_—1;57 eH=1+ ﬁ Aplicamos o teste
de Jury a diversas configuracoes de pardmetros da dinamica local (m; e H), tais que o ponto de
equilibrio W* é assintoticamente estdvel na auséncia de migracdo. Para visualizar os resultados,
pintamos cada ponto (1, #2) do quadrado unitario de acordo com o resultado do teste: branco

representa estabilidade, cinza representa instabilidade. Assim, as regides hachuradas representam
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1

ml
@ 1,=0.75 n,=0.2

[ Sistema acoplado estavel Sistema desacoplado instivel ~ EH Instabilidade gerada pela migragio

Figura 3.3: Teste de Jury aplicado a diversas configuracGes para uma metapopulagdo com duas
classes etarias e 20 sitios. As curvas em preto definem a regiao de estabilidade para o
modelo local, delimitada por H =0, H =1+ —— e H=1+ =%

1-m, 2m;—1°

instabilidades causadas somente pela dispersao. Nos testes realizados, observamos que, a medida
que H cresce, a regido de instabilidade do modelo acoplado aumenta. Para H = 4, temos a maior
regidao de instabilidade causada pela migracao. Na figura 3.2, podemos observar o aumento da
regido de instabilidade 4 medida que (m1, H) se aproxima de (%,4). Na figura 3.3, temos a regido
de estabilidade para possiveis configuracdes no modelo acoplado, obtida através da aplicagdo do
teste de Jury para diferentes valores de p; e p2. Nesta figura, diferenciamos a regidao onde o sistema
desacoplado é instdvel, para uma facil identificacao da regido de instabilidade gerada apenas pela
migracdo. As figuras 3.3(a), 3.3(b) e 3.3(c) mostram que a regido de estabilidade é reduzida
gradualmente a regiao limite 0 < H < 2 a medida que nos aproximamos de p; =1 e uz = 0. O
mesmo ocorre ao nos aproximarmos de g3 = 0 e g» = 1, como indicam as figuras 3.3(d), 3.3(e)
e 3.3(f). Na verdade, isto ocorre independentemente do niimero de classes considerado, como é

mostrado nos teoremas 3.6 e 3.7.

Teorema 3.6. Para uma rede formada por um numero par de sitios tal que puy =1 e p; = 0 se

i# 1, W* € estdvel se e somente se 0 < H < 2.

Demonstragao. Para tais configuragbes, temos

2%j
pi(o) = oV — (m;aNhI +-rdmy_10 +mN) cos —n—j(l — H), (3.45)
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portanto
27y
p;(1) =1 — cos ?3(1 - H). (3.46)
Isto implica que, se n é par, pz(1) > 0 & H < 2. Como p; deve satisfazer p;(1) > 0 para todo

J para que os autovalores do sistema sejam menores que um em médulo, temos que se H > 2 o

sistema (sob as configuracbes citadas) apresenta instabilidade. O

Este caso representa a situacdo onde apenas os jovens podem migrar. Para o caso
contrario, onde todos os individuos migram e apenas os mais jovens permanecem em seu sitio de

origem, 0 mesmo ocorre, como demonstra o resultado 3.7.

Teorema 3.7. Para uma rede formada por um nimero par de sitios tal que p; = 0 e p; = 1,

i=2,...,N, W* € estdvel se e somente se 0 < H < 2.

Demonstragao. Neste caso, os polinémios p;(o) sao dados por

N .\ i-1
pi(o0) =™ — (1 - H) (ml oVt 4 gmia‘v_" (cos 2%3) ) g (3.47)
Assim
N 9 i i1
(-1)¥pj(-1) =1-(-1)N(1 - H) (:mu{—l)""1 + > mi(-1)N-i (cos %) ) . (3.48)

Assumindo n par e tomando j = % na expressao acima temos

-
~D)Vpgy(-1) =1~ (-)(1 - H) (ml(_l)N‘1 + Z mi(—l)N'l)

% (3.49)
=1=(-1)*¥-1(1 - H) (Zmi) =2-H,

i=1
portanto, (—I)Np%(—l) >0 ¢ H < 2. Como pelo teste de Jury (—1)Vp;(—1) > 0 é condigdo
necessaria para que nao ocorram autovalores negativos com maédulo maior que um, temos que o

sistema sob as configuragoes citadas é estdvel se e somente se H < 2. O

3.4 Conclusoes

Neste capitulo, obtivemos um modelo discreto para uma metapopulagdo com n sitios,
habitats de uma espécie estruturada em NN classes etdrias, com dispersao dependente da idade dos
individuos. Comparando o comportamento do sistema obtido com o do modelo local, mostramos
que a estabilidade do ponto de equilibrio homogéneo positivo é influenciada em grande parte
pelo movimento migratério. Os exemplos citados na se¢io anterior mostram que a condicdo para

estabilidade 0 < H < 2 nao pode ser melhorada sem um conhecimento maior sobre o mecanismo de
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migragao e a relagao deste com a estrutura etdria da populagdo. Hastings [20] observou indicios de
que o movimento migratério em uma rede de 2 patches de uma populagao estruturada em 2 classes
etarias vem a gerar caos em regioes onde tal fendmeno nao ocorreria no modelo desacoplado, ou no
modelo acoplado com taxas de migragao independentes da idade. Estes aspectos vem a reforgar a
importancia de considerarmos ambas as estruturas espacial e etdria de uma populac¢io em modelos

matematicos, para evitar a subestimagao da regiao de instabilidade do sistema.
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4 SINCRONISMO EM METAPOPULACOES

4.1 Introdugao

Neste capitulo, consideramos uma metapopulagido espacialmente explicita em anel
com migracio para os dois vizinhos mais préximos para relacionar, com uma simples expressio
matemadtica, caos na dinamica local, grau de interacdo entre os sitios, tamanho da metapopu-
lacdo e estabilidade do estado sincrono. O papel do caos na persisténcia em metapopulagdes foi
examinado em [1], por meio de um modelo estocdstico espacialmente explicito. As conclusoes
foram que o caos a nivel local pode promover a assincronia entre os sitios e portanto reduzir a
probabilidade de extingao na rede. Em 1998, Solé e Gamarra [51] obtiveram uma condicédo simples
para a estabilidade do estado sincrono (quando todas as populagoes locais oscilam em sincronia),
envolvendo somente dois pardmetros: a fragdo migratoria e o expoente de Lyapunov da dindmica
local (sistema desacoplado). A principal restri¢ao deste resultado é que este foi estabelecido para

uma rede de apenas 2 patches.

O tamanho da metapopulacdo pode ser decisivo na persisténcia na rede. Através de
simulagbes numéricas, Hassel et al. [17] e Commins et al. [4] mostraram que em uma metapopu-
lagdo para espécies do tipo parasita-hospedeiro a probabilidade de extingdo na rede decresce com o
tamanho da metapopulagao. Claramente este resultado é de grande importancia para a conservagao
de espécies, desde que relaciona probabilidade de extingdo com o niimero de fragmentos de habitat
que formam a populacdo total. Dada tal relevincia, propomos uma extensdo dos resultados de
Solé e Gamarra para uma metapopulagao com n sitios, obtendo uma condigdo para a estabilidade
do estado sincrono, envolvendo os mesmos pardmetros da condi¢do obtida em [51], com a adigio

de um: o nimero de sitios.

4.2 A Estabilidade do Estado Sincrono

Considere uma cole¢do de n sitios, numerados por 1,2,...,n. Em cada um destes
sitios h4 uma populacgao de uma tinica espécie, cercada por um meio hostil e totalmente inadequado
para sua reproducéo e sobrevivéncia. A metapopulagio é o conjunto de todas estas subpopulagdes.
Vamos supor que as geragoes, tomadas em tempos discretos t = 0,1,2,... jamais se entrelacam.

Na auséncia de migragdo, vamos supor que a dindmica em cada sitio k € descrita por

xi‘+l =f(zf): b2 EB=1200..0m (4.1)
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onde f é uma funcao suave definida em [0, 00). Todos os sitios sdo idénticos, com dindmica descrita
pela mesma funcdo f. A equacdo (4.1) incorpora os processos de reproducéo e mortalidade de
geragao a geragdo, de modo que estes processos dependem da densidade populacional do fragmento
em questdo através da funcdo f. A comunicagdo entre os sitios é feita através da migracio de
individuos para os dois sitios sitios mais préximos. A quantidade de individuos que migram é
determinada pela fracdo de individuos que deixam cada sitio entre duas geragdes consecutivas,
representada por g, 0 < p < 1. Além disto, vamos assumir condi¢es de contorno periédicas,
assim os vizinhos do sitio n sdo os sitios n — 1 e 1 enquanto que os vizinhos do sitio 1 sao os sitios
n e 2. Como j4 salientado no capitulo 2, os dois processos, dindmica local e a migragéo, devem
ter sua ordem definida. Vamos assumir que a dindmica local precede a migracdo. Além disso,
assumimos que a dispersdo nao acarreta perdas na populacdo. Assim, a dinamica em um dado

sitio k é descrita por
zbp = (1 - W f(ah) + () + £b), E=12,...0m. 42)

Nosso principal objetivo é a andlise da estabilidade do estado sincrono. Mais precisamente, quere-
mos determinar condigbes sobre os parametros do sistema para a estabilidade de uma 6rbita onde
todos os sitios estao com as mesmas densidades. As subpopulacdes podem oscilar caoticamente,

mas tem de fazer isto em sincronia. Para isto, introduzimos a mudanca de variaveis

ut =gk~ £=1,23,...,n-1
L ' (4.3)

u? = g

para o sistema dado pela equacgao (4.2). Deste modo o estado sincrono corresponde a u! = u? =

..« =y ! =0, com u™ variando livremente. Das equacoes (4.3) temos

F=uF e o, k=1,...,0-1

(4.4)
ik AL
Substituindo em (4.2) obtemos
ub = (1= ) [f(zF) = fF)] + 4[f (=) = flar~2), k=1,...,n—1 AL

ufyy = (1= p)f(ef) + §1f (@7 7) + f(=h))-

onde, por simplicidade da notagdo, mantemos os termos z; do lado direito da equagéo, mas estes
devem ser entendidos por funcdes dos ul dados pela expressio em (4.4). O jacobiano do sistema

- - -1 z
(4.5) no estado sincrono u} = uf =--+=wu}" =0 é dado por

J'= )4 (4.6)
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o -4 -
1—p & 0
E Y—=p 3
0 0
& ... B
2 2
s
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|
© © n

|
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I
(= Otan:

|
e
e

pE O
=

(4.7)

Note que o termo f'(z}') somente involve a dindmica de uma populacédo isolada. Apds

eliminar a 1ltima linha e a iltima coluna da matriz J, pode ser verificado facilmente que um

de seus autovalores é f'(z}'). Mas nés ndo estamos interessados neste autovalor de .J, pois este

corresponde a ultima equacdo do sistema, e estamos interessados somente no estado sincrono

ulzuzz...

= u""! = 0. Portanto nosso problema resume-se a obter estimativas para a

magnitude do autovalor dominante da matriz (n — 1) x (n — 1), denotada por M e dada por

r 3 7
1-% 0 % -4 ¢ -4
* l1-p & 0 0 0
0 £ 1-p & 0 0
M=
0 0 0 & 1-% £
s & ~§ 0 I~
No apéndice D calculamos os n — 1 autovalores de M, que s@o
i
Ajzl—,u(l—cos%), §=1,2,.005n =1
Portanto o estado sincrono sera estavel se e somente se
lf'@D)INI <1, §=1,2,...,n=1.
Mas, se n é par
1-(1—cos(E)pu, u<i=Z=
max_(|Aj]) = HaS TS =
1<j<n-1 9

2p—1,

u>

_
3—cos(=

Portanto, a condicao para a estabilidade do estado sincrono é equivalente a

11— a(n, wullf' ()] < 1,

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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onde

2x 2
1—cos(2E), pu< Icos(Z) (4.13)

2

; h2

a(n,p) =

No caso em que n € impar a expressao para a(n, ;) torna-se um tanto mais complicada mas ainda

assim pode ser facilmente obtida de (4.11), sendo omitida aqui. Em qualquer caso, para qualquer

valor fixo de p tal que px < 5_—m§?_._;-—, a(n,p) é uma seqiiéncia ndo crescente. A condicio de

estabilidade (4.12) pode ser redefinida por

1

|f'(=)] < T—almig (4.14)

Vamos agora assumir que o estado sincrono € estavel. Entdo (4.14) € satisfeita e podemos escrever

t 1/t .

(Elf’(x?)i) TR (4.15)

Consequentemente o mimero de Lyapunov L, para uma populagao isolada dada pela equagéo (4.1)
satisfaz 1

b T=ammnl (4.16)

pois L é o limite quando t = 400 do lado esquerdo de (4.15).

O numero de Lyapunov fornece a média geométrica da separacao de 6rbitas proximas
(veja apéndice E). Caos é caracterizado por L > 1 (expoente de Lyapunov = In L > 0). Podemos
agora concluir que uma condic¢do necessdria para a estabilidade do estado sincrono é que a forca
do caos no sistema desacoplado, medida pelo nimero de Lyapunov L, tem que ser limitada pela

expressdo a direita de (4.16), que envolve somente a fracao migratéria e o tamanho da metapopu-

lac3o.

4.3 Conclusoes

Recentemente, Solé e Gamarra [51] mostraram que para um anel de 2 sitios, uma
condigdo necessdria para a estabilidade do estado sincrono é L < 1_1—2“ Neste capitulo general-
izamos este resultado para um anel com n subpopulagdes. Note que quando n = 2, @ = 2 para

todo u portanto a equagao (4.16) inclui o resultado de Solé e Gamarra.

A figura 4.1 mostra os resultados de uma simulag¢do em um anel com 5 sitios sujeitos a
dinamica local dada pelo mapa logistico cldssico f(z) = rz(1 — z) em [0, 1]. Plotamos o diagrama
de bifurcagio para a varidvel z, = + S} _, |zf — zF!| com o parametro de migragio u variando.
Deste modo z; = 0 é equivalente a sincronizacdo. Note que a medida que o nimero de Lyapunov

L aumenta a regido de valores de p em que o estado sincrono é estavel é reduzida.
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Figura 4.1: Simulagdo de uma metapopulagdo com 5 sitios com dinamica local dada pelo mapa
logistico. Diagrama de bifurcagéo para z; = 412':;:1 |z¥ = zF*!| versus p, 0 < p < 1.
Para cada valor de g o sistema foi iterado 10000 vezes e as ultimas 200 iteracoes sao
plotadas. Condigées iniciais: z§ = 0.25,z85 = z} + €&, k = 2,3,4,5, |&| < 0.01, ¢
aleatorio. (a)r = 3.6 = L =1.201 (b)r =3.7= L = 1.429 (¢)r =38 = L = 1.538
(d)r=4=L=2.

A migracdo pode promover homogeneidade e consequentemente ser responsivel por
um aumento no sincronismo enquanto este nao é tao intenso. Por exemplo tomando n = 6 a

condicéo de estabilidade (4.16) pode ser redefinida por

ﬂ>2(1-%), (417)

que é valida desde que p < 0.8. De (4.17) é claro que se o grau de interacdo entre os sitios €
pequeno o suficiente, o estado sincrono é instdvel. Esta caracteristica nao permanece valida se

p > 0.8 porque neste caso (4.16) torna-se

1 1
“(1=-=]. 4.18
weg(1-1) (418)
Portanto se g > max(0.8,% (1 — 1)) a estabilidade do estado sincrono é perdida. A figura 4.2
esclarece a situagdo. Simulamos um anel com 6 paiches com dinamica local dada pelo mapa
logistico e graficamos uma seqiiéncia de diagramas de bifurcagao similares aos mostrados na figura
4.1, com a diferenga que na figura 4.2 fixamos p e variamos a taxa intrinseca de crescimento r na

regiao cadtica do mapa logistico: 3.57 < r < 4. Observe que a regido de sincronia (z; = 0) aumenta
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Figura 4.2: Simulacdo de uma metapopulagdo com 6 sitioss dindmica local dada pela equacao

logisitica. Diagramas de bifurcacio para z; = %ZLI |zk — 2+ | versus r, 3.57 < r <
4. Para cada valor de r o sistema foi iterado 10000 vezes e as ultimas 200 iteracdes
sio plotadas. CondigGes iniciais:z} = 0.63,z5 = z} + &, k£ = 2,3,..,6,]e;| < 0.01, ¢

aleatério. (a)u = 0.1 (b)u = 0.35 (c)u = 0.65 (d)u = 0.8 (e)p = 0.81 (f)u = 0.85.
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Figura 4.3: Diagrama de bifurcagdo para z; = £ S} |zF — zf*!| versus ,0< p < 1,onden é o
tamanho da rede. Para cada valor de u o sistema foi iterado 10000 vezes e as ultimas
200 iteragdes foram plotadas. Condicdes iniciais: z = 0.25,z§ = z§ + &, k # 1,
le:] < 0.01, ¢ aleatério. (a)r = 3.6,n = 6 (b)r = 3.7,m = 6 (¢)r = 3.6, n = 8
(d)r =3.7,n=8 (e)r =3.6, n =10 (f)r = 3.7, n = 10.



para para valores pequenos e intermedidrios de x, mas passa a diminuir quando y alcanca p = 0.8.
A existéncia deste threshold value é uma caracteristica comum, ao menos entre as redes de tamanho
pequeno-médio, como pode ser observado nas simulacées com diferentes valores para o tamanho
da metapopulagdo. Quando ha muitos sitios, hd uma drastica redugdo da regido de estabilidade
do estado sincrono e torna-se dificil observar se a regido de estabilidade passa a diminuir a partir

de um certo valor de p.

Ao generalizar o resultado de Solé e Gamarra, introduzimos o tamanho da rede n na
relacao entre sincronia, caos e dispersao. O termo a(n, i) em (4.16) é uma seqiiéncia nao crescente
de n, com lim,_o a(n,p) = 0, para p. Neste caso limite (com tamanho da rede infinito), a
condigao (4.16) torna-se simplesmente L < 1. Isto significa que para um mimero infinito de sitios,
caos a um nivel local nao permite a estabilidade de 6rbitas sincronizadas. Nés ilustramos este fato
na figura 4.3, onde plotamos diagramas de bifurcacao similares aos da figura 4.1 para diferentes
valores de n. Pode-se observar as reducdes na regiao de estabilidade do estado sincrono a medida
que o tamanho da rede cresce. A influéncia de tamanho na chance de sincronizagio esta relacionada
a um conceito fundamental em conservagao de espécies: a existéncia de um tamanho minimo de
habitat que permite a persisténcia da espécie. Nos artigos de Hassel [17] e Commins et al. [4],
através da simulagdo da interacao parasita-hospedeiro cldssica do tipo Nicholson-Bailey em uma
rede bidimensional com vizinhanca do tipo Moore, concluiu-se que a probabilidade de extin¢do na

rede decresce com o tamanho da metapopulacdo, dando suporte aos nossos resultados.



5 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

O papel da dispersao na formagao de padrdes espaciais sempre recebeu atencio. O
mecanismo pelo qual a dispersao poderia desestabilizar o estado homogéneo em modelos continuos
no tempo e espaco foi primeiro identificado por Turing em 1952 ([55]), sendo mais tarde explorado
em [29], [37], [35] e [38]. No contexto de metapopulacao baseada no modelo de um coupled map
lattice (rede de mapas acoplados), onde tempo e espago sao discretos, mostramos no capitulo 2 que
um mecanismo de migragao dependente da densidade que aumente o niimero de emigrantes com
o aumento da populagio pode gerar instabilidades nestes sistemas. Ao considerarmos o caso em
que a migracao precede a dinamica local e eliminarmos a hipdtese de que a matriz M (X ) deveria
ser irredutivel, extendemos os resultados de Jang e Mitra em [22] e também os resultados obtidos
em [47], ambos extensoes de [45], um dos primeiros (sendo o primeiro) trabalhos a considerar a

dependéncia da densidade na taxa migratéria em metapopulagoes.

Infelizmente, algumas das hipéteses utilizadas na modelagem ndo sao biolologicamente
realisticas e o modelo ndo pode ser aplicado diretamente a populagdes naturais. Apesar de sim-
ples, o modelo utilizado no capitulo 2 é uma extensao dos modelos utilizados em [14], [40], [45]
e [22], que combinam um mecanismo de sobrevivéncia e reprodugdo simples com um mecanismo
de migracao dependente da densidade. Esta simplicidade permite um melhor entendimento sobre
os efeitos da migracdo, dado que procuramos isolar este efeito. Certamente possibilidades reais
como morte durante o movimento migratério e heterogeneidade dos patches devem ser incluidas em
trabalhos futuros. Em especial, uma taxa de mortalidade associada a migracio causaria um forte
efeito estabilizador. Ruxton [43] considerou um custo de mortalidade constante em um anel com
migragao simétrica e independente da densidade entre os dois vizinhos mais préximos e concluiu
analiticamente que, para qualquer valor de parametros para a dindmica local, sempre existe um
intervalo de valores para a fragdo migratéria e para a taxa mortalidade durante a dispersido que
forca o sistema a estabilidade do estado homogéneo. Seria muito interessante extender o modelo de
Ruxton para o caso de migracio dependente da densidade. J4 a inclusdo da heterogeneidade ambi-
ental reduz imensamente a tratabilidade matemadtica do modelo, exceto para casos extremamente

simples como um modelo com 2 sitios [6, 27].

Ao considerarmos a estrutura etdria da populagdo no capitulo 3, extendemos os resul-
tados obtidos por Hastings [20]. Apesar de considerar um modelo com n sitios e N classes etarias,
Hastings mostrou a existéncia de instabilidades geradas pela difusdo apenas para o caso de uma
rede de 2 sitios e 2 classes etdrias. A diferenca basica entre o modelo utilizado por Hastings e o

utilizado no capitulo 3 é a ordem dos eventos dinamica local e migracdao. Hastings considerou a



dinamica local seguida de migragéo, enquanto que aqui consideramos migrag¢io seguida de dinamica
local. Seria interessante verificar qual a influéncia da ordem dos efeitos sobre a dinamica do sistema.
Hastings, através de simulagbes numéricas, encontrou indicios de caos no sistema. Seria interes-

sante calcular os expoentes de Lyapunov do sistema a fim de confirmar em parte tais indicios.

Quanto ao capitulo 4, devemos salientar a relevincia do tema em questdo. A im-
portancia do sincronismo das populacoes locais estd no fato que a metapopulagio somente sera
extinta se todas as subpopulagdes forem extintas. Se as populagbes locais oscilam em sincronia
e se estas flutuagbes sdo severas o bastante de modo que possam vir a baixar drasticamente as
densidades locais, entao o risco de extingao via efeitos ambientais estocdsticos é maior. Este fato
estd bem documentado em [11]. Caos pode causar oscilages violentas ao mesmo tempo que pode
reduzir o grau de sincronia pela separacdo exponencial de érbitas préximas e isto pode reduzir o
grau de extingdo. Isto foi mostrado por Allen et al.[1] em simulagdes com um modelo de mapas
acoplados com ruido. A diferen¢a bésica é que aqui nds medimos a forca do caos pelo niimero de
Lyapunov enquanto que Allen et al. utilizaram um parametro r, a taxa intrinseca de crescimento.
Um aumento no parametro r pode levar o sistema a instabilidades e caos [33, 32]. Assim, (4.16)
nos diz que uma alta sensibilidade a condigdes iniciais impede a sincronia entre sitios e portanto
pode reduzir a chance de extingao global. Seria interessante a extensio dos resultados obtidos a

vizinhancgas mais genéricas, possivelmente utilizando proporcoes migratérias ¢;; como as utilizadas
no capitulo 2.
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APENDICE A

Seja (Ao, A1,--.An—1) uma seqiiéncia de n objetos. Os objetos Ag, A;,..., An—;
podem ser nudmeros ou matrizes. Aqui serd usada a notacdo circ(Ay,...A,—)) para a matriz

circulante n x n

Ao Ar - Ana
A4, Ag -+ An-2
circ(Ag, A1, - .. Ap—y) = , (A.1)
| Av—1 - A1 Ao
Em particular, se Ap, A;,...,Ap—1 S20 matrizes n X n, entdo circ(4y,...,A4,-1) é uma matriz

circulante por blocos n? x n2. Vamos comecar pelo calculo dos autovalores de (2.16), que pode ser
escritas por circ(a,b,...,b,0,...,0,b,...,b), onde a é seguido por N b’s, seguidos por n — 1 — 2N

zeros, que sao seguidos de N b’s. Os autovalores A\; podem ser calculados através de uma férmula

dada em [28]. Os autovalores de qualquer matriz circ(ag, a1, ..,@n—1), sdo dados por
n-—1 )
,\kzztz_._;e'}c, k=0,...,n-=1, (A.2)
j=0

onde ¢; = exp(#£i), i = /=1. Usando a formula acima podemos escrever os autovalores de
circ(a,b,...,b,0,...,0,b,...,b) por

M =a+bler+&)+be+&E)+...++blel +&Y), k=0,1,...,n—1 (A.3)

0 que pode ser escrito como

e L T-;l-
Ak=a+2b(cosgii+cos%+...+c052h k), E=0.T, n—1. (A.4)
Portanto,
/\k‘:a-}‘b[DN(?)—l}, k=0,1,...,n-1; (A.5)

sinz/2

A seguir, vamos calcular os n? autovalores das matrizes dadas em (2.22) e (2.28),

fazendo uso do seguinte teorema provado por Friedman em [8]:

Teorema. Seja H = circ(Ag, Ay,...,Ap—1), onde Ag,...,Ap-1 sGo matrizes quadradas. Con-

n-—1

sidere as n matrizes Ty = Zj=0 Aj(ex)?, k=0,...,n— 1. Entdo o polinémio caracteristico da

matriz H € o produto dos polinémios caracteristicos das matrizes Ty, k =0,1,...,n.

A matriz dada em (2.22) é da forma

DG(X*) = circ(A, Bx, Bn_1,...,B1,0,...,0,By,..., By), (A.6)
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onde
A =circ{a;b;.:.38,050::50:8;5...40) (A7)
e
By = Celb byveiy bl vo s B0 00 05 )y, R0 N (A.8)
Seja @ = 2wj/n, j = 0,1,...,n — 1. Calculando as matrizes auxiliares utilizadas no teorema de
Friedman, obtemos
T(6) = A+ Bn(e® + ™19 4 . 4 B (eiN? + ei(n—N0) (A.9)

o que pode ser simplificado por
T(6) = A+ 2(Bycosf + By_ycos20 + ...+ By cos NO). (A.10)

Como A, By, Bs,..., By siao matrizes circulantes n X n, usando suas defini¢des e um pouco de

dlgebra temos
T(8)=circ(a+b[Dn(0)—1], bDn_1(8),..., bDo(8), 0,..., 0, bDn_4(0),..., bDp(8)), (A.11)

Agora podemos fazer uso da férmula utilizada anteriormente para os autovalores de uma matriz

circulante
Ak =a+b[Dn(6) = 1]+ bDyn_1(0)(ex +€; ") + bDn—2(6) (€} + €7 ~2)

(A.12)
+ ...+ bDo(0)(ef + € _N)

com k=0,1,...,n— 1. Simplificando e lembrando que 8 = 2—21, obtemos

2rj j T
Ajp = a+b[DN (ﬂ) - 1] +2b [JDN_1 (23) cos 2%
n n n
+Dy_s (2:;3) drk (m) - 2N-:r}.] (A.13)
e

i=0;am—1, k=015

Finalmente vamos calcular os autovalores de (2.28) fazendo uso do teorema de Fried-

man. Neste caso DG(X™) possui a forma
G(X™) =cire(A, By, ..., BnN,0,...,0,BN,...,Bn), (A.14)

onde A é uma matriz n x n da forma de (2.16) e By é uma matriz da forma dada em (2.23). Este

é um caso especial do que foi feito anteriormente, portanto temos
T(6) =A+2By(cosf + ...+ cosNB) = A+ By(Dn(0) — 1). (A.15)
Escrevendo T'(f) como uma matriz circulante

T(0) = circ(a + b(Dn(8) — 1),bDn(6),...,bDn(8),...,bDn(8), ... ,bDN(6)). (A.186)
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Agora, usando a férmula para os autovalores de uma matriz circulante, temos

A =a+ b(Dn(8) — 1)+2bDn(8) (cc:s?*:—}ﬁ + cos 4—?— + ...+ cos 2N1rk) ;

(A.17)
k=010 ~1;

Ajr=a+b [DN (@) Dy (%‘) - 1] ’ (A.18)

o que pode ser escrito por



APENDICE B

Antes de enunciarmos o teorema de Friedman, peca chave para o cédlculo dos autova-

lores da matriz X, sdo necessdrias algumas definigGes.

Definicao. O produto de Kronecker de duas matrizes A = [a;j], n x n e B € definido por

[ anB -+ -+ a1nB
asn B axB -+ a,B

A® B =
L laur:lAB an.B A anﬂB

Teorema 1. Se A é uma matriz n x n com autovalores A\, r = 1,2,...,n e B é wma maltriz
m x m com autovalores s, s =1,2,...,m entdo os autovalores de A® B sio \ps, r=1,2,....n

28 =1, BT

Demonstragdo. Ver [28], pag. 411. O

Definicao. Seja © uma familia de matrizes diagonalizdveis n x n. Dizemos que © é simultanea-

mente diagonalizdvel se 3P, ndo singular, tal que P~* AP € diagonal para toda matriz A € ©.

Teorema 2. Se © ¢é uma familia de matrizes circulantes n x n entdo © €é simultaneamente diago-

sy

nalizdvel. <
|2
Demonstragao. Seja A uma matriz n x n circulante, isto é, ‘1;
w
@ @ -t Qp-y
(4 1 | ':
A= : ® (B.1)
- & - " “ - ¥ al El'. .‘
| a1 o Gner @ ;.
Os autovalores e autovetores de A sao respectivamente [28]
n—1 )
n=%d
=0
e
Ug = (I:Eksefrl L '!ez—I)Tl k= 0: 1:" - 1:
onde €, = e*%". Seja a matriz de fourier F', dada por
F=[u w -+ un- ] (B.2)

Observe que AF = FA, onde A = diag(}g,A1,...,An—1). Além disso, note que a transposta
da matriz conjugada de F, FT, satisfaz FTF = FFT = I, o que implica que F possui inversa

F-! = FT [5]. Logo A = FAF~!. Como F independe de A, o resultado estd demonstrado. =~ [
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Teorema 3 (Friedman). Seja M = A ® By + A2 ® Bo+---+ A, ® B,,. Suponha que o conjunto

© = By, Bs,..., B, € simultaneamente diagonalizdvel por blocos, isto €, 3P tal que
(Qu 0 -+ 0 ]
s B T W B
P B P = } =200
L 0 eee 0 Qg |

Entdo todo autovalor de H; = A1 ® Q1+ A2 ®Q2j +---+ A, ®Qpj, 1 =1,2,...,n € autovalor

de M, e reciprocamente, todo autovalor de M € autovalor de alguma das matrizes H;.

Demonstragdo. Ver [8]. O

Observe que o teorema de Friedman é obviamente valido se a familia © for simultanea-
mente diagonalizavel, ou seja, se os blocos Qg1, ..., Qrn forem escalares (justamente os autovalores
de B;.). Agora estamos aptos para estimar os autovalores de de J = J(W™*). Claramente a matriz

J pode ser escrita por

J=P @A+ - +PNRAN+Q1®B1+---+Qn-18 By_1,

onde
1 (4,5) =(L1
(P)i; =
0 c.c
1 (G,j) =(k+1Lk)
(@Qk)iz =
0 c.c
Pelo Teorema 2, © = Ay,..., Ay, Bi,...,Bx-1 forma uma familia simultaneamente diagonalizavel
tal que
F“A1F=diag()\f},/\’l,...,/\fl_l), ['=T100N
F~'B.F = diag(v§, vf,...,v5_), k=1,...,N-1
onde F é a matriz de Fourier (B.2), A}, j =0,...,n—1s300s autovaloresde A; e v}, j =0,...,n—1

sdo os autovalores de Bj. Pelo teorema de Friedman os autovalores de J sdo os autovalores de

Hi=P @XM+ - +Pv@MN +Qu®yj+--+Qna®y) ', j=0,...,n—1

ou seja,
[ gl 52 N=1 N ]
AjA e AT
uj- 0 0 0
H;=| 0 vf 0 0 |,7=0,....,n-1
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Para obter o espectro das matrizes H;, vamos nos valer da seguinte propriedade

_ — (o NAT
Hjv; = ojv;, vj = (v;, 1 £

onde v; representa o autovetor associado com autovalor ¢; de H;. Isto fornece o sistema

1,1 2.2 N-1, N-1 N, N = il
Ajv; + Ajv; 4+ + ATy + Aj'y; = ojv;
ki s 2
L = g5Y
2 i3 - 3

CH = ojv} (B.3)
N-1, N-1 _ N

com um pouco de dlgebra obtemos que

1 NAI k

2y “”’:1.

=2
Os autovalores Aj de 4; e u:f de Bj podem ser calculados através da féormula (A.2) do Apéndice
A, sendo dados por

3mj
sin =2
X =+ By -
sin '—’1

n

—1) =a;+6;(4c052%—2), i=0,...,n—1;

kv ]
n=

; 1n~—-l 7w .
v = + & (Si , —1) =7k+€k(4coszf—2), j=0,...,n—1.
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APENDICE C TESTE DE JURY

Teorema 1 (Teste de Jury). Seja A uma matrizn X n com polinémio caracteristico

pA) = A"+ A"+ apo1 A+ ap.

Considere
bn

bn—-l

bn—k

by

Cn—1

Cn—k

C2

dn

dn—k

d3

A — Gnln—k

Gp—-1 —Qnay
2 2

bn"bl

bnbn_1 — b1b2

bnbn—k — b1brs1

ban = blbn—l
2 —¢c3
Cnbn_1 — C2b3

CnCn—k — C2Ck42

CnC3 — C2Cp—1

(C.1)

O numero de equacdes em cada bloco diminui a cada estdgio até restarem 3 equagées no iltimo

bloco,
gn
qn—1

qn-2

PE; -Pis
PnPn—1 — Pn—3Pn-2
PnPn-2 = Pn—-3Pn—-1-

(C.2)

Todos os autovalores A de A satisfazem |A| < 1 se e somente se as trés condigées abaizo sdao

satisfeitas

(1) p(1) >0

(i) (-1)"p(-1) >0
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(iii)
lan] < 1
[bal > b
leal > ¢
l[dn] > ds

lgnl > |gn-2|

Demonstragdo. Ver (23, 30].
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APENDICE D

Seja M uma matriz n x n da forma dada por (4.8) e A o autovalor associado ao

autovetor v = (v, vs,...,vn)T. A equagdo Mv = \v pode ser escrita por

3
(I—T’U)vl—gvs—%w ---—-%‘un=f\ul
n B
Eﬂk._l + (1 -p.)‘uk + ‘é—ﬂk+1 =Xvg; B=2.3:0sm—1
L I Iz 2 3p
501~ 53— 5l 2vﬂ_z+(1

Em (D.2) procuramos por solugdes da forma o*. Portanto,
%a"_l +(1—p)o* + g gt tl = )o*,
fornecendo a equacgao caracteristica
& 3 H
—o l1—p=A)o+==0.
50 +(l-p=XNo+3

A linearidade em (D.2) permite-nos escrevermos a solugao geral por

ve = ANt (A) + B()as(N),

)v,, = \vn

(D.1)
(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.6)

dado que oy (A) # o2(A) # 1. Para que (D.1) seja satisfeita, impomos a condigao de contorno

3p

(1-—)v:—Evs—&vq—---—ﬁvn—/\vl Lvo + (1= p)vy + Euy

2 2 2 2
que pode ser simplificado a

vg=—(vi+v2+-:-+uvp).

Impondo condigao de contorno similar a vp41,
Un+1 = —(‘U]_ R e +‘Un),

e substituindo (D) em (D.7) e (D.8) temos

__Agl;"x_ Boy8=22)

= l—o2

{(l—e (1—o3)
‘Un+1—AO'1ﬂlr +BO’ 2 Tmas "

Fazendo k =0ek=n+1em (D) e combinando com (D.9) obtemos

A+ B=—Ao, =) _ Bo, (=)

1—0, 2 1=02

AoP*! + Boft! = Ao, —‘--:;_';1 + Bop3=23)

l—o2

Da primeira das equagdes acima obtemos

l—ag
‘4=B(m)

l—o

1+o —:;J]-

(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)



70

e somando ambas as equagées a (D.10) obtemos

A1 — o) = B(o2+! - 1). (D.13)

Combinando (D.11) e (D.12) temos

(1—ofMA —of™) _ -0 (es* -1 (D.14)

1—o09 l-0

Se 07 # 1, j = 1,2, entdo (D.14) pode ser simplificada a 01 + 0z = 2. Mas, da equagdo

caracteristica (D.5), temos que ter o102 = 1. Portanto neste caso 0; = g2 = 1, 0 que nao é uma

n+1

solucao valida. Assim, ou o7 ou oxt! = 1. Mas 0102 = 1 e portanto ambos o, e o2 tem que ser

raizes da unidade de ordem n + 1.

Escrevendo ¢ = exp(:—f_{-z), ji=1,2,...,n, (excluindo j = 0 pois neste caso 0 = 1) e

substituindo em (D.5) obtemos

p o, 4mj _ o SRS B 5 273 .
5 e‘.\p(zﬂ T 1) +(1-p) e:xp(zn T 1) + 5 Aexp(tn T3 1). (D.15)
Dividindo por exp(z%—’,’_{—) e simplificando, finalmente obtemos
A=1-—p+ pcos( 2mj Y = 12 (D.16)

n+1



APENDICE E NUMERO DE LYAPUNOV

Considere um mapa continuo

Te1 = f(21). (E.1)

A 6rbita de um ponto inicial zo é dada por

{x{),f(&:n),fa(.‘]‘:o),fs(:co),...}, (E2)

onde f2(zo) = f(f(zo)) = z1, f*(z0) = f(f(f(20))) = z2, .... Similarmente, uma érbita préxima

de zp, com ponto inicial z¢ + h, € dada por
{IU +h, f(ml) +h)1f2(30 +h),f3('£u +h):"'}' (ESJ

Para h suficientemente pequeno, podemos aproximar o erro entre as érbitas de =g e 2o + h através
de

f(zo + k) = f(zo) = hf'(z0)

F*(z0 + h) = f*(z0) ~ hf* (z0) = hf'(f(20))f'(20) = hf'(21) ' (o)

F*(z0 + h) — f3(z0) ~ hf* (z0) = hf'(f*(20))f* (20) = hf'(22) f'(z1) f' (o) (E4)

F™*(zo + k) — f*(z0) = hf'(zn-1) ... f'(z1)f'(z0)-

Denotando por é, a distancia entre as drbitas de zg e xp + h na n-ésima etapa,

b = |f%=zo+h) = o)l = |zo + h — zo| = |hl, (E.5)
on = |f"(zo+h) = (@)l = |f'(z0)f'(z1) - .. f'(zn-1)ldo, (E-6)
e escrevendo
L =|f'(zo)f'(a1) .- f'(@n-1)|* (B.7)
temos
b & L™80 € Snpy =~ L6, (E.8)

Portanto, definindo o niimero de Lyapunov por
L= lim |f'(zo)f'(z1)- .. f'(a-1)I*. (E.9)

temos que L representa o fator multiplicativo médio de propagacao do erro entre as érbitas de zg
e zp + h. Assim, se L < 1, temos que as 6rbitas aproximam-se cada vez mais; se L = 1, a distancia
inicial h é preservada e se L > 1, a distdncia entre as orbitas cresce exponencialmente a uma taxa

média de A = In L (expoente de Lyapunov).
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