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RESUMO

Apresentamos uma prova elementar dos teoremas
de De Rham e de Hodge. Como aplicagao, provamos que a dimen-
sao do espago das formas diferenciais de 18 espécie, numa su-

perficie de Riemann compacta, € o genus da superficie.

ABSCTRACT

An elementary proof of the theorems of De Rham
and Hodge is presented. As an application, we also prove that
the dimension of the space of the first kind differential forms,

on a compact Riemann surface, is the genus of the surface.



INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € a determinagao da
- - - . - a - .
dimensao do espaco das diferenciais de 1- espécie numa super-

ficie de Riemann compacta, sem usar triangulagoes.

No primeiro capitulo, parte mais importante do
trabalho, temos uma demonstragao do teorema de De Rham para
superficies compactas (nao necessariamente de Riemann) e for-
mas de grau 1 usando sistematicamente como 1° grupo de cohomo-
logia, o grupo dos homomorfismos do grupo fundamental no gru-

po dos numeros reais.

No segundo capitulo, vemos que se R & uma su-
perficie de Riemann compacta, toda forma fechada em R pode ser
decompdsta de maneira Unica como soma de uma forma harmonica

e uma forma exata em R (teorema de Hodge).

No terceiro capitulo definimos diferencial de

a I B = 5 1

1- especie e mostramos que a dimensao complexa do espago das
. % i a - . ~ . i

diferenciais de 1- especie numa superficig de Riemann compac-

ta € o genus da superficie.
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CAPITULO I

ISOMORFISMO DE DE RHAM

Seja M uma variedade conexa compacta de classe
C” ¢ dimensdo dois. Sejam H'(M,R) o espaco dos homomorfismos
do grupo fundamental de M no grupo dos numeros reais ¢ HBR(M)
o espago quociente do espago das formas fechadas em M modulo

o subespago das formas exatas.
Neste capitulo mostraremos que a fungao
13 HBR(M) —»% HY(M,R) dada por

I(w)(y) = {w (onde w €& uma forma fechada e vy
¢ uma curva fechada) € um iso-

morfismo.

Os treés primeiros paragrafos serao destinados
a apresentacao de definigoes e algumas propriedades de super-
ficies, curvas na superficie e integracdo de formas numa su-
perficie, que serdo necessarias a demonstracao de que I € um

isomorfismo, o que sera feito no quarto paragrafo:

.



No primeiro paragrafo apresentamos uma parti-
cular cobertura de uma superficie compacta M por discos para-

métricos (Proposigdes 1 e 2).

No segundo paragrafo definimos curva poligonal
em uma superficie e mostramos que toda curva fechada na super-
ficie compacta M € homot6pica a uma poligonal em M (Proposi-

gao 3).

No terceiro paragrafo, definimos a integragao
de formas exatas e fechadas ao longo de uma curva em uma su-
perficie qualquer N e mostramos algumas propriedades (Propo-

sicoes 5 e 6).

0 leitor, estando familiarizado com estes re-

sultados, podera ler diretamente o quarto paragrafo.



I.1 - COBRIMENTO DE SUPERFICIE

Definiremos superficie como sendo uma varieda-
de diferenciavel de dimensao dois e classe C”, que seja cone-

xa e com base enumeravel.

Se a € um ponto do espago métrico M,Dy(a,r) (res-

pectivamente, UM(a,r)) denotara a bola aberta (respectivamen-
: - 2

te fechada) de centro a e raio r. Se M e o espago R™, escre-

veremos simplesmente D(a,r).

OBSERVACAO 1: Lembramos que a superficie acima

definida admite uma métrica riemanniana.

-) -
Sejam, A,B abertos do R™ e r um numero recal po-

sitivo, tais que:

c&€ Ac Beg Be Dlo,r).

Entao, existe um difecomorfismo y:D(o,r) — D(0,3)
tal que:

(1) ¥(o) = o

(ii) o <« || w(z)]|| <« 2, se z € B

(iii) 1 [l v(z)]| < 2, se z « B-A

7

(iv) 1 ¢ || w(2)]|] < 3, se z € D(o,r)-A.

Prova: Sejam 6 £ a&ber? tais que
B(o,a)] ¢ A ¢ B e B¢ Dlo,b)

e 1.

Oy

Seja 6§ » o satisfazendo § < a e
Existe uma fungﬁb f: R — R estritamente crescente ¢ de clas-
se C" tal que:
f(x)
f(a)

I
‘H
77
(o]
L
M

[0, 6]

I

Ly £0B)

2 e f(r)y = 3



\

Definimos a fungao y : D(o,r) — D(0,3), por

v(z) = f(llzll)ﬁ” (1)

- [e53 : . - -
Temos que y e de classe C fora da origem, pois £ o é. Além

disso, se ||z]|| < &, temos que £(||z]|) = ||z]|. e daf

p(z) =z, se |lz]| < s.

Portanto, y € de classe C .

Como a funcao f € estritamente crescente, f € inversivel e

|

f é de classe C”.

Consideramos a funcgao ¥1:D(0,3) —= D(o,r), dada por

Ly & (2)

[fulf

Por argumento analogo ao usado para mostrar que y ¢ de classe

by (0) = £

c”, temos que Y, e de classe C . Mais ainda, ¥y e a inversa
da fungao y. Com efeito, de (1), (2) e do fato de que E'l(pJ;o,

se p » o, temos que:

u
el T

b oy (@) = £CE7 (1 ul)
£l

=|lull = = u

lull

Analogamente, ¢l(¢[z)) =z,

Resta mostrar que ¢ satisfaz as condigoes (i), (ii), (iii) e

(iv) .
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(i) w(o) = o, pois vimos que y(z) = z, se || z|]| < &.

m

(1) Be 2 B, o< |lz]|] <« b, e portanto,

~

o< |lw (2)]|] < 2, pois 0o & £(]]| z||) <
(iii) Se z € B-A, a < ||z || < b, e portanto,

Ls |lw (2] <2, pois 1 < £(][z]]) < 2.
(iv) Se z « D(o,r)-A, a < [|z]|| < 3, e portanto,

1 & [Jatz)]l < &

PROPOSICAO 1:

Seja M uma superficie compacta. Existe uma co-

bertura aberta U U, de M e um sistema de parametrizagoes

l,."‘
locais

L D(o,3) —» Ui’ i=1,2,:::,m, tal que:

m
(1) M= U ¢i (D(o,1))
i=1

(ii) Se 5 (D(o,1)) N ¢j(ﬁ(o,l)) # ¢, entao :bj (D(o,1)) ¢ r!-i(D[o,?,J)
1.3 & Ly avem

Prova:

Escolhemos em M uma métrica de Riemann e notamos dM a distan-

cia em M.

Seja {h.,V.}
i

3 sistema de parametrizacoes locais de M, onde
i"lgisk

V. ¢ M & aberto e

i
hi:D(o,S)-—+ Vi, i =1,2,.:+,ks Existem abertos
' [} _'
V. em M-tais que V. ¢ V. ¢ V., 1 = 1,....k e
1 . 1 1 1
k i o ¥ r
M= U V., onde V. € o fecho do aberto V..
=1 ¥ .

Seja K; = h;l(?i). Como K; ¢ D(o,3) € compacto, existe p; > O

tal que
d(Ki, 3(D(0,3))) = Py onde d ¢ a métrica eu-

clidiana em R2 e 3(D(o,3)) denota a fronteira do disco D(o,3).



L1

- - _1 ,I - - -
A restrigao de hi a Vi e uniformemente conti-

nua. Dal, existe §; » o tal que

a(ht(x), b)) < vy,

"

Seja, agora, {V.}.

T Ko

1" eVl i
M tal que Vi C Vi C Vi "

- * Evall ;I
e seja o < X; < min {d(Vi, 3\iJ, Gi}

Dado x< M, existe i tal que x € VE.

De (3) e (4), temos que:

=3

hy (fJ’M(x, A)) e I)(hil(x), p:) ¢ D(0,3).

se dM{x,y) < 8.,

X,Y e \71 (3)

k cobertura aberta de

(4).




1

. 4 i -1 it
Definimos Ux = hi[D(hi (& 4 pi)). l!X € uma vizinhanga aberta

de x em M tal que

DM(x,Ai) (& UX C Vi.

Seja A = min Ai (observemos que A independe
lgi<k
de x)

Temos que:

l =
/
DM(X’TT) c DM(X,A} o] Ux o \i

= A =1 . -1 - .
Portanto, hi [DM[X’TTJ) c hy (DM(x,k)) c hi (Ux) = D(hi [xj,pi)
Pelo lema 1, existe um difeomorfismo g

] h;l(Ux) = D(h;l(x],pi) —» D(0,3) tal que:

5%

(i) v (h]'(x)) = o
(i1) o < v (2) |l < 2, se z € W[ (Dy(x,2))
(131) 15 |9 (2]l < 2, se z e hy (Dy(x,0)-h Dy (x,3)  (5)

; L T -1 - 2
(iv) 1 ¢ |l v (2)l < 3, se z € h]™ (U )-h] (Dy(x, )

~

Consideremos a aplicagao ¢‘:D(0,3)——aU( dada por

Por (5) e pelo fato de hi ser parametrizacao local de M segue
que:
a) ¢  e.parametrizagdo local
= N o
b) ¢X[o) = hi IR (o) = x
== =3 2 ~ e A A _ A
C) Se ‘QX(D(O:I)) ] ¢y(D(O,l)) 7o, entao dM('\$))~‘:‘4"'"4'_ ‘2‘

(pois @X(D[o,l]J_c DM(X,%%} e ¢Y(D(0,l)) C nM[K’T%JJQ e portanto

¢y(D(0,1D (o] DM(K,A) c QX(D(O,ZD, pois

i

B (h (O xa))) & By (w;l[D{o,E))).



d) M= U ¢ _(D(o,1)), e, pela compacidade de M, existem
xeM ¥
Xy, X5, 3 meE M tais que
m not. il
M= U ¢ (D(o,1)) = U @1(0(0,1_‘})_3
Bsy i=1

OBSERVACAO 2: Sejam N superficie qualquer e {¢i, Uj}ig N

sistema de parametrizacoes locais de N, onde

¢.: D(0,3) —» U., 1 « N.

i i
As imagens em N de discos do RZ, pelas parametrizacoes locais,
serao denotados por

Bi(éi(a), r) = @i(D(a,r)) e, por abuso de lin-
guagem, serdao chamados disco centrado em ¢i(a) e de raig I

0 ponto @i(a), sera chamado centro do disco Biiﬁj[u),rL:ié N.

Se o ponto a for a origem, notaremos shmﬁﬂsmmru:Bi{rJ:qE(D(ogj].

LEMA 2:

Sejam X espago métrico compacto; A,B ¢ X abertos
e K,L ¢ X fechados tais que K ¢ Ae L ¢ B, e U ¢ X aberto tal
que Kn L ¢ U. Entao, existem abertos A',B' ¢ X tais que:

KecA'" ¢ A, LecB" " c B ¢ KEnLacA'n B' ¢ U.

Prova: Sejam

- y 1
AL E {xe X; dx(x,k) & <4
, ] (6)
. B11 = {xea X3 dx[x,L) < TT}

An’ Bn ¢ X sao abertos, para todo n €N, e, cxiste n, e N tal

que, para todo n > ng,
KecA cA = L€ B ¢ B.
n n
Suponhamos que para todo n Ny cxista xn,tal gue

Xy € An A By e X, ¢ U. (7)
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Como X € compacto, existe uma subseqiiéncia [xn } de {xn} tal
k
que X  converge para um ponto a.
k
Por (6), temos que para todo ke N,

1
d» [X 3 K) < el
X n, nk
die [, & L} € =
X nk e
Dai, dX (a,X) = dx(a,L) = 0, € portanto, a € Kn L c U
Como U & aberto, Xy esta em U, para todo k suficientemente

k
grande, o que contradiz (7).

Logo, existe s e N tal que

XecA ¢ ; LeB ¢B & A O B. ¢cU
S S S 5

Fixado tal s, definimos A' = AS e B' = Bq.n

PROPOSICAO 2:

Seja M superficie compacta. llsando a notagao
da observagao 2, suponhamos que para todo par ordenado de nu-
meros naturais n,m =1,2,....,k, tais que En{l} N Em[l} # 6, se
tenha um numero z(n,m) de maneira que:

z(m,n) + ¢(n,r) +# z{r,m) = o, (8)
sempre que B (1) n B (1) #¢, B (1) N B (1) #¢ e B (1) NB (1) #¢

Entao, existem funcoes fn: Bn(3) —— R de classe Cw, tais que

fm(x) - fn(x) = ¢ (n,m), para todo ponto x (9)

em uma vizinhanga aberta de ﬁn(l) N Em[lj, se Eh(U ﬁ]%&l)f@.

Prova:

Existe f;: B;(3) —sR de classe C” tal que
£y (%) = 1, 88 X < ﬁl(l)
fl (x) = o, se x & Bl(S)— 51(2)
£, (B1(3)) ¢ [o,1].
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Suponhamos que se tenha definido
£.¢ By(3) —= Ry i % 12,0454 1, de classe &
satisfazendo (9).

Sejam Ui 3 as vizinhancgas abertas de ﬁi[l) N Ejtl),

i,j =1, 2, ..., n; que podemos tomar tais que
2 = 4. se B. B.(1) =4).
Ui,j c B,(2) 0 Bj[_J {Ui,j 4, se B, (1) mlgilJ b)
Seja {V ). 4 , . familia de abertos em M, tais que:
 J ; R |

V)

& 3
(a existeéncia de tal familia de abertos decorre do lema 2 e da
finitude).

n

Seja g_ = W ¥4

2= U g B AE,, ) f e,

Definimos a aplicagao g: U N B . (3) — R, por

n+1
gly) = £,0y) + ¢li, asl), se ye V; OB, (5 AU
g esta bem definida, pois se y & Vi £ ij\ 0. B g (8

entao Ui 3 # ¢. Logo Ei(l} N Ej(l) # ¢ e, por (8) e (9), te-

mos que:

i

£: (p) # fj(y) gL k) =

z(n+l, i) + ¢(j, n+l), e, conse-

qUentemente,

£0r) # £ (3, nel]) = fj(yJ # wlie BEdis

A funcdo g € de classe C, porque & localmente de classe.C”.

Consideremos o conjunto

n
Kn = r{f [Bi(l); ]Ei(l) &) Bi,n+l{1} # 4},
1=1
. M Bn+1(3) c Un a Bn+l[3} ¢ fechado em Bn+1(3j.

Existe uma funcgao

£lo1t Bhep(3) — R de classe C® tal que
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£ = g em uma vizinhancga aberta W

n+1

de Kn(j B (1), em Bn+1(3)’ tal que W ¢ Un;j B l(sj.

n+1l n+

Como B, (1) NEB_,,(1) ¢ V;nK NnB (1) cVv, aw.

A N W & uma vizinhanca aberta de ﬁi(l)(ﬁ En+l(l) tal que

fn+ICXJ & fi(x) = g(X) - fi(X] = ¢ (i, n+l) pa-

ra todo ponto X em V,N W.w

[.2 - CURVAS, POLIGONAIS E HOMOTOPIA ENTRE CUR-
VAS

Seja N uma superficie qualquer,

DEFINICAO 1:

(i) Uma aplicagado continua «y:[a,b] » N & chamada uma curva

em N.

(ii) A curva y: [a,b] + N tal que y(a) = y(b) & chamada uma

curva fechada em N.

(iii) A curva y: [a,b] = N é dita diferencidvel (seccionalmen-
te diferenciavel) se a fungdo y ¢é diferenciavel (respec-
tivamente seccionalmente diferenciavel) (por diferencia-

vel se entende de classe C7).

DEFINICAO 2: Sejam ~v,6: [a,b] = N curvas tais que y(b) = §(a).

(i) o produto ou a composigao das curvas y ¢ §, € a curva

y.&: [a,b] » N dada por:

y.6(t) = v(2 t-a), se a ¢ t g atb

y.8(t) = 6(2 t-b), se atb < t « b.
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- . = -1 ;
(ii) a inversa da curva y € a curva y : [a,b] » N dada por:

v (1) = y(bra-t)

DEFINICAO 3: Dadas duas curvas y,x: [a,b] » N, tais que

y(a) = a(a)
y(b) = a(b),

dizemos que y e A sdao homotdpicas em N,

n

se existe uma fungao continua F:[a,b] X [b,lj + N tal que:

(i) F(a,s) = y(a) = a(a), o ¢ s ¢ 1
(i) F{b.s] = y(h] = A}, 6% 5§ g 1
(iii) F(t,0) = y(t) , a s tsb
(iv) F(t,1) = a(t) , B % €& b

2
LEMA 3: Sejam V ¢ R™ simplesmente conexo ¢

e [a,b] -V

a,8 [0,1] = V, curvas tais que:

i
i}

y(a)
v(b).

a(o)
B(0)

§(a) e a(l)

s (b) e 8(1)

il

Existe uma fungdo continua G: [a,b] x [o,1] = V, tal que:

G(t,o) = &(t) , az t b
G(t,1) = v(t) , a.<¢ t % b. (10)
i Gla,s) = «(t) ., 0o g s < 1
G(b,s) = g(s) , &2 5 g 1
Prova:
Seja A c R% o bordo do retangulo ////foHRH
T

[a,b] x [Oﬂlj e seja | / ~E
e
e 5
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G:A —s V funcao dada por

G(t,o) =&(t) y, a gt &b
G{E;1) #+{t) . agELh
Gla,8) =als) i 0% 8 &1
G(b,s) =8(s) , 055 g1

A funcao G @ continua, pois 4,8,y € § S3o continuas e

G(a,o0) = s(a) = a(0)
G(b,0) = &(b) = (o)
G(a,1l) = y(a) = «(1)
G(b,1) = y(b) = g(1)

Como V & simplesmente conexo, G pode ser extendido continua-

mente ao interior do retangulo, satisfazendo (10).w

Seja N superficie qualquer com sistema de parametrizacgdes lo-

cais {e¢,, Bi[g)} by D(o,3) —» Bi(gj, tal que

iedN °
N= U B.(1).
jen 1

Seja S o conjunto dos centros dos discos Bj{l), ie N; iste &,
S = {p;; py = ¢;(0), i= N}

DEFINICAO 4: Dois pontos p;, P; < S sao ditos vizinhos se

B; (1) A\ By(1) # o.

Para cada dois pontos vizinhos p,.p., fixemos uma curva

j

Y3 j: fo,1] — N seccionalmente diferenciavel tal que:
(1) Yi,j (@) = 131 ¢ Yi,j W) = 1"_] )
i 5 -1 : (11)
(iii) Yi,j = Yj,i

(iv) Yii ([osl]) = {pi}
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DEFINICAO 5: Cada curva T4 j definida em (11), sera chamada

segmento orientado em N com origem no ponto p; ¢ extremida-

de no ponto Py, e também sera denotado [pi,pj]

DEFINIGCAO 6: Sejam Ny, Ny, ..., Ny = N tais que p“j e p“j+1
sao vizinhos, j =1, 2, ..., k-1. A curva
y: [0,1] — N dada por y = v

T Y
111,112 n2,113 i saes nk“l’nk

sera chamada poligonal em N com vértices Pho» Ppo» =es Py

1 2 k
Seja M uma superficie compacta. Fixemos um sistema de parame-

trizacoes locais de M {éi, Bi(S)}i=1 , que satisfaz a pro-

giviie

posigao 1.

OBSERVACAO 3: Daqui em diante sempre que c¢stivermos tratando

de superficie compacta, usaremos um sistema de parametrizagdes

locais do tipo do sistema da proposicao 1.

PROPOSICAO 3: Seja M superficie compacta. Toda curva fechada

§: [0,1] —= M com origem em P,. ¢ homotopica em M a uma poli-

gonal fechada com origem em Py

Prova:

Como M = Bi{l) (pela proposicao 1 e obsecrvacao 3).

i=1

.haH



20

existe uma familia de abertos {V.}._ tal que
it iox51,2, 65 s .l :

vy e Ty e By(1) e M= U V.
i=1

Seja o < g < dM[vi, aBi(l)), =1 2. saiee N (2]

Da continuidade uniforme de §, segue que existe ) > o tal que

dM(G(s], §(t)) < e, se |t-s| < A, para todo
s,t e [o0,1] (13)

Tomemos uma particdo do intervalo [o,17],

= = 1 - 4
0=t <ty <...<t =1, satisfazendo t; t; <X (14)

De (12) e (13), segue que:
5([ti, ti+lJ) c Bj(l), para algum j e {1,2, ..., m}

Por simplicidade de notagao, fagamos

i
i

S(Eti| ti+11} c Bi(l) L] i
Sejam 6{ti) = g & Bi(l), i B1: 2. wies K Ohde

91 = qk pl

Consideremos a poligonal fechada y: [o0,1] —e M, com vértices
Pys Pys =es P = Py (esta poligonal existe, pois como
q; € Bi*l(lJ 0 Bi[l) F e d ™ 2y 30y K P; © Dj4q sao vizi-
nhos, L %1, 2, xee 1],
Reparametrizamos a poligonal y de maneira que

yfti) = Pj» =1, 2, ..s:; k: onde os ti‘s sao os da

particao dada em (14).

Temos que:

6[[ti,‘ti+1]J u Y([ti, Bgal) B DY B, 00 e 562,

Sejam g, caminhos em B, (2), unindo o ponto q; ao ponto p.,

£ o= 1y By wans By By = B =By = Ay
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Como Bi[Z) € homeomorfa a D(o0,2), para todo i= {1,2,....,k};
pelo lema 3, existem fungoes continuas
3 7] = = ¥ 5
Fi‘ [ti’ ti+l] X [o,lj ——-Bi[Z), I ¥ 1.2 eamak=ly
tals gue

[ty t54q]
a) Bylhad) = 4 (x) (15)
[5s C4ual
{(i1d) Fi(ti,s} = Bi(s), 6 &8 T
(iv) Fi(ti+l‘ s) = Bi+1(s), o <5 g 1

Consideremos a fungao F: [o0,1] x [0,1] —»M dada por:

F(t,s) = Fi[t,sJ, g k. & Bg t i=1,2,...,k=-1

1 i+]

F esta bem definida e & continua, pois cada Py € continua e,

por [15);
Fi(ti+l’ s) = Bi+l(s) = Fi+l(ti+1‘ s), ossc<l1,1i=1,2,..., k-1.

Além disso, temos que:

in
0
#
H

(i} E(oys) = Fi(o,s) = gy(s) = py , o

(ii) F(1,s) Froq(1,s) = 8 (s) = Py» © £ 851



(iii) B{t,o) s(t) : B £ tgd

I

(iv) F(t,1) y(t) 8 2 e d

Logo, ¢ & homotOpica a poligonal y em M.w

I.3 - INTEGRAGAO DE FORMAS DIFERENCIAVEIS

Neste paragrafo, vamos supor que o leitor es-
teja familiarizado com os conceitos de formas diferenciaveis
(classe C°), formas diferenciaveis exatas e fechadas em uma
superficie; com a integracao de formas diferenciaveis ao lon-
go de uma curva seccionalmente diferenciavel, e com o lema de
Poincaré, que diz que toda forma fechada em uma superficie &

localmente exata.

Vamos definir a integral ' de uma forma fechada

ao longo de uma curva qualquer.

Sejam N superficie, w uma forma diferenciavel
exata definida num aberto conexo Uc N e f: U — R funcao de

classe C" tal que
w = df

DEFINICAO 7: Dada a curva y: [a,b] —s U, definimos a integral

da forma diferenciavel exata w ao longo da curva y, por

fu- { df = £(y (b)) - £(r(a)).

Se w definida em U, € uma forma diferenciavel fechada, pelo
lema de Poincaré; existe uma cobertura de U por abertos sim-

plesmente conexos, U= U U;, tal que ¢ exata.

ieN U,

Sejam £;: U; — R fungdes de classe C* tais que:



Dada a curva y: [a,b] —s U, existe k « N tal que

k
v([a,b]) ¢ U; , e uma particao
i=1
a=t; <ty <...<t,, =b, dointervalo [a,b], satisfazen-
do,
Y([ti,ti+1])c U, P % LB oavcagk
Sejam Y-

g Y!

(5 t141]

Com as notagoes acima, definimos:

DEFINICAO 8: A integral da forma fechada w ao longo da curva

y, ¢ definida por:

A T -
w = i L, = i [fi[ti”) - fi(ti)].

i=1 i i=1
OBSERVAGRO iz
(i) Para cada i = 1,2,....,k, fi esta determinada a menos de
uma constante, porém, a diferenga fi(ti+1) - fi(tj) esta

bem determinada.
(ii) Se adicionarmos a particao um ponto t', teremos ti s £ =
utj+1, para um certo J € {1,2,....K}, & o arco yj, substi-

tuido pelos arcos

R & & F° = 9.
J J
|[tj ST ] l[t',tj+1]

Pela definigao 8, teremos:

I j-1 f f f k S |
JE= R dg » o S ® )y @+ 3 af, (16)
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S——
o
Hy
+
T—
(&
"
1l

. £.(t") - £.(t. £.(t. = o, fe®) s
y j Y ] G = Ei(tg) + £5(ty,) - £5(00)
i ¥ - £, (t;) = £3F
5 (t541) j (&5 ij e
substituindo em (16),
K
w = I df.
g= ¥y &

Como os refinamentos das partigoes sao feitos por adjuncao de
um numero finito de pontos e duas quaisquer particées possuem
um refinamento comum, temos que a integral independe da par-

tigao.

Pela observagao 4, a integral da forma fechada

w ao longo da curva y esta bem definida.

As seguintes propriedades da integracao de uma
forma diferenciavel w ao longo de uma curva y sao de facil

verificacao:

py: Se w é exata e y €& fechada,

p,: Se w & fechada e y = Y1 o+ Yoo

), o

m*fm
Y Yz

Y1

pz: Se w & fechada,

Py

Y Y
p,: Se w; e w, sao fechadas e a, b = R,

SY a wy + b wy = a SW wy * b g

L
g ¥z

PROPOSICAO 4: Se Yo,yl:[a,b] —» N sdo homotdpicas em N e w €

uma forma fechada em N, entao SY w = J 8 %
Y1



2.5

Prova:
Tomemos uma cobertura N = U U., U. aberto conexo em N, tal
ieN * &
que w| e exata
U.
1

Seja F: [a,b] x [0,1] —» N a fungao continua que deforma Y, em

Yl'
Definimos a funcdo ¢:[o0,1] —» R, por

?(s)

SY w , onde ¥ & [a,b] —=N & a curva
5

dada por ys(t) = F(t,s).
Devemos mostrar que a funcao ¢ & constante.

Seja S, < [b,l]. Tomemos uma particao do intervalo [a,b], a =

= = ! 4 ~ ¢ . T = 1 2 - s
e < t2 & uuy @ tk+l b, tal que, para cada 1 1,2,..., k, se

Y ([ti, ti+1]) C Uj’ para algum j « N.

%0

Por simplicidade de notagao, fagamos

([t

- ] 5 5 2 3
i Li+1]) ¢ U, i Yl covp B s

0
Escolhemos uma métrica riemanniana em N, ¢ denotamos mn*dwﬁxq)
1

a distancia, em N, entre os pontos p ¢ q, nesta métrica esco-

lhida.
- 3 - == ,\ - 0, ) -
Sejam €5 dN(TSO([ti‘ti+l]J’ oUi) 5 6, 1 122 svnna B (17)
Pela continuidade da fungao F, existe em § » o tal que:

dy(F(t,s ), F(t,s)) < -, se [, | 6 tystst, , (18)

i=1,2, , K

Denotando

B = _

Vg YS1 2] 15 = | e A 1,2, s



- i i i i+l,-1 i-1
definimos as curvas c. = 2 o w iR Y Cre) -
s S S, S s
BGED e
; L =
Para cada i = 1,2,...,k e o0 ¢ s ¢ 1, a curva c, ¢ fechada

s : i s ; 2
em N. Além disso, se |s-s < &, Cs esta inteiramente conti-

ol
da em U, por (18) e (17).

Pelas propriedades Py © P3»

< B S s
a soma de 1 a k, temos:
k k k k
o = E w + X w - E w - by w =
i=1 %, 1=1 i i=1 £i+1 i=1 i
s T s s
= S (Y] +5 w = j (3] “J W .
1 k+1
s Ys0 ks T
Dai, se [s-s | < s,
o(s) = j w = J w = tb(so), pois
Y Y
s 5,
1 - k+1
£S = F| ¥ = Yo(a) =Yl(aJ c £5 = I°| = YO(bJ =~l’1[b)-
{a} x [s,so] {b} x [s,s4]

Como so & [o,l] ¢ arbitrario, ¢ € localmente constante; e por-

tanto constante, ja que [0,11 € conexo. w

PROPOSICAO 5: Seja w uma forma fechada definida num aberto cone-

xo U ¢ N. Se, para toda curva fechada y em U, se tem

SY w = 0, entao w € exata.



Prova:
Seja p, € U um ponto fixo arbitrario.

Consideremos a fungao F: U — R, dada por

F(p) = ’I w , onde Ap € um caminho em U unindo o
A

P ponto p_  ao ponto p.

F esta bem definida, pois se Gp € outro caminho unindo o pon-

to P, a0 ponto p, temos

—_ - - ""l.-
- W -1 @ = 6] pois a curva Adén e
A 5 .S Pl

P P PP fechada.
Mostraremos que F & diferenciavel e, para todo ponto p em U,
dF(p) = w(p).
Sejam p ¢ U, Up aberto paramétrico que contem o ponto p e tal
que m[ ¢ exata, e

U
P

¢ : D(o,1) —thp parametrizacao local tal que

¢(o) = p.
Consideremos em D(o,1) as curvas x = x(t) = (t,o0) 1
) 0st s~
¥ = ¥t) = {o,t) -
e em U_, as curvas 9o x(t) =o(t,o0) 1
P 0 5T & =
boy(t) =¢(o,t) -
Temos, para o < t < %,
F(o(t,0)) - F(p) = J - f . e
l¢{t,0) lp
Seja Gt um caminho unindo os pontos p e ¢(t,o), inteiramente
contido em Up' A curva A@(t,o)' 6t , lp ¢ fechada em U; por-

tanto, pela hipdotese e por (19),



28

F(e(t,0)) - F(p) = f o L 08t s

5t

(20)

oy =

Seja f:Up —s R de classe C° tal que

w = df

U
P

Como o caminho 8, esta inteiramente
contido em Up’ por (20), temos que:

F(e(t,0))- F(p) = 5 df = f(e(t,0)) - f(p), 0 s t < % .

6'[
Dai,
pig Bke(t0)) ~E(p) . 44, Ele(t,0)) = £(p) . g£ L)

t +o0 t t +o0 t i

1 oF = ?_f_
existe 55 (p) o (p).
Analogamente, 3y (p) 3y (p).
Portanto, F € diferenciavel em p (classe £y e

dF(p) = df(p) = w«(p).

Como p € U € arbitrario, F é diferencidvel em U ¢ dI = .=

Consideremos na superficie N o sistema de parametrizacgoes lo-

cais {¢i, Ui}ieN tal que

b, D(o0,3) —» Ui e N = ,U ¢i{D(o,l)) = U Bi[l).
ie N le N

Suponhamos que existam fungbes de classe C°, fi: U, —R, e
constantes Cji’ definidas para todo par ordenado (j,i) tais
que ﬁi(l) N Ej(l) # ¢, satisfazendo
R . A = , A . -2y
fi(x) .fj(A) Cj,i para todo ponto x numa (21)

vizinhanca aberta de

Bi(l) M Bj(ij v dad & N

Definimos a forma fechada w, em N, por



w =@k, o b= N (22)
Bi(l]

(w esta bem definida, por (21)).

PROPOSICAO 6: Sejam y poligonal fechada em N, com vértices

pnl pn2 § wwEy pnk » My = 10,5 e w forma fechada em N dada
por (22). Entao,
k-1
fu=13 < .
Y i=g fga T

Prova:

Usando a notacgao da definicao 6 (em I1.2),

¥ 'y (23)

e TR

n I3 1
Wy gty k-1'"k
Para cada i = 1,2,...,k-1, tomemos um ponto Zi no segmento

s , tal que ziez En(l) n‘ﬁn (1): e decomponhamos o
i+1 i i+l
. 1 2
segmento vy em dols arcos vy € Yo, . ,

n. Tl ;
17 1i+1 e 1 i+1

n .

i
de
P a 2. ede z. ap , respectivamente.

ny i i ni,q
Pela propriedade p,, por (22) e (21), segue que:
f = f 1 Uy, ¥ ( y  OE B

Y i

Y Y i+1

n.,n. Theo o Ths s O
1.7 3% p Rl & et N |

1l % %

£ i(zi) - fni(pn_ n (p,.

-n

ni+1_

) - £

n. . ; ; .
i+l i i i+l . —1
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Por (23),(24) e Py

k-1
Sm=z J w =
i Y

v 3=l s o
s T
k-1 [ :
= ¢ [f (p } o= £ (B0 % ) E
i=1 Bi+1 Pisl Ry Ry nj_+l,ni
k-1
= (B, J = (b, J # o &
n ny ny iy i1 M5+l.n
Como N = ng,
5 k-1
w = z c
' {21 n1+l,ni' =

I.4 - ISOMORFISMO DE DE RIIAM

Sejam M superficie compacta, {$l,Bi(3]}i=l .

3 PR

sistema de parametrizacoes locais de M, como na proposigao 1
que sera indexado de tal maneira que Bi(l)/\ Bi+1(1) 7 ¢, 1

24 e« W=15 onde pode ocorrer Bi(l) = Bi+1(1).

Seja G(S) o grupo livre abeliano que tem como
base o conjunto dos segmentos orientados [p,q] conforme de-
finigao 5 e seja H o subgrupo dos elementos das formas [p,p] e

[p.q] + [a.p].

- Chamaremos de CI(S) ao grupo quociente G[S)/H
e denotaremos a classe [p,q] + H por (p,q). Seja C,(8) o Qru—
po livre abeliano que tem como base o conjunto S. Considere-
mos o homomorfismo
3-:Cl(8) ——oCO{S), induzido por
atipigl) = g-p

Chamaremos de Zl(S) ao niucleo de 3.

3

,m

1,
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DEFINIQﬁO g:
(i) Um elemento de G(S) & chamado uma CADEIA.

(i1) Um elemento de Zl(SJ ¢ chamado um CICLO.

PROPOSICAO 7:

(1) Ci(S) e grupo livre

(ii) Fixando p, como ponto base, todo ciclo &€ da forma
(ql‘(12) + (qz,c13) * e & (qk,qk+1), onde Q = Ay "D ©
q; ¢ vizinho de Qi47 » 1 7 LR sy K

Prova:
(i) Ordenamos o conjunto S e definimos o conjunto
T = {(p,q); precede q, p # q ¢ p e q sao vizinhos}
E facil ver que T € uma base de Cy(8).

(ii) Seja E = (qliql) 3 (anQZ) + S + (qs_ls {-is_l) * (qsaqs)

um ciclo.

I
—
]

[} .
Queremos mostrar que q; =q 1 «» 58, onde

i+1° 5 3 &g

Ges1 ~ 971°

Suponhamos que exista um inteiro ¢, 0 £ & < S
1
tal que a, # PR Seja o ¢ k £ s o menor inteiro tal que

qy # qy,;- Como £ & um ciclo,

S '
Sl Rl 121 (qg ~@gd =
1 S !
gy * i=i+l(q5 ¥ Qe (25)
Decorre dai QUe existe j e {k+1, ..., s + 1} tal que

qé = q; - Se k = s, esta pronto, pois j = k+1=s+1 e,
por (25),

O Qe 9 " 9541 T 4y



Se k # s, reordenamos a '"'soma'" e os indices, obtendo:

& = (qlaqz) el (qZ’qS) ¥ wen ¥ (qk‘qk*'lj ¥ (qk+1’qk+l) sy ok (C{S’{ls)

Se existe um inteiro k + 1 < £ ¢s tal que q, # ST repeti-

mos O processo.

Procedendo desta maneira sucessivamente, obte-
mos que o ciclo g € da forma
E = (ql:qz) + (ngqS) *oaw. F (qs1qs+1)? Onde q5+1 = ql'

Se q; = pyp, esta pronto.
Se q, # py, existe i € {2,3,...,m} tal que q, = p;, ¢ o ciclo ¢
€ igual ao ciclo

g= (Pl,Pz) ¥ (stp3) ol # (pi-l’ pi) - (qquz) * e * (qs’ql) =
* (p3Pig) * (PyogoPig) * +oe * (Bpipy)e

PROPOSICRO 8:

A seqliencia,

9 )
Q = ZI(S) - Cl(S) — CO(S) —Z — 0, onde
S:CO(S) —» L & dada por 6[Znisi} = In;, € exata.
Prova:
Pela definigao de 21(5), resta mostrar que § € sobrejetora e

B(Cl(S)) = ker §.

Que 3 € sobrejetora € O6bvio. Mostremos, entao, que 3(C1(S)J

= ker §.

; n
Seja L ni[pi,qi)e; Cl[S).

i=1
n . n .
§ o a(iil ﬂ;(Pisqi)) = S(iil ni (qi = PiJ? =
n n
- 6(1i1 qui - 111 ﬂipiJ =i



n n
= I Ty o b e = R
i=1 * je1 >
k k
Por outro lado, seja =z a;S; em CO(S) tal que ¢ a; =0 (26)
i=1 - i=1
Para cada i = 1, 2, ..., k, tomemos a cadeia

(pl,pz) + (pz,ps) + Lee W (pni-l, pni), onde pnj = 5.

As somas formais

k
iil ai((pl’pZJ ¥ (PgaPgl ¥ owen # (pni—l, s;)) sao elementos de
C;(8), tais que:
ko k
3(151 o (P ,pp) + vun ¥ [p“i-l' s;))) 121 a; (3((py.py) * -on (p“i_l’sim 2
k -
5% Py B
k k
LU
k "
=B %% b (26).

Logo, a seqllencia ¢ exata.®

Para cada ponto p, pertencente a S, fixamos uma

1}

poligonal hp em M, unindo o ponto p; ao ponto P> i 1,2,...,m tal que:

1

(i) Ap ¢ identicamente constante.
il

,» M = A

P

(ii) Se p; = p
il i p)

J
Sejam nl(M] o grupo fundamental de M e ni (M) o grupo Hl(M) abe-
lianizado.

Lembramos que G(S) € o grupo libre abeliano gerado pelos segmen-

tos orientados [p,q] e definimos o homomorfismo:

hy: G(S) » 1y (M,py), dado por

1:

hl('pi!pl) = Ai - Y ! s sy i,j = 1,2,...,m,
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onde vy denota o segmento orientado em M de origem p. ¢ ex-
p P - pl
14

tremidade P; (para diferenciar do elemento [pj,pj] < G(S)) e

S . Azl denota a classe de equivaléncia homotépi-
ca, em M, da poligonal A_ . ¥y w e
Py i'pj Pj

O nlcleo H da aplicagao natural G(S) —s Cl(SJ esta contido no

nicleo do homomorfismo hl. Com efeito: Dados p, q € S, temos

= . . '-1 = 0

hy([psa) + lap]) = A, = vy 0 " Yo.p a;] =5

Conseqllentemente, podemos passar ao quociente obtendo o homo-

morfismo induzido:

h2: Cl(S) — I (M, pl). (27)

PROPOSICAO 9: A restrigao h do homomorfismo h, ao conjunto

Zl(S) (h = h Zl(S) sy H&(M,pl))é sobrejetor.

2| ’
Zy (8)

Prova:

Seja 6 uma curva fechada em M com origem no ponto IR Pela pro-

posicao 3 (em I.2), existe uma poligonal fechada y em M, com

Vértices ql! LR 2R q.n_: onde ql = q = pl, ta]. E]_UC E- o ?.

11

Seja EE~21(5) o ciclo representado por

£ = (a;.q5) * (ap.a35) + ... * (q,_ 4> q,)-

Aplicando o homomorfismo h, temos:

1}

. A_l . .ﬁl . . f'l\—-i-

h A . . i « e w0 - Y L ||
L& P1 qu'QZ' 42 1 YqZ’C‘S a3 -1 lqll—l'qn P

Y P o s o= Y G
9.9 929 -1 9

Como corolario desta proposigao, temos o seguinte tcorema:



TEOREMA 1: A dimensao sobre R do espago dos homomorfismos de

n,(M,p;) em R (H'(M,R)) & finita.

Prova:

Sendo M uma superficie compacta, o grupo livre G(S) €& obvia-
mente finitamente gerado. Dai, Cl(S) também ¢ finitamente ge-
rado. Por um teorema de algebra, como El(S) ¢ Cl(S) como sub-
grupo e Cl(S) ¢ finitamente gerado, 31(5) é finitamente gera-
do. Sendo h: Zl(S] -+ ni(M,pl) um homomorfismo sobrejetor, de-
corre dai que ni[M,pl) ¢ finitamente gerado. Finalmente, ob-

servemos que Hl[M,R) = Hom (nl[M,plj, ) = Hom (HI(M,pl), R).

PROPOSICAO 10: Seja a: Hl(M plj » R homomorfismo. Existe um

sistema de numeros reais {z(n,j)} satisfazendo (8)

l<i,jsm

(proposicao 2), tal que, para toda poligonal fechada vy de ver-

EICEE P 5 Pu v sides D. » ONds p = P = p., S5 ten
n, ny ny g nk 1
k-1 ' B
aY = 'io c[nj+1, nj], sendo aY = aly).
J
Prova:

Consideremos o homomorfismo

b = a' o hzz Cl[S) + R; com h2: CI(S] - Hl(M,le,
definido em (27), onde o' € o homorfismo modulo os comutado-
res.

Se Fi(l);ﬂ ﬁj(l) # ¢, definimos
a(ls.]) ="b((pjapij)1 13.] 6‘{1-121"'1111}

Mostremos que o sistema {z(i,j)!} satisfaz (8):

l¢i,jgm
Suponhamos que Fr(l) N En(l) £ o, ﬁn(l)(\ Eq{l] # 4 o

B.(1) n B (1) # ¢. (28)
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n

¢(r,n) + ¢n,s) + ¢(s,r) = o((p,.p)) *+ e((p..p,)) + ¢(lp,..ng)) =

? 70’
2((p,-p,) + (Ppopg) * (pg.p,)) (29),
pois ¢ homomorfismo e Cl[S) € grupo livre abeliano.
Pela escolha do sistema de parametrizagoes lo-

cais, de (28) segue que

Br(l) U En(l) U Es(l) c Bi[Z), i = r,n,s.

Como Br(Z) € simplesmente conexo, ¢ a poligonal fechada » de
vértices P, PL» Py esta inteiramente contida em B_.(2), temos

A € homotdpica a um ponto em BT{Z). Dai e de (29),

t(r,n) + t(n,s) + t(s,r) = ¢((p,,p) * () + (pg.pJ) =

S 1|

it —_——] _
a (A T N = il 1) = o (A P =
pn pn pn Pp

]

a(0) = o.

Assim, o sistema {z(i,j)} satisfaz (8). Além disso,

lgi, jsm
este sistema € tal que, dada a poligonal fechada y em M de
vértices p. ., P. & esss Pu. » Onde p. = p

_ "o Wi 3% "o
posicao 9, temos que:

ny =Py pela  pro-

I
n o™

c(nj+1, an.l

Denotaremos o espago dos homomorfismos do grupo fundamental
de M[Hl(M,pl)) no grupo dos numeros reais por HI(M,R} e 0 es~-
pago quociente do espago das formas fechadas em M, modulo o

subespago das formas exatas por Hl (M).
DR
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Com estas notagoes, definimos a aplicagao

I: B' M) — H'(M,R) , por
DR
(30)

I (w)(y) = w , onde
Y

e (M) e w € um representante da classe w,

DR

=

e Hl(M,pl) e y € um representante da classe y.

=<

Pela proposigao 4, para cada forma fechada w em M, e para ca-

da ¥ ¢ HI(M,pl), a aplicacao
Y - fm, onde y € um representante de y, esta bem
3

definida. Para mostrar que I esta, portanto, bem definida, lem-
bramos que se wy € Wy sao representantes da classe w, a dife-
renga w, - u, € uma forma exata em M. Dai, pelas propriedades
Py, € Dp,, para toda curva fechada y em M, temos:

A -
” ml = 5 mz = % wl - w2 = O

TEOREMA DE DE RHAM:

A aplicagao I: H1 (M) — HI(M,R) dada em (30) & um isomorfis-
DR
mo.

Prova:

Pelas propriedades da integragao de formas fechadas ao longo
de uma curva em M, é facil ver que I € um homomorfismo.

Da proposig¢ao 5 segue que o homomorfismo [ ¢ injetor.

Resta mostrar a sobrejetividade de 1I.

Se o € Hl(M,R), pela proposigao 10, cxisté um sistema de nu-

meros reais {z(i,j)) satisfazendo(8) (proposicdo 2),

l<i,jsm?
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tal que, para toda poligonal fechada y em M de vértices Py

y P y e P = Py, CEm=5&:
n, n, ny 1
k-1
T) = = I ; o R
a(y) & 4o €(nJ+1 J)
Dado tal sistema {g (1’3)}1&i,j&m’ pela proposicgao

2 existe uma familia de fungoes £,7 B;(3) — R de classe c”,

satisfazendo:

fi(x) - fj(x) = ¢(j,i) , para todo ponto X nu-
ma vizinhanca aberta
de Ei(lJ o Bj(l}.

Seja w forma fechada em M, dada por

w| = df.
7,
B, (1)

Pela proposigao 6, dada a poligonal fechada ¥

em M de vertices Py = Py s Pys rees pn— =Py temos que
0 25 k
[ k-1
b= X Baroqs Bal) = 7
B ; j:o !:( J+1 J) aY

A tese segue, portanto, da proposicao 3, que
diz que toda curva fechada em M com origem no ponto P ¢ ho-

motOpica a uma poligonal fechada em M com orisem no ponto p;-®



CAPITULO II

DECOMPOSICAO DE 1-FORMAS DIFERENCIAVEIS FECHADAS EM
UMA SUPERFICIE DE RIEMANN COMPACTA

Seja S uma superficie de Riemann. Entdo, S pos-
sui uma estrutura de superficie conexa, isto €, estrutura de
variedade diferenciavel de dimensdao dois e classe C”. Se z &
coordenada local de S, tomaremos x ¢ y coordenadas locais tais
que x € a parte real e y a parte imaginaria da coordenada com-
plexa z. Temos, entao, em S todos os conceitos de formas (reais)
diferenciais, formas diferenciaveis, formas de classe C , a
diferencial exterior, etc., que suporei conhecidos. Chamo aten-
¢ao que, neste capitulo, forma nao significa forma de classe €.
Aqui, uma forma diferencial nao necessita, scquer, ser dife-
renciégél.

O objetivo deste capitulo & mostrar que toda
1-forma diferenciavel C° fechada w, numa superficie de Riemann
compacta R, pode_ser decomposta de maneira tnica como w =Wy F df,

- -~ . == . .
onde w, € harmonica e £ € C (R). Iniciaremos tomando uma su-

h

perficie de Riemann nao necessariamente compacta S e mostra-

remos a existencia da decomposigao (nao necessariamente uni-
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ca) para l-formas diferenciaveis fechadas w pertencentes ao
‘4 2 - »

espago de Hilbert L®(S) e dai, deduziremos o teorema para 1l-

formas diferenciaveis fechadas numa superficie de Ricmann com-

pacta, onde teremos a unicidade.

II.1 - FORMAS HARMONICAS

Seja S superficie de Riemann nao necessariamen-
te compacta. Dado um ponto p € S, consideremos o plano TD(S)’
tangente a S no ponto p. Sejam z = x + iy coordenada local de
S emp, Do disco |z|< 1 e ¢:D + S parametrizacio local de-

finida por z, tal que %(o) = p.

2
Para todo vetor v € R, temos que

not.
do(o) (v) = d@o(v), pertence a TD(S].

i
Dai, considerando a base canonica {(1,0),(o,1)} de R“, temos

5 not.
-'5;(“ QJ(X,O)} =
X

Im

d¢0(l,0)

n

(=}
o2
be

3 3
by (I)(O,)i'] s o
8 o] :

I

d¢0(0,1) 7

i
@]

E facil ver que (3_, 2} & uma base de TP(S) relativa a para-

ax’' a3y

metrizacao local o.

s Para todo ponto p « S, considerando-se a coor-

denada local z = x + 1y em p e fazendo

Q)Io::
s

o ] . 0 e B
_— = — —_— = - ; I LS e S g .
1 5% TR p(SJ tem estrutura de
espago vetorial complexo. Com efeito, tomando-se em p a coor-
denada local ¢ = £ + in, a mudanca de coordenadas z(zg)= x(g,n) +

portanto, satisfaz as e-

ar

+ iy(g,n) € uma fungao analitica, e
90X ay

i s .
W i : b1 g
uvacoes de Cauchy-Riemann: = B e —_— = - .
quat ¥ amn an 3¢

&
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= y 8. o 8 38X , 9 3yy _
Dal, lﬁ l(ax £ + ay Bg)
20 9¥ o B 8K . H 8
3y 3n 3X 9n an
F D gy B L B AV o
Lo = YG3x 5% * 95 3w
__d_dy _3_ax _ _®
3y 3¢ aX 2¢ R

Seja w uma l-forma diferencial em S. Dado um
ponto p € S, W denotara a l1-forma diferencial w aplicada ao

ponto p.

DEFINICAO 1: Dada a l-forma diferencial w em S, definimos a es-

trela (de Hodge) da forma w, como a l-forma diferencial *w dada

por
*mp(u) = - wp(i u),Vp e s, %u e Tp(S).
0 operador w » *w € chamado operador estrela de Hodge.

As seguintes propriedades do operador estrela de

Hodge sao de facil verificagao:

E1:0 operador estrela & linear, isto e,

TillgFmgd # ey ¥ S

&

*(aw) = a *w, para todo a«<R.
E2: **y = *(*w) = -w.

E3: Se, em coordenadas locais, w = p(x,y)dx + q(x,y)dy

*0o = -q X,y) dx + p (x,y) dy.

DEFINICAO 2:

(i) Se f « C”(S), a forma diferenciavel w = *df & dita forma

coexata.
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(ii) Se w e uma forma diferenciavel (de classe C ) tal que

d *w =0, w € dita forma cofechada.

OBSERVACAO 1: Se w ¢ uma forma diferenciavel cofechada, *w €
fechada e portanto, localmente exata. Dai, localmente, *w =df,
onde f e.Cm(S). Pelas propriedades EZ2 e El1 do operador estre-

la, temos

w = =%y = -*df = *d(-f), isto €, w € localmen-

te coexata.

DEFINICAO 3: Uma l-forma diferenciavel (de classe C°) w & di-

ta harmonica se e somente se w ¢ fechada ¢ cofechada, isto €,

dw = 0 e d*w = 0.

OBSERVACAO 2: Se w € uma forma diferenciavel harmdonica dada

localmente por w p dx + q dy, entao, localmente, temos

0 = dw = (%% - %%} dx dy e

0 d (3%-+ 5%) dx dy .
.?_(.].:El). ?ﬂ.:-.a_n sl a .3 =~
Portanto, 53X Sy e 5y %0 Ou seja, a fungao q + 1ip ¢

uma fungao holomorfa da variavel z = x + iy. Reciprocamente,
se em cada disco paramétrico temos w=p dx + q dy, onde p e q
sao fungoes harmonicas conjugadas, entao w € uma forma dife-

renciavel harmonica.

2
II.2 - 0 ESPACO L“(S):

Conforme havia dito na introdu¢ao deste capitu-
lo, antes de provar o teorema da decomposicao de formas dife-
renciaveis fechadas numa superficie de Riemann compacta, pro-

varei um teorema de decomposicao de formas fechadas numa su-



perficie de Riemann qualquer S. Porém, na superficie S, nao

basta que a l-forma diferenciavel seja fechada, € preciso que
2 e

ela pertenca ao espaco de Hilbert L7(S), cuja definigao ¢ o

objetivo deste paragrafo.

DEFINICAO 4: Uma l-forma diferencial w em S sera dita mensura-

vel se, localmente, w = pdx + qdy, onde p e q sao funcgoes
mensuraveis.

Sejam {Un} cobertura paramétrica de S lo-
ne N

calmente finita e {e} particao da unidade de S de classe
nel

C” relativa a cobertura {u,}? - Consideremos x = x(n) e y = y(n)
neN

coordenadas locais em Un'
Seja w forma diferencial mensuravel em S dada,
< 2 2
g = dx + s EBnt *o=({p” + g7) dxdy
em Un’ por w p, dx q, dy. Entao, em Un’ w ¥ (pn qn) dx dy.

Consideremos as seguintes condigoes:

(i)¥n € N, P, € 4, pertencem ao espago das funcoes de quadra-

do integravel (a Lebesque) em Un’ LZ[Un).

(i1)

e 8

2 2
J- (p. + q.) e dxdy < # =,
sy U n n n
n
Dada uma l-forma diferencial mensuravel o em 8, ¢ imediato que
a condigcao (i) e a soma em (ii) independem da cobertura {U_ }
ne N
Portanto,com estas notacgoes, podémos definir:

DEFINICAO 5: w*w € integravel (a Lebesque) em S se ¢ somente se

as condigoes (i) e (ii) se verificam,e a integral de w*w em S €

denotada e definida por

* = = ’ 5
jS‘ i nil 5 (pn ¥ qn} “n d:{d;.
n

E facil ver que o conjunto das formas diferen-



ciais w, em S, mensuraveis e tais que w*w € integravel, ¢ um
espaco vetorial sobre o corpo dos nimeros reais, com as ope-
ragoes usuais de adigao e multiplicacio por uma constante.
Neste espago,consideremos a relacao ~ definida por: wy VoW,
se e somente se w; = w, a MENOs de um conjunto de medida nu-
la (um conjunto A ¢ S tem medida nula se sua imagem, en MZ,

por cada parametrizacao local tem medida nula); em outras

palavras, w; v w, se e somente se¢ w, em quase todo pon-

1
e

E claro que a relagao ~ & de equivaléncia.

DEFINICAO 6: 0 espago LZ(S) € o espacgo quociente das formas

diferenciais mensuraveis w em S tais que w*e & integravel,
modulo a relagao de equivaléncia v; ou seja, € o espaco ob-
tido daquele identificando-se as formas que coincidem em qua-

se todo ponto.

Denotaremos a classe da l-forma w em L7 (S)

” 2 p
por [m]. Consideremos a operagao ( , ) em L7(S), definida por:

([wll, [wzl) =‘( wl*wz. (1)
5

Como as integrais sobre S de duas formas que coincidem em qua-
se todo ponto sao iguais, a operacao ( , ) esta bem definida.
Além disso,pelas propriedades da integracao a Lebesque, & fa-

2
cil ver que ( , ) define um produto interno em L7(S).

Por simplicidade de notacao, w representara da-
qui em diante a l-forma ou sua classe em LZ(S), ficando claro
no contexto se se trata da forma ou de sua classe em LB(S]. A=
lem disso, nas definicoes dadas em termos de representantes das

classes, omitirei as verificagoes de que independem do repre-
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sentante escolhido, por serem imediatas.

. 2 = ) B
TEOREMA 1: O espaco L"(S) com as operacoes usuais de adicao de
1-formas diferenciais, multiplicacao de uma l-forma por uma

constante e o produto interno (1), € um espag¢o de Hilbert.

Prova:
Doy : -

Resta mostrar que L (S) ¢ completo com relacao

a norma proveniente do produto interno.
: PY— 2
Seja {wm} seqliéncia de Cauchy em L7(S).
me N

Portanto, dado o < ¢ < 1, existe n, e N tal que

||mm - mki[ <e, se m, k »nj

Daj, para toda regiao V com fecho vV compacto

em S, sem, k 3 ng, temos:

- | < o 1 - 2t 2
I| Y wkll\_r < ” Y wkl] < e, onde (2)
||l || denota d norma restrita a regiao V.
v
Seja {U,} familia localmente finita de a-
ie N

bertos paramétricos que cobre S, tal que o fecho de cada U s

U; é compacto.em S.

Se w, = H&ﬂ dx*-qél)(bfem U,. por (2), temos

ques .

- - 2 & : _} 1/_)
o, - mknu_ - {{ (@) _ plgl)! " |qrg1) ) qlf{l)|_} seapil g,

! m
U-
i em, K » n_.
se m 2 Ty

Em particular,

S- |P£1) - pél)iz dxdy < Cz < e, s¢ m, k 2 n

IR
1

0"
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Como o espago das funcgoes de quadrado integra-

vel em Ui,LZ(Ui), ¢ completo, existe p(ll tal que pél) 5 p(l)
em Lz(Ui). Analogamente, existe qtl) tal que qélj s q(1J em
2

L (Ui).

n

Sejam V. = U U.. A familia {V_ } ¢ uma fa-
n . 3 n :
=1 nelN

milia crescente de regides com fecho compacto em S, tal que

Fixemos n € N. Definimos em ¥y & 1-forma dife-
rencial o" dada por ' = p(l)dx-rq(ley em U, . w" estd bem de-
finida. Com efeito, suponhamos que Uirﬁ Uj # ¢ c M =1#Jde'+

Por definicgao, p(J) = lim péj) e qLJ] = lim q&JJ, com
m m
- (j) 1 (j) ' . ' vet 5
Wy = PLTT dXT kg dy, em “j' Como para.?édd m,w. esta bem
definida, em Ui N Uj’ as fungoes péj] & qijjsatisﬂmom as se-

guintes equagoes:

Py = p xxty . vy ) B+ W iy, vy X

fl,%j)(X',)") = D,E]i) ex"sy")s y(x'y')) ;% # qn(liJ (x(x'y")s v y") X

Tomando os limites quando m tende a infinito, temos

LE) . s (j) (1) Bax (i) oy
p lim B i % 4 35"
.-“m
(J) _ ¢; (j) - (1) 3x (i) 3y , e portanto,
% 1]:;,“ Uy P sy 4 ay'

W' = P(i) dx + q(i)dy % P(jJ dx' + q{j)dy' em U; A “j'

Seja {ci} particao da unidade de Vi,
IR s 30

de classe Cm, relativa a cobertura {Ui} . Temos que,
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g {wll)*(wﬂ) - 5 ([1_)(1][2 % I({{JJ|Z} Cj deY p—
V 1 u.

i
pois p(l), q(l) €.L2(Ui), para cada i = 1,2,...,n. Portanto,

@ & Lz(Vn) . Mostremos que o ¥ B em LZ(\"n) .

2
]lwm - mnl% = S (mm - wn]*(wm - mn) =
n Vn
n , 5o 5 : g
" gl S T e R L e R &
1=
Ui
. ; (1) _ _(@{)2 (1) _ _(i),2
= ¥ lim flp = o |7 # lae™ = g™ [7F ey ey =
$31 Pia mn m k i
U.
1
. 2
= 1lim o - w, ||7.
m k
Koo Vn

il

Vn
(Observe que a desigualdade em (3) 1independe de Yn].

Por (2), dai segue que ]1um - W < €, SE M 3z Ng. (3.

Definimos w em S por w = w'' em V.. w estd bem

definida pela unicidade do limite em Lz(vn). Além disso, w @€
mensuravel pois, para cada i, a restrigao m! = = pujdx #
”j Ui
(1) (1) .=

+ q(l)dy e e q sao funcdées mensuraveis em “i‘

)
Resta mostrar que w e LZ(S) e w, > w em L7(S).

Pela definigao da familia {V_} y
e "heN

J w*w = sup w*e = sup || wl|
S n n Vv

n
Vn
Ora,para todo n e N, por (3), [[w - mm|L < €, Se M 3 N
n
Em particular,
“W[l £ B * llwn |l < gk |[wn H < + o, para todo n.
V oV o S

n n
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Portanto, w*u = sup |Iwi|V < + o,
S n n
Além disso, |[|w - mm|| = sup [|w - mm‘] € €, S€ M > Ng.
n L3

n

Logo, wo *ow em LZ(S), isto e, LZ(S) ¢ completo.®

2
I1.3 - DECOMPOSICAO DO ESPACO L7 (S)

Seja C~ = C”(S) o espago das fungoes de classe
C” na variedade S. Denotando por C; = C:(S) o subespaco de
C”(S) das funcdes que tém suporte compacto em S, definimos os
seguintes subespacos de LZ(S):
(a) E = E(S) € o fecho em LZ(S) do espago das formas diferen-
ciaveis exatas df, com f € C:(S).
(b) E* = E¥(S5) € o fecho em LZ(S) do espago das formas coexa-
tag *df. con £ e.CZ(S}.
(c) H = EL P\(E*)L, onde El e (E‘*)'L denotam os complementos

. 2 . . 256
ortogonais de E e E*, respectivamente, em L7 (S8).

LEMA 1: Sejam f C”(S) e w 1-forma diferenciavel de classe C°

em S. Se f ou w tem suporte compacto K em S, entao,

fd(fm)=ffdm~/wdf=0.

S S S
Prova:

Seja {Dj}i k cobertura de K por discos para-

> 0 S,

métricos tal que a fronteira de cada D, € uma curva analitica.
n

Seja G = U Di‘ G & uma regiao em S com fecho compacto, cuja
i=1

fronteira 3G e constitulda por um numero finito de curvas a-

naliticas por partes.

Pelo teorema de Stokes,
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j fw = o, pois f ou w se anula em 3G,

) d(fw)
G

' 3 pois 3GN K = ¢

( (df)w + j fdm = J fdm - J mdf.
G G G G

Portanto, como f ou w se anula fora de G, tecmos:

0=} d(fm)=J Edw—S o df.®
S S S

Por outro 1lado,

S d(fw)
G

TEOREMA 2: O espacgo LZ(S) tem decomposigao ortogonal LZ(S) =

= E ® E* & H.
Prova:
Pela definicao de H, H & ortogonal a E e a E*.
Mostremos que E € ortogonal a E*:
Sejam w pertencente a E e o pertencente a E*.
Existem seqllencias de funcodes {f_} e {8,} em CS(S)

n &N neN

tais que dfn > w € *dgn + o €m L2(S]. Como LZ(S) ¢ espaco de

Hilbert, dai segue que

(df,, *dg)) + (w,a) (4)

Fixando-se n € N, pela propriecdade E2 do opera-

dor estrela,

* = * %k = -] 5
(dfn, dgn) S (dfn) ( dgn) f (an} (d5n)‘
43 S S
As fungoes fn e 8, tem suportes compactos; portanto, pelo lema
1,
(dfn, *dgnJ = g [dfn) (dgn) " - g i d(dfn) = Q.
S S

Como n foi tomado arbitrariamente, dai e de (4), (w,a) =

= 1lim (dfn,*dgn) = 0.

JN>oo



Portanto, E e E* sao subespacos fechados de

= i 7 L
LZ(S) tais que E e ortogonal a E*. Entao, como L°(S) € com-

-

pleto, a soma direta E ® E* também ¢ um subespago fechado de

(EGE*)® (E0E*) L.

Hi

2
LZ(S]; conseqlientemente temos que L7 (S)
Resta mostrar que H = (E@E*}L.

Sejam h & H, v € E e Yy & E*. Pela bilineari-

dade do produto interno e pela definigao de H,
(ha Yl * Yz) = (hs Yl) * (ha Yz) = 0.
Ou seja, H esta contido em (E@E*)L.

Por outro lado, se w pertence a (H@E*f‘, quais-
quer que sejanm Y1 e B g8 vy.a BEY, lu, vq ot YZ) = o. Em parti-
. N J——
cular, (w, 71) =0 e¢ (w, Yz] = 0. Dal, w pertence a En(E*) = H,

completando a demonstragao.s

Resulta do teorema 2 que uma forma diferencial
T i N _ :
qualquer w pertencente a L™ (S) pode ser decomposta de maneira

T

Unica como w = y; *+ y, *+ h, onde y; ¢ E, v, ¢ E* e he H. Es-

.
tamos querendo mostrar que H e o subespago de L7(S) das for-
mas harmonicas em S. Isto sera conseqliéncia de alguns lemas que

veremos a seguir.

LEMA 2:-Seja w l-forma diferenciavel de classe C” em S.

(i) w & fechada se e somente se w € (E*Y .
(ii) w & cofechada se e somente se w < E~,
Prova:
Séja w uma forma diferenciavel fechada em S,

isto €, deo = 0. Pelo lema 1, para toda fungao [ e« C;(S],

(w,*df) = g (w)*(*df) = -*f w df = —f fdy = o (5)
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Se y « E*,existe uma seqliencia de funcgoes {II} em CZ(S),
ne N
tal que y = lim *dfn. Por (5] ,

1+

(w,vy) = 1lim (w, *df ) = o; ou seja, w & (E*)L.
v n
Reciprocamente, dada w & [E*f , mostremos que

dw = o. Suponhamos que dw = A(x,y) dxdy, localmente, e que e-
xiste um ponto p, em S tal que A(po) # o. Sem perda de gene-
ralidade, podemos supor que A(po) > 0. Como A é continua, e-
xiste uma vizinhanga U de P, em S, tal que A > o em U. Seja

f : S > R fungao de classe C  tal que

E » @, f[po) =1 e f = o fora de U.

Temos que f e« C;(S) ¢ portanto, pelo lema 1,
0=(w,*df)=-fudf=—f fdm=—§£f\dxdy < 0
S S u

o que € um absurdo.
(ii) prova analoga. ®

LEMA 3: Seja w 1-forma diferenciavel de classe C° em S. Entao,

w pertence a H se e somente se w € harmonica.

Prova:
Pelo 1lema 2, w € H = g* ﬂ(E*)L se e somente se

do = 0= d*w,isto €, se e somente se w € harmonica.

Denotemos por c” =¢€"(S) o espago das 1-formas
diferenciaveis em S de classe C~. Embora esta notacao também
esteja sendo usada para denotar o espaco das fungoes de clas-
se C~ em S, ficara claro no contexto se se trata do espaco de

funcoes ou de 1-formas diferenciaveis.



Pelo lema 3, o subesnaco das formas harmonicas
de LZ(S) € o subespago C N H(S). Portanto, para mostrar que o
subespago das formas harmonicas & exatamente H = H(S), resta
mostrar que H c CN(S). Este resultado sera mostrado num lema
devido a H. Weyl. Antes de enuncia-lo, introduziremos o ope-
rador regularizante, cujas propriedades serao wutilizadas em

sua demonstragao.

II1.4 - OPERADORES REGULARIZANTES E LEMA DE WEYL

Vamos definir um operador que transforma for-
mas diferenciais de LZ(S) em formas diferenciaveis de classe
C®” em S. Iniciaremos tomando o disco D centradoemo e de raio
1, no plano euclidiano, e definindo o operador regularizante
para fungoes f pertencentes ao espaco Lz(n) das funcoes men-

suraveis de quadrado integravel em D.

s @, 2 R

Seja s fungao pertencente a CO(R“). Definire-

mos o operador regularizante MS que transforma fungoes per-
- w 2 2

tencentes a LZ(D] em fungoes de classe C em R™, da seguin-

te maneira:

Dada uma funcgao f pertencente a LZ(U), podemos

estender f a todo Rz, fazendo £ = o em RZ-D, e definir

M, £0x,) =f £(x + &, y*n) s(&,n) dg dn (6)
2
R

- o . 9. .3
Msf esta bem definida, pois f e s pertencem a L”(R7).
Mostremos que Mg £ é de classe (.

Fazendo no segundo membro de (6) a mudanca de

variaveis x + £ =u e y + n = v, temos:
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MS f(x,y) :J’ f(u,v) s(u-x, v-y) dudy (7)
=i
R
De (7) ve-se claramente que qu € continua pe-
la continuidade uniforme da funcao s e pelo fato da funcao f ser

integravel. Vejamos a existéncia e continuidade das derivadas

- 0 d :
parciais == Msf e 3y Msf.

Por (7), para todo h > o,

(Mg £Gorh,y) - M £(xY)) = f £(u,v) [S{“‘X'h"f'ﬂ = S0, VA did,
: s h |
R

Como s pertence a CZ(RZ), passando ao limite quando h tende a

o, temos:

3 / - = - T ...._B_. % - -\ r
T MS f(x,y) Jf f(u,v) T s(u-x, v-y) du dv,
R

pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesque. Usando as

= _ 3s _ 35
notacgoes SX = e Sy 3?, temos
2 Mf=-M f e por analogia 2 M f=-M_f ¢ portanto
ax 'S SY 2 = 3y S Sy 2 4 %

pelo mesmo raciocinio anterior (usando a continuidade uniforme

de s e s ), 2 M fel MFf sio continuas.
X Y 83X 5 Ay s

Como a funcao s pertencente a CS[RZ) foi tomada
arbitrariamente, para toda fungao s nertencente a CS(RZ), a
fungao M £ € continua e possui derivadas primeiras contfﬂuas.
Em particular, MS f e Ms f sao continuas e possuem derivadas

%

- . -~ - —~ L - -
primeiras continuas. Dail, por recorrencia, Msf e de classe C

" — oo
pois s e de classe C .

Sejam D contido em C o disco [z]| < 1 e
w = p(x,y) dx + q(x,y)dy forma diferencial pertencente a LZ(D).

o oviz 12 5k :
Dada a funcao s pertencente a CO(R }, definimos a l-forma MS w
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por

Mow= M p(x,y) dx + MS q(x,v) dy, no disco D.

E imediato que a 1-forma M v esta bem definida e € de classe

C” no disco D.

Dado p real, o < p < 1, definimos

2t
.-2 +
s,(x.y) =0 “X—sz) (8),

onde ¢ € C"(R) € tal que ¢ > o, @(x) = o se |x|] > 1 e

+co
o & . . 2
S ?(x) dx = T Temos que spe; LO(R ), sD S s
o
B Z.. .2 2 w
sp(x,y) =0 se X +y > p e sp(x,y) dxdy = 1. Com e-
2
Rd—-
feito, usando as coordenadas polares x = r cos 0, y = r sen 9,
temos
+eo f 21
f sp(x,y) dxdy = S j Sp(r cos 8, r sen 8)r dé dr =
RZ o o

e

+eo [ 21 2
g J o ( IZ) -l% dedr =
(o] o) g

+ o 2 d

2 j wiy £ 8r. g,

o R
o p

Observemos que s _ s6 depende de x2+y2.

DEFINICAO 7: Para todo p real, o<p < 1, considerando a funcgao

S, dada--em (8), definimos:

(i) M £ = M_ £, para toda funcio f L% (D) ;
o

5
(ii) Mpm = Ms w, para toda l-forma we L™ (D).
e}

LEMA 4: Se v < LZ(D), para todo p, 0 < p < 1, temos:
(i) (Mpm,df)D = (w, Mp df)D = (w, d Mof)n, para toda funcao

£ e_CO(D).
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(ii) Se w & harmonica em D, Mpm = u em D.

(iii) 1lim ||M w- w|] = 0
p>o

Prova:

(i) Se £ < C:(D), podemos estender £ a todo o plano RZ, fazen-
do £ = 0o em Rz - D e obtemos fe& CE(RZ). Mpf esta definida em
Rz € pertence a Cz(D), pois Mpf = o fora do disco |z| < 1 - §,
para § > o suficientemente pequeno. Analogamente, Mpdf perten-
ce a C;(D). Portanto, d Mpf e Mpdf pertencem a LZ(D) e dai,

(w, d Mpf)D e (m,Mpdf)D estao definidos.

Seja w = p dx + q dy no disco D.

(Mpm, df)D = gD Mpm df =

i i _8f 2 a0 B fo oF S
{ (Mp p(x,y) dx + Mp q(x,y) dy) w (x,y) dx + == (x,y) dy)
D

]

]

S L 01 p0y) 35 Gy M) atay) % (x,y)) dx dy (9),
R

pois Mp P, Mp q e f pertencem a C;(Rz) e £f'= o fora do disco D.

Pelo teorema de Fubini,

g M plx:¥] == L e y) dxdy =

2

R

= [ (X y) [I p(g.,n) SD(E-X,n-Y) de dn — dx dy =

J

P[E,n) [J g_i (X’Y) Sp(x—g! )’_n:} dx d)’ d‘f: dn =
2 RZ

g p(g,n) M '%% (¢,n) dg dn , pois s ¢ uma fungao par.
2 P p

Analogamente,
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£
M q(x,y) 2= (x,y) dx dy = j gle.n) M 2L (g, n) de dn.
gt * 9y R2 p 3y

Substituindo em (9),

I

(Mp W, df)D

3 pir BE p of
ng (p(g.n) de+q(z,n) dn) ( Mp % (g,n) dg + Mp = (£,n) dn) =

I w * N% df = (w, M% df)D » pois p,q = o em RZ—D.

D

Para mostrar que (w, M df), = (w, 4 M f)_., basta
p D o~ ’D

mostrar que Mp df = d Mp £f.

L
83X

]
— Mp fix,y)

3X [ f(x+g, y+n) SQ(E,nJ dg dn =

R

- g y 3% (x+g, y+n) i (Esn) dg dn =

R

n

Mp %q (x,y), pelo teorema da conver-

géncia dominada de Lebesque, pois f < Cz(Rz). Analogamente,

) - of - _
- M £ =M =, t = M i
3y : o 3y Portanto, d Mp f Lp df

(ii) Seja @ 1-forma harmonica em D. Como dw = o em D, existe

uma fungao f pertencente a C”(D) tal que
af

w = df = 3% dx + 3y dy. Pela observagao 2,
gz; ol 20y = o B B2y = < §E§ ou seja, f & uma fungao
3y 3y "9y axX "9Xx ax”

harmonica em D.

Na demonstragdao de (i), vimos que Mp df = d Mpf.
Portanto, para mostrar que Mpm = w, basta mostrar que para toda

fungao f harmonica em D, Mp f = 1.

Usando em (0) as coordenadas polares & = 1 cos 0,

n =71 sen 6, temos:
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+oo 211
N% f(x,y) = { r £(%x = T cos 6; y + T sen @) sp(r cos 6, r sen 8) r de dr =
o ‘o

+co 2n
= (' T sp(r cos 9, T sen 8) ( f(x+ rcos e, y+ rseng de dr (10),
0 0

pois s, s0 depende de r.

Sendo f uma funcdo harménica,

21
f f(x + r cos 8, y + r sen 6) do = 2t £(x,y).
0

Portanto, substituindo em (10), i

Mp £{x,¥%) 2R £{x,¥) sp(r cos 8, rsensg) rdr

0

e o 21
= f(x,y) j J sp(r cos 6, r sen 8) r de dr
0 o]

= fix,v), pois ( | so[x,y) dx dy = 1.
R

(iii) Seja w = p dx + q dy no disco D. Queremos mostrar que

lim ||[M w - w|| = o. Como
p=+0 D

2
M w - mllz = ( (|IM_ p-p|® + |M q—qlz) dxdy, basta
ol D o s}
D
mostrar que para toda fungao f pertencente =z LZ(D],

' 2 =
lim || M f-f||® = o. Faremos a demonstragao em duas ctapas,
p
p—+0 D
primeiro considerando f restricao de uma funcao continua em

=
D ¢ depois considerando f qualquer pertencente a L“ (D).

1) Seja f restrigao de uma fungao continua em D. Pela continui-
dade uniforme de f, dado € > o, existe & > o tal que
| E(x* .¥*) - £lx:¥)| < &, se [(X'.¥y') - (xs¥)| = &. Portanto,

dado ¢ > o, existe § > o tal que, se p < §,
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IF% fx,y) - £(x,y)| < J ; | £(x+E, y+n) - f(x,y)] s (£,n) de dn < e,
r ;

pois %Jgnﬂ =0 se |(g,n)| > p. Conseqlientemente,

][Mp f—f|F - g [Mp f—f|2 dxdy ¢ 1 e2,
D

D

2) Seja f pertencente a LZ(D). Dado ¢ > 0 mostremos que existe

§ > o tal que HMp f-f|] < e, se p < s.
D

Como o espago das fungées continuas em D € den-
so em LZ(D) (conforme KOLMOGOROV AND FOMIN, Functional Analy-

sis, vol. II, p. 85), dado ¢ > o, existe uma fungao g continua

o

em D tal que || £-g|| < e. Fizemos uma tal funcgao g.
D

fed

Em LZ(D), temos que:

M £-£f]] < ||M £ - M gl + [IM g-gll + || £-gil
P D e P D P D D

Dai, pela escolha da funcao g e por 1), existe § > o tal que,

IIM £-£f]] < |IM £-M g]|l + (1 + Y)e, se p < &.
P D P p D

Além disso, pela desigualdade de Hdlder,
?

IMD f(x,y) - Mp g(x.y)[2 = U " [£(u,v) - g(u,V)] sﬂ(u—x, v-y) du dv| ¢
R

?
< g [£(u,v) - glu,v) |~ sp(uﬂx, v=y) du dv xj sg(u—x, v-y) du dv =
2

R R’

= g [£Qu,v) - g(u,v)|2 s (u-x, v-y) du dv.
R’ ’

Portanto, pelo teorema de Fubini e¢ pela escolha da fungao g,

(=]

’ 7
[[M £ - M g]lz = IM  f(x,y) - M g(x,y)|° dxdy <
p 0 D i P P
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5 Sp(a,B] g g{x+g +o, y+n+g) sc(ﬁ,n) de dn dog dg =
RZ $2

Mp (MU g(x,y)).

I

Como M_w independe de p e pelo lema 4(iii), lim Hh% w-w|| = o,
L pvko
2 &
temos que para p< ], Mpw = w em L(D), Logo, w pertence a C (D),

pois M w pertence a £ (D) .

Queremos mostrar que toda 1l-forma w pertencente
a H(S) € de classe C° em S. Para isto, devemos mostrar que w

pertence a C”(U), para todo aberto paramétrico U de S.

Seja D disco paramétrico de S, dado por |z]<l.

Denotando por LZ(D) o espago de Hilbert das l-formas diferen-
G i 3 Z

ciais mensuraveis w em D tais |[|w]| =§ w*w < =, com produ-

D D
to interno (ml,mz)D =g ml*mz. temos que toda l1-forma w per-

D
2 _
tencente a LZ(S), pertence a L7 (D). Alem disso, se w perten-

ce a H(S), para toda fungdo f pertencente a C;(U),

(w,df)D = (w,df) = o e (m,*df)D = (w,*df) = o.

Portanto, pelo lema de Weyl, se w pertence a H(S), w pertence

a C°(D), para todo disco paramétrico D. Dal e do lema 3, decor-

re 0 seguinte teorema.

TEOREMA 4: w pertence a H(S) se e somentc se w ¢ harmonica em

S.

II.5 - DECOMPOSIGAO DE FORMAS FECHADAS

0 objetivo deste capitulo € mostrar que toda
forma diferenciavel fechada numa superficie de Riemann com-
pacta pode 'ser decomposta de maneira uUnica como soma de uma

forma diferenciavel harmonica e uma forma diferenciavel exa-
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ta, que sera feito neste Ultimo paragrafo.

LEMA 6: Seja w 1-forma diferenciavel (C”) fechada em S, tal
que o pertence a E(S). Entao, existe uma funcao f pertencen-

te a € (S) tal que w = df.

Prova:
Pela proposigao 5, capitulo [, devemos mostrar

que para toda curva fechada c em S, f w = 0.
G
Sejam c: [0,1] = S curva fechada e Dys wevy D
discos paramétricos que cobrem ¢, tais que para todo i, Di tem
interseccao nao vazia com a curva ¢ ¢ D, # Dj, se i # j. Seja
o to €ty R oewe Ry S 1 partigcao do intervalo [0,11 tal que
c restrita ao intervalo [ti—l’ ti] esta contida num tnico dis-

co Dj' Reindexemos os indices de tal maneira que C(iﬁfl’ %j) SUA

Para eada & € {1,2,..., 0}, seja li segmento em
Di unindo os pontos C(ti_l) e C(ti)’ tal que a imagem de li em
D ¢ €, pela parametrizacao local, € um segmento de reta. A cur-
va l =1;.1,. ... 1, € uma curva fechada homotdopica a curva ¢

em S. Como w € fechada, pela proposicao 4, capitulo I, { " =J W
¢ 1
Sendo 1 uma curva fechada em S, analitica por
partes,pode ser decomposta num numero finito de curvas fecha-
das simples. Pela aditividade da integral, basta mostrar. que a
integral de w ao longo de uma curva fechada simples analitica

por partes & nula. Suponhamos, portanto, que 1 ¢ uma curva fe-

chada simples analitica por partes.

Seja U regiao em S formada por um numero finito

de discos paramétricos que cobrem 1. Entao, existe uma curva



fechada simples 1' em U que nao intercepta 1 e uma regiao com-

pacta K ¢ U limitada pelas curvas 1 e 1'.

Existe uma funcgao f per-
tencente a CZ(S) tal que £ =1 ao
longo de 1, £ = o ao longo de 1' ¢

fora de U. Entao, pelo teorema de

Stokes,
[m=/fm=f fm—s fm=$ d(f w)
1 1 1 : K

=S df . w , pois w € fechada.
K

Como w € E(S), existe uma seqliéncia de formas exatas {o:d ,
ne N
s
tal que a, *w em L™ (S). Para cada forma exata @ pelo teorema

3 df . e =I d(f :xn) =f £ an—f [ an:fan=0,

K K 1 g 1

de Stokes,

pois £ = 1 ao longo de 1 e £ = o ac longo de 1°'.

Temos que, quando n =+ =,

2
U df(w—an)’ sf df *dif . J (L‘J_un)*(ill"un_] <
K K K

;:g df*dr { (m"un} (m“an) *+ 0,
i K S

portanto,

Sw=r df.m=lidef.an=0.-
1 K n>e /y

LEMA 7: Se w & uma forma diferenciavel (C°) fechada pertencen-
? — o - o
te a L°(S), entao w = df + h, onde f € C (S) e h e uma forma

diferenciavel harmonica em S.



Prova:
Seja w pertencente a LZ[S) tal que dw = o. Pe-
lo teorema 2, w = a *+ y * h, onde aeE, y«< E* e h e H. Do

lema 2, segue que w & (E*IL, pois w & de classe C”. Dal,

0 (w,y) = (y,y), pois E e H sao ortogonais a E*. Portanto,

w = a *+ h, pois y = 0.

Pelo teorema 4, h &€ harmonica em S. Logo,
a € C°(S) e do = dw-dh = o. Dai, pelo lema 6, existe uma fun-

cdo f de classe C” em S tal que o« = df.w

Seja R uma superficie de Riemann compacta. Por
forma diferencidvel em R, entenderemos forma de classe C” em
R. Como R & compacto, o espago das formas diferenciaveis em R
esta contido no espacgo L2(RJ. Portanto, do lema 7, decorre o

seguinte teorema:

TEOREMA 5 (TEOREMA DE HODGE): Toda forma diferenciivel ¢~ fe-

chada w numa superficie de Riemann compacta R, se escreve de
maneira tnica como w = df + h, onde f< C”(R) e h & uma forma

diferenciavel harmonica em R.

Prova:

Pelo lema 7, w = df + h, onde f& C”(R) e h &
uma forma harmonica em R. Resta, portanto, mostrar a unicida-
de. |

Suponhamos que w = dq + 1, onde g € C"(R) e

1 @ harmonica em R. Entao, d(f - g) = h - 1, ou seja, a forma

diferenciavel h-1 €& harmonica e exata em R. Além disso, como

R ¢ compacto, h-1 d(f-g) « E(R), pois f - g tem suporte com-
pacto. Portanto, como H(R) &, por definica@o, ortogonal a E(R),

0=h-1=4d(f - g). Logo, h=1 e df = dg.»



CAPITULO III - DIFERENCIAIS DE 12 ESPECIE NUMA
SUPERFICIE DE RIEMANN COMPACTA

Sejam R superficie de Riemann compacta elﬂ(RJO
o espago dos homomorfismos do grupo fundamental de R no erupo
dos numeros reais. Mostraremos quc Hi(R,R) tem dimensao par,
a saber, o dobro do genus g da superficie R, ¢ provaremos que

[+

. . . a - F ~
o espago das diferenciais de 1= especie tem dimensao g.

ITII.1 - 1-FOPMAS DIFERENCIAIS A VALORIES (COMPLE-
X0S
Seja N superficie no sentido do primeiro capi-
tulo, ou seja, variedade diferenciavel conexa de dimensao 2.
Para cada p € N, consideremos 'l'p[N) o plano tangente a N no

ponto p-

DEFINICAO 1: w €& uma l-forma diferencial a valores complexos

em N, se a cada ponto p e N, w associa a aplicagao R- linear

: T (N .
w p( ) —

P
Analogamente ao caso de 1-formas reais, se w €
uma l-forma diferencial a valores complexos, localmente o €
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dada por w = u dx + v dy, onde u,v sao fun¢goes de N no con-

junto dos numeros complexos.

Definindo dz = dx + i dy e dz = dx - i dy, lo-

calmente, a l-forma a valores complexos w em fungao de dz e
dz € dada por
w=fdz + gdz , onde f e g sdao fungdes dec

N a valores complexos.

OBSERVACAO 1: Seja, localmente, w = u dx + v dy. Da definigao
dz + dz dz - dz

acima, segue que dx = ——yp—— e dy = S Portanto, lo-

calmente,

- iv _u + iv

onde £ = E_?_"" g g St

DEFINICAO 2: Uma l-forma diferencial a valores complexos w €

continua, diferenciavel, de classe C°, etc., se e somente se,
localmente,

w =udx + vdy (= f dz + g dz), onde ue v
(ou £ e g) sdo continuas, diferenciaveis, de classe C*, etc.,

respectivamente.

OBSERVACAO 2: Se w € uma l-forma diferencial em N a valores
compleids, para cada p pertencente a N, temos: mp: TD(XJ.+ C é

R- linear.

Dai, para cada ponto p pertencente a N, existem

aplicacgoes LR(p), LI(p): TP(N} + R tais que

mp = LR (p) + i Ll(p) , @ LR{p}, Ll(pj 540

anicas.
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Definindo wp € wy em N, por mRn = LR(p) e mip = L[(p)? p & N,
temos que wp € wy sao l-formas éifercnciuis em N e, para cada
ponto p € N,
wy = LR(p) + i LI(p} = wp * 1w, , ouscja,
P P
w = wp * i Wy (1)«

Como, para cada p pertencente a N, LR(p) e Ll(p) sao unicas,

as l-formas diferenciais reais w, € w, em (1) sao unicas.

R 1

DEFINICAO 3: Se w € uma l-forma diferencial a valores comple-

xos, em N,definimos a conjugada de w, w, por Jp(u) = u_(u),

para todo u € TP(N).

Escrevendo w = Wp * 3 wy como em (1), temos,

II1.2 - DIFERENCIAIS DE 12 ESPECIE:

Seja S superficie de Riemann. $ tem estrutura
de variedade diferenciavel (real) conexa de dimensio 2. Por-
tanto, o que foi feito no paragrafo III.l1 se aplica a super-

ficie S.

DEFINICAO 4: Uma l-forma diferencial a valores complexos w,

- P & a -

em S, e.chamada diferencial de 1- especie se e somente se,
para todo p € S, existe uma vizinhanca aberta Up de p e uma
funcao analitica f: U_ > C tal que w = £ dz em UP’ onde z @&
coordenada local em U).

. - 5 : a . :
LEMA 1: » e uma diferencial de 1- espeécie em S se e somente
se existe uma forma harmonica em S, W tal que w = mo-fi*mo.

Neste caso, w, ¢ tnica.
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Prova:
B - - 1 G
Seja w diferencial de 1- especie. Pela observa-

¢ao 2 (em III.1) existem Unicas 1-formas diferenciais reais

wp € wp, tais que w = wp % 3 Wy Localmente, w = f dz = (f1+ i fz)
(dx + 1 dy). Portanto,
wp * i wy = (fl dx - f2 dy) + 1 (f2 dx + fl dy)

Pela unicidade, Op f1 dx - f2 dy ¢ w, = £, dx + fl dy = i*wy,.

I 2 R

analitica, pelas equacoes de Canchy-Riemann,

o

Como f = fl + i fz

temos que:

af4 af, af2 afl

dmR = (- E5 EE_) dx dy = o e d*wR = (= 5y * =) dx dy = 0,
isto €, wp ¢ harmonica.

Logo, existe uma forma harmonica Wn tal que
w = wp * i*mR. Alem disso, se existe uma forma harmonica Wy em
S tal que w = wy * i*wo, entao Wy T Wps provando a unicidade.

Reciprocamente, seja w, uma forma harmonica em
S. Consideremos a l-forma w = wy * i*mo. Se, localmente,
wy = P dx + q dy, localmente, w sera dada por:

w = (pdx + qdy) + i (-q dx + p dy) =

= (g = 19q) d=.

Como, pela observacao 2 em II.1, p-iq é analitica, w & uma
diferencial de 12 espécic.w

Consideremos os seguintes € - espacos vetoriais:
@ = espaco das diferenciais de 12 espécie em S.
Q2 = espago das formas conjugadas das diferenciais de 15 espécie

em S.

H = espago das formas harmonicas em S (como no capitulo I1).
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LEMA 2:
(i) a + 9 =H + i H
(ii) e g =o0
(iii) H ni H = o.
Conseqlientemente, @ ® @ = H ® 1 H.
Prova:
(i) Sejamw e 9 € o = ©. Pelo lema 1, existenm wer a4 & H tais
o e — 4+ T * S 3 % s i * g 4
que: w W 1 mo (S o cco + 1 oto oy 1L Yy Ora, se
vy eH, entao *y e H. Portanto,
N + 3 * - % =
w * g (wo + ao) i ( W ao) H o 3 H.
Por outro lado, dados wos oy € H, temos que
sk A - -
) (mo"‘l mo) + (0 -1 u}o) ' (cco+1 llio)+(0'-o 1 L‘O} B
w + 1 @ = F o =
0 0 7 )
e WP B s BT t dla ., w * da . pide
2 2 Z 2
- R = n * o & Lemd { i
" wy, * 1w, € e e 1% Portanto, pelo lema 1, wy * 1
pertence a q + Q.
(ii) Seja w e % N Q. Existe ¢ pertencente a o tal que o = w. Se-
jam w ., oy € H tais que w = W g 1w € a 7 a  * 1% . femos
que
(mo - %Q) % & (*wo + *ao) = - a =0, isto &, a_ = Weo, = TOge
= = 1%
Logo, Wy o € wy *1 w, @
(iii) obvio.m
IIT.3 - GENUS DE UMA SUPERFICIE DE RIEMANN COM-

PACTA

Seja R superficie de Riemann compacta. No teore-

ma 1, capitulo I, vimos que o espaco dos homomorfismos do grupo

(8

O
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fundamental de R no grupo dos nimeros recais, HY(R,R), tem di-
mensao finita. Como dim Hi(R,R} € um invariante topoldgico,

podemos definir:

DEFINICAO 5: O genus de uma superficie de Riemann compacta &

0 numero real g = %% dim HY(R,R).

TEOREMA: g = dimC @, onde @ & o espaco das diferenciais de 12

espécie em R.

Prova: Temos que dim @ = dim @, pois @ e Q@ sao R- isomorfos e

a dimensao complexa € a metade da dimensao real.

Pelo lema 2(ii),

dimR (@ + Q) = dimp @ + dimg Q = 2 dim, ©.

Ainda pelo lema 2, (i) e (iii), temos:

2 dim, Q = dimR (@ + Q) = dim

; o
R (H + i H) 2 dungh

R i

ou seja, dlmR a = dlmR H.

Pelo teorema 5, capitulo II, o espago H das for-
mas harmonicas em R € isomorfo ao espag¢o quociente das formas fe-

chadas em R, modulo o subespaco das formas exatas, H* (R). por
DR
outro lado, pelo isomorfismo de de Rham (paragrafo 1.4),

dimp H;R(R) = dimy H*(R,R).

Portanto, dim. @ = dim . H = dim H1 (R) = dim, HI(R,R) = 2 g, pe-

la definigao do genus g. Logo,

n R | :
dim. Q = > dlmR 9 a.

]
o]

Dai segue, de imediato, o corolario:

COROLARIO: g & inteiro (isto &, dim HY(R,R) € par).



EXEMPLO:

Seja A subgrupo discreto de € gerado pelos e-
lementos €, € ey, cujo quociente nao € real. 0 conjunto quo-
ciente S = €/ A &€ uma superficie de Riemann. Com efeito, con-
sideremos em S a topologia quociente, isto ¢, U ¢ S € aberto
se € somente se p—l[U) € aberto em C, onde p: € > S € aproje-
gao candnica. Observemos que se V €& um conjunto aberto em C,
para cada m e n inteiros, o translado V + m e; + n e, ¢ aber-
to em C; portanto, se V & aberto em C, entao p_l(p(F]) =

= u (V+me

+ n ez) € aberto emC, ou seja, o conjun-
m,n € Z

ik
to U = p(V) & aberto em S. Tomemos abertos suficientemente pe-
quenos V em €, tais que a restrigao de p a V seja injetiva (is-
to € possivel pois A € discreto). Sejam U = p(V) em S,
mostremos que 0OS pares {U,p-l} constituem um sistema de coorde-

nadas locais.

Sejam V' e V' abertos suficientemente pequenos
de € (isto €, as restricoes de p a V' e V", respectivamente,
sao injetivas), tais que U' = p(V') e U" = p(V") tem intersec-
¢ao nao vazia. Sejam p' a restricao de p a V' e W' =
= (P’)_l (U'a U™) # ¢. Se z pertence a W' ¢ V',p'(2) e p“(ij'l(p-(z))

sao iguais em S, portanto, (p”)'l(p'[z))—z € uma constante, pois

pertence a A. Dai, [p”]ulop' ¢ ho- E;yq:::?—
. @ =)

U'("H T U H
lomorfd e tem derivada nao nula nu- m#f::::::’;ZF

ma vizinhanga de cada ponto de W'.

W

‘ ¢ e
v

Conseqllentemente, as mudangas de e oo
[ {5
coordenadas sao analiticas. Além HxMQQi)

disso, & facil ver que S & conexa. Portanto, S ¢ uma superfi-

ql

,.—\\‘

(e T ()

cie de Riemann. Mais ainda, € uma superficie de Riemann
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compacta, pois se P € o paralelogramo fechado em € determina-
do por €, € €,, sua 1magem em S pela projecao p e todo S, e

dai, S & compacto, pois P € compacto.

Vamos determinar o espago Q(S) das formas de
18 espécie em S. Os pontos z da superficie S, s3o represen-
tados, mdédulo A, por z = o e; *+ B e,, onde «a,Be [0,1). Com

esta notagao, definimos a aplicacgao

s ;
z=ae +Be, (e2Mia eZHLB)

E Obvio que a aplicagdo acima € um homeomorfismo de S sobre o

toro st x sl. Dafi,

_ 1 [ A 1 e
ny(8) = my(8°x87) =ny (S7) &n; (57) =2 8 Z,
onde Hl(S) € o grupo fundamental de S. Conseqllentemente,
HL(S,R) =R ®R e dim Hl(S,R) = 2. Pelo teorema anterior,

dim 2(S) = g(S) = 1.

Vejamos um gerador do espago 2(S). A diferen-
cial de 12 especie w = dz, em C, € invariante por A (pois €
invariante por translagao), portanto, podemos passar ao (uo-
ciente definido w =dz em S =C/A. Como w € nao nula, w

gera Q(8).
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