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... ‘What sort of people live about here?’

‘In that direction,” the Cat said, waving its right paw round, ‘lives a Hatter:
and in that direction,” waving the other paw, ‘lives a March Hare. Visit either
you like: they’re both mad.’

‘But I don’t want to go among mad people,” Alice remarked.

‘Oh, you can’t help that,” said the Cat: ‘we’re all mad here. I'm mad.
You're mad.’

‘How do you know I'm mad?’ said Alice.

“You must be,” said the Cat, ‘or you wouldn’t have come here.’

Alice didn’t think that proved it at all; however, she went on ‘And how do
you know that you’re mad?’

‘To begin with,” said the Cat, ‘a dog’s not mad. You grant that?’

‘I suppose so,” said Alice.

‘Well, then,” the Cat went on, ‘you see, a dog growls when it’s angry, and
wags its tail when it’s pleased. Now I growl when I'm pleased, and wag my

tail when I'm angry. Therefore I'm mad.” ”

Lewis Carroll (1832-1898)

Alice’s Adventures in Wonderland



Resumo

Nesta dissertacao trabalhamos com o Modelo de Hull-White para a Estrutura a Termo
da Taxa de Juro (ETTJ), considerando o caso em que a volatilidade é uma funcao deter-
ministica do tempo, e duas extensoes em que ela segue um processo estocastico nao cor-
relacionado com a taxa de juro: uma considerando um movimento Browniano geométrico
com drift nulo, e outra considerando um processo de Ornstein-Uhlenbeck com reversao a
média. Obtemos aproximagoes perturbativas para o preco de Zero-coupoun bonds apli-
cando o Metédo de Perturbacao Regular quando os parametros envolvendo a volatilidade
sao pequenos, e realizamos simulacoes para o caso em que os coeficientes sao constan-
tes (Modelo de Vasicek). Desta forma, obtemos uma aproximagao para o yield curve,
ou ETTJ. Para o caso classico comparamos a aproximacao perturbativa com a solucao
exata do modelo, e concluimos que uma aproximacao considerando correcoes de até quarta
ordem é muito precisa. Para os modelos com volatilidade estocéastica, comparamos a apro-
ximagao perturbativa de quarta ordem com simulacoes de Monte Carlo, e observamos um
comportamento qualitativo semelhante, principalmente para maturidades menores.



Abstract

In this dissertation we work with the Hull-White model for the Term-Structure of Inte-
rest Rate (TSIR), considering the situation where the volatility is a deterministic function
of time, and two extensions that follow a stochastic process uncorrelated with the interest
rate: the first considers a geometric Brownian motion with zero drift, and the second a
Ornstein-Uhlenbeck process with mean-reversion. We obtain perturbation approximati-
ons for the Zero-coupon bond prices using the Regular Perturbation Method when the
parameters involving the volatility are small, and perform simulations for the constant
coefficient case (Vasicek Model). Once this is done, we obtain a perturbative approxima-
tion for the yield curve, or TSIR. For the classical case we compare this approximation
with the exact solution, and conclude that a fourth order perturbative approximation
is very precise. For the cases with stochastic volatility, we compared the fourth order
perturbative approximation with Monte Carlo simulations, and observed essentially the
same qualitative behavior, mainly for short maturities.
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Introducao

O problema de determinagao da Estrutura a Termo da Taxa de Juro (ETTJ) é de
grande importancia em matematica de financas, e de grande aplicagao pratica, tanto na
area de avaliacao e precificagao de titulos de renda fixa, quanto na precificacao de contratos
derivativos baseados nestes ativos. A ETTJ (ou yield curve: retorno vs. maturidade) nada
mais ¢ do que a curva dos retornos oferecidos por Zero-coupon bonds' de maturidades, ou

datas de vencimento, T € [0, T*], onde T™ é a maturidade méxima.

Para determinarmos a ETTJ, precisamos primeiro determinar o preco de um Zero-
coupon bond de maturidade T', P(t,T), em t € [0,T), e a seguir calcular o seu retorno,
ou yield, R(t,T). A Teoria de Precificacdo de Titulos Contingentes, aplicada ao caso
particular do Modelo de Hull-White (Hull & White (1990, June 1993), Hull(1998), Sh-
reve(2004)), estabelece as seguintes expressoes para o prego de um Zero-coupon bond:

A) Modelo de Hull-White (1 fator):
’T’(t) = Tt}

P(t,T) = E© {exp <— /tTr(s)ds)

onde a taxa de juro de curto prazo r(t) é um processo estocastico com a seguinte equagao

diferencial estocéstica:
d’f’t = Oé(t) [e(t) — ’f’t]dt + U(t)th

sendo que os coeficientes a(t), 0(t), o(t) sao fungoes deterministicas do tempo.
B) Modelo de Hull-White com Volatilidade Estocéstica (2 fatores):

P(t,T) = E© {exp (— /tTr(s, Us)ds)

Neste caso o(t) é um processo estocastico, enquanto que os parametros a(t), 6(t) cons-

r(t) =ry, o(t) = a}

tinuam a ser fungdes deterministicas do tempo. Depois de calcularmos P(t,T"), podemos

determinar o yield através da expressao:

1
R(t,T) =~

- In (P(t, 7))

'Um Zero-coupon bond de maturidade T é um titulo contingente que vale 1, com certeza, na sua data
de vencimento T'.
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Nesta dissertacao trataremos apenas do Modelo de Hull-White (que é uma genera-
lizagdo do Modelo de Vasicek (Vasicek, 1977)) por ser um modelo de facil tratabilidade
analitica para o caso de 1 fator e por permitir a calibragem do modelo a ETTJ inicial
observada no mercado, o que é fundamental para a precisao da precificacao de derivativos

de titulos de renda fixa.

Podemos seguir dois caminhos para determinar P(t,T):

e (Calcular diretamente a esperanca condicional, em relagao a medida de probabili-
dade martingale equivalente, o que é possivel para o Modelo de Hull-White com

volatilidade deterministica.

e Tranformar esta formulacao probabilistica em um problema de Cauchy, através da
aplicagao do Teorema de Feynman-Kac, e tentar resolver a EDP parabdlica retroa-

tiva (backward) resultante.

No caso do Modelo de Hull-White (volatilidade deterministica) é possivel encontrar
uma forma analitica fechada para P(t,T) seguindo qualquer um dos caminhos acima.
Mas no geral isto ja nao ocorre quando consideramos a volatilidade estocastica. Neste

caso, temos trés possibilidades:

e Simulacao de Monte Carlo: simular os processos estocasticos e obter uma apro-
ximagao média para a esperanca condicional (Duffie(1996), Hull(1998), Lamberton
& Lapeyre(1996)). O problema deste método é que ele é computacionalmente in-

tensivo, mas se torna atrativo quando consideramos modelos com muitos fatores;

e Aproximacao Numérica: considerar o problema de Cauchy correspondente ao pro-
blema de precificacao e utilizar um método numérico (geralmente um método de
diferengas finitas) para obter uma solugao aproximada, o que é mais eficiente que
simulacoes de Monte Carlo, mas mesmo assim pode se tornar computacionalmente
pesado para modelos multi-fatoriais (Duffie(1996), Hull (1998), Lamberton & La-
peyre(1996));

e Aproximacao perturbativa: obter uma aproximacgao perturbativa regular para a
solugao do problema de Cauchy correspondente ao problema de precificacao, o
que pode nos fornecer aproximacgoes analiticas bastante precisas e eficientes (Tour-
ruc6o(2004), Tourrucoo et al.(2007)).
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Assim, o objetivo principal desta dissertacao é a obtencao de aproximagcoes perturba-
tivas para a ETTJ implicada pelo Modelo de Hull-White e por duas extensoes deste com
volatilidade estocdstica, considerando que a volatilidade nao esta correlacionada com a
taxa de juro, e que os parametros envolvendo a volatilidade sao pequenos. O Modelo A
considera que a volatilidade estocéastica segue um movimento Browniano geométrico com
drift nulo:

dry = a(t)[0(t) — r]dt + eo,dW}
doy = aﬂatthz
E{dW}!dW?} =0
e o Modelo B que ela segue o seguinte processo de Ornstein-Uhlenbeck com reversao a
média:
dry = a(t)[0(t) — ri]dt + o, dW}
do; = en(t)[m(t) — oy]dt + eB(t)dW}
E{dW}dW?} =0

onde 0 < e << 1.

Ela esta estruturada em trés capitulos, conclusoes e perspectivas, e trés apéndices,

conforme detalhado abaixo:

e Capitulo 1: neste capitulo fazemos uma revisao dos principais conceitos envolvi-
dos na modelagem em tempo continuo da ETTJ (Neftci(1996), Lamberton & La-
peyre(1996), Jarrow(2002)); apresentamos uma classificagdo dos modelos encontra-
dos na literatura (Shiryaev(2000), Vieira Neto(1999)); e finalizamos com uma breve
introdugao sobre o mercado de titulos de renda fixa (SIFMA (Feb 2007), Sack(2007),
Tesouro Nacional(2007)).

e Capitulo 2: inicialmente apresentamos e resolvemos analiticamente o Modelo de
Vasicek (Vasicek, 1977) para a ETTJ; comparamos este modelo com o modelo em
que a taxa de juro é constante; introduzimos e resolvemos analiticamente o Mo-
delo de Hull-White (Hull & White(2000), Hull & White(June 1993)); derivamos a
condi¢ao que permite com que este modelo se ajuste a ETTJ inicial e apresentamos
um exemplo simples desta calibragao (Lund, April 1998); resolvemos o Modelo de
Hull-White através da equacao diferencial parcial resultante da aplicacao do Te-
orema de Feynman-Kac (Shreve, 2004); e finalmente obtemos uma aproximagao
perturbativa para este modelo quando a volatilidade da taxa de juro é pequena
(Tourruc6o(2004), Tourrucoo et al.(2007)), analisando a sua precisdo para o caso

em que os seus coeficientes sdo constantes (Modelo de Vasicek).
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Capitulo 3: aqui tratamos de duas extensoes do Modelo de Hull-White com vola-
tilidade estocastica; apresentamos o Modelo A, no qual a volatilidade estocastica
(nao correlacionada com a taxa de juro) segue um movimento Browniano geométrico
com termo de drift nulo, e o Modelo B, onde ela segue um processo de Ornstein-
Uhlenbeck com reversao a média; obtemos aproximacoes perturbativas para a ETTJ,
realizando algumas simulacoes para o caso de coeficientes constantes; e por fim va-

lidamos parcialmente estas aproximagoes através de simulagoes de Monte Carlo.
Conclusoes e perspectivas.

Apéndice A: neste apéndice revisamos os conceitos basicos de probabilidade e de
processos estocasticos, sem nos preocuparmos em demonstrar os resultados. A

referéncia para este apéndice se encontra principalmente em Evans(Version 1.2),
Shreve(2004) e Lamberton & Lapeyre(1996).

Apeéndice B: aqui apresentamos um resumo da Teoria de Precificacao de Titulos
Contingentes baseado em Vieira(1999), Vieira & Pereira(2001), e complementado
com Duffie(1996) e Neftci(1996); e a aplicamos para o problema particular de pre-
cificacao de Zero-coupon bonds considerando modelos de 1 e 2 fatores para a taxa

de juro.

Apéndice C: finalizando a dissertacao, apresentamos o Teorema de Feynman-Kac
(Karatzas & Shreve(2000)), sem entrarmos em sua demonstracao, resultado que nos
permite transformar o problema probabilistico de precificacao de Zero-coupon bonds
em um problema de Cauchy; e, por fim, o aplicamos ao problema de precificagao,

considerando novamente 1 e 2 fatores.
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1 Introducao a Modelagem da
Estrutura a Termo da Taxa de
Juro

1.1 Conceitos Basicos

Como o objetivo principal desta dissertacao é encontrar aproximacgoes analiticas para
o preco de Zero-coupon bonds, é de bom tom iniciarmos definindo o que é um Zero-coupon

bond.

Definicao 1 - Um Zero-coupon bond com maturidade (ou data de vencimento) T é

um titulo de renda fixa cujo valor é igual a 1 em T

Assim, considerando o conjunto de tempo T = [0, 7], queremos determinar o prego
deste titulo P(¢,T) em t € [0,T), sabendo, com certeza, que o seu valor na data de
vencimento futura 7' serd igual a 1.! Importante observar que o preco de um Zero-
coupon bond também é funcao da taxa de juro de curto prazo corrente r;, mas como
estamos seguindo a notacao amplamente utilizada na literatura, escrevemos ele apenas

como P(t,T).

Se vivessemos em um mundo onde a taxa de juro de curto prazo r? fosse conhecida

para todo t € [0,7], ou seja, se fosse uma fungdo deterministica do tempo, r = r(t),

IPara fins de modelagem, consideramos, sem perda de generalidade, que um Zero-coupon bond paga
o valor normalizado 1 na data de vencimento. Na realidade este valor poderia ser dado por qualquer
constante real positiva M (este valor é chamado de principal, ou valor de face, do titulo). Desta forma,
o preco deste titulo em ¢ seria dado por M P(¢,T).

2E oportuno esclarecermos que a taxa de juro considerada nestes modelos ¢é a taxa de juro nominal, e
nao a real (que é igual & taxa de juro nominal menos a taxa de inflacdo). Portanto, r nunca pode assumir
valores negativos, pois neste caso um agente econoémico ird preferir a moeda & um titulo. De fato, como
bem colocou Black (1995), a moeda se comporta como uma opgao: quando um determinado instrumento
financeiro apresenta uma taxa de juro negativa, entao escolhemos a moeda.
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terfamos que P(t,T') seria solugao da seguinte equagao diferencial ordinaria (EDO):

dP(t,T) = r(t)P(t,T)dt (1.1)
P(T,T) =1

cuja solucao é dada por:

P(t,T) = exp (- /t Tr(s)ds), t €[0,1] (1.2)

Ou seja, o valor do Zero-coupon bond em t seria simplesmente o valor P(T,T) = 1
descontado continuamente pela taxa de juro de curto prazo r(t) acumulada no periodo

[t,T], 7= ftTr(s)ds. Se, por exemplo, considerdssemos r(t) = 7 constante, obteriamos:

Pt,T)=e "M 1 €0,T] (1.3)

Considerando um mundo com incerteza, onde a taxa de juro de curto prazo é aleatéria,
precisamos considerar um modelo probabilistico para a taxa de juro. Assim, seja o espaco
de probabilidade filtrado (2, F, F;, P), conforme definido no Apéndice A (Defini¢ao 16).
Neste caso, o preco de um Zero-coupon bond com maturidade T é dado pela seguinte

esperanga condicional (B.13):

P(t,T) =E© {exp (— /t Tr(s)ds)

onde Q ¢ a medida martingale equivalente a P, e onde (r(s)),c; 71 Nd0 € mais uma fungao

r(t) = rt} (1.4)

deterministica do tempo, e sim um processo estocastico (ver teoria de precificacdo de
titulos contingentes apresentada no Apéndice B). Neste trabalho consideramos que a taxa
de juro de curto prazo segue um processo estocastico, que serd determinado no Capitulo
2. Na proxima segao apresentamos uma lista, sem entrar em maiores detalhes, com alguns

modelos estocasticos para a taxa de juro de curto prazo encontrados na literatura.

Agora, seguindo Neftci (1996), apresentamos um conceito fundamental no estudo de
titulos de renda fixa, que é o de Estrutura a Termo das Taxas de Juro (ETTJ), também

conhecida como yield curve.

Definicao 2 - Seja uma familia de Zero-coupon bonds cujo espectro continuo de ma-
turidades seja dado por T' € [t,T*], para algum 7™ real positivo e finito, representando
o maior tempo utilizado na modelagem. Sejam seus pregos P(t,T') e seus respectivos
yields (ou yields to maturity) R(t,T). Entdo, o espectro de yields {R(t,T)|T € [t,T*]} é
denominado de Estrutura a Termo da Taxa de Juro (ETTJ).
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O yield R(t,T) de um Zero-coupon bond de maturidade 7' é definido implicitamente
pela equacao:
P(t,T) = exp (~R(t, T)(T — 1)), t € [0,T) (1.5)

onde P(t,T) é calculado através da esperanga condicional (1.4). R(t,T) pode ser inter-
pretado como a taxa média de retorno do Zero-coupon bond, do momento corrente t até

a sua maturidade T' (considerando capitalizacao continua).

Observacgao - Aqui estamos trabalhando com uma ETTJ continua no intervalo [¢, T%].
Na realidade o que observamos nos mercados é um espectro descontinuo de yields, ou
seja, existe apenas um numero finito de maturidades, cujo valor maximo geralmente nao

ultrapassa 30 anos.

Agora considere que t seja o momento presente, e que s seja um determinado tempo
no futuro, i.e., s € (t,7%]. Seja r(s) a taxa de juro instantanea, que remunera um valor de
$1 aplicado em s, por um periodo de tempo infinitesimal ds. Como s > t estd no futuro,
esta taxa nao é observavel, portanto podemos apenas formar uma expectativa em relacao

ao seu valor. Na realidade, de (1.4) e (1.5), encontramos a seguinte relagao entre o yield

r(t) = rt}
RT) —1In (EQ {exp (—if_ris)ds) r(t) = rt}> - 1_ t In (P(&,T) L6)

até o vencimento e as taxas de juro futuras:

exp (—R(t, T)(T —t)) = E€ {exp (— /tTr(s)ds)

e portanto:

Definicao 3 - A taxa de juro futura no tempo ¢, de um empréstimo que comeca em
T1 e termina em 715, sendo t < 17 < 15, é definida como:

In(P(t,T1)) — In(P(t,T3))

F(taTlaTZ) - T T
2 — 41

(1.7)

Definicao 4 - A taxa de juro futura instantanea no tempo ¢, de um empréstimo
realizado por um periodo de tempo infinitesimal em 7" > t é definida como:

Ol P(t,T)

(1.8)

Esta definicao implica que:

f(t, t) =Tt
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Cabe aqui uma pequena digressao sobre as caracteristicas da modelagem da taxa
de juro de curto prazo, que nos fornece os precos de Zero-coupon bonds, em relacao a
modelagem do mercado de agoes. Na modelagem da ETTJ, devemos levar em consideracao
algumas caracteristicas diversas daquelas da modelagem do mercado de agoes (Tuckman,
2002):

1. O preco de um titulo converge para o seu valor de face na sua data de vencimento T
(no caso de um Zero-coupon bond, o seu prego converge para 1), o que nao acontece

com o preco das agoes, que nao apresentam esta restricao;

2. A volatilidade do preco de um titulo deve convergir a zero na data de vencimento T,
diferentemente da volatilidade do preco de uma agao, pois esta nao possui uma data

de vencimento;

3. Como as volatilidades dos pregos das agdes sao muito maiores do que a da taxa de
juro de curto prazo, no caso da modelagem de derivativos de ac¢oes nao é muito
probleméatico considerar a taxa de juro de curto prazo constante, como no Modelo
de Black-Scholes (Black and Scholes, 1973), o que é muito diferente do mercado de
titulos, onde a taxa de juro tem uma influéncia direta muito mais intensa nos pregos

dos titulos.

1.1.1 Coupon bonds

Enquanto um Zero-coupon bond paga apenas o principal M na sua maturidade T,
um Coupon bond, além de pagar o principal M em T, também paga, periodicamente
(geralmente semestral ou anualmente), juro fixos C' sobre este principal (os chamados

coupons).

Assim, considere um Coupon bond emitido em ¢t = 0, pagando n coupons no valor
de C cada, nos instantes t1,ts,...,t, = T, e reembolsando o principal M em T. Este
titulo pode ser considerado como um portfélio de n Zero-coupon bonds, com maturidades
t1,ta,...,t, = T, e valores de face C' nas primeiras n — 1 maturidades e (M + C) na

n — ésima. O valor deste portfélio I1(¢,T), em t = 0, é dado por:

1(0,7) = C nz_l P(0,t;) + (M + C)P(0,T) (1.9)

i=1
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Chamando o preco deste Coupon bond de p(O, T), temos que:

n—1

P(0,T) =11(0,T) = C Y _ P(0,t;) + (M + C)P(0,T) (1.10)

i=1

Esta igualdade é valida porque estamos trabalhando com as hipdteses de que o mercado
é completo e sem possibilidade de arbitragem (lucro sem risco). Assim, se P(0,T) >
I1(0,T), basta assumir uma posi¢ao vendida (short) em um Coupon bond com as ca-
racteristicas acima (recebendo P(0,T)), e assumir uma posicio comprada (long) em um
portfélio de Zero-coupon bonds que o replique (pagando I1(0, 7)) - isto é possivel porque
o mercado é completo. Desta forma, auferimos um lucro sem risco de 15(0, T)—11(0,7),
o que contradiz a hipétese de ndo-arbitragem. Se P(0,T) < II(0,T), vale o raciocinio

inverso. Portanto, a igualdade deve valer.

1.2 Modelos Estocasticos para a Taxa de Juro

Shiryaev (2000) apresenta uma lista bastante abrangente de modelos de um fator®

para a dinamica da taxa de juro encontrados na literatura.

Considere um espaco de probabilidade filtrado (€2, F, F;, P), e um movimento Browni-
ano (W;)s>o definido neste espago. Assim, temos a seguinte classifica¢ao para os principais

modelos de taxa de juro de um fator (Vieira Neto, 1999).

1.2.1 Abordagem Direta

Este tipo de abordagem especifica o processo estocastico seguido diretamente pelo
preco do titulo P(¢, 7)), da mesmo forma que Black & Scholes (1973) fizeram ao modelar
o comportameto do preco de uma acao. Nao trataremos deste tipo de modelo neste
trabalho, mas, apenas para deixar registrado, o modelo de Ball e Torous, de 1983, e o

modelo de Munnik, de 1992, fazem parte desta categoria.

1.2.2 Abordagem Indireta

Os modelos que seguem esta linha estabelecem o processo estocastico que rege a taxa
de juro de curto prazo r; - ou a taxa de juro futura instantanea f(¢,7"), e a partir daf

determinam o preco do titulo P(¢,7") como uma func¢ao desta variavel. Estes modelos

3Modelos de um fator consideram apenas uma fonte de aleatoriedade.
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ainda podem ser classificados como enddgenos ou exdégenos.

1.2.2.1 Modelos Endégenos

Os modelos enddgenos sao aqueles que, considerando mercados completos e livres
de arbitragem, derivam o preco dos titulos a partir da taxa de juro de curto prazo,
e que, além de fornecerem a distribuicao de probabilidade futura da ETTJ, fornecem a
ETTJ inicial endogenamente, a partir dos parametros (constantes) do processo estocastico
seguido pela taxa de juro, e da taxa de juro corrente. Esta ultima caracteristica torna
este tipo de modelo de pouca aplicagao prética na precificagdo de derivativos (embora
tenha utilidade para a precificagdo e avaliacao do valor dos préprios titulos que estao
sendo modelados) pois, apesar de reproduzir qualitativamente o comportamento da ETTJ,
¢é praticamente impossivel calibra-lo para que reproduza a ETTJ inicial observada no
mercado, o que acaba gerando erros significativos na precificacao de derivativos de taxa
de juro. Exemplos deste tipo de modelo sao dados abaixo, com a especificagao da Equacgao
Diferencial Estocastica (EDE) que rege a taxa de juro de curto-prazo r; (ver Apéndice A
para a definigdo de EDE).

Modelo de Merton (Merton, 1973):

dry = adt + odW, (1.11)

Modelo de Vasicek (Vasicek, 1977):

dry = alf — rdt + odW, (1.12)

Modelo de Dothan (1978):

dry = arydt + or dW, (1.13)

Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (Cox, Ingersoll & Ross, 1985):
dry = alf — ry]dt + o\/rdW, (1.14)
1.2.2.2 Modelos Exégenos

Esta categoria de modelos permite a calibragem dos seus parametros, que aqui sao

dependentes do tempo, de forma a se ajustarem a ETTJ inicial observada no mercado.
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Assim, eles ndo permitem a avaliacdo do prego corrente de um titulo (j4 que tomam a
ETTJ corrente observada no mercado como uma condi¢ao inicial do modelo), mas, por
outro lado, possibilitam que a distribuicao de probabilidade da ETTJ futura seja obtida
com maior precisao, tornando possivel, portanto, uma melhor precificacao de contratos

derivativos de titulos de renda fixa. Abaixo alguns exemplos.

Modelo de Ho-Lee (Ho & Lee, 1986):

dry = a(t)dt + o(t)dW; (1.15)

Modelo de Black-Derman-Toy (Black, Derman & Toy, 1990):

dry = a(t)rdt + o(t)dW; (1.16)

Modelo de Hull-White (Hull & White, 1990):

dry = a(t)[0(t) — r]dt + o(t)dW,; (1.17)

Modelo de Black-Karasinski (Black & Karasinski, 1991):

dry = ra(t)[0(t) — In (ry)|dt + o (t)rydWy (1.18)

1.3 O Mercado de Titulos de Renda Fixa

O mercado de titulos de renda fixa é um mercado composto por varios segmentos.
Nos Estados Unidos, por exemplo, existem sete grandes categorias de titulos (SIFMA,
Feb 2007):

1. Treasury: emitidos pelo governo federal, que utiliza os recursos obtidos para cobrir o
seu déficit fiscal.

2.Federal Agency: emitidos por vérios empreendimentos patrocinados pelo governo, como
o Federal Home Loan Bank System, Freddie Mac e Fannie Mae (instituigdes que atuam no
mercado imobilidrio); o Farm Credit System (uma agéncia do Ministério da Agricultura,
cujo objetivo é financiar a agricultura familiar); e a Tennessee Valley Authority (uma
agéncia de desenvolvimento focada no rio Tennessee e dreas adjacentes). A Tennessee
Valley Authority é um agéncia de propriedade privada, mas os titulos emitidos por ela
sao garantidos pelo governo americano.

3. Municipal: sao obrigagoes de dividas emitidas pelos estados, cidades, counties e outras



26

entidades governamentais. Os recursos obtidos sao utilizados no financiamento de custos
administrativos e de projetos nas areas de educacao, transporte, saude, habitagao e ener-
gia. Estes titulos sao a forma mais importante com a qual os estados e governos locais
tomam dinheiro emprestado do mercado para financiar seus investimentos de capital e
suas necessidades de fluxo de caixa.

4.Corporate: emitidos principalmente por empresas financeiras, industriais e de prestacao
de servigos, com o objetivo de financiar investimentos de capital e necessidades de fluxo
de caixa.

5.Asset Back Securities (ABS): sao certificados que representam uma cesta de ativos, tais
como recebiveis de cartao de crédito, empréstimos e leasings automotivos, ativos imo-
biliarios e empréstimos estudantis.

6. Mortgage-Related: sao titulos relacionados ao mercado hipotecario, que representam
empréstimos realizados por instituicoes financeiras para financiar a compra de imoveis.
Eles sao criados quando estes empréstimos sao agrupados e vendidos como titulos para
os investidores.

7.Money Market: representam instrumentos do mercado monetario, tais como commercial

papers e certificados de depdsito.

Para termos uma idéia do tamanho deste mercado nos Estados Unidos, o estoque
total da divida em titulos era de US$ 27,4 trilhoes em 31 de dezembro de 2006, e o total
de novas emissoes realizadas durante o ano de 2006 foi de US$ 6,13 trilhoes. Na Figura
1 reproduzimos dois graficos mostrando a composicao deste estoque e da emissao em
2006, comparada com a de 2005, por segmento (SIFMA, Feb 2007). Apenas os titulos
do Tesouro (Treasuries) respondem por US$ 4,3 trilhdes, ou 15,8% do mercado total,
enquanto que o total emitido em 2006 foi de US$ 780,8 bilhoes (aproximadamente 12,7%

do total de emissoes).

Como sao obrigagoes da divida do governo dos EUA, os titulos do Tesouro ( Treasury)
sao considerados o investimento mais seguro de todos, pois o governo tem o poder de
aumentar suas receitas através do aumento dos impostos, e de emitir moeda. Assim, eles
nao apresentam risco de crédito, o que significa que é virtualmente certo que os juros e
o principal serao pagos nas datas estipuladas. Por este motivo, as taxas de juro pagas
pelos titulos do Tesouro geralmente sao menores do que as pagas pelos titulos de outros

segmentos, como corporate ou municipal, por exemplo.

O mercado de titulos do Tesouro americano é o maior e mais liquido do mundo e,
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U.S. Outstanding Bond Market Debt
As of December 31, 2006*

Issuance in the U.S. Bond Markets
2005 vs. 2006
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) Includes long-term issuance only

Total: $27.4 Trillion®

™ Includes marketable public debt
@ Figures may not add due to rounding
* SIFMA estimates

Sources: Federal Reserve, U.S. Treasury, Federal Agencies, Bloomberg, Thomson Financial

Figura 1: Composicao do Mercado de Titulos de Renda Fixa dos EUA
Fonte: SIFMA, Feb 2007.

embora nao apresente risco de crédito, ele é afetado pela taxa de juro (se a taxa de juro
subir depois que um Treasury for emitido, o preco deste titulo ird cair, e vice-versa), pela
inflagdo, e pelo risco de mercado (os pregos dos titulos estao sujeitos a lei da oferta e

demanda atuando no mercado secundério).

Existem basicamente trés tipos de titulos que sao emitidos pelo Tesouro americano:
1. Treasury Bills (Cédulas do Tesouro): sdo Zero-coupon bonds de curto prazo, com ma-
turidade de no maximo um ano.
2. Treasury Notes (Notas do Tesouro): sao coupon bonds de médio prazo, com maturida-
des entre um e dez anos.
3. Treasury Bonds (Bonus do Tesouro): sdo coupon bonds de médio e longo prazos, com
maturidades maiores do que dez anos. Geralmente, os bonus de maior maturidade sao de

trinta anos.

Além destes trés tipos de titulos, o Tesouro dos Estados Unidos também emite TIPS
(Treasury Inflation-Protected Securities), que sdo coupon bonds protegidos contra a in-
flagdo e com maturidades tipicas de cinco, dez e vinte anos, e STRIPS (Separate Trading
of Registered Interest and Principal Securities), que sdo Zero-coupon bonds criados pela
separacao fisica do principal e do fluxo de caixa dos juros de coupon bonds emitidos previ-
amente, podendo, desta forma, serem negociados separadamente como Zero-coupon bonds
no mercado. Ou seja, esta separacao transforma um coupon bond em n STRIPS de juro
e um STRIP de principal.
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STRIPS sao titulos muito interessantes, pois os STRIPS de juros nos fornecem um
modo facil e efetivo de determinar a ETTJ dos Zero-coupon bonds observada no mercado
(Sack, 2000).

Os modelos considerados neste trabalho nao levam em consideracao o risco de crédito
no problema de precificacao de Zero-coupon bonds. Assim, dadas as hipéteses dos modelos,
obteremos a ETTJ de Zero-coupon bonds que nao apresentam risco de crédito, como

aqueles emitidos pelo Tesouro dos EUA.

No caso do Brasil, o Tesouro brasileiro emitiu, em 2006, um total de R$ 488,2 bilhoes
em titulos no mercado (titulos como LTN - Letra do Tesouro Nacional, LFT - Letra
Financeira do Tesouro, NTN - Notas do Tesouro Nacional, etc.). Em 31 de dezembro de
2006, o estoque total de titulos do Tesouro no mercado era de R$ 1,2 trilhdes (Tesouro
Nacional, 2007).
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2 Modelo de Vasicek e Modelo de
Hull- Whate

2.1 O Modelo de Vasicek

O modelo de Vasicek (Vasicek, 1977) considera que a taxa de juro de curto prazo é

determinada pelo seguinte processo de Ornstein-Uhlenbeck com reversao a média, definido
em um dado espago de probabilidade filtrado (2, F, F;, P):

dry = alf — rdt + odW, (2.1)

onde «a, # e o sdo constantes reais positivas, e (W;);>0 é um movimento Browniano,
isto é, dW, = ¢Vdt, sendo ¢ uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao,

o ~ N(0,1), cuja fun¢ao densidade de probabilidade é dada por:

P,(z) = \/% exp (—%xz), r€R (2.2)

e com funcao distribuicao:

F,(z) = \/% /_; exp (—%SQ) ds, v €R (2.3)

Este modelo é muito interessante do ponto de vista economico, pois modela a taxa de
juro de curto prazo como um processo com reversao a media 6, a taxa «, adicionado a
um ruido aleatério (W), que pode ser interpretado como os sucessivos pequenos choques
(neste caso) advindos da atividade econdmica. Esta caracteristica de reversao a média
da taxa de juro se justifica, pois, quando a taxa de juro aumenta muito, o investimento é
desestimulado, diminuindo desta forma a demanda por empréstimos. Isto faz a taxa de
juro diminuir até o ponto em que se torna atraente tomar dinheiro emprestado novamente,

aumentando a demanda por empréstimos, e assim aumentando a taxa de juro.

Este é um exemplo de um modelo de um fator, pois ha uma tnica fonte de ruido (W;)

influenciando a taxa de juro.
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2.1.1 Resolvendo a EDE do Modelo de Vasicek

Para resolver a equagdao (2.1), comegamos multiplicando-a pela fungiao u(t) = e*.

Assim, podemos escrevé-la como:

e“dr + e ardt = e afdt + e odW, (2.4)

O lado esquerdo desta equacao pode ser escrito como d (e*'r). Para ver isto, basta consi-

derar a fungao g(t,7) := e*r e aplicar o Lema de 1t6 (Teorema 2 do Apéndice A):

(99 09, 10% ., dg
dr = F(r,t)dt + G(r, t)dW

Da equagao (2.1) temos que F'= «(f —r) e G = 0. Portanto:
d (e*'r) = (ae™r + e — 1) + 0)dt + e*'odW

o que resulta em:
d (e®'r) = e*abdt + ¢ odW, (2.5)

Desta forma, podemos escrever (2.4) como (2.5). Agora, integrando (2.5) entre ¢ (o tempo

corrente) e 7' (um tempo futuro), 7' > ¢ > 0, obtemos a solugao desejada:

T
T(T) = €_a(T—t)7‘t + ‘9 (1 - €_a(T_t)) + U/ 6—a(T—S)dWS (26>
t

onde a integral estocastica no lado direito da equacao é considerada no sentido de Ito6.

A esperanga de 7(7T") é dada por:

T
E{r(T)} =e TV, 40 {1- e_o‘(T_t)} +oE {/ e_o‘(T_s)dWs} @)
t 2.7

_ e_a(T_t)’f’t + 0 (1 o e—a(T—t))

pois, E { ftT e‘a(T_S)dWs} = 0, pela propriedade martingale da integral de Ito.
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Ja a variancia de r(7T') é:

V{r(T)} =E{r(T)*} - E{r(T)}’

T 2
_ 6—2a(T—t)O_2E { (/ e—a(T—s)dWS) }
t

T
_ €—2a(T—t)O.2E{/ e—2a(T—s)dS} (2.8)
t

T
_ €—2a(T—t)0_2/ e—2a(T—s)d8
t

2
_ 9 1 —2a(T-1)
= 5% (1 e )

Nestes céalculos, além de utilizarmos a propriedade martingale da integral de It6, também

utilizamos, nestes tltimos passos, a isometria de Itd (Teorema 1 do Apéndice A).

Resumindo, a distribuigao de r(7") é dada pela normal:
2

’["(T) ~ N (e_a(T_t)f,ﬂt + 9 (]_ — 6—06(T—t)) , U_

o (1- 6—2“<T—t>)) (2.9)

Observe que, quando T — oo, a distribuigao de (7)) converge para N <9, %) Além
disto, como r(T") possui distribui¢ao normal, temos que P(r(T) < 0) > 0, o que nao é
uma hipdtese muito realista. Mas, como um dos objetivos principais da modelagem da
Estrutura a Termo da Taxa de Juro é a sua utilizacao para a precificagao de derivativos
de titulos de renda fixa, esta hipdtese nao é muito problemadtica, pois Hull-White (2000)
mostraram que, se considerarmos uma versao estendida do modelo de Vasicek, o erro
na precificacao implicado por esta hipétese nao é significativo. Veremos este modelo

estendido na Segao 2.2.

2.1.2 Determinando a Estrutura a Termo da Taxa de Juro

Determinar a ETTJ no tempo ¢ significa determinarmos o espectro de yields R(t,T')
para maturidades arbitrarias T > ¢ (ou, equivalentemente, determinar o prego de Zero-
coupon bonds P(t,T), o qual nos permite calcular o yield to maturity através da relagao
R(t,T) = =7 In(P(¢,T))). Conforme a Teoria de Precificacao de Titulos Contingentes

apresentada no Apéndice B, sob as hipdteses de que o mercado é completo e livre de
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arbitragem, o preco de um Zero-coupon bond é dado por (B.13)!:

P(t,T) =E9 < exp (— /tTr(s)ds) r(t) =r (2.10)

onde @ ¢é a medida martingale equivalente a P.

Definindo a funcao:
T
h(t,T) ::/ r(s)ds (2.11)
t

e utilizando a seguinte propriedade, que vale quando h(t) for gaussiana (Vieira Neto,

1999):
E {eh0) = ¢ B0 3VH0)

temos que:
P(t,T) = e~ E2{h®)|r(t)=ri}+5V{h(D)|r(t)=r:} (2.12)

Para simplificar a notagao, nos cdlculos a seguir iremos escrever simplesmente E {h(t)} e
V{h(t)} ao invés de E€ {h(t)|r(t) = ri} e VE{h(t)|r(t) = r:}.

LObserve que segundo esta teoria, supondo o market price of risk constante A(t) = \, e escrevendo a
derivada de Radon-Nikodym como:

t t
p(t,\) = exp (—/ AW, — 1/ )\2d3>
0 2 0

temos que a medida de probabilidade martingale equivalente Q é dada por:
dQ = p(t, \)dP.

Agora, aplicando o Teorema de Girsanov, W< = W + Mt é um processo de Wiener em (9, F, Q). Assim,
dW = dW < — \dt. Desta forma, podemos reescrever (2.1) como:

A
dri = a {9 _2 rt} dt + odW2.
(0%

e é considerando esta EDE que o prego de um Zero-coupon bond é dado por:

T
P(t,T) =E< {exp <—/t r(s)ds) r(t) = rt} .

Nesta dissertacao nao consideraremos explicitamente o market price of risk, pois isto nao influenciara no
nosso objetivo principal, que é obter e analisar aproximagoes perturbativas para a ETTJ.
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De (2.6) e (2.11) temos que:

T
h(t,T):/ r(s)ds
tT T T s ,
= / e~ (t)ds + / 0(1—e ) ds+o / / e =AW, ds
t t t t

1— e—a(T—t) T pT )
=0T —1t)+ (r,—0) (#) + a/ / e~ dsd W,
; t s
=0T —t)+ (r: —0)B(t,T) + O'/ B(s',T)dWy
¢

sendo:

Assim, a esperanca de h(t,T) é:
E{r(t,T)} =60(T—t)+ (r. —0)B(t,T)

e a variancia:

V[h(t, T)] = E{h(t,T)*} — E{h(t, T)}’

=o’E { (/tT B(s, T)dWS/>2}
=o’E {/tT B(s, T)st’}

T
202/ B(s',T)%ds'
t
2

- 2%3 [20(T —t) — 4 (1 — e T ) 4 (1 — e 2]

E entdo, de (2.12) obtemos:

Pt,T)= A(t,T)e B
2

A(t, T) = fBUED=T=0)+ 55 (T=)=2B(1.T) 455 (1-e722(70)) (2.13)

1— —a(T—t)
B(t,T) = —¢
[0

o que implica que o yield to maturity R(t,T) é dado por:

R(t,T) = ——— In(P(t,T))

r—=ti (2.14)

_ In(A(t,T)) + In(B(t,T))r,

T—1 T—1

Os resultados (2.13) e (2.14) nos mostram que toda a ETTJ é determinada a partir
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do conhecimento da taxa de juro de curto prazo no momento corrente t, r;, dados os
parametros «, 6 e o, que podem ser estimados a partir de dados histéricos do mercado,
ou calibrados a um conjunto de informagoes observado no tempo corrente. Observe que
o yield to maturity, dado por (2.14), é afim em relacdo a r;2. Na realidade, o modelo de
Vasicek é um caso particular de uma classe maior de modelos da ETTJ, chamados de

modelos afim da estrutura a termo da taza de juro (Duffie, 1996).

Na Figura 2 podemos ver graficamente os pregos iniciais P(0,7") implicados pelo
Modelo de Vasicek para as maturidades T € [0, 30], considerando os parametros o = 1,
0 = 10%, o = 10%, e trés valores para a taxa de juro inicial rg. Na Figura 3, podemos
verificar que a ETTJ, ou yield curve, pode ser crescente (ro = 5%) ou decrescente (rg =
10% e ro = 15%). Na realidade, na vizinhanga de rq = 0, o yield curve pode assumir

algumas formas razoavelmente complexas, conforme podemos verificar na Figura 4.

E interessante, para obtermos alguma intuicao sobre o modelo, compararmos a evolugao
do prego P(t,T) e do yield R(t,T) de um Zero-coupon bond de maturidade 7" no periodo
t € [0, 7], dados pelo Modelo Classico (taxa de juro deterministica) e pelo Modelo de Va-
sicek (taxa de juro estocdstica). Fazemos isto considerando os parametros utilizados nos
exemplos acima e, além disto, ro = 9.2% (Vasicek), r, = ro (Classico), T' = 30. Na Figura
5 podemos verificar que o Modelo de Vasicek fornece um prego menor do que o Modelo
Classico para um Zero-coupon bond com maturidade de 7" = 30, durante todo o periodo
t € 10,T), sendo que ambos convergem para 1 em 7. A justificativa economica para isto
é que a grande maioria dos investidores s@o avessos ao risco. Assim, para comprar um
titulo com retorno incerto, eles s6 o fazem se o seu preco for menor do que o de um titulo
livre de risco (modelado pelo Modelo Classico), ou, equivalentemente, se o seu yield for

maior (ver Figura 6).

2Uma funcdo g : R — R é dita afim se existem constantes a e b tal que, Vz, g(x) = a + bx.
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Figura 2: ETTJ Inicial - Prego de Zero-Coupon Bonds
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Figura 3: ETTJ Inicial - Yield to Maturities

2.2 0O Modelo de Hull-White

Um dos grandes problemas do modelo de Vasicek é que a ETTJ inicial, gerada endo-

genamente pelo modelo, geralmente nao confere com aquela observada no mercado, o que



36

o
N
o
~

e
[N

e
o
©
©
)

R(0,T) 7
0, 096 x

0, 094 —
0 092 = T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
15 20 25 30
T
r(0)=10%
r(0)=9, 2% r(0)=10, 2%
r(0)=9, 4%
r(0)=9, 6%
r(0)=9, 8%

Figura 4: ETTJ Inicial - Yield Curve na vizinhanca de 8 = 10%
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Vaci cek: r(t) estocastico
Classico: r(t) constante

Figura 5: Comparacao entre Modelo Clédssico e Modelo de Vasicek - P(t, 30)

acaba gerando erros significativos na precificacao de derivativos de titulos de renda fixa, e
consequentemente limitando o seu uso para este fim: Hull (1998) observa que um erro de
1% no preco de um titulo implica em um erro de 25% no preco de uma opc¢ao. Entao, com
o intuito de resolver este problema, Hull-White (2000) generalizaram o modelo de Vasicek,

permitindo que os coeficientes da EDE (2.1) fossem fungoes deterministicas do tempo:
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Figura 6: Comparacao entre Modelo Cléssico e Modelo de Vasicek - R(t, 30)

dr, = a()[0(t) — r]dt + o(t)dW; (2.15)

Este modelo é conhecido como Modelo de Vasicek Estendido (ou Modelo de Hull-White)
e, além de permitir o ajuste & ETTJ inicial (considerando-se apenas 6(t) dependente do
tempo), ele pode ser calibrado de forma a se ajustar a Estrutura a Termo da Volatilidade
da Taxa de Juro (ETVTJ) e a Estrutura a Termo da Volatilidade da Taxa de Juro Futura
(ETVTJF) correntes - considerando os outros coeficientes dependentes do tempo. Na
proxima se¢ao vamos considerar apenas o ajuste a ETTJ, referenciando o trabalho de

Hull-White (2000) para os outros dois casos.

Para resolver (2.15), consideramos o ”fator integrante” u(t) = f(f a(s)ds e procedemos

da mesma maneira que na se¢ao anterior. Desta forma, a solucao é dada por:

r(T) = &(t, T)ry +/t a(s)8(s)&(s, T)ds +/t o(s)é(s, T)dWs

§(6,7) = e I e

(2.16)

Neste caso, r(T') possui distribuicao:
T T
r(T) ~N (f(t,T)rt +/ f(s,T)a(s)@(s)ds,/ f(s,T)Qa(s)zds) (2.17)

Definindo h(t,T) como em (2.11), e considerando (2.16), a sua esperanga e variancia
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sio dadas por
EM@JU}:nBﬂuT%bl?MQWQBW&TMs
V{h(t, T)} = /t U (8B (4. T)ds (2.18)

BWLTM:A‘ﬂuQ%

Assim, o preco de um Zero-coupon bond de maturidade 7', no instante ¢, é obtido a

partir de (2.12) e (2.18), resultando em:

Pt,T)= A*(t,T)e B T

% S —a(s)8(s)B* (8, T)+10(s)2 B*(5,T)?]ds
A, T) = ek | ? ] (2.19)

’ T Nao!
B(t.T) :=/ E(t, s)ds, E(t,T)=e Je a(sDds
t

E fécil verificar que, se considerarmos a(t) = «, 0(t) = 0 ¢ o(t) = o, (2.19) se reduz A

solugao do Modelo de Vasicek (2.13), conforme esperado.

2.2.1 Ajuste a ETTJ Inicial

Para calibrarmos o modelo de Hull-White com a ETTJ inicial observada no mercado,

basta considerarmos o seguinte caso particular de (2.15):
dry = a[f(t) — ry|dt + odW,; (2.20)

Entao, seguindo Lund (1998), vamos determinar analiticamente a forma de 6(t), que nos
garantira que:
PO, T)=d(T), T €[0,T7]

onde d(T) é a fungao desconto correspondente a ETTJ observada no mercado, e T* ¢ a

maturidade méxima.

Para tanto, a fim de simplificar os cdlculos, vamos escrever a solucao de (2.20):

r(T)=&(t, T)ry + oz/t 0(s)é(s, T)ds + a/t E(s, T)dW,
E(t,T) = e oD

CO1mo:

(T = #(T) + x(T) (2.21)
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onde 7(7T') é a esperanga de r(7T):
T
7(T)=¢&(t,T)r + a/ 0(s)&(s, T)ds (2.22)
t
ex(T) = aftTf(s, T)dW; é solugao da seguinte EDE:

dl’t = —Oél'tdt + O'th (2 23)

ZL’QZO

Feitas estas observagoes, o preco de um Zero-coupon bond de maturidade T" pode ser

escrito como:

r(t) = rt}
(2.24)

sendo:

o2 _ e—2a(T—t) —4(1 = 6—a(T—t)
202 2
1— —a(T—t)
B, T)=—°
(%

A esperanca matemédtica na terceira linha de (2.24) foi calculada da mesma forma que

nos casos anteriores.

Para calibrar o modelo, observe que:

d(T) = P(0,T) = exp (- /0 ' r(s)ds) exp (A(0,T))

pois £(0) = 0. Aplicando o logaritmo nos dois lados desta equacao, obtemos:

Ind(T) =— /T 7(s)ds + A(0,T)
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e agora derivando em relacao a 1"

dind(T)  d[) 7(s)ds L dAQ.T)

dT ar dT

chegamos a seguinte expressao:
1
F(T) = f(0,T) + 5a2B(o,T)2 (2.25)

onde utilizamos que a taxa de juro futura instantanea em 7', (0, T"), observada no instante

t =0, é dada por f(0,7) = —dhzgp(T), conforme (1.8). Agora, derivando (2.22) em relagao

a T?, obtemos:

dr —aT g —a(T—s)
— =af(T)—ale®r(T)+a | 6O(s)e ds
T ;

ou seja:

g7
ab(T) = aF(T) + d—; (2.26)
Derivando (2.25) em rela¢do a T e substituindo em (2.26):
() = af(0,T) + ac2(0,1)2 + LOD) | p2po, 1y@BOD)
20 - dr dr (2.27)
=af.1)+ PO 4 o)
onde:
8(T) = %aa2B(0, TV + 62B(0, T) dBc(l?[? T) .
) :
_ g_a (1—e27) =V, {r(T)}
por (2.8). Desta forma, definindo 6(t) como:
B 1df(0,t) 1
6(t) = f(0,¢) + T EVO {r(t)} (2.29)

calibramos o Modelo de Hull-White & Estrutura a Termo da Taxa de Juro inicial observada

no mercado.

30bserve que nos calculos desta secdo estamos considerando o tempo inicial ¢t = 0.
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2.2.1.1 Um Exemplo de Ajuste a ETTJ Inicial

Considere que a ETTJ inicial ajustada aos dados observados no mercado seja dada
por:
P(0,T)=d(T) = e T (2.30)

Isto implica que a taxa de juro futuro intantanea f(0,7) é constante, e igual a:
f(ov T) =To

e portanto, a sua derivada é nula. Assim, por (2.29):
2

6(t) = 1o+ 5— (1= ™) (2.31)

Nesta se¢ao vamos mostrar que substituindo (2.31) em (2.24), obteremos a ETTJ inicial,
dada por (2.30). Assim, de (2.24) temos que:

P(0,T) = exp (- /0 " r(s)ds + A(O,T))

. R (2.32)
= exp <—/ T(s)ds + —02/ B(s,T)zds)
0 2 Jo
e de (2.22) e (2.31), que:
7(s) = e *ro + oze_as/ e'0(s")ds'
0
as — 1 2 5 ’ ’
=e *rg+ae” ™ {To (e ) + U—/ e’ <1 — e 208 ) ds’}
« 2a
Ll ?
=rot 30" |4
1
=1rp+ 5023(0, s)?
Entao, substituindo este resultado em (2.32), obtemos a ETTJ inicial:
1, (" 2 1, (" 2
P, T)=exp | —r¢T — =0 B(0,s)%ds + =0 B(s,T)*ds
2 Jo 2 Jo (2.33)
= e 7T,

pois fOT B(0, 5)%ds = fOT B(s,T)%ds.



42

2.2.2 Resolvendo o Modelo de Hull-White via EDP

Aplicando o Teorema de Feynman-Kac (C.13) a formulagao probabilistica do modelo

de Hull-White: -
P(t,T) =E° {exp (-/t T(S)ds) r(t) = ”} (2.34)

d’f’t = Oé(t) [e(t) — Tt]dt + U(t)th
obtemos que a solucao P(¢,T) de (2.34) também é solugdo do seguinte problema do

Cauchy:

oP oP 1 0P
o N b Z . _,pP=
S T a0 — 5+ St S —rP =0 -

P(T,T)=1, VreR

Supondo que a solucdo desta EDP é da forma P(t,T) = e~ B &1+ 1) temos que:

oprP
E = [—B*/T’ + C*/]P
oP
o _pp
or
0*P
—— = B*?p
or?
Neste caso, a solu¢ao terminal P(7,7) = 1 é valida se, e somente se, B*(T,T) =

C*(T,T) = 0. Substituindo estes resultados em (2.35), obtemos:

(=B* + a(t)B* — 1)r + C*' — a(t)8(t) B* + %o—(th*? pP=0

Como P(t,T) nao é identicamente nula, temos que:

(=B + a(t)B* — 1)r = —C* + a()0(t) B* — %a(t)QB*z

e, como a solucao deve valer para todo r:

~_B"+a()B —1=0, B*T,T)=0
_ "+ a(0)8(t) B — %a(t)2B*2 —0, CYT,T) =0

A solugao deste sistema de EDQO’s é dada por:

B*(t7T) = /Tﬁ(t, S)ds, £(t7 T) =e ftT a(s)ds
T . (2.36)
et :/t [_O‘(S)H(S)B*(S’T) + 50(s)B" (s, 7| ds

4#'(-) denota a derivada da fungdo em relagio ao tempo.
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Definindo A*(¢,T) := e“" ) podemos escrever a solucdo de (2.35) como:

Pt,T) = A*(t,T)e B ¢1
* _ J, |ma(9)0(s)B* (s,T)+3 Lo(s)2B*(s,T)?|ds
AT) = el T ! (2.37)

B*(taT) = / f(t, S)dS, g(t’T) = e_ftTo‘(s)dS

o que confirma a solucao (2.19), obtida na Secao 2.2 diretamente através do célculo da

esperanca condicional (2.34).

2.2.3 Obtendo uma Aproximacao Perturbativa para o Modelo
de Hull-White

Agora vamos obter uma aproximacao perturbativa para o Modelo de Hull-White,

considerando que a volatilidade da taxa de juro de curto prazo é muito pequena, ou seja:
dry = a(t)[0(t) — r¢|dt + co(t)dW; (2.38)

onde 0 < € << 1. Nesta segao seguimos Tourrucoo (2004) e Tourrucoo et al. (2007), mas
aqui aplicamos o método no modelo de Hull-White conforme encontrado na literatura de
financas, e nao no modelo de Black-Karasinski generalizado, que foi tratado pelos autores

supra-citados.

Relembrando da esperanca de ry, dada em (2.17), temos que:

F(t) = E{r(t)} = £(0, t)r /gst 0(s)ds

(2.39)
E(s,t) = e reld
Agora, vamos definir uma nova varidvel de estado Y (t), pela seguinte expressao®:
r(t) = 7(t) + £()Y (¢) (2.40)

Proposicao 1 - Y () é martingal.

Demonstragao: Tomando o diferencial da expressao (2.40), temos que:

dr(t) = dr(t) + £(t)dY () + Y (t)dE(t)
= a(t)[0(t) —riJdt +£(@)dY (t) — a(t)E@)Y (1)t

onde consideramos que dri(t) = «(t)[0(t) — r]dt, por (2.38), e derivamos £(t) em relagao

®Aqui, vamos considerar £(t) := £(0,1).
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a t. Agora, por (2.40), temos que 7(t) = r(t) — £(¢)Y (t), e portanto:
dr(t) = a(t)[0(t) — rydt + £(t)dY (t) (2.41)
Mas, (2.41) precisa coincidir com (2.38), e assim:

dY(t) = 5%&%

Como no tempo inicial t = 0 temos que r(0) = 7(0), pois a taxa inicial é conhecida com

certeza, entao Y (0) = 0. Assim:
£(t) (2.42)

e portanto, Y (¢) é martingal. [J

Considerando (2.40), podemos reescrever o problema de precificacdo de um Zero-
coupon bond como:

Pt T) = B9 { (- [ o) o = }
_go {exp (- [ 50+ corinas)
_ o I oo {exp <_ / Tg(s)Y(s)ds)
_ Pt T)ER { (- [ comtns) v - }

P(t,T) = e B0} — exp (—rtB*(t,T) - /Toz(s)e(s)B*(s, T)ds) (2.44)

onde, levando em conta (2.18), P(t,T) é dado por:

Falta ainda determinar:

I(t,y; T) = E° {exp <— /tTﬁ(S)Y(S)dS)

Y(t) = y}

onde Y (t) segue (2.42). Aplicando o Teorema de Feynman-Kac (C.13), temos que I(¢,y; T)
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é solucao do problema de Cauchy:
ol 1e20(t)? 0%1
O gy AET
ot 2 &(t)* Oy (2.45)
I(T,y;T)=1, VyeR

Agora vamos aproximar a solucao do problema de Cauchy acima, utilizando o Método

de Perturbagao Regular. Assim, supomos a solugao I(¢,y;T) da forma:

N
I(t,y; T) ~ Y " T (t,y;T), € L0 (2.46)
n=0

onde N é um inteiro positivo. Observe que nao estamos supondo que o somatério con-
verge para N — o0o. Substituindo (2.46) em (2.45), obtemos os seguintes sub-problemas

envolvendo apenas EDQO’s:
I —ye)I® =0, em [0,T) xR
O(1): (2.47)
IONT,y:T)=1, YyeR

wl=

eparan=1,...,

It(2n) . yé_(t)[(Qn) — f(2’n—2)’ em [O’ T) X R
. (2.48)
10Ty, T) =0, VyeR

onde:

o7y = -L0 p 20

Os sub-problemas de ordem impar possuem solucoes identicamente nulas.

A soluc@o do termo dominante (2.47) da expansao (2.46) é dada por:

1Ot 4, T) = e VB 1) (2.50)

e a das corregoes de ordem superior O(e?), n =1,..., %, por:

T £(2n-2) .7
1(2")(t,y;T)=—1(0)(t,y;T)/ S ey T)

d 2.51
. 10(s,y,T) (2:51)

Desta forma, uma aproximacao perturbativa para o preco de um Zero-coupon bond
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de maturidade 7', considerando corregoes de até ordem N, é dado por:

N/2
P(t,T)~P(t,T) | > I (t,0;T) |, e 10 (2.52)

n=0

A aproximacao de interesse é quando y = 0, pois no tempo corrente ¢, r(t) = 7(t). Além
disto, podemos considerar, s.p.g., ¢ = 1 na aproximagao (2.52), desde que nao esquecamos

de que, neste caso, precisamos ter 0 < o(t) << 1.

2.2.3.1 Aproximacgao Perturbativa para o Modelo de Vasicek

Como exemplo, abaixo apresentamos uma aproximacao perturbativa para o Modelo

de Vasicek, até a correcao de quarta ordem:
P(t,T) =~ PW(t,T) = Pt,T) (190, T)+ I?(,0;T) + I (t,0; 7))
P(t,T) = e~ BEDHOBET)~(T-0)]

19t T) = 200

02 X (2.53)
IOty T) = =19,y T) ( (T —t) = 2B(t,T) + — (1 — e~ 2T
.y T) = 5517y T) (T =) (,>+2a( € )
T (2)(5 :T)
D4 0T = 1Oy [ LT,
( 7y7 ) ( 7y7 ) ’ [(0) (S, y’ T) S

E importante salientar que esta aproximagao s6 vale para o pequeno. Observe também
que:
109t0;T) =1

Nas Figuras 7 a 12 apresentamos graficos onde podemos avaliar a precisao da apro-
ximagcao perturbativa obtida em relagao a solugao exata fornecida pelo modelo de Vasicek
(2.13), considerando os parametros o = 1, = 10%, 0 = 1% e r(0) = 2%. Nas Figuras
7 a 9 analisamos a aproximacao da curva de descontos inicial, constando dos precos de
Zero-coupon bonds P(0,T) para as maturidades T' € [0, 30], enquanto que, nas Figuras 10
a 12, tratamos da aproximacao do prego de um Zero-coupon bond de maturidade T = 30,
P(t,30), no intervalo ¢ € [0, 30].

Analisando caso a caso, na Figura 7 podemos perceber que a aproximacao perturbativa
reproduz fielmente a curva de descontos inicial. Na Figura 8 apresentamos o erro absoluto
das aproximagoes de ordem n = 0,2, 4, E(0,T) := |[P™(0,T)— P(0, T)|, onde observamos
que, na medida em que acrescentamos corregoes, o erro absoluto diminui uniformemente.

Ja na Figura 9 verificamos a magnitude das correcoes. Nas Figuras 10 a 12 apresentamos
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os mesmos resultados, mas agora para P(t, 30).

Na Figura 13 podemos confirmar a ordem dos erros da expansao. Para a aproximagcao
de ordem dominante O(1) temos que a inclinacao da reta é igual a 2 (ou seja, F(0,7T)
0?), o que confirma o esperado. Para a aproximacao considerando até a correcao de O(g?),
novamente confirmamos que E(0,T) « o?. J& para a aproximagao de O(g*), temos que
E(0,T) o o°.

Na Figura 14 apresentamos a superficie do erro absoluto de P™W(¢,T), para T €
[0,30] e o € [0,0.1], onde podemos verificar que, na medida em que a maturidade 7" e
a volatilidade ¢ aumentam, o erro também aumenta, chegando a um maximo da ordem
de 1075, Na Figura 15 trocamos a volatilidade do grafico anterior pelo parametro o,
onde verificamos que o erro aumenta quando « se aproxima de zero e quando 7" aumenta,
chegando & ordem de 107%. Nas Figuras 16 e 17 também podemos ver que o erro aumenta,
quando 6 e r(0) se aproximam de zero e quando 7" aumenta, mas neste caso ele nao chega

a ser significativo, pois o pior caso é da ordem de 10710,

1:\
0,84 %
0, 6 \"\,
P( 01 T) I &>

0, 4: ooo
0, 2+ Seo

1 ~¢o°°°°‘~

- "\oeoooOC\)c%

T T T T T T T T T T T T T Ill5l T T T T T T T T T T T T I3I0
T
<> Sol ucao Exata: P(0,T)

Apr oxi macao de Ordem 0: P_0(O, T)
Apr oxi macao de Ordem 2: P_2(0,T)
Apr oxi macao de Ordem 4: P_4(0,T)

Figura 7: Aproximacao perturbativa da ETTJ inicial - P(0,7T")
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Figura 8: Erro absoluto da aproximagao perturbativa de P(0,7")
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Correcao de Ordem 0: P_0(0,T)
Correcao de Ordem 2: P_0(0,T)*1_2(0,T)
Correcao de Ordem 4: P_0(0,T)*1_4(0,T)

Figura 9: Magnitude das corregoes da aproximagao perturbativa de P(0,7)
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Aproxi macao de Ordem 0: P_0(t, 30)
Apr oxi macao de Ordem 2: P_2(t, 30)
Apr oxi macao de Ordem 4: P_4(t, 30)
Figura 10: Aproximacao perturbativa de P(t,30)
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Figura 11: Erro absoluto da aproximagao perturbativa de P(t, 30)
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Figura 14: Erro absoluto versus o e T'
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Figura 15: Erro absoluto versus a e T (r(0) = 2%, 0 = 10%)
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3 Modelo de Hull- White com
Volatilidade Estocastica

Neste capitulo vamos considerar o Modelo de Hull-White tratado no capitulo anterior,
mas com uma diferenca: agora consideraremos um modelo de dois fatores, no qual, além
da taxa de juro de curto prazo, a sua volatilidade também ¢é estocastica. O nosso objetivo
é encontrar aproximacoes perturbativas para a ETTJ e verificar qual é o impacto de se

considerar uma volatilidade incerta no preco e no yield de Zero-coupon bonds.

Uma das principais motivacoes para o estudo de modelos de dois fatores para a ETTJ
se encontra na seguinte limitacao dos modelos de um fator: eles implicam em uma perfeita
correlagao entre os retornos dos titulos de todas as maturidades, o que nao é observado
empiricamente. Além disto, ao considerarmos que a volatilidade é regida por este segundo
fator, o modelo estd levando em consideragao os niveis correntes das duas principais
variaveis que explicam os movimentos da ETTJ, que sao a taxa de juros de curto prazo
e a sua volatilidade (Longstaff & Schwartz, 1992). Finalmente, modelos de dois fatores
podem facilitar a calibragem a ETTJ iniciais pouco usuais, e também nao implicam, no

geral, que o modelo seja afim (Cotton et al., 2004).

3.1 Modelo A

Inicialmente vamos considerar o seguinte modelo de dois fatores, onde a volatilidade
segue um movimento Browniano geométrico com o drift nulo:
dry = a(t)[0(t) — r]dt + o dW}
doy = Bo,(pdW} + /1 — p2dW}?) (3.1)
E{dW}dW?} =0

Observe que, se p = 1 ou p = —1, a taxa de juro de curto prazo r; e a sua volatilidade o, sao

perfeitamente correlacionados, enquanto que, se p = 0, r; e oy nao apresentam nenhuma
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correlagao, pois (W}) e (W2) sao dois movimentos Brownianos independentes. Para
|p| < 1, podemos ter graus variados de correlagao entre r; e ;. Tipicamente esperamos
que, quando p > 0, a volatilidade aumenta, o que tende a diminuir o prego dos titulos,

aumentando o seu yield (Cotton et al., 2004), acontecendo o contrario para p < 0.

3.1.1 Obtendo uma Aproximacao Perturbativa

Com o objetivo de obter uma aproximacao perturbativa para a ETTJ implicada por
(3.1), vamos considerar volatilidades pequenas. Assim, introduzindo 0 < & << 1, reescre-

vemos (3.1) como:
dry = a(t)[0(t) — r/]dt + co,dW}

do, = efoy(pdW} 4+ /1 — p2dW}) (3.2)
E{dW}'dW?} =0

A partir de agora vamos considerar o caso em que r(t) e o(t) nao sao correlacionados,

isto é, p = 0. Assim, o problema pode ser reescrito como:

th = O[(t)[@(t) — Tt]dt + 8atth1
do; = eBo dW}? (3.3)
E{dW}'dW?} =0

Neste caso podemos utilizar o mesmo argumento da Se¢ao 2.5 para simplificar o

problema. Entdo, definindo a nova variavel de estado Y'(t) por:
r(t) =7(t) + Y (¢)

transformamos (3.3) em:

_ a(t) 1
dY(t) = 5%th

do, = BodW? (3-4)
E{dW}dW}} =0
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O preco de um Zero-coupon bond de maturidade T, p(t, T), é dado por (B.14):

P(t,T) = E° {exp (- /tTr(s,as)ds) r(t) =1, oft) = a}

=E° {eXp (— /tT () +&£(s)Y (s, 04)] dS)

Y(t)=vy, o(t) = a}

(35)
e S s {exp( / ()Y (s as)ds) Yt) =y, a(t):a}
— P(t, T)E {exp( / £(5)Y (s, 0)d ) V() =, a(t):a}
onde, por (2.44)
Pt = o0 (~r 1)~ [ als)0(6) (5. ) (3.5

Ainda precisamos calcular:

I(t,y,0;T) := E° {eXp (— /tTf(& US)Y(S)dS)

considerando (3.4). Aplicando o Teorema de Feynman-Kac (C.18), temos que I(t,y, o;T)

Y(t)=y, o(t) = 0}

é solucao do problema de Cauchy:
oI - 1202921 1 21
N=— 292 2
a0 w0 26020y 2777 02 (3.7)
](T,y,a;T)zl, Vy € R, 0 ¢ RT

Agora vamos encontrar uma solucao aproximada para I (t,y,o;T). Suponha:

N
I(t,y,0:T) ~ Y " I"(t,y,0;T), £ | 0 (3.8)
n=0
onde N é um inteiro positivo. Substituindo (3.8) em (3.7), obtemos os seguintes sub-

problemas:
O —ye)I® =0, em [0,T) xR
O): (3.9)
f(o)(T,y,a;T)zl, VyeR, o e RT
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eparanzl,...,%:

5 yeien = oD, e [0.7) x R
O(e2) - (3.10)
f(O)(T’y’g;T) =0, VyeR, c e Rt
onde: 1 52 g2jen-2 1 92]n-2)
SRR o 30T e (&1

Os sub-problemas de ordem impar possuem solugoes identicamente nulas. Observe que

fE 2 (t,y,0:T) =

o que diferencia f(-) (3.11) de f(-) (2.49), é o segundo termo adicional, envolvendo 3,
parametro relacionado a EDE que rege a volatilidade estocastica, e uma derivada parcial
de segunda ordem em relagao a volatilidade, o. Se considerarmos 3 = 0, recuperamos a

aproximacao perturbativa para o Modelo de Hull-White com volatilidade deterministica
(2.46)-(2.49).

A solugao do termo dominante (3.9) da expansao (3.8) confere com a do Modelo de

HW com volatilidade deterministica (2.50):

IO, y;T) = 1O(t,y;T) = e ¥# 1) (3.12)

N
2

As corregoes de ordem superior O(e?"), n =1,..., % sao dadas por:

X T A(2n—2)(8 y O"T)
1ty T) = =19, y; T / / D2 3.13
( ’y7a7 ) ( ’y7 ) . I(O)(S, y’T) S ( )
Para a correcao de segunda ordem, temos que:
5 1 o2 9210
©) (¢ TY= fO (4 yT)= — =~ 2~
pois %ngi) = a;i (20) = 0. Isto implica que:
I9(t,y,0;T) = 1P(t,y,0;T) (3.14)

onde consideramos Y (t) = y e o(t) = o, no tempo corrente t. Novamente percebemos

que esta correcao a igual a do modelo com volatilidade deterministica.

A volatilidade estocastica comeca a influenciar a ETTJ apenas da correcao de quarta

ordem em diante.
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Assim, a aproximacao perturbativa para o preco do Zero-coupon bond é dada por:

N/2
P(t,T) ~ P(t,T) | IV(t,0;T) + 21 (t,0,05T) + > e I®(t,0,0:T) | , £ 1 0
n=2

(3.15)
Novamente, aqui a aproximagao de interesse é quando y = 0, pois no tempo corrente t,
r(t) = 7(t). Além disto, podemos considerar, s.p.g., ¢ = 1 na aproximacao (3.15), desde

que 0 < o, 0 << 1.

3.1.2 Modelo de Vasicek com Volatilidade Estocastica

Como caso particular, nesta segdo vamos considerar o Modelo de Vasicek (parametros
constantes) com volatilidade estocastica. Abaixo apresentamos a aproximagao perturba-

tiva de quarta ordem para este caso:

~

P(t,T) ~ PY(t,T) = P(t,T) (I(O)(t,O;T) IO 0,0;T) + f(4>(t,0,a;T)>
P(t,T) —_ e_rtB(t,T)-i-e[B(t,T)_(T_t)}

70 ty; T — e yBET)
(4 7) (3.16)

2
1

ag

202 o
T f@(s,y,0:7)

10 (s,y;T)

(1= )

ID(t,y,05T) = —I(O)(t,y;T)/ ds
t
E importante salientar que, neste caso, esta aproximacao sé vale para ¢ e 3 pequenos.
Observe também que:
19@0,7)=1

A seguir apresentamos alguns graficos ilustrando os resultados obtidos. Neste caso,
como nao temos a solugao exata, calculamos uma correcao adicional para analisar a mag-
nitude das correcoes:

) P
1O, y,0:T) = — 1O, / fO(s,y,0;
(t,y,0;T) v | o g1
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Das Figuras 18 a 23, consideramos os seguintes parametros:

a=1
0 =10%
oo = 10%
ro = 2%
=02

Na Figura 18 podemos verificar que a ETTJ inicial gerada pelo modelo com vola-
tilidade estocastica é maior do que a gerada pelo modelo com volatilidade constante,
considerando a aproximacao perturbativa até a correcao de quarta ordem em ambos os
casos. Na Figura 19 constatamos que a magnitude das correcio até O(g%) do modelo com
volatilidade estocastica é decrescente em relagao a ordem. Na Figura 20, podemos confir-
mar que o yield curve do modelo com volatilidade estocastica é de menor magnitude do
que o com volatilidade deterministica, o que é parecido, qualitativamente, com os resul-
tados obtidos por Cotton et al. (2004) para o caso em que 0 processo estocastico seguido
pela volatilidade é um processo de O-U com rapida reversao a média. Observe que, no
nosso caso, ao considerarmos apenas o termo difusivo na EDE regendo a volatilidade, o
efeito desta no yield é mais intenso quanto maior é a maturidade 7. Nas Figura 21, 22
e 23 podemos verificar os mesmos resultado para um Zero-coupon bond com maturidade
T = 30.

Nas Figuras 24, 25 e 26 podemos ver varias formas de yield curves considerando

ro = 9.5% (< 0), 1o = 10% (= 0) e ro = 10.5% (> ), respectivamente.

Na Figura 27 consideramos a magnitude das corregoes até sexta ordem, em funcao
do parameto (3, para um Zero-coupon bond com maturidade T" = 30, em t = 0, e com
os outros parametros iguais aos dos graficos anteriores. Neste grafico observamos que
até 0 ~ 0.26 a magnitude das corregoes é decrescente como fungao da correcao, e para
G > 0.26, o comportamento é invertido, com a magnitude aumentando com a ordem da
correcao, o que confirma a validade da aproximacao perturbativa apenas para valores

pequenos de [3.

Embora nao seja matematicamente valido, se tivéssemos considerado a mesma simpli-
ficacao e os mesmos calculos acima, considerando o indice de correlagao p # 0, o modelo
ainda reproduziria o efeito, constatado empiricamente, de que para p > 0 o prego do
Zero-coupon bond cairia, em relagdo a p = 0, e para p < 0 o preco subiria, conforme

podemos constatar na Figura 28.
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Figura 18: Aproximacio perturbativa até O(e*) da ETTJ inicial - P(0,T)

Correcao de Ordem0: P_0(0,T)

Correcao de Ordem 2: P_0(0,T)*I_2(0,T)
Correcao de Ordem 4: P_0(0,T)*I_4(0,T)
Correcao de Ordem 6: P_0(0,T)*I_6(0,T)

Figura 19: Magnitude das correcoes da aproximacao perturbativa de P (0,7)
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Figura 21: Aproximacio perturbativa até O(e*) de P(t, 30)
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Correcao de Ordem 0: P_0O(t, 30)

Correcao de Ordem 2: P_0(t,30)*I_2(t, 30)
Correcao de Ordem 4: P_0(t,30)*I_4(t, 30)
Correcao de Ordem 6: P_0(t,30)*I_6(t, 30)

Figura 22: Magnitude das correcoes da aproximagao perturbativa de p(t, 30)
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Figura 23: Aproximacio perturbativa até O(e*) de R(t, 30)
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Figura 24: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - R(0,T) (ro = 9.5%)
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Figura 25: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - R(0,T) (ro = 0 = 10%)
3.1.2.1 Validagao da Aproximacao Perturbativa via Monte-Carlo

Nesta secao apresentamos algumas evidéncias parciais para a validacao da apro-
ximagao perturbativa encontrada na secao anterior. Utilizamos para tanto simulagoes
de Monte Carlo (MC), considerando a técnica de varidveis antitéticas (Hull (1998), Duffie
(1996)). Para a simula¢ao numérica da EDE (3.3), considerando os coeficientes constantes

e € = 1, utilizamos o Método de Euler-Maruyama (Higham, 2001):
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Figura 26: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - R(0,T) (ro = 10.5%)
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Figura 27: Magnitude das correcoes da aproximagao perturbativa de f’(O, 30) versus (3
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\

Ttitq
_ 2./

Otizr = ﬁo_tigp dt

Tto =To, Uto = 0o

i=0,1,...,N—1

=Ty + Oé[@ — ’f’ti]dt + O'ti301\/a

(3.17)

onde ' ~ N(0,1) e ¢* ~ N(0,1) sao independentes, dt = &, t; = idt, i = 0,1,..., N,

e N é um inteiro positivo finito. Realizamos M realizagoes deste processo, obtendo a

seguinte aproximacao para o preco de um Zero-coupon bond de maturidade T, em t = 0,
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Figura 28: Efeito do fndice de correlagio p na ETTJ: PW(0,T; p) — PW(0,T;p = 0)

na realizacao j:

(3.18)

E portanto, a aproximacao de Monte Carlo para o preco do Zero-coupon bond sera:

M
o 1 ~ s
Puc(0,T) = - > Po(0.7)

=1

(3.19)

No método de variaveis antitéticas, que é um método de reducao de variancia que

melhora a convergéncia da aproximacao, primeiro calculamos a aproximacao acima, cha-

mando o resultado de:

Pc(0,7)

e em seguida trocamos os sinais das varidveis aleatérias &' e €2 e calculamos uma outra
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estimativa, a qual chamamos de:
P 1\2/1 0(07 T)
Por fim, a aproximacao final sera dada pela média aritmética:

PLe(0,T) + P (0,T)

Prc(0,T) = 5 (3.20)
o que implica que o yield aproximado sera dado por:
A In(Plo(0,T
ae(0,7) = — MFarc(0. D)) (3.21)

T

Nas Figuras 29, 30 e 31 apresentamos o resultado destas simulagoes para os pontos T' =
1, 5, 10, 15, 20, 25, 30, onde verificamos a concordancia com os resultados apresentados

anteriormente nas Figuras 24, 25 e 26, respectivamente.

Da Tabela 1 a 6 apresentamos os valores numéricos para estas simulagao, comparando
o preco e o yield resultantes da aproximacao de MC - Puyc e Rye - com os dados pelo
Modelo de Vasicek (Volatilidade Constante) - Pyags e Ry as - € pelo Método Perturbativo
(Volatilidade Estocastica) - JSPER e Ji’pER. Podemos verificar, entao, que a ordem de
grandeza da distancia entre Pyc (fZMC) e Pppg (}A%pER) é, em média, uma ordem de

grandeza inferior do que a distancia entre Prrr (EPER) e Pyas (Ryas)-

R_4(0, T)0, 094

0, 09

Lt Tt

0,l+——F—TFT—TFTT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
10 15 20 25 30

(=}

Vol atilidade Constante
Vol atilidade Estocastica - Aproximcao Perturbativa

<> Vol ati | i dade Estocastica - Mnte Carlo

Figura 29: Comparagao entre a Aproximagao Perturbativa vs. Aproximacao por MC:
o = 95%
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Figura 30: Comparagao entre a Aproximagao Perturbativa vs. Aproximacao por MC:

o = 10%

R 4(0, T)O,

o

, 092

i
o
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Vol ati | i dade

Vol ati | i dade

Const ante

Estocastica -

Estocastica -

Aproxi macao Perturbativa
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Figura 31: Comparagao entre a Aproximagao Perturbativa vs. Aproximacao por MC:

o = 105%



Tabela 1: Comparacgao entre PMC, JSPER e Pyag - 19 =9.5%

T | Pyas Pppr Pye | Pper — Pvas | Puc — Pper
110,90846 | 0,90847 | 0,90846 9E-06 1E-05
51 0,62035 | 0,62117 | 0,62103 SE-04 1E-04

10 | 0,38578 | 0,38849 | 0,38802 3E-03 5E-04

151 0,23991 | 0,24401 | 0,24344 4E-03 6E-04

20 | 0,14920 | 0,15385 | 0,15360 oE-03 3E-04

251 0,09278 | 0,09733 | 0,09766 oE-03 -3E-04

30 1 0,05770 | 0,06175 | 0,06275 4E-03 -1E-03

Tabela 2: Comparacao entre Ryc, Rppg € Ryas - 1o = 9.5%

T | Ryas | Rper Rye | Rper — Rvas | Ryc — Rper
11 0,09600 | 0,09599 | 0,09600 -1E-05 -1E-05
51 0,09549 | 0,09523 | 0,09528 -3E-04 -5E-05

10 | 0,09525 | 0,09455 | 0,09467 -TE-04 -1E-04

15| 0,09517 | 0,09404 | 0,09419 -1E-03 -2E-04

20 | 0,09513 | 0,09359 | 0,09367 -2E-03 -8E-05

25| 0,09510 | 0,09319 | 0,09305 -2E-03 1E-04

30 | 0,09508 | 0,09282 | 0,09229 -2E-03 5E-04

3.2 Modelo B

3.2.1 Obtendo uma Aproximacao Perturbativa

Nesta secao vamos considerar que a volatilidade estocastica segue um processo de
Ornstein-Uhlenbeck com reversao a média, como tratado por Cotton et al. (2004), mas,
enquanto ele considerou uma rapida reversao a média para a obtencao de uma aproximagcao
perturbativa e permitiu que a volatilidade estivesse correlacionada com a taxa de juro,
nos consideraremos que os parametros envolvendo a EDE da volatilidade sao pequenos, e

que nao existe correlagao entre r(t) e o(t). Ou seja, considerando 0 < € << 1, temos que:

dry = a(t)[0(t) — r/]dt + o, dW}
do; = en(t)[m(t) — oi]dt + eB(t)dW?
E{dW}!dW?} =0

(3.22)

Utilizando o mesmo argumento utilizado para o modelo anterior, vamos definir as

novas variaveis de estado Y (t) e Z(t) pelas equagoes:

r(t) = 7(t) + EQY (), £(t) = e Jools)ds

g (3.23)
o(t) = o(t) + E(t)Z(t), £(t) = eJonts)ds



Tabela 3: Comparacgao entre P]\/[C, JSPER e Pyag - rg = 10%

T | Pyas Pppr Pye | Pper — Pvas | Puc — Pper
11 0,90560 | 0,90561 | 0,90560 9E-06 1E-05
510,61728 | 0,61810 | 0,61795 SE-04 1E-04

10 | 0,38385 | 0,38655 | 0,38608 3E-03 5E-04

15 | 0,23871 | 0,24279 | 0,24223 4E-03 6E-04

20 | 0,14845 | 0,15308 | 0,15283 oE-03 2E-04

251 0,09232 | 0,09684 | 0,09717 oE-03 -3E-04

30 | 0,05741 | 0,06144 | 0,06244 4E-03 -1E-03

Tabela 4: Comparagao entre E’MC, Rppr e Ryas - ro = 10%

T | Ryas | Rper Rye | Rper — Rvas | Ryc — Rper
11 0,09916 | 0,09915 | 0,09916 -1E-05 -1E-05

51 0,09649 | 0,09622 | 0,09627 -3E-04 -5E-05

10 | 0,09575 | 0,09505 | 0,09517 -TE-04 -1E-04

15 | 0,09550 | 0,09437 | 0,09453 -1E-03 -2E-04

20 | 0,09538 | 0,09384 | 0,09392 -2E-03 -8E-05

25| 0,09530 | 0,09339 | 0,09325 -2E-03 1E-04

30 | 0,09525 | 0,09299 | 0,09245 -2E-03 5E-04
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e assim reescrever (3.22) como:

(

ay (1) = 2O TEDZW) s 30

§(t)
A1)

dZ(t) = e == dW?, (3.24)
¢(t)

Z(0) =0

| E{dW}dW}?} =0

Neste caso, o preco de um Zero-coupon bond de maturidade T, p(t, T), é dado por
(B.14):

P(t,T) = E2 {eXp <— /tTr(s, a’s)ds)

—EQ {exp (— / ") + €)Y (5, 22) ds)

r(t)=ry, o(t) = O‘}




Tabela 5: Comparacgao entre P]\/[C, JSPER e Pyas - ro = 10.5%

T | Pyas Pppr Pye | Pper — Pvas | Puc — Pper
110,90274 | 0,90275 | 0,90274 9E-06 1E-05
510,61422 | 0,61503 | 0,61489 SE-04 1E-04

10 | 0,38194 | 0,38462 | 0,38416 3E-03 5E-04

15 | 0,23752 | 0,24158 | 0,24102 4E-03 6E-04

20 | 0,14771 | 0,15232 | 0,15207 oE-03 2E-04

251 0,09186 | 0,09636 | 0,09669 oE-03 -3E-04

30 1 0,05713 | 0,06113 | 0,06212 4E-03 -1E-03

Tabela 6: Comparagao entre E’MC, Ji’pER e Ryag - 1o = 10.5%

T | Ryas | Rper Rye | Rper — Rvas | Ryc — Rper
11 0,10232 | 0,10231 | 0,10232 -1E-05 -1E-05

51 0,09748 | 0,09722 | 0,09726 -3E-04 -5E-05

10 | 0,09625 | 0,09555 | 0,09567 -TE-04 -1E-04

15 | 0,09583 | 0,09470 | 0,09486 -1E-03 -2E-04

20 | 0,09563 | 0,09409 | 0,09417 -2E-03 -8E-05

25| 0,09550 | 0,09359 | 0,09345 -2E-03 1E-04

30 | 0,09542 | 0,09316 | 0,09262 -2E-03 5E-04

onde, como em (3.6):

P(t,T) = exp (—rtB*(t,T) . /t Ta(s)e(s)B*<S,T)ds) (3.26)

Agora, vamos obter uma aproximacao perturbativa para:

i(t.y, 2 T) = EC {exp <— /tTg(s)Y(s, Zs)ds> Yt) =y, Z(t) = z}

considerando (3.24). Aplicando o Teorema de Feynman-Kac (C'.18), temos que I (t,y,z,T)

é solugao do problema de Cauchy:

ol . 1(a(t)+E)2)2 T 1262(t) 0P
a O e a2 02 (3.27)
I(T,y,z=T)=1, VyeR, zeR
Supondo novamente que:
N
I(t,y,zT) ~ Za‘"f(") (t,y,z;T), |0 (3.28)

n=0

onde N é um inteiro positivo. Substituindo (3.28) em (3.27), obtemos os seguintes sub-
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problemas:
[0 —ye)I® =0, em [0,T) x R
0(1) : (3.29)
IO(T,y,T)=1, VyeR, zcR?

wl=

eparan=1,...,

I — ye ()1 = fe2em [0,T) x R
O™ : (3.30)
f(o)(T,y,z;T)IO, VyeR, zeR

onde:

F(2n— LG HE)2)? RICD 1 32 (t) PRI
f(2 2) (tu Y,z T) = _5 6(t)2 ayg - 5 g(t)2 82;2

a(t) = £(0,t)0 + ¢ /0 (s, t)n(s)ym(s)ds

(3.31)

A solugao do termo dominante (3.29) da expansao (3.28) confere com a do Modelo de

HW com volatilidade deterministica (2.50):

IO, y;T) = 1O(t,y; T) = e v# D) (3.32)
As corregoes de ordem superior O(e*"), n=1,..., %, sao dadas por:
. T A(2n—2)(8 y Z'T)

1CM(ty, 2, T) = —T1O(t,y; T / / 2 3.33

( 7y7 Z? ) ( 7y7 ) s I(O)(S7y7T) S ( )

Assim, a aproximacao perturbativa para o preco do Zero-coupon bond é dada por:

N/2
P(t,T) ~ P(t,T) | IV(t,0;T) + Y e I®(t,0,0;T) | , € L 0 (3.34)
n=1
Observe que a aproximagao de interesse é quando y = z = 0, pois no tempo corrente t,
r(t) = 7(t) e o(t) = a(t). Além disto, podemos considerar, s.p.g., € = 1 na aproximagcao
(3.34), desde que 0 < n(t), B(t) << 1.

3.2.2 Modelo de Vasicek com Volatilidade Estocastica

Como caso particular, nesta se¢do vamos considerar os parametros constantes (Modelo

de Vasicek). Abaixo apresentamos a aproximacao perturbativa de quarta ordem para este
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caso:

P(t,T) =~ PW(t,T) = P(t,T) ([(0) (t,0;T) + I (,0,0;T) + f(4)(t,0,O;T)>
(3.35)
p(t,T) = e_TtB(t,T)-i-e[B(t,T)_(T_t)}

E importante salientar que, neste caso, esta aproximacao sé vale para 1 e  pequenos.

Observe também que:
190, T) =1

Das Figuras 32 a 35, consideramos os seguintes parametros:

a=1

0 =10%
oo = 10%
ro = 2%
B=02
m = 9.5%

Na Figura 32 podemos verificar novamente que a volatilidade estocastica implica em um
prego maior para os Zero-coupon bonds (e quanto menor 7, maior o preco), o que se traduz
em yields menores, os quais apresentamos na Figura 33. Observe que para 717 menores,
reproduzimos o efeito apresentado em Cotton et al. (2004) de que o yield é crescente
para pequenas maturidades (0 < T < 3, aproximadamente), decrescente até maturidades
intermedidrias (7" &~ 15), e crescente novamente para maturidades maiores. Nas Figuras
34 e 35 apresentamos os precos e yields para um Zero-coupon bond com maturidade igual

a 30.

Finalmente, nas Figuras 36 e 37 apresentamos os precos e yields, considerando rg =
9.5% < 0, considerando também os valores do Modelo A. Nestes graficos podemos verificar
o impacto maior na ETTJ implicado pelo Modelo B. Nas Figuras 38 e 39, consideramos

o = 10.5% > 6.
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Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.1
Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.2
Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.4

Figura 32: Aproximacio perturbativa até O(e*) da ETTJ inicial - P(0,T)

Vol ati | i dade Constante
Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.1
Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.2

Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.4

Figura 33: Aproximacao perturbativa até O(e?) da ETTJ inicial - }AE(O, T)
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Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.4

Figura 34: Aproximacio perturbativa até O(e*) de P(t, 30)

Vol ati | i dade Constante
Vol ati | idade Estocastica - eta=0.1
Vol ati | i dade Estocastica - eta=0.2

Vol ati | idade Estocastica - eta=0.4

Figura 35: Aproximacio perturbativa até O(*) de R(t, 30)
3.2.2.1 Validagao da Aproximacgao Perturbativa via Monte-Carlo

Nas Figuras 40 e 41 apresentamos uma validacao parcial do Modelo B, através de
simulagoes de Monte Carlo (método das varidveis antitéticas), para algumas maturidades,
e considerando n = 0.4. Observe que o método de MC nao capturou o yield crescente

para maturidades maiores.
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Figura 36: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - P(0,T) (ro = 9.5%)
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Figura 37: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - R(0,T) (ro = 9.5%)
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Figura 38: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - P(0,T) (ro = 10.5%)
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Figura 39: Aproximacio até O(e?) da ETTJ inicial - R(0,T) (ro = 10.5%)
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entre a Aproximacao Perturbativa vs. Aproximagao por MC:

Figura 41: Comparagao entre a Aproximagao Perturbativa vs. Aproximacao por MC:

o = 105%
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Conclusao

Depois de termos realizado uma revisao dos modelos de Vasicek e de Hull-White para
a Estrutura a Termo da Taxa de Juro, derivando as suas solugoes através da formulagao
probabilistica e em termos do problema de Cauchy resultante da aplicagao do Teorema de
Feynman-Kac, obtemos uma aproximacao perturbativa para suas solugoes, considerando
volatilidades pequenas. Através de simulagdes para o modelo de Vasicek, verificamos que
a magnitude do erro desta aproximagao, em relagao a solucao exata, foi da ordem de
1077 e 10711, considerando correcoes de até ordem 2 e 4, respectivamente.. Além disto,
verificamos empiricamente a ordem das corregoes como funcao da volatilidade da taxa de

juro de curto prazo.

Depois disto feito, tratamos do modelo de Hull-White com volatilidade estocastica.
No Modelo A consideramos o caso em que ela segue um movimento Browniano geométrico

com drift nulo:
doy, = efBo dW?E, 0<e<<1

onde a volatilidade e a taxa de juro de curto prazo nao sao correlacionadas. Entao
obtemos uma aproximacao perturbativa para a ETTJ, considerando que os parametros
relacionados com a volatilidade sao pequenos. Simulagoes considerando os parametros
do modelo de HW constantes mostraram que a volatilidade estocastica resulta em precos
de Zero-coupon bonds maiores do que os resultantes quando consideramos a volatilidade
constante (Modelo de Vasicek), o que, por sua vez, implica em um yield menor. Apre-
sentamos graficos da ETTJ para algumas taxas de juro, onde observamos que o efeito
da volatilidade estocdstica cresce com a maturidade, e pudemos verificar que, qualitati-
vamente, os resultados confirmam os encontrados na literatura. Também fizemos uma
andlise da ordem de magnitude das corre¢oes, mostrando que estas sao de magnitudes
decrescentes quando a ordem da correcao cresce, para parametros envolvendo a volatili-
dade pequenos. Finalmente, validamos parcialmente a aproximagcao perturbativa através

de simulacoes de Monte Carlo.

No Modelo B, em que volatilidade segue um processo de Ornstein-Uhlenbeck com
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reversao a média:
do; = en(t)[m(t) — oy]dt +eB(t)dW?, 0<e<<1

também obtemos uma aproximagcao perturbativa, exemplificando para o caso de coefici-
entes constantes. Com este modelo pudemos reproduzir qualitativamente os resultados
obtidos por Cotton et al.(2004), de que o yield é crescente para pequenas maturidades
(0 < T < 3, aproximadamente), decrescente até maturidades intermedidrias (7" ~ 15),
e crescente novamente para maturidades maiores. Por fim apresentamos uma validacao
parcial através de simulagoes de Monte Carlo, observado que este método nao apresen-
tou o comportamento descrito acima, de que a volatilidade é crescente para maturidades

maiores.

Finalizando, listamos alguns tépicos que ainda precisam ser desenvolvidos:
1. Calibrar o modelo de forma a se ajustar a Estrutura a Termo da Taxa de Juro inicial
observada no mercado.
2. Validar a aproximagcao perturbativa através de outros métodos numéricos, como dife-
rengas finitas, por exemplo.
3. Permitir correlacao entre a taxa de juro de curto prazo e a sua volatilidade.
4. Considerar outros processos estocasticos para a volatilidade.
5. Obter aproximagoes perturbativas para outros modelos de taxa de juro, como o Cox-

Ingersoll-Ross e Black-Karasinski, considerando a volatilidade estocastica.
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A Concettos Basicos de
Probabilidade e Processos
Estocasticos

Neste apéndice iremos apresentar alguns resultados basicos de Teoria da Probabilidade
e de processos estocasticos, nao nos preocupando em demonstrar os resultados, conside-
rando pricipalmente Evans(Versionl.2). Esta revisdo ira facilitar a leitura dos proximos
apéndices. As provas destes resultados podem ser encontradas na referéncia supra-citada,
ou em Karatzas & Shreve(2000) e Elliott & Kopp(2000).

A.1 Definicoes e Resultados Basicos de Probabili-
dade

Definigao 1 (o-algebra) - Seja 2 um conjunto nao vazio, que denominaremos de
espaco amostral, e cujos elementos chamaremos de eventos. Entao, uma colecao de sub-
conjuntos F de 2 é uma o-algebra, se satisfaz as seguintes propriedades:

i 0, QeF;
ii. Se A € F, entao Q\A € F;
iii. Se (A;)ieny € F, entao U2, A;, N2 A, € F.

Defini¢ao 2 (Medida de Probabilidade) - Seja F uma o-algebra de sub-conjuntos
de Q. P:F — [0,1] é uma medida de probabilidade se:
i. P(0) = 0;
ii. Se (A;)ien € F, entao:

P (i u;’;A,) < iP(Ai)

valendo a igualdade se os conjuntos A; forem mutuamente disjuntos.
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Definigao 3 (Espago de Probabilidade) - Uma tripla (2, F,P) é um espago de
probabilidade se 2 é qualquer conjunto, F é uma o-algebra de sub-conjuntos de €2, e P

¢ uma medida de probabilidade.

Exemplo - Seja B uma o-algebra de Borel, ou seja, a menor o-algebra contendo todos
os sub-conjuntos abertos do R™. Assuma que f é uma funcao integravel e nao negativa,
tal que [, f(z)dz = 1, e defina:

P(B) = /Bf(w)d:c, VBeB.

Entao, (R™, B,P) é um espaco de probabilidade, e f é chamada de funcao densidade da
medida de probabilidade P.

Observacoes
i. Um conjunto A € F é chamado de evento, e pontos w € €2 de pontos amostrais.
ii. P(A) é a probabilidade do evento A ocorrer.
iii. Uma propriedade que é verdadeira, exceto por um evento de probabilidade zero, é

dita valer almost surely (a.s.).

O espaco de probabilidade assim construido, embora seja a base matematica a ser
considerada em qualquer modelagem probabilistica, nao é diretamente observavel. Para
tanto, introduzimos o conceito de variavel aleatéria X, que nada mais é do que uma

aplicacao de €2 no espago observavel R"™ (no nosso caso particular).

Definigao 4 (Varidvel Aleatdria) - Seja (2, F,P) um espago de probabilidade.
Uma aplicacao:
X:Q—-R"

¢ chamada de variavel aleatéria n-dimensional se, para cada B € B, X é F-mensuravel,
isto é:

X YB)eF.

Por convengao, ao invés de escrevermos X (w) escrevemos simplesmente X, omitindo a
dependéncia de w € ). Da mesma forma, escrevemos a probabilidade de X estar em B,
P (X'(B)), como P (X € B).

Lema 1 - Seja X : (2 — R™ uma variavel aleatoria. Entao a o-algebra gerada por X:
F(X):=0c{X (B)|B€B}

é a menor sub-o-algebra de F com relacao a qual X é mensuravel.
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Em termos probabilisticos, este resultado nos diz que a o-algebra F (X) contém todas

as informacoes relevantes sobre a varidavel aleatoria X.

Definicao 5 (Esperancga) - Seja X : 2 — R” uma varidvel aleatéria n-dimensional
X = (X',...,X™). A esperanca (valor esperado ou valor médio) de X, em relagiao a

medida de probabilidade P, é definida como:

E{X} ::/QXdP: (/QdeP,...,/QX"dP)

onde as integrais sao dadas no sentido de Lebesgue, em relacao a medida de probabilidade

P.

Definigao 6 (Variancia) - A variancia de X, em relagao a medida de probabilidade
P, é definida como:

V{X} ::/Q|X—E{X}\2d77

onde | - | é a norma Euclideana. Uma forma simples de calcular a variancia é dada pela
relacgao:
V{X}=E{X ~E{X}]"} =E{|X]"} - [E{X} ]’

Definicao 7A (Funcgao Distribuigao) - A funcao distribuigdo de uma varidvel

aleatéria X : Q — R" é a fungao Fx : R — [0, 1] definida por':
Fx(x) =P(X <z), Ve eR"
Definigao 7B (Fungao Distribuicao Conjunta) - Se Xq,..., X, : Q@ — R" sao

varidveis aleatdrias, a sua fungao distribuigao conjunta Fx, x,, : (R")™ — [0, 1] é dada

por:

FX1 7777 Xm(:vl,...,:cm) Z:P(Xl §:v1,...,Xm§mm), ‘v’wiER", Z:]_,,m

Definigcao 8 (Funcgao Densidade) - Suponha X : Q — R™ varidvel aleatéria e
I = Fx sua funcao distribuicao. Se existe uma funcao integravel nao-negativa f : R” — R
tal que:

F(m):F(ml,...,xn):/ / Fyi, - Yn)dy, ... dipy

entao, f é chamada de funcao densidade de X. Segue dai que:

P(X € B) :/f(a:)da:, VBeB.

'Notagao: consideramos ¢ <y (z,y € R") se x; <y, i = 1,...,n.
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Lema 2 - Suponha X : Q — R" variavel aleatéria e assuma que a sua funcao
distribuicao F'x possua funcao densidade f. Além disto, suponha g : R* — R e que
Y = g(X) seja integravel. Entao:

E{V}= [ g(@)f(x)dx
RTL
Em particular, isto nos fornece uma maneira simples de calcular a esperanca e a variancia

de qualquer variavel aleatéria X que possua uma funcao densidade f:

E{X} = xf(x)dx
R
e?
VX) = [ |z~ B{X)f @)z,
Agora vamos apresentar um conceito fundamental em probabilidade: o de inde-
pendéncia.

Definigao 9A (Eventos Independentes) - Seja a colegao de eventos (A;);en. Estes
eventos sao independentes se, para todas as escolhas possiveisde 1 < k; < - -+ < k,,,, temos
que:

P(Ap, NAp, NN Ag,) =P(Ak )P(Ak,) - - - P(As,,)

Definicao 9B (o-dlgebras Independentes) - Seja F; C F o-dlgebras, i € N.
Dizemos que (F;);en sao independentes se, para todas as escolhas de 1 < k; < -+ <k, e

de eventos Ay, € F,, termos que:

P(Ap, N Ap, O - N Ay, ) = P(Ag, )P(Ag,) - - - P(Ag,,)

Definicao 9C (Variaveis Aleatérias Independentes) - Sejam as varidveis aleatérias
X;:Q — R" i €N. Dizemos que (X;);en sao independentes se, para todos os inteiros

k > 2 e todas as escolhas de conjuntos de Borel By, ..., By C R™:

P(Xl € B, X,€B,,..., X} EBk) :P(Xl eBl)P(XQ GBQ)P(Xk EBk)

A seguir vamos tratar do conceito de esperanca condicional, conceito este com muitas

aplicagoes em financas e muito utilizado no proximo apéndice.

Definicao 10A (Esperanca Condicional) - Sejam X e Y varidveis aleatérias.

Entéao, a esperanca condicional E{ X |Y'}, isto é, a melhor estimativa para X, conhecido o
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valor de Y, é uma variavel aleatéria F (Y )-mensuravel, tal que:
/ XdP = / E{X|Y}dP, V A € F(Y)
A A

Observe que o que realmente importa nesta definicao é a o-algebra gerada pela variavel

aleatoria Y, e nao o valor dela propriamente dito. Isto motiva a seguinte definicao:

Definigao 10B (Esperanca Condicional) - Seja (2, F,P) e suponha que ¥V C F

seja uma o-algebra. Se X : 2 — R"™ é uma variavel aleatéria, definimos:
E{X|V}

como qualquer variavel aleatéria em €) tal que:
i. E{X|V} é V-mensurével;
ii. fAXdP = fAE{XW}dP, VAeV.

Por teorema temos que a esperanca condicional E{X|V} existe e é tinica, a nao ser

por conjuntos V-mensuraveis de probabilidade nula.

A esperanca condicional E{ X |V} pode ser entendida como uma estimativa da varidvel
aleatdria X, dada a informacgao contida na o-dlgebra V. A condicao (i) da Definigao 10B
requer que esta estimativa seja construida levando em consideracao apenas a informagcao
contida em V. J4 a condigao (ii) requer que esta estimativa seja consistente com X, pelo

menos no concernente a integragao sobre os eventos de V.

Observagao - A esperanga condicional E{X |V} também pode ser interpretada como
uma variavel aleatéria V-mensuravel que é a melhor aproximagao por minimos quadrados
de X, no espago linear L*(Q) = L*(Q, F) das varidveis aleatdrias F-mensurdveis Y, tal
que:

1Y |22 < oo.

Propriedades da Esperanca Condicional
i. Se X é V-mensurdvel, entao E{X|V} = X a.s.

ii. Se a, b sao constantes, entao:
E{aX 4+ bY|V} = aE{X|V} + bE{Y|V} a.s.

iii. Se X é V-mensuravel, e XY ¢é integravel, entdao E{XY |V} = XE{Y |V} a.s.
iv. Se X ¢ independente de V, entdao E{X |V} = E{X} a.s.
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v. Se W C V, entao:
E{X|W} = E{E{X|V}W} = E{E{X|W}|V} a.s.

vi. A desigualdade X <Y a.s. implica que E{X |V} <E{Y |V} a.s.

A.2 Definicoes e Resultados Basicos de Processos Es-
tocasticos

Definicao 12A (Processo Estocastico Continuo) - Uma colegao { X (¢)|t > 0} de
variaveis aleatdrias é chamada de processo estocastico continuo. A interpretacao natural

de t é como tempo.

Definicao 12B (Trajetéria Amostral) - Para cada ponto w € Q, a aplicagao

t — X (t,w) é a correspondente trajetéria amostral do processo estocdstico continuo.

A interpretacao desta definicao é que, se fizermos um experimento e observarmos os
valores aleatérios de X (+) enquando o tempo se desenvolve, estamos de fato observando
a trajetéria amostral { X (t,w)|t > 0} para algum w € € fixo. Se fizermos outro experi-

mento, em geral observaremos uma trajetoria amostral diferente.

Definigao 13 (Filtracao) - Considere um espago de probabilidade (€2, F,P). Uma

filtracao (F;)i>o ¢ uma familia crescente de o-dlgebras contidas em F.

Definigao 14 (Filtracao Natural - Seja X (-) um processo estocastico continuo em

R™. Entao a o-algebra gerada pelas variaveis aleatérias X (s), 0 < s < t:

é chamada de histéria (ou filtragdo natural) do processo até o tempo ¢ (inclusive).

Definicao 15 (Processo Fi-adaptado) - Um processo estocastico X (-) é dito ser

Fi-adaptado (ou nao-antecipativo) se, para todo ¢ > 0, X (t) for F;-mensuravel.

Isto significa que, para todo ¢ > 0, a varidvel aleatéria X (¢) depende apenas da
informagao contida na o-dlgebra F;, que é o conjunto das informagoes passadas, mas in-
dependente das informagdes futuras. Se considerarmos X () o processo seguido pelo prego
de um ativo, poderiamos interpretar que o seu preco atual é formado considerando ape-
nas as informacoes passadas do processo, nao havendo uma contaminagao de informacoes

futuras nesta formacao.
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Definicao 16 (Espaco de Probabilidade Filtrado) - Uma quadrupla (2, F, (), P)
é um espaco de probabilidade filtrado se 2 é qualquer conjunto, F é uma o-algebra de

sub-conjuntos de Q, (F;) é uma filtragdo ¢ P é uma medida de probabilidade.

Definigao 17 (Martingale) - Seja (§2, F,P) um espago de probabilidade, X (-) um
processo estocastico continuo em R tal que E{X (¢)} < oo para todot > 0, e F; a filtragao
natural deste processo.

i. Se X(s) = E{X(t)|Fs} a.s., Vi > s> 0, entdo X(-) é chamado de martingale.
ii. Se X(s) <E{X(t)|Fs}a.s., ¥Vt >s>0,entao X(-) é chamado de submartingale.
iii. Se X(s) > E{X(t)|Fs} a.s., Vt>s >0, entdo X(-) é chamado de supermartingale.

Definigao 18 (Probabilidade Condicional) - Se V é uma o-édlgebra V C F, entao:
P(A|V) .= E{xalV}, A€ F.

Ou seja, P(A|V) é uma varidvel aleatéria, definida como a probabilidade condicional de

A, dado V. Note que x4 ¢ a fungao indicadora de conjunto.

Definicao 19A (Processo de Markov - Evans(Version 1.2)) - Um processo
estocastico continuo em R", definido como X (t) = (Xi(t),...,X,(t)), sendo X;(t) pro-
cessos estocasticos continuos reais unidimensionais F;-adaptados, é dito ser um processo

de Markov se:
P(X(t) € B|Fs) =P(X(t) € B|X(s)) a.s.

para todo 0 < s <t e todo subconjunto de Borel B de R".

Ou seja, o conhecimento do valor presente X (s) possibilita a predigao das probabili-
dades de todos os valores futuros X (t), tao bem como se estivessemos considerando toda

a histéria do processo antes de s.

Definicao 19B (Processo de Markov - Elliott & Kopp(2000)) - Um processo
estocdstico continuo em R”, definido como X (t) = (Xi(t),..., X,.(t)), sendo X;(¢t) pro-
cessos estocasticos continuos reais unidimensionais Fi-adaptados, é dito ser um processo

de Markov se:
E{f(X ()| F} = B{f(X (1)) X (s)} a.s.
para todo 0 < s <t e toda funcao de Borel real e limitada, definida em R".

Definicao 20 (Movimento Browniano) - Um movimento Browniano é um processo

estocdstico continuo W (-) em R, que apresenta as seguintes propriedades:
i. W(0)=0a.s;
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. W(t)—W(s) é N(0,t —s), Vi>s>0;

iii. para todos os tempos 0 < t; < --- < t,, as variaveis aleatorias
W(ty), W(ty) —W(ty), ... ,\W(t,) — W(tn_1)

sao independentes.

Lema 3 - Suponha que W (-) é um movimento Browniano. Entao:

E{W (t)W (s)} = min{s,t}, t,s > 0.

Definicao 21 (Movimento Browniano m-dimensional) - Um movimento Brow-

niano m-dimensional é definido como:
W()=W'),....,W™)

onde W*(-) sdo movimentos Brownianos unidimensionais.

A.3 Integral de It6 Unidimensional

Para embasar matematicamente as equacoes diferenciais estocésticas, precisamos pri-

meiro definir exatamente o que entendemos por integral estocastica.

Definigao 22A (Espago L2(0,T)) - Denotamos por L?(0,T') o espaco formado por

todos os processos estocdsticos G(+) progressivamente mensurdveis?, tais que:

T
E{/ G2dt} < 00.
0

Definigao 22B (Espago L'(0,T)) - Da mesma forma, denotamos por L'(0,T) o

espago formado por todos os processos estocdsticos F'(-) progressivamente mensuraveis,

E{/OT|F|dt} < 0.

2Um processo estocéstico X () é dito ser progressivamente mensurdvel em relacio a filtragao (F;) se a
aplicacao (s,w) — X (w) : ([0,¢] x Q, B([0,t]) ® F¢) — (R™, B(R™)) é mensuravel para cada ¢ > 0 (onde
F®G:=0({AxB|A e F, Be G})éo produto de o-dlgebras). Se um processo é progressivamente
mensuravel, ele é mensurdvel e adaptado. Por teorema, se um processo for continuo pela direita, ou pela
esquerda, e Fi-adaptado, entdo ele é progressivamente mensuravel. (Karatzas & Shreve, 2000).

tais que:
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Definigao 23 (Processo Escada) - Um processo G € (0, T') é um processo escada

se existe uma particao:
P={0=ty<ty < ---<t,=T}
tal que,
G(t) EGk, tr <t <tpi (kIO,,m—l)

Como G é nao-antecipativo (pois é progressivamente mensuravel), cada Gy é uma varidvel

aleatéria F(tx)-mensuravel.

Definigao 24 (Integral de It6 de Processos Escadas) - Seja G € L?(0,7) um

processo escada, como definido acima. Entao:

/T GdW = mz_l Gr(W (k1) — W(tr))

¢ a Integral de It6 de G no intervalo [0, 7.

Lema 4 - Para todas constantes a, b € R e todos processos escadas G, H € L.2(0,T)

temos que:
i [ (aG +bH)AW = a [ GdW +b [ HAW;
i B{f, Gaw} =0,
2
iii. B { (Jy Gaw) } —E{ /) ¢%s}.
Lema 5 - Se G € L.2(0,T), entao exite uma sequéncia de processos escadas limitados

G" € 1L2(0,T) tal que:

T
E {/ |G — G"|2dt} — 0, quando n — oo
0

Desta forma, podemos definir a Integral de It para qualquer processo em L2(0, 7).

Defini¢ao 25 (Integral de Ito) - Se G € 1.%(0, T'), tome uma sequéncia de processos
escadas limitados G™ € IL?(0,T) convergindo a G. Entao:

E{(/OT(G" —Gm)dw)2} :E{/OT(G" —Gm)st} — 0, n,m — 00

e assim, o limite:
T T
/ GdW = lz'mn_,oo/ G"dW
0 0

existe em IL2(0, 7). Por fim, tomamos este limite como defini¢ao da Integral de Tto.
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Teorema 1 (Propriedades da Integral de It6) - Para todas constantes a, b € R
e todos processos G, H € .2(0,T) temos que:
i [ (aG+bH)AW = a [ GAW +b [,| HAW;
i. E { fOT GdW} = 0 (Propriedade Martingale da Integral de Ito);

2
iii. { (Jy Gaw) } —E{ ) Gds} (1sometria de Ito);
v. E{J) Gaw [} maw} =E{ [ GHds}.
Defini¢ao 26 (Integral Indefinida de Itd) - Seja G € L*(0,T). Entao, a integral
indefinida de G(-) é definida como:
t
I(t) ::/ GdW, t € [0,T]
0
Note que 1(0) = 0. Na realidade I(-) é um martingale e possui trajetérias amostrais
continuas a.s.

Definigao 27 (Equagao Diferencial Estocastica Unidimensional) - Suponha

que X (-) é um processo estocastico real satisfazendo:
X(r)=X(s) +/ th—l—/ Gdw

para alguma F € L}(0,T) e G € L?(0,T) e todos os tempos 0 < s < r < T. Dizemos que

X(-) tem a seguinte equagao diferencial estocéstica (EDE):
dX = Fdt + GdW

para t € [0,T]. Observe que as diferenciais nesta equagao sao simples abreviagoes das

formas integrais acima, nao possuindo significado matematico proprio.

Teorema 2 (Férmula de Ité6 Unidimensional) - Suponha que X (-) tem a seguinte
EDE:
dX = Fdt + GdW

para F' € L1(0,7) e G € L*(0,T). Assuma que u : R x [0,7] — R seja continua e que

Uy, Uy, Uz existam e sejam continuas. Além disto, defina:

Entao, Y tem a seguinte EDE:

ou  Ou 10%u ou
dy = (a—i_%FjLi@G ) dt—l—%GdW



92

ou, equivalentemente, em forma integral:

"(Ou  Ou 10%u " Ou

Observe que X (-) possui trajetérias amostrais continuas a.s.

Teorema 3 (Regra do Produto de It6) - Suponha:

Xm - Fldt + GldW
ng = ngt + G2dVV, t e [0, T]

para F; € LY0,T) e G; € L*(0,T), (i = 1,2). Entao:
d(X1X5) = XodX 1+ X1dX2+ G1Gadt
ou, em forma integral (que é a férmula de integracao por partes de It6):
/ " Xad Xy = X3 (1) Xa(r) — Xy () Xa(s) — / " XX, — / GGt

Observe que G1Gadt é a correcao introduzida pelo célculo estocédstico de Ito. Se G =

G2 = 0, recuperamos a férmula do produto (e integracao por partes) do célculo cléssico.

A.4 Integral de It6 n-dimensional

Definigao 28A (Espago L2, (0,T)) - Um processo G = ((G;;)) pertence a

nxXm
L2,,.(0,T) se

nxm

G9el*0,T),i=1,....,n, j=1,...,m.

Defini¢ao 28B (Espago L!(0,T)) - Um processo F = (F',...,F") pertence a
LL(0,7) se:
FielY(0,T7),i=1,...,n.

Definigao 29 (Integral de Itd6 n-dimensional) - Se G € L2 (0,T), entdo

nxm
T
/ GdW
0

¢ uma variavel aleatoria n-dimensional, cujo i-ésimo componente é dado por:

E/G”dWJ,izl,...,n.
j=1"0
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Lema 6 (Propriedades da Integral de It6 n-dimensional) - Se G € .2, (0,7,

nxm

entao:

B{f, Gaw} =0

E{ (y de>2} =E{J; |GPds].
sendo |G|? := Zlgigm 1<j<m [eXi

Definigao 30 (EDE n-dimensional) - Seja X (-) = (X!(-),..., X™(+)) um processo

estocastico em R"” dado por:
X(r)= X(s)+/ th—l—/ GdwW

para algum F € LL(0,T) e G € L2

nxm

(0,T) e todos os tempos 0 < s < r < T. Dizemos

que X () tem a seguinte equagao diferencial estocastica (EDE):
dX = Fdt + GdW
ou seja: dX' = Fldt + 377" GVdW/, i=1,...,n.
Teorema 4 (Férmula de It6 n-dimensional) - Suponha a EDE

dX = Fdt + GdW

conforme definida acima. Seja u : R" x [0,T] — RP continua e tal que wu;, Us;, Upa,

existam e sejam continuas (7,7 = 1,...,n). Entdo, u(X(-)) tem a seguinte EDE:

ou N ou s L= 0P N i
d(u(X (1)) = 5 -dt + > 50X+ 3 > 50, > GGt
i=1 v =1 " =1

A.5 Teorema da Existéncia e Unicidade

Defini¢ao 31 (EDE de Itd) - Dizemos que um processo estocdstico X (-) em R" é
de It0 se é solucao da equagao diferencial estocastica de Ito:
dX =b(X,t)dt + o(X,t)dW



94

ou, em notacao matricial:

Xm(t) bl 011 012 - O1m dWl
dX2 (t) bg 0921 0922 -+ O9m dW2
. = . dt —"_ . . . .
dX™(t) by, Onl On2 “** Opm dW™
e,

X1(0) Xo

X*(0) X3

X"(0) X

emt e 0,77, e:

i. X (-) é progressivamente mensuravel em relacao a F(-);
ii. F:=b(X,t)eLL(0,T);

iii. G:= B(X,t) eL2,, (0,7);

nxm

iv. X(t) = Xo+ [, b(X,t)ds + [, B(X,t)dW, a.s. V0 <t <T.

Teorema 5 (Existéncia e Unicidade) - Suponha que b : R" x [0,7] — R" e

B :R" x [0, T] — M™*™ sejam continuas e satisfagam as seguintes condigdes:

\B(z,t) — B(&,t)| < Llx —&|, Vt € [0,7], & € R"

|b(z, )] < L(1 + |z)

(i) Bla,t)| < L1+ |z]), Vt € 0,T), @ € R"

para alguma constante L. Seja Xy qualquer varidvel aleatoria n-dimensional tal que:
(1) E{[Xo[*} < o0

(iv) X ¢ independente de W7 (0)
onde W (-) é um movimento Browniano m-dimensional.
Entéo, existe uma solugio unica X € 1.2(0,T) da EDE apresentada na Definigao 313.

A unicidade dada por este teorema deve ser entendida em probabilidade, i.e., dadas

3Este teorema estabelece a existéncia e unicidade de uma solucao forte da EDE, conforme definicao
dada no Apéndice C.
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duas solucoes da EDE X, X € IL2(0,T) com trajetérias continuas a.s., entao:
PX=X,V0<t<T)=1.

Observe também que a hipdtese (ii) segue de (i).

Observagao - Esta solu¢ao X é um processo de Markov (ver Elliot & Kopp(2000),
pp 132).
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B Modelo para Precificacao de
Titulos Contingentes

Neste anexo apresentaremos o Modelo para Precificacao de Titulos Contingentes em
mercados completos que nao apresentam oportunidades de arbitragem, também conhecido
como Rusk-Neutral Pricing. Este modelo é a base de todos os resultados obtidos ao longo
desta dissertacao. As principais ferramentas utilizadas nesta modelagem sao o Célculo

Estocéstico e a Teoria de Martingales.

Podemos definir um titulo contingente, ou contrato derivativo do tipo europeu, com
vencimento 7' € RT, grosso modo como um instrumento financeiro cujo valor V' depende
do valor S do ativo-objeto ao qual se refere, e cujo payoff no vencimento V (7', 5(T))
é conhecido. Estes ativos-objetos podem ser, por exemplo, acoes, moedas estrangeiras,

commodities, taxas de juros e indices de agoes.

Assim, dadas as especificacoes de um titulo contingente, como vencimento e payoff
no vencimento, estamos interessados em encontrar o valor deste titulo V(¢,S(t)) para
te€]0,T)e S €[0,+00).

O modelo aqui tratato nos permitira precificar qualquer contrato derivativo do tipo
europeu, como por exemplo uma opgao de compra (ou de venda) com vencimento T' e

precgo de exercicio F, cujo payoff no vencimento é dado, respectivamente, pela funcao:

V(S,T) = max(S — F,0) (ou V(S,T) = max(E — S,0)).

Neste contexto mais geral, um Zero-coupon bond com maturidade igual a 7" seria um

titulo contingente trivial, cujo valor no vencimento é igual a 1, ou seja, V(T) = 1

Embora este modelo parega abrangente demais para tratarmos de um caso tao simples,
optamos por apresenta-lo porque o seu entendimento nos dara uma visao mais clara dos

pressupostos que estao por tras da precificacao de Zero-coupon bonds.
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As referéncias utilizadas foram basicamente Vieira(1999), Vieira & Pereira(2001),
Duffie(1996), Oksendal(2005) e Neftci(1996), onde podemos encontrar as demonstragoes

dos teoremas apresentados.

B.1 Conceitos Fundamentais

Seja o conjunto T = [0,T], T € R", o periodo de tempo considerado no modelo;
(Q, F,F;,P) um espago de probabilidade filtrado, e o processo de pregos da economia,

também chamado simplesmente de economia, ou mercado:
P(t,w) = (Py(t,w),..., P,(t,w))

onde P;(t,w)) é o prego do i-ésimo ativo da economia no tempo t, e estado da natureza

w, dado pelo processo de It6 n-dimensional:
t mo ‘
Pi(t,w) = P;(0) +/ pi(s,w)ds + Z/ oij(s,w)dW(s,w), i=0,...,n (B.1)
0 = o

sendo P;(0) € R o prego inicial do ativo i, pi(s,w) € LY(0,T) e o4(s,w) € L*(0,T)
(1=0,...,n,j=1,...,m).

Com o intuito de simplificar a notacao, daqui para a frente vamos omitir a dependéncia

de t e/ou w dos processos P;(-), WI(-), wi(), e o45(-).

Neste modelo consideraremos o ativo ¢ = 0, com valor inicial unitédrio Py(0) = 1,
como o ativo instantaneamente livre de risco, ou seja, oo; = 0, (j = 1,...,m), cujo
rendimento instantaneo serd dado pela taxa de juro instantaneamente livre de risco r(-).

Matematicamente: . .
Py(t) := Py(0) + / tods =1+ / Pyrds
0 0

Este ativo sera utilizado como numeréario, isto é, como o preco de referéncia da eco-

nomia.

Em resumo, o processo de pregos seguido pelos ativos da economia P(-) é descrito
por:
1+ f(fPords, sei=0
Pi(t) = (B.2)
P;(0) + f(f pids + >0 fot o dWI, sei=1,...,n.
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que pode ser escrito na forma:

Pyrdt, sei=0
dP(t) = (B.3)
pdt + 370 0 dW, se i =1,...,n.

A partir de agora, considere o espago:

E {/OTx(s,w)2ds} < +oo}

Observacgao - Seja o processo de precos da economia até a data de vencimento T

H? = {x(t,w) € L?

dado por:
T m T )
H(T):R(O)+/ u,-ds+2/ o dW7, sei=1,... n.
0 =170

Note que, dado um tempo ¢ < T', ndo conhecemos este processo em (t,7]. Assim, preci-
samos calcular a sua esperanca condicional, dado o conjunto de informacao conhecido até

t: a o-algebra F;.

Assim, supondo que 0;;(-) € H?, pela Propriedade Martingale da Integral de Ito,

temos que:

T m t
j=1"0

0

o que implica que:

P =E(PIFY 4D [ oy’ (B.4)

o que significa que o prego do i — ésimo ativo da economia, visto do tempo t < T é
constituido por uma parte esperada, representada pela esperanca condicional no lado
direito de (B.4), e por uma estocastica, representada pelo somatdrio de integrais de It0,
que podem ser interpretadas como os choques aleatorios que afetam os precos dos ativos

da economia.

Definigao 1 (Mercado Normalizado) - O processo (n + 1)-dimensional

PO= (A0 RO = (Vg o Rg) 9

¢ chamado de mercado normalizado.

Definigao 2 (Portfélio) - Um Portfélio ou Estratégia no mercado P(-) (ou no mer-

cado normalizado P(-)) é um processo estocastico (n + 1)-dimensional, F;-adaptado, de-
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notado por O(+) := (Oy(-),...,0,(-)).!

Observacgao - 0;(-) é a quantidade do ativo i no portfélio. Se ©;(-) > 0, dizemos
que o investidor assumiu uma posigao comprada (long position) no ativo i. Se 6;(-) < 0,
dizemos que ele assumiu uma posicao vendida (short position). Além disso, dizemos que
O;(+) é Fi-adaptado para garantir que o investidor nao utilize informagcao futura ao criar

o portfélio no tempo t.

Definicao 3 (Valor de um Portfélio) - O valor de um portfélio ©(-) no mercado

P(-) é o processo estocéstico unidimensional definido por:

- Z 0, (t)Pi(t). (B.6)

Definicao 4 (Portfélio Autofinanciavel) - Um portfélio ©® é autofinanciavel no

mercado P se o seu valor V© satisfazer a seguinte condicdo:
n
=> 6P, (B.7)
i=0
Para que esta condigao esteja bem definida, temos que ter:

Zm@l, Pyr®y € LY(0,T) e Z@aw e LX0,T), j=1,---,m.

=1 =1

Um portfélio autofinanciavel é um portfélio que nao necessita de fluxos de caixa externos
durante o periodo de tempo considerado pelo modelo, e também considera que todo o

ganho obtido ao longo do tempo é reinvestido em algum dos ativos 1.

Definicao 5 (Estratégia de Arbitragem) - Uma estratégia de arbitragem no mer-
cado P é um portfélio ® autofinanciavel tal que:
i. VO(0)=0, VO(T) >0, P(V®(T) > 0) > 0;
ii. Vo9 e H> ouV® € K.
sendo

K := {z(t,w) F;—adaptado|3k € RY tal que z(t,w) > —k}.

Ou seja, uma estratégia de arbitragem é uma estratégia que possui valor inicial nulo, nao
requer fluxos de caixa externos ao longo do tempo, e possui um valor maior que zero com
probabilidade positiva no final do investimento, em 7. Ou seja, é uma forma de obter

lucro sem risco. A hipétese de que V© € K significa que o valor deste portflio deve ser

1O que significa: O(t,w) := (Og(t,w), ..., O, (t,w)).
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limitado inferiormente, pois a possibilidade de endividamento nao ¢ ilimitada.

Definicao 6 (Titulo Contingente) - Um titulo contingente, ou contrato derivativo
europeu, com data de vencimento T, é uma varidvel aleatéria Fr-mensurdvel® denotada

por V.

Por exemplo, um Zero-coupon bond com maturidade T" é um titulo contingente cujo
payoff em T é conhecido com certeza, e é dado por V(T') = 1. Uma opcao de compra
européia, por outro lado, possui o payoff V(T) = max(S(T) — E,0), onde S(T') é o preco

do ativo-objeto da data de vencimento.

Definigao 7 (Titulo Contingente Atingivel) - Um titulo contingente V' é atingivel
no mercado P se existir um portélio ® autofinanciavel com V® e KouV® € H?e z € R

tais que:

T n
V=VOHT) =z +/ > idP;
0 =0

T
:z+/ dv®
0

Assim, um titulo contingente é atingivel se o seu valor em T puder ser reproduzido por

(B.8)

uma estratégia autofinancidvel satisfazendo as hipdteses do item ii da Defini¢ao 5, dada
por seu valor inicial z mais o ganho auferido em [0, 77, fOT >y ©idP;.

Observacao - Se nao existe possibilidade de arbitragem na economia, o valor do titulo
contingente e da estratégia autofinancidvel que o replica devem ser iguais. Portanto, se
for possivel determinar o valor desta estratégia, serd possivel determinar o valor do titulo

contingente.

Definigcao 8 (Mercado Completo) - Um mercado P é completo se todo titulo

contingente for atingivel.

Definicao 9 (Medida de Probabilidade Martingale Equivalente) - Uma me-
dida de probabilidade martingale equivalente Q é uma medida de probabilidade em (€2, F),
equivalente & P, ou seja, P(A4) > 0 < Q(A) > 0, tal que processo de precos relativos P ¢

martingale sob Q.

2Isto significa que o seu valor pode ser determinado com o conjunto de informacao disponivel até T
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B.2 Resultados Fundamentais

Teorema 1 (Caracterizagao probabilistica da inexisténcia de arbitragem) -
Se existir uma medida de probabilidade martingale equivalente @ no mercado P, entao

nao existe possibibidade de arbitragem neste mercado.

Neste contexto financeiro, a medida martingale equivalente Q também é chamada de

Risk-Neutral Measure.

Teorema 2 (Invaridncia em relagdo ao numerdrio - Seja © € H? um portfélio
e V um titulo contingente com data de vencimento 7'. Entao:
i. ©® é autofinanciavel em P < © é autofinanciavel em P;
ii. ® é uma arbitragem em P < © é uma arbitragem em P;
iii. V ¢ atingivel em P < V ¢ atingivel em P;
iv. P é completo < P é completo.
Definigao 10 (Mercado Redutivel) - Dizemos que um mercado P é redutivel se

existir um processo estocéstico Fi-adaptado X : [0,7] x © — R™ que seja solugdo do

sistema linear:

011 012 "°° Oim A1 M1 P
021 022 -+ O2py Ao _ 2 B r(t) P, (B.9)
Opn1 Onp2 - Onm )\m Hn Pn

e satisfaca as seguintes condigoes:

Ael2(0,T)

1 (7
E {exp (—/ A2d8>} < 400
2 Jo
Esta segunda condicao é conhecida como condi¢ao de Novikov.

A existéncia de tal processo A significa que existe uma relagao de proporcionalidade
entre o risco - representado por o;;(j = 1,...,m) - e 0 excesso de retorno sobre a taxa

instantaneamente livre de risco (u; — rP;), que é igual para todos os ativos da economia.

Observagao - No caso em que consideramos apenas uma fonte de incerteza (m = 1)
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temos que a condicao de redutibilidade se reduz a:

i — kP
A=HT
o)

ou seja:

i — 1D —rP
O Tj,Vz,jzl,...,n.

ag; 0j
Portanto, o excesso de retorno por unidade de risco é igual para todos os ativos da

economia. Na literatura A é chamado de market price of risk.

Teorema 3 (Girnasov) - Seja o processo de It6

dPZ = Mzdt‘l—ZO’dej, 1= 1,,n
j=1
e suponha que exista um processo A com as propriedades descritas na Definigao 10. Seja

p(t,w) um processo definido por:

t m ] 1
t,w) = — AW — ZIX|2d B.10
plt,) xp[/Z Ixds (B.10)
e Q@ uma medida de probabilidade em (£, F) tal que dQ = pdP. Entao, o processo
definido por W< = W + fot Ads sera um processo de Wiener m-dimensional no espago de
probabilidade (€2, F, Q). Além disso, nesse espago, o processo P; (i = 0,...,n) possuird
a representagao:
AP, =rdt+ Y oydWl, i=1,- n.
j=1
onde r é o processo seguido pela taxa de juro de curto prazo, considerada na definicao do

numeraire.

Observagao - p(t,w) é a derivada de Radon-Nicodym, uma funcao de w € €2 que, a
partir da medida de probabilidade P, redistribui a massa de probabilidades dos eventos

de F de forma a criar a medida Q. Como p(t,w) > 0, temos que P e Q sao equivalentes.

Teorema 4A - Um mercado P nao possui possibilidades de arbitragem se, e somente

se, P for redutivel.

Teorema 4B - Um mercado P nao possui possibilidades de arbitragem se, e somente

se, existir @ medida de probabilidade martingale equivalente a P.
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Teorema 5 - Seja a matriz de variancias (a mesma utilizada em (B.1) e (B.9)):

011 012+ Oim

021 O22 -+ O2m
o =

Op1 Op2 **- Onm

e suponha que exista @, medida de probabilidade martingale equivalente a P. Entao, o

mercado P é completo se, e somente se, posto[o] = m.

Observacgao - Se postolo] = m, o sistema (B.9) possui solugdo tnica, e portanto,
considerando o Teorema de Girnasov, temos que em um mercado completo a medida Q

também deve ser unica.
De fato, em 1981 Harrison & Pliska demonstraram o seguinte teorema:

Teorema 6 - Um mercado é completo se, e somente se, existir uma tnica medida de

probabilidade martingale Q equivalente a P.

Agora apresentaremos o teorema fundamental para a precificacdo de titulos contin-

gentes em mercados completos e livre de arbitragens.

Teorema 7 (Precificagao de Titulos Contingentes) - Seja P um mercado re-
dutivel e completo. Entao, o preco livre de arbitragem, em t € [0,T), de qualquer titulo

contingente V' com data de vencimento 7', denotado por II;(V'), é dado por:

v
Fo(T)

Ht(v) = Po(t)EQ {

]—“t} (B.11)

B.3 O Preco Livre de Arbitragem de um Zero-coupon
bond

Considerando que o ativo Fy tenha a seguinte EDE (B.3):
Py(t) =r(t)Py(t)dt, P(0)=1,t>0

cuja solucao ¢ dada por:
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e que, para um Zero-coupon bond, V = 1, substituindo FPy(t) em (B.11), obtemos:

1 E}
(B.12)

Pt.T) =T1,(1) = eor@dge ) __—
( ’ ) t( ) ‘ efoTr(S)ds

7}

onde P(t,T) é o preco no tempo t de um Zero-coupon bond de maturidade T, e Q é a

_ EQ {6_ ftT r(s)ds

medida martingale equivalente a P.

Finalmente, como os processos estocasticos envolvidos na modelagem sao markovianos

(ver Elliott & Kopp(2000), pp 132-133), podemos reescrever (B.12) como:

r(t) = rt} (B.13)

e, para o modelo de dois fatores:

P(t, T) — E< {6_ S r(s,0)ds

r(t) =mr, o(t) = at} : (B.14)
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C O Teorema de Feynman-Kac

Neste capitulo trataremos da relacao entre equacoes diferenciais parciais e equagoes
diferenciais estocasticas. O objetivo é reescrever a formulagao probabilistica do problema
de precificagao de um Zero-coupon bond, que é dado na forma de uma esperanca condi-
cional de uma expressao envolvendo uma ou duas varidveis de estado (no nosso caso, a
taxa de juro de curto prazo e a volatilidade) regidas por uma EDE. Entao, inicialmente
vamos apresentar o resultado que nos possibilita tal transformacao, que é o Teorema da
Representagao de Feynman-Kac, seguindo o livro de Karatzas & Shreve (2000) - onde
podemos encontrar um tratamento rigoroso do assunto aqui exposto, precedido por al-
gumas notas preliminares para detalhar as hipéteses do teorema, e estabelecer a notagao
utilizada. Em seguida vamos aplica-lo para reescrever os problemas de precificagao de

Zero-coupon bonds, para os modelos de um e dois fatores, como problemas de Cauchy.

Comecemos, entao, com algumas preliminares que precedem a enunciagao do teorema

propriamente dito.

Sejam as funcoes Borel-mensuraveis
bi(x,t), oij(x,t) R"XRT >R, i=1...n, j=1...m.
Considere o vetor de drift definido como:
b(z,t) := {bi(x,1) hr<i<n
e a matriz de dispersao, ou matriz de variancias, como:

o(xz,t) == oy, t)1gz’§n 1<j<m

Seja a EDE n-dimensional dada por:

dXti :bi(Xtat)dt‘l'Zaij(xtat)thj’ i=1...n (C.1)

J=1
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sendo W = {W,|0 <t < oo} um movimento Browniano m-dimensional e X = {X;|0 <

t < oo} um processo estocdstico com trajetérias continuas que seja solucdo do sistema

acima. Reescrevendo (C.1) em notacao matricial, obtemos:

1
dXt by 011 012 *** Oim
2
dXt B by dt + 0921 022 -+ O2nm
dth bn Opl On2 - Opm

AW}
dW?

AW

(C.2)

Definamos agora a matriz de difusdo a (quadrada e n x n) deste sistema como:

aij(m’t) = Zgik(Xt,t)Ujk(Xt,t), ,5j=1...n

k=1

que em notacao matricial, fica como:

011 012 *** Oim 011 021
0921 022 *:* O2m 012 0922
a —=
Op1 Op2 - *- Onm O1m O2m
m 2 m
Zk:l 01k Zk:l O1k02k
m m 2
_ D1 OO Dy Oap

m m
D kel OnkOlk D jey OnkO2k

On1

On2

Unm

m
Zkzl O1k0nk

m
Zkzl 02k0nk

Z?:l Urzzk

(C.3)

Definigao 1 (Solugao Forte) - Uma solugao forte de uma equagao diferencial

estocdstica n-dimensional em um dado espaco de probabilidade filtrado (2, F, F;, P),

em relacao a um movimento Browniano fixo W, e condicao inicial X, é um processo

estocastico X = {X|0 < ¢ < oo} com trajetérias continuas, satisfazendo as seguintes

propriedades:

i. X é F, — adaptado;

i, P (X(0) = Xo) = 1;

. P(fot [16:(X o, 5)] + 02 (X4, 8)] < oo) — 1, Vi=1...n, j=1...m,

iv. A versdo integral da equacao diferencial estocastica (C.1),

t m t
0 j=1"0

e <t <o
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para 0 <t < oo, t=1...n, vale a.s.

Ou seja, dados uma EDE com sua condicao inicial, um espago de probabilidade filtrado e

um movimento browniano m-dimensional, o resultado é o processo estocastico X.

Definigao 2 (Solucao Fraca) - Uma solucao fraca de uma equagao diferencial es-
tocastica n-dimensional é uma tripla (X, W), (Q, F, P),{F:} onde:

i. (Q,F,P) é um espago de probabilidade, e {F;} é uma filtracao de sub-o-dlgebras
de F;

ii. X = {X,F]0 <t < oo} é um processo continuo que toma valores em R" e

W ={W,, F|0 <t < oo} é um movimento Browniano m-dimensional;
iii. idem solucao forte;

iv. idem solucao forte.

Neste caso, dada a EDE e sua condicao inicial, o resultado sao os processos estocasticos

(X, W), o espaco de probabilidade (2, F,P) e a filtragao {F;}.

Observacgao - A existéncia de uma solucao forte implica a existéncia de uma solucao

fraca.

Seja o operador diferencial de segunda ordem A;f definido por:

1 RAICRINRS >
(Atf>($7t> T 5 MZZIQ ( 8:@8@ + ;b (05)

com f € C*(R" x [0,7T)).

Dado T > 0 arbitrario, e constantes apropriadas L > 0 e A > 1, vamos considerar
as fungoes f(x) : R — R, g(x,t) : R" x [0,7] — R e s(zx,t) : R* x [0,T) — [0, 00)

continuas, que satisfacam as seguintes condigoes:

i |f(x)] < L1+ ||z||*) ou f(z) > 0,Yx € R,

ii. [g(z,t)] < L(1 + [|=|[*') ou g(=,t) > 0,z € R", ¢ € [0, T];
No que segue, consideremos a seguinte EDE:
X.,==x —|—/ b(Xy,s)ds —|—/ 0(Xy,8)dW gy, t <s< oo (C.6)
t t

satisfazendo as seguintes hipoteses:
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i. os coeficientes b;(x,t), 0;(x,t) : R" x Rt — R s@o continuos, tal que,
b, 1)|[* + [lo (2, 8)|]* < K*(1 +[|2|[*), V0 <t < 00,z € R", K > 0;

ii. A EDE em forma integral possui solugao fraca (X, W),(Q, F, P) e Fy;
iii. a solugao é tnica no sentido da Lei das Probabilidades.
Teorema (Representagao de Feynman-Kac) - Considerando as preliminares an-

teriores, suponha que v(z,t) : R™ x [0,7] — R" é continua, de classe C12([0,T] x R")

satisfazendo o seguinte problema de Cauchy:

—%jtm): (Aw) + g, em R™ x [0,T)

(C.7)
v(x,T) = f(x), ¢ € R"
e a seguinte condicao de crescimento polinomial:
< 21 n )

mas fof, T)] < M(1+ [Je][*), @ € R ()

para algum M > 0 e p > 1. Entao v(x,t) admite a representagao estocéstica

T
v(x,T) = E™* {f(XT) exp (—/ R( Xy, s')ds') +

! (C.9)

+ /tTg(Xs,S) exp (— /tSH(XsuS’)dS’) dS}

em R™ x [0,7]. Em particular, tal solugao ¢ tnica.

Prova: A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em Karatzas & Shreve (2000).

C.1 Aplicando o Teorema de Feynman-Kac ao Pro-
blema de Precificacao de Zero-coupon bonds

Nesta secao vamos aplicar o Teorema de Feynman-Kac para transformar a formulacgao
probabilistica do nosso problema de precificao de Zero-coupon bonds, conforme apresen-
tada no Apéndice B, em uma equagao diferencial parcial retroativa (backward), com sua

respectiva condicao final.
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C.1.1 Modelos com Um Fator

Nos modelos de um fatores, o preco de um Zero-coupon bond é da forma:

v(x, t;T) = B2 {exp <— /tT r( X, s)ds)

Neste caso, consideramos o Teorema de Feynman-Kac com n = m = 1. Assim, a EDE

Xt:x}, z€R (C.10)

(C.2) pode ser escrita como:
dX, = b(X,, t)dt + o(X,, )dW (C.11)

e a matriz de difusdo (C.3) se resume a:

O operador diferencial (C.5) é dado por:

1 ,0%

Comparando (C.10) com (C.9), concluimos que:

e finalmente, aplicando o Teorema de Feynman-Kac, podemos escrever (C.10) como:

v

— 29%v
St — kv =—50"55, em R x [0,T)

o >
(C.13)
v, T;T)=1, zr€R

C.1.2 Modelos com Dois Fatores

No caso de modelos de dois fatores, o preco de uma Zero-coupon bond é dado pela

esperanca condicional:

T
v(xy, 20,1, T) = E© {exp (—/ K(Xsl,Xf,s)ds) ‘th =x, X} = 1’2} (C.14)
t
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Como estamos considerando duas fontes distintas de ruido, considerarmos n = m = 2 no

Teorema de Feynman-Kac. Assim, (C.2) se resume a:

dx} b 011 O aw}

t _ 1 dt + 11 12 t

dXt2 by 021 022 de

e a matriz de difusdo (C.3) a:
o ( app a2 ) - < ot + 0%y 011021 + 012022 )

a1 Qg2 021011 + 022012 03, + 03y

Desta forma, o operador diferencial (C.5) é dado por:

0%v 0%v 1 0% 0

1 v ov
(Atv)(l’la 1’2,t) = §a118—$% + (CL12 + agl)m + 5@22 81% + bl axl + b2 8x2

Comparando (C.14) com (C.9), concluimos que:

(C.15)

(C.16)

(C.17)

e finalmente, aplicando o Teorema de Feynman-Kac, podemos escrever (C.14) como o

problema de Cauchy:

v 1

gy = L4 9%v v 1, 9Pv _p v _p v 2
Bt RU = 2a118x% (CL12 +a21)8m18x2 2&22896% bl bg D23’ em R~ x [O,T)

o1

v(zy, 20, T) = 1, (21, 22) € R?

(C.18)
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