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RESUMO

Neste trabalho analisamos os efeitos causados pela migracao dependente
da densidade em metapopulagoes, modelada como um sistema de n sitios discretos no
tempo e no espaco. A analise é feita em diferentes fungoes que descrevem a dinamica
local do sistema e, para configuracao da rede, trabalhamos com anéis ciclicos. Este
trabalho trata de dois estudos: a instabilidade de Turing e a sincronizacao entre os

sitios.

A andlise da instabilidade de Turing é feita comparando o comporta-
mento do modelo local com o modelo acoplado, numa rede cuja matriz de interagao
¢ simétrica. Neste estudo foi considerado que o modelo de um tunico sitio (desaco-
plado) é estavel, portanto toda instabilidade é decorrente da migragao. Além disso,
comparamos a regiao de estabilidade do modelo localmente conectado, com a regiao
de estabilidade do modelo globalmente conectado, concluindo que quando a conexao
¢ maior, o sistema tem uma regiao maior de estabilidade. A fim de determinar para
quais parametros a migracao além de tornar o sistema instavel, gera oscilagoes cao-
ticas, calculamos numericamente os expoentes de Lyapunov. Este calculo foi feito
para varios nimeros de sitios, comparando: o modelo globalmente conectado com o
modelo localmente conectado; modelos com diferentes taxas de migracao méaxima; o
modelo onde a migragao ocorre por escassez de parceiros (dispersao dependente da
densidade negativa) com o modelo onde a migracao ocorre por excesso de individuos
no sitio (dispersao dependente da densidade positiva); e o modelo onde a taxa de
reproducao do modelo desacoplado é maior que 1 com o modelo onde a taxa de

reproducao do modelo desacoplado é menor que 1.

Na segunda parte estudamos a estabilidade do estado sincrono, que esta
fortemente correlacionada com a extingao. Pensando em estudar os fatores que le-
vam a populacao a extingao, obtemos um critério de estabilidade do estado sincrono.

Este critério é baseado no calculo do niimero de Lyapunov Transversal dos atrato-
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res no subespaco invariante de sincronia. Fizemos algumas simulacoes numéricas,
assim como feito para a instabilidade de Turing comparando: o modelo globalmente
conectado com o modelo localmente conectado; o modelo onde a migracao ocorre
por escassez de parceiros com o modelo onde a migragao ocorre por excesso de in-
dividuos no sitio; e para diferentes valores na taxa de reproducao do modelo de um

tnico sitio (desacoplado).
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ABSTRACT

In this study we analyse the effects caused by density-dependent disper-
sal on metapopulations which are modelled as a discrete dynamical system in time
and space. The analysis is done using different functional formulations describing
the local dynamics while the network configuration used is of a circular type. Two
different problems are studied: the Turing instability and the stability of synchroni-
zed trajectories. The Turing instability analysis is done comparing the local model
behavior with the coupled map lattice with symmetric interactions.We assume the
single patch model to be stable, thus any observed instability is caused by the dis-
persal between patches. Moreover we compare the stability region of a network
where the connections are only between the two nearest neighbors sites with glo-
bally connected ensembles, and we conclude that the stability region increases when
there are more connections between patches. We also computed the Lyapunov ex-
ponents of the metapopulation system in order to detect the presence of chaotic
dynamics caused by the densitydependent migration. This numerical calculations
were performed for various values of n (number of sites), comparing the two nea-
rest neighbors topology with the globally connected interaction system, comparing
the migration process that occurs because of lack sexual partners (negative density-
dependent dispersal) with the dispersal caused by overpopulated patches (positive
density-dependent dispersal), and also comparing metapopulations where the local
model presents an intrinsic reproductive rate larger than one with systems where
the local dynamics are driven by models with intrinsic reproductive rate less than

one.

In the second part we study the stability of synchronized attractors.
This is important since synchronization is closely related to the possibility of the
metapopulation extinction. We obtained a stability criterion for synchronized at-

tractors. This criterion is based on the computation of the Transversal Lyapunov
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number of attractors within the synchronized invariant manifold. We performed nu-
merical simulations as done for the Turing instability study, comparing models with
different connection schemes, positive and negative density-dependent dispersal and

local models with different behaviors with respect to the intrinsic reproductive rate.



1 INTRODUCAO

O interesse na pesquisa em modelos de dinamica populacional é visi-
velmente crescente quando nos deparamos com os estudos de Hanski e Gilpin [11],
Hassell et al. [15] e Cazelles et al. [4]. Nestes modelos a populagao, dita meta-
populacao, ¢é tratada como um conjunto discreto de subpopulagoes localizadas em
fragmentos de habitat, ditos sitios ou patches, que sao adequados para reprodu-
¢ao e sobrevivéncia. Cada um destes sitios estd cercado por um ambiente hostil e

totalmente inadequado para reproducao e sobrevivéncia.

A conexao entre os sitios é feita através de movimentos migratérios.
No contexto deste trabalho, as palavras migracao e dispersao serao usadas para
descrever o movimento dos individuos de um sitio a outro, portanto nao ha distingao

entre elas.

Neste trabalho temos dois objetivos:

e Estudar a Instabilidade de Turing, ou seja, estudar a instabilidade ge-
rada pela migragao, considerando que o modelo de um tunico sitio (de-

sacoplado) é estavel;

e Estudar dinamicas sincronizadas, ou seja, quando todos os sitios da
metapopulacao, com condicoes iniciais diferentes, tém exatamente o
mesmo namero de individuos com o passar do tempo, considerando que

o modelo local (desacoplado) é instéavel.

Consideraremos uma populagao de uma tnica espécie distribuida em
n sitios formando a metapopulacao. A populacdo, a cada geracao, passa por dois
processos distintos: o processo de dinamica local (reproducao e sobrevivéncia) e o

processo de migracao (dispersao). Algumas consideragoes devem ser observadas:



As geracgoes serao tomadas em tempos discretos t = 0, 1,2, ... e jamais
se entrelagam (sobrepoem), isto é, os pais nao vivem o suficiente para
conhecer seus proprios filhos. Exemplos naturais que se enquadram

nessa formulagao podem ser vistos em Hanski e Gilpin [11];

A populagao é composta de individuos machos e individuos fémeas para

que o processo de reprodugao possa ocorrer;

Deve ser estabelecida uma separagao entre os eventos de dinamica local
(reprodugao e sobrevivéncia) e de migragao (dispersao), ja que segundo
Hassell et al. [15] resultados improvéveis do ponto de vista biol6gico

podem ocorrer se houver falha na separacao destes processos;

Deve ser estabelecida uma topologia para a rede, isto é, dado um sitio,

quais sao os seus vizinhos e para onde os individuos deste sitio migrarao.

O processo de migracao é de curta duracao, e portanto, é razoavel su-
pormos que é 100% bem sucedido (ndo hé mortes de individuos durante

0 processo).

Inicialmente vamos imaginar que nao h& conexao entre os sitios. Neste

caso, cada populagio z¥, k = 1,2, ....,n; onde z¥ denota o niimero de individuos no

sitio k no instante ¢, cresce de modo independente das demais, e sua dinamica é

dada por

forl = f(xf)7

onde f é uma funcao suave que incorpora os processos de reproducao e sobrevivéncia.

Note que, neste exemplo, estamos considerando que todas as subpopulacoes sao

idénticas, no sentido que a dinamica de cada subpopulagao ¢ descrita pela mesma

funcao f.

Agora vamos imaginar a existéncia de ligagoes entre as subpopulagoes,

ou seja, vamos considerar a possibilidade dos individuos migrarem de seus habitats



para outro sitio da rede. Vamos supor que, a cada geracao, apds o processo de
reproducao e sobrevivéncia, ocorre um processo migratorio entre os sitios. Para
cada sitio k, uma fragao my; migra do sitio k para o sitio j. Esta fracao pode
depender da densidade local z¥ e/ou da densidade do sitio de destino z7. Neste

caso, estamos considerando apenas a dependéncia da densidade local.

Consideraremos a topologia da rede, ou seja, dado um sitio definire-
mos para quais sitios os individuos deste podem migrar, e qual a procedéncia dos
individuos que chegam a este dado sitio. Desta forma estamos estabelecendo as
vizinhancas dos sitios. A vizinhanca de um sitio k é composta pelos sitios cujos

individuos chegam até este sitio k, podendo ser definida por:

Viz(k) = {j : mj, # 0}. (1.1)

Uma pratica bastante comum, que consideraremos, é o uso de interagoes simétricas,

ou seja, tals que m;p=my;.

Estamos considerando uma metapopulacao de uma tnica espécie, sem
subclasses de idade ou tamanho entre os individuos. Claramente podemos construir
um modelo para uma metapopula¢do de uma espécie com estrutura etéria (como
estudado por De Castro et al. [7]), ou considerando duas espécies que interagem
entre si de algum modo (presa-predador, parasita-hospedeiro). Outra possibilidade
¢ a inclusao de uma taxa de mortalidade associada a migracao. Além das dificulda-
des em modelar a metapopulacao que emerge ao considerarmos tais aspectos, varios
trabalhos destacam a importancia do movimento migratério sobre a dinamica da
metapopulacdo. Entre eles podemos citar os trabalhos de Rohani et al. [25] onde
concluiram que, em geral, para modelos de uma tnica espécie com interagao si-
métrica entre os fragmentos, o movimento migratorio com taxa constante nao tem

nenhuma influéncia na estabilidade do equilibrio homogéneo.

Além disso, Ruxton [26] mostrou que o movimento migratério depen-

dente da densidade populacional local poderia gerar instabilidades no equilibrio do



sistema. Rohani e Ruxton [24] investigaram o efeito da migracdo constante (inde-
pendente da densidade) sobre o equilibrio estavel de populagoes locais num modelo
continuo de metapopulacao hospedeiro-parasitéide e mostraram que assimetrias ex-
tremas nas fracoes de dispersao entre as duas espécies podem desestabilizar o equi-
librio estdavel da metapopulagao. Além disso, se as dinamicas locais sao instaveis,
entao a dispersdo nao pode gerar estabilidade homogénea. Hassell [14] mostrou que,
para populagoes isoladas com probabilidade de extincao, taxas suficientemente altas
de migracdo podem resultar na persisténcia da metapopulacdo. Silva et al. [30]
determinaram, para um sistema de n sitios, a regiao onde a migracao dependente da
densidade causa instabilidade no sistema de uma tnica espécie. Huang e Diekmann
[16] formularam um modelo continuo multi-sitios e multi-espécies em que a taxa
de migracao de uma espécie depende das densidades de algumas outras espécies e,
focados na instabilidade de Turing, concluiram que o tipo de interac¢ao (competigao,

mutualismo, predador-presa) entre as espécies importa.

Outros estudos destacam o efeito estabilizador da dispersao, no sentido
da sincronizagao como em Silva et al. [29], Hasler e Maistrenko [13] e Cazelles et
al. [5]. Varios trabalhos dao destaque a sincronizacao, ji que, segundo Earn et al.
[8], ela estd fortemente correlacionada com a extingdo da metapopulagdo. Desta
forma os resultados de varios estudos podem levantar informagoes titeis para evita-
la. Por exemplo, as simulagoes de dinamicas simples (mapas logisticos), acopladas
pela migracao, feitas por Earn et al. [8], dao sustentacao a idéia de que oscilagdes
cadticas podem reduzir o grau de sincronismo entre os sitios, reduzindo assim a
probabilidade de extincao. Eles também obtiveram um critério analitico simples
para a estabilidade de oscilagoes sincronizadas que se aplica a metapopulagoes com

um numero arbitrario de sitios conectados. Estes resultados sao generalizados por

Silva et al. [27].

O papel da dispersao recebeu muita atencao na ultima década, mas a

maioria dos estudos supoe uma migracao independente da densidade. Em Ylikar-



jula et al. [34] pode-se ver uma lista de referéncias a este respeito. Esta hipétese
de migracao independente da densidade simplifica bastante o tratamento numérico
e analitico dos modelos, mas claramente entra em conflito com as evidéncias de dis-
persao dependente da densidade na natureza como em Matthysen [21]. Migracao
dependente da densidade em modelos de metapopulacoes foi considerada por Rux-
ton [26] e Silva et al. [30] em estudos sobre a instabilidade gerada pela migragao
e formacgao de padroes, por Ylikarjula et al. [34] que estudou os efeitos do niimero
de sitios e diferentes mecanismos de dispersao e, mais recentemente, por Silva et al.

[27] sobre sincronizagao.

A seguir apresentamos um modelo que descreve a dinamica da metapo-
pulacao e como ocorre este processo. Este modelo sera utilizado tanto para a andlise
da Instabilidade de Turing no capitulo 2 quanto para a da estabilidade do estado

sincrono estudada no capitulo 3.

1.1 O modelo

Consideramos n sitios idénticos, numerados por 1,2, 3, ... e tomamos x{
como a populagao de uma tnica espécie no sitio 7, no tempo t. Na auséncia de
migracao, a dinamica local de reproducao e sobrevivéncia para cada sitio j é dada
por

w1 = f()), (1.2)
parat =0,1,2,..., onde f é uma func¢ao suave em [0, 00). Exemplos biologicamente
relevantes podem ser encontrados em Hassell [14]. Note que a fungao f é a mesma
para todos os sitios, ja que consideramos anteriormente que sao idénticos. Supomos

também que as geragoes jamais se entrelagam.

Cada um destes sitios estd cercado por um ambiente hostil e totalmente
inadequado para reprodugao e sobrevivéncia, assim a metapopulacao é o conjunto

destas populagoes, ditas locais. Existem dois processos envolvendo a dinamica da



metapopulacao: o processo de reproducao e sobrevivéncia, dito dinamica local des-
crito pela equagao 1.2 e o processo de migragao (dispersdo). A separagao entre
estes dois processos é importante, de acordo com Hassell et al. [15], pois a falha na
separacao pode ocasionar resultados improvaveis do ponto de vista biolégico. Assu-
mimos entao que, a cada passo de tempo, a dinamica local é seguida pela migracao.
Trabalharemos com uma migracao dependente da densidade e para modelarmos este
segundo processo, ou seja, a migragao, consideramos que uma fracao p(zt) da popu-
lagao no sitio 7 parte deste sitio para sitios vizinhos no tempo ¢, assim 0 < u(x) <1

para todo .

Definindo ¢(x) = xu(zx), vemos que ¢(x) é a densidade exata de mi-
grantes em cada sitio, mais precisamente ¢(f(z!)) = u(f(x!))f(z!) é a densidade
da populacao que parte do sitio ¢ no fim do passo de tempo t. Destes individuos,
a propor¢ao cj; chegard no sitio j no inicio do passo de tempo ¢ + 1. Assim, m;;, a

fragao que migra do sitio ¢ para o sitio j citada anteriormente serd m;; = c;;iu.

Assumimos que o processo de migracao seja 100% bem sucedido, ou
n

seja, nao ha perda de individuos durante a migracao, assim Zcﬁ = 1 (todos os
j=1
individuos que saem do sitio i chegam em algum sitio j) para todo ¢ = 1,2, ..., n.

Consideramos também que nao ha migragao para o proprio sitio, ou seja, ¢; = 0.
Assim a dinamica da metapopulacao sera:
wh = (L= p(f@)] fla]) + cjinn(f () () (1.3)
t+1 H i t jilt t t)s
i€Viz(j)
ou em termos de ¢(z):
vl = fal) = o(F) + Y euo(f(a) (14)
i€Viz(j)
onde Viz(j) é a vizinhanga do sitio j como definido em (1.1). O primeiro termo do
lado direito nas equacoes acima representa os individuos que permaneceram no sitio
J no tempo t, enquanto o segundo termo representa a soma de todos os migrantes

que chegam ao sitio j.



Veja que c¢j; depende da Viz(j) escolhida, ou seja, precisamos definir a
topologia da rede. Para evitar efeitos de fronteira, varios trabalhos utilizam condi-
¢oes de contorno periddicas, ou seja redes em forma de anéis ciclicos ou superficies
toroidais (ver [26], [30]). Para redes em forma de anéis ciclicos a vizinhanca é definida

por [30] como:
Viz(k)={1+[(k+i—1) modn]:i=—N,..,N;i#0} (1.5)

Ou seja, é permitida a migracao somente para os 2N sitios mais proximos, com o
sitio 1 ligado ao sitio n, formando um anel. A Figura 1.1 mostra alguns exemplos.
O nimero de vizinhos de um sitio k& é dado por #Viz(k) = 2N onde N é o raio
da vizinhanca. Quando N = 1, ou seja, s6 ha migracao para os dois vizinhos

adjacentes, dizemos que a conexao € local. Ja quando temos migracao para todos os

n—1
2

n

se n ¢ impar ou N = §

sitios vizinhos, dizemos que a conexao ¢é global e N =

se n é par.

ad i

.\H »

=1 =2

Figura 1.1: Vizinhanga tipo anel ciclico com N = 1 (conexao local), N = 2 e conexao
global.

Exemplos de matriz de conexao sao dados abaixo, onde além de in-
teragoes simétricas consideramos que a migragao ocorre igualmente para todos os

vizinhos. A primeira refere-se a conexao local e a segunda a conexao global.



0 3 0 ... 0 3
0 1 0 0
0 B
C= : (1.6)
0
0 ... 0 53 0 3
5 O 0 5 0]
comi,j=1,2, .. n.
ey 0
C= : 0 : (1.7)
1
n—1
comi,j7=1,2,....,n.
(aj N=1 (b N=2 (c) N=1 (d) N=2

Figura 1.2: Vizinhanga de Moore: (a) com N =1, (b) com N = 2 e Vizinhanga de
Von Neumann: (c) com N =1, (d) com N = 2.

Para redes em forma de superficie toroidal, as vizinhangas mais utiliza-

das s@o as de Moore e de Von Neumann. A vizinhanga de Moore é dada por
Viz(k,l) ={(k+1,l+7): =N <i,5 < N;(i,7) # (0,0)},

que pode ser vista na figura 1.2, onde o niimero de vizinhos de um dado sitio (k,!)

¢ dado por #Viz(k,l) =2N(N +1).



2 A INSTABILIDADE DE TURING

O estudo sobre os efeitos da migragao em modelos de dinamica de meta-
populacoes, como vimos na introducao deste trabalho, tem apresentado nos tltimos

anos um crescimento consideravel.

A Instabilidade de Turing ficou conhecida pois um sistema de reagao-
difusao exibe instabilidade causada pela difusao se o estado estacionario homogéneo
¢é estavel para pequenas perturbacoes na auséncia de difusao, mas instavel para
perturbacoes espaciais pequenas quando a difusao estd presente. Esse mecanismo
mostra como padroes de manchas e listras podem ser criados. No contexto biolo-
gico, podemos fazer um paralelo do sistema de reacao-difusao com um sistema onde
espécies interagem e dispersam. Estudos de formacao de padroes em modelo presa-
predador podem ser vistos em Rodrigues et al. [23]. Neste sentido sdo necessérias

duas espécies e estuda-se os padroes espaciais heterogéneos estaveis.

Neste estudo, tomaremos a Instabilidade de Turing com um conceito
um pouco diferente, ja que trabalharemos com uma tnica espécie. A Instabilidade
de Turing sera verificada se, para populagoes de uma tunica espécie isoladas existe
estabilidade e, quando ha migragao, o sistema torna-se instavel. Existem vérios
estudos posteriores ao de Turing neste sentido, por exemplo, Rohani et al. [25],
Rohani e Ruxton [24], Ruxton [26], Hanski e Gilpin [12], Hassell [14] e Silva et al.
[30].

Neste capitulo, analisaremos os efeitos da migracao dependente da den-
sidade na estabilidade do sistema que dara continuidade aos estudos desenvolvidos
por Silva et al. [30]. Utilizando o modelo descrito anteriormente no capitulo 1,
mostraremos as condi¢oes que devem ser satisfeitas para que a migragao cause ins-
tabilidade no sistema acoplado, considerando que um tnico sitio (desacoplado) é

estavel. Em seguida analisaremos exemplos deste modelo utilizando as funcoes Ex-
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ponencial Logistica e de Beverton-Holt para a dinamica local. Na se¢ao 2.2 faremos
uma comparagao entre o modelo globalmente conectado e localmente conectado. Na
secao 2.3 determinamos numericamente as condi¢oes para que a migracao além de
gerar instabilidade, gere caos, utilizando a funcao exponencial logistica para dina-
mica local e considerando a interacao entre 2 sitios. Esta mesma andlise é feita para
outros numeros de sitios na secao 2.5, passando pela se¢cao 2.4 onde observamos os

padroes gerados para diferentes parametros e para conexoes local e global.

2.1 Analise da estabilidade

Utilizando o modelo descrito no capitulo 1, nesta secao mostraremos
uma extensao das condigoes estabelecidas por Silva et al. [30] para que a migra-
¢ao dependente da densidade cause instabilidade no sistema. Considere o sistema

descrito no capitulo anterior:

w, = fla]) —¢(f($i))+zcj,i¢(f($i))- (2.1)

Assim, considerando o modelo local isolado, ou seja, tomando z* =
f(z*) ponto-fixo estavel, o equilibrio z* serd estavel se |f'(z*)] < 1. Agora pre-
cisamos analisar a estabilidade do sistema acoplado nesta regiao dos parametros.
Vamos supor que f possua um unico ponto de equilibrio positivo z* = f(z*)>0. Ve-
remos a seguir as condigoes para que o sistema acoplado possua um tnico equilibrio

homogéneo nao-trivial, dado pelo vetor X* = (x*, z*, ...,2*)T, 2* > 0.

Relembrando, consideramos no capitulo anterior que nao ha perda de

individuos durante a migragao por:

n
E cji =1,
j=1
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Vi=1,2,...,n, ou seja, a matriz C' tem a soma dos elementos de uma mesma coluna

igual a 1.

Se X* = (z*,z*,...,2*)T é um equilibrio nao trivial, isto é * > 0, entdo

a equacao do sistema fica:
# o= (@) = o(f(@) + Y o f ().
i=1

Como ¢(f(2*)) ndo depende mais de j entdao pode sair do somatério:

n

v o= f@) = $(f (@) + S(F () D e

=1

E, se ¢(f(z*)) # 0, podemos isolar Y ", ¢;; conforme a equacao:
n

e @)
2 = ey

Vj = 1,2,...,n, que implica em Y "  ¢;; = k, Vj = 1,2,...,n, ou seja, a soma dos

elementos de uma mesma linha é constante.

Mas a soma dos elementos de uma mesma coluna é igual 1, logo a soma
total das entradas da matriz C serd n. Assim nk = Soma Total = n. Logo k = 1,

ouseja y ., c;=1,VY=12 ..n

A hipétese usada de que ¢(f(z*)) # 0 (¢ o f(z*)) se z* > 0 ¢ verificada
pois supomos f(z) > 0, Vx > 0e 0 < p(z) < 1, Yr > 0. Assim garantimos que

existe a solugdo homogénea se > | ¢j; = 1.

Por outro lado, se Y. ; ¢j; = 1, suponhamos que exista um outro ponto

de equilibrio homogéneo P = (p,p,...,p)T. Substituindo na equacao do sistema
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obtemos:

Logo, é necessario que p = f(p). Mas x* é o unico ponto de equilibrio
de f, entao segue que p = z*, e portanto P = X*. Assim, X* = (z*,z*%,...,2*)T é o

unico ponto de equilibrio homogéneo do sistema.

Conclusao: O sistema 2.1 possui um unico equilibrio homogéneo nao

* *

trivial, dado por X* = (x*,z*, ...,z*)T, onde z* = f(z*) > 0 se, e somente se,

icji = 1, (22)
i=1

para todo i =1,2,...,n.

n
Desta forma, estamos supondo Z cji =1, Vi =1,2,..,n para que nao

J=1
n

haja perda de individuos durante a migracao e E c;i = 1 para a existéncia de
i=1
equilibrio homogéneo nao trivial. Temos assim que a matriz C' = [¢;;] é duplamente

estocastica.

A estabilidade de X* é estudada pelo procedimento padrao de lineari-
zagao. Calculando a matriz jacobiana J do sistema dado por (1.4) e aplicando no

vetor X™* temos:
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L=/ (@) f' (@) cnd'(f(a)f' (7)o cnd (f (7)) f'(27)

J(XY) = 021¢’(f(f*))f’($*) 1—¢’(f(~f0*))f’(flf*) Czncﬁ’(f(f*))f’(x*) |

e @ (f(@) [ (@%)  enad(F(@)) [/ (2) o 1= @ (f(27)) [ (27)

ou seja,

J(X7) = f'(@") M, (2.4)

onde M é uma matriz n X n com entradas «; ; dadas por:

1— gbl(x*)v i :j
cjid(z%), i#]

Qij =

Claramente (2.4) implica que os autovalores da matriz J(X*) sdo
F@)A,
1=1,2,...,n, onde os \; sao os autovalores de M.
Mas J(X™) pode ainda ser escrito como:
J(X7) = fi(z") (I — ¢'(z") B), (2.5)

onde [ é a matriz identidade n x n e B é a matriz, também n x n, dada abaixo:

1 —C12 —C13 ... —Cin
—C21 1 —C23 ... —Con
B = (2.6)
—Cln—1)1 —Cn-1)2 --- L  —Chn-1)m
—Cn1 —Cp2 —Cp3 ... 1

Note que a matriz B depende do modo como a conexao entre os sitios ¢ feita, mais

precisamente, tomando C' = (¢;;) matriz de conexao, B =1 —C.
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Desta forma, os autovalores \; da matriz jacobiana J(X*) do sistema

acoplado serao da forma:
N = fl(x*)(1 = B¢ (z¥)),i =0,1,....,n — 1, (2.7)
onde (3; sao os autovalores da matriz B.

Note que, considerando bj; os elementos da matriz B, (2.2) e (2.6)

implicam que:
Zbﬂzl—chizl—l:O,
j=1 j=1

i=1,2...,n. Desta forma, checamos facilmente que A = 0 é um autovalor da matriz

B, associado ao autovetor 1 = (1,1,...,1)7, j& que:

n n n T
B-1 = <Zb1j7262j7”'72b”j>
j=1 j=1 J=1
= (0,0,..,0)7
= 0.

Queremos que max |\;] < 1 para o sistema permanecer estdvel ou

max |A;| > 1 para se tornar instdvel. Temos:

max || = max | f'(«")(1 = ¢'(z")3;)| = [f'(«")| max |1 — ¢ (z") 3y

O teorema de Gershgorin, dado em Davis [6], diz que: Se A € C(™*™)

onde a;j, denota os elementos de A para j =1,...,n, k=1,...,n, e
Pj = Z |ajk‘|v
k

onde Z denota a soma de k = 1,...,n com k # j, entdo todo autovalor de A esta
k

em pelo menos um dos discos

{z: 2 —aj; I< pj},
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j=1,2,..n, 2z no plano complexo.

Considerando a matriz B, temos que p; = 1, Vj e aj; = 1, Vj. Assim,
todos os autovalores de B estao no disco de raio 1 e centro (1,0) do plano complexo.
Supondo que a matriz de conexao C' = [¢;;] seja simétrica, B também serd simé-
trica e portanto os autovalores [3; sao reais, ou seja, 0 < ; < 2. Ja sabemos que
0 é um autovalor, logo é o menor deles e podemos ordené-los de forma crescente:
0=00 <1 <..<fBn1<2. A seguir, na Figura 2.1, temos os graficos das funcoes
y = |1 — Biz|, onde x = ¢'(z*).

Figura 2.1: Gréficos das fungoes y = |1 — ;x| parat =0,i=1,...,i=n—1

Como pode ser observado na Figura 2.1, teremos:

1, se 0<¢'(z*) < maiﬁi
[f/(@")max |1 — ¢'(2") 3] = | f(2")| § 1—¢/(a")maxfB;, se ¢(z*) <0
¢ (r*)max 3; — 1, se ¢ (x*) > maiﬁi
ou seja, X* ¢é estavel se:
|f'(@")] < 1, se 0<¢'(z") < i
¢ (z*) > malxﬁi <1 - |f,(lz*)‘> , se ¢'(z*) <0 (2.8)

(b/(q;*) < malacﬁi (1 + |f’(1x*)|) , Se ¢’<x*) > manﬁi
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E conseqiientemente X* ¢é instavel se:

7 (2.9)

&ty

-1 fl(ﬂ:w)l

Figura 2.2: Regiao de estabilidade (clara) e de instabilidade na presenga de migracao
(sombreada) do sistema em fungao dos parametros f'(z*) e ¢'(z*), onde

_ 2 S
n—m72—0,1,...7n—1.

Podemos observar na Figura 2.2, a regiao de estabilidade e de instabi-

lidade do sistema em fungao dos parametros f'(x*) e ¢'(z*).

Diferente do trabalho de Silva et al. [30], aqui encontramos a regiao de
instabilidade considerando ¢'(z*) positivo ou negativo. Isto significa, como discutido
em Ylikarjula et al. [34], que os individuos podem migrar: a) pelo excesso de
individuos que causa escassez de recursos para sobrevivéncia, no caso em que ¢'(z*)
é positivo; b) pela escassez de individuos, que tentam se agrupar na dificuldade de

encontrar parceiros, no caso em que ¢'(z*) é negativo.
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2.1.1 Exemplos

Nesta secao, iremos visualizar as condigoes (2.8) e (2.9) para fungoes es-
pecificas. Virias fun¢oes podem ser admitidas para a dindmica local, em Murray [22]
podemos encontrar exemplos destas fungoes e seus diagramas de bifurcacao. Aqui
tomaremos dois exemplos classicos: fungao exponencial logistica, também conhecida

como funcao de Ricker e a funcao de Beverton-Holt.

A fungao exponencial logistica, dada por
f(z) = zer@t=), (2.10)

onde r ¢ a taxa de reproducao intrinseca da populagao. Na Figura 2.3 temos o
Diagrama de Bifurcagao e o gréafico desta funcao que é inicialmente crescente e em

seguida decrescente.

@ (b)

flz)==

Figura 2.3: (a) Grafico da fun¢do Exponencial Logistica para r = 0.7, r = 1 e
r = 1.9. (b) Diagrama de Bifurcac¢do da fungao Exponencial Logistica:
O ponto-fixo que existe para baixos valores do parametro r da lugar a
uma Orbita de periodo 2 no ponto r = 2 e conforme aumentamos o valor
de r a érbita torna-se periddica e em seguida caotica.

Observando o Diagrama de Bifurcacao da Figura 2.3 (b) verificamos
que no modelo com a funcao exponencial logistica podemos ter dinamicas variadas:
ponto-fixo, solugoes periddicas e caos. Como o que nos interessa é o ponto-fixo

estavel, calculos simples fornecem que o tnico ponto de equilibrio positivo é x* = 1,
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que também pode ser observado na Figura 2.3. Aplicamos o critério de estabilidade

dado por (ver [10], [17], [2]):

"(*) <1 = a* é estavel,
| ()] o1
|f'(z*)| >1 = z* é instavel.

d

Segue que: e [z.exp(r(l —x))] <l&e|l-rl <1« 0<r <2 Portanto,
z r=x*=1

z* =1 é estavel se 0 < r < 2, ou seja, o sistema local (desacoplado) é estavel para

0<r<?2.

Analisamos o sistema de um tnico sitio (desacoplado), ou seja, na au-

séncia de migracao o modelo local é dado pelo mapa logistico exponencial

r(l—x
Ti41 = Tt€ ( t)7

cuja solucao, apds o processo de linearizagao na vizinhanga de um equilibrio x*, pode

ser expressa na forma

Ors1 ~ f' (%),
onde f'(z*) = 1—1r e = xy — 2" é uma pequena perturbagdo. Considerando
A = f'(z*), segue-se que

~ )i+1

Quando 0 < A < 1 a perturbacao d; decai de forma exponencial. E,
portanto, o sistema se aproxima do ponto de equilibrio estavel monotonicamente
se 0 < r <1 Sel < r < 2o sistema se aproxima do ponto de equilibrio de
forma oscilatoria, pois a perturbacao d; decai de forma exponencial oscilando quando
—1 < XA < 0. Aumentos no parametro r, isto é, quando r > 2 fazem com que o
ponto de equilibrio z* = 1 deixe de ser estavel. Este ponto deixa de ser atrator e

passa a ser repulsor.

Observe na Figura 2.3 que, conforme a taxa de crescimento intrinseca
da populacao r cresce, comegamos a obter ciclos de periodo-2 estaveis, com os va-

lores alternando-se entre 7§ e x3 (ponto-fixo de periodo 2). O parametro r continua
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crescendo e entao as ciclos de periodo-2 tornam-se instaveis e obtemos ciclos de
periodo-4 estaveis, e esta bifurcagao repete-se novamente. Observe que estas bifur-
cagOes geram uma seqiiéncia de ciclos com periodo 2", Vn € X. Estas bifurcacoes
ocorrem até que o parametro r atinge um valor cujas bifurcagoes de periodo 2™ nao
ocorrem mais. Este estagio é entao denominado de cadtico, pois nao ha regularidade

e apresenta dependéncia sensitiva as condigoes iniciais.

Agora analisaremos a de funcao de Beverton-Holt que é dada por

ra

fla) = 1o,

(2.12)

onde r também ¢é a taxa de reproducao intrinseca da populacao. Na Figura 2.4 temos

o grafico desta funcao e o Diagrama de Bifurcacao da equacao correspondente.

(@) ®)

Figura 2.4: (a) Gréfico da fungao de Beverton-Holt para r = 1.5, r = 2.5 e r = 3.5.
b) Diagrama de Bifurcac¢ao: ponto-fixo estavel para qualquer valor de
r,z*=0para 0 <r <1.

Note que esta fungao é sempre crescente e o comportamento da solugao
da equagao 41 = f(x;) é sempre estével para qualquer valor do parametro r. E
facil ver que os pontos de equilibrio desta equacao sao z* = 0 e z* = r — 1. E,
fazendo a analise da estabilidade temos z* = 0 estavel para0 <r<lex*=r —1

estavel para r > 1. Como a extin¢ao nao nos interessa, trabalharemos com r > 1.
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A fungao de migragao que utilizamos, citada em Ylikarjula et al. [34],

. (6]
,u(x) - (1 —|—eﬁ(7—$))7

onde « é a fracdo maxima de dispersao, 3 descreve o quao abrupto é o crescimento

(2.13)

(6 > 0) ou decrescimento ( < 0) na taxa de dispersdao e 7 determina o ponto
de inflexdo da u(x). Note que estamos considerando [ positivo e negativo (veja

(@) (b)

plx)

—

)

Figura 2.5: (a) p(z) para =5, =15¢e  =50. (b) pu(z) para f = =5, 3 = —15
e = —50.

Figura 2.5) o que significa que, assim como consideramos anteriormente para ¢,
os individuos podem migrar: a) pelo excesso de individuos que causa escassez de
recursos para sobrevivéncia; b) pela escassez de individuos, que tentam se agrupar na
dificuldade de encontrar parceiros. Exemplos podem ser encontrados em Ylikarjula
et al. [34]. Além disso, quando  — 400 ou f — —oo a migracao se torna do tipo
degrau, ou seja:
0, =<,
() = (2.14)
a, x>,

para 3 — +00.

o, T <7,
niz) = (2.15)
0, >,
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para  — —o0.

Utilizaremos v = 1 fazendo assim com que o ponto de inflexao de u(x)
coincida com o ponto de equilibrio da fungao exponencial logistica (considerando
a # 0 e [ # 0), ou seja, para valores grandes positivos de (3, se o niumero de
individuos é menor que o equilibrio nao ha migragao e se é maior que o equilibrio,
existe migragao constante de uma fracao de « individuos. E para valores grandes
negativos de 3, se o nimero de individuos é menor que o equilibrio ha uma migragao
constante de uma fracao de o individuos e se é maior que o equilibrio nao ha migragao

de individuos.

Para a funcao exponencial logistica a condi¢ao dada em (2.8) fica con-

forme dado abaixo:

0<r<?2, se —2<ﬁ<am§mﬁ_—2
J

ﬁ > ozmixﬁj (1 - |1£r|> -2, se ﬁ <=2 (216)
4 1 8
ﬁ < amax 3; (1 + m) N 2’ s€ ﬁ > amazxf; —2.

Estas condigoes para estabilidade estao representadas no grafico da Fi-
gura 2.6 (a). Na figura estd achurada a regiao onde os parametros r e  tornam o

sistema instavel para o = 0, 75.

J& para a funcao de Beverton-Holt nao conseguimos explicitar as con-
digdes como feito acima, porém obtemos implicitamente, através da condigao (2.8),

a regiao de estabilidade representada no grafico da Figura 2.6 (b).

Notamos que a regiao de instabilidade no modelo de Beverton-Holt é
bem menor em comparacao a do modelo exponencial logistico. Observe também que
a regiao de instabilidade é um pouco maior para § < 0, ou seja, a instabilidade é
maior na migracao devido a falta de parceiros. Notamos também que, no modelo
com a func¢ao exponencial logistica, ha uma simetria com relacao a reta r = 1, ou

seja, a regiao de instabilidade gerada pela migracao é a mesma tanto para a dinamica
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(@) (®)

£0

Figura 2.6: Regiao de instabilidade (sombreada) gerada pela migragdo em funcéo
dos parametros r e [ para (a) Funcao exponencial logistica onde ¢ =
amsx 5~ 2 (b) Fungao de Beverton-Holt: Ambas simulagoes foram feitas

J

para a = 0, 75.

local aproximando-se do ponto de equilibrio estavel monotonicamente 0 < r < 1,

quanto para a aproximacao oscilatéria 1 < r < 2.

2.2 Comparagao entre o modelo globalmente conectado e o

localmente conectado

Nesta secao iremos fazer uma comparacao da regiao de estabilidade
do modelo localmente conectado, ou seja modelos em que a migracao ocorre apenas
para os vizinhos mais préximos, com a regiao de estabilidade do modelo globalmente
conectado, no qual a migragao de um sitio ocorre para todos os outros sitios da

metapopulacao.

Note que a condigao (2.16) foi estabelecida independente dos aspectos
topologicos da rede. Agora, para compararmos o modelo localmente conectado com o
modelo globalmente conectado precisamos definir a topologia da rede. Utilizaremos

neste trabalho anéis ciclicos, uma topologia classica da literatura definida em 1.5.
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Como vimos, o numero de vizinhos de um sitio k é dado por #Viz(k) =
2N, onde N é o raio da vizinhanca. Iremos comparar o modelo localmente conectado
com o modelo globalmente conectado. As respectivas matrizes de conexao estao

dadas em (1.6) e (1.7).

A migracao ocorre de forma igual para todos os sitios, ou seja a matriz

C = [¢;j] além de simétrica é circulante.

A matriz jacobiana associada a este sistema, avaliada em X* = (z*, 2*, ..., x*)7,

sera: ) )
a b b b b
b a b
b
b
D(X™") = : (2.17)
b
b
b
| b b b b a |
onde

a=f1)(1 - ¢,
7))

h—
2N

Note que em cada linha temos 2V elementos iguais a b. Os espagos em

branco devem ser interpretados como zeros.

Podemos escrever também: D(X*) = f'(z*)(I—¢'(2*))B onde I é a ma-

triz identidade e B ¢ a matriz circulante B = circ(l, =55, ..., — 35,0, ..., 0, =5, -, —38),

1

53> seguidos de n — 2N — 1 zeros e novamente de N

onde apds o 1 temos N vezes —

1
vezes — 5N -
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Assim, os autovalores de D(X™) serdo dados por:

Aj = () (1 = ¢'(2"))8; (2.18)

onde 3; sao os autovalores de B. Pelo teorema de Gershgorin, como vimos an-
teriormente, 0 < 3; < 2, mais ainda, como B é uma matriz circulante, os auto-

valores sao facilmente encontrados. Em Davis [6] os autovalores de uma matriz
n—1

. ~ - %J

circulante (ag,ay, ..., a,_1) sdo dados por ay = E a;j(wy)’ onde wy, = e™» ' para
J=0

Para o o modelo localmente conectado, a matriz B é circulante dada
n—1

2km ;

1 7

por B = circ(1,—3,0,...,0,—3) e os autovalores (3 = Zaj(wk)j onde wy = e™n
=0
para j =0,1,...,n — 1, ou seja,

1 1
ﬁk - 1_§wli_§w2 17

1

= 1- §(U)k + /IEk;),
1

= 1- §2Re(wk),

2k
= 1- cos—7r.

Assim, se n for par, entao mazrf3, = 2 e se n for impar, entao maxrf3, — 2 quando

n — o0.
Para o caso globalmente conectado, a matriz B sera a matriz circulante
o 1 1 1 : 5
B = cire(l, ——5, ==, ..., —=—7) cujos autovalores serao:
5 LW w? wy !
L = — — — .. —
n—1 n-—1 n—1

1
= 1- —1(wk +wi + .+ wp )
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Se k = 0 entao wyg = 1 e By = 0. Se w, # 0 podemos utilizar a soma da série
geométrica e teremos
1

=1 [
ﬂk +n_17

ou seja, exceto o zero, todos os autovalores sao iguais, independente de k. Desta

_ 1
forma mazf, = 1+ — e quando n — oo, mazrf, — 1.

Comparando os resultados obtidos acima através da Figura 2.7, con-
cluimos que quando a conexao é maior, o sistema tem uma regiao de estabilidade

maior.

50

Figura 2.7: Comparacao da regiao de estabilidade do modelo localmente conectado
com o globalmente conectado: a regiao cinza escuro representa a regiao
de instabilidade do sistema do modelo globalmente conectado e a uniao
desta com a regiao cinza claro representa a regiao de instabilidade do
modelo localmente conectado.

2.3 Regiao cadtica envolvendo dois sitios

Sabemos até agora que a migracao pode causar instabilidade no sistema;
mas que tipo de instabilidade? Serd que o sistema se torna periddico, sera que a
migracao pode causar caos? Uma drbita cadtica, conforme Alligood [2], é aquela que
permanece num comportamento instavel para sempre. Em qualquer ponto de tal

orbita, existem pontos arbitrariamente proximos que se moverao para pontos distan-
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tes um do outro. Esta irregularidade se mantém e é quantificada pelos Niumeros de
Lyapunov e pelos expoentes de Lyapunov que veremos a seguir. Também conforme

Alligood [2], atrator cadtico é o conjunto atrator dos pontos de uma érbita cadtica.

Vamos fazer algumas simulagoes simples para 2 sitios utilizando o mo-
delo descrito anteriormente e as condigoes iniciais escolhidas aleatoriamente préxi-

mas ao ponto de equilibrio do sistema desacoplado x*:

i =x"4+¢ onde 0<e<D0,01. (2.19)

Apos sucessivas simulagoes observamos no diagrama de fase a presenca
de: ponto-fixo heterogéneo, solugoes periddicas e atratores cadticos. Isto é, suposta
presenga, pois aqui estamos apenas visualizando os ultimos 5000 pontos de uma
orbita de 60000 pontos com uma condicao inicial especifica. Encontramos atratores
caodticos tanto usando a funcgao exponencial logistica quanto usando a fungao de
Beverton-Holt. Exemplos de atratores cadticos estao nas Figuras 2.8, 2.9 e 2.10.

(@) ® (e

Figura 2.8: Atratores cadticos para Exponencial Logistica: a) r = 1,6, a = 0,75 e
B>0b)r=14a=07ep>0c¢c)r=09 a=07¢ep5>0.
Para gerar as figuras foram feitas 60000 iteragoes e plotadas as ultimas
5000.

A partir destas figuras podemos observar que os atratores cadticos da
fungao de Beverton-Holt (Figura 2.10) sao parecidos com o atrator da func¢ao expo-

nencial logistica para r < 1 (Figura 2.9 (c)) e associamos isto ao fato de que para
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Figura 2.9: Atratores cadticos para a Exponencial Logistica: a) r = 1,6, « = 0,75
ef<0;b)r=14,a=0,7e3<0;¢)r=0,4, a=0,7e [ <0
d)r=0,9,a=0,75e f < 0. Para gerar as figuras foram feitas 60000
iteracoes e plotadas as ultimas 5000.

r < 1 o ponto fixo da fungao exponencial logistica tem uma aproximac¢ao monoto-
nica, como a funcao de Beverton-Holt. Isto se deve, conforme a Figura 2.3, ao fato
do ponto-fixo x* = 1 da fungao exponencial logistica ocorrer quando a funcao ainda

é crescente, para r < 1.

Observamos também que os pontos estao distribuidos em torno de uma
reta decrescente, ou seja, no momento em que um sitio tem uma alta populacao o

outro esta com uma populacao baixa e vice-versa.

Até aqui, temos fortes evidéncias da presenca de drbitas cadticas para
determinados valores de r, 3 e a. Para confirmarmos esta hipdtese, precisamos cal-
cular os Numeros de Lyapunov, ou Expoentes de Lyapunov. Define-se por Niimero
de Lyapunov, a taxa média de divergéncia ou convergéncia, por passo de tempo, de
pontos préximos ao longo da evolucao de suas orbitas. O Expoente de Lyapunov

¢ o logaritmo natural do Nimero de Lyapunov. Os Numeros de Lyapunov, ou Ex-
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@ ®) (o)

Figura 2.10: Atratores cadticos para a fun¢ao de Beverton-Holt: § > 0: (a) r =
1,93, a =0,9e8>0;b)r=1,9,a=0,9e3<0;¢c)r =197,
a=0,9e [ <0. Para gerar as figuras foram feitas 60000 iteracoes e
plotadas as ultimas 5000.

poentes de Lyapunov fornecem, uma medida da dependéncia sensitiva as condi¢oes
iniciais. Exemplos para sistemas dinamicos que apresentam dependéncia sensitiva
as condigoes iniciais podem ser encontrados em Alligood [2], bem como a seguinte
definicao: Um sistema é cadtico se possuir um numero de Lyapunov maior que um,

ou o seu correspondente expoente de Lyapunov maior que zero.

Para um mapa em R, o nimero de Lyapunov L(x;) de uma O6rbita

{1, x9,...} é definido por

3=

Liz) = lim (|f (02)].- | (z)])*. (2.20)

se este limite existe, para f uma funcao suave definida em R. O expoente de Lya-

punov h(z;) é definido por
o1
A = Tim (il (@) + -+ tol ()
se este limite existe. Observe que h existe < L existe e [nL = h.

Para um mapa em R, caso abordado neste trabalho, o k-ésimo ntimero
de Lyapunov L é dado por
Ly = lim (r?)7, (2.21)

n—oo
se este limite existe. Aqui r} é o comprimento do k-ésimo eixo ortogonal do elipséide

J,U para uma 6rbita de ponto inicial vy, para todo k = 1,2,....m , J, = D f"(vp)
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matriz Jacobiana e U esfera unitaria com centro em vy. Observamos que 7} mede a
contragao ou expansao de orbitas préoximas de vy durante as primeiras n iteragoes

do sistema. O expoente de Lyapunov de vy é hy, = InLy.

Um estudo mais completo sobre niimeros de Lyapunov e expoentes de
Lyapunov para os mapas unidimensionais e multidimensionais podem ser encontra-
dos em Alligood [2]. Aqui, nos preocupamos apenas em apresentar as defini¢oes dos
mesmos e verificar que quando obtivermos um nimero de Lyapunov maior que 1 ou
expoente de Lyapunov maior que zero, o sistema apresenta érbitas cadticas, dando

maior sustentacao aos nossos resultados.

Fixando a que é a fracao maxima de migragao, calculamos numerica-
mente, em Fortran conforme o algoritmo sugerido em Alligood [2], e descrito no
Apéndice A, os Expoentes de Lyapunov. Para a funcao exponencial logistica calcu-
lamos para 0 < r < 2 com intervalos de 0,005 e —100 < 3 < 100 com intervalos de
0,5. Para a Funcao de Beverton-Holt calculamos para 1,5 < r < 2,5 com intervalos
de 0,002 e —100 < < 100 com intervalos de 0, 5. Apds estas exaustivas simulagoes,
plotamos para quais destes valores o maior Expoente de Lyapunov é maior que zero.
Desta forma, determinamos a regiao em que a migracao gera caos para diferentes
valores de a no intervalo (0,1) conforme a Figura 2.11 para a fun¢ao Exponencial

Logistica e a Figura 2.12 para a funcao de Beverton-Holt.

As regioes de caos apresentadas para a Funcao Exponencial Logistica,
para os diferentes valores da fragao migratéria méxima na Figura 2.11, encontram-se
dentro da regiao da instabilidade causada pela migragao dependente da densidade,

determinada no inicio deste capitulo, o que ja era esperado.

Quando o = 0,3 observamos na Figura 2.11 (a) uma pequena regiao
aperiddica (cadtica). Aumentos no parametro « , fazem com que a regiao cadtica

aumente de forma gradual.
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Figura 2.11: A delimitacao central indica os valores dos parametros r e (3 para os
quais o sistema permanece estavel mesmo com migracao e na regiao
restante estao os valores dos parametros r e 3 para os quais o sistema
se torna instavel com a presenca de migracao. A regiao escura indica
os valores dos parametros r e 3 para os quais a presenca de migragao
dependente da densidade torna o sistema cadtico. O grafico foi obtido
plotando os valores de r e 3 para os quais os expoentes de Lyapunov
sdo maiores que zero. Isto foi feito para (a) a = 0,3, (b) a = 0,55, (c)
a=0,75¢e(d) a=0,9.
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Esta evolugao pode ser observada na Figura 2.11 (a), (b), (c) e (d), note

que em (d), para @ = 0,9 obtemos uma regiao aperiédica bem mais relevante.

@ 8 ®)
ﬁ 100 T T T T T T T T T

100 T T T T T T T T T

80 1
80 1
60 1 1
60 1

a0+ b
40t g

20 1
20 1

~100 L L L L il L L L L ~100 L L L L i L L L L
2 21 2.2 23 24 257’ 15 1.6 17 18 1.9 2 21 22 23 24 25

Figura 2.12: A regiao escura indica os valores de r e [ para os quais a migragao
gera caos para (a) o = 0.75 e (b) @ = 0.9 no modelo com a Fungao de
Beverton-Holt. O gréfico foi obtido plotando os valores de r e 8 para
os quais os expoentes de Lyapunov sao maiores que zero

Note que nas Figuras 2.12 (a) e (b) a regiao de caos aparenta ser maior
que a regiao de instabilidade dada na Figura 2.6, o que nao ocorre pois a escala da
Figura 2.12 é de r em (1,5, 2,5). Esta escala foi tomada para podermos visualizar

melhor a regiao cadtica que ocorre apenas para valores proximos de r = 2.

Quando « = 0, 75 observamos uma pequena regiao aperiédica (cadtica)
e quando o = 0, 9 verificamos uma regiao maior. Simulacoes foram feitas para valores
menores do parametro «, as quais geraram uma regiao de caos muito pequena. Daqui
concluimos que, quanto maior a fragao maxima de migracao, maior a possibilidade

do sistema tornar-se cadtico.

Verificamos tanto na Figura 2.12 (a) quanto na (b), uma regido maior
de caos para 3 < 0, o que significa uma possibilidade maior de caos quando temos

uma migragao devido a escassez de individuos.

Concluimos que aumentos no valor da fracao migratéria maxima «,

isto é, maior migragao de individuos no sistema, determinam uma regiao cadtica



32

mais expressiva. Esta idéia de que quanto maior a fracao maxima de migracao,
maior a possibilidade do sistema tornar-se caotico, foi verificada tanto para a fungao
Exponencial Logistico quanto para a funcao de Beverton-Holt. E razoavel que isto

aconteca, pois temos uma quantidade crescente de individuos interagindo.

Além disso, percebemos em todas as situagoes da Figura 2.11, a pre-
senca de uma regiao maior de caos para [ menor que zero, assim como na Figura
2.12 que refere-se a simulacao com a fun¢ao de Beverton-Holt. Novamente reforca-
mos a idéia de uma probabilidade maior de caos quando tratamos de uma migragao

devido a escassez de individuos.

Quando falamos em possibilidade (ou probabilidade) estamos nos re-
ferindo a medida de probabilidade, ou seja, a proporcao de pontos plotados sob o
nimero total de pontos computados. Um estudo sob este assunto pode ser encon-

trado em Alligood [2].

Outro ponto que pode ser observado em todas as situagoes da Figura
2.11 é a presenca de uma regiao maior de caos para r > 1 do que para r < 1 nas
figuras (b), (c) e (d), onde temos a = 0.55, a = 0.75 e o = 0.9 respectivamente. J&

na figura (a), onde a = 0.3, ocorre o contrério, ou seja, sé temos caos para r < 1.

Os gréficos das figuras desta secao foram feitos a partir de uma geragao

de dados em Fortran90 e plotados no Matlab.

2.4 Evolugao no tempo para 30 sitios

Na secao anterior identificamos a ocorréncia de caos quando duas popu-
lagoes interagem. Sabemos de Ylikarjula et al. [34] que, para dois sitios, a dinamica
populacional sofre influéncia da funcao de migracao que estamos considerando. No
entanto, para um nimero maior de sitios as dinamicas sao similares independente

da regra de dispersao. Nesta secao, realizaremos simulagoes com 30 sitios intera-
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gindo. Buscaremos os tipos de padroes que a populacao apresenta ao fim de um
longo tempo. Tentaremos, da mesma forma que para dois sitios, verificar a presenca
de padroes cadticos. Um padrao cadtico ¢ um padrao que continuamente apresenta
comportamentos instaveis, nao existindo possibilidade de ser caracterizado como um
comportamento fixo ou periddico. As condigoes iniciais utilizadas sao dadas na segao
2.3 pela equagao (2.19).

’

E importante salientar que este estudo tem o objetivo de verificar a
evolucao dos sitios com o passar do tempo. Os padroes que estamos falando nao
sao os padroes de Turing. Turing estudou padroes espaciais heterogéneos estaveis e,

como comentamos anteriormente, sao necessarias duas espécies interagindo entre si.

Apresentaremos graficos de espago-tempo com os sitios, numerados de 1
a 30 ao longo do eixo vertical e no eixo horizontal, representamos os passos de tempo
plotados apds o descarte dos transientes (19900 passos de tempo). O reticulado é
organizado da seguinte forma: a célula (¢, k) é pintada de preto se a densidade no
sftio k no instante ¢ for maior ou igual que a densidade de equilibrio, isto é, z¥ > z*;
e a célula é pintada de branco se z¥ < 2* (densidade no sitio k no tempo ¢ menor

que o ponto de equilibrio) como exemplificado na Figura 2.13.

. = célulz (¢, k) preta, entdo ¥ > 1°

tempo

Figura 2.13: Exemplo da configuragao dos gréaficos espago-tempo. A célula (¢, k) é
pintada de preto se 2F > z* e ¢é pintada de branco se zf < z*.
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Na secao anterior nao havia distin¢ao entre modelo globalmente conec-
tado e localmente conectado pois estavamos trabalhando com apenas dois sitios e
os dois tipos de conexao se tornam iguais. Agora, trabalhando com um nimero
maior de sitios é necessario saber quais sao os vizinhos para onde a populacao pode
migrar. Simularemos conexao global (migragao de cada sitio para todos os outros
sitios da rede) e conexao local (migracao apenas para os vizinhos mais préximos),

interagindo como descrito na secao 2.2.

Para os resultados que seguem, estamos utilizando a fungao exponencial
logistica para descrever a dinamica local do sistema. As figuras foram geradas em
Fortran90, 20000 iteragoes e plotadas as 50 ultimas em Matlab conforme a configu-

racao descrita acima na Figura 2.13.

Nos gréficos espaco-tempo na Figura 2.14, onde « = 0,9, 5 > 0er > 1,
observamos que os padroes podem ser cadticos ou nao. Analisando os 30 sitios que
compoem o sistema da Figura 2.14 (g) percebemos que todos os sitios apresentam
densidade sempre acima ou sempre abaixo do ponto de equilibrio. J& nos sistemas
das figuras 2.14 (b), (h) e (i), alguns sitios apresentam densidade sempre acima
ou sempre abaixo do ponto de equilibrio e outros apresentam um comportamento
irregular. Nos sistemas das Figuras 2.14 (c), (e) e (f), também temos alguns sitios
com densidade sempre acima ou sempre abaixo do ponto de equilibrio e os outros
sitios estao variando a cada intervalo de tempo entre acima e abaixo do ponto de
equilibrio. E nos sistemas das Figuras 2.14 (a) e (d) temos padroes totalmente

irregulares.

Como estamos apenas distinguindo se cada sitio estda acima ou abaixo
do equilibrio a cada passo de tempo, vejamos algumas séries temporais na Figura
2.15. No caso (a) temos o sitio 30 do caso (g) da Figura 2.14. Percebemos um
comportamento estavel deste sitio e esta estabilidade também foi verificada para
os outros sitios deste caso, diferindo na densidade. Desta forma confirmamos uma

estabilidade heterogénea para o caso (g) da Figura 2.14.
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Figura 2.14: Graficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao local com fracao migratéria maxima
a=0,9 paraf>0er>1 (a) =65er =13 (b)F=065¢
r=15(c)B=65er=1,7(d)f=50er=1,3()=50er=1,5
) p=50er=1,7(g) f=15er=1,3(h) g=15er =1,5 (i
B =15er = 1,7 (de cima para baixo § = 65, § = 50, § = 15 da
esquerda para direita r = 1,3, r = 1,5, r = 1,7).
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Figura 2.15: Séries temporais: (a) sitio 30 do caso da Figura 2.14(g); (b) sitio 25 do
caso da Figura 2.14(h); (c) sitio 30 do caso da figura 2.14(h).
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Nos casos (b) e (c) da Figura 2.15 temos as séries temporais para os
sitios 25 e 30 do caso (h) da Figura 2.14. Aqui observamos comportamentos dife-
rentes para duas "listras brancas”. No caso (b) oscilagoes cadticas sempre abaixo do

ponto de equilibrio e, no caso (c), oscilagoes periédicas, também sempre abaixo do

equilibrio.
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Figura 2.16: Graficos espaco-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao local com fragao migratéria maxima
a=0,9 paraf<0er>1 (a) =—-15er=13(b)g=-15¢
r=15()f=-15er=1,7(d) f=-50er=1,3(e) f=-50¢
r=15)3=-50er=17(g) f=-65er=13(h)B=—-65¢
r=1,5() 3 =—65er=1,7(de cima para baixo, § = —15, § = =50,
[ = —65; da esquerda para direita, r = 1,3, r=1,5, r =1, 7).

Nos gréaficos espago-tempo na Figura 2.16, onde a« = 0,9, 8 < 0 e

r > 1, observamos um nuimero maior de padroes cadticos para os mesmos valores
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de r utilizados anteriormente nas simulacoes mostradas na Figura 2.14 e valores de
[ simétricos aos anteriores. Na secao 2.3 tinhamos concluido que, para dois sitios,
valores de (§ negativos provocam uma probabilidade maior de caos. Isto parece ser
valido também, para um ntmero maior de sitios, ao compararmos estes padroes.
Para verificarmos esta suposicao precisamos calcular os expoentes de Lyapunov,

assim como foi feito para dois sitios. Este estudo sera feito em seguida, na secao 2.5.

Na Figura 2.16, apenas as simulagoes (a), (f) e (i) tém padroes regulares,
onde os sitios intercalam entre populagao acima e abaixo do ponto de equilibrio a
cada passo de tempo. Além disso, alguns sitios vizinhos também intercalam entre

acima e abaixo do ponto de equilibrio.

Ja na Figura 2.17, onde a« = 0,9, # > 0 e r < 1 observamos um nimero
bem maior de padroes regulares comparado a figura 2.14. Neste caso, estamos traba-
lhando com os mesmos valores de 3 que na Figura 2.14, apenas tomando valores de
r menores que 1. Novamente percebemos uma similaridade com o modelo estudado
para dois sitios, em que a regiao de caos para 3 > 0 e r < 1 era bem menor. Observe
também que na Figura 2.17 (i) todos os sitios encontram-se sempre com densidades

acima do ponto de equilibrio.

Novamente, como na Figura 2.16, observamos os padroes regulares onde
os sitios intercalam entre populacao acima e abaixo do ponto de equilibrio a cada
passo de tempo. Além disso, quase todos os sitios vizinhos também intercalam entre

acima e abaixo do ponto de equilibrio.

Na Figura 2.18, onde a = 0,9, < 0 e r < 1, novamente temos a
presenca de varios padroes em que todos os sitios apresentam densidade sempre
acima ou sempre abaixo do ponto de equilibrio, como na Figura 2.14. Neste caso,
estamos trabalhando com valores de [ negativos simétricos ao caso anterior e r

menores do que 1.
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Figura 2.17: Graficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao local com fracao migratéria maxima
a=0,9 paraf>0er <1 (a) =65er =202 (b)f=065¢

=0,5(c)f=65er=0,9(d)B=50er=0,2(e) =50er=0,5
(f) B=50er=0,9(g) f=15er=0,2(h) g=15er =0,5 (i)
B =15er = 0,9 (de cima para baixo, # = 65, § = 50, § = 15; da
esquerda para direita, r = 0.2, r = 0.5, r = 0.9).
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Figura 2.18: Graficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao local com fracao migratéria maxima
a=0,9 paraf<0er<1: (a) =—-15er=20,2(b)g=—-15¢
r=0,5(c)f=-15er=0,9(d) f=-50er=0,2()B=-50e
r=05(()p=-50er=09(g) f=-65er=0,2h)F=-65e
r=20,5(1) 8 =—-65er=0,9 (de cima para baixo, § = —15, § = =50,
§ = —65; da esquerda para direita, r = 0,2, r = 0,5, r = 0,9).
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Figura 2.19: Graficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao global com fracao migratéria maxima
a=0,9 paraf>0er>1: (a)f=65er=1,3(b)F=65er=1,5
(c)B=65er=1,7(d) f=50er=13()=50er=15(f)
B=50er=1,7(g) f=1ber=1,3(h)f=15er=1,5(1) f=15
e r = 1,7 (de cima para baixo, § = 65, § = 50, § = 15; da esquerda
para direita, r = 1,3, r = 1,5, r = 1,7).
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Figura 2.20: Séries temporais: (a) qualquer sitio do caso da figura 2.19(g); (b) sitio
15 do caso da figura 2.19(h).

Nas Figuras 2.19, 2.21, 2.22 e 2.23 temos os padroes para o acoplamento
global para os mesmos valores de r e § utilizados nas figuras de acoplamento local.
Na Figura 2.19 temos padroes para 3 > 0 e r > 1 para o acoplamento global.
Percebemos que quase todos os casos analisados na Figura 2.19, os sitios apresentam
densidades sempre acima ou sempre abaixo do ponto de equilibrio. A excecao é o
caso (g) onde entramos na area de estabilidade e temos todos os sitios com densidade
1. No acoplamento local, mostrado na Figura 2.14, tinhamos encontrado padroes
cadticos para parametros que com o acoplamento global tornam o comportamento
regular. Por exemplo: o mesmo modelo de 30 sitios com parametros a = 0,9, = 65
e r = 1,3 com acoplamento local tem padrao cadtico 2.14(a) e com acoplamento

global, apresenta maior regularidade conforme a Figura 2.19(a).

Assim como feito no acoplamento local, plotamos, na Figura 2.20, as
séries temporais para alguns sitios dos casos (g) e (h) da Figura 2.19. A série
temporal do caso (a) é verificada para todos os sitios da Figura 2.19(g), ou seja,
temos estabilidade homogénea. Entao para os mesmos parametros aos quais no
acoplamento local correspondia uma estabilidade heterogénea, agora a estabilidade

¢ homogénea.
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Graficos espaco-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao global com fracao migratéria maxima
a=0,9 para<0er>1: (a) =—-15er=13(b)F=-15e
r=15(c)f=—-15er=1,7(d) f=-50er=13 () f=-50e
r=15{)B=-50er=17()f=-65er=13(h)3F=-65e
r=1,5(i) f = —65er =1,7 (de cima para baixo, § = —15, 8 = —50,

B = —65; da esquerda para direita, r = 1,3, r = 1,5, r =1,7).
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Figura 2.22: Gréficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao global com fracao migratéria maxima
a=0,9 paraf>0er<1:(a)f=65er=0,2(b)F=65er=0,5
(¢c) 3=65er=0,9(d) f=50er=0,2()B=50er =05 (f)
B=50er=0,9(g)B=15er=02h) f=15er=05(@1) B=15
er = 0,9 (de cima para baixo, § = 65, § = 50, § = 15; da esquerda
para direita, r = 0,2, r = 0,5, r = 0,9).
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Figura 2.23: Graficos espago-tempo correspondentes a dinamica local do tipo Ex-
ponencial Logistica e conexao global com fracao migratéria maxima
a=09 paraf<0er<1:(a) f=-15er=0,2(b)g=-15e
r=0,5()f=—-15er=0,9(d) f=-50er=0,2()3=-50e
r=05()=-50er=09()f=-65er=02(h)3F=-65e
r=20,5() 8 =—-65er=0,9 (de cima para baixo, f = —15, 8 = —50,
B = —65; da esquerda para direita, r = 0,2, r = 0,5, r = 0,9).
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A série temporal do caso (b) refere-se ao sitio de nimero 15 da Figura
2.19(h). Esta estabilidade é verificada para os outros sitios deste caso, diferindo na

densidade. Desta forma temos estabilidade heterogénea.

Na Figura 2.21 temos padroes para o acoplamento global para § < 0 e
r > 1. Nas Figuras 2.21 (a), (b), (¢), (e), (f) e (i) cada sitio oscila acima e abaixo do
ponto de equilibrio. Padroes mais irregulares foram encontrados nos casos (d), (g) e
(h). Como j4 verificado para o acoplamento local, verificamos aqui também padroes
mais irregulares para § < 0. Se comparado com a Figura 2.16 também percebemos

a irregularidade maior para conexao local.

Na Figura 2.22 temos padroes para o acoplamento global para 5 > 0
e r < 1. Agora percebemos que nas Figuras 2.22 (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g),
(h) todos os sitios apresentam oscilagoes que intercalam acima e abaixo do ponto
de equilibrio. A figura (i) é o caso onde os parametros entram na regiao estavel, ou
seja, todos os sitios estao no equilibrio x* = 1. Novamente nao encontramos nenhum

padrao aperiédico no acoplamento global com (3 > 0 como verificado na Figura 2.19.

Na Figura 2.23 temos padroes para o acoplamento global para § < 0
e r < 1. Percebemos que nos casos analisados na Figura 2.23, todos os sitios
apresentam densidades sempre acima ou sempre abaixo do ponto de equilibrio. Isto
ja tinha acontecido na Figura 2.19 nas quais também usamos valores de r > 1, porém

G > 0.

Em geral, comparando as figuras geradas com acoplamento local (Fi-
guras 2.14, 2.16, 2.17 e 2.18) com as figuras geradas com acoplamento global (
Figuras 2.19, 2.21, 2.22 e 2.23) pode-se perceber que os padrdes encontrados para o
acoplamento global sao mais regulares que os padroes encontrados no acoplamento
local. Na secao 2.2 ja vimos que com a conexao global, tinhamos uma probabilidade
maior de estabilidade do que com o acoplamento local. Aqui temos evidéncias de

que também haverd uma probabilidade menor de dinamicas cadticas para o acopla-
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mento global. Para confirmar esta hipdtese iremos, assim como foi feito na segao

2.3, calcular os expoentes de Lyapunov.

2.5 Expoentes de Lyapunov para n sitios

Na secao anterior observamos a presenca de padroes cadticos para 30
sitios. Para dar sustentagao a estes resultados que acabamos de mencionar, utili-
zaremos os numeros de Lyapunov ou seus correspondentes expoentes de Lyapunov,
definidos na equagao (2.21). Como vimos na segao 2.3, se tivermos um numero de
Lyapunov maior que um, ou um expoente de Lyapunov maior que zero, o sistema
¢ considerado cadtico. Para fazer o célculo numérico dos expoentes de Lyapunov

utilizamos o algoritmo apresentado em Alligood [2].

Os resultados apresentados nesta secao foram obtidos para o sistema
(1.3) considerando topologia de anel ciclico localmente conectado e globalmente co-
nectado. A funcao f usada para a obtencao destes resultados é a funcao exponencial
logistica (2.10) e a fungao p é dada por (2.13). Os graficos foram gerados para dife-
rentes nimeros de sitios com o = 0, 75. Foram realizadas inimeras simulacoes para
valores da taxa de crescimento r variando entre 0 e 2 com passos de 0.005 e valores
do parametro 3 variando entre —100 e 100 com passo de 0.5. Este processo foi reali-
zado para n = 2,5,10,15. As regioes apresentadas foram determinadas plotando os
valores dos parametros r e  para os quais o maior Expoente de Lyapunov é maior
que zero. Desta forma, determinamos a regiao em que a migragao gera caos. A

regido central é onde o sistema ¢é estdvel como determinado na condicao (2.16).

Na Figura 2.24 temos a regiao cadtica paran = 2, n =4, n = 10 e
n = 15 com conexao local. Na Figura 2.24(a), para n = 2, observamos a presenga
de uma regiao cadtica significante, principalmente para valores de # < 0 como ja

haviamos observado em secao anterior.
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Figura 2.24: A delimitagao central indica que na regiao central estao os valores dos
parametros r e  para os quais o sistema permanece estavel mesmo
com migracao e na regiao restante estao os valores dos parametros
r e 3 para os quais o sistema se torna instavel com a presenca de
migracao. A regiao escura indica os valores dos parametros r e (3 para os
quais a presencga de migragao dependente da densidade torna o sistema
caotico. O grafico foi obtido plotando os valores de r e (3 para os quais
os expoentes de Lyapunov sao maiores que zero. Isto foi feito com
conexao local para a fungao Exponencial Logistica para o = 0,75 com
(a)n=2,(b)n=4, (c)n=10¢e (d) n = 15.
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Figura 2.25: A delimitagao central indica que na regiao central estao os valores dos
parametros r e (3 para os quais o sistema permanece estavel mesmo
com migracao e na regiao restante estao os valores dos parametros
r e [ para os quais o sistema se torna instdvel com a presenca de
migragao. A regiao escura indica os valores dos parametros r e 3 para os
quais a presenca de migracao dependente da densidade torna o sistema
caotico. O grafico foi obtido plotando os valores de r e (3 para os quais
os expoentes de Lyapunov sao maiores que zero. Isto foi feito com
conexao global para a funcao Exponencial Logistica para o = 0,75
com (a) n=4e (b) n=10
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A medida que aumentamos o nimero de sitios do sistema, obtemos uma
regido cadtica menos expressiva como pode ser observado nas figuras figuras (b) e
(c), representando n = 4 e n = 10 respectivamente. Esta diferenga nao é tao rele-

vante quando aumentamos de 10 para 15 sitios, conforme figuras (c) e (d)

Comparando as Figuras 2.24 (b) e (c¢) com as Figuras 2.25 (a) e (b)
respectivamente, podemos perceber a diferenca entre conexao local e conexao global.
Anteriormente vimos que a regiao de instabilidade é maior quando temos conexao
local. Agora, comparando a regiao cadtica, concluimos que é maior quando a conexao

é local.

Observando que em todas as figuras hd uma ocorréncia maior de caos
quando 3 < 0, confirmamos a hipdtese de que existe uma probabilidade maior de
caos quando a migracao ocorre devido a escassez de individuos. Também pode-se
observar que em todas as figuras hé probabilidade maior de caos se r > 1, lembrando

que temos o = 0, 75. Isto pode nao ocorrer para valores menores de «.

2.6 Conclusoes

Neste capitulo investigamos a influéncia da migracao dependente da
densidade em uma metapopulacao de uma unica espécie, modelada como um sis-
tema discreto. Esta analise foi feita para um sistema de n sitios, considerando a

configuracao da rede como anéis ciclicos e a matriz de interagao simétrica.

Obtivemos um critério de estabilidade considerando que a migracao
pode ocorrer por dois motivos distintos: a) pelo excesso de individuos que causa
escassez de recursos para sobrevivéncia, no caso em que ¢'(z*) é positivo e b) pela

escassez de individuos, que tentam se agrupar na dificuldade de encontrar parceiros,
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no caso em que ¢ (z*) é negativo. Observamos que a regiao de instabilidade é um

pouco maior para o caso (b).

Usando este critério, comparamos a regiao de estabilidade do modelo
com conexao local com o modelo com conexao global e concluimos que onde a
conexao é maior (global) o sistema tem uma regido de estabilidade maior, ou seja,

tem uma probabilidade maior de estabilidade.

Depois aplicamos este critério em fungoes especificas. Notamos que a
regiao de instabilidade no modelo com a funcao de Beverton-Holt é bem menor
em comparacao com o modelo com a funcao Exponencial Logistica. Verificamos
que no modelo com a funcao exponencial logistica ha uma simetria com relagao
a reta vertical r = 1 (r taxa de reprodugao), ou seja, a regiao de instabilidade
gerada pela migracao é a mesma tanto para a dinamica local aproximando-se do
ponto de equilibrio estavel monotonicamente 0 < r < 1, quanto para a aproximacao

oscilatéria 1 < r < 2.

Fizemos também um estudo sobre a presenca de oscilagoes cadticas
geradas pela migragao. Observamos a presenca de atratores cadticos (2 sitios) e
padroes cadticos (30 sitios), e determinamos a regiao cadtica através dos expoentes de
Lyapunov. Para dois sitios, concluimos que aumentos no valor da fragao migratéria
maxima «, isto é permitindo que uma quantidade maior de individuos migrem no
sistema, determinam uma regiao cadtica mais expressiva. Também foi observado que
quando aumentamos o nimero de sitios temos uma probabilidade menor de caos.
Além disso, percebemos uma probabilidade maior de caos quando tratamos de uma

migracao devido a escassez de individuos (8 < 0).

Outro ponto que foi observado é que quando « > 0.55 a presenca de uma
regiao maior de caos para r > 1 do que parar < 1. Ou seja temos uma probabilidade
maior de caos quando a dinamica local tem uma aproximacao oscilatoria ao ponto-

fixo, desde que a taxa de migracao seja suficientemente alta.
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3 ESTABILIDADE DO ESTADO SINCRONO

No capitulo anterior trabalhamos com a instabilidade gerada pela mi-
gracao dependente da densidade, ou seja, consideramos que o modelo de um tnico

sitio era estavel e analisamos a estabilidade com a presenca da migracao.

Neste capitulo analisaremos o que ocorre com o sistema acoplado quando
o modelo de um tnico sitio (desacoplado) é instavel. Existe uma vasta literatura
sobre o assunto, preocupada em, mais do que verificar o que ocorre com o sistema,
predizer a probabilidade da populacao se extinguir. Um aspecto importante relaci-
onado com a extingao sao as dinamicas sincronas. Aqui, sincronismo significa que
as populagoes em todos os sitios evoluem no tempo com a mesma amplitude e fase.
Em Liebhold et al. [19] temos um estudo em termos bioldgicos sobre os fatores que

causam sincronia.

Allen et al. [1] verificaram que apesar das baixas densidades levarem a
uma extingao mais freqiiente a nivel local, os efeitos decorrentes das oscilacoes cadti-
cas reduzem o grau de sincronia entre as populacoes e, assim, reduz a probabilidade

de todas serem simultaneamente extintas.

Esta idéia de que sincronismo pode ser perigoso para a conservacao das
espécies é compartilhada por Earn [8] que faz um estudo para a fungao Logistica
com migracao constante analisando quando a sincronia é possivel, impossivel ou
inevitavel, estabelecendo uma correlagao positiva entre o grau de sincronizacao das
oscilagoes em cada sitio e o risco de extingao da metapopulagao. Eles também ob-
tiveram um critério analitico para a estabilidade das oscilagoes sincronizadas que se

aplica a metapopulagoes com niimero qualquer de sitios arbitrariamente conectados.

A regra de dispersao recebeu atencao especial na iltima década, mas a

maioria dos estudos supde migracao independente da densidade (veja em Ylikarjula
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et al. [34] uma lista de referéncias). Esta hipétese simplifica o tratamento analitico
e numérico dos modelos mas evidentemente diverge das evidéncias de dispersao
dependente da densidade na natureza (recentemente Matthysen [21] estudou uma
ampla variedade de taxas com passaros e mamiferos). Dispersao dependente da
densidade em modelos de metapopulagao foi considerada por Ruxton [26] e Silva
et al. [30] em estudos sobre as instabilidade gerada pela migracao e formacao de
padroes, por Ylikarjula et al. [34] que estudaram os efeitos do nimero de sitios
e diferentes mecanismos de dispersdo e, mais recentemente, por Silva et al. [27]
em estudos sobre sincronizacao. Neste trabalho restringimos nossa atencao a uma

metapopulacao de uma tnica espécie com migracao dependente da densidade.

3.1 Critério para Estabilidade do Estado Sincrono

O critério de estabilidade do atrator sincrono que descreveremos a se-
guir, apresentado em Silva e Giordani [27], vale para uma metapopula¢do com um
numero de sitios arbitrario, conectados por um mecanismo de migragao dependente

da densidade e generaliza o resultado de Earn et al. [§].

O modelo que utilizaremos é o mesmo descrito no capitulo 1 que re-
sulta no sistema (2.1). Novamente consideraremos a matriz de conexao C = [c;i]

duplamente estocdstica, isto é, Vi, 7, > L, ¢ji =D 5 ¢ji=1ec; =0.

A sincronizagao do sistema (2.1) é obtida se a densidade em todos os

sitios for a mesma em todo tempo t. Isto significa que xi = x; para todo j =

1,2,..,n.

Substituindo na equacao do sistema:

n

xfﬂ = f(x) —o(f(ze)) + Z ciid(f(21)).

i=1
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Como ¢(f(x;)) ndo depende mais de 7, pode sair do somatdrio:

xi—&-l = f(ze) — o(f(x1)) + &(f (1)) Z Cji-

Como Y " ¢;; = 1, a equagao fica:

$g+1 = f(xe) — o(f(x1)) + &(f (1))
= f(xt)a

para todo j =1,2,...,n.

Desta forma, concluimos que a dinamica de cada sitio no estado sincro-
nizado satisfaz ;.1 = f(x;) que é exatamente a dinamica de um sitio isolado. Ou
seja, se houver sincronizacao, todas as populagoes oscilarao conforme o modelo local.
Observe que, desta forma, também mostramos a existéncia de solucao homogénea

se » .-, ¢j; = 1, estudada no capitulo anterior.

O mesmo raciocinio pode ser feito para ciclos peridédicos e érbitas cao-
ticas da dinamica local que nos garantirao existéncia de solugoes periddicas e a
existéncia de solugoes cadticas sincronizadas. No capitulo anterior, analisamos a
estabilidade da solu¢ao homogénea. Neste capitulo queremos analisar a estabilidade

da solugao cadtica sincronizada.

Em termos matematicos, sincronizagao significa que a dinamica do sis-
tema descrita pela equagao (1.3) estd restrita a um subespago invariante, que, neste
caso, ¢ a diagonal do espaco de fase. Por exemplo, no caso bidimensional, onde
temos as populacoes 2! e 22, o subespaco invariante é a diagonal do diagrama de

1

fase ' = 22. Uma 6rbita iniciada nesta reta permanece na reta ao longo do tempo.
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Considere uma orbita sincronizada. Estamos interessados em estudar
a estabilidade local assintotica das solugoes sincronizadas, isto é, determinar se as
6rbitas que iniciam préximas do estado sincronizado, a diagonal do espaco de fase,
serao atraidas para este estado. Para obter isto, linearizamos o sistema dado em

torno da dérbita sincronizada, calculando a matriz Jacobiana do sistema:

L= ¢'(fla)f (1) 120 (f(22)) [ (2F)
J@) = | coad (F@NS @) 1=/ (@) f @) - |

e aplicamos na érbita sincronizada; assim J(z;) = [a; j(x)], onde

L—¢'(f(2)) f'(2) i=]
Cig® (f(e)) f'(xe) i# ]

ij(ry) =

Desta forma, J(x;) pode ser escrito como:

J(e) = f'(x0) Hy @), (3.1)

onde
Hy (o) = (I — ¢'(2/)B)

onde I é a matriz identidade e B é a matriz definida em (2.6).

Sem perda de generalidade, podemos supor que a matriz C' = [¢;;] é
uma matriz irredutivel, ou seja, a conexao entre os sitios nao tem nenhum con-
glomerado isolado (nao ha nenhum subconjunto de sitios isolados do resto, agindo
como uma metapopulacdo em si mesma). Isto porque, se a matriz C' = [¢;;] fosse
redutivel, entao ela seria uma soma direta de matrizes duplamente estocasticas, ja
que toda matriz duplamente estocastica tem esta propriedade [20]. No caso de me-
tapopulacao, significa que poderiamos estudar cada conglomerado separadamente.
Ja que consideramos que C' = [¢;;] é irredutivel, isto implica, pelo Teorema de

Perron-Frobenius [18], que o autovalor A = 1 é o autovalor simples dominante de
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(', associado ao autovetor v = (1,1,...,1). Assim, podemos decompor R" = v @ W,
onde W é subespaco C-invariante de dimensao n — 1. Nestas condicoes a matriz B

admite a seguinte representacao:

B=@Q| : Q™
0 A

onde A é uma matriz (n — 1) X (n— 1) e @ é a matriz mudanga de base apropriada.

De (3.1) podemos escrever:

1 0 e 0
0 -1
Hy (@) = Q Q.
0 I —¢'(x)A
Temos A = 1, um autovalor simples (multiplicidade=1) de Hgy,,) e

seu correspondente autovetor é a diagonal do espaco de fase, que é exatamente o
subespaco invariante que se restringe aos movimentos sincronos. Isto quer dizer
que as perturbagoes neste subespaco podem ocorrer livremente. Enquanto que as
perturbagoes em I — ¢/(z,11)A sdo transversais ao espago sincrono e deverao tender
a zero, ja que queremos verificar a estabilidade do estado sincrono. Vale lembrar
que se tivéssemos A = 1 com multiplicidade maior que 1 teriamos mais vetores
linearmente independentes no subespaco invariante, isto é, a diagonal do espaco de

fase poderia nao atrair as érbitas.

Assim, precisamos estudar o crescimento da perturbagao transversal a

orbita sincronizada. Para isto precisamos considerar unicamente

J(x) = Q(f (we)(I — ¢ (2441)A)Q™"

e analisar a evolucao de:
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AVIREES f/(l’t)(f - ¢I($t+1)A)At

onde A; é um vetor perturbacao em "1

Se A for diagonalizavel, 35 inversivel tal que

A=SLS™,

onde L é a matriz diagonal dos autovalores \; de A.

Temos,

Appr = Sf () = ¢ (x141) L) ASTH
e fazendo a seguinte mudanca de variavel
A = SA,

teremos

Ztﬂ = f/(l’t)(f - ¢/(1’t+1)L)Et-

Tomando um A(0) teremos:

A1) = fwo)I = ¢'(z1)L)A(0),

A@2) = fl(z)I - ¢(x2)L)A(L),
= f(@)I — ¢ (x2)L) f'(xo)(I — ¢/ (x1)L)A(0),

A) = flae0)I = ¢ @)L)... f(@) (I = ¢'(x2) L) f (o) (I = ¢'(21)L)A(0).

Desta forma, a perturbacao A(t) se aproximara de zero se e sé se:
- 1
llm7_>oo || P_,..PF || /T< 1,

onde P, = f'(z¢)(I — ¢'(x441)L), para todos os autovalores de A (diagonal de L).

Logo todas as perturbacoes transversais ao subespaco invariante tendem a zero. E
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as perturbacoes paralelas ao subespaco invariante podem ocorrer livremente, pois ja

estao no estado sincrono.

Observe que podemos escrever:

| Prov PPy ||=([(1 = ¢ (27) L) ... (1 = ¢/ (1) L ||H|f r)|

Sendo p a medida natural invariante com suporte no atrator sincro-
nizado teremos p f-invariante. E supondo sua ergodicidade, o Teorema Ergddico
Multiplicativo de Oseledec [9] garante a existéncia e unicidade do limite abaixo, a

menos de um conjunto de medida natural zero:
1 1/7 1/7
lim (|| [T - ¢ @)L ||> = max lim (Hu — ¢ (z)\; |> .
7=0

Entao podemos escrever:
Jim || s PPy [ 7= L) Ao (32)

onde
L(wo) = lim. | (@r1)-..f (1) ' (wo) |7

¢ o Numero de Lyapunov da érbita sincronizada comecando em xq, e

Afwo) = max lim (1 — (@) Ag) - (L= ¢ () M)

T—00

Queremos saber quando érbitas iniciadas proximas do estado de sin-
cronia se aproximarao da diagonal de fase. Assim, as perturbacoes transversais a

trajetoria sincrona tenderao a zero quando ¢t — oo se, e sO se:

for valido para todo ponto .
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Se negligenciarmos um conjunto excepcional (medida natural invariante
zero) podemos eliminar a dependéncia de zg nas defini¢oes de L e A e estabelecer
uma condi¢ao necessaria para a estabilidade local assintética do conjunto invariante
sincronizado, a saber:

LA <1

Se a desigualdade (3.3) nao for vélida para todo ponto z(0), entao
a estabilidade transversal s6 sera valida para um conjunto de condicoes iniciais
especificas, denominado bacia de atragao. Os estudos de Sushchik et al. [31] tratam
deste assunto e Yakubu and Castillo-Chavez [33] estudam atratores co-existentes

com bacias de atracao misturadas.

Sabemos que, se os sitios estiverem sincronizados, eles estarao oscilando
conforme a dinamica local. Se quisermos obter caos sincronizado precisaremos L >
1 para a oscilagao de um sitio desacoplado ser cadtica e, portanto, para estarem

sincronizadas segundo a inequacao 3.3, precisamos de A < %

Earn et al. [8], em seu estudo sobre dispersao independente da densi-
dade, nomearam a regiao onde LA < 1 como regiao de possivel sincronia, e a regiao
onde LA > 1 de regiao de impossibilidade de sincronia. O produto LA é chamado

de niimero de Lyapunov transversal do atrator no conjunto invariante sincronizado.

Silva et al. [28] mostram para uma matriz de conexao C' simétrica que
existe um nuimero de sitios critico n* tal que o anel com mais sitios que n* nao pode
sincronizar. Mas este resultado s6 pode ser aplicado quando o menor autovalor de

A tende a zero e o maior autovalor de A tende a um numero positivo.

Cazelles [4] apresenta dois exemplos de dinamicas qualitativamente in-
certas, com multiplos atratores e imprevisiveis, e bacias de atragao "riddled”. Neste
tipo de bacia, qualquer condicao inicial pertencente a uma bacia estd muito proximo

a pedagos (de medida nao-zero) pertencentes a outra bacia de atracao. Em Cazelles
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et al. [5] é apresentado um estudo sobre intermiténcia "on-off”. Neste caso, o niimero
de Lyapunov Transversal é maior que um mas, em tempos finitos, ficam menores

que um. Ou seja, na maioria do tempo as populagoes estao sincronizadas.

A estabilidade de algumas érbitas sincronas especiais tais como ponto-
fixo e dérbitas periddicas nao podem ser aproximadas pelo critério de estabilidade
dado na equagao (3.3) pois tais 6rbitas estao num conjunto excepcional em que L e A
dependem do ponto inicial 2(0). Exemplos podem ser encontrados em Silva et al. [27]
que também estudam um caso especial de migragao dependente da densidade. Um
mecanismo de migracao "on-off”, onde a migracao ocorre quando a densidade no sitio
atinge um valor especifico. Comparando com o modelo de migracao independente da
densidade conclui que este simples mecanismo de dispersao dependente da densidade

reduz a estabilidade da dinamica sincrona.

Barrionuevo e Silva [3] mostram que se C' n x n duplamente estocéstica
com ¢; = 0,1 =1,2,...,n é decomposta como uma soma direta C' = 1 P A, onde A é
uma matriz normal (AA* = A*A), f e p fungoes suaves em [0, +00), com 0 < p < 1.
Tomando p a medida de probabilidade da dinamica local que é assumida ergddica.

Supondo que Int|f'(x)| € L' (p) e InT||I — ¢'(x)A| € L' (p):

A= s eap [l = @G oo

7=1,2,...,n—1
onde A(0) = 0 e A(j) sdo os autovalores de B = [ — C e p(z) é a medida de

probabilidade invariante do sistema local com suporte no atrator sincronizado.

Da mesma forma:

T—1

1 oo
L = exp lim - Z In|f'(z)| = exp/ In|f'(z)|dp(z)
T—00 P 0

A primeira igualdade vem diretamente da aplicacao do In na definicao de L dada

em (3.2) e a segunda é uma aplicacdo do Teorema Ergddico de Birkhoff [9].
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Para exemplificar, vejamos em z = x* ponto-fixo estavel. Entao a p(z)
serd a fungao d(z) de Dirac, ou seja, a medida é zero se o intervalo ndo contém z* e

um se contém z*, como na figura 3.1.

1LOF -
(VR 1 -
[1E3] o -

04 =1

Figura 3.1: Fungao 6(z) de Dirac onde a medida é zero, se o intervalo nao contém
r*, e um, se contém x*.

Como z* € [0,400) temos:

7=1,2,....n—1 7=1,2,...n—

A= max exp/o In|]1 — @' (2)A(j)|dp(x) = max 1echln|1 — @' (x*)N(F)].

Ou seja:

A= max [1—¢'(z")A@)]

j=1,2,...n—1

Da mesma forma:
L=[f"(z").
Para uma solugao de periodo 2, p e ¢ por exemplo, a medida natural invariante p(z)

nao sera mais a funcao Delta descrita anteriormente, mas a da figura 3.2 onde a

medida é % se o intervalo contém o ponto p ou o ponto ¢ e zero, caso contrario.
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1LOF -
(1R 1 -
[VE ] o =

04 =

Figura 3.2: Funcio p(z) onde a medida é I, se o intervalo contém o ponto p ou o

29
ponto g, e zero, caso contrario.

Teremos entao, considerando p < ¢ e tomando um s tal que p < s < ¢:

A= enp [l = 6 @G do(e)

= e | [ inlt =S @AGdpo) + [ inlt =SNGt
(1 1

— e e | ginll = 6P + gialt @A)
(1

= s eop | Sinl1 =SNG - 6]

= max_ (|1—¢@)AG)IL - ¢ @)AG))2.

j=1,2,...n

Da mesma forma:

(NI

L=|f'(p)f(a)l>.

Porém, para resultados mais gerais, pode ser muito dificil trabalhar
com estas definicbes de L e A sem um conhecimento prévio da medida natural
de probabilidade p. A medida p normalmente tras componentes singulares como
em Eckmann e Ruelle [9]. Na proxima segao iremos fazer simula¢oes numéricas
utilizando o critério (3.3), para tempos finitos, a fim de estudar a sincronia das

oscilagoes cadticas com migracao dependente da densidade em redes simétricas.



63

3.2 Simulagoes Numéricas

Utilizando a fungao Exponencial Logistica dada em (2.10) e a funcao
de migracao p(z) dada em (2.13), calculamos o nimero de Lyapunov Transversal
numericamente através da expressao

A=exp max lim — Zln|1— A

J_]‘7 ) 7n ]‘t_)

para t=5000, fixando « e para valores de r e 3. Iremos utilizar, novamente, anéis
ciclicos com conexao local e global com as matrizes simétricas C' definidas em (1.6)

e (1.7).

Silva et al. [28] estudaram a variacdo de A em funcao da taxa de
crescimento intrinseca r, em funcao de # e em funcao da fracao maxima de dispersao
«. Para r fora das janelas de periodicidade, foi percebido uma tendéncia de A crescer
em funcao de r para valores positivos de 5. J4 uma tendéncia de A decrescer em
funcao de r foi observada quando 3 ¢é negativo. Isto tanto para acoplamento global

quanto local.

Como estamos preocupados com a extincao da metapopulacao, que esta
relacionada com a sincronizagao de orbitas cadticas, estamos interessados em r > 2.5.
Ou seja, onde a exponencial logistica comporta-se de forma cadtica, que segundo o
critério anterior sera o comportamento de toda metapopulacao em caso de sincronia.
Neste trabalho estudamos a variagao de LA em funcao dos parametros r e 5. A
Figura 3.3 mostra LA em func¢ao de r num acoplamento local. Os gréficos (a), (b),
(c) e (d) referem-se a valores de (3 positivos e os graficos (e), (f), (g) e (h) referem-se a
valores de [ negativos. Nao percebemos uma diferenca significativa para a sincronia
em relagao a (3 ser positivo ou negativo no acoplamento local. Porém, percebemos

que para a maioria dos valores de r nao hé possibilidade de sincronia, ja que LA > 1.

J& no acoplamento global (Figura 3.4) percebemos, como em Silva et

al. [28], uma tendéncia de LA crescer em fungao de r quando 3 é positivo e uma
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tendéncia de LA decrescer em funcao de r quando 3 é negativo. Ou seja, ha uma
probabilidade maior de sincronia para valores menores de r quando temos uma
migragao por excesso de individuos, ou seja > 0. E uma probabilidade maior
de sincronia para valores maiores de r quando a migracao ocorre por escassez de

individuos, ou seja 3 < 0.

Além disso, comparando o acoplamento local (Figura 3.3) com o acopla-
mento global (Figura 3.4), percebemos que no acoplamento local para a maioria dos
valores de r nao ha possibilidade de sincronia, enquanto que no acoplamento global
a maioria dos valores de r geram LA < 1. Assim, percebemos uma probabilidade

maior de sincronia quando temos acoplamento global.

Para entender porque no acoplamento local nao chegamos a mesma
conclusao para LA que Silva et al. [28] chegaram para A, plotamos A em funcao de
r para acoplamento local e acoplamento global conforme a figura 3.5. Verificamos
que realmente A cresce em funcao de r também no acoplamento local, porém os
valores estao muito proximos de 1, enquanto no acoplamento global os valores sao
bem menores. Esta comparacao pode ser verificada na Figura 3.5. Desta forma,
quando multiplicamos por L, que no caso das oscilacoes caodticas é maior que 1,
temos LA maior que um para a maioria dos valores de r e o crescimento torna-se

imperceptivel.

O estudo de A em fungao de (3, de Silva et al., [28] ilustra uma simulagao
tipica de A em funcao de (3, onde os valores de A para § < 0 s@o sempre maiores que
os valores de A para > 0. Isto sugere que a dispersao dependente da densidade
positiva, ou seja 3 > 0, favorece a sincronizacao em comparagao com a dispersao
dependente da densidade negativa, § < 0. Na Figura 3.6 temos LA em fungao de
[ e percebemos que nas figuras (a), (b), (e) e (g) temos exatamente as mesmas
conclusdes que Silva et al. [28] obtiveram para A agora para LA, ou seja, os valores

de LA para < 0 sao sempre maiores que os valores de LA para > 0. Ja nas
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Figura 3.3: LA em fungao de r num anel de 10 sitios com acoplamento local e o =
0,75 (a) B = 10,5 (b) B =1; (c) B = 10; (d) B = 100; (e) B = —0,5;
(f) B =—1; (g) B = —10; (h) § = —100. A linha horizontal em cada
figura identifica LA = 1, ou seja, para os valores de r plotados acima
desta linha nao h& sincronizacao. Nos graficos onde nao aparece esta
reta, todos os pontos plotados estao abaixo de A = 1.
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Figura 3.4: LA em funcao de r num anel de 10 sitios com acoplamento global e
a=0.75(a) 5 =0.5; (b) f=1; (c) f=10; (d) §=100; (e) 5 =—0.5;
(f) 6= —1; (g) B = —10; (h) B8 = —100. A linha horizontal em cada
figura identifica LA = 1, ou seja, para os valores de r plotados acima
desta linha nao h& sincronizacao. Nos graficos onde nao aparece esta
reta, todos os pontos plotados estao abaixo de A = 1.
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Figura 3.5: A em funcao de r num anel de 10 sitios com o = 0.75 e § = 0.5 para
(a) acoplamento local, (b) acoplamento global e (¢) acoplamento local
acima e acoplamento global abaixo.

figuras (c), (d), (f) e (h) isto ndo ocorre. Porém nestes casos verificamos que para
qualquer valor de 3 temos LA < 1.
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Figura 3.6: LA em funcao de  num anel de 10 sitios com acoplamento local e a =
0,75 (a) r =2,7, (b) r = 2,8, (¢) r = 3,2, (d) r = 3,6. Acoplamento
global, r = 2,7, (¢) «a = 0,3, (f) a=0,75; E parar = 3,6 (g) a =0,3,
(h) a = 0,75. A linha horizontal no gréfico (a) identifica LA = 1, ou seja,
para os valores de r plotados acima desta linha nao ha sincronizacao.
Nos outros graficos todos os pontos plotados estao abaixo de A = 1.

Note que para o acoplamento global na Figura 3.6 nos gréficos (e), (f),
(g) e (h) temos o gréfico de LA em fungao de (3 para valores de & = 0.3 em (e) e
(g); e a =0.75 em (f) e (h), percebendo que para o menor obtemos uma figura mais

regular. Esta mesma regularidade pode ser observada na Figura 3.7.
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Figura 3.7: LA em fungao de  num anel de 10 sitios com acoplamento local e
r=3,7(a) a=0,3, (b) a=0,75.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo investigamos a possibilidade de sincronia entre os sitios
para uma metapopulacao de uma tnica espécie, modelada como um sistema discreto.
Esta analise foi feita para um sistema de n sitios, considerando a configuragao de

anéis ciclicos para a rede e matriz de interagao simétrica.

Retomamos o critério de estabilidade do estado sincrono desenvolvido
por Silva et al. [27] e [28]. Para explorar o critério dado em [28] apresentamos alguns

exemplos.

Nas simulagoes numéricas detectamos uma probabilidade maior de sin-
cronia para valores menores de r quando temos uma migracao por excesso de indi-
viduos, ou seja # > 0. E uma probabilidade maior de sincronia para valores maiores

de r quando a migracao ocorre por escassez de individuos, ou seja § < 0.

Também percebemos uma probabilidade maior de sincronia quando te-

mos acoplamento global se comparado ao acoplamento local.
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4 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA
TRABALHOS FUTUROS

No contexto de metapopulagao varios pesquisadores ja abordaram es-
tudos sobre migragao, como por exemplo Rohani et al. [25], Ruxton [26], Rohani e
Ruxton [24], Hassell [14], Hanski et al. [12]|, Hanski e Gilpin [11], Silva et al. ([29],
[30], [28]), Silva e Giordani [27], Liebhold [19], Yakubu [33] entre outros. Entretanto,
na literatura pesquisada encontramos trabalhos envolvendo migragao dependente da

densidade apenas em Ruxton [26], Silva et al. ([29], [30], [27], [28]) e Ylikarjula [34].

Conforme ja mencionamos, o capitulo 2 é uma continuidade aos estu-
dos de Silva et al. [30]. Ampliamos o critério de estabilidade dado por [30] para
migragao dependente da densidade. No critério de [30] a migracao ocorre por ex-
cesso de individuos e no critério que obtivemos adicionamos migracao por escassez
de individuos. Observamos também que a regiao de instabilidade é um pouco maior

para o segundo caso.

Usando este mesmo critério, comparamos a regiao de estabilidade do
modelo com conexao local com o modelo com conexao global e concluimos que
quando a conexao é maior (global) o sistema tem uma regiao de estabilidade maior,
ou seja, tem uma probabilidade maior de estabilidade. Depois, aplicamos este crité-
rio em fungoes especificas. Notamos que a regiao de instabilidade no modelo com a
funcao de Beverton-Holt é bem menor em comparacao com o modelo com a fungao

Exponencial Logistica.

Fizemos também um estudo sobre a presenca de oscilagoes cadticas
geradas pela migragao. Observamos a presenca de atratores cadticos (2 sitios) e
padroes cadticos (30 sitios) e determinamos a regiao cadtica através dos expoentes
de Lyapunov. Para dois sitios concluimos que aumentos no valor da fragao migratéria

maxima «, isto €, permitindo que uma quantidade maior de individuos migrem no
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sistema, determinam uma regiao cadtica mais expressiva. Também foi observado que
quando aumentamos o nimero de sitios temos uma probabilidade menor de caos.
Além disso, percebemos uma probabilidade maior de caos quando tratamos de uma

migragao devido a escassez de individuos (5 < 0).

No capitulo 3 fizemos um estudo sobre a sincronia entre os sitios baseado
nos artigos de Silva et al. [28] e Silva e Giordani [27]. Retomamos o critério de
estabilidade do estado sincrono desenvolvido por Silva et al. [28] e apresentamos

alguns exemplos.

Nas simulagoes numéricas detectamos uma probabilidade maior de sin-
cronia para valores menores de r quando temos uma migracao por excesso de indivi-
duos, ou seja, # > 0. E uma probabilidade maior de sincronia para valores maiores
de r quando a migragao ocorre por escassez de individuos, ou seja, # < 0. Também
percebemos uma probabilidade maior de sincronia quando temos acoplamento global

se comparado ao acoplamento local.

O modelo que usamos ¢ relativamente simples pois nao considera fato-
res como: morte durante o processo migratério, estrutura etéria, distancia entre um
sitio e outro e vizinhancas assimétricas. Estes fatores podem ser considerados em
trabalhos futuros. Além disso, sé fizemos analises para redes em forma de anéis cicli-
cos que podem ser feitas para o caso de redes bidimensionais em forma de superficie

toroidal.
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Apéndice A CALCULO NUMERICO DOS
EXPOENTES DE LYAPUNOV

Considere uma esfera U de raio pequeno centrada em vy € R™ (primeiro
ponto da érbita), f uma func¢ao suave em R associada ao sistema e D f(v() a matriz

Jacobiana em vy.

Seja J, = Df"(vg) a matriz jacobiana da n-ésima iterada da f. Por-
tanto, J,U é um elipsdide com m eixos ortogonais. Quando os eixos possuem compri-
mento maior que 1, hd uma expansao na diregao de f"(vy), e quando o comprimento
¢ menor que 1, ocorre uma contracao. A taxa de expansao média multiplicativa dos

m eixos ortogonais sao os numeros de Lyapunov.

Normalmente a matriz J,U é dificil de ser determinada para n grande,

e esse é 0 caso. Assim, aproximamos .J,,U por:
JU=Df(vp_1) - Df(vo)U
e, para isso, precisamos de um algoritmo computacional como o descrito a seguir.

Inicialmente tomamos uma base ortonormal {w? w9, ... w?} de R™. A
base utilizada no trabalho foi a base canonica. Computamos os vetores zi, zs, . . . Z,,

Ccomo segue:

7z, = Df<V0)W(1)7

Zy = Df(VO)W(2)7

Zm = Df(vo)W2.

Estes vetores estao na nova elipse D f(v()U, mas eles ndo sao necessa-

riamente ortogonais. Resolvemos este problema criando um novo conjunto de veto-

res ortogonais {wi, wj,...w, } que geram um elipséide com o mesmo volume que
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Df(vo)U. Para isso utilizaremos o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt,

definindo:

yi = 72
_ Z2 Y1
Yo = Zy — Hy1H2 Y1
vs = 1z Z3 - Y1y Z3 - Y2y
3 = Z3— 1 2
[ya]® ly2l®
y - Zm'yly Zm'mely
= TR Yl T T T g Ym-1
" Tyl [t
onde - denota o produto escalar e ||.|| denota a norma euclidiana usual.
Assim temos Wi =y, Wi =ya, ..., Wh = Y.

Agora, aplicando a matriz Jacobiana D f(v;) no préximo ponto e reor-

togonalizando o conjunto

Df(vi)wy, -, Df(vi)w,

para produzir o novo conjunto ortogonal {w? w2, ... w2 }. Repetindo este processo

n vezes teremos o conjunto final {w}, w5, ... wr } de vetores que aproximam os eixos

da elipséide J,U.

1.

Assim, 7 =~ ||y!||||y" ||y}]| denota a expansao total na i-ésima

direcao apds n iteragoes.

Portanto, o i-ésimo niimero de Lyapunov é dado por:

3=

n—oo
se este limite existir. E a estimativa conveniente para calculos numéricos é dada por

Inflyfll + -+ Infly; |
n

para o i-ésimo expoente de Lyapunov depois de n passos de tempo.
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