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INTRODUÇAO 

Dado um anel R, dizemos que um R-módulo à direita é distributivo, ou é 
um D-módulo à direita, se o seu reticulado de R-submódulos é distributivo. 
O próprio anel R é dito distributivo à direita, ou um D-anei por brevidade, se 
o for como R-módulo à direita. Em [St}, Stephenson apresenta o primeiro tra­
balho importante sobre D-módulos. Após, Brungs mostrou que D-domínios 
à direita são localmente anéis de cadeia à direita, (ver (Br]). Vários outros 
trabalhos importantes se seguiram no estudo de D-módulos (ver [C]) , anéis 
de cadeia (ver [BBT] e sua relação bibliográfica.) e D-anéis (ver [M] , [IVIP], 
[FTt] , [FT2] e [FT3]). 

Em [M], Mazurek estuda D-anéis contendo algum ideal completamente 
primo em J(R) (condição (MP)), onde J(R) denota o radical de Jacobson 
de R. Esta condição é sempre verdadeira em um anel de cadeia. Mazurek 
consegue estender vários resultados importantes conhecidos para anéis de 
cadeia ao contexto de D-anéis com (MP). 

Aproveitando resultados de [St] e [.lvi}: Ferrero e Torner estudaram a es­
trutura dos ideais à direita de um D-anei à direita corn (MP) . Em particular, -
eles obtiveram uma caracterização para as cinturas de um D-anei primo com 
(l\t1P) ([FT2 ; Th. 3.11]) . Em [FT3], vários outros resultados importantes para 
D-anéis com (MP) são obtidos, bem como se estuda condições ascendente de 
cadeia sobre cinturas para um D-anei à direita com (MP) . Em particular, se 
obtém uma versão ele [Br; Th. 2] para este contexto. 

Dado um R-módulo M sobre um anel com (MP) , dizemos que i'vf.' tem 
a comparabilidacle (à direita) em relação a um certo ideal completamente 
primo P contido em J(R) se, para todos x,y E M, temos ::cR Ç yR ou 
yR ç xR ou (xR)S- 1 = (yR)S- 1 , onde S = R\ P e (xR)S- 1 = {mE Af: 
:ls E S com ms E :l:R}. Se M possui a compa.rabilidade em relação a todo 
ideal completamente primo contido em J(R) , então dizemos que l\11 é um 
R-módulo à direita com comparabilidade. Estes conceitos têm sua versão 
natural para um a.nel R, bastando para tal considerar R como um R-módulo 
à direita. 

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar o reticulado de 
ideais à direita (resp. submódulos à direita) de um anel com compa.rabi lidade 
(resp. rnódulo à direita com compa.rabilidade sobre um anel com (MP)). 



Como conseqüência, conseguimos estender vários resultados de [M), [FT2) 

e [FT:l], para o contexto de anéis c módulos com comparabilidade, usando 
argumentos mais si mples que os destes trabalhos. 

No primeiro capítulo estudamos cinturas em D-módulos, apresentando 
resultados gerais, alguns deles bem conhecidos. No §1, lembramos alguns 
resultados sobre anéis e módulos, os quais são fundamentais para a com­
preensão d$!ste trabalho. No §2, apresentamos resultados genéricos sobre 
cinturas em módulos e anéis. No §3 estendemos os principais resultados de 
[FT2] para D-módulos, com novos argumentos. 

O segundo capítulo trata da parte mais importante do trabalho. No 
§1, são estudados propriedades básicas dos anéis com comparabilidade e são 
apresentados exemplos de tais anéis. Já no §2, estudamos ideais primos, 
semiprimos e completamente primos destes anéis. Em particular, mostramos 
que um ideal multiplicativo à direita semiprimo contido em J(R) é um ideal 
à direita primo e é uma cintura, estendendo assim, [FT 3; Th. 2.1]. Além 
disso, um teorema. de caracterização de cinturas para anéis primos com com­
pa.rabilida.de é obtido, o qual generaliza [FT 2; Th. 3.11]. No §3, generaliza­
mos os principais resultados de [M) para este contexto. O §4 trata da noethe­
rianidade de anéis com comparabilidade. Em part icular, mostramos que um 
anel R com comparabilidade em relação a um ideal completamente primo P 
contido em J (R) é noetheriano à direita se, e somente se, Rj Pé noetheriano 
à direita e toda cintura de R contida em P é finitamente gerada à direita 
(Teorema 4.3). Este resultado não era conhecido nem para D-anéis. 

No terceiro capítulo abordamos módulos com comparabilidade. Nas duas 
primeiras secções, estendemos os resultados obtidos no capítulo anterior , para 
módulos com comparabilidade sobre anéis com comparabilidade. Apresenta­
mos no §3 o principal resultado deste capítulo, o qual estabelece uma cor­
respondência biunívoca. entre as cinturas de um módulo primo com compa­
rabilidade sobre um anel com comparabilidade c a.s cinturas do anel consi­
derado. Em particular, se most ra que esta correspondência preserva primos, 
semiprimos e completamente primos. 

No quarto capítulo apresentamos alguns resultados adicionais. O §1 trata 
dos anéis de cinturas principais à direita. No §2 discutimos sobre condições 
de ca.dcia para cinturas em anéis com comparabilida,de, e no §3 fazemos uma 
breve discussão sobre localizações nestes anéis. 
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Uma citação do tipo II.3.4, significa o quarto resultado da secção três do 
capítulo li , enquanto que uma ci tação do tipo 3.4 significa o quarto resultado 
da secção 3 do capítulo que está sendo lido. 

Observemos ainda que todos os anéis aqui apresenta.dos têm unidade e 
todos os módulos são unitários. Os símbolos C e :::> denotarão inclusões 
estritas. 



CAPÍTULO I- CINTURAS EM ANÉIS E D-MÓDULOS 

Neste capítulo discutiremos sobre cinturas em um anel qualquer e em 
D-módulos. O presente estudo tem como finalidade motivar o assunto que 
será tratado no próximo capítulo, o qual é a parte principal deste trabalho. 
Além disso, vamos também estender resultados conhecidos para D-anéis ao 
contexto de D-módulos. 

Reuniremos em uma primeira secção resultados bem conhecidos sobre 
anéis e módulos, mas que serão usados com grande freqüência durante todo 
o trabalho. Aproveitaremos também para fixar a notação básica. 

§1- PRÉ-REQUISITOS 

Seja R um anel e consideremos J\1 um R-módulo à direita. Se L Ç NJ é 
tal que LR Ç L, então dizemos que L é um R-submódulo multiplicativo de 
lvf. Se, além disso, L é fechado para a soma, então L é um R-submódulo de 
M. 

Um R-submódulo multiplicativo L de M é primo se para todo m E A1 
e todo t E R, tais que mRl Ç L, então m E L ou Mt Ç L. Um R­
submódulo multiplicativo L é dito semiprimo se para todos m E JV! e s E R 
tais que msRs Ç L, temos ms E L. Um ideal multiplicativo à direita P 
de R é primo (semiprimo) se P é um R-submódulo multiplicativo primo 
(semiprimo) de R, quando este é visto como um R-módulo à direita de modo 
natural. Equivalentemente, um ideal à direita P de R é primo se cada vez 
que AB Ç P, então A Ç P ou B Ç P, para quaisquer ideais à direi ta A c B 
de R, (ver [D1 , Prop 1.8]). 

Um R-submódulo multiplicativo f( de M é di to completamente primo 
se, para cada m E J\1 \ /\' c a E R com ma E I<, temos l\1a Ç ](. Vamos 
dizer que um ideal multiplicativo à direila. P de R é completamente primo 
se P for um R-submódulo multipli cativo completamente primo do R-módulo 
à direita R. Se Pé um ideal à direita de R tal que ab E P implica a E P 
ou b E P, para cada a, b E R, dizemos que P é quase completamente primo. 
Fica evidente que se Pé bilat.cral, então Pé quase completamente primo se, 
e somente se, P é completamente primo. 

Vamos convencionar que escreveremos T é um ideal de R, para dizer que 
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I é um ideal bilat.eral de R. 
Denotaremos por J (R), 1·ad(R) e N9 (R), o radical de Jacobson de R, o 

radical primo de R e o nilradical generalizado de R, respectivamente, que sã.o 
definidos por: 

J(R) = n{P: P é ideal maximal à direita de R} 
rad( R) = n { P : P é ideal primo de R} 

N9 ( R) = n{ P: Pé ideal completamente primo de R} 

Lembramos aqui , que o radical de Jacobson também pode ser caracteri­
zado como o maior ideal P de R com a propriedade que l - x E U(R), para 
todo x E P, onde U( R) denota o conjunto de todos os elementos inversíveis 
de R. 

Dado um R-módulo à direita .M, chamamos radical de Jacobson de M , o 
R-su bmódulo 

J(M ) = nfiv : N é um R-submódulo maximal de M} 
SeM não possui R-submódulos maximais, então dizemos que J(M) = 1'.1. 

Dizemos que um anel R possui a propriedade (MP), ou é um anel com 
(MP) por brevidade, se R contém um ideal complct.amente primo contido 
em J(R). Esta condição é fundamental nos trabalhos de [M], [FT1],[FT2] 

e [F'f3 ] . Em [FT 2; Lem. 2.5), mostra-se que se P é um ideal unilateral 
completamente primo contido no radical de Jacobson de um anel qualquer, 
então P é bilateral. Neste t rabalho, estamos interessados basicamente em 
anéis com (MP ) e os ideais completamente primos com os quais trabalhamos 
sâo aqueles que estão contidos no radical de Jacobson, logo, são bilaterais. 

Estenderemos agora ao contexto de módulos os seguintes conceitos, (ver 
[BBT] e [FT2]). Sejam N/ um R-módulo à direita c L um R-submódulo 
multiplicativo de 1\if. Definimos o ideal multiplicativo completamente primo 
associado à direita de L, como sendo: 

Pr(L) = {a E R: :Jy fi L com ya E L} 

Ainda, se Pé um ideal complet.amente primo de R, denotaremos por 

LS- 1 = { m E M : 3s E S com ms E L} 

onde S = R\ P 
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Observemos que Pr(L) é um idea.l multiplicativo à direita de R, e é quase 
completamente primo. De fato, é claro que Pr(L)R Ç Pr(L) e dados a, b E R 
com ab E P,.(L ), existe y tf. L tal que yab E L. Se a tf. Pr(L ), então ya tf. L e 
conseqüentemente b E Pr (L). 

Agora, para M, R, L e P quaisquer, não podemos afirmar que LS-1 

seja nem mesmo um R-submódulo multiplicativo de M. Apresentaremos a 
seguir um resultado que dá uma condição suficiente para que ele seja um 
R-submódulo de M. 

Lembremos que S Ç R é di to um conjunto multiplicativamente fechado, 
se xy E S cada vez que x, y E S. Um conjunto multiplicativamente fechado 
S de R é dito um sistema de Ore, se dados s E Se a E R, existirem t E Se 
b E R tais que at = sb. Se além disso, S tem a propriedade que sa = O, com 
s E S e a E R , implica que existe t E S tal que at = O, então dizemos que 
S é um conjunto de denominadores à direita., e neste caso a localização em 
S está definida, ou seja, existe o anel de quocientes à direita R5 . Também 
esta definida a localização em M, como sendo 1115 = M 0R Rs. Para maiores 
detalhes, ver [S] e [R]. Observamos que se Pé um ideal completamente primo 
de R então S =R\ Pé multiplicativamente fechado. 

PROPOSIÇÃO 1.1: Sejam R um anel1 P um ideal completamente 
primo de R e M um R-módulo à direita. Se S = R\ P é um sistema de Ore

1 

então par-a cada mE M temos que (mR)S- 1 é um R -submódulo de A1. 

Prova: Sejam x,y E (mR)S- 1 , onde mE .M. Então existem s,t E S 
com xs, yt E mR. Como Sé um sistema. de Ore, segue que existem u, v E S 
tais que su = tv. Assim, (x- y)su = xsu - ysu = xsu- ytv E mR. Logo, 
(x - y) E (mR)S- 1 • Além disso, dado 7' E R, existe b E R e z E S com 
Tz = sb. Portanto, xTz = xsb E mR, ou seja, xr E (mR)S- 1 e a prova está 
completa. o 

Em particular, estaremos interessados em anéis R onde consideraremos 
ideais completamente primos P tais que S = R\ P será sempre um sistema 
de Ore, como veremos adiante. 

Dado um R-módulo à direita M e um R-submódulo L de M, definimos, 
para cada mE J\11, o condutor (à direita) de m em L como sendo 

(L : rn )r = (L : m) = {a E R : ma E L} 
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O anulador (à direita) de m em R é definido por r·n(m) = r·(m) =(O : rn)r · 
Analogamente, se .M é um R-módulo à esquerda, podemos definir o condutor 
(à esquerda) de mE M em L como sendo 

(L : m)1 = (L: m) = {a E R: amE L} 
Neste caso, também podemos definir o anulador (à esquerda) de um elemento 
m E A1, como sendo r 1(m) = T(m) = (O : m)1. Quando não houver perigo 
de ambigüidade de notação, despresaremos os índices "r" c "I" acima. 

Dado um R-módulo à. direita Nf, dizemos que a E R é um divisor de 
zero à direita de m E .M, se ma = O. Notaremos por Nr(Nf) o conjunto 
de todos os divisores de zero à direita de elementos de M. Assim temos 
Nr(.M) = {a E R: 3m E 111\ {O} com ma= O}= Pr (O) , de onde segue que 
Nr(NI) é um ideal multiplicativo à direita quase complet.amente primo de R. 

Por simetria, se 1\1 é um R-módulo à esquerda, podemos definir um divisor 
de zero à esquerda de m E M, como sendo um eletTlento a E R tal que 
am = O. Analogamente, notaremos por N1(M) o comjunto de todos os 
divisores de zero à esquerda de elementos de NJ. 

Consideremos agora o R-módulo R. Assim temos que a E R é um divisor 
de zero à direita se existir b E R\ {O} tal que ba =O, isto é, se L( a) =I O. O 
conjunto de todos os diYisores de zero à direita de R será denotado por /\'r( R). 
Também ternos que um divisor de zero à esquerda de R , é um elemento a E R 
para o qual existe b E R\ {0}, tal que ab = O, ou seja, tal que r(a) =I O. 
Denotaremos por N1(R) o conjunto de todos estes elementos. 

Sejam NJ um R-módulo e L um R-submóduJo de M . Dizemos que L é 
essencial se LnN =I O, para todo R-submódulo não nulo N de NJ. Definimos 
também o submódulo singular de A1 é por 

Zr(NI) = {mE J\11 : r·(m) é essencial em R} 

para maiores detalhes, Yer [G; Pg 30-36]. 

Se notamos por I I I a cardinalidade do conjunto I, então podemos definir 
a dimensão de Goldie de um R-módulo à direita A1. como sendo o supremo de 
todos os cardinais I I I, tal queM contém a soma direta de I T I submódulos 
não nulos. Notaremos esta dimensão por dimMR = dimM. 
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§2. CINTURAS EM ANÉIS E MÓDULOS 

Consideremos um anel R e seja M um R-módulo à direita. Dizemos 
que um R-submódulo multiplicativo L de M é uma cintura multiplicativa se 
L Ç N ou N Ç L , para todo R-submódulo multiplicativo N de J\1. Se L 
é um R-submódulo com a propriedade acima: em relação a todos os outros 
R-submódulos de J\!f, então dizemos que L é uma cintura de !11. Observamos 
então que uma cintura multiplicativa (rcsp. uma cintura) ./~ de M pode ser 
caracterizada pela propriedade de que L é um R-submódulo multiplicativo 
(resp. R-submódulo) de J\!I e L C xR, para todo x EM \L. Além disso, é 
evidente que toda cintura é um R-submódulo essencial. Ainda, é claro que 
toda cintura de J'VI está contida em J(J'VI). 

Naturalmente, estes concei tos se aplicam a ideais à direita de R, bastando 
para tal , oJha.r R como um R-módulo à direita sobre si mesmo. 

Apresentaremos nesta secção alguns resultados sobre cinturas em módulos 
e anéis quaisquer. Vamos estender alguns resultados conhecidos para O-anéis 
ao nosso contexto geral e também daremos alguns resultados originais. 

Dada uma família {Li} ieJ de cintu ras mul t iplicativas de J\1, temos que 
N = Uíe/ Li e ]( = n iE/ Li são também cinturas de lvf . De fato, pois se 
x EM \ N, então x ~L;, para todo i E I. Assim, Li C xR para todo i E I , 
ou seja, N C xR. Agora, se y E !11 \f(, então existe algum j E I com y ~ Li, 
isto é, Li C yR, ou ainda, f( Ç Li C xR. 

Consideremos agora um R-submódulo multiplicativo N de j\1[ c seja L= 
n{J< 2 N : 1( é cintura multiplicat iva de 1\1} a menor cintura multiplica­
tiva de j\lf que contém N. Se não existe cintura não trivial que contém N, 
então L = J\1.. Temos assim a seguin te. 

PROPOSIÇAO 2.1: Sejam M um R -1nódulo à direita, N um R­
submódulo multiplicativo de M e L =I J\1 a metw1· cintum multiplicativa. de 
M que contém N . Então N = x(N: x), pam qualque1· x ~L. 

Prova: Seja x ~ L. É cla ro que x (N : x) Ç N. Reciprocamente, seja 
y E N Ç L C xR. Assim, temos que y = x1·, para um cert.o r E (N : x). 
Portanto, N = :r: (N : x ) , como queríamos mosLrar. O 

COROLÁRIO 2.2: Sejam J\1! ·um R-módulo à di·reita e L =I l\11 uma 
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cintttm m'lllliplicaliva de M. Então, pam qualquer· x f- L, L = x( L : x) . 

Da proposiçã.o anLerior segue que podemos associar a cada R-submódulo 
mult iplicativo N de NI, que está contido em alguma cintura multiplicativa 
de M , a família {(N: x)}:z:~L de ideais multiplicativos à direita de R, onde L 
é a menor cintura multiplicat iva de 1'1 que contém N. O próximo resultado 
diz o que aconLece quando um destes elementos da família é uma cin tura de 
R. 

PROPOSIÇÃO 2.3: Sejam .M um R-módulo à direita, N um R­
submódulo multiplicativo de A1 c L =f:. Ar[ a menor cintur·a multiplicativa de 
M que contém N. Se existir· x f/. L , pam o qual (N : a:) é 1tma cintur·a de R, 
então N é uma cintura mulliplicaliva de M, isto é1 N = L. 

Prova : Seja x f/. L tal que (N : x) seja uma cintura multiplicat iva de 
R. Consideremos agora y f/. N . Se y f/. L, enLão temos N Ç L C yR. 
Supou hamos que y E L \ N . Pela proposição anterior, L = x(L : x) e 
N = x(N : x), de onde segue que y = xt, para algum l E (L : x) \ (N : x) . 
Como (N : x) é uma cintura mulLiplicaLiva, (N : x) C t R. Agora, dado 
z EN, temos z = xr, onde r E (N: x). Assim, r= tb, para um certo b E R. 
Daí temos z = xr· = xtb = yb E yR, o que implica que N C yR. O resultado 
agora. segue. O 

Uma questão natural que surge aqui é a seguinte: Sendo L uma cin­
tura multiplicativa de M , será que {(L : x )}x~L é uma família de cinturas 
mult iplicativas de R? 

Se Jvf é um R-módulo completamente primo e fiel , então esta questão tem 
resposta afirmativa. De fato, pois se L é uma cintura multiplicativa de Ar[ 
e se x f/. L, então, tomando-se a E (L : x ) e b f/. (L : x ), tem-se L C x bR e 
conseqüentemente, xa = x br· , para um certo r E R. Assim, x(a - br) =O, ou 
seja, a- br E 7'(:t) = O, de onde segue que a = br. Portanto, (L : :c) Ç bR, 
isto é, (L : :c) é uma cintura multiplicativa de R. 

O mesmo raciocínio pode ser usado se podemos escolher, para um R­
módulo M qualquer, um elemento x f/. L, para o qual 1·(x) =O. Mais adiante 
voltaremos a examinar esta questão. 

Apresentamos agora dois resultados que estendem o lema 2.3 de (FT2 ] e 
seu corolário , para nosso contexto geral. 
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UxeL(xR)S- 1 , onde S = R\ Pr(L). De fato, é claro que para todo x E L, 
temos x E (xR)S- 1

. Agora, dado y E U xeL(xR)S-1, então existe x E L para 
o qual y E (xR)S- 1 , de onde segue que existes f:. Pr(L) com ys Ç xR Ç L, 
c conseqentemente, y E L. 

Observemos ainda que se existirem V Ç !t1 e um ideal completamente 
primo P de R, tais que L = Uxev(xR)S- 1

, onde S = R\P, então Pr(L) Ç P. 
De fato, se a E Pr(L) então segue que existe y f:. L com ya E L . Assim, 
existe x E V para o qual y f:. (:-cR)S- 1 e ya E (xR)S- 1

• Segue daí que existe 
s E S = R \ P com yas E xR. Se a f:. P então as E S e conseqentemente, 
y E (xR)S- 1

, o que dá uma contradição. Logo, só podemos ter a E P , de 
onde vem que Pr(L) Ç P. 

O próximo resultado fica evidente após esta discussão. 

PROPOSIÇÃO 2.6: Sejam J\1 um R-1nódulo à dú·eita e L um R­
submódulo de ]11[ . As seguintes condições são eq·u.ivalenlcs: 

(i} Existem um ideal multiplicativo completamente p1·imo P contido em 
J(R) e um subconjunto V de M , tais que L= U xe\1(xR)S- 1

, onde S = R\P. 
(ii) Pr(L) Ç J(R). 

Vejamos agora mais um resu ltado sobre ideais completamente primos de 
um anel qualquer. Este resultado dá uma generalização de [S t; Prop 2.l(ii)] 
e [M; Prop. 3.1 (i)]. 

PROPOSIÇÃO 2.7: Sejam R um anel e P um ideal completamente 
p·timo de R. Então P é uma cintura de R se e somente se P = xP, para 
cada x f:. P . 

Prova: Suponhamos que P = xP, para todo x f:. P. Então dado y f:. P , 
temos P = yP C yR, de onde segue que Pé cintura de R. Reciprocamente, 
suponhamos que P seja uma. cintura de R. Entã.o, pelo corolário 2.2, segue 
que P = x(P : x), para todo x f:. P . Como P é um ideal completamente 
primo, segue que (P : x) Ç P. Agora, como Pé ideal bilátero, segue que 
:-cP Ç P, para cada x E R. Assim, ternos (P : x) = P e conseqüentemente, 
P = xP, para cada x f:. P , como queríamos mostrar. D 

Segue daí que a escrita P = xP, para todo x f:. P, onde P é um ideal 
completamente primo de R, só pode valer quando P Ç J(R), pois jamais 
poderemos ler a lguma cintura não trivial fora de J(R). 
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§3 - D-MÓDULOS E D-ANÉIS 

Seja R um anel e Nf urn .R-módulo à direita. Dizemos que lvi é um módulo 
distributivo à direita sobre R ou, brevemente, um D-módulo à direita., se 
o reticulado de R-submódulos de !vf é distributivo. Isto é o mesmo que 
dizer que dados R-submódulos L, f{ e N de NI, ternos L n (I{ + N) = 
(Lni<)+(LnN) (ou equiva.lent.cmente, L+(I\nN) = (L+K)n(L+ N)). 
Dizemos que R é um D-anei à direita, se ele for um D-módulo à direita ·' 
quando visto como um R-módulo à direita sobre si mesmo. 

O primeiro trabalho importante no estudo dos D-módulos foi escrito por 
Stephenson [St]. Ele deu a seguinte caracterização de D-módulos a. nível de 
elementos. Ver [S t; Th. l .6]. 

LEMA 3.1 : Seja .M ·um R-módulo à direita. Então1 A1 é um D-módulo 
à direita sobre R se e somente se (xR : y) + (y.R : x) = R 1 para todos 
x,y EM. 

Stephenson ainda mostrou que ideais completamente primos contidos em 
J(R) são cinturas (ver [St; Prop 2.2(ii)]). Após isto, Ma.zurek estuda D-anéis 
com (MP). Agrupamos agora alguns resultados básicos de Mazurek [M]. 

LEMA 3.2: Seja R um D-anei à di·reita e P um ideal completamente 
primo contido em J(R). Então: 

(i) Se r- E R \ P então P = r P. 
(ii) Para todos a, b E R, temos aR Ç bR ou bP Ç aP. 
(iii) Se I é um ideal não nilpotente de R tal que I Ç P, então a inter­

secção n nEN In é um ideal completamente ]JTÍmo de R. 
(iv) r·ad(R) é zn'Ímo. 
(v) Se rad(R) = O então N9 (r) = N,.(R). Além disso, ou N9 (R) =O e R 

é um domínio o1.t N9 ( R) 1- O é o único ideal minimal de R. 

LEMA 3.3: Seja R ·um D-anei à dú·eita. Então: 
{i) Se R é primo, então dimRR = 1. 
{ii) São equivalentes: (a) dimRn = l. 

(b) A famüia {r·( 1:)} xER é linearmente ordenada. 
(c) Nr(R) é 'llrn ideal à direita de R. 

Segue do lema 3.2(ii) que existe uma espécie de comparabilidade entre os 
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elementos de urn O-anel à direita com (.M P), no sentido que dados a, b E R, 
então aR Ç bR ou bR Ç aR ou aP = bP. para cada ideal completamente 
primo P conlido em J(R). Util izando-se desta comparabilidade, Ferrero c 
Torner conseguiram caracterizar as cinturas em O-anéis primos com (MP), 
bem como estudar uma série de aspectos relacionados ao reticulado de ideais 
à direi La destes anéis (ver [FT 2] c [FT 3]) . 

Vamos ap resentar aqui uma extensào dos result.ados de [FT2] para o con­
texto de O-módulos sobre O-anéis com (TviP) , também lra.balhando com uma 
comparabil idade análoga a esta, como mostra a seguinte 

PROPOSIÇAO 3.4: Sejam J\t[ um D -módulo à dú·eita e P um ideal 
completam ente p·rimo o qual é uma cintura de R . Se x, y E A1, então ttma 
das altental iuas oco·t'1·e: xR Ç yR ou yR Ç x R ou xP = yP. 

Prova : É suficiente mostrarmos que xR ~ yR implica yP Ç xP. Agora: 
se xR ~ yR: temos x tf. yR e como J\1 é um O-módulo, segue de 3.1 que 
(xR: y) + (yR : x) = R. Logo, exisLem r,s E R tai s que 7" + s = 1 com 
yr E xR e xs E yR. Se 1· E J(R) então s = 1 - 1· E U(R), de onde vem 
que x E yR, uma contradição. Logo, só podemos ter r tf. J(R). Neste caso 
também temos r tf. P, ou seja. 1·P = P , por 2.7. Assim, yP = yrP Ç xRP = 
xP. Isto finaliza nossa prova. O 

Como em um D-anel, todo ideal completamente primo contido em J (R) 
é uma cintura de R, a proposição anterior permite obter todos os resultados 
apresentados nas três primeiras secções de [FT 2] , repetindo-se praticamente 
todos os argumentos lá expostos. Nós vamos apresentar aqui estes resultados 
com algumas provas originais. Estes novos argumentos são mais simples 
que os de [FT2] . Nos próximos capítulos estenderemos ainda mais estes 
resultados. 

PROPOSIÇÃO 3.5: Sejam M um D-módulo sob1·e um anel qualque1· 
R c L mn R -submádulo nwllíplicalivo de !11 tal que Pr(L) Ç J(R) . Então: 

{i) L é uma cintur·a multiplicativa de JV!. 
{ii) Se R\ Pr(L) é um sislC'ma de Or·e, então para todo m E M, (mR)S- 1 

é ltma cintura de /11[, onde S = R\ Pr (L). 

Prova : (i): Consideremos :u E L c y tf. L. Como M é um D-módulo, 
temos (xR : y) + (yR : :~:) = R. Agora, como y tf. L, temos (xR : y) Ç 
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Pr(L) Ç J(R), de onde segue que (yR : x) = R, ou seja, x E yR. Portanto, 
L é uma cintu ra multiplicativa de lvf, como queríamos mostrar. 

(ii): Suponhamos que 8 = R\ Pr(L) seja um sistema de Ore. Considere­
mos mE /11. Assim , (mR)S-1 é um ideal à direita de R. Sejam x E (mR)S- 1 

e y (/. ( rnR)S- 1
• Como M é um D-módulo segue que (:di : y) + (y R : a:) = R. 

Agora, se existir sE Sn (xR: y) , então ys E i:R Ç (mR)S- 1
, de onde resulta 

que existe tE S com yst E mR. Mas então y E (mR)S- 1
, pois st E S . Isto 

produz uma contradição. 

Conseqüentemente, (xR : y) Ç Pr(L) Ç J(R). Assim sendo, temos 
(yR: x) =R, de onde segue que x E yR. Portanto, (mR)S- 1 é uma cintura 
de i\1. O 

Apresentamos agora um lema técnico, o qual estende [FT2 ; Prop 2.10]. 
A proYa é análoga, mas a apresentaremos aqui também. 

LEMA 3.6: Sejam J\1[ um D-módulo sobTe um anel qualqua R e P um 
ideal completamente IJrimo o qual é uma cinlm·a de R. Dado x E AI/, lemos 
Pr(xP) = P, sempre que x P f. O. 

Prova: Como x (/. xP segue que P Ç Pr(xP) . Suponhamos eutão que 
existe a E Pr(xP) \ P. Então, existe y r;j xP com ya E xP. Assim , yP = 
yaP Ç x P. 

Se yR Ç x R então y = xr, para um certo r(/. P. Daí, yP = xrP = xP. 
Se yR ~ xR então x P Ç yP, por 3.4. Mas então sempre temos xP = yP. 
Logo, ya E xP = yP e então existe p E P, ta l que ya = yp. Desta forma, 
y(a- p) = O. Como a (/. P segue que P C aR, ou seja, existe q E P com 
p = aq. Segue daí que ya(l - q) = O, isto é, ya = O. Isto produz uma 
contradição, pois neste caso temos O f. x P = yP = yaP = O. Portanto, um 
tal elemento a não existe e conseqüentemente, Pr(xP) = P , como queríamos 
mostra r. O 

Estamos agora em condições de enunciar o principal resultado desta secção. 
Este é uma extensão de [FT2; Th. 3.9]. 

TEOREMA 3.7: Se.fam M um D-módulo sob1·e um D-anel R com 
(MP) c L um R-sv.bmódulo não rwlo de J\1/. As seguintes condições são 
cqüivalcntes: 
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(i) Pr(L) Ç J(R). 
(i i} Existem um ideal completamenf e primo P contido em J (H) e 1tm 

conjunto v ç M tais que L = nxE v X p. 
(iii) Existem um ideal completamente p1·i1no P contido em J(R) e um 

conjunto V' Ç !vf tais que L = Uxev,(xR)S- 1
, onde S =R\ P. 

Nestas condições eqüivalentes, L é uma ·cintura de Nf c os conjuntos 
\! = M \L e V' = L satisfazem (ii) e (iii}, 1·espectivamcnte. 

Prova : (i)=} (ii): Suponhamos que Pr(L) Ç J(R). Então segue de 
3.5(i) que-L é uma cintura de J\.1 e conseqüentemente, temos L = n xflL xPr(L ), 
por 2.5. Basta então tomar P = Pr(L) c V= J\1 \L, para obtermos (ii). 

( ii):::} (i) : Suponhamos a existência de P e V como no enunciado de (ii). 
Seja a E Pr(L). Então existe y tf. L tal que ya E L. Desta forma, existe 
x E V tal que y tf. xP e ya E xP, ou seja, a E Pr(xP) = P, por 3.6. Logo, 
Pr(L) Ç P Ç J(R), como queríamos most rar. 

( i ){:} (iii): Esta equivalência foi mostrada no lema 2.6 da secção anterior. 
/\ prova então está completa. O 



CAPÍTULO II- ANÉIS COM COMPARABILIDADE 

Neste capítulo pretendemos estender resultados obtidos para anéis dis­
t.ributivos. Se observarmos os resultados já obtidos (vcr[FT2) c [FT3]) , verifica­
se que estes anéis satisfazem uma propriedade que permite "comparar'' seus 
elementos, e da qual se derivam muitos destes resultados. Usaremos aqui 
também uma comparação. 

§I- PRJMEIROS RESULTADOS 

Começaremos apresentando nossa definição fundamental. 

D EFIN IÇÃO 1.1 : Sejam R um anel e P ttm ideal complel.amenle 
primo contido em J(R). Dizemos que R possui a com7Jarabihdade à dú·eita 
em relação a P, se pa-ra lodos a, b E R , temos aR Ç bR ou bR Ç aR ou 
(aR)S- 1 = (bR)S-1

, onde S =R\ P. 

Como estamos sempre trabalhando com ideais à direita de R, vamos 
escrever simplesmente R possui a compa.rabilidade, em lugar de R possui a 
comparabilidade à direita, por simplicidade de notação. 

O próximo lema e 1.1.1 , mostram que (aR)S- 1 é um ideal à direita. 

LEMA 1.2: Sejam R um anel e P um, ideal completamente pr·imo 
contido em J(R) . Se R tem a cornparabilidade em relação a P, então S = 
R\ P é um sistema de Ore. Em ])articular, pam lodo a E R, (aR)S-1 é um 
ideal à direita de R. 

Prova: Sejam a E R e s E S . Temos que mostrar que existem b E R c 
t E S, com at = sb. Se aR Ç sR, então a = sr, para algum r· E ll. Basta 
então tomar t = 1 e b = r· . Se sR Ç aR. ent ão s = ac, algum c E R. Assim, 
ternos a, c tf. P, pois s E S = R\ P. Logo, tomando-se i = c e b = 1, 
obtem-se o resultado desejado. Finalmente, se (aR)S- 1 = (sR)S- 1 , então 
a E (s R)S-1 e segue que existe t E S c b E R tais que at = sb. O restante 
segue agora de I.l. l. O 

Daremos agora algumas condições equivalentes à comparabilidade. 

PROPOSIÇÃO 1.3: Sejam R um anel, P nm ideal completamente 
7H·imo contido em J (R) c S = R\ P . A s seguintes condições são equivalentes 



para todos a, ú E R: 
(i) aR Ç bl( ou bR ç aR ou (aR)S- 1 = (bR)S- 1 • 

(ii) aR Ç bR ou (bR)S- 1 Ç (aR)S- 1
• 

{iii) aR Ç bR ou bR ç (aR)s-•. 
(iv) S =R\ P é um sistema de Ore e aR Ç bR o·u b E (aR)S- 1 

Prova: (i)=?( iii ): Sejam a, b E R tais quê aR CZ bll. Então devemos ter 
bR Ç aR Ç (aR)S- 1 ou bR Ç (bR)S- 1

• = (aR)S- 1
. Ou seja, sempre temos 

bR Ç (aR)S- 1
, o que mostra (iii). 

(iii)=?(i) : Sejam a, b E R tais que aR CZ bR e bR CZ aR. Então, temos 
aR Ç (bR)S- 1 e bR Ç (aR)S- 1 • Assim, dado c E (aR)S- 1

, segue que existe 
s E S com cs = a1·, para. um certo r E R. Logo, existe t E S com cst E bR, ou 
seja, (aR)S- 1 Ç (bR)S- 1 . Analogamente se mostra que (b/l)S- 1 Ç (a R)S- 1 . 

Logo, temos a igualdade desejada. 

(i) e (iii)=?(iv): É imediato. 

(i v )=?(ii) : Sejam a, b E R com aR CZ bR. Então devemos ter b E ( aR)S-1 . 

Sendo assim, existes E S com bs =aR. Agora, dado x E (b R)S- 1 , segue 
que existe t E SeTE R com xt = br. Como Sé um sistema de Ore, também 
existem u E S c c E R com 1"U = se. Logo, temos xttL = bn.L = bsc E aR, 
isto é, x E (aR)S- 1 e conseqüentemente, (bR)S- 1 Ç (aR)S- 1

• 

(ii)=?(i): É imediato. O 

Vejamos agora algumas propriedades destes anéis. 

PROPOSIÇAO 1.4: Sejmn R wn anel e P um ideal completamente 
pTimo contido em. J(R). S e R tem. a comparabilidade em ·relação a P, então 
P é uma cinlum de R. 

Prova: Sejam x E P e y (j P . Suponhamos que y E (:dl)S- 1 , onde 
S = R\ P. 8 ntão existes E S tal que ys E xR Ç P, um absurdo. Logo, 
pela proposição 1.3(iv), segue que :rR Ç yR. O resul tado agora segue. O 

Observamos agora que se R possui a comparabilida.de em relação a um 
ideal completaxncnte primo P cont.ido em J(R), então segue de T.2. 7 que 
xP = P, sempre que x rf. P. Feito esta observação, podemos dar nosso 
próximo resu ltado. 
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LEMA 1.5: Sejam R um anel e P nm ideal completamente primo 
contido em J(R). Se R tem a c01npambílidade em Telação a P, então xP = 
yP se c somente se (xR)S- 1 = (vR)S- 1, pam quaisquer· x, y E R\ {0}, onde 
S = R\P 

P r ova: Suponhamos que (xR)S- 1 = (yR)S-1
• Como y E (xR)S- 1 segue 

que existem s E S e 7' E R com ys = x1·. Assim, temos yP = ysP = x1·P Ç 
xP. De modo análogo, temos xP Ç yP. Portanto, xP = yP. 

Sejam agora x, y E R\ {O} tais que xP = yP. Se (xR)S-1 = (yR)S- 1 

então não há o que provar. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 
xR Ç yR. Neste caso, temos (xR)S- 1 Ç (yR)S- 1

, como é fácil ver . Se 
ocorrer (xR)S- 1 c (yR)S- 1

, então teremos x = y1·, para um certo T E P, 
pois do contrário, r E S, e teríamos y E (xR)S- 1

• Mas então, xP = y1·P C 

yP (se yrP = yP então y1· = O, o que dá x = O, uma contradição). Mas 
~:P C yP produ?. outra contradição. Logo, temos (xl()S-1 = (yR)S-1 . O 

Observamos que na primeira implicação não necessitamos supor x, y E 
R\ {0}. 

Chamamos a. atenção para. o fato de que se R é um anel. para o qual 
vale que aR Ç bR ou bR Ç aR ou aP = bP, para a, b E R e um ideal 
completamente primo P cont.ido em J(R), não podemos afirmar que R ·seja 
um anel com comparabilidade em relação a P. De fato, pois poderia ocorrer 
{aR : b) = P e ( bR : a) = P, com aR <1:. bR e bR ~ aR. Este é o caso, por 
exemplo, se tomamos um anel R com dimRn > 1 contendo elementos a e b 
com aR n bR =O, e tais que aP = O= bP. Não sabemos até o momento se 
um tal anel existe. 

Observamos que em [FT2; Lem. 3.4] é afiTmado que a equivalência do 
Lema 1.5 acima é verdadeira para todos os elementos x, y E R, quando R 
é um D-anei, mas a prova possui um pequeno erro, e o resultado só vale 
mesmo para elementos nào nulos. Por exemplo, se tomamos R = Z , o anel 
dos inteiros, o qual é distributivo, ternos J(Z) = O o qual é primo. Agora., 
dado x E Z \ {0}, temos x(O) = (O) = 0(0) , (xZ)S-1 = Z c (O)S- 1 = O, 
onde neste caso, S = Z \ {0}. Este exemplo é bastante simples, mas mostra. 
a necessidade de exigirmos que x, y sejam elementos não nulos de R. 

Cabe aqui observar que, embora. exista um problema na prova do Lema. 
3.4 de [FT2), o conteüdo do trabalho fica preservado, pois este lema é apenas 
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auxiliar e foi utilizado para mostrar que (aR)S-1 é uma cintura de R, para 
cada a E R, onde S = R\ P. Isto pode ser mostrado diretamente, como 
faremos no próximo resultado o qual dá outra caracterização desta nova classe 
de anéis. 

PROPOSIÇÃO 1.6: Sejam R u.m anel e P um 1:deal completamente 
primo contido em J (R). Então R possui à compambilidade em 1·elação a 
P se, e somente se, (aR)S- 1 é uma cintum de R, pam todo a. E R, onde 
S =R\ P. 

Prova: Suponhamos que R possui a comparabilidade em relação à P. 
Queremos mostrar que (aR)S- 1 é uma cintura de R, para todo a E R. 
Sejam então a,x,y E R tais que x E (aR)S- 1 e y rf. (aR)S- 1

• Assim, temos 
yR Çf; xR c se (xR)S- 1 = (yR)S- 1

, existes E S tal que ys E xR Ç (aR)S- 1
, 

de onde vem que existe t E S com yst E aR. Mas então y E ( aR)S- 1 , o que 
dá uma contradição. Logo, xR Ç yR e segue que (aR)S-1 é uma cintura de 
R. 

Reciprocamente, suponhamos que para todo a E R, lemos que (aR)S-1 

é uma cintura de R, onde S = R\ P. Consideremos x, y E R tais que 
xR Çf; yR e yR Çf; xR. Como (xR)S- 1 e (yR)S- 1 são cinturas por hipótese, 
podemos, sem perda de generalidade, supor que (xR)S- 1 Ç (yR)S- 1 . Se 
ocorrer (xR)S-1 C (yR)S- 1 então deveremos ter x, y E (xR)S- 1 (Se y rf. 
(xR)S-I, então xR Ç (xR)S-1 C yR, uma contradição). Agora, se b E 

(yR)S- 1 
\ (xR)S-1

, então deve existir s E S com bs E yR Ç (xR)S- 1 , ou 
seja, existe também t E S com bst E xR, de onde segue que b E (xR)S- 1 , 

pois st E S. Logo, tal b não pode existir e segue que (:1;R)S- 1 = (yR)S- 1
, 

como queríamos mostrar. O 

Apresentaremos agora alguns exemplos destes anéis: 

EXEMPLO 1.7: Seja R um D-anei à direita com (MP). Então R é 
um anel com comparabilidade em relação a todo ideal completamente primo 
contido no radical de Jacobson. De fato, pois o Lema 3.3 de (FT2 ] mostra 
que, para todos a, b E R e todo ideal completamente primo P contido em 
J(R), lemos aR Ç bR ou (bR)S- 1 Ç (aR)S- 1 , onde S = R\P. A Proposição 
1.3(ii) agora dá o resultado desejado. Para ver alguns exemplos, olhar [M], 
[FT2] e [FT3]. 
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O seguinte exemplo é inspirado em [FT3 ; Ex. 4.1] . 

EXEMPLO 1.8: Sejam A um domínio qualquer tal que J(A) = O, (J 
um automorfismo de A e F o seu "skew'' corpo de frações. Por simplicidade 
de notação, denotemos também por a a extenção de a : A ~ A a um 
automorfismo de F. Seja também F[[X; a]] o "skew" a11el de séries form ais 
definido por X a = a(a)X , para todo a E F. ' 

Consideremos agora o anel R= Affi F[[X;a]]X. Em (FT3; Ex. 4.1], se 
mostra que todo ideal à direita I de R é da forma f = l0 Xn +F'([ X ; a]]X'hH, 
onde n E JJV é o grau minimal dos elementos de I, ! 0 ={a E FjaXn E I} é 
um A-submódulo à direita de F e que J(R) = J (A) EB F[(X; a]]X. Embora 
em [FT3] os autores trabalham com um D-domínio A, estes cálculos são 
gerais, isto é, não se utiliza nenhuma propriedade específica de D-anéis. 

Em nosso exemplo, então temos J(R) = F[[X;o-]]X e é fácil ver que 
este ideal é completamente primo de R e que é o único tal ideal em J (R). 
Chamaremos P = F[[X;a)]X = J(R). 

Consideremos agora f= !o+ 'L~0 /;Xi E R\ P , onde !o E A, h E 
F, i ~ l. Então fo f. O e conseqüentemente P = F[[X; (J]]X Ç f 0 J1 + 
F[(X; a]]X = f R, pelo dito acima. Segue daí que P é uma cintura de R. 
Além disso, dado h E R, digamos h = L~o h;Xi , se ho = O, entao h E f R 
de maneira clara. Se h0 f. O então h-1 existe em F ((X; a]] c tomando-se 
s = h-1 f a, onde a é o denominador do produto hõ1 

/ 0 , então s E R\ P e 
temos hs = hh-1 f a = f a E f R. Logo, h E (! R)S- 1 e conseqüentemente, 
(f R)S- 1 = R, para todo f rf. P. 

Tomemos agora f E P. Então temos f = (L~o f;X;)Xn, com fo f. O. 
Se g E (JR)S- 1, g = 'L~0 g;Xi, então existes = L~osiX; E S tal que 
gs E f R. Assim, so f. O e devemos ter então 9o = .. . = 9n-l = O, isto é, 
g = (L~o g:Xi)Xn E F[[X; o-]]Xn. Logo, (f R)S- 1 Ç F[[ X; (J)]X11

• 

Seja agora h = ('L:o h;Xi)Xt, com h0 f. O e l ~ n . Vamos denotar por 
h' = 'L~0 h;Xi e f' = L~of;Xi . Então, h'- 1 E F[[X;o-]] e, definindo-se 
s = o--t (h'- 1 f'b) , onde b é o denominador do produto hõ1 

/ 0 , ternos s (/. P 
e hs = h'Xta- 1(h'- 1f'b) = h'h'- 1 f'X 1o-- t(b) = JXt-na-1(b) E JR. Logo, 
F [[X; o-]]Xn Ç (f R)S- 1 e portanto temos (f R )S-1 = F[[X; a]]Xn, o qual é 
uma. cintura de R, como é fácil ver. 

Então temos que (f R)S- 1 é uma cintura de R, para todo f E R. Segue 

20 



então da Proposição 1.6 que R é um anel com a comparabilidade em relação 
a P = F[[X;o-] ]X. 

Agora, se começarmos nosso exemplo com A um domínio nã.o distributivo, 
então certamente R não será distributivo, uma vez que todo ideal à direita 
que não está. contido em Pé da forma I= (J nA)+ F[[X; o-]]X. 

O próximo exemplo generaliza o anterior e estende o exemplo dado em 
[FT3; Prop. 4.2]. 

EXEMPLO 1.9: Sejam A um domínio qualquer, F o seu "skew" corpo 
de frações. Se Ro = F EB J(Ro) é um anel de cadeia à direita, então R = 
A EB J(Ro) é um anel com comparabilidade em relação a P = J(Ro). 

Observamos inicialmente que P = J(Ro) é um ideal completamente primo 
de R, pois R/ P ::::::: A, o qual é um domínio. Afirmamos agora que todo 
elemento x = 1 + j E R, com j E J(R0 ), é inversível em R. De fato, pois 
existe y = f+ k E 1~, onde f E F e k E J(Ro), com xy = 1. Mas então 
f = 1 e y E R. Assim, temos J(Ro) Ç J(R). conseqüentemente, P é um 
ideal completamente primo contido em J(R). 

Consideremos agora um ideal à direita maximal J\!f de R. Se denotamos 
por A1o = M nA, então não é difícil de ver que 1\1 = 1\!fo + J(Ro), onde JVfo 
é um ideal à direita ma.ximal de A. Reciprocamente, se tomamos um ideal à 
direita maximal N0 de A, e definimos N = No+ J(Ro), temos que N é um 
ideal à direita maximal de R. Assim, .J(R) = J(A) + J(Ro). 

Observemos agora que Pé uma cintura de R. De fato, dado x E R\ P, 
temos J(Ro) Ç x.Ro. Assim, dado j E J(Ro), existe To E Ro com j = xro. Se 
7'o E Ro \ J(Ro), então ro é inversível em Ro e assim, x = jrõ1 E J(Ro), uma 
contradição. Logo temos To E R e conseqüentemente P C xR. 

Seja x E R\ P . Ternos que x =a+ jx, para certos a E A e jx E J(Ro), 
com a=/= O. Assim, dado r E R, digamos 7' = c+ jr , onde c E A e jr E J(Ro), 
se c= O, então r E P Ç xR. Se c=/= O então existe r-1 E Ro, pois c 1 E F e 
assim TC-

1 = 1 + k, onde k E J(R0 ), ou seja, TC
1 E U(R) . Agora, tomando 

x = c- 1 (1 + k )-1 , temos x E Jio e claramente Tx = 1. Desta forma, definindo 
s = r- 1xd, onde d é o denominador do produto c-1a, segue que sE S = R\P 
e temos 1'S = r(r- 1 xd) = ~cd E xR, ou seja, sempre temos 7' E (xR)S- 1

, o 
que implica que ncsle caso temos (:cR)S- 1 = R. 
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Pelo feito acima podemos concluir que S = R\ P é um sistema de Ore. 
De fato, pois dados r· E R e sE S, devemos t.er r E (sR)S- 1 , isto é, existem 
t E S c b E R t.ai s que rt = sb. 

Consideremos agora x, y E P. Como R0 é um anel de cadeia à direita, 
temos xRo Ç yfi.o ou yRo Ç xRo. Então podemos supor, sem perda de 
generalidade, que existe t'o E Ro tal que y ~ xro. Seja ro = f + j, com 
f E P e j E J{l'lo), onde f = ab- 1

, para certos a, b E A, b =J O. Se a = O 
então To E J(Ro) Ç R e segue que yR Ç x R. Se a =J O, então tomando 
t = r·0b = (ab- 1 + j)b =a+ jb E S = R\ P, temos xt = x1·0b = yb E yR, ou 
seja, x E (yR)S-1 • 

Segue agora da Proposição 1.3(iv) que R é um auel com comparabilidade 
em relação a P , como queríamos mostrar. 

Se consideramos no início, um domínio A não distributivo, então não é 
difícil ver que R = A EB J(Ro) também não é distributivo. 

Estudaremos agora mais a lgumas propriedades destes anéis. Começaremos 
com a seguinte. 

PROPOSIÇÃO 1.10: Seja R um anel com comparabilidade em 1·elação 
a um ideal completamente pr·i1no P contido em J(R). Se I é ttm ideal contido 
em P, então R/I é 'U1n anel com compambilidade em Telação a Pjl . 

Prova: Seja R= R/ I e P = P/ I. É claro que Pé um ideal completa­
mente primo de R contido em J(R). Agora, dados ã, b E R, se ãR ~ bR, 
eniào aR~ bR de onde segue que (bR)S- 1 Ç (aR)S- 1

, onde S = R\ P. 

Seja :1: E (bfl) S- 1
, onde S = R\ P. Então existe s E S com xs E bR, de 

onde vem que existe a E I com xs + a E bR. Do fato que bR Ç ( aR)S- 1, 
segue que existe t E S = R \ P com ( xs + a )t = xst + at E aR. Logo, 
xsf E ãR, onde sl E S. Portanto, temos (bll)S-1 ç (ãR)S-1

. Isto completa 
a~~~ O 

O próximo resultado mostra que se R tem a comparabilidade em relação 
a um certo ideal completamente primo P contido em J(R), então R possui 
a compara.bilidade em relaçào a todo ideal completamente primo contido em 
P. 

PROPOSIÇAO 1.11: Sejam R um anel e P um ídeal completamente 
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]Jrimo contido em .J(R). Então, R possui a comparabilidadc em Tclação a 
P se, c somente se, R possuí a compambilidade em relação a todo ideal 
completamente primo P' Ç P. 

Prova: Dado um ideal completamente primo P' contido em P , temos que 
mostrar que vale a comparabilidade em relaçã? a P' . Sejam então x, y E R, 
com xR CZ yR. Então temos yR Ç (xR)S- 1

, onde S = R\ P . Assim, para 
cada r E R, existe s E S com yrs E xR. Mas entã:9 s E -S' = R\ P' e daí 
temos yR Ç (xR)S'- 1

• Segue então da proposição 1.3(iii) que R possui a 
·comparabilidade'em relação a P'. A recíproca é evidente. O 

Como conseqüência das proposições 1.4, 1.11 anteriores e de I.2. 7: temos 
os seguintes corolários evidentes. 

C OROLÁRIO 1. 12: Sejam R um anel e P um ideal completamente 
primo contido em J (R) . Se R tem a compambilidade em ·relação a P, então 
xP' = P', pam todo ideal P' completamente primo contido em P c x tf. P'. 

COROLÁRIO 1.13: Sejam R um anel e P um ideal completamente 
pTimo contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em Telação a P, então 
N9 (R) é um ideal completamente p7'Ímo de R. Em particular, N9 (R) é uma 
cint·ura de R. 

Os resultados apresentados até agora sugerem uma nova definição. · 

DEFIN IÇÃO 1.14: Seja R um anel com (IVIP). Dizemos que R é um 
anel com comparabilidade (à direita) se, para lodo ideal completamente pTimo 
P Ç J(R), R tem a comparabilidade (à di7'eita) em relação a P . 

Pelo que foi discutido anteriormente, fica claro que todo anel com compa­
rabilidade possui um ideal completamente primo Q contido em J(R), o qual é 
o maior tal ideal. Podemos entã.o caracterizar os anéis com comparabilidadc 
ela seguinte maneira: 

PROPOSIÇ AO 1.15: Seja R um anel com (MP) . Então, R é um anel 
com compambilidade se, e somente se, R possuí u·m tin·ico ideal completa­
m ente p1'Ímo Q máximo na família 

{ P Ç J (R) : P é um ideal completamente ]J1'Ímo de R} 

e vale a comparabilidade em relação a Q. 
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Prova: Se R é um anel com comparabilidacle, entao iodos os ideais 
completamente primos contidos em J(R) sâo cinturas ele R. Então basta 
tomar Q como sendo a união de todos estes ideais. É claro que assim, Q será 
também completamente primo. A recíproca. segue diretamente el a proposiçã.o 
1.11. o 

§2 - IDEAIS PRIMOS E CIN:r~RAS EM ANÉIS COM COM­
PARABILIDADE 

Durante toda esta secção vamos considerar um anel com com parabiliclade 
R. Vimos na secção anterior que neste caso existe um tínico maior ideal com­
pletamente primo contido em .J(R) . Denotaremos este ideal por Q . Nosso 
objetivo é estudar os ideais primos e semiprimos cont.idos em Q. Como con­
seqüência disso, caracterizamos as cinturas contendo rad(R) em um tal anel. 
Começaremos apresentando a seguinte: 

PROPOSIÇÃO 2.1: Seja R nm anel com compambilidade. Seja L um 
ideal multiplicativo à di1·eita serniprimo de R1 tal que L Ç Q. Então L é mn 
ideal à di1·eita de R o qual é urna cinlu1·a. 

Prova: Inicialmente vamos mostrar que L é um ideal à. direita. Pa.ra tal, 
consideremos a, b E L. Se aR Ç bR é fácil ver que a+ b E L. Suponhamos 
então que b E (aR)S- 1

, onde S = R\ Q. Assim, existem s ~ Q e r E R 
com bs = ar. Desta forma temos (a+ b)Q = (a+ b)sQ = a(s + r)Q Ç L 
e conseqüentemente, (a+ b)R(a + b) Ç (a+ b)Q Ç L, de onde segue que 
a + b E L, pois L é semiprimo. Portanto, /., é um ideal à direita de R. 

Consideremos agora x E L e y ~ L. Se y E (xR)S- 1
, onde S = R\ Q, 

então existem s ~ Q e 1· E R com ys = :rr E Q, pois :~; E L Ç Q. Mas então 
y E Q, já que s ~ Q. Logo, yRy Ç yQ = y.sQ = x1·Q Ç L e portanto ternos 
y E L, o que produz uma contradição. Entã.o só podemos ter x R C yR. 
Corno x E L foi tomado arbitrário, segue que L é uma cintura de R. O 

Esta proposição tem a seguinte conseqüência interessante: 

COROLÁRIO 2.2: Seja R ·um an el com compambilidade. Então: 
(i) Se L Ç Q é um ideal m:ultiplicativo à di·reita primo de R 1 então L é 

uma cintum de R; 
(ii) rad(R) é um ideal p1·imo. Em pm·tiwlm·) 1·ad(R) é uma cinium de 
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R. 

Prova: (i): Segue do fato que todo primo é semiprimo e da proposição 
anterior. 

(ii): Basta observar que rad(R) = n{P: Pé ideal primo de R} . Como 
os ideais primos cont idos em Q estão linearmente ordenados por inclusão, o 
resultado segue. ' O 

Observamos agora que se R é um anel com comparabilidade .em relação 
a um certo ideal completamente primo P contido em J(R), então é claro 
que os resultados acima permanecem válidos para um ideal multiplicativo à 
direita L de R, com L Ç P. Assim, neste caso também temos que rad(R) é 
um ideal primo e uma cintura. 

Vamos provar agora que Q é a maior cintura de R. O resultado é con­
seqüência do seguinte: 

LEMA 2.3: Sejam R um anel com comzJambilidade e I uma cintura de 
R com 1·ad(R) Ç f. Então Pr(I) Ç J(R). 

Prova: Suponhamos por absurdo que Pr(I) <1: J(R) . Então ex.istem a E 
Pr(I) \ J(R) e b rt f com ba E I. Assim, (I: b) <1: J (R) e conseqüentemente 
existe um ideal maximal à direita M de R com (I : b) ~ M. Como I é 
cintura de R, devemos ter I Ç bM, pois do contrário teremos M c· (I : b), 
de onde vem que (I : b) = R, ou seja, b E I. Logo, b(I : b) = I Ç bA1, 
de onde segue que para todo a E (I : b) , existe Ca E M com ba = bca, 

ou ainda, b( a - ca.) = O. Assim, se R é um domínio, segue que a = ca e 
conseqüentemente, (I : b) Ç M·, o que dá uma contradição. Logo, R não 
pode ser um domínio neste caso. 

Observamos agora que deve existir a E (I : b) para o qual a- Ca rt Q, 
pois do contrário terernos (I : b) Ç Q + M = J\1. Para um tal elemento a, 
t.emos Q C (a- ca)R: de modo que bQ =O Ç 1·ad(R). Agora, como rad(R) 
é primo, segue que b E Tad(R) ou Q = Tad(R) . Mas b rt I 2 1·ad(R) e 
se Q = 1·ad(R) então Q = bQ = O, ou seja, R é um domínio. Estas duas 
contradições mostram que Pr(l) Ç J(R). O 

C OROLÁRIO 2.4: Seja R um anel com comzJambilidade. Então Q é 
a maior- cinl'ura de R. 
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Prova: Seja I uma cintura de R. Se I Ç ?'ad(R) então é claro que I Ç Q. 
Se r-ad(R) Ç I então temos, pelo lema acima, que I Ç Pr(I) Ç Q, uma. vez 
que q é o maior ideal complct.arnentc primo contido em J(R). O 

Daremos agora um lema técnico: 

LEMA 2.5: Sejam R um anel com compambilidade e L Ç Q um ideal 
à dir·eita scmipr·imo de R. Então Pr(L) Ç Q. 

Prova: Suponhamos por absurdo que Pr(L) </; Q. Então existe a E .. 
Pr(L) \ Q. Assim, existe b ~ L com ba E L Ç Q. Mas então b E Q e assim, 
bRb Ç bQ = baQ Ç L, de onde segue que b E L, o que dá uma contradição. 
Isto finaliza a prova do lema. o 

Este lema tem a seguinte conseqüência importante: 

COROLÁRIO 2.6: Sejam R um anel com comzJar-abilidade e L 1tm 
ideal à di·reita semivrimo de R com L Ç Q. Então L é primo. 

Prova: Sejam a, b E R tais que aRb Ç L. Suponhamos que a ~ L e 
vamos mostrar que b E L. De fato, pois se a E (bR)S-1, onde S = R\ Q, 
existes E S e r E R tais que as = br·. Assim, temos asRb Ç aRb Ç L, 
de onde segue que asRas = asR&r Ç L e conseqüentemente, as E L. Logo, 
temos que s E Pr(L) \ Q, o que contrari a o lema anterior. Portanto, só 
podemos ter b E aR e, neste caso, existe t E R com b = at. Assim, temos 
atRai= atRb Ç aRb Ç L, ou seja, b =at E L. Isto finaliza a prova. o 

Este corolário e a Proposição 2.1 dão uma extensão do Teorema 2.1 de 
[FT3] ao nosso contexto, sendo que as provas aqui são mais simples. Assim, 
temos o seguinte: 

TEOREMA 2. 7: Sejam R um anel com comparaM/idade e L um ideal 
multiplicativo à direita semivrimo de R , contido em Q. Então L é um ideal 
à dir·eita de R o qual é primo e uma cintura de R . 

Estenderemos agora. a Proposição 3.5(i) dada no capítulo anterior, com 
uma prova mais simples. 

PROPOSIÇÃO 2.8: Sejam R uma anel com comparabilidade e I um 
·ideal à dir·eita de R tal que Pr(J) Ç J(R). Então I é uma cintur·a de R. 
Neste caso) 1 = nafiU aPr(I) = na~tl a.J(R) . 
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Prova: Seja x E I e y rJ. 1. Se ocorrer y E (xR)S-1, onde S =R\ Pr(I), 
então existem s E S e r E R com ys = xr E I. Segue daí que s E Pr(I), o 
que dá um absurdo. Logo, só podemos ter xR Ç yR e conseqüentemente, 1 
é uma cintura de R. O restante segue de 1.2.5. O 

Como em todo anel com comparabilidade temos que aR Ç bR ou bP Ç aP 
(pelo Lema 1.5 ), podemos estender para este contexto a Proposição 3.6 do 
capítulo anterior, exatamente com a mesma prova. Ou seja, temos: 

PROPOSIÇÃO 2.9: Sejam. R um. anel com. comparabilidadc e P um 
ideal completamente primo contido em J (R) . Então, pam todo x E R tal que 
xP =J:. O, temos Pr(xP) = P. 

Com este resultado, podemos apresentar a versão de 1.3.7 para anéis com 
comparabilidade. Daremos apenas um esboço da prova, pois esta é análoga 
a prova do teorema 3.7 do capítulo anterior. 

TEOREMA 2.10: Sejam R um anel com comparabilidade e I um ideal 
à direita não nulo de R. A s .5eg1tintes condições são cquivalinles: 

(i} Pr(I) Ç J(R) . 
{i i) Existem um idecd complcl a mente pr·imo P contido em J (R) e um 

conjunto v ç R trtis que I = n xE\' xP . 
(iii) Existem 'um ideal completamente p1·imo P contido em J(R) e um 

conjunto V' tais que I= U :cev,(xR)S-1
, onde S = R\ P. 

Sob estas condições equivalentes, I é uma cintum de R e os conjuntos 
V = R\ 1 e V' = 1 satisfazem as condições {ií) c (iii), r·espcctívamcnte. 

Prova: A equivalência (i)<:;>(iii) segue di retamente de !.2.6. A implicação 
(i)::::}(ii), segue do fato que I é cintura c, neste caso, (ii) se verifica com 
P = Pr(I) e V= R\1, pela Proposição 2.8. A implicaçã,o (ii)::::}(i) é provada 
com o mesmo argumento usado na prova de !.3.7. O 

Considerando agora um ideal à direiLa I de R tal que rad(R) Ç I , 
então as condições equivalentes do teorema acima são também equivalentes 
as seguintes condições: 

T EOREMA 2.11: Sejam R um anel com compambilidade e 1 um ideal 
à dir-eita de R tal que rad( R) Ç I. As condições equivalentes do teorema 
2.1 O são também equivalentes as seguintes: 
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(iv) I é cintura de R . 
(v) I = nx~t r xJ(R) . 

Prova: O lema 2.3 e a proposição 2.8 dão a equivalência (i){:}( iv) . A 
implicação (i)=? (v) segue também de 2.8. Supondo (v), temos que dado 
b ti I, I Ç bJ(R.) C bR. Isto mostra que (v)=?(iv) e finaliza nossa prova. O 

Estes dois últimos teoremas estendem os teoremas 3.9 e 3.11, respectiva­
mente, de [FT2] para o contexto dos anéis com· comparabilidade. As provas 
aqui âpresentadas foram inspiradas em [FT:,!], porém foram bastante simpli ­
ficadas utilizando-se novos argumentos. 

§3 - ANÉIS P RIM OS COM COMPARABILIDADE 

Nesta secçã,o estaremos sempre considerando um anel primo com compa­
rabilidade R, e continuaremos notando por Q seu maior ideal completamente 
primo contido em J(R). Vamos apresentar aqui algumas extensões de resul­
tados obtidos por Ma.zurek em [l'vl], para nosso contexto. 

Começaremos dando a versão do Teorema 3.2 de [M), o qual se prova aqui 
com o mesmo argumento. Vamos apresentar a prova para que nosso trabalho 
fique mais compJeto: 

TEOREMA 3.1: Sejam R um anel que possui a comparabilidade em 
1·clação a um ideal completamente primo P contido em J(R) . Se I é um 
ideal não nilpotcnle contido em P, então a inte1·secção n nEN r é um ideal 
completamente primo de R. 

Prova: Suponhamos por absurdo que existam a, b ti n nEN In tais que 
ab E n nEN r . Então existe n E IN com a, b ti r . Tornando-se agora. 
um elemento x E r , a comparabilidade e a Proposiçã.o 1.3 nos dã.o que 
xfn Ç aPnbP. Assim, I 2n ç aPnbP e então rn = l 2nl2n ç aPI2n ç abP. 

Agora., como ab E .T'1n, segue que existe p E P com ab = abp, ou seja, 
ab(l - p) = O, ou ainda, ab = O. Logo, ptn = O e I é nilpotente. Esta 
contradição dá o resultado desejado. O 

O teorema. acima mostra como produzir ideais complet amente primos 
contidos em J(R) . 

.J á vimos que Nr(R) = P1.(0), de onde segue que Nr(R) é um ideal mul-
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tiplica.tivo à direita o qual é quase completamente primo. Vamos ver agora 
que no caso de R ser um anel primo com comparabi lida.dc, então Nr(R) é 
um ideal à direita de R, logo completamente primo. 

PROPOSIÇÃO 3.2: Seja R um anel p·rimo com compambilidade. 
Então: 

(i) 1'( x) é cintum de R, pam todo x E R. · 
(ii) N,.( R) é um ideal à direita de R. 
(iíi} R possui dimensão de Goldíe 1, como R-mód1do à di1·eita. 

Prova: (i) Se R é um domínio, não há o que provar. Suponhamos então 
que R é um anel primo, mas não um domínio. Seja. O =J x E R e consideremos 
a E 1·(x) e b ri r(x) . SebE (aR)S- 1

, então existes ri Q com bs =ar, para 
um certo 1' E R . Assim, temos x bQ = xbsQ = xarQ = O, ele onde segue que 
xb = O ou Q = O. Mas ambas as conclusões dão um absurdo. Logo, por 1.3, 
só podemos ter aR C bR e segue que r( x) C bR, ele onde se conclui que r( x) 
é uma cintura de R, como queríamos mostrar. 

(ii) Temos N,.(R) = U{r(x) : x E R\ {0}}. Agora., segue de (i) que esta. 
família de ideais à direita é linearmente ordenada por inclusão, de onde vem 
que Nr(R) é um ideal à direita de R. 

(iii) Sejam x,y E R\ {0}. Se xR Ç yR ou yR Ç xR, então claramente 
temos xR n yR =J=. O. Suponhamos então que nenhuma destas condições 
ocorram . Assim, temos (xR)S- 1 = (yR)S- I, onde S = R\ Q. Mas então 
existe s ri Q com xs E yR. Se xR n yR = O então xs = O e R não é 
um domínio, de onde resulta. que Q =J O. Além disso, temos xQ = xsQ = 
O, ou seja, x = O ou Q = O, pois R é primo. Logo, qualquer das duas 
conclusões produz um absurdo. Portanto, R possui dimensão de Goldie 1, 
como queríamos mostrar. O 

É conveniente observar que Mazurek obteve, para D-a.néis, resultados 
semelhantes a estes dados acima, mas suas provas dependem fortemente de 
resultados específicos para D-anéis, (ver [M]). Nossas provas além de serem 
mais gerais, são bem mais simples que as apresentadas em [M]. 

Nosso próximo resultado mostra que [M; Th. 3.4] também pode ser es­
tendido ao nosso contexto. Além disso, a prova dada aqui é também mais 
simples que a de [M]. 
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TEOREMA 3.3: Seja R um anel primo com comparabilidade. Então 
Nr( R)= N9 (R) . Além disso, temos N9 (R) = O e R é um domínio, ou JV_9 (R) 
é o único ideal não nulo mínima/ de R. 

Prova: Como N9 (R) é um ideal completamente primo de R, segue que se 
N9 (R) = O, então R é um domínio e não há nada para provar. Suponhamos 
então que N9 (R) =J. O. Como R é primo, segue ele 3.2(ii) que Nr(R) é um ideal 
à direita de R. Se Q C N1.(R), então claramente temos N9 (R) C Nr(R) . Por 
outro lado, se Nr(R) Ç Q, então Nr(R) é um ideal bilátero completamente 
primo, por [FT 2, prop 2.5). Segue que N9 (R) Ç Nr(R) . Portanto, em 
qualquer situação temos l\~9 (R) Ç Nr(R) . 

Seja agora a E N7.(R). Então existe x E R\ {O} com xa = O. Assim, 
x E N9 (R) ou a E Ng(R) . Se a r/. N9 (R) então O = xaN9 (R) = xN9 (R), de 
onde segue que x = O ou N9 (R) = O. Qualquer das duas conclusões leva a 
um absurdo, mostrando que devemos ter também Nr(R) Ç N 9 (R). Portanto, 
N9 (R) = Nr(R), como queríamos mostrar. 

Vejamos agora. que N9 (R) é mínima!. Suponhamos que exista algum ideal 
I de R com O =J. I C N.9 (R). Então segue de 3.1 que I é nílpotente, o que dá 
um absurdo, pois R é primo. Isto finaliza a prova. O 

De acordo com a Proposição 1.10, considerando-se o anel quociente R= 
Rjrad(R), segue imediatamente do teorema acima o próximo resultado. 

COROLÁRIO 3.4: Seja R um anel com compambilidade. Então 
N9 (R) = Tad(R) ou não existe um ideal I de R tal que rad(R) C I C N9 (R). 

Finalizaremos esta secção apresentando uma generalização da Proposição 
2.7 de [.M). Antes porém, lembremos que um anel R é dito fortemente primo 
(à direita), se todo ideal não nulo I de R contém um subconjunto finito F, 
ta.! que 1·(F) = O. Um tal subconjunto F é chamado um isolador. Dizemos 
também que um ideal P de R é fortemente primo se o anel R/Pé fortemente 
primo. É fácil ver que todo ideal fortemente primo é primo (ver [F]). Podemos 
agora enunciar nosso resultado. 

PROPOSIÇAO 3.5: Seja R um anel com. compambilidade. S e R é 
fortemente pTimo então R é um domínio. 

Prova: Observemos inicialmente que se R é primo, então temos Z1.(R) = 
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Nt(R). De fato, se a E Zr(R), temos r·( a) essencial em R, ou seja, a E N 1(R). 
Reciprocamente, dado a E Nt(R) , ternos r·(a) f; O, e como R é primo, segue 
de 3.2(i), que r·(a) é cintura de R, de onde vem que r·(a) é essencial em R, 
ou seja, a E Zr(R). Portanto, temos Zr(R) = Nt(R) . 

Suponhamos agora que R seja fortemente primo. Então Zr(R) =O. De 
fato, pois do contrário, existiria um subconjUnto finito F de Zr(R) tal que 
r(P) = O, o que produz um absurdo, pois r·(F) = n aeFr·(a) é um ideal 
essencial. Logo, temos N1(R) = Zr (R) = O e R é um domínio. O 

§4 - SOBRE A NOETHERIANIDADE DE UM ANEL COM 
COMPARABILIDADE 

Dado um anel A, lembramos que ele é noetheriano à direita, se todos os 
seus ideais à direita são finitamente gerados, ou equivalentemente, se toda 
cadeia ascendente de ideais à direita é estacionária. Vamos apresentar aqui 
uma caracterização dos anéis com comparabilidade noetherianos à direita. 
Salientamos que este resultado não era con hecido nem mesmo para D-anéis. 
Antes porém, daremos dois lemas prévios: 

LEMA 4.1: Seja A um anel q1wlquer-. Se toda cintum de A é finita­
mente ger·ada, então A satisfaz a condição ascendente de cadeia pam cinturas. 

Prova: Sejam 11 Ç !2 Ç ... Ç 111 Ç ... uma seqüência de cinturas de A 
e I = u iE N I;. Então I é também urna cintura de A c, conseqüentemente, 
existem a11 ... , at E A, com I = a1 A + ... + a1A. Para cada i existe In; tal 
que ai E In; · Logo, existe k E IN tal que a 1 , ... , a1 E h. Portanto, I= h e 
a seqüência se estaciona, como queríamos mostrar. O 

LEMA 4.2: Seja R um anel com compambilidade em relação a um ideal 
completamente pr·imo P contido em J(R) . Se T é uma cintum de R contida 
em P ex E R, então xi é também uma cinl1tm de R. 

Prova: Se y tJ. xi e y E xR, então temos y = x·r , algum r· E R\ I, 
de onde vem que I C r·R. Então x f Ç xrR = yR. Por outro lado, se 
x E (yR) S-1

, onde S = R\ P, então existe .s E S tal que xs E yR. Assim, 
temos xi Ç x P = xsP Ç yR. Portanto, sempre temos x l C yR, isto é: xi é 
uma cintura de R. O 
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Gostaríamos de observa r neste momento que o lema acima estende par­
cialmente o Lcorema 2.3 de (FT3]. Além disso, em (FT3), este fato foi 
mostrado somente para cintura.c:; T de R que contém rad(R). 

TEOREMA 4.3: Se.jam R um anel e P um ideal com]Jlctarncnt.e ]J1·imo 
contido em J (R) . Se R tem a com]Jambílidade ern relação a P , entiio as 
seguintes condições são equivalentes: 

(i) R é n_oethcriano à dú·eita. 
{ii) Rj P é noetheriano à direita e toda cint1tra de R, a qual está contida 

em P , é finitamente gerada à dú·eita. 

Prova: (i)=>(i i): Esta implicação é ev idente. 
(ii)=>(i): Suponhamos (ii) verdadeira. Vamos mostrar que toda seqüência 

crescente de ideais à direita é estacionária. Seja então a seqüência J1 Ç 
J2 Ç ... Ç Jm Ç ... de ideais à direita de R. Se existir j E IN tal que 
P Ç Ji, entao esta seqüência estaciona, pois R/ P é noetheriano ;1 direita. 
Suponhamos então que esta seqüência esteja inteiramente contida em P. 

Consideremos agora a família {Li};eN, onde Li é a m enor cintura de R 
que contém J;, para cada i E Jl\l. Assim, temos uma seqüência L 1 Ç L 2 Ç 
.. . Ç Lm Ç ... , de cinturas de R contida em P. Como R satisfaz a condição 
ascendente de cadeia para cinturas contidas em P, segue que esta seqüência 
é estacionária. Logo, existe um número finito de membros nesta seqüência. 

Assim, dado uma seqüência crescente de ideais à direita de R, é suficiente 
mostrarmos que toda subseqüência "abaixo" ele uma certa cintura contida em 
Pé estacioná ria. Logo, podemos supor que todos os membros da seqüência. 
(J;)ieN possuem a mesma menor cintura que os coul.ém. Seja I = a1R + 
· · · + a11 R tal cintura. 

Como R é um anel com comparabi li clade, segue do lema 4.2 que a;P é 
cintura de R, para iodo i = 1, ... , n . Como a; E I e ai fi a;P, i = 1, . .. , n. 
segue que a;P C Ji C T, para. todos i E {1, . . . , n} e j E TN. 

Consideremos agora a família de ideais à direita definida por: 

fh = {r E R: 37·t, ... , rt- t E R com a1r1 + ... + at-1r1-1 + a1r· E Ji} 

para 1 :::; l:::; n e i E IN. 

Tomando-se, para cada 1 :::; l :::; n, r 1 = . . . = rt- l = O e 1· E P, 
segue do argumento acima que todos os H1; contém P. Logo, cada uma. da.s 
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scquencias {Ih }ie iV , 1 :5 l :5 n , é estacionária, pois R/ P é noetheriano à. 
direita. Digamos que elas se estacionem em 1111:1 • 

Mostraremos que a seqüência { Ji}iEN se estaciona em t = max{ k1 : 

l :5 L :5 n}. Para tal , vamos mostrar que Jk = Jt, pam todo k 2: t. 
Faremos isto argumentando por indução no número de coordenadas dos el­
ementos de Jk. Se x = a1T1 E Jk, então i·1 E H1k = Hlk1 c daí x = 
a1r·1 E Jk1 Ç Jt· Sejas E {1, ... , n - 1} e suponhamos por indução que 
sempre que x = a 1 Tt + ... + a51"s E Jk então x E lt. Agora, se tomamos 
:c = a11'1 + · · · + as1"s + as+l1"s+1 E Jk, Le1nos Ts+l E Hs+lk = H s+1k. +1 , C 

conseqüentemente. existem 1·~ , ... , r~ E R tais que 

Assim, z = a(t·1 - 1·~) + ... + a5 (r·.~ - r~) E Jk , c pela hipótese de indução , 
ternos z E l t. Mas então x = y + z E l t· Isto finaliza o processo de indução 
e completa a prova do teorema. O 

Temos agora o seguinte corolário imediato. 

C OROLÁRIO 4.4: S ejam R um anel com compqmbilidade e Q o 
·m ai or· ideal complel.amente p1·imo contido em J (R). Então R é nocthe1'iano 
à dir·eita, s e e somente se, R/Q é noetheTiano à direita e loda cinlU7·a de R 
é finitamente gerada à di1·eita. 

Queremos agora dar um exemplo mostrando a necessidade de exigirmos 
que todas as cinturas contidas em P sejam finitamente geradas, no teo­
rema ac1ma. Tal exemplo segue como uma conseqüência da nossa próxima 
proposição. 

PROPOSIÇAO 4.5: S eja R = A E9 F[[X; o-])X como conslnddo no 
e:t:emplo 1. 8 anteTior. Ent iio R é tL'In anel noelh e1·iano à di?·eila se, e somente 
se, P é um A-módulo noethe·riano à di?·eita. 

Prova: Suponhamos que R é noethcriano à direita. Como F[[X; o-])X é 
um ideal bilátero, podemos considerar o anel quociente Rf(F[[X ; o-]] X ) ~A, 
o qual também é noetheriano à direita, por ser um quociente de R. Para. 
mostrar então que F é um A-módulo noetheriano à direita, basta mostrar 
que F é finitamente gerado como A-módulo à direita. Para tal, consideremos 
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o ideal P = P[[X; a]JX de R. Bnti'lo existem ]>t, ... ,Pn E P tais que P = 
p, R+ ... + ZJnR. Notaremos cada Pk por llk = (L::o a;kXi)X, k = 1, ... , n. 

Observemos agora que dado b E F, podemos considerar bX E P, de onde 
segue que existem elementos r1 = 7'oj + 2::::: 1 1-;1Xi E R, j = 1, ... , n, tais que 

00 00 00 00 

i=O • i= I i=O i= l 

Então b = 2:j=1 aoj1'oj, e como b foi tomado arbitrário, segue que F = 
a01 A + ... + a011A, ou seja, F é ·finitamente gerado à. direita, como queríamos 
mostrar. 

Reciprocamente, suponhamos agora F um A-módulo noetheriano à di­
reita. Então todo A-submódulo à direita de F é finitamente gerado. Con­

sideremos um ideal à. direita li de R. Então segue do Exemplo 1.8 que 
ll = H0 Xn + F[[X; a]]Xn+ 1

, onde n é o grau minimal dos elementos de II e 
fio= {a E F: aXn E H} é um A-submódulo à direita de F. Para mostrar 
que H é também finitamente gerado, precisamos analisar dois casos, a saber, 
Ho = O e Ho f. O. 

Caso 1: Suponhamos que H o = O. Então H = F[[X; a]]X\ algum 
tE IN. Vamos mostrar que H = ftXtR + · · · + fmXtR, onde F = f1A + 
· · · +f mA. De fato, dado h = (:Z::::::o b;Xi)X' E H , temos h = boXt + 
(2:~obi+IX;)Xt+l = (flal+···+fmam)Xt+(2:~0 bi+tX;)X1+1 E J1XtR+ 
· · ·+ fmX'R+X'+ 1 R= ftXtR+- · ·+ fmXtR, pois X 1+1 = j1Xt(cr-1(.ft))-1 X, 
onde a1, ... , am E A são tais que bo = .f1 a1 + · · · + .fmam. Reciprocamente, 
temos: 

.ftXtR+ · · · + fmXtR C ftAXt + · · · + fmAXt + F[[X;cr]]Xt+1 

- (!JA + · · · + fmA)Xt + F[[X;a]]Xt+ l 
F Xt + F[[ X; a]]X 1+1 

F[[ X; aJJXt 
H 

Caso 2: Suponhamos agora ll0 f. O. Assim, H= H0 Xn+F[[X;cr]]X11+1
, 

onde n é o grau minimal dos elementos de H. Neste caso, temos H0 = 

h1A + · · · + htA· Procedendo então de forma análoga ao caso anterior, se 
mostra que I!= h1 xn R+···+ h,Xn R. Isto finaliza a prova. o 

Da proposiçã-O acima podemos obter um exemplo de um anel R com 
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comparabilidade em relação a um ideal completamente primo P contido em 
J (R), tal que R não é noetheriano à direita, mesmo que R/ P o seja, e tal que 
o reticulado de cinturas de R contidas em P satisfaça a. condição ascenden te 
de cadeia. 

EXEMPLO 4.6: Consideremos um domínio A tal que seu corpo de 
frações não seja finitamente gerado à direita' como A-módul.o. Então segue 
da proposição acima que o anel R = A EB F [[X; o-J]X, construído como no 
exemplo 1.8, não é noetheriano à direita, mesmo que A o seja. Além disso , 
se o reticulado de A-submódulos de F não possui cinturas não triviais, então 
R é um anel com comparabilidade em relação a P = F[[X; o-]JX, tal que R 
possui a condição ascendente de cadeia para cinturas contidas em P, pois de 
acordo com 1.8, neste caso as ún icas cinturas de R serão os ideais da forma 
H= [[X ;o-))Xn, para n E IN. 

De fato, a única condição elo teorema 4.3 que falh a. é o fato ele as cin­
turas ele R não serem finitamente geradas , pois em caso contrário, teríe:u11os 
P = F[[X; o-]]X finitamente gerado, ou seja, existiriam h 1 , ••• , hn E P tais 
que P = L,jt=l hjR. Agora, um cálcu lo semelhante ao feito na prova da 
proposição anterior most ra que se este for o caso, F = L-7=1 aojA, onde 
hi = (L=~o a;iX;)X, para j = 1, ... , n. 

Uma situação concreta do exemplo costruido acima, é quando tomamos 
A = Z e F = Q. Então R = Z EB Q [[X])X não é noethcriano à direita, R 
satisfaz a condição ascendente de cadeia para cinturas c R/ P ~ Z é noethe­
riano, onde P = Q [[X]]X . Este exemplo também mostra que a recíproca do 
lema 4.1 não vale. 
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CAPÍTULO III- MÓDULOS COM COMPARABILIDADE 

Neste capitulo trataremos de estender os resultados obtidos no capitulo 
anterior, para o contexto de módulos. Muitos dos resultados apresentados 
aqui tem sua prova análoga à correspondente feita anteriormente. Em alguns 
casos omitiremos estas provas. 

§1 - A COMPARABILIDADE PARA MÓDULOS 

Para facilitar nossa escrita, faremos uma. definição: 

DEFINIÇÃO 1.1: Sejam R um anel com (MP) e P um ideal comple­
tamente primo contido em J(R). Dizemos que P é 1tm ideal admissível se 
5' = R\ P for 'l.tm sistema de Ore . 

Pelo que já vimos antes, segue que se R é um anel com comparabilida.de 
em relação a. P, então Pé um ideal admissível. Também sabemos que se P 
é um ideal admissível, então (rnR)S- 1 é um R-submódulo de M, para todo 
m E J\11 . Com estas notações, temos a seguinte: 

DEFINIÇÃO 1.2: Sejam R e P como acima. Dado um R -módulo 
à di1·eita 1\1, dizemos que M é um R -módulo com compambilidade (à dire­
ita) em relação a P se, para todos x, y E kf, vale uma das três condições 
seguintes: xR Ç yR ou yR Ç :cR ou (xR)S-1 = (yR)S- 1

, onde S = R\ P. 

A comparabilidade para módulos também admite outras formas equiva­
lentes, como no caso de anéis. O próximo resultado estende II.l.3. 

PROPOSIÇÃO 1.3: Seja JV[ um R-mód·ulo com comparabilídade em 
relação a 'l.tm ideal admissível P. As seg1tintes condições são equivalentes: 

{i) xR Ç yR ou yR ç xR ou (xR)S-1 = (yR)S- 1
. 

(ii) xR Ç yR O'l.t (yR)S- 1 Ç (xR)S- 1
• 

(iii) xR Ç yR ou yR ç (.rR)S-1 
• 

(i·u)xR Ç yR ou y·E (xR)S- 1
, 

Prova: (i)~(iv) : ObserYemos inicialmente que se yR Ç xR, então é 
claro que (yR)S- J Ç (xR)S- 1 . Assim, se xR ~ yR, segue que (yR)S-1 Ç 
(xR)S-1 , por (i) . 

(iv)=?(iii): É imediato: pois estamos supondo que S = R\P é um sistema 
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de Ore e assim, (x R)S- 1 é um R-subrnódulo de lvf. 

(iii)=>(ii ): Sejam x, y E J\11 com x R C/: yR. Ent ão, se z E M é tal que 
existe s E S com zs E yR, segue que zs E (x R )S- 1

• Logo existe t E S com 
z s t E xR, ou seja, z E (xR)S - 1

, pois s l E S . 

(ii)=>(i): É imediato. O 

Também podemos caracterizar um R-módulo com com parabilidade , com 
uma propriedade já vista para anéis em 11.1.6. Isto é o que afirma o nosso 
próximo resultado. Para prová-lo, basta repetir o argumento feito em 11.1.6. 

PROPOSIÇAO 1.4: Sejam R um anel e P nm ideal admissível de n. 
Então J\11 é um R-m ód·ulo com compantbilidade em relação a P

1 
se e somente 

se: ( mR) S-1 é uma cintum de i\11, para todo m E iVJ . 

Vamos agora dar uma ex tensão de IIA.2 para. nosso contexto. A p rova. é 
exatamente a mesma, por isso vamos omiti-la. 

PROP OSIÇÃO 1.5: Seja NI um R -módulo com comparabilidade em 
Telação a um ideal admissível P de R. Se I é uma cintura de R contida em 
P 1 então x i é mna cint1tm de J\1, para Lodo x E J'vi. 

Esta proposição tem as seguin tes conscqiiência.s importantes: 

COROLÁRIO 1.6: Sejam J\1!, R e P corn o no enunciado da 7Jr-oposição 
cmte1·ior. Se I é mna cintura ele R contida em P, então Lodo eletnento y E 
NI I é da fot·ma y = ma, onde m E JV.I e a E T. 

Prova: Seja y E Nf T. Então y é uma sorna fi ni ta do t ipo y = '[:~=1 miai, 

com mi E J\II e a; E I , i = 1, .. . , t . Como cada m ;T é uma cintura de 1\1! , existe 
j E {1 , ... , t} para o qual temos mJ Ç m ji , i= 1, ... , l. Assim, m;a; = miai 
e y = mj(a~ + · · · + a~) , onde ai E l , i = 1, ... : t . Logo, y = ma para 
m = mj E /vi e a = '[:~=l ai E I . O 

COROLÁRIO 1.7: Sejam i\( R e f!. como antes. Se J\!1 é finitamente 
gerado à direita sobre R e f Ç P é" uma cin luTa de R, então j\1[ I = x I , pam 
nm ce1·to x E lvf . Em pm·ticular, ivf f é uma cinlum de iv!. 

Prova: Suponhamos M = 2:;::1 Xi R . Como cada ::~;J é cintu ra de !vf , 
podemos supor xJ Ç x1 / , i = l , ... ,n. Logo, temos J\111 = L:;:: , x;RT = 
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:L;~ , xJ = x 11. O restante segue diretamente da proposiçào anterior. O 

COROLÁRIO 1.8: Seja J\1! nm R-módulo com companzbilidade em 
relação a um ideal admissível P . Se f é uma cínlum de R contida em P1 

então JVI I é mna cinlu1·a de J'vf. 

Prova: Basta observar que, a partir de 1.6 acima, podemos escrever 
M I= UxEM xl. Como cada :c! é uma. cintura de M, o resultado segue. O 

Os próximos resultados a serem apresentados necessitam da hipótese adi­
cional de que P seja também uma cintura de R. Para que nossas hipóteses 
não pareçam artificiais, va.mos supor que R é um anel com comparabilidade, 
até o final desta secção. Neste caso, sabemos que existe um maior ideal com­
pletamente primo contido em J(R). Vamos denotá-lo por Q. O próximo 
resultado dá uma generalização de Il.l.ll , e pode ser provado com o mesmo 
a.rgumento feito lá. 

PROPOSIÇÃO 1.9: Seja NI um R-módulo à diTeita, onde R é um 
anel com compambilidade. Então NJ possui a compambilidade em 1·elação 
a Q se e somente se ivf poss7tÍ a comparabilidade em ·relação a todo ideal 
completamente pTimo P contido em Q. 

Podemos agora dar a seguinte definição: 

DEFINIÇÃO 1.10: Seja R 1tm anel com compambilidade(lt diTeita). 
Dizemos que um R-módulo à diTeila J\11 é um R-módulo com comparabilidade 
(à diTeita)1 se J\11 tem a compa1·abilidade (à di·reita) em relação a lodo ideal 
completamente pTimo de R 1 contido em J(R). 

§2 - CINTURAS EM MÓDULOS COM COMPARABILIDADE 

Pretendemos nesta secção estender os resultados de caracteri zação de 
cinturas, apresentados no capítulo anterior. Pa.ra tal, vamos denotar por 
P(M) =nU<: I< é um R-submódulo primo de Jvf}. E.rn [D1; Cor. 1.21] se 
mostra que Nfj P(J\11) é um R-módulo scmiprimo. 

Para facilitar nossa escrita, vamos supor que R é um anel com comparabi­
lidacle, e vamos continuar denotando por Q o seu maior ideal completamente 
primo contido em .J(R) . Os resultados a seguir permanecem válidos se R c 
i\11 tem a comparabilidade em relação a um certo ideal completamente primo 
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P contido em J(R), com as devidas adaptações. 

Vamos dar agora a versão de 1.3.6. A prova será. omiLida, pois é a mesma 
de antes. 

PROPOSIÇAO 2.1: Sejam !'v/ um R-mód1tlo com compambilidade e 
P um ideal completamente primo contido em J(R). Se m E N1 é tal q1te 

mP =I O então Pr(mP) = P. 

COROLÁRIO 2.2: Sejam Nf, R e P como na proposição ante1·io·r. Se 
O #1\tf P C J'v1, então Pr(iV1P) = P. 

Prova: Claramente temos P Ç P,(J'v1 P). Seja agora a E Pr(M P) . Então 
existe x E J\11 \ J\!1 P com xa E ;\tf P. Agora, como podemos escrever 1\1 P = 
n {mP: mE 1\tf com mP # 0}, segue que xa = mp, para algum mE 1\l com 
mP =I O. Logo, temos a E Pr(mP) = P, pela proposição anterior. Portanto, 
Pr(MP) = P. o 

COROLÁRIO 2.3: S ejam J\!1 um R-mód1tlo com comparabilidade e P 
tlm ideal completamente primo contido em J(R). S e J\11 P =I O, então J.\1 P é 
um R-submódtdo completamente primo de lvl . 

Prova: Sejam E J\11\J\!1 P e suponhamos que existe c E R com me E J\t1 P. 
Desta forma, c E Pr(MP) = P. pela proposição anterior. Logo, 1\!{c Ç MP, 
mostrando queM P é um submódulo completamente primo de Nf. O 

O próximo resultado estende [M; Prop. 3.l(i)] ao nosso contexto. 

COROLÁRIO 2.4: Seja Nl wn R-mód·nlo com compambilidade. S e P 
é um ideal completamente primo contido em J (R) e x tf. i\t1 P então temos 
J\tfP = xP. 

Prova: Se J\1 P = O, o resultado é claro. Suponhamos então que J\11 P =I O. 
Claramente temos xP Ç N1 P C J.:R. Seja agora y E J\11 P. De 1.6 vem que 
y = mp, para certos m E i\1 e p E P. Mas então mp = X?", para ?' E R. 
Agora, como x tf. 1\t/P segue que r E P,(N1P) = P, por 2.2. Assim, y E x.P. 
Portanto, J\11 P = xP, como queríamos mostrar. O 

Vamos agora analisar os R-sublllódulos primos contidos em 1\tfQ. 

PROPOSIÇAO 2.5: Seja 1'1 um R-módulo à dú·eita com compam-
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bilidade. Se f{ é um R-submódulo pTimo de M com f( Ç i\11 Q, então A' é 
uma cintura de i\II. Em pm·ticular, mn R-submórhtlo comrJlelamenle primo 
contido em NIQ é wna cinl1tr-a de N!. 

Prova: Se]( = MQ , então basta aplicar o corolário 1.8. Suponhamos 
então que f( C J\IJQ. Sejam x E f( c y (j_ J(. Se y E (xR)S-1 então existem 
s E S = R\ Q e r· E R com ys = xr. Assim, yQ = ysQ = xr·Q Ç /\·. 
Logo, para todo q E Q temos yRq Ç yQ Ç K, ele onde segue que y E 1\· 
ou MQ Ç f(. Mas ambéls as conclusões levam a uma contradição. Logo, 
de acordo com a Proposiçào 1.:3 da secção anterior, devemos Ler x R Ç yR. 
Segue então que J( é uma cintura. de M. O 

C OROLÁRIO 2.6: Sejam J\11 e R como na pmposição anteríor'1 tal 
que MQ =f. O. Então P(NI) é um R-submódulo pr·imo de M. Em pa-rticular, 
P(NJ) é urna cintw·a de iH. 

Prova: Como J\1Q é completamente primo, segue que P(i\11) Ç JHQ 
e como a família de R-submódulos primos contidas em MQ é linearmente 
ordenada, pela proposição anterior. O resultado então segue. O 

Com o mesmo argumento usado na prova de II.2.3, podemos mostrar o 
seguinte: 

PROPOSIÇÃO 2.7: Sejam Jv! um R-módulo com compambilídade tal 
q·ue P(NI) C k!Q e L ·uma cintura de NJ. Se P(lVJ) Ç L 1 então Pr(L) Ç 
J(R). 

Esta proposição também tem um corolário análogo: 

COROLÁRIO 2.8: S eja !'vi um R-módulo com comparabilidade1 tal 
que P(N!) C 1UQ .Então J\1Q é a m.aior cintum nâo trivial de lVf . 

Prova: Suponhamos que exista uma cintura L não trivial de 1\1, com 
J\IJQ C L. Assim, pela proposição anterior temos Pr(L) Ç .l(R). Mas então 
L= nxll[, xPr(L), por 1.2.5. Observamos agora que neste caso, xPr(L) ç xQ 
c daí temos L = nx~LXPr(L) ç n3:~L xQ = Jv!Q, por 2.4. Esta contradição 
implica o resultado deseja~o. O 

Apresentaremos agora a versào do teorema Il.2.10, ao nosso contexto. 

TEORE M A 2.9: S ejam i\11 1tm R -módulo com comparabilidade e L um 
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R-submódulo não nulo de lvf . As seguintes condições são equivalentes: 
(i) Pr( L) Ç J(R). 
(ii} Existem um ideal completamente primo P contido em J ( ll) e mn 

conjunto v ç j\1[ com L = n xEV xP. 
(iií} Existem um ideal completamente JH'Ímo P contido em J (R) e um 

conjunto V' Ç lvf tais que L = UxEV'(xR)S- 1
, onde S = R\ P . 

Nestas condições equivalentes, L é uma cintura de J\11 e os conjuntos 
V = M \L e V' = L satisfazem (ii) c (iii) , nspect-ivamente. 

Prova: (i){:}(iii) : Já foi mostrado em J.2.6, para o caso geral. 

(i)=?( ii): Se Pr(L) Ç J(R), x E L c y rt L com y E (x R)S- 1
, onde 

S = R\ Pr(L) , então existe s rt Pr(L) com ys E xR Ç ~' o que dá um 
absurdo. Logo, só podemos ter xR Ç yR e, conseqüentemente, L é cintura. 
de M. Mas então temos L = n x!i!L:t Pr(L), por 1.2.5. Basta então tornar 
P = Pr(L) e V= J\1! \ L para obter (ii) . 

(ii)=?(i): Seja a E Pr(L). Então existe m E N/\ L com m a E L . Logo, 
existe x E V tal quem rt xP e ma E xP , de onde decorre que a E Pr(xP) = 
P , por 2.3. Assim, temos Pr(L) Ç P Ç J(R). 

O restante é claro. Finalizamos assim a nossa prova. o 

Podemos também dar uma. versã.o elo teorema ll.2.11 , ao contexto de 
módulos com comparabilidade. Assim , ternos o seguinte: 

TEOREMA 2.10: Se no teorema acima, L é um R-submódulo de J\11 
tal que L ~ P(A1) , então as condições eq1ti·ualentes do teor-ema ante·rio1· são 
tam bém equivalentes as seguintes: 

(iv) L é urna cintura ele M. 
(v) L = n x!i!LxJ(R). 

P rova: (iv)=?(i): Segue diretamente da Proposição 2. 7. 

(i)=?(iv) : Esta implicação é mostrada com o ·mesmo argumento usado 
em ll.2.8 , mas repeliremos a.qui. Se x E L , y rt L e y E (xR)S- 1

, onde 
S = R\ Pr(L ), então existes E S com ys E :~;R Ç L, o que dá um absurdo. 
Logo, só podemos ter yR Ç xR, e o resultado segue. 

(iv)=?(v): Esta implica.ção foi feita para o caso geral ern J.2.5. 
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(v)~(iv): Se x E M\ L, então temos L Ç xJ( R) Ç xR, e L é cintura de 
J\11 . Isto finaliza a prova. O 

§3 - M ÓDULOS PRIMOS COM COMPARABILIDADE 

Nest.a seção consideraremos módulos primos com compara.bilidade. Neste 
caso, ternos P(NJ) = O e o Teorema 2.11 dá a estrutura das cinturas de ta.is 
módulos. Continuaremos supondo que R é um anel com comparabilidadc e 
Q denot.ará sempre o maior ideal completamente primo contido em J(R). 

É conhecido que se .1\t{ é um R-módulo primo então r(i\lf) é um ideal primo 
de R. Para ver isto, basta observar que se aRb Ç r(JV!) com a (j_ r(J\11), então 
existem E J\11 com ma =/:- O e assim. maRb = O, o qual é um R-submódulo 
primo de J\11 . Logo, N1b =O, ou seja, b E r(J\rl). 

Afirmamos agora que se J\1[ é completamente primo, então r(Nf) é comple­
tamente prirno. De fato, pois se a, b E R. são tais que ab E r(NI) e a (j_ r(J\11), 
então existem E i\11 com ma =I O. Daí, como (O) é um R-submódulo com­
pletamente primo de J\11 e mab = O, segue que Nfb = O, ou seja, b E ?'(NI). 

Vamos supor at,é o final desta seção que NI é um R-módulo à direita 
primo, tal que i\IJQ =/:- O. Além disso, como o reticulado de R-submódulos 
de J\11 é idêntico ao reticulado de .R-submóclulos de J\11, onde R = Rj1·(M), 
vamos supor l.ambém que T( JVf) = O e R é um anel primo. Gostaríamos de 
observar que se J\1!Q = O, então é o mesmo que supor Q = O, e neste caso a 
comparabilidade em R e em 111 se tornam triviais, de modo que neste caso 
não podemos obter nenhuma propriedade particular da cornparab ilidade. 

Como cst.amos supondo que P(M') = O, devemos ter Pr(O) Ç J( R), por 
2.7. Então, se j\tf é um R-módulo à direita completamente primo, podemos 
garantir que r(M) é um ideal compleLamente primo contido em J( R), pois 
neste caso temos Pr(O) = ·r(M), uma vez que se mr = O, para m E NI c 
r E R, segue que 1\tfr =O. 

Voltamos agora a analisar aquela questão da eorrespondência entre as 
cinturas de NI e as éle R. Já vimos an l.es que se L é uma cintura não nula 
de M e x E J\!I \L, entã.o podemos escrever L = x(L : x) . A questão é 
saber se (L : x) é também uma cintura de R. Afirmamos que neste contexto, 
(L : x) é uma cintura de R. De fato, basta observar que temos Pr(L) Ç J(R) 

42 



l, 

I ,. 

·~ 

·1 ;. 

~ ... 

{ 

( 

i 
i\ 
l 
l' 
! 
r 
•. 

c que P,.((L : x)) = {a E R : 36 f/. (L : :r-) ~om ba E (L : x)}. Então, S." 

tomamos a E Pr((L: x)), existe b E R tal que xb f/. L c xba E L, de mod0 
que a E Pr(L), ou seja, temos Pr((L : x)) Ç Pr(L) Ç J(R). Segue então rk 
II.2.8 que (L: x) é uma cintura de R. A recíproca segue de 1.5. Podemcs 
assim enunciar o seguinte: 

TEOREMA 3.2; Sejam lvf um R-módulo primo com compambilidad•· 
L um R-snbmódulo de lvf e x E 111 \L. Então L é 1.tma cíntum de NJ SP, • 

somente se1 L = xl 1 pam alguma cintur-a I de R. 

Consideremos agora um R-módulo primo com comparabi lidade M tal que 
O =j:. NJQ C M. Então existe algum x E NJ \ MQ . Fixando-se este elcmcnl.o 
x EM\ MQ, podemos definir a seguinte correspondência: 

{cinturas deM} ~ { cinturas de R que contém 1·(.1:; , 
.L ~ (L:x) 
xi ~ 1 

Com as notações acima, temos o seguinte: 

TEOREMA 3 .3: Sejam J\!1 como acima e :c E 111\ N!Q . Entri.o e:ri.•le 
ttma co1-respondência biunívoca entre as cintums de M e as cint-uras de h a.' 
quais contém r(x ). 

Prova: Já vimos a existência. desta correspondência, faltando apcna~ 
mostrar que ela é biunívoca. Para tal, temos que garantir que ao tomarmvs 
uma cintura I de R que contém r( x) e definirmos L = .c f, enf <io I (·r ti .... > 

(L : x) = I. É claro que I Ç (L : x ). Agora, dado b E (L : .c). tcJllc:s 
xb E L = xi. Se b f/. f , então f Ç bPr(i) , pois I é cint ura d(• H. co·, 
O= rad(R) Ç I. Assim, xb E xbPr(l), o que produz uma cont ra.diçiio. í ··~-;o. 

temos b E J, e a prova está completa. 1 J 

COROLÁRIO 3.4: S ejam 1\tf e R como no te01·ema tLcim a. s~ .r r~ 
J\1 \ J\.1Q é fixo1 então Qfr·(:t) ~ MQ 1 como R-módnlos. 

P rova: O R-homomorfismo t.p: Q ~ 1\1Q, dada por t; :cq , \-
é sobrcjetor, pelo Corolário 2.4. Agora, é claro que r·(x) C Q,, ,JÍ::i O i=. 
xQ e assim, ker(<p) = r(x)'. Portanto, Qfr(x) ~ 1\!IQ. 

I 
I ; 

O isomorfismo e a correspondência. acima são dados para qualquer cle 
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mento x (/. MQ. Como estamos t rabalhando com um anel primo R, segue que 
a família {r(x)}x(ltvtQ é uma família de cinturas, logo linearmente ordenada. 
Assim, se J\1[ é um R-módulo à direita com um número finito de cinturas, 
segue da correspondência acima que r(x) = 'r(y), para. Lodos x,y (/. !VJQ. 
Uma questão natural que surge aqui é saber o que acontece com a situação 
geral, isto é, será que sempre teremos r(x) = r·(y), para x, y (/. lv1Q ? 

Analisemos um pouco esta questão. Antes porém, lembremos que lv1 é 
um R-módulo primo se, e somente se, para todo R-submódulo L de J\11 temos 
r(L) = 1'(M), (ver [D1 ; Cor. 1.5]). 

Suponhamos agora que r(x) == r(y), para Lodos x, y (/. N1Q, onde i\11 
c R são como no teorema anterior . Afirmamos que nesta situação temos 
1'(x) = r(J\11) = O, para todo x E M .uma. vez que em nosso contexto, temos 
r(M) = O. De fato, seja I= 1·(x) , onde x (/. N1Q. Dado y (/. J\1Q , temos 
lv1Q = yQ. Assim, para todos a E I c q E Q, temos y(l- q) (/. N1Q c assim, 
O= y(l- q)a = ya- yqa = yqa, de onde segue que N1QI = yQJ =O, ou seja, 
1 Ç 1'(1\IJQ) = r(M) = O. NesLe caso, segue do Corolário 3.4 que Q ~ iV1Q, 
como R-módulos. 

Temos algumas suspeitas de que: neste contexto que estamos trabalhando, 
temos 7'(x) = r(y), para todos x,y rJ. 1\IJQ, mas não sabemos ao certo. 

Vejamos agora como se comportam os primos, semiprimos e completa­
mente primos nesta correspondência. Já sabemos que R-submódulos com­
pletamente primos e primos contidos em J\1Q são cinturas de J\11. O mesmo 
pode ser dito sobre os R-submódulos semiprimos, e é o que mostra nosso 
próximo resultado. 

P ROP OSIÇ AO 3.5: Sejam N1 1tm R-m ód1tlo à direita p·rirno com 
compambilidade e L um R-submód·ulo semiprimo de j'vJ tal q·ue L Ç 1\1 Q. 
Então L é urna cint'ttm de 1'1. 

Prova: Sejam x E L e y (/.L. Se xR Ç yR, para todo y (/.L, então não 
há nada para provar. Por outro lado, se existir y (/. L com y E (xR)S-1

, 

onde S = R\ Q, então lemos ys E xR, para urn certo s E 5. ,\ssim, 
yQ = ysQ Ç xQ Ç L. , Se y (/. Jv!Q, então temos yQ = J\1Q c assim, 
L = i\t1Q é uma cintura de J\11. Agora, se y E N1Q, então y = mq, para 
certos m E Jv! e q E Q, por 1.5. Mas então, m qRq = yRq Ç yQ Ç L, de 
onde segue y = mq E L , um absurdo. Conseqüentemente, tal y não pode 
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existir e L é uma cintura. o 

O próximo resultado most ra que a correspondência definida anteriormente 
preserva os primos, semiprimos e completamente primos. 

TEOREMA 3.6: Sejam J\!1 um R-módulo com compambílidade, tal que 
O =/= J\11 Q C J\11, e L uma cintum não nula de J\11. Então: 

{i} L é completamente primo em J\1 se e somente se (L : x) é completa­
mente primo em R , Vx E J\1/ \L. 

{i i} L é primo em N/ se, e somenl.c .se, (L : x) é pr·imo em R, Vx E J\1 \ L. 
(iii) L é scmip1·i rno em i\1{ se e somente se (L : :~;) é semipr-imo em R, 

Vx E J'v! \L. 

Prova: (i) Suponhamos que L seja um R-submóclulo completamente 
primo de .1\1. Sejam x E J\1 \L e a, b E R tais que ab E (L: :c) . Suponhamos 
também que a ti (L : x). Então xa ti L c xab E L. Conseqüentemente, 
J\tfb Ç L, e segue que b E (L : x ). Logo, (L : x) é completamente primo em 
R. 

Reciprocamente, suponhamos que (L : x) é um ideal completamente 
primo de R, sempre que x E N1\L. Fixado x ~ L, se existe l E R com xt E L 
e Mt Cf: L, então existe também mE N/ \ L com mt ti L, de onde segue que 
t ~ (L : m). Por outro lado, temos t E Pr(L) = Pr(m(L : m)) = (L : m), 
uma vez que (L : m) é completamente primo por hipótese. A contradição 
obtida dá o resultado desejado. 

(ii) Suponhamos que L seja um R-submódulo pr.imo de .J\11. Sejam x E 
J\!1 \L e a, b E R tais que aRb Ç (L: x). Se a ti (L: x), então xa ti L , e 
como aRb Ç (L : x ), lemos xa Rb Ç L. Segue daí que 1\ib Ç L. Logo, xb E L 
e assim, b E (L : x ), ou seja, (L : :r) é um ideal à direita primo. 

Reciprocamente, suponhamos que (L : x) é um ideal à direi ta primo, 
sempre que x ti L. Consideremos m E .J\11 e t E R tais que mRt Ç L, 
com m ti L. Então L = m(L : 1n), com (L : m) um ideal it direita primo. 
Se J\1/t Cf: L, então existe .r E .\1 \ L com xt (j. L. Daí, t ti (fJ : x) . 
Comparemos x em. Se x = rnr, algum r- E R, então mr-t = xt ti L. Mas 
rnTL E mRt Ç L. Logo, só podemos ter m E (xR)S- 1

, onde S = R\ Q. 
Neste caso, existes ti Q com ms E xR. Assim, existe b E R com ms = xb. 
Logo, :1:bRt = m sRt Ç mRt Ç L, ele onde vem que bRt Ç (L : :r:) . Tsto 
implica que b E (L: x) Ç q, pois (L : x) é primo e t (j. (L: x) . Desta forma, 
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temos ms = xb E L, isto é s E Pr(L ). Agora, como L é cin tura segue que 
Pr(L) Ç Q, pois Nf é primo: A contradição obtioa. mostra que D é primo. 

(iii) Suponhamos que L seja um R-submódulo semiprimo de M. Sejam 
x E NI \L e a E R tais que aRa Ç (L : x). Mas então xaRa Ç [,, de onde 
vem que xa E L, ou seja, a E (L : x) . Logo, (L : x) é um ideal à direita 
semiprimo de R. 

Reciprocamente, suponhamos que (L : x) é um ideal à direi ta semi primo 
de R , sempre que x rj. L. Consideremos m E J\!1 e s E R tais que ·ms Rs Ç L 
com ms rj. L. Assim, m rj. L e temos (L : m) semi primo em R. Como 
s Rs Ç (L: m) segue que sE (L : m), ou seja, rn:s E L. A contradição obtida 
mostra o resultado desejado. Finalizamos assim a prova do teorema. O 

Vejamos algumas conseqüências interessantes deste teorema. O próximo 
resultado estende II.2.6 para este contexto. 

COROLÁRIO 3.7: S ejarn J\11 e R como no te01·ema anle1'i01·. Então 
todo R-submódulo sernip1-imo de M contido em J\!1 Q é também um R -submódulo 
rn·imo de M. 

. Prova: Como todo ideal à direita semiprimo de R contido em Q é primo, 
por IT.2.6 , o resultado segue diretamente do teorema anterior. O 

O argumento usado na prova de ( i) do teorema acima também pode ser 
usado para mostrar o seguinte: 

COROLÁRIO 3.8: Sejam i\lf e R como no teorema ante1·io·r1 e L 'ttma 
cintum não mtla de J\11 . Então: 

(i) Se x rj. L e (L : x) é um ideal completamente primo de R 1 então 
(L : x) é maximal nafamt?ia {(L: m)}m~n · 

(ii) Se L é um R-suúmódulo completamente primo de J\!1 contido em 1\11Q1 

então a família { (L : m) } rrqlL é 11. nitária . 

Prova: (i) Sejam f/. L e a E (L : m). Então ma E L c assirn, a E 
Pr(L) = Pr(x(f, : x)) =-· (!, : x), uma vez que estamos supondo (! : x) 
completamente primo. Portanto, (L : m) Ç Pr(L) =(f, : x) . 

(ii) É imediato a partir, de (i) e do Teorema 3.6(i). o 

Já vimos anteriormente que se I é uma cintura de R ex E j\IJ, então x l é 
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uma cintura de Jvf. Mostraremos agora que Pr(xl) = Pr(i), quando R é um 
anel primo, ou equivalentemente, quando f contém Tad(.R) . l sto completaria. 
a extensão do Teorema 2.3 de [FT2) ao nosso contexto. Permanece em aberto 
a questão de saber se este resultado pode ser estendido para as cinturas I de 
R contidas em Tad(.R). 

PROPOSIÇÃO 3.9: Seja NJ um R -módulo com compambilidade. Se 
I é uma cintum de R tal q1te Pr(I) Ç J(R) e ~z: E J\!1 é tal que xl ::/ O, entiio 
Pr(xl) = Pr(l). 

Prova: Já sabemos que xi é uma cintura de JVI, Logo, temos .d Ç 
nm~:ç[ mPr(xi). Como X (j. xi, segue que Pr( I ) ç Pr(xi), pois dado a E 
Pr(I), existe b (j. I, com ba E f. Mas então xba E xi e xb (j. .c f, pelo mesmo 
argumento usado no final da prova do Teorema 3.3. 

Consideremos agora, y (j. xl. Se y = xr-, então r (j. I e I Ç rPr(I). 
Assim, temos xi Ç xr-Pr( T) = yPr(I) . Se x E (yR)S-1

, onde S = R\ Pr(i), 
então existe s E S com xs E yR. Logo, xi Ç xPr(I) = xsPr(I) Ç yPr(I). 
Portanto, sempre temos xi Ç yPr(I), para todo y (j. xi, ou seja, xi Ç 

ny~xt yPr(I). Mas então o a rgumento feito na prova de (ii)=}(i) do Teorema 
2.9, mostra que Pr(xi) Ç Pr(I), resultando na igualdade Pr(xi) = Pr(i), 
como quedamos provar. O 

Observamos que a prova apresentada aqui é bem mais simples que a de 
(FT 2], além do resultado ser um pouco mais geral, pois vale também para 
cinturas contidas em rad(R), desde que Pr(I) Ç J(R). 
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CAPÍTULO IV - RESULTADOS ADICIONAIS 

Reservamos este último capítulo para apresentar a lguns resultados adi­
cionais que foram obtidos durante o estudo dos anéis com comparabilidade. 

§1- ANÉIS DE CINTURAS PRINCIPAIS 

Vamos considerar agora um anel de cinturas principais à direita R, isto 
é, todas as cinturas ele R são do tipo aR , para algum a E R. Suponhamos 
que tl possui alguma cintura não trivial. Neste caso, temos que C = U{J : 
f é cintura de R}, é a maior cintura de R. Observemos que C Ç J(R). 
Vamos mostrar nesta secção o seguinte resultado principal : 

TEOREMA 1.1: Seja R nrn anel de cintums principais. Então as 
segnintes condições são equivalentes: 

(i) R é um D-anei à d-ireita. 
(ii} R/C é um R-módulo à direita distríbttlivo. 

A prova deste teorema seguirá de alguns lemas prévios. 

LEMA 1.2: Seja I = bR ttma cintum de R. Se J é outra cintura de R, 
então bJ também é uma cinhtm de R . 

P r ova: Seja x tj bJ Ç bR. Se x tj I = bR, temos claramente b.J Ç bR Ç 
xll. Se x E I\ bJ então x = b1· , para um certo r f/. J. Neste caso, J C r R e 
portanto, bJ C brR = xR, pois x f/. bJ. O 

LEMA 1.3: Seja R um anel de cintums ]Jrincipais. Então, pam todo 
ideal à direita .J de R, o qual está contido em C, existem um ideal à direita 
H de R contendo C e ttm elemento b E R, tais que J = blf . 

Prova: Seja J um ideal como no enunciado do lema. Se J é uma cintura 
de R, então o resultado é claro. Suponhamos então que .J não é uma cintura 
de R. Neste caso, consideremos I = n{ cinturas de R contendo J}. Então 
f é a menor cintura de R que contém J . Assim, temos I = bR, para um 
certo b E R. Segue então de 1.2.1, que J = b(.J : b) . Agora como bC é 
cintura de R, pelo lema a1;terior, e também bC =f:. bR, pois b f/. bC, temos 
bC C J Ç I = bR. Segue daí que C C (J : b). Isto finaliza a prova. O 
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Salientamos neste momento que dado um ideal J de R, entào o elemento 
gerador da menor cintura que contém J, satisfaz a condição do lema acima. 

Estamos agora em condições de provar o teorema 1.1. 

P rova do Teorema 1.1: A implicação (i)=?(ii) é imediata. Conside­
remos então A, B, D E Lr(R),onde Lr(R) denota o reticulado de ideais à 
direita de R. Se algum destes ideais es tiver contido em outro, então a dis­
tributividade A n ( 8 + D) = A n B +A n D é trivial. Suponhamos então que 
nenhum deles está contido em qualquer dos demais. Sendo assim, a menor 
cintura que os contém é a mesma, digamos I = bR, para algum b E R. 
Neste caso, temos A = bflA , B = bHB e D = bHv. onde li;~ = (A : b) , 
HB = (B: b) e Hv = (D: b). Assim, 

An(B+D) = bHAn(bHB+bflv) 
= bHA n b(HB + Hn) 

Agora, observamos que se x E bf!A n b(HB +H o), então temos x = bh = bh', 
onde h E HA e h' E HB +H o. Corno x E A, segue que h' E HA, de onde 
vem que X= bh' E b(HA n (Hs +H o)). Assim, 

bH.4 n b(Hs + 11o) Ç b(HA n (HB + Ho)) 

A outra inclusão é clara, ou seja, lemos 

bHA n b(HB + H o)= b(JIA n (HB + Ho)). 

Logo, como H;~n(HB+Ho) = li .. 1nHB+ H,1nHo, pois R/C é um R-módulo 
à direita o qual é distributivo, temos 

An(B+D) = b(IJ;~n(HB+Hn)) 
b((HA n HB) + (HA n H o)) 
b(HA n HB ) + b(HA n Ho) 

C (bff.4 n bHB) + (bHA n bHo) 
(1\nB)+(AnD) 

Isto mostra A n (B + D) Ç (/\ n B) +(A n D). A inclusão na outra direção 
é sempre verdadeira, portanto ternos A n (B + D) = (A n B) +(A n D). A 
implicação (ii)=?( i) agora segue. O 
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Daremos agora algumas propriedades destes anéis. Precisamos de uma 
nova. definição para facilitar nossa escrita: 

DEFINIÇÃO 1.4: Seja A 'ltm anel qualque1· e i\11 um A-módulo noelhe­
riano à direita. Dizemos que M é um A-módulo noether·iano à direita de tipo 
n, se todo A-submód1tlo de i'Vl é gerado por no máximo n elementos. Dize­
mos que A é um anel noelheriano à direita de tipo n, se A é um A-módulo 
noetheriano à direita de tipo n . 

Apresentamos no próximo resultado uma versão do Teorema 4.3 do capítulo 
I I. 

TEOREMA 1.5: Sejam R um anel de cinturas principais e C sua 
maior cintum. Então R é noetheriano à dir-eita se1 e somente se, R/ C é um 
R-módulo noetheriano à di1·eila. 

Prova: Dado um ideal à direita J de R, vamos mostrar que J é finita­
mente gerado. Se J 2 C, então J = JjC E .Cr(R/C) e segue que existem 
ã; =I O, 1 ~i ~ n, tais que J = ã1R +· · ·+ãnR. Daí, J = a1R+· · ·+anR+cR, 
onde C = cR. Agora, como C é cintura e a; (j. C, i = 1, ... ,n, temos 
C= cR CaiR, para todo i E {1, ... , n}. Assim, ternos J = a1R + · · · + a11 R, 
como queríamos mostrar. 

Suponhamos agora J Ç C. Segue então do Lema 1.3 que existem b E R e 
um ideal à direita H de R com H 2 C, tal que J = bH. Pela parte anterior , 
ternos H= h. R+···+ hkR· Logo, temos J = bH = b(h1 R+···+ hkR) = 
bh1 R+ · · · + bhkR. Isto completa a prova. O 

O teorema acima tem as seguintes conseqüências imediatas: 

COROLÁRIO 1.6: Seja R um anel de cinlnms p·r-incipais e C sua 
maior cintum. Se R/C é um R-móclldo noetheriano à diT·eita de tipo n, 
então R é um anel noetheriano à di1·eita de tipo n. 

COROLÁRIO 1.7: Seja R um anel de cinlu'ras p·rincipnis e seja C a 
maío1· cintum de R. Então R é um anel de ideais p1·incipais se, e somente 
se, R/ C é 'Um R-módulo à di·reita de submódulos p·rinC'ipais. 

Vamos supor agora que R é um anel de cinturas principais com (MP), 
isto é, existe um ideal completamente primo P contido em .I(R). Nestas 
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condições temos a seguinte: 

P R OPOSIÇAO 1.8: Sejam R 1tm anel de cinturas p-rincipais e P um 
ideal completamente primo de R. Se P Ç C, então P é 'uma cint-ura de R. 

P rova: Seja P um ideal completamente primo de R tal que P Ç C. Seja. 
I = bR a menor cintura de R que contém P . Sabemos que P = b(P : b), 
onde (P: b) => C, pelo lema 1.2. Então existe h E (P : b) \ P com bh E P. 
Logo, b E P, e conseqüentemente, P = bR. Portanto, P = I é uma cintura 
~R o 

Decorre então de 1.2. 7, que na. situaçã.o da proposição acima sempre temos 
P = x.P, para todo x r:f. P . 

Neste momento faremos uma. nova definição: 

DEFINIÇ A O 1.9: Dizemos que R é um anel com comparabilidade 
fmca à direita em r·elação a um ideal completamente primo P contido em 
J(R) se, para todos a, b E R, temos aR Ç bR ou bR Ç aR ou aP = bP. Se 
R possui esta comparabilidade em relação a todo ideal completamente primo 
contido em J (R), então dizemos que R é um anel com comparabilidade fraca 
à· direita. 

Pelo que vimos durante este trabalho, segue que a comparabilidade im­
plica a comparabilida.de fraca. Ainda. é um problema em aberto saber se vale 
a recíproca. 

O próximo resultado mostra que todo anel de cinturas principais com 
(MP) é um anel que possui a compa.rabilidade fraca em relação a todo ideal 
completamenLe primo contido na sua maior cintura. 

PROPOSIÇÃO 1.10: Sejam R ttm anel de cinittras principais e P um 
ideal co·rnpletamente primo contido em C. Então, para cada x, y E R, temos 
X R ç y R 01t y R ç X R ou X p = y p . 

P r ova: Sejam x, y E R tais que xR ~ yR e yR ~ xR. Neste caso, a 
menor cintura que contém x e y é a mesma, digamos I = bR, para certo 
b E R . Assim sendo, temos x = br e y = bs, onde r, s E R. Agora, como 
bP é cintura, pelo lema 1.2, e bP C bR = I, segue que r, s r:f. P. Então 
rP = P = sP, e segue que xP = bTP = bsP = yP, como queríamos 
mostrar. o 
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Não conseguimos provar que estes anéis possuem a comparabilidade em 
relação a algum ideal completamente primo contido em .J(R). 

Vamos agora analisar os ideais primos de um anel de cinturas principais. 
Com relação a eles, podemos mostrar o seguinte: 

PROPOSIÇAO 1.11: Seja R ttm anel de cinturas principais. Se L é 
ttm ideal à di·reita primo de R com Pr (L) Ç C então L é uma cintura de R. 

Prova: Seja L um ideal à direita de R tal que L é primo e Pr(L) Ç C. 
Consideremos x E L e y ti L. Se xPr(L) = yPr(L ), então, para todo p E 
Pr(L) , temos yRp Ç yPr(L) = xPr(L) Ç L, pois Pr(l,) é bilateral. Corno 
y tf. L e L é primo, devemos ter Pr(L) = L, de onde segue que L é cintura de 
R. Se xPr(L) =f:. yPr(L), para todo y ti L, então segue da proposição anterior 
que xR Ç yR, ou seja L Ç yR. Isto completa. nossa. prova.. O 

§2 - CONDIÇÕES DE CADEIA EM ANÉIS COM COMPARA­
BILIDADE 

. Nesta secção vamos discutir sobre condições ascendente (descendente) de 
cadeia para cinturas, ou a.c.c. sobre cinturas, por brevidade, (respectiva­
mente, d.c.c. sobre cinturas), em um anel R com comparabilidade. Continu­
aremos denotando por Q o maior ideal completamente primo contido em 
J(R). 

2.1 - A.C.C. SOBRE CINTURAS 

Ferrero e Tõrner estudaram a.c.c. sobre cinturas em um D-a.ncl: ver [FT3]. 

Neste estudo eles não usaram as propriedades específicas de D-anéis, e sim 
propriedades que também valem para anéis com comparabilidade. Assim 
sendo, podemos repetir toda a costrução feita em [FT3 ; Secção 3], e obter o 
seguinte resultado: 

TEOREMA 2.1.1: Seja R um anel primo com compambilidade. Então 
as seguintes condições são equivalentes: 

{i) R satisfaz a.c.c. sobTe cintums. 
{ii) Para toda cintura I de R, a famz?ia { bQ b E I} possui membro 

máximo. 
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(iii) Pam toda cinlu·m T de R e lodo ideal primo L contido em Q 
1 

a 
família { bL : b E 1} possui memb·ro máximo. 

(i v) Toda cínlum não nula f de R pode ser· escrita de maneira 'IÍnica como 
um ]Jmduto I = L1 L2 ... Lt, onde L1 Ç L2 Ç .. . Ç L1 são ideais rwimos de 
R

1 
contidos em Q. 
(v) Dados as cintur·as não nulas f t, h de R1 com 11 Ç 121 existe uma 

única cintum f de R tal que [2 ] = 11 • 

(vi) Pam toda cintttra niio nula I de R} l emos TQ =f. f. 
(vii) Dado uma cintura I de R, existem um elemento a E R e um ideal 

completamente primo P contido em Q 1 tais qtte I = aP . Além disso1 para 
todo ideal primo L de R contido em Q, temos LQ =f. L. 

Sob estas condições equivalentes, todo ideal pr·imo contido em Q é também 
completamente p1·imo e toda cinlttm é um ideal bilateml. 

2.2 - D.C.C. SOBRE CINTURAS 

Vamos considerar agora R um anel com comparabilidade o qual satisfaz 
d.c.c. sobre cinturas. Continuaremos a denotar por Q a maior cintura de 
R. Obsevamos que este caso não foi estudado mesmo para D-anéis. Temos 
o seguinte: 

TEOREMA 2.2.1: Seja R um anel com comparabilidade satisfazendo 
d.c.c. sobre cinlums. Entiío Q é nilpolentc. Em pm·tiwlar·, r·ad(R) = Q . 

Prova: Consideremos a cadeia descendente de cinturas 

Como R possui cl.c.c. sobre cinturas, existe n E Jll/ tal que Qn é minimal. 
Se Qn = O, então não há nada para se provar. Se Qn =f. O, então temos 
Qn+I = Qn =f. O, de onde segue que existe q E Q com qQn =f. O. Observamos 
agora que a ramília 

F= {1 : I é cintura e IQn =f. O} 

é não va,zia, pois qQ é cinLura de R e qQQn = qQn+i = qQn =f. O. Sendo 
assim, possui um menor elemento f{. Assim, existe k E f( tal que kQn =f. O. 
Mas, kQn Ç f< Ç Qn, visto que QnQn = Q211 = Qn =f. O. Além disso, 
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(kQn)Qn = kQn =J. O, de onde segue que kQn = J(, pois kQn é cintura 
de R. Logo, existe x E (r C Q com kx = k. Como x E Q, segue que 
1 - x E U(R), e então k = O. Isto produ~ uma contradição com o fato de 
kQ =J. O. Logo, só podemos ter Qn = O, e Q é nilpotentc, como queríamos 
mostrar. O 

A partir deste resultado, podemos concluir que se R também é um anel 
primo, então R não possui cinturas nào triviais, de onde vem que R satisfaz 
a.c.c. sobre cinturas. Se R não é um anel primo, então as cinturas de R estão 
todas contidas em nul(R). Vale lembrar que a estrutura de tais cint.uras não 
foi determinada ainda. 

§3 - SOBRE LOCALIZAÇÕES 

Nesta secção queremos discut.ir um pouco sobre localizações. Vamos 
Começar lembrando alguns fatos gerais. 

Dado um anel / \, dizemos que S Ç A, com S multiplicativamente fechado, 
é um conjunto de denominadores à. direita se S satisfaz as seguintes condições: 

· (i) Se s E S c a E A, existe L E S e b E A com at = sb. (S é um sistema 
de Ore). 

(ii) Se sa =O com s E Se a E A, então existe L E S tal que al = O. 

Se S é um conjunt.o de denominadores à direita, então o anel A[S- 1
] = 

As, o localizado de A em relação a S, existe. Neste caso, As é da forma 
As = A x S/"', onde"' é a relação de equivalência definida por: 

(a, s) "' ( b, t) f--7 3c, d E A tal q uc a c = bd c se = td E S 

Num tal anel, as operações são definidas por: 

(a, s) + ( b, t) = ( ac + bd, u) onde tt = se = tcl E S 
(a,s) .(b, t) = (ac: tu) onde se= bu cu E S 

Quando Sé um conjunto de denominadores em A, dizemos que um ideal 
à direita I de A éS-saturado se. para cada a E A e s E S com as E T, então 
a E 1. Sabemos que exisle uma correspondência biunívoca entre os ideais 
à direitaS-saturados de A c os ideais à direita de As, dada por I t-t Is e 
L t-t c,o- 1(L), onde c,o : A -+ f l s é o homomorfismo canônico. Para maiores 
detalhes, ver [S; Cha.p. II] ou [R: Chap. 3]. 
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O próximo resultado dá uma condição necessária e suficiente para que 
um ideal de um anel R seja. 5'-sa.tura.do, onde 8 = R\ P , sendo P um idea.l 
completamente primo contido em J(R). 

PROPOSIÇÃO 3.1: Sejam R ·um anel qualqner, [, um ideal à direita 
de R e P um ideal completamente primo contido em J(R) . Se S = R\ P 
é um conjunto de denominadores} então L é 8 -saturado se, e somente se, 
Pr(L) Ç P. 

P r ova : Suponhamos que L seja um ideal à direita. 5'-satura.do de R. 
Consideremos a E ~.(L). Então existe x fj. L com xa E L . Como L é 
5'-saturado, segue que a E P . Logo, temos P1'(L) Ç P. 

Reciprocamente, suponhamos que Pr(L) Ç P . Sejam x E R e s E S tais 
que xs E L. Se x {j. L, então s E Pr(L) \ P, o que dá uma contradição. Logo, 
só podemos ter x E L e assim, L é S -saturado. O 

Esta proposição tem conseqüências importantes: 

COROLÁRIO 3.2: Seja R um anel primo com comparabilidade. Se 
S ·_ R \ Q é um conjunto de denominadores à direita, então RQ é ·um anel 
de cadeia à di7'eita. 

P rova : Basta ver que os ideais à direita de RQ estão em correspondência 
biunívoca com os idea.is 5'-saturados de R, e estes são exatamente a.s cinturas 
de R, pela proposição anterior e por 11.2.11. O 

Se denotarmos por Lr(R) e Lc(R) o reticulado de ideais à direita e o reti ­
culado de cinturas de R: respectivamente, então podemos enunciar o seguinte: 

COROLÁRIO 3.3: Seja R 1tm anel primo com comparabilídade tal 
que S = R \ Q seja ~tm conjunto de denominadores à dire-ita. Então existe 
'um anel de cadeia à direita R' tal que L c(R) ~ Lr(R'). 

Prova: Pela correspondência biunívoca acima, basta tomar R' = RQ, 
pa~a. obtermos o resultado desejado. O 

O Corolário 3.2 acima 1postra que se R é um anel com comparabilidacle, 
então a localização em Q, quando possível, resulta em um anel de cadeia. Na 
verdade, este resultado pode ser estendido para os demais ideais completa­
mente primos contido em .J(R), com outros argumentos majs diretos. 



PROPOSIÇÃO 3.4: Seja R um anel com companzbilidade em ·relação 
a -um ideal completamente primo P contido em J (R) , tal q-ue S = R \ P é 
um conjunto de denominadores à di7'eila. Então Rp existe e é um anel de 
cadeia à di1·eita. 

Prova: Sejam i, f E Rp. Então ternos a, b E R. Se aR Ç bR, enlã.o 
. t Rt 1 b A. a b?·. t ''1 R c bR A ex1s e 7' E ·a que a = r. ssnn, 1 = tl' JS o e, 1 p _ 1 p . . gora, se 

( bR)S- 1 Ç ( aR)S- 1 , então existe s E S tal que bs = ar, para algum 1' E R. 
S l . b a r · bR C aR enc o ass1m, temos 1 = 1 ;, ou seJa, 1 p _ 1 .p . 

Dado agora ~ E Rp podemos escrever ~ = ~!. onde .!. E U(Rp) . Logo 
s ' s b '~' s . ' 

dados ~'~E Rp, sempre temos ~Rp Ç ~Rp ou t.Rr> Ç ~Rp , pelo raciocínio 
feito acima. Portanto, Rp é um anel de cadeia à direita, como queríamos 
mostrar. O 

Gostaríamos agora de investigar a questão de saber quando podemos 
ele fato localizar em algum ideal completamente primo P contido em J(R) , 
quando R é um anel com comparabiliclade, isto é, quando S = R\ Pé um 
conjunto de denominadores à direita. Como Sé um sistema de Ore, a única 
condição que falta garantir é que, se temos sa = O, para s E S e a E R, então 
deve existir um elemento t E S tal que at = O. O próximo resultado dá uma 
condi.ção para podermos localizar em P: 

TEOREM A 3.5: Seja R um anel p1·imo com comparabilidacle. Então 
S = R \ P é -um conjunto de denominadores à direita se1 e somente se, 
NI(R) ç P. 

Prova: Suponhamos que N1(R) Ç P e que .sa = O, com s E Se a =f. O. 
Então, s E N1(R), o que dá uma contradição. Logo, sa = O implica a = O e 
segue que S = R\ Pé um conjunto de denominadores . 

Reciprocamente, suponhamos que S = R\ P é um conjunto de denomi­
nadores à direita. Seja x E N1(R). Então existe a E R\ {O} com xa = O. 
Se x rf. P, então deve existir i E S tal que at = O, ou seja, l(t) =f. O, de onde 
segue que tE Nr(R) = N9 (R) Ç P, por Il.3.3. Esta contradição mostra que 
só podemos ter x E P e conseqüentemente, N1(R) Ç P. O 

' 
Também podemos dar a seguinte condição para a localização em P. Lem-

bremos antes , que se toda seqüência crescente de anuladores à. direita de 
elementos de R é estacionária, então dizemos que R satisfaz a condição as-
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ccndente de cadeia (a.c.c.) para a.nuladores principais à. direita. 

PROPOSIÇAO 3.6: Sejam R um anel qualque,- e P 'tl'ln ideal com­
pletamente primo de R. Se R satisfaz a condição ascendente de cadóa par-a 
amdado1·es principais à direita e S = R \ P é um sistema de 01·e, então S é 
um conjunto de denominadores á direita. 

Prova: Sejam s E Se a E R tais que sa = O. Como r(s) Ç r(s2 ) Ç 
r(s3) Ç , .. , deve existir n E IN tal que 1·(sn) = r(sk), para todo k 2:: n . Por 
outro lado, existem t E S e b E R com at = snb, pois S é um sistema de Ore. 
Assim temos sn+ l b = sat =O, ou seja, b E r·(sn+ J) = 1·(s11

), de onde vem que 
at = snb = O. lsLo completa a prova. O 

Como em todo anel com comparabilidade temos que S = R\ P é um 
sistema de Ore, segue da proposição acima que se R satisfa.z a.c.c. para 
anuladores principais à direita, então o anel Rp existe, para todo ideal com­
pletamente primo P contido em J(R) . 

Pe lo que foi exposto até o momento, o seguinte corolário fica evidente: 

COROLÁRIO 3. 7: Seja R nm anel com comparabilidade satisfazendo 
a.c.c. sob1·e anuladorcs principais à direita. Então existe 'ltm anel de cadeia 
à di·reila R' tal que Lc(R) ~ Lr(R') . 
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