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INTRODUCAO

Dado um anel R, dizemos que um R-modulo a direita é distributivo, ou é
um D-mddulo a direita, se o seu reticulado de R-submoddulos é distributivo.
O préprio anel R é dito distributivo a direita, ou um D-anel por brevidade, se
o for como R-médulo & direita. Em [St], Stephenson apresenta o primeiro tra-
balho importante sobre D-médulos. Apos, Brungs mostrou que D-dominios
a direita sdao localmente anéis de cadeia a direita, (ver [Br]). Varios outros
trabalhos importantes se seguiram no estudo de D-médulos (ver [C]), anéis
de cadeia (ver [BBT] e sua relagdo bibliogréfica.) e D-anéis (ver [M], [MP],
[FTa), [FT3] e [FTs]).

Em [M], Mazurek estuda D-anéis contendo algum ideal completamente
primo em J(R) (condi¢ao (MP)), onde J(R) denota o radical de Jacobson
de R. Esta condi¢ao é sempre verdadeira em um anel de cadeia. Mazurek
consegue estender varios resultados importantes conhecidos para anéis de
cadeia ao contexto de D-anéis com (MP).

Aproveitando resultados de [St] e [M], Ferrero e Térner estudaram a es-
trutura dos ideais a direita de um D-anel a direita com (MP). Em particular,
eles obtiveram uma caracterizacao para as cinturas de um D-anel primo com
(MP) ([FTy; Th. 3.11]). Em [FTs], vérios outros resultados importantes para
D-anéis com (MP) sdo obtidos, bem como se estuda condi¢oes ascendente de
cadeia sobre cinturas para um D-anel a direita com (MP). Em particular, se
obtém uma versao de [Br; Th. 2] para este contexto.

Dado um R-mddulo M sobre um anel com (MP), dizemos que M tem
a comparabilidade (& direita) em relagdo a um certo ideal completamente
primo P contido em J(R) se, para todos z,y € M, temos xR C yR ou
yR C zRou (zR)S™ = (yR)S™,onde S = R\ Pe (zR)S ' ={me M:
Jds € S com ms € aR}. Se M possui a comparabilidade em relagao a todo
ideal completamente primo contido em J(R), entao dizemos que M é um
R-médulo a direita com comparabilidade. Estes conceitos tém sua versao
natural para um anel R, bastando para tal considerar i como um R-mdédulo
a direita.

O presente trabalho tem como objetivo principal estudar o reticulado de
ideais a direita (resp. submédulos a direita) de um anel com comparabilidade
(resp. mddulo & direita com comparabilidade sobre um anel com (MP)).



Como conseqiiéncia, conseguimos estender varios resultados de [M], [FT,]
e [IFT3], para o contexto de anéis ¢ moédulos com comparabilidade, usando
argumentos mais simples que os destes trabalhos.

No primeiro capitulo estudamos cinturas em D-mddulos, apresentando
resultados gerais, alguns deles bem conhecidos. No §1, lembramos alguns
resultados sobre anéis e moédulos, os quais sao fundamentais para a com-
preensao deste trabalho. No §2, apresentamos resultados genéricos sobre
cinturas em modulos e anéis. No §3 estendemos os principais resultados de
[['T,] para D-médulos, com novos argumentos.

O segundo capitulo trata da parte mais importante do trabalho. No
§1, sao estudados propriedades basicas dos anéis com comparabilidade e sao
apresentados exemplos de tais anéis. Ja no §2, estudamos ideais primos,
semiprimos e completamente primos destes anéis. Em particular, mostramos
que um ideal multiplicativo & direita semiprimo contido em J(R) é um ideal
a direita primo e é uma cintura, estendendo assim, [FT 3; Th. 2.1]. Além
disso, um teorema de caracterizacao de cinturas para anéis primos com com-
parabilidade é obtido, o qual generaliza [F'T 2; Th. 3.11]. No §3, generaliza-
mos os principais resultados de [M] para este contexto. O §4 trata da noethe-
rianidade de anéis com comparabilidade. Em particular, mostramos que um
anel R com comparabilidade em relagiao a um ideal completamente primo P
contido em J(R) é noetheriano a direita se, e somente se, R/ P é noetheriano
a direita e toda cintura de R contida em P é finitamente gerada a direita
(Teorema 4.3). Este resultado ndo era conhecido nem para D-anéis.

No terceiro capitulo abordamos maédulos com comparabilidade. Nas duas
primeiras secgoes, estendemos os resultados obtidos no capitulo anterior, para
modulos com comparabilidade sobre anéis com comparabilidade. Apresenta-
mos no §3 o principal resultado deste capitulo, o qual estabelece uma cor-
respondéncia biunivoca entre as cinturas de um modulo primo com compa-
rabilidade sobre um anel com comparabilidade ¢ as cinturas do anel consi-
derado. Em particular, se mostra que esta correspondéncia preserva primos,
semiprimos e completamente primos.

No quarto capitulo apresentamos alguns resultados adicionais. O §1 trata
dos anéis de cinturas principais a direita. No §2 discutimos sobre condicoes
de cadeia para cinturas em anéis com comparabilidade, e no §3 fazemos uma
breve discussao sobre localizagoes nestes anéis.



Uma citagao do tipo I1.3.4, significa o quarto resultado da secgao trés do
capitulo II, enquanto que uma citacao do tipo 3.4 significa o quarto resultado
da seccao 3 do capitulo que esta sendo lido.

Observemos ainda que todos os anéis aqui apresentados tém unidade e
todos os modulos sao unitarios. Os simbolos € e O denotarao inclusoes
estritas. \



CAPITULO I - CINTURAS EM ANEIS E D-MODULOS

Neste capitulo discutiremos sobre cinturas em um anel qualquer e em
D-médulos. O presente estudo tem como finalidade motivar o assunto que
sera tratado no proximo capitulo, o qual é a parte principal deste trabalho.
Além disso, vamos também estender resultados conhecidos para D-anéis ao
contexto de D-mddulos.

Reuniremos em uma primeira secgao resultados bem conhecidos sobre
anéis e modulos, mas que serao usados com grande freqiiéncia durante todo
o trabalho. Aproveitaremos também para fixar a notagao basica.

§1 - PRE-REQUISITOS

Seja R um anel e consideremos M um H-médulo a direita. Se L C M é
tal que LR C L, entao dizemos que L é um R-submédulo multiplicativo de
M. Se, além disso, L é fechado para a soma, entdao L é um R-submddulo de
M.

Um R-submodulo multiplicativo L de M é primo se para todo m € M
e todo t € R, tais que mRt C L, entao m € L ou Mt C L. Um R-
submédulo multiplicativo L é dito semiprimo se para todos m € M e s € R
tais que msHs C L, temos ms € L. Um ideal multiplicativo a direita P
de R ¢ primo (semiprimo) se P é um R-submddulo multiplicativo primo
(semiprimo) de R, quando este é visto como um R-mddulo a direita de modo
natural. Equivalentemente, um ideal a direita P de R é primo se cada vez
que AB C P, entao A C P ou B C P, para quaisquer ideais a dircita A e B
de R, (ver [Dy, Prop 1.8]).

Um R-submoédulo multiplicativo K de M ¢ dito completamente primo
se, para cadam € M\ N e a € R com ma € K, temos Ma C K. Vamos
dizer que um ideal multiplicativo a direita P de I é completamente primo
se P for um R-submoddulo multiplicativo completamente primo do K-modulo
a direita B. Se P é um ideal a direita de R tal que ab € P implica a € P
ou b € P, para cada a,b € R, dizemos que P é quase completamente primo.
Fica evidente que se P é bilateral, entao P é quase completamente primo se,
e somente se, P é completamente primo.

Vamos convencionar que escreveremos / ¢ um ideal de R, para dizer que



I é um ideal bilateral de R.

Denotaremos por J(R), rad(R) e N,(R), o radical de Jacobson de R, o
radical primo de R e o nilradical generalizado de R, respectivamente, que sao
definidos por:

J(R) =N{P : P é ideal maximal & direita de R}

rad(R) = ({P : P é ideal primo de R}

Ny(R) = ({P : P é ideal completamente primo de R}

Lembramos aqui, que o radical de Jacobson também pode ser caracteri-
zado como o maior ideal P de R com a propriedade que 1 —z € U(R), para
todo & € P, onde U(R) denota o conjunto de todos os elementos inversiveis
de R.

Dado um R-médulo a direita M, chamamos radical de Jacobson de M, o
R-submodulo

J(M) = ()N : N é um R-submédulo maximal de M}
Se M nao possui R-submédulos maximais, entao dizemos que J(M) = M.

Dizemos que um anel R possui a propriedade (MP), ou é um anel com
(MP) por brevidade, se R contém um ideal completamente primo contido
em J(R). Esta condigao é fundamental nos trabalhos de [M], [FT,],[FTy]
e [F'Ts]. Em [FT; Lem. 2.5], mostra-se que se¢ P é um ideal unilateral
completamente primo contido no radical de Jacobson de um anel qualquer,
entao P é bilateral. Neste trabalho, estamos interessados basicamente em
anéis com (MP) e os ideais completamente primos com os quais trabalhamos
sao aqueles que estao contidos no radical de Jacobson, logo, sao bilaterais.

Estenderemos agora ao contexto de médulos os seguintes conceitos, (ver
[BBT] e [FT;]). Sejam M um R-médulo a direita e L um R-submdédulo
multiplicativo de M. Definimos o ideal multiplicativo completamente primo
associado a direita de L, como sendo:

P.(L)y={a€ R:3y & L com ya € L}
Ainda, se P é um ideal completamente primo de R, denotaremos por
LS™'={meM:3s€ S comms € L}

onde S =R\ P



Observemos que P,(L) é um ideal multiplicativo & direita de R, e é quase
completamente primo. De fato, é claro que P.(L)R C P.(L) e dados a,b € R
com ab € P,(L), existe y ¢ L tal que yabe L. Se a ¢ P,(L), entdoya & L e
conseqiientemente b € P.(L).

Agora, para M, R, L e P quaisquer, nio podemos afirmar que LS™!
seja nem mesmo um f-submoddulo multiplicativo de M. Apresentaremos a
seguir um resultado que da uma condicao suficiente para que ele seja um

R-submodulo de M.

Lembremos que S C R ¢ dito um conjunto multiplicativamente fechado,
se xy € S cada vez que z,y € 5. Um conjunto multiplicativamente fechado
S de R é dito um sistema de Ore, se dados s € S ¢ a € R, existiremt € S e
b € R tais que at = sb. Se além disso, S tem a propriedade que sa = 0, com
s € 5 ea€ R, implica que existe t € S tal que at = 0, entao dizemos que
S é um conjunto de denominadores a direita, e neste caso a localizagao em
S estd definida, ou seja, existe o anel de quocientes a direita Rs. Também
esta definida a localizacdo em M, como sendo Ms = M @ Rs. Para maiores
detalhes, ver [S] e [R]. Observamos que se P é um ideal completamente primo
de R entao S = R\ P é multiplicativamente fechado.

PROPOSICAO 1.1: Sejam R um anel, P um ideal completamente
primo de R e M um R-mddulo a direita. Se S = R\ P ¢ um sistema de Ore,
entdo para cada m € M temos que (mR)S™! € um R-submddulo de M.

Prova: Sejam z,y € (mR)S™!, onde m € M. Entdo existem s,t € S
com zs,yt € mR. Como S é um sistema de Ore, segue que existem u,v € S
tais que su = tv. Assim, (z — y)su = zsu — ysu = xsu — ytv € mR. Logo,
(x —y) € (mR)S™'. Além disso, dado r € R, existe b € Re z € S com
rz = sb. Portanto, arz = zsb € mR, ou s¢ja, ar € (mR)S™! ¢ a prova estd
completa. O

Em particular, estaremos interessados em anéis K onde consideraremos
ideais completamente primos P tais que S = R\ P serd sempre um sistema
de Ore, como veremos adiante.

Dado um R-médulo a direita M e um R-submédulo L de M, definimos,
para cada m € M, o condutor (a direita) de m em L como sendo

(L:m),=(L:m)={a€ R:ma€ L}



O anulador (a direita) de m em R ¢é definido por rp(m) = r(m) = (0 : m),.

Analogamente, se M é um R-médulo & esquerda, podemos definir o condutor

(a esquerda) de mm € M em L como sendo
(L:m)yy=(L:m)={a€ R:amé€ L}

Neste caso, também podemos definir o anulador (a esquerda) de um elemento

m € M, como sendo r(m) = r(m) = (O : m);. Quando nao houver perigo

de ambigiiidade de notagao, despresaremos os fndices “r” ¢ “I” acima.

Dado um R-médulo a direita M, dizemos que a € R é um divisor de
zero a direita de m € M, se ma = 0. Notaremos por N,(M) o conjunto
de todos os divisores de zero a direita de elementos de M. Assim temos
N.(M)={a€ R:3m € M\ {0} com ma =0} = P,(0), de onde segue que
N,(M) é um ideal multiplicativo a direita quase completamente primo de R.

Por simetria, se M é um R-moédulo a esquerda, podemos definir um divisor
de zero a esquerda de m € M, como sendo um elemento a € R tal que
am = 0. Analogamente, notaremos por Ny (M) o comjunto de todos os
divisores de zero a esquerda de elementos de M.

Consideremos agora o R-modulo R. Assim temos que a € R é um divisor
de zero a direita se existir b € R\ {0} tal que ba = 0, isto é, se l(a) # 0. O
conjunto de todos os divisores de zero a direita de R sera denotado por N, (R).
Também temos que um divisor de zero a esquerda de R, é um elementoa € R
para o qual existe b € R\ {0}, tal que ab = 0, ou seja, tal que r(a) # 0.
Denotaremos por N;(R) o conjunto de todos estes elementos.

Sejam M um R-mddulo e L um R-submddulo de M. Dizemos que L é
essencial se LN N # 0, para todo f-submddulo nao nulo N de M. Definimos
também o submodulo singular de M é por

Z.(M) = {m € M : r(m) é essencial em R}
para maiores detalhes, ver [G; Pg 30-36].
Se notamos por | I | a cardinalidade do conjunto 7, entao podemos definir
a dimensao de Goldie de um R-mddulo a direita M como sendo o supremo de

todos os cardinais | I |, tal que M contém a soma direta de | I | submédulos
nao nulos. Notaremos esta dimensao por dimMpg = dimM.

=]



§2. CINTURAS EM ANEIS E MODULOS

Consideremos um anel R e seja M um R-mdédulo a direita. Dizemos
que um R-submodulo multiplicativo L de M é uma cintura multiplicativa se
L C NouN C L, para todo R-submédulo multiplicativo N de M. Se L
é um [Z-submédulo com a propriedade acima, em relagao a todos os outros
R-submédulos de M, entao dizemos que L é uma cintura de M. Observamos
entao que uma cintura multiplicativa (resp. uma cintiura) L de M pode ser
caracterizada pela propriedade de que L é um R-submoddulo multiplicativo
(resp. R-submédulo) de M e L C xR, para todo z € M \ L. Além disso, é
evidente que toda cintura é um R-submédulo essencial. Ainda, é claro que
toda cintura de M esta contida em J(M).

Naturalmente, estes conceitos se aplicam a ideais a direita de R, bastando
para tal. olhar R como um R-moddulo a direita sobre si mesmo.

Apresentaremos nesta secgao alguns resultados sobre cinturas em modulos
e anéis quaisquer. Vamos estender alguns resultados conhecidos para D-anéis
ao nosso contexto geral e também daremos alguns resultados originais.

Dada uma familia {L;}:c; de cinturas multiplicativas de M, temos que
N = Uies Li ¢ K = iy Li sdo também cinturas de M. De fato, pois se
z€ M\ N, entao = & L;, para todo 7 € I. Assim, L; C xR para todo 7 € I,
ou seja, N C zRR. Agora,sey € M\ K, entao existe algum j € [ comy ¢ L;,
isto é, L; C yR, ou ainda, K C L; C zR.

Consideremos agora um R-submédulo multiplicativo N de M ¢ seja L =
(M{K 2 N : K é cintura multiplicativa de M} a menor cintura multiplica-
tiva de M que contém N. Se nao existe cintura nao trivial que contém NV,
entao L = M. Temos assim a seguinte.

PROPOSICAO 2.1: Sejam M um R-médulo & direila, N um R-
submodulo multiplicativo de M ¢ L # M a menor cintura multiplicaliva de
M que contém N. Entao N = 2(N : z), para qualquer 2 ¢ L.

Prova: Scja 2 ¢ L. E claro que z(N : 2) € N. Reciprocamente, scja
y € N C L CzR. Assim, temos que y = zr, para um certo r € (N : z).
Portanto, N = z(N : z), como queriamos mostrar. O

COROLARIO 2.2: Sejam M um R-médulo a direita e L # M wma

oo



cintura mulliplicaliva de M. Entao, para qualquer x ¢ L, L = (L : z).

Da proposicao anterior segue que podemos associar a cada R-subméddulo
multiplicativo N de M, que esta contido em alguma cintura multiplicativa
de M, afamilia {(N : x)},¢; de ideais multiplicativos a direita de R, onde L
é a menor cintura multiplicativa de M que contém N. O proximo resultado
diz 0 que acontece quando um destes elementos da familia é uma cintura de

R. .
PROPOSICAO 2.3: Sejam M um R-médulo a direita, N um R-

submodulo multiplicativo de M ¢ L # M a menor cintura multiplicativa de
M que contém N. Se existir x & L, para o qual (N : x) ¢ uma cintura de R,
entao N € uma cintura multiplicativa de M, islo €, N = L.

Prova: Seja z ¢ L tal que (N : z) seja uma cintura multiplicativa de
R. Consideremos agora y € N. Se y € L, entao temos N C L C yR.
Suponhamos que y € L\ N. Pela proposi¢ao anterior, L = z(L : z) e
N = z(N : z), de onde segue que y = zt, para algum t € (L : z) \ (N : z).
Como (N : x) é uma cintura multiplicativa, (N : ) C tR. Agora, dado
z € N, temos z = ar,onde r € (N : z). Assim, r = tb, para um certo b € R.
Dai temos z = zr = ztb = yb € y R, o que implica que N C yR. O resultado
agora seguc. O

Uma questao natural que surge aqui é a seguinte: Sendo L uma cin-
tura multiplicativa de M, serd que {(L : z)},¢;, é¢ uma familia de cinturas
multiplicativas de R?

Se M é um R-mdédulo completamente primo e fiel, entdo esta questao tem
resposta afirmativa. De fato, pois se L é uma cintura multiplicativa de M
e secx ¢ L, entao, tomando-se a € (L:z)e b ¢ (L: z), tem-se L C 2bR e
conseqiientemente, za = xbr, para um certo r € R. Assim, x(a —br) =0, ou
seja, « — br € r(x) = 0, de onde segue que a = br. Portanto, (L : 2) C bR,
isto ¢, (L : &) ¢ uma cintura multiplicativa de R.

O mesmo raciocinio pode ser usado se podemos escolher, para um £R-

médulo M qualquer, um elemento @ € L, para o qual r(z) = 0. Mais adiante
voltaremos a examinar esta questao.

Apresentamos agora dois resultados que estendem o lema 2.3 de [FT,] e
seu corolario, para nosso contexto geral.



U,er(zR)S™!, onde S = R\ P,(L). De fato, é claro que para todo = € L,
temos @ € (2 R)S™'. Agora, dado y € |, (2 R)S™!, entdo existe x € L para
o qual y € (xR)S™!, de onde segue que existe s ¢ P.(L) comys CzR C L,
¢ consegéntemente, y € L.

Observemos ainda que se existirem V C M e um ideal completamente
primo P de R, tais que L = | J,.\.(zR)S™", onde S = R\ P, entao P,(L) C P.
De fato, se a € P.(L) entao segue que existe y ¢ L com ya € L. Assim,
existe z € V para o qual y & (¢ R)S™" e ya € (zR)S™". Segue dal que existe
s €8 =R\ P comyas € zR. Se a € P entdao as € S e conseqéntemente,
y € (zR)S™, 0 que da uma contradi¢do. Logo, sé6 podemos ter a € P, de
onde vem que P.(L) C P.

O proximo resultado fica evidente apds esta discussao.

PROPOSICAO 2.6: Sejam M wum R-médulo & direita e L um R-
submodulo de M. As sequintes condigées sao equivalentes:

(i) Ezistem um ideal multiplicativo completamente primo P contido em
J(R) e um subconjunto V de M, tais que L = | J ., (zR)S™', onde S = R\ P.

(ii) P.(L) C J(R).

Vejamos agora mais um resultado sobre ideais completamente primos de
um anel qualquer. Este resultado d4 uma generalizagao de [St; Prop 2.1(ii)]
e [M; Prop. 3.1 (i)].

PROPOSICAO 2.7: Sejam R uwm anel e P um ideal completamente
primo de R. Intdo P € uma cintura de R se e somente se P = zP, para
cada v & P.

Prova: Suponhamos que P = x P, para todo # ¢ P. Entao dado y ¢ P,
temos P = yP C yR, de onde segue que P é cintura de R. Reciprocamente,
suponhamos que P seja uma cintura de K. Entao, pelo corolario 2.2, segue
que P = (P : z), para todo x ¢ P. Como P é um ideal completamente
primo, segue que (P : x) C P. Agora, como P ¢é ideal bildtero, segue que
xP C P, para cada z € R. Assim, temos (P : 2) = P e conseqlientemente,
P = P, para cada ¢ P, como queriamos mostrar. a

Segue dai que a escrita P = zP, para todo = ¢ P, onde P é um ideal
completamente primo de R, s6 pode valer quando P C J(R), pois jamais
poderemos ter alguma cintura nao trivial fora de J(R).
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§3 - D-MODULOS E D-ANEIS

Seja K um anel e M um R-mddulo a direita. Dizemos que M é um maodulo
distributivo a direita sobre R ou. brevemente, um D-médulo a direita, se
o reticulado de R-submddulos de M ¢ distributivo. Isto é o mesmo que
dizer que dados R-submédulos L, A e N de M, temos L N (K + N) =
(LNK)+(LNN) (ou equivalentemente, L+ (K NN) = (L+ K)N(L+ N)).
Dizemos que [£ é um D-anel a direita, se ele for um D-médulo a direita
quando visto como um R-mddulo a direita sobre si mesmo.

O primeiro trabalho importante no estudo dos D-médulos foi escrito por
Stephenson [St]. Ele deu a seguinte caracterizagio de D-médulos a nivel de
elementos. Ver [St; Th. 1.6].

LEMA 3.1: Seja M um R-mddulo a direita. Entdo, M € um D-mddulo
a direita sobre R se e somente sc (xR : y) + (yR : ) = R, para todos
T,y € M.

Stephenson ainda mostrou que ideais completamente primos contidos em
J(R) sao cinturas (ver [St; Prop 2.2(ii)]). Apés isto, Mazurck estuda D-anéis
com (MP). Agrupamos agora alguns resultados basicos de Mazurek [M].

LEMA 3.2: Seja R um D-anel a direita e P um ideal completamente
primo contido em J(R). Enldo:

(i) Ser € R\ P entio P =rP.

(i) Para todos a,b € R, temos aR C bR ou bP C aP.

(1it) Se I € um ideal nao nilpotente de R tal que I C P, entio a inler-
secg@o (,en I™ € um ideal completamente primo de R.

(iv) rad(R) € primo.

(v) Se rad(R) = 0 entdo Ny(r) = N.(R). Além disso, ou N,(R) =0 ¢ R

¢ um dominio ou Ny(R) # 0 ¢ o tinico ideal minimal de R.

LEMA 3.3: Seja R wmn D-anel a direita. Entdo:

(i) Se R € primo, entdo dimRp = 1.

(it) Sdo equivalentes: (a) dimRp = 1.
(b) A familia {r(z)}.en € lincarmente ordenada.
(¢) N.(R) é wum ideal a direita de R.

Segue do lema 3.2(i1) que existe uma espécie de comparabilidade entre os
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elementos de um D-anel a direita com (MP), no sentido que dados a,b € R,
entao alf C bR ou bR C al ou aP = bP. para cada ideal completamente
primo P contido em J(R). Utilizando-se desta comparabilidade, Ferrero e
Torner conseguiram caracterizar as cinturas em D-anéis primos com (MP),
bem como estudar uma série de aspectos relacionados ao reticulado de ideais
a direita destes andis (ver [FT,] e [FTy]).

Vamos apresentar aqui uma extensao dos resultados de [FTy] para o con-
texto de D-maodulos sobre D-anéis com (MP), também trabalhando com uma
comparabilidade andloga a esta, como mostra a seguinte

PROPOSICAO 3.4: Sejam M um D-médulo a direita e P um ideal
completamente primo o qual € uma cinlura de R. Se z,y € M, enldo uma
das alternativas ocorre: xR C yR ou yR C 2R ou 2P = yP.

Prova: E suficiente mostrarmos que R € yR implica y P C = P. Agora,
se eR € yR, temos z &€ yR ¢ como M é um D-modulo, segue de 3.1 que
(zR : y)+ (yR : 2) = R. Logo, existem r,s € R tais que r + s = 1 com
yr € eR e xs € yR. Ser € J(R) entaio s =1 —r € U(R), de onde vem
que z € yI?, uma contradi¢do. Logo, s6 podemos ter r ¢ J(R). Neste caso
também temos r € P, ou seja. rP = P, por 2.7. Assim, yP = yrP C cRP =
zP. Isto finaliza nossa prova. =)

Como em um D-anel, todo ideal completamente primo contido em J(R)
¢ uma cintura de R, a proposi¢ao anterior permite obter todos os resultados
apresentados nas trés primeiras sec¢oes de [FT,], repetindo-se praticamente
todos os argumentos 1a expostos. Nés vamos apresentar aqui estes resultados
com algumas provas originais. FEstes novos argumentos sao mais simples
que os de [FT;]. Nos préximos capitulos estenderemos ainda mais estes
resultados.

PROPOSICAO 3.5: Scjam M um D-médulo sobre um anel qualquer
R ¢ L um R-submédulo multiplicativo de M tal que P,(L) C J(R). Entao:

(i) L € uma cintura multiplicativa de M.

(it) Se R\ P.(L) € um sistcma de Ore, entao para todom € M, (mR)S™!
¢ uma cintura de M, onde S = R\ P.(L).

Prova : (i): Consideremos @ € L ey & L. Como M ¢ um D-médulo,
temos (¢l : y) + (ylR : ) = R. Agora, como y € L, temos (zR : y) C

13



P.(L) € J(R), de onde segue que (yR : @) = R, ou s¢ja, € yR. Portanto,
L é uma cintura multiplicativa de M. como queriamos mostrar.

(ii): Suponhamos que S = R\ P,(L) scja um sistema de Ore. Considere-
mos m € M. Assim, (mR)S~" é um ideal a direita de R. Sejam z € (mR)S™!
ey & (mR)S™'. Como M é um D-médulo segue que (2R :y)+(yR:2) = R.
Agora, se existirs € SN(zR : y), entao ys € 2R C (mR)S™!, de onde resulta
que existe t € S com yst € mR. Mas entao y € (mR)S™', pois st € S. Isto
produz uma contradigao.

Conseqiientemente, (zR : y) € P.(L) € J(R). Assim sendo, temos
(yR:2)= R, de onde segue que z € yR. Portanto, (mR)S~' é uma cintura
de M. O

Apresentamos agora um lema técnico, o qual estende [FT;; Prop 2.10].
A prova é andloga, mas a apresentaremos aqui também.

LEMA 3.6: Sejam M wm D-mddulo sobre um anel qualquer R e P um
ideal completamente primo o qual € uma cintura de R. Dado x € M, temos
P.(zP) = P, sempre que 2P # 0.

Prova: Como z ¢ zP segue que P C P.(xFP). Suponhamos entao que
existe « € P.(zP)\ P. Entao, existe y ¢ 2P com ya € zP. Assim, yP =
yaP C xP.

Se y& C xR entao y = ar, para um certo r ¢ P. Dai, yP = arP = a2 P.
Se yR € zR entao zP C yP, por 3.4. Mas entao sempre temos zP = yP.
Logo, ya € zP = yP e entao existe p € P, tal que ya = yp. Desta forma,
y(a — p) = 0. Como a & P segue que P C aRR, ou seja, existe ¢ € P com
p = aq. Segue dai que ya(l —¢q) = 0, isto é, ya = 0. Isto produz uma
contradi¢ao, pois neste caso temos 0 # 2P = yP = yaP = 0. Portanto, um
tal elemento a nao existe e conseqiientemente, P.(zP) = P, como queriamos
mostrar. O

Estamos agora em condigoes de enunciar o principal resultado desta secgao.
Este ¢ uma extensao de [F'Ty; Th. 3.9].

TEOREMA 3.7: Sejam M wm D-mddulo sobre um D-anel R com
(MP) ¢ L um R-submédulo ndio nulo de M. As seguinles condi¢ées sio
equivalentes:
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(i) P.(L) C J(R).

(i1) Ezistem um ideal completamente primo P contido em J(R) e um
conjunto V- C M tais que L =, oy aP.

(iii) Ezistem um ideal complelamente primo P contido em J(R) ¢ um
conjunto V' C M tais que L =, ¢y, (zR)S™', onde S = R\ P.

Nestas condicoes equivalentes, [ € uma cintura de M e os conjuntos
V=M\L eV'=L satisfazem (ii) e (iii), respectivamente.

Prova : (i)= (ii): Suponhamos que P,(L) C J(R). Entao seguec de
3.5(1) que L ¢ uma cintura de M e conseqiientemente, temos L = (o, wP(L),
por 2.5. Basta entao tomar P = P,(L) e V = M \ L, para obtermos (ii).

(i1)= (i): Suponhamos a existéncia de P e V' como no enunciado de (ii).
Seja a € P.(L). Entdo existe y ¢ L tal que ya € L. Desta forma, existe
x €V tal que y € 2P e ya € zP, ou scja, a € P,(zP) = P, por 3.6. Logo,
P.(L) € P C J(R), como queriamos mostrar.

(1)« (iii): Esta equivaléncia foi mostrada no lema 2.6 da sec¢ao anterior.
A prova entao esta completa. =]



CAPITULO II - ANEIS COM COMPARABILIDADE

Neste capitulo pretendemos estender resultados obtidos para ancis dis-
tributivos. Se observarmos os resultados ja obtidos (ver[FTs] e [FFT3)), verifica-
se que estes anéis satisfazem uma propriedade que permite “comparar”™ seus
elementos, e da qual se derivam muitos destes resultados. Usaremos aqui
também uma comparacao.

§1 - PRIMEIROS RESULTADOS

Comegaremos apresentando nossa defini¢ao fundamental.

DEFINICAO 1.1 : Sejam R um anel ¢ P um ideal completamente
primo contido em J(R). Dizemos que R possui a comparabilidade a direita
em relagdo a P, se para todos a,b € R, temos aR C bR ou bR C aR ou
(aR)S™ = (bR)S™, onde §'= R\ P:

Como estamos sempre trabalhando com ideais a direita de R, vamos
escrever simplesmente R possui a comparabilidade, em lugar de R possui a
comparabilidade & direita, por simplicidade de notacao.

O proximo lema e 1.1.1, mostram que (aR)S™! é um ideal & direita.

LEMA 1.2: Scjam R um anel ¢ P um ideal complelamente primo
conlido em J(R). Se R tem a comparabilidade em relagao a P, entio S =
R\ P € um sistema de Ore. Em particular, para todo a € R, (aR)S™" € um
ideal a direita de R.

Prova: Sejam a € R e s € §. Temos que mostrar que existem b € R e
t €5, comat = sb Se aR C sR, entao ¢ = sr, para algum r € K. Basta
entdo tomart =1 e b=r. Se sR C aR. entdo s = ac, algum ¢ € R. Assim,
temos a,¢ € P, pois s € S = R\ P. Logo, tomando-se t = ce b = 1,
obtem-se o resultado desejado. IFinalmente, se (aR)S™! = (sR)S~!, entao
a € (sR)S™! e segue que existe 1 € S ¢ b € R tais que at = sb. O restante
segue agora de [.1.1. 0

Daremos agora algumas condi¢oes equivalentes a comparabilidade.

PROPOSIGCAO 1.3: Sejam R uwm anel, P um ideal completamente
primo contido em J(R) ¢ S = R\ P. As sequintes condigoes sio equivalenies
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para todos a,b € R:
(i) aR C bR ou bR C al? ou (aR)S™" = (bR)S™.
(ii) aR C bR ou (bR)S™' C (aR)S™'.
(iti) aR C bR ou bR C (aR)S™'.
(iv) S = R\ P ¢ um sistema de Orec ¢ aR C bR ou b € (aR)S™!

Prova: (i)=(ii1): Sejam a,b € I tais que eR € bR. Entao devemos ter
bR C al? C (aR)S™" ou b2 C (bR)S™" = (aR)S™'. Ou seja, sempre temos
bR C (aR)S™', o que mostra (iii).

(iii)=(1): Sejam a,b € R tais que aR € bR e bR € aR. Entao, temos
aR C (bR)S™' e bR C (aR)S~'. Assim, dado ¢ € (aR)S™!, segue que existe
s € S com ¢s = ar, para um certor € R. Logo, existet € S com ¢st € bR, ou
seja, (aR)S™' C (bR)S~'. Analogamente se mostra que (bR)S™! C (aR)S™!.
Logo, temos a igualdade desejada.

(i) e (iii)=(iv): E imediato.

(iv)=>(ii): Sejam a,b € R com all Z bR. Entao devemos ter b € (aR)S™".
Sendo assim, existe s € S com bs = aR. Agora, dado x € (bR)S™!, segue
que existe t € Ser € Rcom at = br. Como S é um sistema de Ore, também

existem u € S e ¢ € R com ru = sc. Logo, temos ztu = bru = bsc € aR,
isto é, z € (aR)S™! e conseqiientemente, (bR)S™ C (aR)S™.

(ii)=(i): E imediato. 0
Vejamos agora algumas propriedades destes anéis.

PROPOSICAO 1.4: Sejam R wm anel e P um ideal completamente
primo contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em relagdo a P, entio
P € uma cinlura de R.

Prova: Sejam =z € P e y ¢ P. Suponhamos que y € (zR)S™", onde
S = R\ P. Entao existe s € S tal que ys € 2R C P, um absurdo. Logo.
pela proposi¢ao 1.3(iv), segue que 22 C yR. O resultado agora scgue. a

Observamos agora que se R possui a comparabilidade em relagao a um
ideal completamente primo P contido em J(R), entao segue de 1.2.7 que
xP = P, sempre que » ¢ P. Feilo esta observagao, podemos dar nosso
proximo resultado.



LEMA 1.5: Sejam R um anel € P um ideal completamente primo
contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em rela¢ao a P, entao P =
y P se e somente se (xR)S™" = (yR)S™!, para quaisquer z,y € R\ {0}, onde
S=R\FP

Prova: Suponhamos que (2R)S™! = (yR)S™!. Comoy € (2 R)S™! segue
que existem s € S e r € R com ys = zr. Assiin, temos yP = ysP = arP C
xP. De modo analogo, temos P C yP. Portanto, P =y P.

Sejam agora z,y € R\ {0} tais que zP = yP. Se (zR)S~! = (yR)S™!
entao nao ha o que provar. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
xR C yR. Neste caso, temos (zR)S™" C (yR)S™', como ¢ facil ver. Se
ocorrer (zR)S™' C (yR)S™!, entdo teremos & = yr, para um certo r € P,
pois do contrario, r € S, e teriamos y € (zR)S~'. Mas entao, 2P = yrP C
yP (se yrP = yP entdo yr = 0, o que da = = 0, uma contradi¢ao). Mas
xP C yP produz outra contradi¢ao. Logo, temos (zR)S™! = (yR)S~!. 0O

Observamos que na primeira implicacdo nao necessitamos supor z,y €
R\ {0}.

Chamamos a atencdo para o fato de que se R é um anel para o qual
vale que aR C bR ou bR C alR ou aP = bP, para a,b € R e um ideal
completamente primo P contido em J(R), nao podemos afirmar que R seja
um anel com comparabilidade em relacao a P. De fato, pois poderia ocorrer
(aR:b)=Pe(bR:a)= P, comaR Z bR e bR € aR. Este é o caso, por
exemplo, se tomamos um anel R com dimRpr > 1 contendo elementos a e b
com aRN bR =0, e tais que aP = 0 = bP. Nao sabemos até o momento se
um tal anel existe.

Observamos que em [FT,; Lem. 3.4] é afirmado que a equivaléncia do
Lema 1.5 acima é verdadeira para todos os elementos z,y € R, quando R
¢ um D-anel, mas a prova possui um pequeno erro, e o resultado sé vale
mesmo para elementos nao nulos. Por exemplo, se¢ tomamos R = Z, o anel
dos inteiros, o qual ¢ distributivo, temos J(Z) = 0 o qual é primo. Agora,
dado z € Z \ {0}, temos z(0) = (0) = 0(0), (¢Z)S™'=Z e (0)S™' =0,
onde neste caso, S = Z \ {0}. Iste exemplo é bastante simples, mas mostra
a necessidade de exigirmos que x,y sejam elementos nao nulos de R.

Cabe aqui observar que, embora exista um problema na prova do Lema
3.4 de [IFT3], o contetido do trabalho fica preservado, pois este lema é apenas
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auxiliar e foi utilizado para mostrar que (aR)S™' é uma cintura de R, para
cada @ € R, onde S = R\ P. Isto pode ser mostrado diretamente, como
faremos no préximo resultado o qual da outra caracterizagao desta nova classe
de anéis.

PROPOSICAO 1.6: Sejam R um anel ¢ P um ideal completamente
primo contido em J(R). Entio R possui a comparabilidade em relagao a
P se, e somente se, (aR)S™' ¢é uma cintura de R, para lodo a € R, onde

S=R\P.

Prova: Suponhamos que R possui a comparabilidade em relagao a P.
Queremos mostrar que (aR)S™' ¢ uma cintura de R, para todo a € R.
Sejam entdo a,z,y € R tais que z € (aR)S™ ey & (aR)S™'. Assim, temos
yREZ xR ese(zR)S™! = (yR)S™!, existe s € S tal que ys € aR C (aR)S™!,
de onde vem que existe ¢ € S com yst € aR. Mas entdo y € (aR)S™', o que
da uma contradigao. Logo, R C yR e segue que (aR)S™" é uma cintura de
R.

Reciprocamente, suponhamos que para todo a € R, temos que (aR)S™!
é uma cintura de R, onde S = R\ P. Consideremos z,y € R tais que
tRZyReyR Z zR. Como (xR)S™! e (yR)S™! sao cinturas por hipétese,
podemos, sem perda de generalidade, supor que (zR)S™! C (yR)S™1. Se
ocorrer (zR)S™' C (yR)S™! entdao deveremos ter z,y € (zR)S™' (Se y ¢
(zR)S™!, entdo zR C (zR)S™' C yR, uma contradicao). Agora, se b €
(yR)S~ \ (zR)S™', entao deve existir s € S com bs € yR C (zR)S™!, ou
seja, existe também t € S com bst € xR, de onde segue que b € (zR)S™!,
pois st € S. Logo, tal b ndo pode existir e segue que (zR)S™ = (yR)S™,
como queriamos mostrar. 0

Apresentaremos agora alguns exemplos destes anéis:

EXEMPLO 1.7: Seja R um D-anel a direita com (MP). Entao R é
um anel com comparabilidade em relacao a todo ideal completamente primo
contido no radical de Jacobson. De fato, pois o Lema 3.3 de [FFT;] mostra
que, para todos a,b € R e todo ideal completamente primo P contido em
J(R), temos aR C bRou (bR)S™' C (aR)S™!, onde S = R\ P. A Proposigio
1.3(ii) agora da o resultado desejado. Para ver alguns exemplos, olhar [M],

[FTy] e [I'Ts).
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O seguinte exemplo é inspirado em [FT3; Ex. 4.1].

EXEMPLO 1.8: Sejam A um dominio qualquer tal que J(A) = 0, o
um automorfismo de A e F' o seu “skew” corpo de fragoes. Por simplicidade
de notagao, denotemos também por ¢ a extencio de ¢ : A — A a um
automorfismo de I*. Seja também F[[X;0]] o “skew” anel de séries formais
definido por Xa = o(a)X, para todo a € F'.

Consideremos agora o anel R = A F[[X;0]]X. Em [FT3; Ex. 4.1], se
mostra que todo ideal a direita I de R é da forma [ = [(X™ + F[[X;o]] X"+,
onde n € IN é o grau minimal dos elcmentos de I, Ip ={a € FlaX" € 1} é
um A-submdédulo a direita de /' e que J(R J(A) @ F[[X;e]]X. Embora
em [FT3] os autores trabalham com um D dominio A, estes calculos sao
gerais, isto é, ndo se utiliza nenhuma propriedade especifica de D-anéis.

Em nosso exemplo, entao temos J(R) = F[[X;0]]X e é facil ver que
este ideal é completamente primo de R e que é o tnico tal ideal em J(R).

Chamaremos P = F[[X;0]|X = J(R).

Consideremos agora [ = fo+ > vy fiXt € R\ P,onde fy € A, f; €
F, i > 1. Entdo fo # 0 e conseqlientemente P = F[[X;0]]X C foA +
F[[X;0]]X = [R, pelo dito acima. Segue dai que P é uma cintura de R.
Além disso, dado h € R, digamos h = 3.7 h: X', se hg = 0, entao h € fR
de maneira clara. Se ho # 0 entdao h~' existe em F[[X;0]] e tomando-se
= h~' fa, onde a é o denominador do produto Ay’ fo, entdo s € R\ P e
temos hs = hh™' fa = fa € fR. Logo, h € (fR)S™! e conseqiientemente,
(fR)S™' = R, para todo f ¢ P.

Tomemos agora f € P. Entdo temos f = (352, fiX*)X", com fo # 0.
Se g € (fR)S™, g = X2, g: X", entdo existe s = Y 1oy s:. X' € S tal que
gs € fR. Assim, syg # 0 e devemos ter entdo gop = ... = g,—; = 0, isto é,
g = (52, ¢X) X" € FIIX; o]l X" Logo, (fR)S-' C FI[X; o]l X"

Seja agora h = (D 2, ki \")X‘, com hg # 0 et > n. Vamos denotar por
B =Y 2okiX e f' =32 fiX'. Entao, K’ € F[[X;0]] e, definindo-se
s = o~t(h'~1 f'b), onde b é o denominador do produto hy'fo, temos s € P
e hs = KXo~ (W'~ 'f’b) = KW' X'e™(b) = fX'"" 07! (b) € fR. Logo,
F[[X;o]]X™ C (fR)S™! e portanto temos (fR)S™! = F[[X;0]] X", o qual é

uma cintura de R, como é facil ver.

Entao temos que (fR)S™! é uma cintura de R, para todo f € R. Segue
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entao da Proposigao 1.6 que R é um anel com a comparabilidade em relagao

a P=F[[X;o]]X.

Agora, se comegarmos nosso exemplo com A um dominio nao distributivo,
entao certamente R nao sera distributivo, uma vez que todo ideal a direita
que nao estd contido em P é da forma [ = (I N A) + F[[X;0]]X.

O préximo exemplo generaliza o anterior e estende o exemplo dado em

[FT3; Prop. 4.2].

EXEMPLO 1.9: Sejam A um dominio qualquer, F o seu “skew” corpo
de fragoes. Se Ry = F'@P J(Ry) ¢ um anel de cadeia a direita, entao R =
A J(Ro) é um anel com comparabilidade em relagao a P = J(Ry).

Observamos inicialmente que P = J(Rp) ¢ um ideal completamente primo
de R, pois R/P ~ A, o qual é um dominio. Afirmamos agora que todo
elemento v = 1+ j € R, com j € J(Hy), ¢ inversivel em K. De fato, pois
existe y = f+k € Ry, onde f € Fek € J(Ry), com zy = 1. Mas entao
f=1ey € R Assim, temos J(Ry) C J(R). conseqientemente, P ¢ um
ideal completamente primo contido em J(R).

Consideremos agora um ideal a direita maximal M de R. Se denotamos
por My = M N A, entao nao € dificil de ver que M = My + J(lp), onde My
é um ideal & direita maximal de A. Reciprocamente, se tomamos um ideal a
direita maximal Ny de A, e definimos N = Ny + J( ), temos que NV é um

ideal & direita maximal de R. Assim, J(R) = J(A)+ J(Ro).

Observemos agora que P ¢ uma cintura de R. De fato, dado z € R\ P,
temos J(Ro) C xRy. Assim, dado j € J([y), existe 1o € Ry com 7 = xry. Se
o € Ry \ J(Ro), entdo ro é inversivel em Ry e assim, x = jry' € J(Ry), uma
contradi¢ao. Logo temos ry € R e conseqiientemente P C zR.

Seja z € R\ P. Temos que 2 = « + j,, para certos a € A e 3, € J(Ry),
com a # 0. Assim, dado r € R, digamos 1 = ¢+ j,,onde c € Ac¢ j, € J(Ry),
se c=0,entaor € P C alR. Se ¢ # 0 entdo exister™! € Ry, poisc!' € F e
assim r¢™! =1+ k, onde k € J(Ry), ou seja, r¢”' € U(R). Agora, tomando
z=c Y (1+k)™!, temos x € Ry e claramente rz = 1. Desta forma, definindo
s = r~lad, onde d é o denominador do produto ¢~ 'a, segue que s € S = R\ P
e temos rs = r(r~'ad) = xd € xR, ou seja, sempre temos r € (zR)S™', o
que implica que neste caso temos (zR)S™! = R.
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Pelo feito acima podemos concluir que S = R\ P é um sistema de Ore.
De fato, pois dados r € R e s € S, devemos ter r € (sR)S™1, isto é, existem
1t €S ebe R tais que rl = sb.

Consideremos agora z,y € P. Como Hy ¢ um anel de cadeia a direita,
temos xRy C yRy ou yRy € aRye. Entao podemos supor, sem perda de
generalidade, que existe rg € Rp tal que y = arg. Seja 1o = [ + 7, com
ferlFeje J(R), onde f = ab™?, para certos a,b€ A, b#0. Sea=0
entao rog € J(Ry) € R e segue que yR C xR. Se a # 0, entao tomando
t=rob=(ab'+j)b=a+jbe S= R\ P, temos xt = zrob = yb € yR, ou
seja, = € (yR)S~.

Segue agora da Proposi¢ao 1.3(iv) que R é um anel com comparabilidade
em relacdo a P, como queriamos mostrar.

Se consideramos no inicio, um dominio A nao distributivo, entao nao é
dificil ver que R = A@ J(Ry) também nio é distributivo.

Estudaremos agora mais algumas propriedades destes anéis. Comegaremos
com a seguinte.

PROPOSICAO 1.10: Seja R wm anel com comparabilidade em relagao
a um ideal completamente primo P contido em J(R). Se I € um ideal contido
em P, entio R/I € um anel com comparabilidade em relagio a P/1.

Prova: Seja }:? =R/leP = PlE. E claro que P ¢ um ideal completa-
mente primo de /2 contido em J(R). Agora, dados a,b € R, se aR € bR,
entao aR € bR de onde segue que (bR)S™! C (aR)S~', onde S = R\ P.

Seja # € (bR)S™', onde § = R\ P. Entio existe 5 € S com 5 € bR, de
onde vem que existe a € I com zs+a € bR. Do fato que bR C (aR)S™!,
segue que existe I € S = R\ P com (zs + )t = zst + at € aR. Logo,
75l € alR. onde 5l € S. Portanto, temos (bR2)S™ C (aR)S~. Isto completa
a prova. £l

O proximo resultado mostra que se R tem a comparabilidade em relacao
a um certo ideal completamente primo P contido em J(R), entao R possui
a comparabilidade em relacao a todo ideal completamente primo contido em

P.
PROPOSICAO 1.11: Sejam R um anel e P um ideal completamente
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primo contido em J(R). Entdo, R possui a comparabilidade em relagio a
P se, ¢ somente se, R possui a comparabilidade em relacdo a todo ideal
completamente primo P' C P.

Prova: Dado um ideal completamente primo P’ contido em P, temos que
mostrar que vale a comparabilidade em relagao a P’. Sejam entao z,y € R,
com 2R € yR. Entao temos yR C (zR)S™1, onde S = R\ P. Assim, para
cada r € R, existe s € S com yrs € xR. Mas entdpo s €-S' = R\ P’ e dai
temos yR C (2R)S""'. Segue entio da proposicio 1.3(iii) que R possui a

‘comparabilidade em relagao a P’. A reciproca é evidente. a

Como consequéncia das proposicoes 1.4, 1.11 anteriores e de 1.2.7, temos
os seguintes corolarios evidentes.

COROLARIO 1.12: Sejam R um anel ¢ P um ideal completamente
primo contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em relagio a P, entdo
zP' = P, para todo ideal P' completamente primo contido em P ¢ x & P’.

COROLARIO 1.13: Sejam R um anel ¢ P um ideal completamente
primo contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em relagdo a P, entdo
Ng(R) ¢ um ideal completamente primo de R. Iim particular, Ny(R) € uma
cintura de R.

Os resultados apresentados até agora sugerem uma nova defini¢ao.

DEFINICAO 1.14: Seja R um anel com (MP). Dizemos que R ¢ um
anel com comparabilidade (a direita) se, para lodo ideal completamente primo
P C J(R), R tem a comparabilidade (a direilta) em relagdo a P.

Pelo que foi discutido anteriormente, fica claro que todo anel com compa-
rabilidade possui um ideal completamente primo @) contido em J(R), o qual é
o maior tal ideal. Podemos entao caracterizar os anéis com comparabilidade
da seguinte maneira:

PROPOSICAO 1.15: Seja R um anel com (MP). Entido, R € um anel
com comparabilidade se, e somente se, R possui um unico ideal completa-
mente primo () mdzimo na familia

{P C J(R): P ¢ um ideal completamente primo de R}

e vale a comparabilidade em relacio a Q.
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Prova: Se R é um anel com comparabilidade, entao todos os ideais
completamente primos contidos em J(R) sao cinturas de R. Entao basta
tomar () como sendo a unio de todos estes ideais. E claro que assim, ) sera
também completamente primo. A reciproca segue diretamente da proposicao
| iy O

§2 - IDEAIS PRIMOS E CINTURAS EM ANEIS COM COM-
PARABILIDADE '

Durante toda esta secgao vamos considerar um anel com comparabilidade
R. Vimos na secgao anterior que neste caso existe um tuinico maior ideal com-
pletamente primo contido em J(R). Denotaremos este ideal por (). Nosso
objetivo é estudar os ideais primos e semiprimos contidos em . Como con-
sequiéncia disso, caracterizamos as cinturas contendo rad(R) em um tal anel.
Comecaremos apresentando a seguinte:

PROPOSICAO 2.1: Seja R wm anel com comparabilidade. Secja L um
tdeal multiplicativo a direita semiprimo de R, tal que L C Q. I'nlao L € um
ideal a direita de R o qual € uma cintura.

Prova: Inicialmente vamos mostrar que L ¢ um ideal a direita. Para tal,
consideremos a,b € L. Se aRR C bR ¢é facil ver que a + b € L. Suponhamos
entio que b € (aR)S™', onde S = R\ Q. Assim, existem s € Qer € R
com bs = ar. Desta forma temos (a 4+ 0)Q = (a + b)sQ = a(s+7)Q C L
e consequentemente, (a + b)R(a 4+ b) C (a + b)Q C L, de onde segue que
a+ b€ L, pois L é semiprimo. Portanto, L é um ideal a direita de R.

Consideremos agora z € Ley & L. Se y € (zR)S™', onde S = R\ Q,
entao existem s ¢ Q e r € R com ys = ar € . pois x € . C ). Mas entao
¥y € Q,jaquesd Q. Logo, yRy C y@) = ysQ) = zr() C L e portanto temos
y € L, o que produz uma contradi¢ao. Entao sé podemos ter 2R C yR.
Como z € L foi tomado arbitrario, segue que L é uma cintura de R. o

Esta proposi¢ao tem a seguinte conseqiiéncia interessante:

COROLARIO 2.2: Scja R um anel com comparabilidade. Entdo:

(i) Se L C Q ¢ um ideal multiplicativo a direita primo de R, entdo L €
uma cintura de K;

(i1) rad(R) € wm ideal primo. Em particular, rad(R) € uma cintura de
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R.

Prova: (1): Segue do fato que todo primo é semiprimo e da proposicao
anterior.

(i1): Basta observar que rad(R) = ({P : P é ideal primo de R}. Como
os ideais primos contidos em () estao linearmente ordenados por inclusao, o
resultado segue. ‘ (m)

Observamos agora que se f? ¢ um anel com comparabilidade em relagao
a um certo ideal completamente primo P contido em J(R), entdo ¢é claro
que os resultados acima permanecem validos para um ideal multiplicativo a
direita L de R, com L C P. Assim, neste caso também temos que rad(R) é
um ideal primo e uma cintura.

Vamos provar agora que ) é a maior cintura de R. O resultado é con-
sequeéncia do seguinte:

LEMA 2.3: Sejam R wm anel com comparabilidade ¢ I uma cintura de
R com rad(R) C I. Entdao P,(I) C J(R).

Prova: Suponhamos por absurdo que P.(I) € J(R). Entio existem a €
P(I)\J(R)eb¢ I com ba € I. Assim, (I :b) Z J(R) e conseqiientemente
existe um 1deal maximal & direita M de R com (I : b) € M. Como I é
cintura de R, devemos ter I C bM, pois do contrario teremos M C (I : b),
de onde vem que (/ : b) = R, ou seja, b € I. Logo, (1 : b) = I C bM,
de onde segue que para todo a € (I : b), existe ¢, € M com ba = be,,
ou ainda, b(a — ¢,) = 0. Assim, sc 2 é um dominio, segue que a = ¢, e
consequentemente, (I : ) € M, o que da uma contradi¢dao. Logo, R nao
pode ser um dominio neste caso.

Observamos agora que deve existir @ € (/ : b) para o qual @ — ¢, € @,
pois do contrario teremos (I : ) C () + M = M. Para um tal elemento a,
temos @) C (a — ¢, )12, de modo que bQ = 0 C rad(R). Agora, como rad(R)
¢ primo, segue que b € rad(R) ou @ = rad(R). Mas b ¢ I D rad(R) e
se = rad(R) entdao @ = bQ = 0, ou seja, R é um dominio. Estas duas
contradi¢oes mostram que P (1) C J(R). O

COROLARIO 2.4: Seja R um anel com comparabilidade. Entio Q ¢
a maior cintura de R.



Prova: Seja I uma cintura de R. Se I C rad(R) entao é claro que I C Q).
Se rad(R) C I entao temos, pelo lema acima, que I C P,(I) C (), uma vez
que () é o maior ideal completamente primo contido em J(R). O

Daremos agora um lema técnico:

LEMA 2.5: Sejam R um anel com comparabilidade ¢ L C QQ um ideal
a direita semiprimo de R. Entdo P.(L) C Q.

Prova: Suponhamos por absurdo que P.(L) € Q. Entao existe a €
Pr(L)\ Q. Assim, existe b ¢ L com ba € L C ). Mas entdo b € ) e assim,
bRb C b(Q) = ba@) C L, de onde segue que b € L, o que da uma contradigao.
Isto finaliza a prova do lema. O

Este lema tem a seguinte conseqiiéncia importante:

COROLARIO 2.6: Sejam R uwm anel com comparabilidade ¢ L um
ideal a direita semiprimo de R com L C Q. Entdo L ¢ primo.

Prova: Sejam a,b € R tais que aRb C L. Suponhamos que a € L e
vamos mostrar que b € L. De fato, pois se a € (bR)S™', onde S = R\ Q,
existe s € S e r € R tais que as = br. Assim, temos asib C aRb C L,
de onde segue que asRas = asRbr C L e conseqiientemente, as € L. Logo,
temos que s € P.(L)\ @, o que contraria o lema anterior. Portanto, sé
podemos ter b € aR e, neste caso, existe t € R com b = at. Assim, temos
atRat = atRb C aRb C L, ou seja, b = at € L. Isto finaliza a prova. O

Iiste corolario e a Proposicao 2.1 dao uma extensao do Teorema 2.1 de
[['T5] ao nosso contexto, sendo que as provas aqui sao mais simples. Assim,
temos o seguinte:

TEOREMA 2.7: Sejam R um anel com comparabilidade ¢ L um ideal
multiplicativo a direila semiprimo de R, contido em (). Entao L € um ideal
a direita de R o qual € primo ¢ uma cintura de R.

Estenderemos agora a Proposicao 3.5(i) dada no capitulo anterior, com
uma prova mais simples.

PROPOSICAO 2.8: Sejam R uma anel com comparabilidade e I um
ideal a diveita de R tal que P.(I) C J(R). Entdo I ¢ wma cintura de R.
Neste caso, I =(,qpalr (1) = [, aJ(R).
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Prova: Sejaz € I ey ¢ 1. Se ocorrer y € (zR)S™', onde S = R\ P.(I),
entao existem s € S er € R com ys = zr € I. Segue dai que s € P,(I), o
que da um absurdo. Logo, s6 podemos ter xR C y R e conseqiientemente, [
¢ uma cintura de R. O restante segue de 1.2.5. O

Como em todo anel com comparabilidade temos que aR C bR ou bP C aP
(pelo Lema 1.5), podemos estender para este contexto a Proposi¢ao 3.6 do
capitulo anterior, exatamente com a mesma prova. Qu seja, temos:

PROPOSICAO 2.9: Scjam R um anel com comparabilidade ¢ P um
ideal completamente primo contido em J(R). Entao, para todo x € R tal que
zP #£0, temos P.(zP) = P.

Com este resultado, podemos apresentar a versao de 1.3.7 para anéis com
comparabilidade. Daremos apenas um esbogo da prova, pois esta ¢ analoga
a prova do teorema 3.7 do capitulo anterior.

TEOREMA 2.10: Sejam R um anel com comparabilidade ¢ I um ideal
a direita nao nulo de R. As sequintes condi¢oes sao equivalintes:

(i) P.(I) € J(R).

(i1) Erxistem um ideal completamente primo P contido em J(R) € um
conjunto V C R tais que I = (), zP.

(iii) Ezistem um ideal completamente primo P contido em J(R) e um
conjunto V' tais que I = J,cy.(2R)S™!, onde S = R\ P.

Sob estas condigoes equivalentes, I € uma cintura de R e os conjuntos
V =R\ 1 eV'=1 satisfazem as condigoes (ii) ¢ (iii), respectivamente.

Prova: A equivaléncia (i)4>(iii) segue diretamente de 1.2.6. A implicacao
(i)=-(ii), segue do fato que I é cintura e, neste caso, (ii) se verifica com
P = P,(I)eV = R\ I, pela Proposicao 2.8. A implicagao (ii)=>(i) é provada
com o mesmo argumento usado na prova de 1.3.7. a

Considerando agora um ideal a direita I de R tal que rad(R) C I,
entao as condigoes equivalentes do teorema acima sao também equivalentes
as seguintes condigoes:

TEOREMA 2.11: Sejam R um anel com comparabilidade ¢ I um ideal
@ direita de R tal que rad(R) C I. As condigoes equivalentes do teorema
2.10 sao também equivalentes as sequintes:
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(iv) 1 € cintura de R.

(v) I =,q 2 (R).

Prova: O lema 2.3 ¢ a proposi¢ao 2.8 ddo a equivaléncia (1)&(iv). A
implica¢do (i)=(v) segue também de 2.8. Supondo (v), temos que dado
bg 1,1 CbJ(R)C bR. Isto mostra que (v)=-(iv) e finaliza nossa prova. O

istes dois ultimos teoremas estendem os teoremas 3.9 e 3.11, respectiva-
mente, de [FT,] para o contexto dos anéis com comparabilidade. As provas
aqui apresentadas foram inspiradas em [FT,], porém foram bastante simpli-
ficadas utilizando-se novos argumentos.

§3 - ANEIS PRIMOS COM COMPARABILIDADE

Nesta seccao estaremos sempre considerando um anel primo com compa-
rabilidade R, e continuaremos notando por ) seu maior ideal completamente
primo contido em J(R). Vamos apresentar aqui algumas extensoes de resul-
tados obtidos por Mazurek em [M], para nosso contexto.

Comecaremos dando a versao do Teorema 3.2 de [M], o qual se prova aqui
com o mesmo argumento. Vamos apresentar a prova para que nosso trabalho
fique mais completo:

TEOREMA 3.1: Sejam R um anel que possut a comparabilidade em
relacdo a um ideal completamente primo P contido em J(R). Se I ¢ um
ideal ndo nilpotente contido em P, entdo a intersecgdo (), cpy 1™ € um ideal
completamente primo de R.

Prova: Suponhamos por absurdo que existam a,b & (), I" tais que
ab € MN,en 1™ Entao existe n € IN com a,b ¢ I". Tomando-se agora
um elemento = € I™. a comparabilidade e a Proposicdo 1.3 nos dido que
2I® C aPNbP. Assim, I*® C aPNbP e entao I'" = I*"[?" C aPI?" C abP.
Agora, como ab € I'™, segue que existe p € P com ab = abp, ou seja,
ab(l1 —p) = 0, ou ainda, ab = 0. Logo, I"" = 0 e I é nilpotente. Esta
contradicao da o resultado desejado. a

O teorema acima mostra como produzir ideais completamente primos
contidos em J(R).

Ja vimos que N,(R) = P,(0), de onde segue que N.(R) é um ideal mul-
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tiplicativo a direita o qual é quase completamente primo. Vamos ver agora
que no caso de /2 ser um anel primo com comparabilidade, entao N,.(R) é
um ideal a direita de R, logo completamente primo.

PROPOSIGAO 3.2: Seja R um anel primo com comparabilidade.
Fntéao:

(i) r(x) € cintura de R, para todo x € R.

(ii) N.(R) € um ideal a direita de R.

(iii) R possui dimensio de Goldie 1, como R-mddulo a direita.

Prova: (i) Se R é um dominio, nao ha o que provar. Suponhamos entao
que R é um anel primo, mas nao um dominio. Seja 0 # = € R e consideremos
a€r(z)ebdbdgr(z). Sebée (aR)S™!, entdo existe s € @ com bs = ar, para
um certo r € R. Assim, temos zbQ) = 2bs@) = zar) = 0, de onde segue que
xb=0ou = 0. Mas ambas as conclusdes dao um absurdo. Logo, por 1.3,
s6 podemos ter aR C bR e segue que r(z) C bR, de onde se conclui que r(z)
é uma cintura de R, como queriamos mostrar.

(ii) Temos N, (R) = J{r(z) : z € R\ {0}}. Agora, segue de (i) que esta
familia de ideais a direita é linearmente ordenada por inclusao, de onde vem
que N.(I?) é um ideal a direita de R.

(iii) Sejam z,y € R\ {0}. Se 2R C yR ou yR C xR, entio claramente
temos * NyR # 0. Suponhamos entdo que nenhuma destas condigoes
ocorram. Assim, temos (z/2)S™" = (yR)S™', onde S = R\ ). Mas entao
existe s € () com zs € yR. Se aRNyR = 0 entdo xs = 0 e R ndo é
um dominio, de onde resulta que () # 0. Além disso, temos zQ) = zsQ) =
0, ou seja, @ = 0 ou @ = 0, pois R é primo. Logo, qualquer das duas
conclusoes produz um absurdo. Portanto, R possui dimensao de Goldie 1,
COmo queriamos mostrar. O

E conveniente observar que Mazurek obteve, para D-anéis, resultados
semelhantes a estes dados acima, mas suas provas dependem fortemente de
resultados especificos para D-anéis, (ver [M]). Nossas provas além de serem
mais gerais, sio bem mais simples que as apresentadas em [M].

Nosso proximo resultado mostra que [M; Th. 3.4] também pode ser es-
tendido ao nosso contexto. Além disso, a prova dada aqui é também mais
simples que a de [M].
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TEOREMA 3.3: Seja R um anel primo com comparabilidade. Entdo
N.(R) = N,(R). Além disso, temos Ny(R) =0 e R é wm dominio, ou N,(R)

¢ o untco ideal ndo nulo minimal de R.

Prova: Como N,(R) é um ideal completamente primo de R, segue que se
N,(R) =0, entdo R é um dominio e nao ha nada para provar. Suponhamos
entao que N,(R) # 0. Como R é primo, segue de 3.2(ii) que N.(R) é um ideal
A direita de R. Se Q C N,(R), entao claramente temos Ny(-R) C N,(R). Por
outro lado, se N,.(R) C @, entao N,.(R) é um ideal bildtero completamente
primo, por [FT 2, prop 2.5]. Segue que N, ,(R) € N,(R). Portanto, em
qualquer situagao temos N,(R) C N,.(R).

Seja agora a € N.(R). Entdo existe z € R\ {0} com za = 0. Assim,
x € Ny(R) oua € Ny(R). Se a € Ny(R) entao 0 = zalNy(R) = 2N, (R), de
onde segue que z = 0 ou N,(R) = 0. Qualquer das duas conclusées leva a
um absurdo, mostrando que devemos ter também N, (R) C N,(R). Portanto,
Ny(R) = N,;(R), como querfamos mostrar.

Vejamos agora que N,(R) ¢ minimal. Suponhamos que exista algum ideal
Ide Rcom0# I C N,(R). Entao segue de 3.1 que I é nilpotente, o que da
um absurdo, pois R é primo. Isto finaliza a prova. m

De acordo com a Proposicao 1.10, considerando-se o anel quociente i =
R/rad(R), segue imediatamente do teorema acima o préximo resultado.

COROLARIO 3.4: Seja R um anel com comparabilidade. FEntdo
N,(R) = rad(R) ou ndo existe um ideal I de R tal que rad(R) C I C Ny(R).

Finalizaremos esta sec¢do apresentando uma generalizagao da Proposigao
2.7 de [M]. Antes porém, lembremos que um anel f2 ¢ dito fortemente primo
(a direita), se todo ideal nao nulo I/ de £ contém um subconjunto finito /),
tal que r(F') = 0. Um tal subconjunto F' é chamado um isolador. Dizemos
também que um ideal P de R é fortemente primo se o anel R/ P é fortemente
primo. E facil ver que todo ideal fortemente primo é primo (ver [F]). Podemos
agora enunciar nosso resultado.

PROPOSICAO 3.5: Seja R um anel com comparabilidade. Se R ¢

fortemente primo entao R € um dominio.

Prova: Observemos inicialmente que se R é primo, entao temos Z.(R) =
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Ni(R). De fato, se a € Z.(R), temos 7(a) essencial em R, ou seja, a € Ni(R).
Reciprocamente, dado a € Ny(R), temos r(a) # 0, e como R é primo, segue
de 3.2(i), que r(a) ¢ cintura de R, de onde vem que r(a) ¢ essencial em R,
ou scja, a € Z,(R). Portanto, temos Z,(R) = Ni(R).

Suponhamos agora que R scja fortemente primo. Entao Z.(R) = 0. De
fato, pois do contrario, existiria um subconjunto finito /' de Z.(R) tal que

r(I') = 0, o que produz um absurdo, pois r(F) = (),cp7(a) é um ideal
essencial. Logo, temos N;(R) = Z,(R) =0 e R é um dominio. o

84 - SOBRE A NOETHERIANIDADE DE UM ANEL COM
COMPARABILIDADE

Dado um anel A, lembramos que ele é noetheriano a direita, se todos os
seus ideais a direita sao finitamente gerados, ou equivalentemente, se toda
cadeia ascendente de ideais a direita é estacionaria. Vamos apresentar aqui
uma caracterizagao dos anéis com comparabilidade noetherianos a direita.
Salientamos que este resultado nao era conhecido nem mesmo para D-anéis.
Antes porém, daremos dois lemas prévios:

LEMA 4.1: Seja A um anel qualqguer. Se toda cintura de A € finita-

mente gerada, enlao A satisfaz a condi¢ao ascendente de cadeia para cinturas.

Prova: Sejam I, C I, € ... C I, € ... uma seqiiéncia de cinturas de A
el = U!-GN I;. Entao I ¢ também uma cintura de A e, conseqlientemente,
existem ay,...,a; € A, com I = a4A + ... + a;A. Para cada 1 existe [, tal
que a; € I,;. Logo, existe k € IN tal que ay,...,a; € I. Portanto, I = Ij e
a seqliéncia se estaciona, como queriamos mostrar. O

LEMA 4.2: Seja R um anel com comparabilidade em relagao a um ideal
completamente primo P contido em J(R). Se I é uma cintura de R contida
em P ex € R, entao =1 € também uma cintura de R.

Prova: Se y € zl e y € xR, entao temos y = ar, algum r € R\ I,
de onde vem que I C rR. Entao zl C a2rR = yR. Por outro lado, se
z € (yR)S™', onde S = R\ P, entio existe s € S tal que s € yR. Assim,
temos f C P = asP C yR. Portanto, sempre temos af C y R, isto é, x] é
uma cintura de R. O
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Gostariamos de observar neste momento que o lema acima estende par-
cialmente o teorema 2.3 de [FT3). Além disso, em [FTj|, este fato foi
mostrado somente para cinturas [ de R que contém rad(R).

TEOREMA 4.3: Sejam R um anel e P um ideal completamente primo
contido em J(R). Se R tem a comparabilidade em relagio a P, entdao as
sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) R € noetheriano a direita.

(ii) R/ P ¢ noetheriano a direila e toda cinlura de R, a qual estd contida
em P, € finilamente gerada a direita.

Prova: (i)=(ii): Esta implicacao é evidente.

(i1)=>(i): Suponhamos (ii) verdadeira. Vamos mostrar que toda seqiiéncia
crescente de ideais a direita é estaciondria. Seja entao a sequéncia .J; C
Jy € ... C Jn C ... de ideais a direita de R. Se existir j € IV tal que
P C J;, entao esta seqiiéncia estaciona, pois K/ P é noetheriano & direita.
Suponhamos entdo que esta seqiiéncia esteja inteiramente contida em P.

Consideremos agora a familia {L;};cwv, onde L; é a menor cintura de R
que contém J;, para cada i € IN. Assim, temos uma seqiéncia L; C L, C
...C L, €..., de cinturas de R contida em P. Como R satisfaz a condicao
ascendente de cadeia para cinturas contidas em P, segue que esta seqiiéncia
¢é estacionaria. Logo, existe um nimero finito de membros nesta seqiiéncia.

Assim, dado uma seqiéncia crescente de ideais a direita de R, é suficiente
mostrarmos que toda subsequencia “abaixo” de uma certa cintura contida em
P ¢é estacionaria. Logo, podemos supor que todos os membros da seqliéncia
(Ji)ienw possuem a mesma menor cintura que os contém. Seja I = a; R +
<+ 4+ a, R tal cintura.

Como R é um anel com comparabilidade, segue do lema 4.2 que ;P ¢
cintura de R, para todo1 =1,...,n. Comoa; € l ea; € a;P,i = 1,...,n,
segue que a; P C J; C I, paratodosz € {1,...,n}ej€ IN.

Consideremos agora a familia de ideais a direita definida por:
Hy={r€ R:3ry,...,r-1 € Rcom ayry + ...+ ai-171-1 + air € J;}
para l <[ <nez € V.

Tomando-se, para cada 1 < [ €< n, rp = ... =r., =0er € P,
segue do argumento acima que todos os H;; contém P. Logo, cada uma das

32



seqiéncias {H};}ien, 1 £ 1 < n, é estaciondria, pois B/P é noetheriano a
direita. Digamos que elas se estacionem em Hjy,.

Mostraremos que a seqiéncia {J;}icn se estaciona em t = mazx{k :
I <1 < n}. Para tal, vamos mostrar que J; = J;, para todo k£ > t.
Faremos isto argumentando por indu¢ao no nimero de coordenadas dos el-
cmentos de Ji. Se x = ayry € Ji, entao vy € Hyy = Hyp, e dai 2 =
ayry € Ji, € Ji.o Seja s € {1,...,n — 1} e suponhamos por inducio que
sempre que & = a7y + ... + a,r; € Ji entao z € J;. Agora, se tomamos
= a1 + ... + ars + asp1Ts41 € Ji, temos vy € Hypyp = Hypap,y, ©
conseqiientemente, existem r{,..., 7, € R tais que

1 4 !
= a1y s SRR agr, 4 As41Ts41 € J,l;5+1 g Jt

Assim, z = a(ry — ry) + ... 4+ ay(rs — 7%) € Ji, ¢ pela hipdtese de indugao
temos z € J;. Mas entao x = y + z € J;. Isto finaliza o processo de inducgao
e completa a prova do teorema. a

Temos agora o seguinte corolario imediato.

COROLARIO 4.4: Scjam R wm anel com comparabilidade ¢ Q o
maior ideal complelamente primo contido em J(R). Entdo R ¢ noctheriano
a direita, se e somente se, R/Q) ¢ noetheriano a direita e toda cintura de R
€ finitamente gerada a direita.

Queremos agora dar um exemplo mostrando a necessidade de exigirmos
que todas as cinturas contidas em P sejam finitamente geradas, no teo-
rema acima. Tal exemplo segue como uma conseqiiéncia da nossa préxima
proposicao.

PROPOSICAO 4.5: Scja R = A F[[X;0]|X como construido no
cremplo 1.8 anterior. Entao R ¢ um anel noctheriano a direita se, ¢ somente
se, I' € um A-modulo noetheriano a direita.

Prova: Suponhamos que [ é noetheriano a direita. Como F[[X;o]]X é
um ideal bilatero, podemos considerar o anel quociente RB/(F[[X;0]]X) ~ A,
o qual também é noetheriano a direita, por ser um quociente de R. Para
mostrar entao que I é um A-moédulo noetheriano a direita, basta mostrar
que I é finitamente gerado como A-médulo a direita. Para tal, consideremos

33



o ideal P = I'[[X;0]]X de R. Entao existem py,...,p, € P tais que P =

R+ ...+ p.R. Notaremos cada pi por pr = (D iog @i X)X, k= 1,...,n.
Observemos agora que dado b € I, podemos considerar bX € P, de onde

segue que existem elementos r; = ro; + > 1o, ;X' € R, j = 1,...,n, tais que

bX = (X aaXt)(ror 4 Y raX) # oo 4+ (Y ainX ) (ron + Y rinX)
=0 21— | =0 =1

Entdo b = 377, agjro;, e como b foi tomado arbitririo, segue que I =
apg A+ ...+ ap, A, ou seja, I é finitamente gerado a direita, como queriamos
mostrar.

Reciprocamente, suponhamos agora F' um A-médulo noetheriano a di-
reita. Entao todo A-submédulo a direita de F' é finitamente gerado. Con-
sideremos um ideal a direita I de R. Entao segue do Exemplo 1.8 que
H = Ho X™ + F[[X; 0]]X™*!, onde n é o grau minimal dos clementos de H e
Hy={a € F:aX" € H} é um A-submédulo a direita de F'. Para mostrar
que H é também finitamente gerado, precisamos analisar dois casos, a saber,

.HUZUGHQ%U.

Caso 1: Suponhamos que Hy = 0. Entao H = F[[X;0]]X", algum
t € IN. Vamos mostrar que H = fiX'R+ -+ [mX'R, onde F = fiA +
oo+ fmA. De fato, dado h = (3 0, b:X")X' € H, temos h = byX' +
(ZZG lr‘e'-+—1}(£))(t—!—1 = (flat ia s +fmf-"m)Xt * (E:ﬂ biHXi))(!H € iX'R+
st [ X' BRAXYM R = AIX'RY- -+ [ X' R, pois X' = fi XY (o7 ( 1)) X,
onde ay,...,a, € A sao tais que by = fra; + -++ + fna,. Reciprocamente,
temos:

HAX'R4+--- 4+ fuX'R C [HAX '+ -+ [ AX' + F[[X; o]] X!
= (iA+ -+ fmA)Xt + F[[X; o)) Xt
FX' + F[[X;o]]X**!
F[[X;a]] X!
= H
Caso 2: Suponhamos agora Iy # 0. Assim, H = HyX"+ F[[X; ]| X",
onde n é o grau minimal dos elementos de H. Neste caso, temos Hy =

hiA+ -+ hyA. Procedendo entao de forma andloga ao caso anterior, se
mostra que H = hhy X"R + --- 4 h, X" R. Isto finaliza a prova. ]

Da proposicao acima podemos obter um exemplo de um anel R com

34



comparabilidade em relagao a um ideal completamente primo P contido em
J(R), tal que R nao é noetheriano a direita, mesmo que R/ P o seja, e tal que
o reticulado de cinturas de R contidas em P satisfaca a condi¢ao ascendente
de cadeia.

EXEMPLO 4.6: Consideremos um dominio A tal que seu corpo de
fragoes nao seja finitamente gerado a direita como A-mddulo. Entao segue
da proposi¢ao acima que o ancl R = A@ F[[X;0]]X, construido como no
exemplo 1.8, nao é noetheriano a direita, mesmo que A o seja. Além disso,
se o reticulado de A-submddulos de F' nao possui cinturas nao triviais, entao
R é um anel com comparabilidade em relacao a P = F[[X; ]| X, tal que R
possui a condi¢ao ascendente de cadeia para cinturas contidas em P, pois de

acordo com 1.8, neste caso as tinicas cinturas de R serao os ideais da forma
H = [[X;0]]X™, para n € IN.

De fato, a tinica condi¢ao do teorema 4.3 que falha é o fato de as cin-
turas de R nao serem finitamente geradas, pois em caso contrario, teriamos
P = F[[X;0]]X finitamente gerado, ou seja, existiriam hy,..., h, € P tais
que P = E;';l hjR. Agora, um célculo semelhante ao feito na prova da
proposi¢ao anterior mostra que se este for o caso, I = 7" ag; A, onde
hy =00 e X )X pais § = Lyt

Uma situagao concreta do exemplo costruido acima, é quando tomamos
A=2ZeF = Q. Entao R = Z Q[[X]]X nado é noetheriano & direita, 12
satisfaz a condi¢ao ascendente de cadeia para cinturas e R/ P ~ Z é noethe-
riano, onde P = Q[[X]]X. Este exemplo também mostra que a reciproca do
lema 4.1 néo vale,
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CAPITULO III - MODULOS COM COMPARABILIDADE

Neste capitulo trataremos de estender os resultados obtidos no capitulo
anterior, para o contexto de mddulos. Muitos dos resultados apresentados
aqui tem sua prova analoga a correspondente feita anteriormente. Em alguns
casos omitiremos estas provas.

§1 - A COMPARABILIDADE PARA MODULOS

Para facilitar nossa escrita, faremos uma definicao:

DEFINICAO 1.1: Sejam R um anel com (MP) e P um ideal comple-
tamente primo contido em J(R). Dizemos que P € um ideal admissivel se
S =R\ P for um sistema de Ore.

Pelo que ja vimos antes, segue que se R ¢ um anel com comparabilidade
em relacao a P, entio P ¢ um ideal admissivel. Também sabemos que se P
é um ideal admissivel, entao (mR)S~! é um R-submédulo de M, para todo
m € M. Com estas notagoes. temos a seguinte:

DEFINICAO 1.2: Sejam R e P como acima. Dado um R-médulo
a direita M, dizemos que M € um R-mdédulo com comparabilidade (a dire-
ita) em relagdo a P se, para todos v,y € M, vale uma das trés condig¢oes

sequinles: TR CyR ouyR C xR ou (zR)S™' = (yR)S™', onde S = R\ P.

A comparabilidade para médulos também admite outras formas equiva-
lentes, como no caso de anéis. O préximo resultado estende I1.1.3.

PROPOSICAO 1.3: Seja M um R-médulo com comparabilidade em
relacdo a um ideal admissivel P. As sequintes condigdes sdo equivalentes:

(i) tR C yR ou yR C xR ou (zR)S™' = (yR)S™*.

(it) R C yR ou (yR)S™' C (zR)S™.

(iit) tR CyR ou yR C (¢ R)S™.

(iv)JtR CyR ouy € (zR)S™.

Prova: (i)=(iv): Observemos inicialmente que se yf2 C xR, entao ¢
claro que (yR)S™' C (xR)S™!. Assim, se 2R € yR, segue que (yR)S™ C
(zR)S™!, por (i).

(iv)=(iii): E imediato, pois estamos supondo que S = R\ P é um sistema
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de Ore e assim, (¢ R)S™! é um R-submédulo de M.

(iii)=(ii): Sejam z,y € M com zR € yR. Entdo, sc z € M é tal que
existe s € S com zs € y R, segue que zs € (xR)S™". Logo existe t € S com
zst € xR, ou seja, z € (zR)S™", pois st € S.

(ii)=>(i): E imediato. a

Também podemos caracterizar um f-modulo com comparabilidade, com
uma propriedade ja vista para anéis em II.1.6. Isto é o que afirma o nosso
proximo resultado. Para prova-lo, basta repetir o argumento feito em I1.1.6.

PROPOSIGAO 1.4: Sejam R um anel e P um ideal admussivel de R.
Entao M € um R-modulo com comparabilidade em relagao a P, se ¢ somente
se, (mR)S™" € uma cintura de M, para todo m € M.

Vamos agora dar uma extensao de I1.4.2 para nosso contexto. A prova é
exatamente a mesma, por isso vamos omiti-la.

PROPOSICAO 1.5: Seja M um R-modulo com comparabilidade em
relacdo a wm ideal admissivel P de R. Se I ¢ uma cintura de R contida em
P, entao &l € uma cintura de M, para todo x € M.

Esta proposi¢ao tem as seguinies consequéncias importantes:

COROLARIO 1.6: Sejam M, R e P como no enunciado da proposi¢io
anterior. Se I € uma cintura de R contida em P, entdo lodo elemento y €
MI € da formay = ma, onde me M ea € I.

Prova: Sejay € MI. Entao y é¢ uma soma finita do tipo y = Z§:I
comm; E Mea; € I,1=1,...,t. Como cada m;[/ é uma cintura de M, existe
J € {1,...,1} para o qual temos m;/ C m;l, i =1,....,1. Assim, m;a; = m;a’
ey = mj(ay + -+ +a}), onde @’ € I, i = 1,...,1. Logo, y = ma para
m=m;eMea=Y,  d€l. m)

mia;.

COROLARIO 1.7: Sejam M, R ¢ P como antes. Se M € finitamente
gerado a direita sobre R ¢ [ C P ¢ uma cinlura de R, entdio MI = x1, para
um certo x € M. Em particular, MI é uma cintura de M.

T

Prova: Suponhamos M = " a;R. Como cada ;I ¢ cintura de M,
podemos supor z;/ C z,/, i = 1,...,n. Logo, temos MI = Y "  z;RI =

i=1 "t
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Yo xil =z 1. O restante segue dirctamente da proposi¢ao anterior. O

=1
COROLARIO 1.8: Seja M um R-mddulo com comparabilidade em

relagio a um ideal admissivel P. Se I € uma cintura de R contida em P,
entao M1 ¢ uma cintura de M.

Prova: Basta observar que, a partir de 1.6 acima, podemos escrever
M1 =J,cpxl. Como cada zl é uma cintura de M, o resultado segue. 0O

Os proximos resultados a serem apresentados necessitam da hipétese adi-
cional de que P seja também uma cintura de R. Para que nossas hipoteses
nao paregam artificiais, vamos supor que R é um anel com comparabilidade,
até o final desta secgao. Neste caso, sabemos que existe um maior ideal com-
pletamente primo contido em J(R). Vamos denota-lo por Q. O préximo
resultado da uma generalizagao de I1.1.11, e pode ser provado com o mesmo
argumento feito 4.

PROPOSICAO 1.9: Seja M um R-médulo a direita, onde R ¢ um
anel com comparabilidade. FEntio M possui a comparabilidade em relagao
a () se e somente se M possui a comparabilidade em relagio a todo ideal
completamente primo P contido em Q.

Podemos agora dar a seguinte definicao:

DEFINICAO 1.10: Seja R um anel com comparabilidade(a direita).
Dizemos que um R-médulo a direita M € um R-modulo com comparabilidade
(a direita), se M tem a comparabilidade (a direita) em rela¢ao a todo ideal
completamente primo de R, contido em J(R).

§2 - CINTURAS EM MODULOS COM COMPARABILIDADE

Pretendemos nesta sec¢ao estender os resultados de caracterizacao de
cinturas, apresentados no capitulo anterior. Para tal, vamos denotar por
P(M) ={K: K éum R-submédulo primo de M}. Em [Dy; Cor. 1.21] se
mostra que M/P(M) é um R-médulo semiprimo.

Para facilitar nossa escrita, vamos supor que R é um anel com comparabi-
lidade, e vamos continuar denotando por () o seu maior ideal completamente
primo contido em J(R). Os resultados a seguir permanecem validos se R e
M tem a comparabilidade em relacao a um certo ideal completamente primo
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P contido em J(12), com as devidas adaptagoes.

Vamos dar agora a versao de 1.3.6. A prova sera omitida, pois é¢ a mesma
de antes.

PROPOSIC)AO 2.1: Sejam M um R-mdédulo com comparabilidade e
P um ideal completamente primo contido em J(R). Se m € M € tal que
mP # 0 entio P,(mP) = P.

COROLARIO 2.2: Sejam M, R e P como na proposi¢io anterior. Se
0£MPCM, entido P.(MP) = P.

Prova: Claramente temos P C P,(M P). Seja agora a € P,(M P). Entao
existe t € M\ MP com xa € M P. Agora, como podemos escrever I P =
({mP :m € M com mP # 0}, segue que za = mp, para algum m € M com
mP # 0. Logo, temos a € P,(mP) = P, pela proposi¢ao anterior. Portanto,
EAMP) =P, O

COROLARIO 2.3: Sejam M um R-modulo com comparabilidade e P
um ideal completamente primo contido em J(R). Se MP # 0, entio MP €
um R-submodulo completamente primo de M.

Prova: Sejam € M\ M P e suponhamos que existe ¢ € R comme € M P.
Desta forma, ¢ € P.(MP) = P. pela proposi¢ao anterior. Logo, Mc C M P,
mostrando que M P é um submaédulo completamente primo de M. O

O préximo resultado estende [M; Prop. 3.1(i)] ao nosso contexto.

COROLARIO 2.4: Seja M um R-mddulo com comparabilidade. Se P
€ um tdeal completamente primo contido em J(R) e x ¢ MP entio temos
MP=zP,

Prova: Se M P = 0, o resultado é claro. Suponhamos entao que M P # 0.
Claramente temos 2P C M P C xR. Seja agora y € MP. De 1.6 vem que
y = mp, para certos m € M e p € P. Mas entao mp = xr, para r € R.
Agora, como = &€ M P segue que r € P,(MP) = P, por 2.2. Assim, y € 2 P.
Portanto, M P = x P, como queriamos mostrar. O

Vamos agora analisar os ff-submédulos primos contidos em M Q.

PROPOSICAO 2.5: Seja M wm R-médulo a direita com compara-
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bilidade. Se K € um R-submodulo primo de M com K C MQ, entao K €
uma cintura de M. Em particular, um R-submodulo completamente primo
contido em M(Q) € wma cintura de M.

Prova: Se K = M(Q, entao basta aplicar o corolario 1.8. Suponhamos
entao que K C MQ. Sejamz € K ey & K. Se y € (¢R)S™" entdo existem
s€S=R\Qer € Rcomys = zr. Assim, yQ = ysQ = zrQ) C K.
Logo, para todo ¢ € @ temos yRq C y() C K, de onde segue que y € I
ou M@ C K. Mas ambas as conclusées levam a uma contradigao. Logo,
de acordo com a Proposicao 1.3 da seccao anterior, devemos ter xR C yR.
Segue entao que K é uma cintura de M. )

COROLARIO 2.6: Sejam M e R como na proposicao anterior, tal
que MQ # 0. Entdo P(M) € um R-submodulo primo de M. Em particular,
P(M) € uma cintura de M.

Prova: Como M@ ¢ completamente primo, segue que P(M) C MQ
e como a familia de R-submodulos primos contidas em M@ é linearmente
ordenada, pela proposicao anterior. O resultado entao segue. a

Jom o mesmo argumento usado na prova de I1.2.3, podemos mostrar o
seguinte:

PROPOSICAO 2.7: Sejam M um R-modulo com comparabilidade tal
que P(M) C MQ ¢ L wma cintura de M. Se P(M) C L, entdo P.,(L) C
J(R).

Esta proposi¢ao também tem um corolario andlogo:

COROLARIO 2.8: Seja M uwm R-médulo com comparabilidade, tal
que P(M) C MQ.Entio M@ € a maior cintura ndo trivial de M.

Prova: Suponhamos que exista uma cintura L nao trivial de M, com
M@ C L. Assim, pela proposicao anterior temos P.(L) C .J(R). Mas entio

fi= ﬂIQL zP.(L), por 1.2.5. Observamos agora que neste caso, zP.(L) C zQ)
e daf temos L = (), 4p a P (L) C (,4, 2@ = MQ, por 2.4. Esta contradicio
implica o resultado desejado. 0

Apresentaremos agora a versao do teorema 11.2.10, ao nosso contexto.

TEOREMA 2.9: Sejam M um R-modulo com comparabilidade e L um
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R-submodulo nao nulo de M. As sequintes condi¢oes sdo equivalenles:

(i) (L) € J(R).

(ii) Ezistem um ideal complelamente primo P contido em J(R) e um
conjunto V.C M com L = (), oy zP.

(iii) Fzistem um ideal complelamente primo P conlido em J(R) ¢ wmn
conjunto V' C M tais que L = |J,cyi(zR)S™", onde S = R\ P.

Nestas condi¢oes equivalentes, L € uma cintura de M e os conjuntos
V=M\L eV =L salisfazem (ii) ¢ (iii), respectivamente.

Prova: (i)« (iii): Ja foi mostrado em 1.2.6, para o caso geral.

(1)=(ii): Se P(L) C J(R), 2 € Ley & L comy € (zR)S™', onde
S = R\ P.(L), entdo existe s € P,(L) com ys € 2R C L, o que da um
absurdo. Logo, so podemos ter xR C yR e, conseqientemente, L é cintura
de M. Mas entao temos L = ﬂxeb 2 P.(L), por 1.2.5. Basta entao tomar
P = P.(L)eV =M\ L para obter (ii).

(il)=(i): Seja a € P.(L). Entdo existe m € M \ L com ma € L. Logo,
existe z € V tal que m € P e ma € x P, de onde decorre que a € P, (zP) =
P, por 2.3. Assim, temos P,.(L) C P C J(R).

O restante é claro. Finalizamos assim a nossa prova. 0

Podemos também dar uma versao do teorema I1.2.11, ao contexto de
médulos com comparabilidade. Assim, temos o seguinte:

TEOREMA 2.10: Se no teorema acima, L é um R-submdédulo de M
tal que L 2 P(M), enldo as condigies equivalentes do teorema anlerior sio
também equivalentes as sequintes:

(iv) L é uma cintura de M.

(v) L = gqrzJ(R).

Prova: (iv)=(i): Segue diretamente da Proposicao 2.7.

(i)=>(iv): Esta implicagio é mostrada com o mesmo argumento usado
em [1.2.8, mas repetiremos aqui. Sex € L,y € L ey € (xR)S™", onde
S = R\ P.(L), entio existe s € § com ys € xR C L, o que da um absurdo.
Logo, sé podemos ter yR C xR, e o resultado segue.

(iv)=(v): Esta implicagao foi feita para o caso geral em 1.2.5.
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(v)=(iv): Sex € M \ L, entao temos L C xJ(R) C aR, e L é cintura de
M. lIsto finaliza a prova. O

§3 - MODULOS PRIMOS COM COMPARABILIDADE

Nesta secao consideraremos moédulos primos com comparabilidade. Neste
caso, temos P(M) = 0 e o Teorema 2.11 da a estrutura das cinturas de tais
modulos. Continuaremos supondo que R é um anel com comparabilidade e
() denotara sempre o maior ideal completamente primo contido em J(R).

I conhecido que se M ¢ um R-maédulo primo entao r(M) é um ideal primo
de R. Para ver isto, basta observar que se aRb C (M) com a & r(M), entao
existe m € M com ma # 0 e assim, maRb = 0, o qual é um R-submédulo
primo de M. Logo, Mb =0, ou seja, b € r(M).

Afirmamos agora que se M é completamente primo, entao r(M) é comple-
tamente primo. De fato, pois se a,b € R sio tais que ab € r(M) e a & r(M),
entao existe m € M com ma # 0. Dai, como (0) é um R-submddulo com-
pletamente primo de M e mab = 0, segue que Mb =0, ou seja, b € r(M).

Vamos supor até o final desta secao que M é um R-moédulo a direita
primo, tal que MQ # 0. Além disso, como o reticulado de R-submddulos
de M é idéntico ao reticulado de R-submédulos de M, onde R = R/r(M),
vamos supor também que r(M) = 0 e R é um anel primo. Gostariamos de
observar que se M) = 0, entao é o mesmo que supor () = 0, e neste caso a
comparabilidade em R e em M se tornam triviais, de modo que neste caso
nao podemos obter nenhuma propriedade particular da comparabilidade.

Como estamos supondo que P(M) = 0, devemos ter F,(0) C J(R), por
2.7. Entao, se M é um R-mddulo a direita completamente primo, podemos
garantir que r(M) é um ideal completamente primo contido em J(R), pois
neste caso temos FP.(0) = »(M), uma vez que se mr = 0, param € M ¢
r € R, segue que Mr = 0.

Voltamos agora a analisar aquela questdo da correspondéncia entre as
cinturas de M e as de R. Ja vimos antes que se L é uma cintura nao nula
de M ex € M\ L, entao podemos escrever [, = z(L : ). A questdo é
saber se (L : x) é também uma cintura de R. Afirmamos que neste contexto,
(L : ) é uma cintura de R. De fato, basta observar que temos P,(L) C J(R)
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eque P((L:2)) ={aec R:3b¢& (L:x)comba € (L :z)}. Entao, s
tomamos a € P.((L : z)), existe b € R tal que zb & L e zba € L, de modo
que a € P.(L), ou seja, temos P.((L : z)) C P.(L) C J(R). Segue entao dc
[1.2.8 que (L : ) é uma cintura de R. A reciproca segue de 1.5. Podemes
assim enunciar o seguinte:

TEOREMA 3.2; Sejam M um R-modulo primo com comparabilidas:
L um R-submodulo de M e x € M \ L. Fntao L € uma cintura de M se, -
somente se, L = xl, para alguma cintura I de R.

Consideremos agora um /-mdédulo primo com comparabilidade M tal que
0# MQ C M. Entdo existe algum 2 € M \ MQ. Fixando-se este elemento
x € M\ MQ, podemos definir a seguinte correspondéncia:

{cinturas deM} «— { cinturas de R que contém r(z,
L — (L:2)

zl o 1
Com as notag¢oes acima, temos o seguinte:

- TEOREMA 3.3: Sejam M como acima e x € M\ MQ. FEnlao exisie
uma correspondéncia biuntvoca entre as cinturas de M e as cinturas de iy 05

quais conlém r(zx).

Prova: J4 vimos a existéncia desta correspondéncia, faltando apenas
mostrar que ela é biunivoca. Para tal, temos que garantir que ao tomarinos
uma cintura I de R que contém r(z) e definirmos L = u/, entdao fternis
(L2 = 4. E claro que I C (L : ). Agora, dado b € (L : &), temes
zb € L = xl. Seb & I, entao I C bP.(I), pois I é cintura de £ com
0 = rad(R) C I. Assim, zb € zbP,(I), o que produz uma contradic¢ao. [ a0
temos b € I, e a prova esta completa. ti

COROLARIO 3.4: Sejam M e R como no teorema ncima. Se r ¢
M\ MQ ¢ fizo, entao Q[r(x) ~ MQ, como R-mddulos.

Prova: O R-homomorfismo ¢ : Q — MQ, dada por ¢ ~ ‘ g, R

é sobrejetor, pelo Corolario 2.4. Agora, é claroquer(z) C (), , vis0# .. ) =
z(@) e assim, ker(¢) = r(z). Portanto, Q/r(z) ~ MQ. (1

O isomorfismo e a correspondéncia acima sao dados para qualquer ek
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mento z ¢ M(). Como estamos trabalhando com um anel primo R, segue que
a familia {r(z)}.gmqo ¢ uma familia de cinturas, logo linearmente ordenada.
Assim, se M é um R-mddulo a direita com um mimero finito de cinturas,
segue da correspondéncia acima que r(xz) = r(y), para todos z,y & MQ.
Uma questao natural que surge aqui € saber o que acontece com a situacao
geral, isto ¢, serd que sempre teremos r(z) = r(y), para z,y € MQ 7

Analisemos um pouco esta questao. Antes porém, lembremos que M ¢é
um R-médulo primo se, e somente se, para todo R-submddulo L de M temos

r(L) = r(M), (ver [Dy; Cor. 1.5]).

Suponhamos agora que r(z) = r(y), para todos z,y ¢ M@, onde M
e R sao como no teorema anterior. Afirmamos que nesta situagao temos
r(z) =r(M) = 0, para todo z € M.uma vez que em nosso contexto, temos
r(M) = 0. De fato, seja I = r(z), onde ¢ ¢ MQ. Dado y ¢ MQ, temos
MQ = y@Q). Assim, para todos a € [ e g € (), temos y(1l — ¢q) € M(Q) ¢ assim,
0 =y(l—¢q)a = ya—yqa = yqa, de onde segue que MQI = yQI = 0, ou seja,
I Cr(MQ)=r(M)=0. Neste caso, segue do Corolario 3.4 que @ ~ M@Q,
como R-mdédulos.

Temos algumas suspeitas de que, neste contexto que estamos trabalhando,
temos r(z) = r(y), para todos z,y € M(), mas nao sabemos ao certo.

Vejamos agora como se comportam os primos, semiprimos e completa-
mente primos nesta correspondéncia. Ja sabemos que K-submédulos com-
pletamente primos e primos contidos em M@ sao cinturas de M. O mesmo
pode ser dito sobre os R-submodulos semiprimos, e é o que mostra nosso
proximo resultado.

PROPOSICAO 3.5: Sejam M um R-médulo @ direita primo com
comparabilidade e L um R-submddulo semiprimo de M tlal que L C MQ).
FEntao L € uma cintura de M.

Prova: Sejam 2 € Ley ¢ L. Se a R C yR, para todo y € L, entdao nao
ha nada para provar. Por outro lado, se existir y € L com y € (zR)S™,
onde S = R\ Q, entao temos ys € xR, para um certo s € S. Assim,
yQ = ys@@ C xQ C L..Se y € MQ, entao temos y@Q = M@ e assim,
L = M@ é uma cintura de M. Agora, se y € M@, entao y = mgq, para
certos m € M e ¢ € @, por 1.5. Mas entdao, mgRq = yRq C yQ C L, de

onde segue ¥y = mq € L, um absurdo. Conseqiientemente, tal y nao pode

14
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existir e L € uma cintura. 0

O proximo resultado mostra que a correspondéncia definida anteriormente
preserva os primos, semiprimos e completamente primos.

TEOREMA 3.6: Sejam M um R-modulo com comparabilidade, tal que
0#4MQ C M, e L uma cintura nao nula de M. Entao:

(i) L ¢ completamente primo em M se ¢ somente se (L : ) € completa-
mente primo em R, Vo € M\ L.

(ii) L € primo em M se, ¢ somente se, (L : ) € primo em R, Vo € M\ L.

(iii) L € semiprimo em M se e somente se (L : x) € semiprimo em R,

Yo e M\ L.

Prova: (i) Suponhamos que L seja um R-submoédulo completamente
primo de M. Sejam ¢ € M \ L e a,b € R tais que ab € (L : ). Suponhamos
também que @ € (L : z). Entdo za € L ¢ zab € L. Conseqiientemente,
Mb C L, esegue que b € (L : ). Logo, (L : x) é completamente primo em

R.

Reciprocamente, suponhamos que (L : z) é um ideal completamente
primo de R, sempre que v € M\ L. Fixado x € L, se existe l € Rcom zt € L
e Mt Z L, entao existe também m € M \ L com mt ¢ L, de onde segue que
t & (L : m). Por outro lado, temos t € P,(L) = P.(m(L : m)) = (L : m),
uma vez que (L : m) é completamente primo por hipdtese. A contradigao
obtida da o resultado desejado.

(i1) Suponhamos que L seja um R-submddulo primo de M. Sejam z €
M\ Lea,be R tais que aRb C (L : z). Sea & (L : z), entdo za & L, e
como alRb C (L : x), temos xaRb C L. Segue dai que Mb C L. Logo, xb € L
e assim, b € (L : x), ou seja, (L : #) é um ideal a direita primo.

Reciprocamente, suponhamos que (L : x) é um ideal a direita primo,
sempre que * € L. Consideremos m € M et € R tais que mRt C L,
comm ¢ L. Entao L = m(L : m), com (L : m) um ideal & direita primo.
Se Mt € L, entao existe ¢ € M \ L com =t ¢ L. Dai, t & (L : z).
Comparemos = e m. Se ¥ = mr, algum r € R, entao mrt = xt ¢ L. Mas
mrt € mRt C L. Logo, s6 podemos ter m € (zR)S™!, onde S = R\ Q.
Neste caso, existe s € Q com ms € zR. Assim, existe b € R com ms = xb.
Logo, bRt = msRt C mRt C L, de onde vem que bRt C (L : z). Isto
implica que b € (L :2) C @, pois (L :z) é primo e t & (L : ). Desta forma,
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temos ms = xb € L, isto é s € P.(L). Agora, como L é cintura segue que
P.(L) € @, pois M ¢ primo. A contradi¢ao obtida mostra que L ¢ primo.

(iii) Suponhamos que L seja um R-submédulo semiprimo de M. Sejam
x € M\ Leaé€ R tais que aRa C (L : ). Mas entdo zaRa C L, de onde
vem que za € L, ou seja, a € (L : z). Logo, (L : ) ¢ um ideal a direita
semiprimo de K.

Reciprocamente, suponhamos que (L : 2) ¢ um ideal a direita semiprimo
de R, sempre que z ¢ L. Consideremos m € M e s € R tais que msRs C L
com ms & L. Assim, m € L e temos (L : m) semiprimo em R. Como
sRs C (L :m) segue que s € (L : m), ou seja, ms € L. A contradicao obtida
mostra o resultado desejado. Finalizamos assim a prova do teorema. O

Vejamos algumas conseqiiéncias interessantes deste teorema. O préximo
resultado estende 11.2.6 para este contexto.

COROLARIO 3.7: Sejam M e R como no teorema anterior. Entio
todo R-submddulo semiprimo de M contido em MQ ¢ também um R-submdodulo
primo de M.

Prova: Como todo ideal a direita semiprimo de R contido em () ¢ primo,
por 11.2.6, o resultado segue diretamente do teorema anterior. a

O argumento usado na prova de (1) do teorema acima também pode ser
usado para mostrar o seguinte:

COROLARIO 3.8: Sejam M e R como no teorema anterior, e L uma
cintura nao nula de M. Entdo:

(i) Se x ¢ L e (L : x) € um ideal completamente primo de R, entdo
(L : z) € mazimal na famidia {(L : m)}mer-

(ii) Se L é um R-submddulo completamente primo de M contido em MQ,
entdo a familia {(L : m)},er € unildria.

Prova: (i) Sejam &€ L ea € (L : m). Entdao ma € L ¢ assim, a €
P.(L) = P.(z(L : z)) = (L : ), uma vez que estamos supondo (/ : z)
completamente primo. Portanto, (L :m) C P.(L) = (L : z).

(ii) E imediato a partir‘ de (i) e do Teorema 3.6(1). O

Ja vimos anteriormente que se [ é uma cintura de R e a € M, entao z/ é
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uma cintura de M. Mostraremos agora que P,(zl) = P.(I), quando R é um
anel primo, ou equivalentemente, quando [ contém rad(R). Isto completaria
a extensao do Teorema 2.3 de [F'T5] ao nosso contexto. Permanece em aberto
a questao de saber se este resultado pode ser estendido para as cinturas [ de
R contidas em rad(R).

PROPOSICAO 3.9: Seja M um R-médulo com comparabilidade. Se
I € uma cintura de R tal que P.(I) C J(R) e x € M € tal que xl # 0, entdo
Bi(zl)= P.(I):

Prova: Ja sabemos que x/ é uma cintura de M, Logo, temos x/ C
(Vnger mPr(zl). Como z & 1, segue que P.(/) C P.(zI), pois dado a €
P.(I), existe b € I, com ba € I. Mas entao zba € zl e b & I, pelo mesmo
argumento usado no final da prova do Teorema 3.3.

Consideremos agora, y & zl. Sey = zr, entaor & [ e [ C rP.(I).
Assim, temos xI C arP,(I) = yP.(I). Se z € (yR)S™!, onde S = R\ P.(I),
entdo existe s € S com xs € yR. Logo, zI C zP,(I) = zsP,(I) C yP.(I).
Portanto, sempre temos z/ C yP,([), para todo y & zI, ou seja, zl C
(yg=1 yP-(I). Mas entdo o argumento feito na prova de (ii)=>(i) do Teorema
2.9, mostra que P.(zI) C P,(I), resultando na igualdade P.(zl) = P.(I),
COMO queriamos provar. 0

Observamos que a prova apresentada aqui ¢ bem mais simples que a de
[FT3], além do resultado ser um pouco mais geral, pois vale também para
cinturas contidas em rad( R), desde que P.(I) C J(R).



CAPITULO IV - RESULTADOS ADICIONAIS

Reservamos este ultimo capitulo para apresentar alguns resultados adi-
cionais que foram obtidos durante o estudo dos anéis com comparabilidade.

§1 - ANEIS DE CINTURAS PRINCIPAIS

Vamos considerar agora um anel de cinturas principais a direita R, isto
é, todas as cinturas de R sao do tipo R, para algum a € R. Suponhamos
que R possui alguma cintura nao trivial. Neste caso, temos que C' = | J{I :
I é cintura de R}, é a maior cintura de R. Observemos que C C J(R).
Vamos mostrar nesta sec¢ao o seguinte resultado principal:

TEOREMA 1.1: Seja R um anel de cinluras principais. Entdio as
sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) R é um D-anel a direila.

(it) R/C € um R-modulo a direita distributivo.

A prova deste teorema seguira de alguns lemas prévios.

LEMA 1.2: Seja [ = bR uma cintura de R. Se J € outra cintura de R,

entao bJ também € uma cintura de R.

Prova: Scja @ & bJ C bR. Se x & I = bR, temos claramente b.J C bR C
xR. Se x € I'\ bJ entao x = br, para um certo r ¢ J. Neste caso, J CrR e
portanto, bJ C brR = xR, pois x & bJ. O

LEMA 1.3: Seja R um anel de cinturas principais. Entao, para todo
ideal a direita J de R, o qual estd contido em C, existem um ideal a direita
H de R contendo C' e um elemento b € R, tais que J = bH.

Prova: Seja J um ideal como no enunciado do lema. Se J é uma cintura
de R, entdo o resultado é claro. Suponhamos entao que J nao é uma cintura
de R. Neste caso, consideremos I = [|{ cinturas de R contendo J}. Entdo
[ é a menor cintura de R que contém J. Assim, temos [ = bR, para um
certo b € R. Segue entao de 1.2.1, que J = b(J : b). Agora como bC é
cintura de R, pelo lema anterior, e também bC' # bR, pois b & bC, temos
bC C J C I = bR. Segue dai que C C (J : b). Isto finaliza a prova. O
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Salientamos neste momento que dado um ideal J de R, entao o elemento
gerador da menor cintura que contém .J, satisfaz a condi¢ao do lema acima.

Estamos agora em condi¢oes de provar o teorema 1.1.

Prova do Teorema 1.1: A implicacgao (i)=(ii) ¢ imediata. Conside-
remos entao A, B,D € L.(R),onde L£,(R) denota o reticulado de ideais a
direita de R. Se algum destes ideais estiver contido em outro, entio a dis-
tributividade AN(B+D) = ANB+ AN D é trivial. Suponhamos entdo que
nenhum deles esta contido em qualquer dos demais. Sendo assim, a menor
cintura que os contém é a mesma, digamos I = bR, para algum b € R.
Neste caso, temos A = bHy, B = bHg e D = bHp, onde Hy = (A : b),
Hp =(B:b)e Hp = (D : b). Assim,

AN(B+ D) = bHsN(bHp + bHp)
= bHANbHp+ Hp)

Agora, observamos que se x € bHoNb(Hp + Hp), entdo temos x = bh = bi/,
onde h € Hye ' € Hg + Hp. Como = € A, segue que h' € Hy, de onde
vem que z = bh' € b(H4 N (Hp + Hp)). Assim,

bH N b(Hg+ Hp) CHHxN(Hp + Hp))
A outra inclusao é clara, ou seja, temos
bHsNb(Hg 4+ Hp) =b(HsN(Hpg + Hp)).

Logo, como HxN(Hp+ Hp) = HaNHg+ H N Hp, pois R/C ¢ um R-mdédulo
a direita o qual é distributivo, temos

AN(B+ D) b(Han(Hpg+ Hp))
b((Han Hg) + (HaN Hp))
b(HaN Hg)+b(HaN Hp)
(bHaN bHp) + (bHaNbHp)

(AN B)+ (AN D)

I

1

Isto mostra AN (B + D) C (AN B)+ (AN D). A inclusdao na outra diregao
¢ sempre verdadeira, portanto temos AN(B+ D) =(ANB)+(AND). A
implicacao (i1)=>(i) agora segue. o
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Daremos agora algumas propriedades destes anéis. Precisamos de uma
nova defini¢ao para facilitar nossa escrita:

DEFINIQAO 1.4: Seja A um anel qualquer ¢ M um A-modulo noethe-
riano @ direita. Dizemos que M € um A-modulo noctheriano a direita de tipo
n, se todo A-submdodulo de M ¢é gerado por no mdximo n elementos. Dize-
mos que A € um anel noetheriano a direita de tipo n, se A € um A-modulo
noetheriano a direita de tipo n.

Apresentamos no préximo resultado uma versao do Teorema 4.3 do capitulo
I1.

TEOREMA 1.5: Sejam R um anel de cinturas principais ¢ C sua
maior cintura. Enlao R € noctheriano a direita se, ¢ somente se, R/C' € um
R-modulo noetheriano a direila.

Prova: Dado um ideal a direita J de R, vamos mostrar que .J é finita-
mente gerado. Se J D C, entdao J = J/C € L.(1/C) e segue que existem
a@; #0, 1 <i<n,taisqueJ = aR+---+a,R. Dai, J = a; R+ - -+a,R+cR,
onde C = c¢R. Agora, como C é cintura e ¢; ¢ C, ¢ = 1,...,n, temos
C = c¢R C a;R, para todo i € {1,...,n}. Assim, temos J = ;R + -+ + a, R,
como queriamos mostrar.

Suponhamos agora J C . Segue entao do Lema 1.3 que existem b € R e
um ideal a direita i de R com H D C, tal que .J = bH. Pela parte anterior,
temos H = hyR+ --- + ki R. Logo, temos J = bH = b(h4R+ --- 4+ htR) =
bR+ -+ - + bhiR. Isto completa a prova. 0

O teorema acima tem as seguintes conseqiiéncias imediatas:

COROLARIO 1.6: Seja R um anel de cinturas principais ¢ C' sua
maior cintura. Se R/C € um R-modulo noetheriano a direita de tipo n,
entio R € um anel noetheriano a direita de lipo n.

COROLARIO 1.7: Seja R um anel de cinturas principais e seja C a
mator cintura de R. Entdo R € um anel de ideais principais se, e somente
se, R/C € wm R-médulo a direita de submdédulos principais.

Vamos supor agora que R é um anel de cinturas principais com (MP),
isto ¢, existe um ideal completamente primo P contido em J(R). Nestas
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condigoes temos a seguinte:

PROPOSICAO 1.8: Sejam R um anel de cinturas principais e P um
ideal completamente primo de R. Se P C C, entdo P € uma cintura de R.

Prova: Seja P um ideal completamente primo de R tal que P C C. Seja
I = bR a menor cintura de R que contém P. Sabemos que P = b(P : b),
onde (P : b) D C, pelo lema 1.2. Entéao existe h € (P : b)\ P com bh € P.
Logo, b € P, e consequentemente, P = bR. Portanto, P = [ é uma cintura
de R. 0

Decorre entao de 1.2.7, que na situagao da proposi¢ao acima sempre temos
P =z P, para todo = &€ P.

Neste momento faremos uma nova definicao:

DEFINIGJ&O 1.9:  Dizemos que R € um anel com comparabilidade
fraca a direita em relagio a um ideal completamente primo P contido em
J(R) se, para todos a,b € R, temos aR C bR ou bR C alR ou aP = bP. Se
R possui esta comparabilidade em relagio a todo ideal completamente primo
contido em J(R), entdo dizemos que R € um anel com comparabilidade fraca
a direita.

Pelo que vimos durante este trabalho, segue que a comparabilidade im-
plica a comparabilidade fraca. Ainda é um problema em aberto saber se vale
a reciproca.

O proximo resultado mostra que todo anel de cinturas principais com
(MP) é um anel que possui a comparabilidade fraca em relacao a todo ideal
completamente primo contido na sua maior cintura.

PROPOSICAO 1.10: Sejam R um anel de cinturas principais e P um
ideal completamente primo contido em C. Entdo, para cada z,y € R, temos
stRCyRouyRCaR ouzP =yP.

Prova: Sejam z,y € R tais que zR € yR e yR € xR. Neste caso, a
menor cintura que contém z e y é a mesma, digamos [ = bR, para certo
b € R. Assim sendo, temos @ = br ¢ y = bs, onde r,s € R. Agora, como
bP é cintura, pelo lema 1.2, ¢ bP C bR = I, segue que r,s ¢ P. Entao
rP = P = sP, e segue que tP = brP = bsP = yP, como queriamos
mostrar. O
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Nao conseguimos provar que estes anéis possuem a comparabilidade em
relacao a algum ideal completamente primo contido em J(R).

Vamos agora analisar os ideais primos de um anel de cinturas principais.
Com relagdo a eles, podemos mostrar o seguinte:

PROPOSIGAO 1.11: Seja R um anel de cinluras principais. Se L €
um ideal a direita primo de R com P.(L) C C entdo L € uma cintura de R.

Prova: Seja L um ideal a direita de R tal que L é primo e P.(L) C C.
Consideremos © € L ey & L. Se aP,(L) = yP.(L), entdo, para todo p €
P,(L), temos yRp C yP.(L) = P.(L) C L, pois P.(L) ¢é bilateral. Como
y & L e L é primo, devemos ter P.(L) = L, de onde segue que L é cintura de
R. Se 2 P.(L) # yP.(L), para todo y ¢ L, entao segue da proposigiao anterior
que zR CyR, ou seja L C yR. Isto completa nossa prova. |

§2 - CONDICOES DE CADEIA EM ANEIS COM COMPARA-
BILIDADE

Nesta seccao vamos discutir sobre condicoes ascendente (descendente) de
cadeia para cinturas, ou a.c.c. sobre cinturas, por brevidade, (respectiva-
mente, d.c.c. sobre cinturas), em um anel R com comparabilidade. Continu-
aremos denotando por () o maior ideal completamente primo contido em

J(R).
2.1 - A.C.C. SOBRE CINTURAS

Ferrero e Torner estudaram a.c.c. sobre cinturas em um D-anel, ver [F'T3].
Neste estudo eles nao usaram as propriedades especificas de D-anéis, e sim
propriedades que também valem para anéis com comparabilidade. Assim
sendo, podemos repetir toda a costrugio feita em [FT3; Seccao 3], e obter o
seguinte resultado:

TEOREMA 2.1.1: Seja R um anel primo com comparabilidade. Entdo
as sequintes condig¢oes sdo equivalentes:

(i) R satisfaz a.c.c. sobre cinturas.

(ii) Para toda cintura I de R, a familia {bQ : b € I} possui membro

mdzimo.
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(iit) Para loda cintura 1 de R e todo ideal primo L contido em Q, a
familia {bL. : b € I} possui membro mdzimo.

(iv) Toda cintura nao nula I de R pode ser escrita de maneira inica como
um produto I = L1Ly... L, onde Ly C Ly, C ... C L, sao ideais primos de
R, conlidos em Q.

(v) Dados as cinturas nao nulas I,,1; de R, com I, C I,, existe uma
inica cintura I de R tal que I,] = I.

(vi) Para toda cintura ndo nula I de R, temos IQ) # 1.

(vii) Dado uma cintura I de R, existem um elemento a € R e um ideal
completamente primo P contido em @, tais que I = aP. Além disso, para

todo ideal primo L de R conlido em @), temos LQ) # L.

Sob estas condigoes equivalentes, todo ideal primo contido em Q € também
completamenle primo e toda cintura ¢ wm ideal bilateral.

2.2 - D.C.C. SOBRE CINTURAS

Vamos considerar agora K um anel com comparabilidade o qual satisfaz
d.c.c. sobre cinturas. Continuaremos a denotar por () a maior cintura de
R. Obsevamos que este caso nao foi estudado mesmo para D-anéis. Temos
o seguinte:

TEOREMA 2.2.1: Seja R um anel com comparabilidade satisfazendo
d.c.c. sobre cinluras. Entio @) € nilpotente. Em particular, rad(R) = Q.

Prova: Consideremos a cadeia descendente de cinturas
g 0 s S § o g P

Como R possui d.c.c. sobre cinturas, existe n € IN tal que Q" é minimal.
Se Q™ = 0, entao nao ha nada para se provar. Se Q" # 0, entao temos
Q" = Q" # 0, de onde segue que existe ¢ € Q com gQ™ # 0. Observamos
agora que a familia

F={I:16écinturae IQ" # 0}
é nao vazia, pois ¢QQ é cintura de B e ¢QQ" = ¢Q™"' = qQ" # 0. Sendo

assim, possui um menor elemento A'. Assim, existe k € K tal que kQ™ # 0.
Mas, kQ™ C K C Q", visto que Q"Q" = Q** = Q™ # 0. Além disso,
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(kQ™)Q™ = kQ™ # 0, de onde segue que kQ" = K, pois kQ" é cintura
de R. Logo, existe t € Q" C Q com kx = k. Como z € (), segue que
l —z € U(R), e entao k = 0. Isto produz uma contradi¢do com o fato de
kQ # 0. Logo, s6 podemos ter Q" = 0, ¢ () ¢ nilpotente, como queriamos
mostrar. 0

A partir deste resultado, podemos concluir que se R também é um anel
primo, entao R nao possui cinturas nao triviais, de onde vem que R satisfaz
a.c.c. sobre cinturas. Se R nao é um anel primo, entao as cinturas de R estao
todas contidas em rad(R). Vale lembrar que a estrutura de tais cinturas nao
foi determinada ainda.

§3 - SOBRE LOCALIZACOES

Nesta seccao queremos discutir um pouco sobre localizagoes. Vamos
Comegar lembrando alguns fatos gerais.

Dado um anel A, dizemos que S C A, com S multiplicativamente fechado,

é um conjunto de denominadores a direita se S satisfaz as seguintes condigoes:

" (1)SeseSeac A existel € Sebe A com at = sb. (S é um sistema
de Ore).

(ii) Se sa =0 com s € S ¢ a € A, entdo existe ¢ € S tal que at = 0.

Se S é um conjunto de denominadores a direita, entdao o anel A[S™!] =
Ag, o localizado de A em relacao a S, existe. Neste caso, As é da forma
As = A x S/ ~, onde ~ ¢ a relacao de cquivaléncia definida por:

(a,8) ~ (b,t) & Fe,de Atal queac=bd e¢sc=tde S

Num tal anel, as operagoes sao definidas por:

(a,s)+ (b,t) = (ac+bd,u) ondeu=sc=1tde S
(a,s).(b,t) = (ac,tu) onde sc=bucu€S

Quando S é um conjunto de denominadores em A, dizemos que um ideal
a direita I de A é S-saturado se. para cada a € A e s € S com as € I, entao
a € I. Sabemos que existe uma correspondéncia biunivoca entre os ideais
a direita S-saturados de A e os ideais a direita de Ag, dada por [ — Is e
L~ ¢~ !(L), onde ¢ : A — Ag é o homomorfismo candnico. Para maiores
detalhes, ver [S; Chap. II] ou [R: Chap. 3.
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O préximo resultado da uma condigdo necessaria e suficiente para que
um ideal de um anel R seja S-saturado, onde S = R\ P, sendo P um ideal
completamente primo contido em J(R).

PROPOSICAO 3.1: Sejam R um anel qualquer, I, um ideal a direila
de R e P um ideal completamente primo contido em J(R). Se S = R\ P
€ um conjunto de denominadores, entio L ¢ S-saturado se, e somenle se,

P(L) C P.

Prova: Suponhamos que L seja um ideal a direita S-saturado de R.
Consideremos a € P.(L). Entao existe ¢ ¢ L com za € L. Como L ¢
S-saturado, segue que ¢ € P. Logo, temos P,(L) C P.

Reciprocamente, suponhamos que P.(L) C P. Sejam z € R e s € S tais
que zs € L. Se z ¢ L, entdo s € P.(L)\ P, o que da uma contradi¢ao. Logo,
so podemos ter @ € L e assim, L é S-saturado. O

Esta proposi¢ao tem consequiéncias importantes:

COROLARIO 3.2: Seja R um anel primo com comparabilidade. Se
S =R\ Q € um conjunto de denominadores a direita, entao Rg € um anel
de cadeia a direita.

Prova: Basta ver que os ideais a direita de f{ estdo em correspondéncia
biunivoca com os ideais S-saturados de R, e estes sao exatamente as cinturas
de R, pela proposigao anterior e por 1[.2.11. m

Se denotarmos por L,(R) e L.(R) o reticulado de ideais a direita ¢ o reti-
culado de cinturas de R, respectivamente, entao podemos enunciar o seguinte:

COROLARIO 3.3: Seja R um anel primo com comparabilidade tal
que S = R\ @ seja um conjunto de denominadores a direita. Entdo existe
um anel de cadeia a direita R’ tal que L(R) ~ L, (R').

Prova: Pela correspondéncia biunivoca acima, basta tomar R’ = Rg,
para obtermos o resultado desejado. O

O Corolario 3.2 acima mostra que se R ¢ um anel com comparabilidade,
entao a localizacao em @), quando possivel, resulta em um anel de cadeia. Na
verdade, este resultado pode ser estendido para os demais ideais completa-
mente primos contido em J(R), com outros argumentos mais diretos.

o]
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PROPOSIGAO 3.4: Seja R wm anel com comparabilidade em relagdao
a um tdeal completamente primo P contido em J(R), tal que S = R\ P ¢
um conjunto de denominadores a direita. Entao Rp cxiste ¢ € um anel de
cadera a direita.

Prova: Sejam %,% € Rp. Entao temos a.b € R. Se aR C bR, entao
existe r € R tal que @ = br. Assim, T = %’-—"{3, isto e, $Rp C %Rp. Agora, se
(bR)S™! C (aR)S™!, entdo existe s € S tal que bs = ar, para algum r € R.
b

Sendo assim, temos 7 = %%, ou seja, %R,u Eoalle

Dado agora ¢ € Rp, podemos escrever £ = EJ:, onde i € U(Rp). Logo,

dados %,% € Rp, sempre temos $Rp C %RP ou 1 Rp C 2Rp, pelo raciocinio
feito acima. Portanto, Rp é um anel de cadeia a direita, como queriamos

mostrar. O

Gostariamos agora de investigar a questao de saber quando podemos
de fato localizar em algum ideal completamente primo P contido em J(£),
quando 2 é um anel com comparabilidade, isto é, quando S = R\ P é um
conjunto de denominadores a direita. Como S é um sistema de Ore, a tinica
condicao que falta garantir é que, se temos sa = 0, para s € S e a € R, entao
deve existir um elemento ¢ € S tal que at = 0. O préximo resultado da uma
condicao para podermos localizar em P:

TEOREMA 3.5: Seja R um anel primo com comparabilidade. Entdo
S = R\ P € um conjunto de denominadores a direila se, e somente se,

Ni(R) C P.

Prova: Suponhamos que Ni(R) C P e que sa =0, com s € S e a # 0.
Entao, s € Ni(R), o que da uma contradigao. Logo, sa = 0 implicaa =0 e
segue que S = R\ P é um conjunto de denominadores.

Reciprocamente, suponhamos que S = R\ P é um conjunto de denomi-
nadores a direita. Seja € Ni(R). Entao existe ¢ € R\ {0} com za = 0.
Se x € P, entao deve existir ¢ € S tal que at = 0, ou seja, I(t) # 0, de onde
segue que t € N.(R) = N,(R) C P, por I1.3.3. Esta contradi¢ao mostra que
s6 podemos ter € P e conseqlientemente, N;(R) C P. |

Também podemos dar a seguinte condigao para a localizacao em P. Lem-
bremos antes, que se toda seqiiéncia crescente de anuladores a direita de
elementos de R é estacionaria, entao dizemos que R satisfaz a condigao as-
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cendente de cadeia (a.c.c.) para anuladores principais a direita.

PROPOSICAO 3.6: Sejam R um anel qualquer ¢ P um ideal com-
pletamente primo de R. Se R salisfaz a condigdo ascendente de cadeia para
anuladores principais a direita e S = R\ P € um sistema de Ore, entio S ¢
um conjunto de denominadores a direila.

Prova: Sejam s € S e a € R tais que sa = 0. Como r(s) C r(s?) C
r(s?) C ..., deve existir n € IV tal que r(s") = r(s*), para todo k > n. Por
outro lado. existem ¢t € S e b € R com at = s™b, pois S é um sistema de Ore.
Assim temos "t b = sat = 0, ou seja, b € r(s"*!) = r(s"), de onde vem que
at = s"b = 0. Isto completa a prova. a

Como em todo anel com comparabilidade temos que S = KB\ P é um
sistema de Ore, segue da proposicao acima que se R satisfaz a.c.c. para
anuladores principais a direita, entao o anel Rp existe, para todo ideal com-
pletamente primo P contido em J(R).

Pelo que foi exposto até o momento, o seguinte corolario fica evidente:

COROLARIO 3.7: Seja R um anel com comparabilidade satisfazendo
a.c.c. sobre anuladores principais a direila. Entdo existe um anel de cadeia
a direita R’ tal que L.(R) ~ L.(R').

e |
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