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Resumo 

Consideremos o problema de Cauchy para o sistema acoplado de equações dispersivas 

e dissipativas do tipo Benjamin-Bona-Mahony. Concentramos nossa atenção no comporta

mento assintótico das soluções para o caso dispersivo e para o caso dissipativo. Na primeira 

parte, provamos resultados de decaimento temporal, na norma uniforme, para soluções do 

sistema dispersivo: 

{ 

Ut- 'Uxxt- a1Vxxt + a2Ux + a3vPvx + uPux + a4(u.Pv)x = 0 

Vt - Vxxt- aiVxxt + a2vx + a3uPux + vPvx + a4(1wP)x =O 

a1, a2, a3, a4 E ~com la1l < 1, x E ~, p E Z, p~l. 

Na segunda parte, consideremos o sistema dispersivo e dissipativo 

{ 

Ut - Uxxt- a1Vxxt + a3vPvx + uPux + a4(uPv)x- O:Uxx = 0 

Vt- Vxxt- a1Vxxt + a3uPux + vPvx + a4(uvP)x - O:Vxx = 0 

a1 , a2, a3, a4 E ~~ x E ~. t~O, p E Z , p~4 e a > O. Obtemos resultados de decaimento 

para as soluções na norma L.B(~), 2:s; (3 :s; +oo. 



Abstract 

We have considered t he Cauchy problem to the coupled system of dispersive and dissipa

tive equations of the Benjamin-Bona-Mahony•s type. vVe have concentrated our att ention 

on the asymptotic behaviour of the solutions. t& the- di.spersive ease- and te the dissipative 

one. 

In the first part we have proved the results of the temporal decay in uniform norm to 

the solutions of the dispersive system. 

{ 

Ut - 1Lxxt - a!'Vxxt + a21Ix + a3vPvx + u.Pux + a4 ( nPv)x = O 

Vt- Vxxt- a1Vxxt + a2vx + ~llux +vPvx + a<t(·uvP}x = 0- , X E ~. t 2:: O . 

where a1, a2, a3, a4 are real constants with la11 < 1 and p is an interger bigger or equal than 

one. 

In the second part we have considered the dispersive arrd dissipative· system 

{ 

11-t ,..... 1tz:xt-- Cl-fl;!xz:t + a3vPvr + 11.P1J.x + a-t( 11.Pv }x-- Q1.1.:tx = O 

Vt- Vxxt- a1vxxt + a3uPux + vPvx + a4(uvP)x- avxx =O 

where a1, a2, a3, a4 are real constarrts with la1r < 1; p· is- an integer and p ~ 4. 

We have-obtained the decay reso.lts to the solutions iirthe LP(m) norm; 2$ /3-$ +oo. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Neste trabalho fazemos uma análise do problema de Cauchy e do comportamento 

assintótico das soluções do sistema 

{ 

Ut- Uxxt- a1Vxxt + a2Ux + a3v Pvx + uPux + a4(uPv)x = 0 

Vt - Vxxt - a11txxt + a2vx + a3u.Pux + vPvx + a4(uvP)x = O 

onde a1 , a2 , a3 , a4 E lR, !a1! < 1, x E at, p E Z, p2:1. 

(1.1) 

O modelo (1.1) um modelo alternativo ao sistema de KdV que foi derivado em 1984 por 

Gear e Grinshaw em [17] e descreve a forte interação de ondas longas não lineares tendo a 

estrutura de um par de equações do tipo KdV acoplados, tanto na parte não linear quanto 

na parte dispersiva. O valor do parâmetro p está relacionado ao efeito não linear sofrido 

pela onda. 

Em 1992, Bona-Pance-Saut-Tom, [14] mostraram, para o sistema KdV, que se, ja11 <1, 

tal sistema é globalmente bem posto em H5 (lR) x H5 (lR), s 2:1. Primeiramente os au

tores obtiveram solução local de (1.1) aplicando o teorema do ponto fixo de Banach para 

a equação integral associada a (1.1) . Estimativas à priori em H1(3t)x H1(3t) permitiu a 

estensão da solução local para a solução global. 

O comportamento assintótico das soluções foi estudado por V. Bisognin em [9] seguindo 

o método da fase estacionária. O resultado obtido em [9] coincide com aquele obtido por J. 

Albert em [2], [3] para o caso de uma única equação de Benjamin-Bona-Mahony. A idéia 

básica consiste em obter uma taxa de decaimento para o sistema linear associada a (1.1), 
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via o método da fase estacionária, e a seguir, usar este resultado para a obtenção da taxa de 

decaimento da solução do problema não linear. O resultado obtido é o seguinte; se os dados 

iniciais pertencem a Hm(~)x Hm(~) n L1 (~)x U (~), m;:::5, p >4 e são pequenos então 
- -1 -1 

as soluçoes 11. e v de (1.1) decaem na taxa lltt(t)IIL= ::;C(l+t)s e llv(t)IILoo ::;C(l+t)s, 

Vt ;:::o. O caso 1::; p <4 não se aplica . Sabe-se, ver [22] que no caso de um única equação 

do tipo Benjamin-Bona-Mahony, se 1 ::; p < 4 então a equação possui solução do tipo onda 

viajante e portanto é estável. O caso p=4 é um problema em aberto. 

Na segunda parte do nosso trabalho consideramos o sistema (1.1) com uma dissipação 

do tipo Burgers, isto é, 

{ 

1Lt - 1Lxxt - a1 Vxxt + a3vPv x + 11l11.x + a4 ( nPv )x - a7J,xx = O 

Vt - Vxxt - a111.xxt + a 31LP1Lx + vPVx + a4 ( 7LVP)x - O:Vxx = 0 

onde a1. a2, a3, a4 E ~' la1i < 1, x E ~' p E Z , p ;::: l. 

(1.2) 

O modelo (1.2) com a > 0 foi estudado por J. M. Pereira, [21] no que concerne a 

existência, unicidade de solução e comportamento assintótico. Segundo as idéias contidas 

em [21], provamos que o problema (1.2) é globalmente bem posto em H5(~) xH5(~), s ;:::2 

e ia1 1 <1. Inicialmente obtemos uma solução local para (1.2) simplesmente invertendo o 

operador A = I -~ e aplicando a teoria de semigrupo e o teorema do ponto fixo de Banach 

para a solução integral associada com (1.2). Para estender a solução local para a solução 

global usamos estimativas de energia em H1(~)x H1 (~)-

Devido a presença dos termos dissipativos, au.xx e avxx, a energia associada ao sistema 

linear decai a zero quando t -4 +oo e assim, é de se esperar o mesmo comportamento para 

as soluções de (1.2). Em (21], provou-se que de fato isto acontece desde que p ;:::4. Os 

resultados obtidos são os seguintes: 

IIU(t)llvxV' S C(l + t) -;' (! - ~), 2S (J S +oo onde ( : ) = U 

é solução de (1.2). 

Diferentemente dos resultados anteriores, neste caso, os resultados provados não neces

sitam restrições alguma sobre os dados iniciais. A técnica usada em [21] não se aplica para o 
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caso 1~ p <3. Recentemente em [8L E. Bisognin, V. Bisognin e G. P. Menzala consideram 

o sistema (1.2) do tipo KdV, isto é, onde os termos (-uxxt) e (-Vxxt) foram substituídos 

pelos termos 11-xxx e Vxxx e obtiveram resultados de decaimento das soluções periódicas para 

ocasop=l. 

Este trabalho está organizado do seguinte modo. _ 1o capítulo 2 apresentamos os resul

tados básicos da teoria de análise funcional , semigrupos, espaços de Sobolev necessários 

para uma melhor compreensão dos capítulos seguintes. No capítulo 3 consideramos o prob

lema de Cauchy associado a (1.1), provamos que é globalmente bem posto e estudamos 

o comportamento assintótico da solução. No capítulo 4 estudamos o sistema dissipativo, 

provamos que é globalmente bem posto e obtivemos taxas de decaimento das soluções. 
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Capítulo 2 

Resultados preliminares 

Neste capítulo, apresentaremos alguns resultados que são utilizados nos próximos 

capítulos. As demonstrações , por se tratarem de resultados conhecidos, são omitidos 

porém indicamos as referências das mesmas. 

Proposição 2.1: (Desigualdade de Young) Sejam x, y ?::.0, é> O e 1 < p < oo. Então 
1 

x · y < éxP + é p - l yº onde l + l = 1. - p q 

Demostração: Use o fato de que log: ::JO ; +oo C-+~ é côncava. 

D e finiçã o 2.1:Seja p um número real tal que 1 ~ p < oo. Representamos por IJ'(~) a 

classe de todas as funções reais mensuráveis, definidas em~ tais que lfiP é integrável à 

Lebesgue, com norma dada por 

1
00 1 

IIJIILP = ( -oo lf(x)IPdx)P. 

P r oposição 2.2: (Desigualdade de H older) Se f E IJ'(~) e g E Lº(~) então 

f· g E L1 (~) e tem-se a desigualdade 

j_: lf(x)g(x)ldx ~ IIJIILPIIgiiLP 

onde 1 < p < oo e ~ + ~=1. 
Demostraçã o : [1] 

.s 



P r oposiçã o 2 .3: (D esigua ldade d e G ronwa ll) 

Sejam k E L1 ({a, b]; lR), k?:. O e f , g E C([a, b], lR) tais que 

f(t):::; g(t) + 1t k(s)f(s)ds, a:::; t:::; b. 

Então 

f(t) ~ g(t) + 1t k(s)exp(1t k(r)dr)g(s)ds , a:::; t:::; b. 

Em particular, se g(t) = g é constante em [a,bj, temos 

f(t):::; g exp (1t k(s)ds), a:::; t:::; b. 

Dem ostração : (1] 

Prop osição 2.4 (Desigua ld ad e de G r onwall generalizada): Sejam g(t) ?:. O, h(t) ?:. 

O funções contínuas em [O, oo) tais que 

onde C e a: são constantes não negativas. Se fo00 h(t)dt, então g(t) ::; C(1+t) - aexp(J0 h(t)dt) , 

o:::; t < 00. 

Dem ostração:(Linghai Zhang, pag. 33) 

Definição 2 .2 : Uma Junção f, mensurável em lR, é dita essencialmente limitada em lR 

quando existe uma constante k tal que 

if(k)i ~ k , quase sempre em lR. 

Definição 2.3 : Chamamos de L00(lR) o espaço vetorial de todas funções f essencialmente 

limitadas em lR, cuja norma neste espaço é dada por 

llfll = supxE!R ess if(x)i. 
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Teor ema 2.1 :LP é um espaço de Banach, para 1 ~ p ~ oo. 

D emostração: [16] 

D efinição 2.4:Definimos Espaço de Sobolev de ordem m sobre~~ como o espaço vetorial 

das f E L2(~) tais que as derivadas f/v, v = 1, 2,· · ·,m pertençam a L2(~) . 

Representamos por .EF(~) , m?:.1 o espaço de Sobolev de ordem m sobre~ com norma 

dada 

Teor em a 2.1 : O espaço vetorial .EF(~) é um espaço de Hilbert. 

D emostr ação: [16] 

D efin ição 2.5:Sejam f e g funções integráveis em ~ - A função 

(f * g)(x) =i: f(Ç)g(x- Ç)dÇ 

chama-se convolução de f e g definida para quase todo x E ~ e, é integrável. 

Definiç_ã o 2 .6: Dada f: ~ ~ C integrável (no sentido de Riemann) em cada intervalo 

[a , bj e 

i: lf(x) ldx = a~-!Jff-+oo1b lf( x)ldx = ll fllu < +oo 

diremos então, que f é integrável. 

D efin ição 2. 7: Definimos a transformada de Fourier de J, f absolutamente integrável, 

como sendo a função f , f: ~ ~ C dada por 

D efin içã o 2.8: O espaço de Schwartz (ou das funções GX> rapidamente decrescentes), de

notado por S(SR), é a coleção das f: ~~C tais que, f E GX>(~) e 
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ll!lla,,B = sup lxo J<.B>(x)! < +oo 
xe!R 

para todo par (o:,/3) E N x N. 

Proposição 2.5:Seja f E S(SR). Então jo) E S(SR) para todo o: E N e 

Proposição 2.6: Seja f E SrJR). Então a transformada inversa de Fourier é 

- 1100 iÇ f(x) = ;n- f{Ç)e xdÇ para todo x E~-
v27r -oo 

Proposição 2.7:A identidade de Parseval vale em S(~). Mais precisamente se f, 9 E S(~) 

então, 

II!IIL2 = llfi!L2 para todo f E S(~). 

Proposição 2.8: Seja j,9 E S(~). Então 

i) (f* 9){ç) = .Jii;j(Ç)g(Ç) , Ç E~; 

ii) (/9){ç) = )?;rrf(ç) *g(Ç), Ç E~. 

Proposição 2.9: Sejam f E S(S.R) e 9 contínua e limitada. Suponha que 

j_: (1 + !YI) 0 !g(y)!dy < +oo para todo o: E N . 

Então f*9 E S(~). 

Com essas notações , definimos outra norma em H8(~) s E ~. s 2::0, equivalente a 

norma definida como 
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Proposição 2.10: (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg): 

i) Se s ?.1 e f E JISUR), então 

ii) Se 1$ j $ m e f E .FF(rR), então 

Demonstração: i) Combine a desigualdade de Hõlder com o fato de que 

? 100 d 2 f~(x) = -f (s )ds , 
-oo ds 

Vx E rR. 

ii) Veja (1]. 

Teorema 2.3 (Teorema do ponto fixo d e Banach). Seja X um espaço métrico completo 

e seja S:X- X uma aplicação tal que 

Então S tem um único ponto fixo, u = Su. 

Demostração: [16} 

Teorema 2.4 (Convergência Dominada de Lebesgue) . Seja (fn) uma sucessão de 

junções integrais em rR (no sentido de Lebesgue), convergente quase sempre para a função f. 

Se existir uma função integrá veZ f o tal que I f n ( x) I $ f o ( x) quase sempre para todo n E N. 

Então f é integrável e tem-se 

j_: f(x)dx = J~~j_: fn(x)dx . 

Teorema 2.5 (Imersões de Sobolov) Seja f2 c rRn com fronteira bem regular. Então: 

onde l = l - m se m · p < n 
q P n 
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onde ~ - r;: =O e q E (p, + oo( 

3) vvm,p(n) <.......? vxl(n) se mp > n, ou seja, 

Demostração: (16] (Brézis) 

Definição 2.9: Seja X um espaço de Banach e C (x) a álgebra dos operadores lineares 

limitados de x. Diz-se que uma aplicação S:~+ ---t C(x) é um semigrupo de operadores 

lineares limitados de x se: 

i} S(O )=I, onde I é o operador identidade de X, 

ii) S(t+s) = S (t)S(s), Vt, s E ~+. 

Diz-se que o semigrupo S é de classe Co se 

iii} limt-.o+ II(S(t)- I)xllx =O, Vx E X. 

Definição 2.10:0 operador A:D(A) ---t X definido por 

D(A) 
_ { 1. S (h ) - I . } 
- x , 1m h x extSte e 

h-+0 

S(h) - I 
Ax = lim h x,VxED(A) 

h-+0 

é dito gerador in f initesimal do semigrupo S. 

Proposição 2.11: O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co é um operador 

linear fechado e seu domínio é denso em X. 

Demonstração: [20] 

Teorema 2.6 (Hille- Yosida). Uma condição necessária e suficiente para que um operador 

linear A : D (A) c X ---t X , X espaço de Banach, seja o gerador infinitesimal de um 

semigrupo { T ( t)} t;:::o de classe Co é que: 

i} A seja fech ado e D (A)= X; 

i i) Existem constantes reais M e w tais que para À E R, À > w, se tenha À E p (A) e 

n M 
IIR(À,A) 11:5 (À-wt' V n E N. 

Neste caso IIT (t)ll $ !vfewt, V t 2:: O. 

Demonstração: [20] 
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Capítulo 3 

Problema de Cauchy e comportamento assintótico 

das soluções do sistema conservativo do tipo BBM 

3 .1 Int rodução 

Consideremos o sistema não-linear de equações da forma: 

{ 

Ut - 'Uxxt - a1 Vxxt + a2Ux + a3vPvx + Up'Ux + a4 ( uPv )x = 0 

Vt- Vxxt- a11t xxt + a2vx + a3v.Pux + vPvx + a4(1.wP)x =O 
(3.1) 

onde a1, a2, a3 e a4 são constantes reais, a2>0 e la11 < 1; u = u(x, t) , v = v(x, t ) funções 

reais com variáveis reais x e t; oo < x < +oo e t?O e p é um inteiro maior ou igual a um. 

Aqui, ?J.x, v x, 71.t, Vt representam as derivadas parciais com respeito a x e t, respectivamente. 

O sistema (3.1) é um sistema acoplado, através dos efeitos dispersivos e não-lineares, de 

duas equações do tipo Benjamin-Bona-Mahony. É um modelo alternativo para um par de 

equações do tipo KdV com coeficientes constantes que foi derivada por Gear e Grinshaw 

[17] e descreve a forte interação de ondas longas fracamente não-lineares. 

O objetivo deste capítulo é estudar o problema de Cauchy associado ao sistema (3.1). Na 

primeira parte provemos a existência e unicidade da solução global e a dependência contínua 

da solução em relação aos dados iniciais. Na segunda parte estudamos o comportamento 

assintótico das soluções quando t--t+oo. 
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3.2 Exist ê ncia da solução local 

Consideremos o problema de Cauchy associado a (3.1). O problema (3.1) pode ser 

escrito na forma: 

{ 
AUt + BUx + F(U)x = O 

U(x , O)= Uo(x) 

onde U = ( : ) e, A, B e F são matrizes dadas por: 

A= B -' -

Formalmente, podemos escrever a solução de (3.2) , como: 

U(x , t) = Uo(x)- fot A-1 (BUx + F(U)x)ds. 

(3.2) 

(3.3) 

O lema a seguir é útil para a prova da existência local da solução do problema(3.2). 

Lema 3 .1. Seja A a matriz definida em (3.2) e la1l<l. Então: 

por 

a) A - l existe. 

b) A - 1g = K * g onde g = (g1;g2) E IP(SR) x IP(SR) s 2: 2 e K = (Kzr)l,r=l,2 definida 

Kzr = ~ j +oo eixyalr(Y )dy com 
y 27r -oo 

-A-1(y ) = (azr)l,r=1,2 
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e * denota a operação convolução. 

c) Ktr E L1 (íR) n DX>(íR) para l,r=1,2. 

Demonstração: a) para U=(u, v) E H8(~) x H8(~), s~2 tem-se 

(AU; U)L2xL2 

usando a desigualdade 

segue usando o fato que la1l<l, que existe uma constante positiva C, C=l: tal que 

isto é, 

Se (AU; U)v~xL2 = O então IIUIIl2 = O e portanto A -l existe, isto demonstra (a). 

b) Por definição K;;. (y)=atr(Y), portanto: 

- 1- --- 1 -A- 1g(y) - y'2;TA- 1(y) · g(y) = y'2;T(atr(Y))g(y) 

1- -
- y'2;Ktr(y)g(y) = (K * g)(y) . 

Logo 

A--=lg(y) = (K * g)(y). 

(3.4) 

Por (3.4) tem-se que A é um operador coercivo. Além disso é autoadjunto, pois sejam 

ul e Uz E H8 (1R) X H8(~) então: 

(AUl; U2)L2xL2 - (ui- U!xx- a!Vlxx; U2)L2 + ( - alulxx +V}- VIxx; v2)Lz 

- /_+00

(11. 111.2- 1J,l xx11.2- a1Vlxx1l.z- a l1LJxxV2 + V1V2 - VJxxV2)dx. 
-oo 
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e 

Integrando por partes, 

Ou seja, A é autoadjunto. 

O que significa que A é sobrejetora. Isto demostra (b). 

c) Por (a) temos que A - l existe, então da definição de A, obtemos: 

Provemos que: 

i) Kn = K22 E L1(lR) n V:o(lR) 

ii) K21 = K12 E U(lR) n L00(lR) 

(i) Vamos mostrar que Ku E L1 (lR), para todo x:fO, integrando por partes, obtemos: 

Ku(x) _1_ [lim ( ]:_eixy 1 + y2 )] 
...fii IYI->OO ix (l + y2)2 _ ayy4 

joo eixy - 2y - 4y3 - 2y5 + 4aiy3 + 2aiy5 d 
_ 00 [ [(1 + y2)2 _ ayy4]2 J Y 

Integrando novamente por partes, segue que 

. eixrJ [ 1 + y2 -2y - 4y3 - 2y5 - 4afy3] 
Kn(x) = hmtyl-oo .j2; ix((l + y2)2 _ ary4) + x2(( 1 + y2)2 _ ayy4)2 -

1 j +oo -2 + 12afy2 + 12y4
- 12afy4 + 16y6

- 36afy6 

J2;x2 -oo [ ((1 + y2)2- ayy4]3 
20afy6 + 6y8 - 12afy8 + 6afy8 

+ [( 2)2 2 4]3 ]dy. 1 + y - a1y 
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Logo 

!Kn(x)l 
< 1 r+oo ,-2 + 12a~y2 + (12- 12ai)y4 + (16- 36a~ + 20af)y6 ) 

J2;x2 1-oo [(1 + y2)2 - ary4]3 

(6- 12ai + 6a1)y8 ld 
+ [(1 + y2)2- ary4J3 y. 

Como la11<1, existe numa constante positiva C, tal que: 

Mas 

Consequentemente, 

(3.5) 

pois 

l
+oo 1 + IYI2 + IYI4 + IYI6 + IYI8 l+oo dy 

---'-':o.:____;_,:....;__-::-'-~-=--;,.;;...;._ < C 1 < +oo. 
. -oo [1 + (1- ai)y4]3 - -oo 1 + y4 

Se I xl 2: 1, de (3.5) temos 

r IKn(x)jdx::; r ~dx < +oo. 
J1x1~1 J1x1~1 X 

e se I xl <1, então 

l
+oo 1 + y2 j +oo dy 

IKu(x)ldx :::; c ( I 2)2 2 4dy:::; cl 1 2 < +oo. 
-oo 1 TY - aly -oo +y 

Logo 

r IKu(x)ldx < +oo. 
Jlxl<l 

Se I x I 2:1 então do fato de 

!K n(x) ldx:::; ~ obtemos r IKu (x)ldx < +oo. 
X J1x1~1 
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o que implica que 

l
+oo 

-oo IKn(x)jdx < +oo. 

Da discussão acima segue que, se I x I $1 então K11 E 1 00 (1 x I $1) e se lxl 2::: 1 também 

K11 E 100 (1 x I ~ 1) . Portanto Kn E U(~) n L00(~)- Analogamente, mostra-se que K12 = 

K21 E 11 (~) n L00(~) -

Lema 3.2.Seja g=(g1;gz) E J!Sf.R) x J!S(SR}, s2::1, sE~ se s 2::1 O<a1<l. 

Então K* * E Hs f.R) x JIS fR) e existe uma constante positiva C> O tal que 

dg 
IIK * dx IIH"xH" $ Cllg iiH"xH" 

D emonstração : Por definição 

d l +oo I dg 12 IIK * d~ llk"xH" = - oo (1 + IYI2r K * ~x dy 

ou seja, 

-2 L: (1 + IYI2
)

5 IKI2 :~ dy 

- /_:

00 

(1 + IYI2
)

5 IKI2 IYI2I§(y )l2
dy 

pelo lema 3.1, 

( 
~1(y) )]

2 

dy 
gz(y) 

como 

são limitadas, tem-se: 

l +oo( I 12)s 2( 1 + y2 I~ 1)2d < C 1 +oo(1 I 12)sj ~ 12 
1 + y y (1 + 2)2 2 4 9i y - 00 + y 9i 

-oo Y - aly 
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com i=1,2. 

Portanto 

(3.6) 

Obs. Vale llK * Ôx91ls~HxH•+l ~ Colt9lls~xs~, Vg E H 8 x Hs. Veja [21] . 

Teorema 3.1 : (Exist ência local) Seja: Uo = (Uo, vo) E !F (í]C) ·x JF-(iR}; mC.2, 

mE-Z, a1, az, a3, a-.t, rettis com az qualquer, la1 t < 1 e p E- Z, p C. 1. Então existe To >O e 

um único-par de funções (1t,v} E C(O, To-;" JF-~)) x C(O; To; 1-FfR)) tal que 

(ut,vt) E C(O; To, IF(iR)) x C(O, To; 1-F(!R..)) e (u,v) satisfaz (3.1). 

Demonstração: Seja R>O e definimos o espaço de funções 

Y n(t) = { 1/J = (1/JI, 1/12) E C(O, To; Hm(~)) x C(O, To; Hm(~)) tal que sup09:s;r 111/1(·, t) 

-Uo llsmxsm ~ R, 1/1(·, O) = Uo }. 

A norma Y n(T) é um espaço métrico completo quando munido da métrica induzida 

pela norma de rtm(lR) = Hm(~) x Hm(~). 

Definimos <r função 

dada por: 

rt a 
Pcp(x, t) - Uo(x)- lo K(x) * ôx (Bcp(·, s) + F (cp( ·, s))ds\:1 t ; O~t:=;T 

e cp E Y n(T). (3.7) 

Vamos mostrar primeiramente que a função P está bem definida e a seguir que 

P: Y n(T) _... Y n(T) é uma contração (se T é escolhido suficientemente pequeno) . 

Seja G(cp(·, t)) = B<p(·, t) + F(cp( ·, t)) , ou seja, 
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( 

p+l P+l ) a _v - + _u - + a 11.Pv 
G(cp(· , t)) = Bcp(·, t) 3 p+l P+l 4 

u P+l u P+l p 
a3p+l + p+l +a4uv 

,V cp E YnT 

P está bem definida, de fato: 

Se cp E Y nT então G(cp( ·,t)) E 'Hm (~), m;::: 2, para cada tE [0, T ] e tem-se 

(3.8) 

para p ;::: l , p E Z 

pois Hm(~) é uma Àlgebra de Banach para m;:::l. 

Além disso, do lema 3.2 temos que 

Ainda 

a 
K * ax G(cp(·, t)) é contínua em 0:5s:5t e t E [0, T] com valores em Hm(~). 

De fato: 

Dado ó > 0 tal que s+ó E [0, T] e cp E Y n(T), pelo lema 2.2 temos 

a 
II K * ax[G(cp(s + 8)- G(cp(s))]rt"'(!R) :5 CIIG(cp(s + ó) - G(cp(s)) iirt"'(!R)· (3.9) 

Mas, 

IIG(cp(s + 8)) - G(cp(s))]rtm(!R) :5 IIB((cp(· ; s + 8)- cp(·; s)]llrtm(!R) 

+ IIF(cp(·; s + 8))- F(cp( ·; s) llrt=(!R)· 

Mostremos que o lado direito de (3.10) tende a zero quando 8 --t o+. Temos 

li B [cp(·; s + ó)- cp(·; s)]ll rt=(!R) :5 Bll(cp(·; s + 8) - cp(·; s)]llrt=(lR)· 

(3.10) 

Corno cp E Y n(T); cp(· ;s) é contínua 0:5s:5 t portanto, a expressão acima, tende a zero 

quando 8 ___... o+. 
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Por outro lado: 

u, v E C(O; T; Hm(~)), por hipótese, logo F(cp) E C( O; T; Hm(~)) x C(O; T; Hm(~)) e 

IIF(cp(·; s + 8)- Fcp(·; s)llrtm(!R) -to quando 8 -t o+ pois, 

11 F ( <,0 ( · ; s + 6)) - F ( <,0 ( ·; s) 11 ~ ( ~) = 11 p : 
1 

(vi>+ 1 
( s + 6) - vi>+ 1 

( s)) 

+ - 1
- (ui>+1 (s + 8)- ui>+1(s)) + a4(uP(s + 8)v(s + 8)- uP(s)v(s))ll~ 

p+l 

+ 11~ (up+1(s + 6)- u1>+1(s)) + - 1
- (vp+1(s + 6)- v1>+1(s)) 

p+1 p+1 

+ a4(u(s + 6)vP(s + 6) - u(s)vP(s))ll~ 

Para p2::1, p E Z , é valido que: 

e sendo Hm(~) uma álgebra de Banach para m2:: 1, segue que 

e 

ja3j + 1 
11 F(cp(·; s + 6)- Fcp(·; s)l!rtm S P + 

1 
[llv(s + 6)- v(s)IIHm(l!v(s + 8)ll~m 

+ ... + l!v(s) ll~m) + llv.(s + 6) - u(s)I!Hm(l!v.(s + 6)ll~m 

+ ... + l!(s)ll~m)] + ja41(1!u.P(s + 6)v(s + 8)- v.P(s)v(s)I!Hm 

+ llu(s + 6)vP(s + 6)- u(s)vP(s)I!Hm] 

117LP(s + 6)v(s + 6)- u.P(s)v(s)ll~m S ll11.(s + 6)ll~mllv(s + 8)- v(s)I!H'" 

+ llv(s)I!Hmllu(s + 8)- u.(s)IIH=(II1J.(s + 8)1!j/2 + ... + llu(s)ll~-2). 

Seja C2 = max{):;J; ~1 , ja41} para p2::1, p E Z, então: 
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11 F(cp(·; s + ó))- F(cp(·; s))llrt= ~ C2{l1v(s + ó)- v(s)i!Hm(llv(s + ó)ll~m 

+ ... + llv(s)ll'l-Im) + l!u(s + ó)- 7t(s)II Hm(llu(s + ó)ll~m 

+ ... + llu(s)ll~m) + llu(s + ó)ll'l-Imllv(s + ó)- v(s)i!Hm 

+ !iv(s)i!Hmlilu(s + ó)- u(s)i! Hm(llu(s + ó)liii-l + 

+ ... + II'~L(s)ll~2) + llv(s + ó)ll'l-Im)lln(s + ó)- u(s)iiH"' 

+ llu(s)IIH"'IIv(s + ó)- v(s)IIHm(llv(s + ó)llii~ 

+ ... + llv(s)ll~-2)} . 

Logo existe uma constante C> O, tal que: 

IIF(cp(·; s + 8)) - F(cp( ·; s))IIH"'::; C[lln(s + ó)- 1t(s)!iHm + [!iv(s + ó)- v(s)liH=] 

Pois <p E Y R(T) e portanto 

Assim 

IIF(cp(· , s + ó)) - F(cp(· , s)iiH"'::; Cllcp(·, s + ó)- cp(·, s) iirt= (3. 11) 

e cp( ·; s) é contínua para o::;s::;t portanto 

IIF(cp(·; s + ó)- F(cp(·; s))IIH"'--+- O 

quando ó--+- o+, onde C=C(m, R, p, la3j, la4j, IIUoiiHm). 

Portanto K * :3; G(cp(·,s) é contínua à direita de s com valores em 1ím(~) . Analoga

mente prova-se que K * tx G(cp(· , s)) é contimua à esquerda de s com valores em 1ím(lR). 

Tem-se que Pcp E C(O, To; Hm(~)) x C(O, To; Hm(lR)). Com efeito: 

- 111t K(x) * 
8
8 

G(· ,s)dsiiHm(lR) 
to X 

< rt III<(x) * ôô G(· ,s)dsi!Hmds. 
fto X 
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Usando o lema 3.2 e (3.9), vem: 

IIPr.p(·, t) - Pr.p(- , to)lhtm ~c rt IIB r.p(·; s) + F(r.p(·; s))ll7í"'(!R)dS l to 

< C ft [la2l(lluiiH= + llviiH=) + la3 l +
1

1 
(llull)t,; + llvll~,;) 

lto p + 
+ la4l(lluPviiH= + lluvPIIHm)]ds. 

Tomando c2 = max{la21; la41 ; v!l' t:D e usando o fato que r.p E y R(T) 

IIPr.p(·, t)- Pr.p(·, to)ll?í= < C2sup{1lniiH"' + llviiH"' + llv, ll~l 
(O,T] 

+ llvll~l + lluPviiH= + lluvPIIH"' }lt- to I 

onde C1 = C1 (la2l, la4l, ja31, p, R, m, 11Uoll7í"' ). 

(3.12) 

Logo P<p E C(O, T; Hm(~)) x C(O, T; Hm(~)), m2:2 pois quando t ~ to o segundo 

membro de (3.12) tende a zero. 

e 

Tomando to = O em (3.12) 

sup IIPr.p(·; t)- P<p(·; to)ll?í"'(!R) ~ C1T sendo <p(·; O)=Uo . 
[O,T] 

Mostremos agora que existe To >0 tal que P, Y R(To) ~ Y R(To) e que P é uma con

tração. 

Da desigualdade acima vem 

sup IIPr.p(·; t) - Uoll1t"'(!R) ~ C1T. 
[O,TJ 

Sejam 'I/J1 e 'I/J2 E Y R para t E (O,T ], tem-se 
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Pelo lema 3.2, temos 

Com o mesmo argumento feito anteriormente, existe uma constante C1 >0, tal que 

onde C1=C1(m, R, p, la3!, la41, IIUoiiJtm). 

De (3.13) e (3.15), vem 

IIP1/11(t)- P1/Jz(t)ll1tm < C fo\i!Bib·im + CI)II.,PI(s)- .,Pz(s)ll1tmds 

< Csup(IIBII1tm + Cl)ll·tfJI(s)- 1J;z(s)ll1tm · T 
{O,T] 

onde C=C(p, m, R, IIUoiiJtm). Ou seja 

sup IIP'l/J1(t)- P'l/J2(t)ll1tm s; CTII.,P1 (t) - '1/Jz(t)I!Jtm. 
(O,Tj 

(3.15) 

(3.16) 

Escolhendo To < min (~; t) tem-se, de (3.13) e (3.16), que P.,P E Y R(To) e P é uma 

contração de Y R(To) em Y R(To). 

Do princípio da contração de Banach, segue que existe uma única função U de Y R(To), 

ponto fixo de P. 

Existe, portanto, uma única solução local para a equação integral (3.3). 

Falta provar que Ut existe. Com efeito, pelo lema 3.2 podemos escrever (3.3) como 

U(x, t) = Uo(x)- fot K * (BUx + F(U)x)ds. 

Tomando H(s,U) = BU + F(U), vem 

Considere 

la
t dK 

U(x , t) = Uo(x)- -·- * H(s , U)ds. 
o dx 

lo
t dK 

z(x, t) =- - * H(s, U)ds. 
o dx 
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Seja E >0 tal que t +E E (0, T 0]. Então 

z(x,t+é)-z(x,t) 11t+edK ( ) --'----'----.;....___:_-'- = -- - * H s, U ds. 
E E t dx 

Pelo teorema do valor médio para integrais, temos 

para te E [t; t +c]. 

z(x, t +é)- z(x, t) 

é 

Tomando é-to+ obtemos: 

a+z ôK+ at = -a;- * H(t , U). 

Consequentemente a~t existe a~+ = a:X+ * (BU + F (U)). 

Analogamente prova-se que a~- = a:x- * ( BU + F ( U)} e portant(} ~ existe e 

~ = -~~ * (BU + F(U))- Isto é, 

Logo U = (u,v) satisfaz (3.1) e U(x,O) = Uo(x). 

(3.17) 

Finalmente temos que Ut = (ut,vt) E C(O, T0 ; Hm(~)) x C(O, To; Hm(~)} pois pelo 

teorema do ponto- fixo de Banach U-P(U) e P(U} é diferenciável em t, port-anto, Ut e é 

dado por 

que é contínua em t com valores em 1tm(~). 

Para demonstrar a unicidade da solução usaremos a desigualde de GronwaU. Considere 

W1 =(t"l> v1) e W2 =(u2, v2) E C(D; To; ff=(~)x C(O, T0; Hm(lR} duas soluções de (3.1) 

com \iV1 tx,O)= W2(x,O}=.Wo(x) então W1 e vVz satisfazem a equação integral (3.3). 

Seja To >{}, tem-se 
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Pelos lemas 3.1 e 3.2, vem 

Por (3.15), temos 

Da desigualdade de Gronwall temos que W 1 = W 2. 
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3.3 Existência de solução global e dependência contínua 

Teorema 3.2 (Existên cia d a solução global). Seja· Uo=(uo, vo) E Hm(~), m2_2, 

mE Z; ja11 < 1, 0!.2, a3, Q..( reais com a,z >O e a3 = a.t em (3.1). Então exis:te um único par 

de funções (u, v) E C(O, To ; lf"1l(~) x C(O, To ; lf"1l(SJ?__) para todo To >O e 

(u.ti Vt} E C(O, To ; J!"1l(~) x C(O,To;lf"1l(~}, (u,v) satisfazendo (3.1} e (v,(x,O}; v(x,O)) = 

{1to{x}, vo(x)). 

D emonstração : Multiplicando a IQ equação em (3.1) por u, a 2Q equação por v e inte

grando em ~ tem-se, prara todo t E [0, To]. 

{ 
~ ;t f~oo( u + u;)dx - a1 f~oo uvx:r;tdx + a3 f~oo uvl?vxdx + a4 f~oo u( uPv }xdx = O 

!1c f~oo(v + v;)dx - a..1: f~oo VUxxtdX + as-f~oo vuPUxdx + a4 f~oo v(vPu}xdx = O 

Somando as duas equações acima obtemos 

2 2 2 100 

V + Uz + vx)dx - a1 -oo ( UVxxt + VUxxt)dx 

+ a3 i: (v,vPvx + vv.Pux)dx + a4 i: ((11.Pv)xu. 

+ ( uvP)xv )dx = O 

Integrando por partes 

100 100 d 100 (uv=t + VUxxt)dx = - (uxVxt + VxUxt)dx = -- (uxvx)dx 
- oo -oo dt - oo 

Por hipótese a3 = a4 , substituindo (3.19) e (3.20.} em (:>.18) vem: 

1 d L 2 2 ., 2 d 100 
-- ( 71. + v + 'IJ..; + vx)da: +a.~ ~*-xVx)dx = O, 
2 dt - oo dt -oo 

ou seja, 

1d100 2 2 2 2 - - (v. + V + 1J,x + Vx + 2a1v·xVx)dx = O. 
2 dt -oo 
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e 

ou 

Integrando de O a t, obtemos 

!ot d 1 100 
2 2 2 2 ) ] -[- (u +v + ux + vx + 2a17J.xVx dx dt =O. 

O dt 2 -oo 

Logo 

;_: (u? + v2 + n; + v;)dx ~ -2a1 L: 1LzVxdx 

+ ;_: (uÕ + vÕ + uÕx + vÕx + 2alUOxVox)dx 

Pelas desigualdades de Hõlder e ab ~ a; + b;; V a, b E (m) , vem 

L: 2aluxvxdx < 2lali(L: u;dx)~(j_: (v;dx)~ 

< la1l ;_: u;dx + la1l ;_: v;dx . 

Consequentemente de (3.23) e (3.24) obtemos, para la1 1 < 1 

Logo, existe uma constante positiva C = i~~=~~ tal que 

1
00 

( z 2 2 2)d C 100 

( 2 2 2 2 )d -oo u + v + ux + v x x ~ -oo uo + V o + uox + Vox x 
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Multiplicando a 1Q equação de (3.1) por (-u:~;x) a 2Q equação de (3.1) por (-v:~;x) e inte-

grando em lR, obtemos: 

~ ft f~( u; + n;:~;)dx + a1 f~oo 1LxxVxxt,dX - a3 f~oo vPv:~;Ux:~;dx 

- f~oo uPu:~;Uxxdx - a4 f~oo( uPv )xUxxdx = O 

~ ft j~00( v; + v;:~;)dx + a1 f~oo Vx:~;UxxtdX - a3 f~oo uPUxVxxdX 

- f~oo vPv:~;Vxxdx + a4 j~00(nvP)xVxxdx = O. 

Somando as duas equações acima, temos: 

1 d 100 2 
-- (11.x + 
2 dt - oo 

2 2 2 100 
vx + ?J.xx + VX:!;)dx + al -00 ('ll.xxVxxt + 1l.xxtVxx)dx 

- a3 i: ( vPVxUxx + uPUxVxx)dx + i: ( uPU:~;Uxx + vPVxVxx)dx 

Como a3=a4, por hipótese, vem que: 

- 1oo (uP?J.xUxx + vPVxVxx)dx 
-00 

+ a4 i: (pup-
1
UxVUxx + UPVxUxx 

+ U:~;VPVxx + pUVp-lVxVxx + VPVxUxx + uPUxVxx)dx 

Usando a desigualdade de Holder e a imersão Hm(lR) ~ L00 (lR) para m~1, vem: 

1 d 100 2 2 2 2 -- (n + vx + nxx + Vxx + 2al1L:~;xVxx)dx :$ 117J. II~oolluxiiL211nxxiiL2 
2 dt -00 X 

+ llvll~oollvxiiLzllvxxiiLz + a4[pllu ll~lluxiiL211viiLoolluxxi1Lz 

+ llull~oollvxiiL211Uxx11Lz + llux11Lz11v11fooiiVxx11 L2 

+ PI11J. JILooiJvll~~1 1l vxiiL211Vxx11L2 + llvll~ool!vxi!Lzlluxxi!Lz 

+ llv.PIILoolluxi!LzllvxxiiLz]. 
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1 d 100 2 -- (nx + 
2 dt -oo 

< Cl[(lluxlljfl + llvxll~t)(!luxllL2IIuxxllL2 + llvxiiL211VxxiiL2) 

+ llull~dlvxiiL211UxxiiL2 + llvll~dluxllL211VxxiiL2 

+ llull~~1 llviiL00 llnxiiL211UxxiiL2 + llv ~~~~ 111J,IIL00 llvx IIL211Vxxll L2] · 

De (3.25) e da desigualdade de Young, obtemos: 

onde C= C(IIUoii'H;p). 

Integrando (3.26) de O a t: 

d 100 - ( 
dt -oo 

(3.26) 

(3.27) 

Observando que- 2a 1uxx Vxx $ a1(u~ + v;x)· Então de (3.27), para la1l < 1, vem: 

Como a1 < 1, então existem constantes positivas C2 e C3 tais que: 

Usando a desigualdade de Gronwall em (3.28) implica que: 

(3.28) 

Logo, temos que (11., v) E C(O,T;H2(~)) x C(O,T;H2(~)) por (3.25) e (3.28). 
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Pelo processo de indução podemos concluir que (u,v) E C(O,T;Hm(~)) x C(O,T;Hm(~)) 

para m~2. Como Ut=(ut;vt) existe e satisfaz (3.1) então pelo lema 3.2, podemos concluir 

que (u,v) E C(O,T;Hm(~)) X C(O,T;Hm(~)). 

A unicidade de solução é obtida utilizando a desigualdade de Cronwall. 

Teorema 3.3 (Dependência contínua dos d ados iniciais). Sejam UQ, 

Uo E 7-lm (SR.), m~2, m E Z, 0< a 1 < 1; 122, a3, e2.4 reais, com a3=a4 e, (u , v) E C1 {0, T;JF (SR. )) 

x ci (0, T;!F(SR)); (11.n, vn) E C1 (0, T;JF (SR.)) x ci {0, T;JF (SR.)) soluções de {3.1} e de 

(3.29) 

11,n(x, O) = nn(x);vô(x, O) = vô(x) 

respectivamente, com n E Z, n~ O. 

Se UQ ~ Uo em 1-lfR} para T>O fixado, então (un, vn) ~ (u ,v) em C(O,T;lF(SR)) x 

C(O, T;!F(SR)) quando n ~ oo. 

Demonstração : Seja W= un - U. Por (3.2) e (3.29) temos que W satisfaz o seguinte 

problema de valor inicial: 

AvVt + B vVx + F(Un)x- F(U)x = O; vV(x, O) = U~(O) - Uo(x ). (3.30) 

Ainda W satisfaz a equação integral: 

Logo 

Pelos lemas 3.1 e 3.2, e pelo teorema 3.1, vem: 

Por Gronwall temos: 

lllV(x, t)ll'H=::; IIW(x, O) li'Hmect, tE [O, T] 
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Por Gronwall temos: 

IIW(x, t)llxm::; IIW(x , O) IIx=ect, tE [0, T] 

Como U0 ---7 Uo em ?tm temos un ---7 U em C(O,T;Hm(~)) x C(O,T;Hm(~)). 

3.4 Comportamento assintótico 

Nesta seção estudaremos o comportamento da solução do problema (1.1). Seguiremos o 

método da "fase estacionária". Usaremos várias idéias de J. Albert [2]; [3]. O primeiro 

passo é obter uma taxa de decaimento para a solução do problema linear associado ao 

problema (1.1), isto é, 

X E~' t2:0 (3.31) 

11.(x, o)= 11.o(x) ; v(x, O)= vo(x) 

O resultado que obtemos coincide com a taxa ótima de decaimento obtida por J. Albert 

[2], [3] para a equação generalizada de Benjamin-Bona-Mahony. 

O lema a seguir é um resultado clássico de Van der Corput cuja demostração encontra-se 

em [2]. 

Lema 3.3 (Van der Corput). Seja pé d (SR) uma função côncava ou convexa no 

intervalo f a, b J com - oo ::; a< b::; +oo. Então: 

com i=.;=!. 

2) 116 
eip(s)dsl::; 4{min[a,óJI/(s)l} -=/ se /(s) ~O em [a,b] 

c.q.d. 
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Usando a transformada de Fourier na variável x em (3.31), obtemos sua forma integral 

da solução 

u(x, t) 

v(x , t) 

d À ( ) a2y(l + y2
) + a1a2y3 >. ( ) azy( l + y2

) - a1a2y3 

on e 1 y = (1 + y2)- ayy4 e 2 y = (1 + y2)- ayy4 

As funções À1 e À2 satisfazem as seguintes propriedades: 

I) À1: À2 são funções de classe C00(3{), V y e 0< a1 <1 ; 

2) À1, Àz possuem no máximo 9 pontos de inflexão não degenerados; 

3) Existem constantes positivas, C1 e C2, tais que: 

I À~(y)l ~ C1IYI-3 e IÀ;(y)l ~ C2IYI-3 para IYI grande. 

De fato: 

I) Como À1> À2 são funções racionais temos À1 , À2 E C00(3{), V y e 0<a1 < 1. 

2) Derivando À1 em relação a variável y: 

(3.32) 

(3.33) 

À' ( ) = a2 + (5az + 3ala2)Y2 + (7az + 6a1a2- aia2)y4 + (3az + 3ala2- 3aiaz- 3ayaz)y6 

1 y (1 + 2y2 + (1 - ai)y4)2 

Derivando novamente em y, obtemos para o numerador de À~ um polinômio de grau 9, 

portanto existem no máximo 9 pontos de inflexão não degeneredos. 

Analogamente, prova-se para Àz. 

3) De (2) temos: 

À;(y) = (~ A,y') f((l + y2
)
2

- aiy4
)
3 onde A; é o coeficiente de y' . 

A1 E 3{, i=0, ... ,9. 
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Ainda 

Portanto para IYI suficientemente grande: 

9 

Como y12 $ (1 + y 2
)
6 e I _LAiYil ~ jAgy9j, temos: 

i =O 

IÀ;(y)l = CtiYI -3
, IYI suficientemente grande e j=l,2. 

O que mostra a 3~ propriedade de À1 e À2. 

Lema 3.4.Sejam Àt e À2 como definidas acima e 0<a1<1. Seja TJ , ry1 >0, então, para 

r 1 e r2 suficientemente grandes temos: 

a) sup IJrl eit(>.t(Y)+oy)dyl $ C[C11 + t <'J- 1)/2 + cl/2r~/2] 
- oo<o <oo - r1 

b) sup I!T2 eit(>.2(Y)+oy)dyl $ C[CTJl + t (TJI-1)/2 + cl/2r~/2] 
-oo<o<oo - r2 

onde C é uma constante positiva (independente de r 1, r2 e o:). 

Dem onstração : 

(a) Sejam y1 , Y2, ... ,yg os pontos de inflexão de À 1 . 

Seja r1 > 0 um número suficientemente grande tal que Y; E (-r1>r1), \fjE{l, 2, ... ,9}. 

Seja e > 0 suficientemente pequeno tal que (Yi- e , (Y; + e) Ç (-r1, r1) , VjE{l , 2, ... ,9}. 

Considere o conjunto 

B~ = {y E ~/IYI < r1 , IY- Yil ~ e, j = 1, 2, ... , 9}. 
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Calculemos a integral 

I= (
1 

eit(>.l(Y)+ery)dy -

Jr1 
r eit(>.l (Y)+ery)dy 

JIYI <rl,IIY-Yj ;:::e 

+ r eit(>.l (Y)+ery)dy 

j iYI <r1 ,IY-Yj <el 

onde a = T· Isto é: 

Vamos estimar as integrais I1 e 12 separadamente. 

Seja PI(Y) = ÀI(Y) + ay. 

(3.34) 

Então, p~ (y) =À~ (y) +a e p~ (y) =À~ (y) com Y; é um ponto de inflexão não degenerado 

de Àt, tem-se 
11 

( ) o 111 

( ) ..J. o . 1 2 9 P1 Y1 = e p1 Yi r para J= , , .. . , . 

Assim, se p~' (y;)>O temos p~(y) é um ponto de mínimo local em Yi , caso p';' (y;)<O 

então p~ (y) é um ponto de máximo local em y i. 

Portanto, p~ (y) = À~ (y)<O (p~ (y) = À~ (y)>O) para y>y; e p~ (y) = À~ (y)>O (p~ (y) = 

À~(y)<O) caso y<yj, V j=l, 2, ... ,9. Ou seja, p1 (y) é côncava ou convexa numa pequena 

vizinhança de y i. 

ou 

Como p~ (y) :f;O, Vy E Be, podemos estimar I, usando o lema de Van der Corput. Assim: 

Pela 32 propriedade de À1, resulta que: 

minyeB,IP~ (y)j = minyes., IÀ~ (y)j = min {IP~ ( -1·1)l 

; IP~ (+ri) I; IP~ (y; ± t:)l} :::; Cjyj para j=l, 2, ... ,9. 

Mas IYI ~ lr1l para y E Be, daí: 

minyEB .. IP~ (y)j 2: Cr13 para r1 suficientemente grande. 
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De (3.35) e (3.36) resulta que 

(3.37) 

Para estimar I2 em (3.34) vamos dividi-lá do seguinte modo: 

(3.38) 

ou 

onde 11 é um número a ser determinado. 

Seja y - Yi = sem I3, então: 

II3I = I r eit()q(y)+ay)dyl :5 r leitpt(s+yj)lds 
Jlsi<t-'1 Jlsi<t- '1 

t - 'f) 

- 2 lo leitpt (s+yi)jds. 

Resulta que 

(3.39) 

Para avaliar 14 em (3.39) usaremos o lema de Van der Corput. 

Observemos que p~(Yi)=O e p~'(yi)=f:O, pelas hipóteses feitas: portanto Yy é um ponto 

de mínimo local ou máximo local para p~. 

Como t-17 <jy - Yil<é tem-se que para cada y, y pertencente a um dos conjuntos 

t - 11+yj <y<yj+é ou Yré <y<y;-t-71 portanto p~ (y)=>.~ (y)>O ou p~ (y)=>.~ (y)<O e p1 

é uma função côncava ou convexa nestes conjuntos, pelo lema de Van der Corput podemos 

concluir que: 

(3.40) 

_r a vizinhança de cada Yi, j=1 , ... ,9, a função p~ (yj) tem um desenvolvimento de Taylor 

da forma 
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P~ (y) = p~' (yj)(y- Yi) + R (y) 

onde 

R(y) = pf(Bj)(y - Yi? com Yi < 8 <y e limY-Yi R(y) = 0. 
2 y-~ 

Assim: 

pois IY- Yil < 1 

Fazendo 

O< 81 < min199 IP~' (yj)l, então existe uma constante positiva C tal que 

IP~ (y) I ;::: C I y - y j I para todo y suficientemente próximo de y j. Portanto: 

De (3.40) e (3.41) resulta que 

II41 = 11 eítpl (Y)dy :::; 4{ t. Cc11 } -I/2 :::; Ct~. 
t-'~<IY-Y;I<e 

Logo, por (3.37), (3.39) e (3.42) obtemos 

III = IJ::l eit(Àl(Y)+ay)dyl :::; 2t-17 + Ct~ + Cc112rf12 , onde C>O. 

O que prova (a), analogamente podemos provar (b) . 

(3.41) 

(3.42) 

Teorema 3.4.Seja (u 0 , v0) E Jf(?R) n L1(1R) x If(~) n L1 (1R) , a1, ll2 números reais com 

~ >0 e 0<a1 <1. Então a solução do problema linear (3.31) satisfaz a estimativa: 

1) llv.(·, t)IIL<X> :::; (llv·ollu + llvollu + lluoiiH4 + llvoiiH4)(1 + t) - 113 

2) llv(·, t)IIL<X> :::; (llnollu + llvollu + 111JoiiH" + llvoiiH4)(1 + t) - 113 

35 



para t suficientemente gr-ande e C uma constante positiva independente de xe t. 

D emonstração: De (3.32) e (3.33) tem-se: 

u(x, t) 

e 

v(x, t) 

onde a= f. 
Provaremos a estimativa (1) . 

(3.43) 

(3.44) 

Seja r1 > 0 e r2 >0 que serão determinados posteriormente, podemos dividir (3.43) em 

2 partes e obtém-se: 

ou 

17t(x, t)l < _1_[1 r eit().l (Y)+oy)?io(y)dyl +I r eit(Àl(Y)+ay)7io(y )dyl 
25. } IYI$r1 }IYI>r1 

+ I r eit(À2(y)+ay)?io(Y )dyi + I r eit(À2(Y)+ay)?i.o(y )dyl 
} IYI$r2 } IYI>r2 

+ I r eit(Àl(Y)+ay)vo(Y )dyl + I r eit(Àl(y)+o:y)vô(y )dyi 
} iyl$r1 }IYI>r1 

+ I r eit(À2(y)+ay)vo(Y )dyl + I r eit(À2(Y)+ay)vo(Y )dyl] (3.45) 
} IYI$r2 } IYI>r2 

1 
lu(x, t)l $ 

2
)2;(h + !2 + !3 + !4 + 1s + 16 +h+ Ia). 

Vamos estimar a integral l2 em (3.45) 
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Pela desigualdade de Holder, segue que: 

Como 

Obtemos que 

(3.46) 

De modo análogo, tem-se: 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

Vamos estimar I 1. 

Seja 

O integrando de I, pode ser reescrito como eixy · h 1(y , t)u.0(y). 

Seja {3(y, t) = XMh1(y , t), onde XM é a função característica do conjunto M={IYI ~r!}, 

então: 

1 /_+oo . 1 /_+oo -h= !(>I e~XY(3(y,t)uo(y)dyl = !(>I ({3(x , t)) * Uo(y))dyl. 
V 2íT -oo V 2íT -co 
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Pela desigualdade de Young e pelas propriedades de convolução, tem-se 

1 - 1 -
h = -

2
1.B(x , t) * uo(O)I ::; -

2 
sup I.B(x, t) * uo(O)I, 
xe!R 

isto é, 

(3.50) 

Também 

onde a= T-
Usando o lema 3.2, temos: 

pois 

_l_ lj +oo eit(>.l(Y)+o:y)XM(y)dyi ::; _l_ljrl eit(>.l(y)+o:ydyi . 
...j<i; - oo .J2; -r1 

De (3.50) e do resultado acima, temos: 

!2::! 1/2 3/2 h ::; c(t-TJ + t 2 + c rl )lluollu- (3.51) 

Da mesma forma obtemos: 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 
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Por (3.45), (3.46), (3.47), (3.49), (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54) podemos concluir que 

!1.=! 1/2 3/2 + C(t- 11 + t 2 +C r2 ( jjv,oi!Ll + llvoi!Lt) 

+ C(1 + rl)-712(117.to!I H4 + llvoiiH4) + C(l + r2)-712(1luo!IH4 + llvoi!H4). 

Tomando r1 =t l/lO e fJ = ~, vem 

Ainda se r2=t1l10 e ry=l, tem-se 

Seja To=max{T1 , T2} . Então 

1!71,(·, t)IILoo - sup esslu(x, t)l ::; C(ll1tollv + llvollv + 117J.0 IIH4 
- oo<x<oo 

(3.55) 

Usando (3.43) podemos provar que: 

llu( ·, t)IILoo ::; C(lluollv + llvollv + lluoiiH4 + llvoiiH4) para todo t;?: To. (3.56) 

De (3.55) e (3.56), temos: 

-1 

1171.( ·, t)IILoo ::; C(lluollu + llvollu + ll7l.oiiH4 + llvoi!H4)(1 + t) 3 

v t ;::: o. (3.57) 

O que conclui a estimativa ( 1) do teorema 3.4. 

De modo análogo podemos provar a estimativa (2). 

Os próximos lemas são de grande importância para a obtenção da taxa de decaimento 

do sistema não-linear (3.1). 
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Lema 3.5 (W. Strauss). Seja m(t) uma função real contínua, não negativa e tal que, 

existem constantes positivas a0 , a 1 e /31 de modo que: 

para algum t no intervalo contendo t=O, com {31 >O. 

Se m(0 1 < a e a a {lh-l)-
1 < (1 - f3 - 1)f3-Uh-l)-

1 

/ -o o 1 - 1 1 

então, no mesmo intervalo, m(t) é limitada e m(t) < ao(1- /311
). 

D emonstração : Ver [24] 

Lema 3.6. Sejam ao, a1, !31 ?_ O satisfazendo ao + a1 - !31 '?:. 1, ao ?:. /31 ou a 1 ?:. /31 se 

a1 =1, a1 = /31 se ao=l. 

Então 

Demonstração : Ver[24) 

A seguir vamos obter a taxa de decaimento do problema não-linear (3.1). 

Teorema 3.5:Seja (uo,vo) E JI5(SJ?.) n Wl,l(~) X JI5(SJ?.) n W1•1 (~) e p inteiro, p > 4, 

globais do problema (3.1} então: 

1) lln(·, t)i!Loo ~ C(1 + t)-113 

2) llv(·, t)IILoo ~ C(l + t)-113 \f t suficientemente grande, 

desde que lluoiiL1 + llu~IIL1 + llvoiiL1 + llv~IIL1 + 1l11.olln5 + llvolln5 seja suficientemente 

pequeno, onde C é uma constante positiva independente de x e t. 

D emonstração: Sejam u = u(x, t) e v = v(x, t) soluções globais de (3.1), dados por: 

u(x , t) 
1 

- 2vf2;{ 
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e 

v(x, t) 

onde 

F1(x, t) = a3v"vx + u"ux + a4(uPv)x 

F2(x, t) = a311Fnx + vPvx + a4(uv")x. 
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Tem-se do lema 3.2: da seção 3 que: 

? 
-aly- ~ --

( 2) 2 4 F1 (y, S) = k21 * F1 (X, s). 
1 + y - a1y 

Claramente F 1(·, t) E 12(~), pois usando a imersão de H1 (~)<--tL00(~), tem-se: 

;_: IF1 (x, t)l 2dx < C;_: (lvPvxl 2 + juP11.xl 2 + !up- lu.xvl2 + lttPvxl2 )dx 

< (llvll;;oollvxiiLz + llu.ll2'ooii7J,xlliz 

+ llull~2 11uxlli211vllloo + llull~ooll vxiiLz]. 

Portanto 

Analogamente mostra-se que F2 (· , t) E L2(~). 

Definimos para cada t2:0 a função m dada por: 

m(t) - sup {(llu(s)IILoo + llux(s)IILoo + llv(s)IILoollvx(s)IILoo)(l + t) 113 

O~s~t 

+ i11L(s )IIH4 + ilv(s )IIH4 }. 

Mostremos quem é limitada, isto é, existe uma constante C, positiva, tal que 
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De fato 

Pelo teorema 3.4 em (3.58) segue que 

u(x , t)l ::::; C(llnoi!Ll + llvollu + lluoiiH4 + llvoiiH")(l + t)- 113 
t 2 2 

+ C lo [_~ llkij * FjiiLl] + -~ llkij * FjiiH4)(1 + t- s )-1
1
3ds. (3.61) 

t,J=l t ,J=l 

Tem-se: 

Usando a imersão de Sobolev de H1 (!R)~L00 (!R) , temos 

como 

ll ku * Fdlu < llkullu[la3lllvll~:!llviiL2 IIvxiiL2 + llull~lluiiL2lluxiiL2 

+ la4!PI!uii~~1 117J.x iiL211viiL2 + l a4 jllu1!~:! lluiiL211vxiiL2] 

llkn * FtiiLl::::; llku11Ll[la3lllvll~~1 llvllk" + lluli~:!llullk" 

+ a4PIIul!t:!lluii H411viiH4 + ia4lllullt:!llui!H4 11viiH4]. (3.62) 

Analogamente: 

llk12 * F2llo ~ llkdlo[la311171·11~1 llullk4 + llvlli,~llvll~4 

+ a4pllvll~~llviiH411uiiH4 + ia4lllvll~~1 ll vii H411uiiH4]. (3.63) 

llk21 * F1llu::::; llk2IIILl[la3lllvll~~llvllk4 + llulli-:,11171.1114 

+ a4pllu.ll~~~~1l. IIH411viiH4 + la41111J.Iit~lluiiH411 v iiH4]. (3.64) 
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llk22 * F2IIL1 $ llk2211Ll[ia3illullt:!"llull~4 + llvllt~1 llvll~4 

+ a4pllvlli_~1 iiviiH411uiiH4 + la4illvll~~1 llviiH411uiiH4]. (3.65) 

Por outro lado 

Logo 

De maneira análoga, obtemos 

llk12 * F2IIH4 $ IIF2IIHa; llk21 * F1IIH4 $ IIF1IIH:~ e 
llk22 * F211H4 :::; IIF2IIH3 

ou seja 

(3.66) 

Usando a definição de F1, obtemos 

IIF1IIH3 < la3lllvPvxiiHa + llu.P1.txi!Ha 

+ la4!PIIup-lvxvii H3 + la411111.PvxiiH3. (3.67) 
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Usando a imersão de Hm(~)<-oL00(~), m~l obtemos para cada termo de (3.67) 

Daí 

llvPvxiiH3 - C[llvll~~1 llvllullvxi!L2 + llvll~~1 llvxll~2 + llvll~:!llviiL2 IIvxxiiL2 

+ llvll~~2 llvxiiLoollvxll~z + llvll~:!llvxiiL2 IIvxxiiL2 

+ llvll~~1 llviiLzllvxxxllL2 + llvll~~3 llvxll~oollvxll~2 

+ llvll~~2 llvxllL00 llvxllL2 llvxxll L2 

+ llvll~:!llvxxll~2 + llvll~:!llvxllLzllvxxxllL2]· 

Da definição de m, temos: 

llvi!Loo ::; m(t)(l + s)-113 

llvxiiLoo::; m(t)(l + s)-113 e 

llviiH'~ ::; m(t). 

Logo 

De modo análogo 

e 

Substituindo (3.69) e (3.70) em (3.61), obtemos: 

(3.68) 

(3.69) 

llu(-, t)llvx> ::; C(lluollv + llvollv + lluoiiH4 + llvoiiH4)(1 + t)- 1
13 (3.71) 

+ CmP+1(t) J: (1 + t- s) - 113 (1 + s)lTds. (3.72) 
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Agora, tomando no lema 3.6, ao= ~' !31 = ~ ~ a 1 = P31
, segue que para p>4: 

Portanto 

llu(·, t)IIL<"" < (C(IIuoiiLI + llvoiiLl + lluoiiH4 + llvoiiH4) 

+ Cmp+1(t)](1 + t) - 113. 

(1 + t)1
/
31lu(·, t)IILoo ::; C(lluoiiLl + llvoiiLl + lluoi!H4 + llvoi!H4 ) 

+ CmP+l(t). 

De maneira análoga, por (3.67) : 

Usando (3.70) na desigualdade acima: 

Logo 

(3.73) 

(3.74) 

Agora, diferenciando a cada equação de (3.1) em relação a x e tomando u x = u1 e 

Vx = v1, temos 

(3. 75) 

Usando a transformada de Fourier (no espaço) podemos obter a forma integral da 

solução de (3. 75) como 

( ) _1_{ 
u 1 x , t = 

2
J2; 
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+ 1+oo 1 +oo . - oo eit(>.l(y)+o:y)uôl (y )dy + -oo ett(>.2(y)+o:y)uôl (y )dy 

1 +oo . 1 +oo . - oo ett(>.l(Y)+atJ)VÔl (y )dy + -oo ett(À2(Y)+o:y)VÔ1 (y )dy 

!ot 100 ( - -I ei(t- s) >.l(y)+o:y)[ku *(F l)x + k12 *(F 2)x]dyds I 
O -oo 

lot 100 -+ ei(t- s)(>.2(Y)+o:y)[ku *(Fl)x + k12 * (F 2)x]dyds 
O - oo 

!ot 1 00 
ei(t-s)(-\1(y)+o:y)[k21-;-(F 1)x + k22 -;(F 2)x]dyds 

o -00 

!ot 100 - -I ei(t-s)(>.2(Y)+o:y)[k21 * (F l)x + k22 * (F 2)x]dyds} (3.76) T 
O -oo 

VI (x, t) _1_{ 
2J2; 
1+oo 1+oo . -oo eit(>.l (y)+o:y)UÔI (y )dy + -oo e1t(>.2(Y)+o:y)UÔ1 (y )dy 

I 
T 

1+oo 1 +oo . -oo eit(>.I(Y)+o:y)VÔl (y )dy + -oo ett(-\2(Y)+ay)VÔ1 (y )dy 

!ot 1 00 - -ei(t-s)(>.I (y)+ooJ) [ku * (F l)x + k12 * (F 2)x]dyds 
O -oo 

+ !ot 1oo ei(t-s)(>.z(y)+o:y)[kn7(F l)x + k12-;;(F 2)x)dyds 
o - 00 

!ot 100 - --+ ei(t-s)(Ãt(Y)+Cl:1J)(k21 * (F l)x + k22 *(F 2)x)dyds 
o -00 

+ !ot 1 00 

ei(t- s)().2(y)+atJ)[k2;;-(F 1)x + k227(F 2)x]dyds} (3.77) 
o -00 

com a:= I: 

(F I)x = (a3vPvx + uPux + a4(uPv)x]x 

(F2)x = [a311.P71.x + vPvx + a4(11.vP)x]x. 

Afirmamos que (Fi( ·, t))x E L2(lR), i= l ,2 para cada t~O e 

< C;_: (lvp-1 (vx) 2
1
2 + ivPVxxl2 + lup-l(7i.x)2

1
2 + 17J,P1Lxxl2 

+ j71P- 27J.;vl
2 + j71.P7l.xxVI2 + jup-l7l.xVxl

2 + ju.Puxxl2)dx. 
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Usando a desigualdade de Holder e a imersão H1 (~)<--+Ul0(~), m2:2, temos 

L: !(F1(x, t))xl2
dx < C[llvll2'~2 1lvxllb + llvll~llvxxlli2 + llull~-2 lluxlli2 

+ llnll2'ooii1Lxxlll2 + llull~-4 lluxll1211vlli2 

+ llull2'ooii1L:z:xlli211vlll2 + ll'~tll~-2 lluxlli211vxlli2 

+ llull2'oo llvxxiiL2] < +oo. 

Analogamente, (F2(· , t))x E L2(~). 

Pelo lema 3.2 da seção 3.2 deste capítulo temos 

llkij * FjiiH4 < C1IIFjiiH4 $ Cl[IIFjiiPII(Fj)xiiL2 + II(Fj)xxiiL2 

+ ll(Fj)xxx!IL2 + ii(Fj)xxxxiiL2]. 

Logo existe uma constante positiva C, tal que: 

Pelo teorema {3.4), (3.76) e usando a mesma sequência de idéias usadas anteriormente 

com cálculos similares, nós obtemos 

I I 1/3 < C(lluoiiLI + llvoiiLI + lluoiiHs + llvoiiHs)(l + t)-

+ Cm1*1(t) ht (1 + t - s)-113(1 + s)~ ds. 

Pelo lema (3.6) com a 0 = ~, a 1 = 13P, {31 = !, segue que para p >4 

Substituindo em (3. 78) 

ll'~'·x(·, t)llLoo < [C(IIu~IILl + llv~IILl + ll '~'·oiiHs + llvoiiHs) 

+ Cmp+1(t)](l + t)-113 . 
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Usando novamente o teorema 3.4, (3.59) e (3. 77) prova-se de maneira análoga que 

e 

l!v(·, t)IIL'"'' < [C(IIuollu + llvollu + iiuoi!H<~ + llvoiiH") 
+ CmP+l(t)](1 + t) -1/3. 

iivx(·, t)llv)() < [C(IIu~I!Ll + llv~ IILl + lluoiiHs + llvoi!Hs) 

+ Cmp+1(t)](l + t) - 113 . 

(3.80) 

(3.81) 

(3.82) 

Usando (3.73), (3.74), (3.79), (3.80) , (3.81) , (3.82), e pela definição de m, tem-se (3.60), 

isto é , m é limitada. 

Finalmente, verificando a hipótese do lema (3.5), da definição de m: 

m(O) < 3 (lluoiiH<~ + lluoi!H4 ) 

< 3(lluollu + llu~llu + llvollu + llv~ I! Ll + 117LoiiHs + llvo iiHs ). 

Portanto, se 

p 
8 = 1 e±l 

Cr>+1 (p + 1) P 

então todas as hipóteses do lema de Strauss ficam verificadas e portanto o resultado do 

teorema segue. 
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Capítulo 4 

Comportamento assintótico da solução de um 

sistema não linear dissipativo do tipo 

Benjamin-Bona-Mahony 

4.1 Introdução 

Consideremos o sistema não-linear de equações da forma: 

{ 

Ut- Uxxt- a1Vxxt + a3v Pvx + uPux + a4(uPv)x- <lUxx = Ü 

Vt - Vxxt - a1 ?Lxxt + a311.P71,x + VPVx + a4 ( 1J,vP)x - <lVxx = 0 
(4.1) 

onde a11 a3, a4 são constantes reais, la11 < 1, u = u(x, t), v = v(x, t) funções reais com 

variáveis reais x e t, -oo < x < oo e t ;:::o e pé um inteiro maior ou igual a um. 

O sistema (4.1) é um sistema acoplado, através de efeitos dispersivos e não-lineares de 

duas equações de tipo Benjamin-Bona-Mahony, onde efeitos dissipativos são considerados. 

O objetivo deste capítulo é estudar o problema de Cauchy associado a (4.1). Provamos 

a existência e unicidade da solução global e dependência contínua da solução em relação aos 

dados iniciais. Na segunda parte, estudaremos o comportamento assintótico das soluções 

quando t -+ oo. 
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4 .2 Existência da solução local 

Consideremos o problema de Cauchy associado a ( 4.1). O problema pode ser escrito na 

forma: 

{ 
AUt + F(U)x + DUxx =O 

U(x, O) = Uo(x) 

onde U = (: ) e A, D e F são matrizes dadas por: 

,D= ( 
-oa 

Consideremos o problema linear associado a (4.2): 

{ 

AUt + D u X X = o 
U(x, O) = Uo(x) , t2::0 . 

(4.2) 

( 4.3) 

Vamos, em primeiro lugar, estudar certas propriedades do semigrupo associado a (4.3). 

Seja A o: o operador Ao:: D(A o:) c X___. X, Ao:=(-A- 1D%:2 ) onde X='Hm(at), m;:::2 e 

D(Ao:) ={f E H 2 (8t)talque(I- fx2 )-1~ E H 2(8t)}. 

Com esta notação tem-se de (4.3): 

{ 

AUt = Ao:U 

U(x , O) = U0 (x) , t;:::O . 
(4.4) 

Usando a transformada de Fourier obtemos que a solução de (4.4) é dada por: 
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onde 

Para a > O, yE 3? e Uo E 1-lm(!R), m;::: 2, definimos: 

Fa(t, y) = e-A-1y2Dt 

~ v 
Ea(t, y) = (Fa(t, o)Uo) o 

Com esta notação , temos 

Teorema 4.1.Seja a E (0, +oo)o Então: 

i} Ea {t) C .C(1ím(3?), 1-lm(lR)), Vt >O e satisfaz 

I!Ea(t)Uollrt"'(!R) :5 IIUollrt"'{!R) V Uo E 1ím(3?)o 

ii} A aplicação tE (0, +oo ) - Ea(t)Uo é continua de 3t+ - 1ím(3?). 

iii} A familia Ea(t): 1ím(3?) - 1-lm(lR), t;;::O é um semigrupo de contrações o 

D emonstração: 

i) Seja Uo E 1ím(3?), temos 

onde 

com 

Temos então: 

e 

- ~ roo (1 + IYI2)ml(é:ti+o:2)t + e(0:!-0:2)t)uo(Y) 
4 1-oo 

+ ( e(ad·a2)t _ e<o:l-a2)t)vo(Y) 12dy 

+ ~ roo (1 + IYI2)ml(e(o:l+o:2)t + e(O:l-0:2)t)uo(y) 
4 1-oo 

(405) 

(406) 

(407) 

(408) 

+ (e<al+a2)t + e<al-a2)t)vo(Y)I2dy (409) 
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< supsup(e2(eti+et2)t + e2(eti-et2)t) 1oo (1 + IYI2)mluo(Y)I2dy 
t y -oo 

+ sup sup(e2(eti+et2}t + e2(eti-et2}t) 1oo (1 + 1Yi2)mivo(Y) 12dy. 
t y - oo 

Portanto: 

ii) Vamos analisar a continuidade em t=to à direita e à esquerda. Para todo t>to temos 

de ( 4.9): 

ou 

11 Eet(t)Uo- Ea,(to)Uoll~= 

< ~ 100 

( 1 + IYI2)ml(e(et1+et2}t + e(et1-et2)t) _ (e(et1+et2)to + e(etl-et2)to)luo(Y)I2dy 
4 -oo 

+ ~100 
( 1 + IYI2)ml(e(et1+et2)t _ e(et1-a2)t) _ (e(et1+et2)to _ e(eti-et2)to)lvo(Y)I2dy 

4 - oo 

+ ~ 100 
( 1 + IYI2)ml(e(et1+et2)t _ e(et1-et2)t) _ (e(et1+et2)to _ e(eti-et2)to)luo(Y)I2dy 

4 -oo 

+ ~ 100 
(1 + IYI2)mj(e(et1+et2)t + e(et1-et2)t) _ (e(et1+et2)to + e(eti-et2)to)lvo(y)j2dy 

4 -00 

11 Ea,(t)Uo- Ea,(to)Uollit= 

< I: (1 + IY I2)mj(e(et1+a2)t _ e(etl+et2}to)l2luo(y)l2dy 

+ I: (1 + IYI2)ml(e(etl-et2)t _ e(eti-et2}to) l21uo(Y)I2dy 

+ 1: (1 + IYI2)ml(e(et1+et2)t _ e(etl+et2)to)l21vo(Y)I2dy 

+ I: (1 + IYI2)ml(e(etl - et2}t _ e(eti-et2)to) l21vo(Y)I2dy 
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e 

Os termos 

Logo tem-se: 

Ainda 

< i: (1 + IYI2)ml(e(eti+et2)tl211(é:tl+et2)(to-t)- ll21íio(Y)I2dy 

+ I: (1 + jyj2)mj(e(al-et2)tl211(e(al-et2)(to-t) _ 1121ú:o(y)j2dy 

+ I: (1 + IYI2)ml(e<al+a2)tl211(e<al+a2)(to-t) - 1l2lvo(Y)l2dy 

+ I: {1 + IYI2)ml(e(al-et2)tl2ll(e(al - a2)(to-t)- l l2lvo(Y)l2dy 

Portanto cada um dos integrandos de ( 4.11) fica majorado por: 

(4.10) 

(4.11) 

e estas funções são integráveis. Logo do teorema da convergência dominada de Lebesgue, 

temos que cada uma das integrais de ( 4.11) tende a zero quando t~ tó. 
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IIEa(t)Uo- Ea(to)Uoll1í"' - O quando t- tt. 
Analogamente prova-se a continuidade à esquerda. 

iii) Visto que le(a1±a2)tl :Sl, V tE CO, +oo), y E~ temos de (4.7) que Ea(t) é uma 

contração em 1im(~), V a >0 e t;:::: O. 

Ainda de ( 4.8) segue que: 

a) Ea(O) =I pois Ea(O)Uo(x) = (e-A- 1y2
D·OiJ0)v = Uo(x) 

b) Ea(t + s) = Ea(t) · Ea(s), pois: 

Ea(t)Uo = (Fa(t, ·)Uot = Fa(t , ·)v* Uo. Logo: 

Ea(t) · Ea(s)Uo Fa(t , ·t * Ea(s)Uo 

- Fa(t, ·)v* (Fa(s, ·t * Uo) 

- (Fa(t , ·)VFa(s,·))v * Uo 

- Fa(t+s , ·)v *Uo 
~ v 

- (Fa(t + s, ·)Uo) = Ea(t + s)Uo 

c) Além disso, Ea(t) é fortemente contínuo, pois por (ii) tem-se 

IIEa(t)Uo- Ea(to)Uoll1t"' - O quando t-O. 

Tomando to=O, vem 

limt ..... o li(Ea(t) - I)Uoll1tm =O. 

De a) , b) e c) concluímos que Ea(t) é um semigrupo de contrações. 

C or olá rio 4.1: Seja Uo E 7im(~) C D(Aa), m?_2. Então 

U(x,t)=Ea(t)U0 (x) E C(/ O, +oo {, 1im(~)) n (} ([O, +oo f, L2(~) x L2(~)) e é a única 

solução do problema de valor inicial (4.3). 

Demonstração : Segue do teorema de Hille-Yosida (ver Brézis [16}). 
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Consideremos o problema não-linear (4.2) e vamos provar que a existência e unicidade 

de solução local em 7tm(~). 

Seja U(x, t) a solução do problema linear (4.3) então, formalmente de (4.2), temos: 

rt a 
U(x, t) = Ea(t)Uo(x)- l o Ea(t- s)A -l ôx F(U(x, s))ds. (4.12) 

Vamos provar que a equação integral (4.12) possui uma única solução numa classe 

conveniente de funções. 

Teorema 4.2: Seja Uo E 7tm(~), m~2. Então existe To e uma única função 

U E C([O, To], 1ím(~)} solução da equação integral (4.12). 

Demonstração : Fixado R>O, definimos o conjunto não-vazio 

XR(T) = {V E C([O,To], 7tm(~)) ; SUP [O,T] IIV(t)- Ea(t)Uollrtm $R, 

V(x, O)= Uo(x)} 

onde T> O será conviniente escolhido e que torna-se um espaço métrico completo quando 

munido da métrica induzida por 

IIVIIxR(T) = SUP[o,T] IIV(t)ll7-lm. 

Vamos definir para cada V E XR(T) a função 

rt a 
(PV )(x, t) = Ea(t)Uo(x) -lo Ea(t - s )A -l ôx F (V(x, s ))ds, ( 4.13) 

V tE [0, T]. 

Vamos mostrar que a função P está bem definida. A seguir, mostraremos que 

P: XR(T) ~ XR(T) e Pé uma contração (se T é escolhido suficientemente pequeno). 

Seja 

- ô G{V(x, s )) = Ea(t- s)A 1 ôx F(V(x , s)) com V E XR(T). 
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Tem-se que G(V(x,s)) E 'Hm(~) V E XR(T). Com efeito: 

De (4.7) tem-se para todos E [0, t]. 

1 a 
IIG(V(x , s))ll?im 5 liA- ax F(V(x , s))ll?i=· 

Pelos lemas (3.1) e (3.2) do capítulo 3, temos: 

IIG (V(x, s)) 111-í= a 
< IIK * âx F(V(x, s))llrtm 

< CIIF(V(x, s))ll?i"' 'V sE [O,t]. ( 4.14) 

Logo, para cada sE [O,t], temos que G (V(· , s)) E 'Hm(~) se V E XR(T), já que: 

IIF(V(·, S ))ll~m < ~(ll71· 117f!2 + llvll~2 ) 
p+l 

+ ~1 ((11ull7f!2 + llvll~2) 
p+ 

+ a4((111J,II7f=llvll7f= + llull~m + llvll~=), 

pois Hm(~), m~l é uma álgebra de Banach. 

Portanto 

Além disso, temos que se V E XR(T) então G( v(· , s)) é contínua em s com valores em 

'Hm(~). 

De fato, para 8 >0 tal que 8+s E [O,t] e V E XR(T), segue que: 

IIG(V(s + 8)) 

IIG(V(s + 8))- G(V(s ))111-í= 

57 

~~~=ll<rf!CAS 
_(~'BUOTECA SETORIAL DE ~Ai2tMTIQ~ 

-J 



De ( 4. 7) segue que 

IIG(V(s + 8))- G(V(s))ll1t= < I!Ea(8)A- 1 :x F(V(x, s + 8)) 

1 â 
- A- ôx F(V(x , s + 8))]111t"'· 

O que resulta 

IIG(V(s + 8))- G(V(s))IIJtm < II(Ea(8)- I)A- l :x F (V (x: s + 8))111t= 

+ IIA-1 : x F(V(x , s + 8))A-1 :x F(V(x))ll1t"'· (4.15) 

Vamos mostrar que o lado direito de (4.15) tende a zero quando 8 __, o+. Pela pro

priedades de semigrupo, temos 

ô 
II(Ea(ó) - I)A- 1 âx F(V(x, s + ó))I! Jtm -to quando ó __, o+. 

Pelo lema 3.2 do capítulo 3, obtemos 

â 
IIA- 1 ôx [F(V(x, s + 8))- F(V(x, s))]ll1t=::; CF(V(x, s + 8))- F(V(x, s))llwn. (4.16) 

Vamos mostrar que o 2Q membro de (4.16) tende a zero quando ó __, o+. 

IIF(V(s + 8)) - F(V(s))ll1t"'::; llp : 
1 

(v1'+1(s + ó)- v1'+1(s)) 

1 + --(u,1'+1(s + 8)- uP+l(s)) + a4(11.P(s + ó)v(s + ó)- uP(s)v(s))ll wn 
p+l 

+ ll~(u1'+1(s + ó)- uP+l (s)) + - 1
- (v1'+1(s + 8)- vP+l(s)) 

p+1 p + l 
+ a4(vP(s + 8)71.(s + 8)- vP(s)v.(s))IIH"' · 

Com os mesmos argumentos feitos no t eorema 3.1 do capítulo 3, temos 

!IF(V(s + 8)) - F (V(s))ll1t"'::; CIIV(s + 8)- V(s)llwn. 

Como V E Xn(T) temos 

IIF(V(s + 8))- F(V(s)) II Jtm __, o quando 8 __, o+. 
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Assim 

limõ_.o+ IIG(V(s + ó))- G(v(s))ll?tm =O. 

Ou seja, G(V(·, s)) é contínua à direita. A continuidade à esquerda segue de forma 

similar. 

Tem-se que PV E C([O,T], Hm(lR)) , pois: 

(PV)(x , t) = Ea(t)Uo(x)- fot G(V(x, v))ds e assim, 

(PV) ( t) é contínua como composta de funções contínua. 

Vamos mostrar que existe To> O tal que P: XR(To) ~ XR(To) e que Pé uma contração. 

Tem-se 

lo
t ô 

ll(PV)(x,t)- Ea(t)Uo(x)ll?tm = 11 Ea(t - s)A-1-F(V(x, s)ds)l!?tm. 
o ôx 

De ( 4. 7) e do lema 3.2 do capítulo 3 segue que: 

Mas 

II(PV)(x, t) - Ea(t)Uo(x) ll?tm < fot liA -l :X F(V(x , s )ds)!l?tmds 

< C fot IIF(V(x, s))!l?t=ds. 

IIF(V(x , s)ll~= < c:~++l~2(11v-11~.!2 + llvll~.7;2 ) + a~llnllirmllvllirm(II1JII~~2 + llvll~2) 

< c:~++1~2 Cllullirm + llvllkm)1>+1 + a~llullkmllvllirm(llullkm + llvllkm)P-1
. 

Usando a desigualdade ab::; a2
2 + b;, a, b E lR, a, b >0 tem-se: 

11 ( ( ) 11
2 aª + l 

1
2 li 2 )1'+1 

F V x, s ?tm < (p + l)2 (lluiHm + v !IH"'' 

2 

+ ~4 (llull~mllvll~m)(llull~= + llvllkm)P-l. 

Logo existe uma constante C>O tal que: 

IIF(V(x, s)ll~m ::; C(IIV(x, s)ll~m) onde C=C(a3, a4, p). ( 4.17) 
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Assim 

IIPV(t) - Ea(t)Uoll?t- < C fot IIV(x, s )ll?t=ds 

< Csup09~r!IV(x, s )ll?t= · T 

Mas 

Portanto 

Se V e Vv E XR(T) então para t E [O,T] temos: 

rt a 
IIPV(t)- PW(t) JJ?tm ~ l o IIEa(t- s )A -l âx [F(V(x , s )) - F(W(x , s ))]?t-ds. 

De ( 4. 7), do lema 3.2 do capítulo 3 e de ( 4.17) segue que: 

Portanto 

IIPV(t)- PW(t)!l?tm < fot IIV(x, s)- W(x , s)ll?tmds 

< C SUP09~T IIV(t)- W(t)ll?tm · T 

< IIV(t)- vV(t)llxn(T). T . 

II PV(t)- PW(t)ll?tm ~C· TJJV(t) - W(t)llxn(T) · ( 4.19) 

Tomando To< min (J
1

JJUoll7t"'' b) temos de (4.18) e (4.18) que P:XR(T)-.XR(T) e P 

é uma contração. 

Do princípio da contração de Banach existe uma única função U E XR(To) ponto fixo 

de P, isto é, solução da equação integral (4.12). 

Vamos mostrar da contração em C([O, T 0], 'Hm(~)). 

Lema 4.2: Sejam U e V E C([O, To}, 1-im(~)J soluções da equação integral (4.12) com 

U(x ,D)= V(x ,D)=Uo(x). Então U= V, 'V tE (0, To}. 
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Demonstração: Sejam U e V E C([O, To], 1-l(lR)) soluções da equação integral (4.12) 

então para t E [0, To] tem-se: 

rt 1 a 
IIU(x,t)- V(x)t)il?t=:::; lo IIEa(t- s)A- ôx[F(U(x,v))- F(V(x,v))]lirl'"ds. 

Do lema 3.2 do capítulo 3, de ( 4. 7) e ( 4.17) temos: 

IIU(x, t)- V(x, t)il?t"':::; fot IIU(x, s)- V(x, s)ii?t=ds. (4.20) 

De ( 4.20) segue pela desigualdade de Gronwall que U=:V e, portanto a unicidade de solução. 

Mostremos a seguir a existência de solução local para o problema de Cauchy ( 4.2). 

Teorema 4.3: Seja Uo E 1-lm(lR). Então a junção U definida pelo teorema 4.2 e é o único 

elemento de C((O, T0],1-lm(lR)) tal que 

Ut E C{(O, To], L2(lR) x L2(lR) e U satisfaz o problema de valor inicial (4.2). 

Demonstração: Para mostrar a existência de solução local notemos que a parte (ili) do 

teorema 4.1 implica: 

ô 
ât Ea(t)Uo(x) = -AaEa(t)Uo(x) ; V t E C O, +oo ), (4.21) 

pois Ea(t) é um semigrupo de contrações. 

Vamos definir para O ::; t:::; To. 

rt a 
V(t) =lo Ea(t- s )A -l ôx F(U(x, s ))ds (4.22) 

para é >0 tal que t+E E [O,T0] tem-se: 

V(t +é) - V(t) 11t+e a - - Ea(t+é-s)A- 1 -
8 

F(U(x , s))ds 
ê t X 

+ fot (Ea(t +E- s)- Ea(t- s ))A -l :x F(U(x, s ))ds. 

Usando as propriedades de semigrupo segue que 

V(t +é)- V(t) - Ea(é) r+e Ea(t- s)A- 1

8
8 F(U(x, s))ds 

é lt X 

+ Ea(E)- I {tEa(t-s)A-1

8
8 F(U(x,s))ds. 

é lo x 
(4.23) 
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Analisando o segundo membro de (4.23) temos pelo teorema 4.2, que o integrando do 

1º- termo é uma função contínua em s com valores em 1tm(~) portanto, pelo teorema do 

valor médio para integrais, segue que: 

E (é) lt+é â â 
_a_ Ea(t- s)A-1 -

8 
F(U(x , s))ds = E 0 (é)Ea(t- t*)A-1 -

8 
F(U(x, t*)) 

é t X X 

com t* [t, t+é]. 

Logo, 

V(t + é)- V(t) â 
- E cr(é)Ea(t- t*)A-1 âx F(U(x , t*)) 

+ Ecr(é)-I ftEcr(t-s)A-1

8
8 F(U(x , s))ds 

é lo x 

para quase t odo x. 

Tomando em (4.24) o limite quando é- o+ segue: 

V(t + ê)- V(t) * _1 â ,. 
é - Ecr(é)Ecr(t- t )A âx F(U(x, t )) 

E (e)-J!ot â 0 
Ecr(t- s)A -l_â F(U(x, s))dsll1tm =O. 

ê O X 

Assim, 

- A -I :x F(U(x, t)) 

- Ao 1t E 0 (t - s)A-1F(U(x, s))ds 

pois 

portanto V é derivável à direita (forte em t) e tem-se, 

a+v a fot -=A - 1-F(U(x, t))- Acr Ecr(t- s)A - l F(U(x, s))ds. 
ât âx o 

De modo análogo mostra-se que a~v = 8~v e portanto V é derivável forte em t. 

Portanto, para O :::; t :::; To, temos 
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como por (4.12) , 

rt a 
U(x , t) = Ea(t)Uo(x)- }

1 
Ea(t - s)A - l ax F(U(x , s))ds 

vem de ( 4.22) que: 

U(x , t) = Ea(t)Uo(x)- V(x, t) 

de (4.21) 

au av 
-a· = -AaEa(t)Uo(x)- -a . t t 

Logo 

au ) ( 1 a fot 1 a -a = - AaEa(tUox)-A- -a F(U(x,t))+Aa Ea(t - s)A--a F(U(x, s))ds(4.26) 
t X 0 X 

ou 

au a fot a 
-a = -Aa[Ea(t)U0(x)- A- 1-a F(U(x, t))ds]- E0 (t- s)A-1-a F(U(x , s)) 

t X 0 X 

logo 

assim 

au _1 a _1 a 
-=-A D-U- A -F(U(x, t)) 
at ax ax 

{ 
AUt + F(U)x + DUxx =O 

U(x, O)= Uo(x). 

( 4.27) 

Portanto, a função U definida pelo teorema 4.2 satisfaz o problema de valor inicial ( 4.2). 

Além disso, (4.26) segue que ~ E C([O, T 0], 12(~) x 12(~)). De fato, pelo teorema 

4.2, temos: 

- a G(U(x, t)) =A 1 ax F(U(x, t)) E C ([0, To], 7tm(~)). (4.28) 
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Do corolário 2.1 temos, 

Da teoria de semigrupos segue que, 

Se A- 1 :xF(U(x, t)) E 1-lm(~)) para tE [0, To], então 

A-1 :x F(U(x , t)) 

- Ea(t)A-1 :x F(Uo(x)). 

De ( 4. 7) e ( 4.28) temos 

Aa fot Ea(t- s )A -l :x F(U(x , s ))ds E C ((0, To), Hm(~) x Hm(~)), m~2 

logo segue a afirmação. 

Unicidade: Consideremos V outra solução do problema de valor inicial(4.2) com V(x,O)=Uo(x) 

então V satisfaz a equação integral (4.12) e do lema 4.2 segue que U=V. 
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4.3 E x istência de solução global e dependência contínua: 

Teorem a 4 .4:Seja Uo E 'Hm(m). Então, para todo T>O fixado (porém arbritário), existe 

uma única função U E C{{O, Tj,'Hm(3?)) n C1 ([0, Tj,'Hm(3?)) que é solução do problema de 

valor inicial (4.2), com ja1 1 < 1 e a3 = a4 constantes reais. 

D emonstração: Multiplicando a 1Q equação de ( 4.39) por 11. e a 2Q equação por v , inte

grando em 3?, obtemos para todo t E (O:To]. 

! ft f~oo( u2 + u;)dx - a1 f~oo UVxxtdX + a3 f~oo uvPvxdx + a4 f~oo( uPv )xudx 

+o: f 00 u2dx =O - 00 X 

!ft f~00(v2 + v;)dx- a1 f~oo V1LxxtdX + a3 f~oo V7J.Pvxdx + a4 f~00(uvP)xvdx 
+o: f 00 v2dx = O -00 X 

somando as duas equações de ( 4.29) temos: 

1 
d 100 

( 11.
2 + v 2 + 7L; + v;)dx - a1 ]_

00

00
( 7l.Vxxt + V?l.xxt)dx 

2 dt - oo 

+ a3 l: (uvPvx + vuPvx)dx + a4 j_:[(uPv)xu + (uvP)xv]dx 

+ o: j_: (n; + v;)dx =O 

com cálculos análogos aos do teorema 3.2 do capítulo 3, obtemos; 

Integando de O a t, segue que 

j_: (u2 + v 2 + u; +v;+ 2a1uxvx)dx + 2o: ht j_: (u; + v;)dxds 

( 4.29) 

- l: (v.Õ + vÕ + n5x + vÕx + 2a17LQxVox)dx. (4.30) 

Pelas desigualdades de Hoder e de ab ~a;+ b;, a, b E 3?, vem 

j_: (u2 + v2 + u; +v;+ 2aluxvx)dx ~ j_: (u 2 + v 2 + u; +v; -ladu;- lallv;)dx(4.31) 

de (4.30) e (4.31), vem: 

I: (u2 + v 2 + (1 - la11)u; + (1- la11)v;)dx + 2o: ht I: (u; + v;)dxds 

i:~ (71.Õ + vÕ + (1 + latl)7tÕx + (1 + lall)vÕx)dx . 
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Como a> O 

e do fato que la1l < 1, vem: 

rt 100 

( u; + v;)dxds > o, lo -oo 

(1- la1l) i: (11.2 + v2 + 11:; + v;)dx ~ (1 + la11) i: (11.Õ + vÕ + uÕx + vÕx)dx, 

portanto existe uma constante C=~~::~:, C> O, tal que: 

1
00 

( 2 2 2 2)d 100 

( 2 2 2 2 )d -oo 71. +v + nx + vx x ~ - oo v.o + Vo + v.Ox + Vox x. 

De ( 4.33) segue que: 

(4.33) 

( 4.34) 

Multiplicando a lQ equação de (4.39) por ( -Uxx) e a 2Q equação por ( -Vxx) e integrando 

em~' ternos 

~ ~ f~oo( U~ + u~)dx + a1 f~oo UxxVxxtdX - a3 f~oo vPvxUxxdx 

- f~oo uPuxUxxdx- a4 f~oo(uPv)xUxxdx +a f~oo u;xdx =O 

~ it !~00 ( v; + v;x)dx + a1 f~oo VxxUxxtdX - a3 f~oo 1J.p1J.xVxxdX 

-a.:~ f~oo( uvP)xVxxdx + a f~oo v;xdx = O 

somando as duas equações de (4.35) e usando o fato que a3 = a4, obtemos 

1 d 100 

2 dt -00 

O que resulta 

100 P 1 P p - l p + a4 (v Vx1l.xx -r 1/. Vx7l.xx + pn nxVU.xx + 1L Vx11·xx 
-oo 

+ UxVPVxx + puvp-lVx1f.xx)dx. 
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Usando a desigualdade de Hõlder e a imersão Hm(~) <----T L00(~), m2::1, temos: 

+ llvll~oollvxllvc,.,llvxx111,2 + a4{1lvll~oollvxi!L=II?txxi!L2 

+ 111111~= ll11.xll L<>o iivxxiiL2 + PII7J.II ~:; lluxiiL211V li L= llnxxiiL2 

+ llull~oo llvxiiL'•"' l!uxxiiL2 

+ llvll~oolluxi!LoollvxxiiL2 + Pllvll~:01 lluiiLoollvx iiL2IIvxxiiL2]· 

Com raciocínio análogo aos do teorema 3.2 do capítulo 3, temos 

Integrando ( 4.36) de O a t 

De onde 

L: (u; + v;+ (1- a1)tL;x + (1- a1)v;x)dx ~ C1 

+ C lot Joo ( u; + v; + u;x + v;x)dxds, 
O -oo 

isto é 

!00 2 
-oo (1J,x + v; + 1t;x + v;x)dx ~ c2 

lot !00 ? 2 2 2 + C3 (u; + Vx + Uxx + Vxx)dxds 
O -oo 

de ( 4.37) e da desigualdade de Gronwall, obtemos 
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Portanto 

( 4.38) 

Em consequência de (4.34) e (4.38) obtemos que (v.,v) E C([O,TJ, 'H2(~)) . Usndo o 

processo de indução podemos concluir que (1L ,v) E C([O,TJ, 'Hm(!R)) para m;:::2. 

A unicidade segue usando a desigualdade de Gronwall. 

Dependência Contínua de dados: 

Teorema 4 .5 : Sejam U(), U0 E 'Hm(!R), m?.2 e (v., v) E C((O, Tj, 'Hm(!R)) e 

(un , vn) E C((O, Tj, 1-lm(!R)) soluções de (4.1) e de 

{ 

uf- u~xt- a1v~t + a3(vn)Pv; + (un)Pux + a4((un)pvn)x- o:u~x =O 

vf - v~xt- a1Vxxt + aa(un)Pv.~ + (vn)Pv; + a4(un(vn)P)x- o:v;x = O 

respectivamente, com n E Z , n?. O. 

(4.39) 

Se Uô ~ Uo em 7-lm(!R) e para T>Ojixado, então (un,vn)~ (u,v) em C([O, Tj, 'Hm(!R)} 

quando n ~ + oo. 

D emonst ração: A demonstração segue análoga ao do teorema do 3.3 capítulo 3. 

4.4 Comport amento assintótico 

Nesta seção estudamos o comportamento assintótico da solução do problema de cauchy 

{ 

AUt + DUxx + F(U)x =O, x E !R 

U(x,O) = Uo(x) , t?. O 

onde A, De F matrizes definidas em (4.2). 

( 4.40) 

Para obter o comportamento assintótico de ( 4.40) vamos, primeiramente, obter a taxa de 

decaimento da solução do prblema linear associado. Posteriormente, a partir do resultado 

obtido, estudamos a taxa de decaimento do problema não linear. 

Os lemas a seguir são úteis para estudar o comportamento assintótico que nos propomos. 

Lema 4 .3: Seja Uo E 7-l(!R) , m ?.2. Consideremos U=('u.,v) solução de 4.40, então: 
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1) ll(u, vllrt:l ::; Cll(uo, vollrt:l, Vt 2:: O. 

2) f~(llux(t)ll1,2 + llvx(t)ll1,2)dt < +oo. 

D emostração: É consequência direta de 3.32 e 3.34 do teorema 3.1 da seção anterior. 

Lema 4.4: Seja H E C1 (~), H{t)2:: O tal que 

{
0

00 

H(t)dt < +oo e foo ldH !dt < +oo. 
lo lo dt 

Então H(t) -.o quando t-. +oo. 

D emostração: Dado c> O então existe M1 = M1(e:) > O e M2 = .l\lf2(é) > O tal que 

r)O H(t)dt::; :. e roo I dH !dt < .fi. 
}M1 2 }M2 dt 2 

Sejam te i 2:: M = m.ax{.l\lh, M2} com t> i. Por integração por partes obtemos 

it dH it (s- i)-ds = (t- i)H(t)- _ H(s)ds. 
t ds t 

Assim 

it dH it (t- i)H(t) ~(t-i) -ds + _ H(s)ds. 
t ds t 

Tomando i tal que t-i= yfe, temos 

it dH 1 it 
H(t)::; 1-lds + . '- _ H(s)ds. 

t ds v é t 

Ou seja 

1oo dH 1 1oo 
H(t)::; 1-d lds + '- H(s)ds 

M .s y é M 

1
oo dH 1 1oo 

H(t)::; 1-lds + '- H(s)ds. 
M2 ds y é M1 

Segue que H(t) :::; .fi o que prova o lema. 

Lema 4.5: Seja Uo = (uo ,vo) E 'Hm(lR), m. 2::2 eU= (n,v) a solução do problema 

{4-40). Então, se la11 < 1 temos: 

1) limt-+oo(ll71.xC t)llu + llvx(·, t)llu) =O 

2) limt-->+oo(!lux(·, t)IILoo + llvx(-, t)llu"') =O 
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Demostração: Multiplicando a lQ de (4.40) por Ut e a 2Q por Vt e integrando em ~ 

obtemos: 

Somando as duas equações acima, obtemos: 

2 2 2 2 ad 2 2 
llutllv + llvtllv + lluxtllv + llvxtllv + 2 dt (llux lll2 + llvxilz2) 

- 2al i:oo 11-xtVxtdX - a3 i: ( 11PnxVt + vPVxllt)dx 

i: ( u.Pnx11-t + vPVxVt)dx - a4 i:oo ( 'UPVxUt + 'll.xVPvt)dx 

pa4 /_:
00 

(uP-1u:r,VUt + uvP- 1VxVt)dx. 

Da desigualdade de Hõlder e de ab S ~+~,a, b E~' a, b > O e com raciocínio análogo 

ao teorema 3.2 do capítulo 3, segue que: 

2 2 2 2 cxd 2 2 
11 Utllv + llvtllv + lluxtllv + ilvxtllv + 2 dt (iluxilz2 + llvxllz2) 

< laiiiiuxtlll2 + la1lllvxtlll2 + C(llux!IL211Vtilv + ll vxi!L2ilutiiL2 

+ 117txiiL2117ttiiL2 + llvxi!L2 IIvti!L2 + llvxiiL2 IIutiiL2 + "7l.xiiL2iiVtiiL2 + 117/.xiiL2IIntiiL2 

+ llvx!IL2ilvtllv) 

< a1(1!uxtlll2 + iiVxtllJ.2) + C(lluxlll2 + llvxlll2 + lluxi!J.2 + !lvxii J.2 

+ llvxlli2 + lluxlll2 + llttxlll2 + llvxlli2) + 'rJ llvt~l1,2 

+ llutlli2 + lludli2 + llvtlli2 + llutlli2 
'rJ 2 'rJ 2 'rJ 2 'rJ 2 

+ llvtlli2 + 1!utlli2 + l!vt!!i2 
'rJ 2 'rJ 2 'rJ 2 
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onde rJ > O será escolhido posteriormente. Portanto 

2 ? 2 2 a:d 2 2 
lltttllL2 + llvtllL2 + llnxtilL2 + llvxtllP + 2 dt (ilu·xllP + llvxliL2) 

< alll11.xtliL2 + all1Vxt!IL2 + C(li1Lt!IL2 + llvtiiL2) 

+ 2ryllutiiL2 + 2ryllvtiiL2· 

Assim 

(1- 2ry)(li1LtiiL2 + llvtiiL2) + (1- al)(li1LxtiiL2 + llvxtliL2) 

a:d 2 2 2 2 2 2 + 2 dt (lluxiiL2 + llvxllL2) ::; C(lluliL2 + llvllp + lluxiiL2 + llvxiiL2). 

Escolhendo O < 17 < ~ e do fato que O < a1 < 1 tem-se de ( 4.33) que 

d 2 2 
dt (1i11.xiiL2 + llvxiiL2) :S C independente de t. 

Do lema (4.3) tem-se que 

e pelo lema ( 4.4) tem-se que 

Para provar (2) observemos que 

e 

Logo 

pelo lema (4.3) !lu(t)IIL2 e llv(t)IIL2 são limitadas, temos então: 
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o que resulta, do lema 4.4 

lim (llu(t)IIIoo + llv(t)IIIoo) = O 
t->oo 
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4 .5 Estimativa para a solução do problema linear 

Consideremos o sistema linear associado a (4.40): 

Vt- Vxxt - a1Uxxt- aVxx = 0 x E ~: t 2: O, a > O ; la1l < 1 

u.(x , O) = 1J.o(x) , v(x, O) = vo(x) 

podemos escrevê-lo na forma: 

{ 

AUt + DUxx =O 

U(x, O)= Uo(x) 

onde U = ( : ) e A, D definidas nas seções anteriores. 

Usando transformada de Fourier em ( 4.42) obtém-se: 

onde 

e 

com 

Por ( 4.43) temos 

-a1v2 ) 

_<1_~-=.Y2~)-'--a.,-i0--. e A, D definidas nas seções anteriores. 
7: I+u2 
(I+y2)- ai0 

-y2(l + y2)a 
al = (1 + y2)2 - aiy<~ 

{ 
t1.(y , t) = au(y , t)tto + a12(y, t)vo(y) 

v(y, t) = a2l(y , t)uo + a22(y , t)vo(y) 
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sendo 

{ 

a 11(y, t) = azz(y, t) = ~[e(a1+a2)t + e (a1 - a2)t] 

a 12(y, t) = a 21(y, t) = ~(e(a1+a2)t _ e<a1 - o2)t]. 

De (4.44) obtemos 

Ainda 

u(x, t) = ~ Joo eixy[an(Y , t)1'J.o(y) + a12(y, t)vo(y)]dy 
v 27T -oo 

1 !00 . v(x , t) = rn- etxy(a21(y, t)úo(y) + a22(y, t)vo(y)]dy 
y27T -oo 

pois, de ( 4.45) vem 

como la1l < 1 

Logo 

analogamente 

~{3t lad = la21l :=::; Cel+Y o que mostra (4.48) . 

( 4.45) 

( 4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

Teorema 4.6. Seja Uo E Hm(~) n L1(~)x Hm(~) n L1(~) , m 2: 2 e ll a 1 1 < 1. Então, a 

solução {u , v) do problema linear (4-42) satisfaz a estimativa: 

i) t 112 ll(tt., v)IIL00 xL00 S Cll(uo,vo)llu xLl 

ii) t 112 11(u, v)I!L2xL2 :=::; Cll(uo , vo)llu xu 
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para t suficientemente grande onde C > O é constante. 

D emonstração: Por ( 4.46) vem: 

l11.(x, t)i ~ ~ joo (lan(Y, t)lluo(Y)I + lalz(y, t)llvo(y)l)dy 
v 27r -00 

isto é: 

1 joo ~{3t joo ~{3t lv.(x,t)l ~ ~{ -oo e1+11 l11.o(Y)!dy + -oo e1+11 lvo(y)i)dy}. 

Seja 

(4.49) 

Vamos estimar separadmente cada uma das integrais 11 e I2. P ara estimar 11, observemos 

que: 

( 4.50) 

Analisando a 2º- integral de ( 4.50) 

Portanto 

isto é, 

(4.51) 

P ara estimar a primeira integral de ( 4.50) observamos que 
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Daí 

portanto 

sup essjuo(y)l f e-C:~y2tdy 
IYIE!R JIYI9 

< 2lluoiiLco hl e-C3y2tdy . 

Consideremos C3y2t = z logo y = (ê../)112 e dy = ~ (c
3
i) 1 ; 2 z- 112dz. 

Assim 

Assim 

1 -2 {:Jt - 1 

el+'Y2 luo(y)ldy $ Clluollut2 . 
IYI9 

De (4.51) e (4.52) tem-se para (4.50): 

Analogamente para !2. Logo temos para (4.49) que: 

-1 

< CtT (117tollu + llvollu) 

+ e-c2 t(ll71.ollu + llvollu). 

Multiplicando (4.53) por d e tomando o limite superior quando t- +oo temos 

lim d 11 u.(· , t)IILco $ lim [C(II?tollu + llvoiiLl) 
t-+oo t-+oo 

+ de-c2t(ll11.oiiLl + llvollu)], 
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isto é, 

--1 

lim t2llu(·, t)I!Loo :S C(lluoi!Ll + llvollu) 
t->+oo 

logo para todo t suficientemente grande 

e 

Analogamente podemos provar (4.54) para v(·, t) , o que prova (i). 

Usando o teorema de Plancherel e (4.46), temos 

Observe que 

Para a segunda integral de (4.56), temos 

portanto 
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segue que: 

Para a primeira integral de (4.56), temos 

daí 

logo 

Fazendo C5ty
2 = z segue que 

Assim 

f e-Csy2ti1'Lo(Y)I2dy 
}JyJ$.1 

< 2 sup essluo(Y)I2 {
1 

e-Csy2
tdy. 

lvlelR lo 

1 1 
dy = -. 1 z-1/2 

2 (C5t)2 

Logo, existe uma constante C> O tal que 

De ( 4.58) e ( 4.60) tem-se para ( 4.56) 

isto é, 
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Multiplicando por t 114 e tomando o limite superior quando t --. +oo tem-se: 

Logo para t suficientemente grande temos 

Analogamente temos para (4.57) que llv(·, t)IIP ~ Cr1
/
4 llvollv, o que prova (ii) . 

4.6 Taxas de decaimento para a solução do problema não line ar 

Nesta seção utilizaremos os resultados obtidos na seção anterior para estudar o comporta

mento assintótico da solução do problema não linear. 

Teorema 4 .7:Seja Uo E Hm(~) n L1(~) x Hm(~) n L1 (~), m ~ 2 e p > 3. 

i) IIU(·, t)IILooxLoo = e(t-112
) quando t --t +oo 

ii) IIU(·, t)iiL2xL2 = e(r114) quando t --t +oo 

Demonstração: Tomando a transformada de Fourier em x em (4.40) obtemos a forma 

integral da solução 

e 

u ( 

[ 

+ rt 100 
eÍX'lJ[e(o:1+o:2)(t-s) + e(a:l-0:2)(t-s))J\ (y, s) 

lo -oo 

+ e(a:l +a:2)(t-s) - e(a:l - a:2)(t-s))_fr2(Y, s )]dydx} 

v ( 

[ 

+ r 100 
eixy[e(a:l +a:2)(t-s) - e<Q)-0:2)(t-s))Ê'l (y l s) 

lo -oo 

+ e(a:l +a:2)(t-s) + e(o:l-o:2)(t-s))F2(Y, s) ]dyds} 
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onde a 1 e a 2 estão definidas em (4.4) e F definida em (4.2). Isto é, 

rt a 
U(x , t) = E 0 (t)Uo(x)- Jo Ea(t- s)A -l ôx F(U(x, s))ds. ( 4.62) 

Tomando a norma em V'0(~) x L00(~) em (4.62) e usando o teorema 4.6 (i) temos 

para todo t ~ O 

!lU(·, t)uJOx L00 < C[I!Uo lluxu(l + t)-112 + ht llkn * F1 llu + llk12 * Fzllz1 

+ ll k21 * F1IIL1 + llk22 * F2IIL2)(l + t - s)-1/2ds]. 

Tem-se da imersão de Sobolev L00(~) ~ Hm~: m ~ 2: 

llku * F1IIL1 < llknllu[ia3illvll~~1 llviiL2!1vxiiL2 

+ llullt~1 llu iiL211uxiiL2 + l a41PIIull~~lluxii L2 11viiL2 

+ la411 1ullt~1 lluiiL211vxiiL2]. 

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg: IIJIILoo :::; llfll~2 llfxl l ~2, f E H1 (~), 

tem-se 

IIKn * F1IIL1 :::; C[llvllt~llvlli211vxlli2 + 1171.11 ~~3 llu· lll2ll nxlll2 

+ 1171·11 ~~~~71.11 L21iuxlli21ivliL2 + 117.Lii~~3 117tlli211uxll L211Vx li L2j . 

Pelo lema (4.3) temos que lluiiL2, llviiL2, llui!Loo e llviiL= são limitadas, logo: 

IIKn * Fdlu ~ C[llvll~~llvxlli2 + llull~~lluxllh + llullr-JIIuxill2 

+ 117tllt:,JII7l.xiiL211VxiiL2] ~ C(llvll~~3 + ll nll~~)(llnxiii2 + llvx ll i2) 

< CI(IIuiiL= + llviiL=)( IIuxlll2 + llvxlil2). 

Isto é, existe uma constante C > O tal que: 

Analogamente obtemos 
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Portanto: de (4.63) tem-se para (4.62) que: 

IIU(t) II LooxLoo < C(1 + t) - 112 11UoiiLlxLl 

+ C fot (1 + t- s)- 112 jjUIILooxL00 (117l,xlllz + llvxlllz)ds. 

Do lema de Gronwall, temos: 

Do lema (4.3) temos f~(lluxlllz + l!vxiiiz)dt < oo. 

Então existe uma constante C > O tal que 

IIU(t)IILooxoo $ C(1 + t)-112 V t 2:0. 

Vamos provar (ii). 

Tomando a norma de L2(3() em (4.60) e usando o teorema 4.7: item (ii), temos: 

l!u(t)l!Lz $ Clluollu(1 + t)-114 + fo\1 + t- s)-114(llkn * F1IIL1 + llk12 * F21lu)ds. (4.64) 

Tem-se 

li 

+ 

< 

Logo 

Analogamente 

Ku * F11lL1 :5 C(llvll~:!llvllpllvxllLz + llull~~llullplluxllLz 

llu· II~:,1 117Lxi1Lz llv li L2 + 1171.11~:01 llv·IIL2 llvxi!Lz) 

C(llvll~~llvll~l + llull~~~~1tll~1 + 117tii~:01 (IIull~l + llvll~l)). 

Assim, pelo lema ( 4.3) item i, temos: 

81 



Portanto 

llu(t)IILz ::; Cl lluollv(1 + t)-114 

+ 2CIIUoll~txHl fo\1 + t - s)-114 (llull~:! + llvll~)ds. 
Da parte (i), temos: 

lluiiLz ::; Cllluollu(1 + t)-114 + C2 fot (1 + t- s)-114 (llull~;,1 + llvll~:!)ds 

Usando o lema de Strauss e do fato de >3, obtemos: 

fo\1 + t- s) - 114 (1 + s)lTds ::; C(l + t) - 114
. 

Logo existe C= C(lluollv, llvoiiLI) >O tal que 

ll11.(t)IIL2 ::; C(l + t) - 114 V t ~0. 

Analogamente de (4.61) temos: 

llv(t)!l Lz ::; C(l + t)-114 
, V t ::;o. 

Corolário: Seja Uo E Hm(~)nL1 (~), m ~ 2 e p ~ 4. Então: 
- 1 8-1 

i) lluiiL.a ::; C(l+t)T.T 

Demonstração: Do teorema anterior segue que 

llull~a =i: luiPdx < llulli;;,
2
llulliz 

< C(l + t) -<l3z-z> (1 + t) 21 

< C(l + t) -;1 (.8-1). 

Logo (i) segue. 

De modo análogo, segue (ii). 
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Capítulo 5 

Conclusão 

No caso conservativo, para p>4 e dados pequenos, obtivemos que as soluções do sistema 

(1.1) decaem 

1) llu(· , t)IILoo :::; C(l + t) - 113 

2) llv(·, t)IILoo :::; C(l + t) - 113 

para t suficientemente grande. 

No caso de uma única equação e 1 :::; p < 4, Souganidis e Strauss mostraram a existência 

de ondas viajantes e portanto a solução converge.Para o sistema proposto não se conhece 

resultado semelhante. O caso p = 4 é um problema em aberto, tanto para a aquação de 

BBM quanto para o sistema. 

No caso dissipativo, foram obtidas taxas de decaimento para p > 3. Não se conhece resul

tados para o caso 1 :::; p :::; 3. No caso de uma única equação os resultados de decaimento 

valem para p 2;: 1. 

É um problema em aberto quando consideramos o sistema com uma dissipação em uma 

única equação . 
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