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RESUMO

Os efeitos da migragao dependente da densidade em um modelo metapo-
pulacional de multiplas espécies e n sitios discretos no tempo e no espaco sao estuda-
dos. Consideramos dinamicas locais especificas e de interesse bioldgico e analisamos
dois aspectos distintos. Em um primeiro momento, supomos o estado homogéneo
da dinamica local assintoticamente estavel e investigamos as instabilidades causadas
pela dependéncia da densidade no processo migratorio. A seguir, relacionamos a mi-
gragao dependente da densidade com a possibilidade de drbitas cadticas oscilarem
de forma sincronizada. Critérios para a estabilidade assintotica de atratores sin-

cronizados sao estabelecidos.
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ABSTRACT

The effects of the density-dependent migration in a discrete space-time
metapopulation model with multiple species are studied. We consider some specific
local dynamics of biological relevance and analyze two different aspects. First, we
assume that the homogeneous state of the local dynamics is asymptotically stable
and investigate the instabilities caused by the density dependent migration process.
Second, we deal with the relations between the density dependent migration and the
possibility of synchronization for chaotic orbits. Some criteria for the transversal

asymptotic stability of synchronized attractors are established.



1 INTRODUCAO

Estudos envolvendo redes de populagoes acopladas tém recebido cres-
cente interesse nos ultimos anos ([43], [101]). Em particular, pesquisas relacionadas
aos modelos metapopulacionais com migragdo dependente da densidade [89], [93],
[5]. A dependéncia da densidade da migragao é um dos mais importantes fatores que
afeta a dinamica de uma populacao. Em algumas espécies naturais de insetos e para
uma grande variedade de passaros e mamiferos, a taxa de migragao estd fortemente

relacionada com a densidade populacional (ver [25] e [71]).

Apesar das fortes evidéncias relacionando a migracdo com a densi-
dade em populacoes naturais, alguns trabalhos apresentam estudos sem considerar
essa dependéncia. Por exemplo, em [85] pode-se ver que o movimento migratério
com taxa constante nao possui influéncia na estabilidade do equilibrio homogéneo,
quando consideramos uma metapopulagao de uma tnica espécie com geragoes que
nao se entrelagam e interacao simétrica entre os fragmentos. Além disso, uma colegao
de subpopulacgoes instaveis nao pode ser estabilizada pelo processo de migracao inde-
pendente da densidade, e uma colecao de subpopulagoes estaveis nao pode ser deses-
tabilizada pela migragao, conforme pode ser visto em [84]. Em [57] e [93] pode-se ver
que a estabilidade do estado homogeéneo nao é afetada quando a migracao é indepen-
dente da densidade, entretanto, o estado homogéneo pode perder sua estabilidade
quando a migragao é dependente da idade [51], em sistemas hospedeiro-parasitéide
[86], e no caso de migragao dependente da densidade [93]. A possibilidade da mi-
gracao depender da densidade da populacao local foi analisada em [89], onde é
mostrado que, para este caso, o processo migratério pode gerar instabilidades no
sistema, embora o efeito sobre a estabilidade do estado homogéneo é pequeno. Com
base nestes estudos, em [57] e [93] um modelo mais geral que o utilizado em [89]
foi considerado; este modelo é composto de n sitios e possibilita assimetrias no
processo migratério, estendendo assim os resultados em [89]. Foi mostrado que a

migragao dependente da densidade por si s, pode desestabilizar um modelo de rede
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de populagdes acopladas previamente estavel. Em [93] foi considerada uma rede de
populacoes acopladas com n sitios e interacoes simétricas entre os patches; nesse caso
a regiao onde o sistema permanece estavel e a regiao onde pode ocorrer instabilidade

gerada pela migracao foram determinadas.

Nas referéncias [46] e [44] pode-se ver que, para populagoes locais que
possuem significante probabilidade de extingao, taxas suficientemente altas de mi-
gracao podem resultar na persisténcia da populacao. A relacdo entre o processo
migratério e a distancia entre os sitios foi relatada em [59]; foi mostrado neste tra-
balho que a persisténcia da populacao é mais provavel para espécies com migragao
de curto alcance. A dispersao também é destacada pelo seu efeito estabilizador, no
sentido que pode simplificar a dinamica de uma 6rbita cadtica transformando-a em
uma 6rbita periddica simples. Isso pode ser visto nas referéncias [29], [51], [67] e

[92].

Outro fenémeno importante relacionado ao processo de migragao em
redes de populagoes acopladas é a dinamica sincronizada. Essa dinamica correspon-
de ao caso em que as densidades populacionais em cada sitio evoluem no tempo
com mesma amplitude e fase (sincronizagdo completa ou dinamica coerente). A
importancia desse fator reside no fato que se a dinamica global do sistema nao esta
em sincronia, a populagao local pode ser recolonizada pelos individuos (migrantes)
das populagoes vizinhas (“rescue effect”). Isso favorece a persisténcia da populagao
(conforme [2] e [53]). Em [40], por exemplo, o efeito de resgate (‘“rescue effect”)
¢é caracterizado como um importante mecanismo para permitir a persisténcia da
espécie.

’

E importante observar que existem varios tipos de sincronia que sao
estudados na literatura. Por exemplo, estudos de sincronizacao de fase foram abor-
dados nas referéncias [10], [11] e [99], sincronizagao parcial foi estudada em [19] e
em [83], enquanto que sincronizagao completa foi analisada em [98], [92] e [30], por
exemplo. Além disso o fenomeno de sincronizacao nao é restrito ao dominio da bi-

ologia, sendo amplamente estudado em diversas areas como teoria de comunicagao,
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quimica e fisica (ver [27], [28], [81]). Mais recentemente, na referéncia [63], estudos
relacionando sincronia entre os batimentos cardiacos e a respiracao foram apresen-
tados. A relacao entre a taxa de migracao e a possibilidade de érbitas cadticas
oscilarem de forma sincronizada pode ser vista também em [98]; uma condi¢ao sim-
ples para a estabilidade do estado sincrono envolvendo apenas a fracao migratéria
e o expoente de Liapunov da dinamica local foi obtida, considerando-se uma rede
de 2 sitios. Em [92] um resultado mais geral é estabelecido, ou seja, considerando-
se uma metapopulacao de n sitios em forma de anel. Nesse caso, a condicao de
estabilidade da orbita sincronizada esta associada ao tamanho da metapopulacao,
reforgando assim os resultados numéricos em [47] e [21] que relacionam a persisténcia

da metapopulagao com o seu tamanho.

Uma relacao entre o grau de coeréncia das oscilagoes em cada sitio e o
risco da extin¢ao da metapopulacao com dispersao independente da densidade foi
estabelecida em [30]; um critério simples de estabilidade envolvendo o nimero de
Liapunov da dinamica local, a freqiiéncia da migracao e a matriz de configuragao
da rede foi obtido. Este resultado (descrito em [30]) foi estendido em [94], para
um processo de migracao dependente da densidade. A importancia do mecanismo
de migracao dependente da densidade na sincronizacao de populagoes acopladas

espacialmente foi enfatizado em [56].

O objetivo deste trabalho envolve duas questoes centrais: analise da
influéncia da migracao dependente da densidade em um sistema onde o estado ho-
mogéneo local é previamente estavel e andlise da influéncia da migracao dependente

da densidade na sincronizacao de érbitas cadticas.

No Capitulo 2, analisaremos a possibilidade de instabilidades serem
geradas pela migracao dependente da densidade para alguns modelos metapopula-
cionais de multiplas espécies. Metapopulagoes com multiplas espécies (metacomu-
nidades) foram consideradas em [58] (ver também as referéncias citadas neste tra-
balho), onde foi apresentada uma contribui¢ao substancial ao tratamento analitico

de questoes relacionadas a dispersao (nao dependente da densidade) nesses mode-
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los. Suas idéias foram estendidas em [68], permitindo assim a anélise de modelos
metapopulacionais epidemioldgicos. Em nosso caso, consideramos, inicialmente, um
modelo local com hierarquia. Cadeias troficas e cracas apresentam este comporta-
mento hierarquico. Fatores como clima, quantidade de recursos para a sobrevivéncia
e habilidades competitivas caracterizam este tipo de comportamento em forma de
hierarquia. Modelos populacionais discretos com hierarquia foram investigados em
[9] (modelos de competicao), e em [12]. Outros trabalhos apresentam essa estrutura

hierarquica em modelos continuos no tempo (ver [61]).

Em seguida consideramos um modelo local estruturado por classes etéa-
rias. Espécies naturais possuem caracteristicas que diferem com a idade ou com
estagios de desenvolvimento. O interesse em modelos discretos no tempo estrutu-
rados por classes etédrias é crescente na literatura desde o trabalho de Leslie [65].
Em [17] pode-se encontrar uma revisao bibliografica relacionada ao tema. Questoes
como estabilidade, bifurcagoes e oscilagoes foram investigadas em [22], [66], [95],

[96], [105] e, mais recentemente, em [103].

Em ambos os casos (modelos hierdarquico e de estrutura etaria) par-
timos do pressuposto que o estado homogéneo local ¢ assintoticamente estavel e
estudamos a possibilidade de instabilidades serem geradas no sistema pelo pro-
cesso migratorio dependente da densidade. Os resultados encontrados sao extensoes
daqueles demonstrados em [93] para o caso dinamica local hierdrquica; e também
dos resultados em [95], [96] e [16], para o caso de estrutura etaria. Isso é feito a
partir de um desacoplamento adequado do sistema global que permite a obtencgao de
uma expressao simplificada para a matriz jacobiana avaliada no ponto de equilibrio.
Outros tipos de desacoplamento foram propostos em [58] e [68], os quais foram
posteriormente estendidos em [54] e [55] para o caso de migracao dependente da

densidade.

Nos Capitulos 3 e 4 estudamos a possibilidade de sincronia de orbitas
cadticas, bem como de sua estabilidade transversal. Em [30] pode-se ver um resul-

tado analitico sobre a estabilidade transversal de atratores sincronizados em redes de
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populacoes acopladas via migracao independente da densidade para o caso de uma
tnica espécie. Conforme observado em [19], tal critério é de fundamental utilidade
nos estudos de conservagao de espécies e é pratico, no sentido que relaciona alguns
dos parametros fundamentais em Ecologia. Resultados semelhantes podem ser en-
contrados em [106] e em [28]. No Capitulo 3 consideramos um modelo de uma tnica
espécie, e generalizamos este resultado para um processo de migragao dependente da
densidade simples: os individuos nao deixam o sitio local a nao ser que a populagao
ultrapasse um valor critico pré-estabelecido. Além disso, comparamos o caso de mi-
gracao dependente da densidade e migracao independente da densidade e concluimos
que com a migracao dependente da densidade ocorre menos sincronizacao, reduzindo
assim a possibilidade de extin¢ao da populacao global. Funcoes de migracao mais

gerais também sao consideradas.

No Capitulo 4 consideramos novamente o modelo de multiplas espécies
e apresentamos resultados sobre a estabilidade transversal assintética de uma 6rbita
cadtica sincronizada. Enfocamos um modelo hierarquico, assim como o estudado no
Capitulo 2, bem como um modelo epidémico do tipo S-1-S. As fungoes de migragao
consideradas sao aquelas do Capitulo 3. Para o modelo hierarquico estudamos o
fenomeno de sincronizacao parcial: a formacao de grupos de sitios cujas densidades
locais sao sincronizadas. A importancia da ocorréncia de tal fendomeno no con-
texto bioldgico é destacada em [19]. Em [83] um estudo mais local da perda de
coeréncia, gerando sincronizacao parcial, em redes de sistemas dinamicos acoplados
(com acoplamento constante) é apresentado. Nosso objetivo é analisar a influéncia
da migracao dependente da densidade no comportamento do sistema, quando certos
parametros que regulam a migracao e a dinamica local pertencem a chamada regiao

de impossibilidade de coeréncia.

Com relacao ao modelo epidemiolégico, estudamos numericamente a
influéncia de determinados parametros associados a migracao dependente da densi-
dade no fenomeno de desincronizagao. Conforme destacado em [31] e em [32], tal

fenomeno pode estar associado a persisténcia da doenca.



2 MIGRACAO DEPENDENTE DA
DENSIDADE

Neste capitulo introduzimos um modelo metapopulacional de multiplas
espécies (k espécies) com acoplamento nao linear entre os sitios. Investigamos a
possibilidade de instabilidades serem geradas pelo processo migratério dependente
da densidade. Para isso admitimos que o estado homogéneo é localmente estavel
e utilizamos uma decomposicao especifica do sistema global, que nos permite re-
alizar investigacoes analiticas mais detalhadas e medir o impacto da dependéncia da

densidade no processo migratorio.

Nesse contexto, apesar de utilizarmos o termo k espécies, a decom-
posicao obtida pode ser utilizada na analise de sistemas autonomos onde localmente
ha k varidveis de estado. Essas k variaveis de estado podem representar espécies,
estdgios ou classes etarias. Assim, a dinamica local, responsavel pela reproducao
e sobrevivéncia das k espécies pode ser considerada em diferentes formas. Entre
elas, investigamos o caso onde a dinamica local apresenta um comportamento na
forma hierarquica, isto significa que a espécie um depende unicamente dela mesma,
a segunda espécie depende das espécies um e dois e assim sucessivamente tal que
a espécie k depende das k espécies consideradas. Para este caso mostramos que
a migracao dependente da densidade pode desestabilizar um sistema previamente
estavel. Evidéncias numéricas ilustram os resultados analiticos obtidos. Além disso,

obtemos o resultado provado em [93] como um caso particular.

Outro modelo local abordado é uma populacao com estrutura etaria
distribuida nos n sitios. Para este caso, estendemos o trabalho de [16] e mostramos
que a migracao dependente da densidade da classe etaria pode gerar instabilidade

no sistema que, sem o acoplamento, é considerado estavel.
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2.1 O Modelo

Consideramos uma colecao de n sitios enumerados por 1,2,...,n. Em
cada um destes sitios existe uma comunidade de k espécies que chamamos de popu-
lacao local ou subpopulacao. Os sitios ou patches sao fragmentos de habitat onde
estao distribuidas as populagoes locais. Estes sitios possuem recursos necessarios
para a reproducao e sobrevivéncia das espécies, e estao cercados por um ambiente

hostil e inadequado para a sobrevivéncia e persisténcia da populagao.

Denotamos por xﬁj a densidade de individuos da espécie £ no sitio 5 no
tempo t. Seja x} = (zf;,x%;,...,2};)" € R¥ o vetor densidade populacional das k

espécies no sitio j, no tempo t. Supomos que a dinamica local é da forma

xH = f(xl),  Vj=1,2..n, t=0,1,2, .., (2.1)

com a funcao f de classe C' dada por
f:RF — RF,

(2.2)
x = f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fr(x))7,

onde, para cada i = 1,2,....k, fi : R¥ — R incorpora os processos de reproducao
e sobrevivéncia da espécie i. Vérios exemplos para f; foram apresentados em [46],
[48], [74] e [9]. Fenomenos como cascata de bifurcagdes e caos ja foram estudados

para determinadas escolhas de f; (ver [73], [72] e [74]).

Estabelecemos agora conexoes entre os sitios, ou seja, a possibilidade
dos individuos de cada espécie migrarem para outros sitios. A topologia da rede,
isto é, os sitios vizinhos para os quais individuos de um dado sitio devem migrar sera
definida a posteriori. A dispersao (migracao) em cada sitio j no tempo ¢, é dada

pelo vetor (My(xt), Ma(x}), ..., Mi(x}))" com M, dado por
M(xh) = (I, = M(x))xs + > " epM(xhxt, j=1,..n, (=1..k (23)
i=1

Na expressao acima, os elementos c¢j; representam a quantidade (propor¢ao) de in-

dividuos que migra do sitio ¢ para o sitio j (dos individuos que saem do sitio 7, a
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proporc¢ao que migra para o sitio j). Segue que 0 < ¢;; <1, Vj,i=1,2,...,ne
ci; = 0. Supomos que o processo de migracao é totalmente bem sucedido, ou seja,
nao ocorrem mortes durante este processo. Claramente, considerando todos os in-
dividuos que migram a partir do sitio i, teremos que Z?Zl cii=1,Vi=12..n,
(conservacao). Além disso, para cada x € R*¥, M(x) = diag(p;(x), pa(X), ..., p(x))
eparacadai =1,...,k, u; : R¥ — R representa a fracao de migracao da espécie i, ou
seja, a proporc¢ao dos individuos da espécie ¢ que deixam um certo sitio. Supomos que
1; é uma funcdo suave ou suave por partes nao negativa satisfazendo 0 < p;(x) < 1,
Vx € R¥ e para todo i = 1,2, ..., k. Notamos que p; é uma funcao real de k varidveis,
a qual permite a inclusao da influéncia das outras espécies na fracao de migracao da
espécie i. Observamos que c;; b, pe(2h;, 2b;, ..., 2t,) é a quantidade de individuos da

espécie £ que deixam o sitio ¢ e movem-se para o sitio j no tempo t.

Supomos também que a cada geracao os individuos passam por dois
processos distintos: reprodugao e sobrevivéncia (dinamica local) e processo de mi-
gragao. Consideramos a dinamica local precedendo o processo de migragao, ou seja,
em cada geragao, apds o processo de dinamica local, uma fragao u; de individuos
da espécie ¢ deixa um dado sitio e migra para os sitios mais proximos. A separagao
destes eventos, dinamica local e migracao, é de fato importante pois a falha na sepa-
racao dos mesmos pode acarretar em resultados que sao considerados improvaveis
do ponto de vista biolégico, de acordo com [49]. Segue portanto, que a dinamica da

metapopulacao é dada por

J

K= f(xh) — M(F(x))E(xt) + Z i ME(xX)E(xD), t=0,1,2,...,  (24)

para todo j = 1,2,...,n. Os dois primeiros termos a direita da equacao (2.4) repre-
sentam a quantidade de individuos de cada espécie que permanece no sitio j apos
o processo de migragao, e o segundo termo representa a quantidade de individuos

provenientes dos sitios vizinhos do sitio j.

Se supormos que a funcdo f considerada em (2.2) possui um ponto fixo

nao trivial x* = (x},23,...,25) € R* (ou seja, f(x*) = x* e x* # 0) entdo uma

*

condicio suficiente para que X* = (x*,...,x*) € R¥" seja um ponto de equilfbrio
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nao trivial para o sistema (2.4) é de que > ¢;; = 1 para cada j = 1,2, ...,n (ver
[93]). Vamos supor essa condi¢ao valida em todo o trabalho, com isso, a matriz
de configuragao da rede C' = [cj]},_,; é duplamente estocdstica. Se a matriz C' é

simétrica, automaticamente esta condicao ¢ satisfeita, do fato que Z?Zl cji = 1.

Uma matriz é dita redutivel se existe uma permutacao de suas linhas

e correspondentes colunas que resulta numa matriz triangular por blocos, ou seja,

uma matriz da forma , onde ) e S sao matrizes quadradas. Se nenhuma

R
permutacao desse tipo existe, a matriz é dita irredutivel. Equivalentemente, a matriz

é irredutivel se, e somente se, seu grafo direcionado associado é fortemente conectado

(ver [23]).

Se C' é redutivel entao ela deve ser uma soma direta de matrizes du-
plamente estocasticas, pois toda matriz duplamente estocastica redutivel tem essa

propriedade ([70]). Assim, a matriz assume a forma de uma matriz diagonal por
Gy
blocos , onde cada C; é uma matriz duplamente estocastica. Este re-

Cr
sultado pode ser aplicado as matrizes C; e as suas decomposicoes até que C' seja com-

pletamente decomposta em uma soma direta de matrizes duplamente estocésticas
irredutiveis. Neste caso, a metapopulacao é uma colecao de sitios isolados, cada um
deles sendo nao passivel de decomposicao e assim podendo ser estudado separada-

mente. Portanto, sem perda de generalidade, assumimos a matriz C' irredutivel.

Definindo B = I,, — C, o sistema (2.4) pode ser reescrito como

J

xEH = £(x!) = b ME(xD))E(x]), j=1,2,..m, t=0,1,2, ... (2.5)
i=1

Observamos que >, bj; = 0, para cada j = 1,2,...,n e que )7 bj; = 0, para

cadai=1,2,...,n.

Definimos agora ® : R¥ — R* como ®(x) = M(x)x. Assim, ®(x}) é

o vetor que representa a quantidade de individuos deixando o sitio 5 no tempo ¢.
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Portanto, a dinamica da metapopulacao pode ser descrita pelo sistema autonomo,

xiH = Z ), Vi=1,2,...,n, t=0,1,2, ... (2.6)

J
Numa forma mais concisa, (2.6) pode ser escrito como
XH =F(X, t=0,1,2,..., (2.7)

onde X! = (x4,x%,....,xt)T e F é o vetor n x k dimensional com componentes da

forma (hiy, hyg, ..., hig; hoy, .o hogs oy, oo hyy) onde

mé—fﬁ mez ,uf f€< ))

paral=1,..kem=1,..n

Seja ¢; : R¥ — R tal que ®(x) = (¢1(%), ¢2(x), ..., or(X)), x € R

6@ mede o impacto da espécie j sobre a dispersao

Observamos que a derivada parcial 57
da espécie i, e é uma funcao do vetor populacional Xj. Dizemos que a espécie 1
tem dispersao positiva (negativa) dependente da densidade com respeito a espécie
J se % > 0 (8@ < 0) para todo x € R¥. O caso i # j (migracao cruzada) foi
bem estudado em [54] e o caso i = j refere-se a um processo de dispersao auto-
regulada o qual é bem documentado em [107]. O aumento da atividade de dispersao
como resposta a um aumento na densidade local <g%; > 0> pode ocorrer devido
a perda das condigdes ambientais causada pela aglomeracao [25]. Dependéncia da
densidade negativa (% < O) corresponde a situacao oposta, onde os individuos sao
mais propensos a deixar os sitios onde ha baixa densidade populacional, isso pode

ocorrer na busca por parceiros sexuais ou no sentido de haver um agrupamento para

aumentar a protecao contra predadores [71].

Se X* = (x*,...,x*) € R¥" ¢ um ponto de equilibrio do sistema (2.7),
diremos que X* é estdvel se dado € > 0 e ty > 0 existe § = (¢, ty) tal que

| X® — X* ||< § implica || X(t,t0, X") — X* ||< €, Vt > to;

caso isto nao aconteca X* é instdvel. Este ponto X* é dito assintoticamente estdvel se

é estével e se existe u = u(ty) tal que || X°—X* ||< u implica que tliin X(t,to, X?) =
— 400

X*.
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O método de linearizagao pode ser utilizado para avaliar a estabilidade
do ponto de equilibrio X* do sistema (2.7). Para isso, vamos definir @ como sendo
o operador que denota a soma direta ou decomposicao em blocos de matrizes, isto

é, se Ay, Ao, ..., A, s@o matrizes quaisquer,

Ay
n
A
Ha-| "
i=1
A,
Definimos também o produto de Kronecker ® de duas matrizes A = [a;]i%—; €

R™ ™ e B = [by]},—; € R™" como A® B = [a;; B]f;_, € R,
No contexto do processo de linearizagao, o teorema a seguir é central

Teorema 2.1. Consideramos a dinamica populacional descrita acima dada por (2.7)
e vamos supor B matriz n x n diagonalizdvel. Entdo se X* = (x*,x*,...,x*) € o
equilibrio homogéneo do modelo metapopulacional (2.7), o sistema linear associado
ao sistema nao linear (2.7) é dado por

n—1
Y = Pl — A D (x| DE(x*)Y?, (2.8)
=0
onde Y' = (yi,y5, ... ¥1) € R¥" vt = (yi;, y5;, ., vk,;) € R* e Aj sdo os autovalores

da matriz B.

Demonstragao. Seja w' = X' — X* para t > 0, onde X" ¢ a solugao de (2.7) e X* é

o ponto de equilibrio desse sistema. Entao
w'th = F(w! + X*) — X7, (2.9)

e w* = 0 é um ponto de equilibrio para esse sistema. De acordo com a teoria de
estabilidade linear (ver Teorema A.2.1 p.155 da referéncia [23]), w* = 0 é assinto-
ticamente estdvel com relagao ao sistema (2.9) (e nesse caso X* também o é com

relacao a (2.7)) se a solugao zero do sistema

AT = J(XH)AL ¢ >0, (2.10)
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for assintoticamente estdvel; J é a matriz jacobiana (nk) X (nk) do sistema (2.6)
dada por

l)f(x*)kxk 6117 blgv cea ban

. Df(x*)ixck : :
J(X*) = ) - L e

DE(x* )ik b1y ... bn1y

onde v = D®(x*)Df(x*) é uma matriz k x k obtida usando a regra da cadeia e,

D®(x*) é dada por

Bor(xr) Qh(xr) oo G0 (x¥)
Opa [ x*
Do(x*) = T“FX)
| 9ok (x¥) B (x*)
[ 2 () 1 (x*) + g (%) G (x*) fr (x7) 9 (x*) f1(x")
_ PR BB 4 () '
: Opk—1 (= =
Fort (%) fre—1(X)
| (x) ful(x) Utk (%) fo(x*) + pua (x7)

(2.12)

Utilizando o produto de Kronecker, a matriz jacobiana pode ser rees-

crita na forma
J(X*) =1, ® Df(x*) — B® (D®(x*)Df(x")). (2.13)

Procedemos agora com o desacoplamento do sistema (2.10). Por hipdtese B é diago-
nalizdvel, entdao existe P matriz nao singular que diagonaliza B, isto é, PBP~! = A,
onde A é a matriz diagonal cujos elementos da diagonal sao os autovalores de B.

Consideremos a seguinte mudanca de varidveis Y = (P ® I}, ) A, assim segue-se que
Y =(P @ I)A™
—(P @ I,)[I, ® Df(x*) — B® (D®(x*)Df (x*))] A (2.14)
=[(P® Df(x")) — (PB) ® (D®(x") Df(x"))] A,

pela propriedade do produto de Kronecker (ver Proposigao 2, p. 408 de [64]).
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Como A! = (P ® I;)"'Y!, e utilizando novamente propriedades do

produto de Kronecker temos
Y =[(P ® Df(x*)) — (PB) ® (D®(x*)Df(x*)|(P & I;)'Y"

=[(P @ Df(x")) — (PB) @ (D®(x*) Df (x*))](P~" @ I;)Y" (2.15)

=[I, ® Df(x*) — A @ (D®(x*)Df (x*))]Y".
Observamos que a solu¢do nula do sistema (2.15) é assintoticamente estével se,
e s6 se, a solucao nula do sistema (2.10) for assintoticamente estédvel. De fato,
para demonstrar a suficiéncia, assumimos a estabilidade assintética do equilibrio
trivial para (2.10). Portanto, dado ¢ > 0, existe § > 0 tal que ||A!]| < TZAR
Vt > 0, sempre que ||A°|| < §. Entao, se ||Y?] < m, teremos que ||A°]| <
(P ® L) H|]Y?] < § e assim,

Yl = 11(P @ L) A < [[(P @ L) [|A"] < e, vt > 0.

Ou seja, o equilibrio trivial é estdvel com relacao a (2.15). De forma
analoga, pode se demonstrar que tlim |[Y*|| = 0. A necessidade pode ser provada
——400

similarmente.

Finalmente observando que A = diag(Ag, A1, ..., An—1), onde os \; sdo os

autovalores de B, temos o resultado desejado. O]

A importancia do Teorema 2.1 reside no fato que a estabilidade do sis-

tema nao linear (2.6) pode ser avaliada através do sistema linearizado (2.8). Mais
n—1

precisamente, denotando r como o raio espectral da matriz @[I k—A\; DO(x*)]| Df (x*),
j=0
o ponto de equilibrio de (2.6) é assintoticamente estével se r < 1. E ¢é instavel se

r > 1. Maiores detalhes podem ser vistos em [34] p. 199 e 230. O desacoplamento
(2.8) nos permite determinar os autovalores de J(X*) a partir dos autovalores das
n matrizes [I — \;D®(x*)|Df(x*) de ordem k X k. Isso certamente é mais simples

do que se considerdssemos diretamente J(X*), dada em (2.11).

Uma decomposi¢ao similar foi empregada por [58] no caso de migragao

nao dependente da densidade (no caso em que D®(x*) = M). No entanto, as densi-
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dades populacionais de cada espécie em cada sitio foram armazenadas em matrizes
de ordem n x k, ao invés do armazenamento em forma de vetores de nk componentes
como estamos considerando. Essencialmente, ambas as formulagoes sao equivalentes.
E importante observar também que 1 é autovalor da matriz de configuracao C, e
assim, \g = 0 é autovalor de B. Conseqiientemente, um dos blocos da decomposi¢ao
de J(X*) é necessariamente Df(x*), o que implica no resultado bem conhecido (ver
[85]) de que a dispersao sozinha nao pode estabilizar um sistema de n sitios com
comportamento instavel na auséncia de movimento migratério. Entretanto, a dis-
persao pode levar a perda de estabilidade do estado homogéneo levando a formagao

de padroes espaciais.

Como exemplo, consideramos agora o caso em que em cada sitio reside
uma Unica espécie, isto é, tomamos k = 1 no sistema (2.4). Logo, a matriz jacobiana

dada por (2.13) associada ao sistema fica na forma

(@) bt oo ban
=/ (&)L, — ¢ («")B].

Os autovalores de B dados por Ag, A1, ..., \,_1 satisfazem a relacao
Bv=Av, j=0,.,n—-1,

onde v = (vy, ..., v,)T é 0 autovetor ndo nulo associado ao autovalor \;. Assim,

e portanto, os autovalores da matriz jacobiana J(X*) sdo da forma

o5 = @)1= N (2%), j =0, com — 1.
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Se assumirmos que z* é ponto de equilibrio assintoticamente estavel da dinamica
local, isto é, | f'(2*)| < 1, entdo o ponto de equilibrio do modelo metapopulacional

de uma tnica espécie é assintoticamente estavel se
o] = £ (@) 11 = Ao (27)] < [1 = X ()| <1,V j = 0,0in — 1.

Uma discussao sobre a estabilidade do ponto de equilibrio envolvendo a taxa de

varia¢do da migracao dependente da densidade pode ser vista em [93].

Vamos supor agora que em cada sitio temos duas espécies interagindo.
A funcao f, responséavel pelo processo de reproducao e sobrevivéncia destas espécies
depende integralmente das duas espécies, isto é, f; responsavel pela dinamica lo-
cal da espécie um depende das espécies 1 e 2; e fo responsavel pela dinamica lo-
cal da espécie dois depende das densidades das duas espécies. Exemplos tipicos
deste tipo de interagao populacional podem ser vistos em [35] para competigao en-
tre duas espécies, e em [18] que considerou o modelo introduzido na referéncia [35]
investigando o fenéomeno conhecido como bifurcagao “blowout” para esta dinamica
populacional. Outros exemplos importantes sao os classicos modelos de hospedeiro-

parasitéide (ver [62]). Com isso, a matriz Df(x*) fica na forma

Bxr) 2 (x)

oz Oxo
2] 0
Lx) FEx)

O polinémio caracteristico associado a matriz Df(x*) é dado por
p(s) = ¢* — tr(Df(x*))s + det(Df(x*)). (2.16)

Como estamos interessados em investigar os efeitos da migragao dependente da den-
sidade no modelo metapopulacional, assumiremos que x* é assintoticamente estavel,
ou seja, a dinamica local apresenta comportamento estavel para condi¢oes iniciais
proximas ao ponto de equilibrio. Uma maneira de garantir que isso aconteca é
mostrar que as raizes de p dado em (2.16) estejam contidas no interior do circulo
unitdrio centrado na origem. De acordo com o Teste de Jury (ver [34]) isso acontece

se, e sO se,
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(i) 1 —tr(Df(x*)) + det(Df(x*)) > 0;
(ii) 14 tr(Df(x*)) + det(Df(x*)) > 0;

(iii) det(Df(x")) < 1,

que pode ser reescrito como |tr(Df(x*))| < 1 + det(Df(x*)) < 2.

O processo migratério também depende de todas as espécies, isto €, jiq
e py dependem das espécies 1 e 2. Assim, a matriz D®(x*) cujos elementos sao

2
dados por [%(X*)} é, em geral, uma matriz completa. Como conseqiiéncia,

cada j-ésimo bloco [I — \;D®(x*)|Df(x*) é uma matriz completa. O polinomio

caracteristico associado a esse bloco é dado por

p(§) = € + E[—tr(DE(x")) + Ajtr (DP(x") DE(x7)) ]+
+ det(Df(x*))[1 — Ajtr (DD(x*)) + ANdet(DP(x"))].

Entao pelo teste de Jury o ponto de equilibrio associado ao sistema ¢é estavel se, e

SO se,

IAjtr(D®(x*)DE(x")) — tr(DE(x*))| < 1+ det(DE(x*))[1 — Ajtr(DD(x")) + A2det(DB(x"))] < 2.

Observamos que a estabilidade neste caso depende fortemente da matriz D®, ou
seja, as taxas de variacao das fragoes de migracao de cada espécie estao influenciando

diretamente na estabilidade do modelo metapopulacional.

2.2 Dinamica Local com Hierarquia

Nesta secao consideramos a dinamica local do sistema dada por um
modelo com hierarquia. Cada espécie depende somente daqueles que estao acima
do seu nivel, ou seja, f; depende da espécie 1, fo depende das espécies 1 e 2 e assim
sucessivamente de tal forma que cada f; depende de i espécies. A forma hierarquica
pode ser caracterizada por varios fatores, entre eles o clima, a quantidade de re-

cursos para a sobrevivéncia, habilidades competitivas (primeira espécie é melhor



2 Migracao Dependente da Densidade 17

competidora, enquanto que a tultima espécie envolvida apresenta o pior comporta-
mento competitivo). Na natureza esta estrutura estd presente, por exemplo, em

espécies de cracas (crustdceos), onde individuos menos fortes sao eliminados.

Varios trabalhos apresentam estudos envolvendo hierarquia na dinamica
do modelo. Entre eles Best et al. [9] que analisaram a hierarquia em modelos de

competicao intraespecifica e interespecifica.

A matriz jacobiana Df(x*) associada ao modelo desacoplado proposto

¢ dada por uma matriz triangular inferior k x k

hxy 0o .00
g—ﬁ(x*) g—ﬁ(x*) 0 ... 0
Df(x*) = : : : : (2.17)
0
I g—;:’;(x*) g—f:’;(x*) g—:];’z(x*) |

Vamos supor que cada fragao de migracao u; depende apenas da densidade da espécie

i. Assim, a matriz D®(x*) dada por (2.12) fica na forma matriz diagonal

DO(x") = diag (Z—;f<x*>f1<x*> (), g—‘;:<x*>fk<x*> + uk<x*>) .

De acordo com o Teorema 2.1, a estabilidade assintotica do ponto de equilibrio X*

do sistema (2.7) pode ser avaliada através do sistema Yt = J(x*)Y*, onde J ¢é

dado por

n—1

J(x") = @Ik — A\ DO(x")| DE(x”). (2.18)

J=0
Cada bloco da matriz J ¢ uma matriz triangular inferior. De fato, considere o

j-ésimo bloco da matriz J dado por
I, — A\, DO (x*)| Df(x*), (2.19)

para 0 < j < n — 1. Por hipétese a matriz D®(x*) é diagonal, logo I}, — \;D®(x*)
¢ uma matriz diagonal com entradas d; — )\j%(x*) =1-) giz (x*),sei ="Ve

die — )\j%(x*) =0, se i # . De acordo com (2.17), as entradas da matriz Df(x*)
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sao dadas por 8fz( *) <Df( *) = [afi (X*)]k

o M=1) onde 8fl( *) = 0se ¢ >i. Logo,

a matriz produto (2.19) resulta em

(5M —\j 8:@( )) o, (x*)=0 se [£>1,
99; , N\ Ofi, .
I W ) <
(5% A s (x )) By (x*) se £<i

que é uma matriz triangular inferior com os elementos da diagonal dados por

(1- 2526 Foe)

Vi=1,2,...kej=0,..,n—1. Portanto, os autovalores de cada bloco j sao dados

() O
&= (1- o)) L) (2:20

por

para cada ¢t =1,2,..., k.

Teorema 2.2. Assumimos a matriz B simétrica. Definimos v = max{\;} onde
Aj sdo os autovalores de B. Entdo o ponto de equilibrio X* = (x*,...,x*) do sis-

tema (2.6) € assintoticamente estdvel se, para cada i = 1,2, ...k, uma das sequintes

condigoes se verifica

a i 8 i a [

83];( ) (1 - vai (x*)> <1, quando 8¢,~ (x*) <0
ofi, ., 0b; 2
Ty <1, mando 0< G 6x) < 2
afl * a¢’b a(b 2
8:62( x") ( 8J:Z( x") — 1) <1, quando o1, (x*) > ; )

Demonstra¢ao. Como B é uma matriz duplamente estocastica, segue pela aplicacao
direta do Teorema de Gersghorin (ver [64]), que |[\;—1] < 1paratodoj=0,..,n—1.
Isso implica que 0 < v = {)\ } <

je{

1) Supomos que %(X*) < 0, entao 1 — )\j%(x*) > 1, para j =
0,...,n — 1. Observamos que, pelo fato que \; < v, Vj, entdo 1 < 1 — )\‘%(X*> <
1- vg‘bl( *). Assim, 1—)\]-%(}{*) = (1—&%@*)) < <1— a@( )) Vj=
0,....,n—1.
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2) Consideramos 0 < %(x*) < 2, entdo
i Y
9, P 9
A2y < A = <2
ox; J J A
’ T eyt

Logo, 1— ), 8@( *) > —1. Por outro lado, é facil ver que 1— )\, 8¢’( *) < 1. Portanto,

segue-se que |1 — /\j%(x ) <lparacadai=1,...keVj=0,...,n— 1.

90 2 s
3) Se gx(x") > = entao,

6@ " 2
> — 2

para j=0,...,n—1ei=1,..., k. Assim,

9¢i
(9.1'1‘

() A) > 25 1= A% 6) <o

Como —\; > —v, entao 1 — )\j%(x*) >1- 'ygiz (x*) = —(fy‘ziz_' (x*) —1). Portanto,

1= 52 () < gt (xt) — L.

Assim, segue que, para cadai=1,....k

3, 9%i (o

=< 1, se 0< —(x") < —, (2.21)

Portanto, de acordo com (2.20), o autovalor dominante & € {¢/} satisfaz

|€] < 1, se e somente se, para cada i = 1,2,...,k uma das seguintes condigoes se

verifica
§£j< ") (1 - ngj (X*)) <1, quando gf (x*) <0
g:fz( <L quando 0 < %(X*) < % : (2.22)
giz( ") <7§Z( ") - 1) <1, quando gi: (x*) > % _
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Observacgao 2.1. Como conseqiiéncia dos resultados acima, se existe algum i =

1, ...,k tal que
o (x*) <1 - 73@- (x )) > 1, quando oz, (x*) <0
i . i w2
< — < -
oz, (x*)| > 1, quando 0< oz, (x*) < o
i | . 00i, . 00, o _ 2
. (x*) (fyaxi (x") 1) > 1, quando oz, (x*) 5

entao o ponto de equilibrio X* é instavel.

Figura 2.1: Regiao de estabilidade da espécie i dada pela parte branca e a regiao
cinza ¢ a regiao onde ocorre instabilidade causada pela migracao.

Na Figura 2.1 temos o grafico da taxa de variacao da migracao da
espécie 1 pela variacao do comportamento da dinamica local da espécie 7, que cor-
responde a projecao da regiao de estabilidade da espécie ¢, dada por (2.22), com a
e (x)

no ponto de equilibrio em funcao de

< 1. Desta forma, obtemos a regiao de estabilidade

Ofi
8901-

imposicao da condicao

(x*) e %(x*). A parte branca é a regiao de
estabilidade do estado homogéneo e a parte hachurada é a regiao de instabilidade
causada pela migracao para uma determinada espécie . Situacao semelhante foi
determinada por [93] para o caso de uma tnica espécie e taxa de variacao da mi-
gracao positiva. Em [39], a regidao onde a migragao dependente da densidade induz

padroes cadticos foi determinada para uma funcao migratoria especifica dada por
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_ pxc . . . . ~ .
p(z) = 4. Podemos observar ainda que existe uma simetria com relagao ao eixo

vertical, e com relagao ao eixo horizontal esta simetria nao existe a menos de uma

translagao.

O resultado do Teorema 2.2 mostra que, mesmo com a dinamica local
estavel, se a taxa de variacao dos individuos migrantes de cada espécie no ponto
de equilibrio é suficientemente grande (muitos individuos saem de seu sitio e se
estabelecem em outro), a migragao dependente da densidade instabiliza o modelo

global. Isso fica claro na Figura 2.1, onde observamos que para ocorrer instabilidade

causada pela migracao é suficiente termos os parametros que controlam gﬁ (x*) e
3

%(X*) tais que o par ordenado (g—i’i(x*), %(X*)> esteja na regiao hachurada para
algum 1. E importante observar que ha limites para %(x*) que podem garantir

0¢;
ox;

a estabilidade do estado homogéneo. Por exemplo, se 0 < (x*) < % para cada

espécie i = 1,2, .., k, entao X* é assintoticamente estavel. A constante % depende
somente da matriz de configuracao e claramente satisfaz % > 1. Para o caso em

que g%:(x*) > % ou %(x*) < 0 para algum i, é possivel ajustar o valor de g—g{i(x*)

ox; ) Oz

(mantendo a restrigao )g—ﬁ(x*) < 1) para assegurar que (%(X*) %(X*)> esteja

na regiao hachurada da Figura 2.1.

Observacgao 2.2. No caso de migracao independente da densidade, a matriz D®(x*)
torna-se D®(x*) = diag(p1, ..., ti), onde cada p; é constante e as condigoes (2.22)
sao automaticamente satisfeitas, pois por hipdtese, cada 0 < pi(z) < 1, @ =
1,2,...,k. Isto é, a migracao independente da densidade nao causa instabilidade

no sistema.

Observacao 2.3. Consideramos o caso em que D®(x*) é dada por (2.12) e que
Df(x*) dada por (2.17). Se supormos que D®(x*) e Df(x*) sao simultaneamente
diagonalizéaveis, os autovalores de D®(x*) Df (x*) sao iguais aos produtos dos auto-
valores de D®(x*) e de Df(x*). Seja @) matriz inversivel que diagonaliza D®(x*)
e Df(x*) cujos vetores colunas sdo dados por v; para cada i = 1,....,k. Agora,
observamos que para cada j = 0,1,...n — 1, [t — \;D®(x*)]vi = (1 — \;G)vi,
onde (; s@o os autovalores da matriz D®(x*). Assim, [, — \;D®(x*)] e Df(x*)
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sao matrizes simultaneamente diagonalizaveis. Logo, os autovalores de cada bloco

[I, — \;D®(x*)]Df (x*) sao da forma (1 — /\jQ)gﬁi (x*) para cada i = 1,2,....k e,

portanto, o ponto de equilibrio X* é assintoticamente estavel se a condigao (2.22) é

0¢i

satisfeita com 3
z;

(x*) substituida por (.

Na regiao de instabilidade causada pela migracao a dinamica pode a-
presentar comportamentos interessantes, incluindo outros pontos de equilibrio, ci-
clos periédicos e mesmo oscilagoes cadticas. As simulagoes numéricas realizadas
evidenciam este comportamento e ilustram os resultados analiticos. Consideramos

a dinamica local dada por

ot
gt = gterii=an)
(2.23)
t+1 t ro(l—axt—zt
abtl = gherz(lmemi—ea)

onde '} representa a densidade populacional da espécie 1 no tempo ¢, x4 a densidade
populacional da espécie 2 no tempo t, r1 e o as taxas de crescimento intrinsecas das
espécies 1 e 2 respectivamente, e 0 < a < 1 mede os efeitos de competitividade da
espécie um com a espécie dois. Esta dinamica local foi adaptada de [9]. Podemos
observar que esta dinamica local (2.23) possui quatro pontos de equilibrio que sao
(0,0), (0,1), (1,0) e (1,1 — ). Como r; > 0 e ry > 0, célculos rotineiros mostram
que os pontos (0,0), (0,1) e (1,0) sao instaveis. Logo, faremos uma anélise do tinico

ponto de equilibrio de interesse dado por x* = (1,1 — «).

Consideramos a magnitude de cada autovalor da matriz jacobiana Df (x*)
(associada a dinamica local (2.23)) no ponto de equilibrio x* = (1,1 — «) menor do
que um. Isso corresponde aos valores de r; e r9 compreendidos em 0 < r; < 2 e
0<ry < ﬁ Com essa hipdtese investigamos a influéncia da migracao dependente

da densidade na evolucao do sistema acoplado.

A fracao de migracao que utilizamos depende somente da espécie em

questao, isto é, u; é a fracao migratoria da espécie i e é dada por

fi

1 T PGz’ (2.24)

Mz(xz) =
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onde 0 < 1 < 1 ¢é a fracao migratoria maxima, e 3 determina se a fracao de migragao

é crescente ou decrescente. Esta formulacao matematica, que contempla duas formas

fragéo migratdria

0,3

0,28

0.2

0,18

0.1

0,05

[ L

o

05

" PPAARDARS
tamanho populagéo

T
25

3

frag&o migratdria

0,3

025

02

015

o}

0,08

o
0

0,5

1 1,6 2
tamanho populagdo

2,5 a

Figura 2.2: Fragdo migratéria p(zr) = Heﬁ”ﬁ como fun¢ao do tamanho da po-
pulagdo para diferentes valores de (3, com i = 0,3 e z = 1. (a) De-
pendéncia da densidade para 3 > 0. (b) Dependéncia da densidade
para 3 < 0.

de migracao dependente da densidade (positiva e negativa), foi proposta em [107]. A
Figura 2.2 mostra as curvas resultantes para diferentes valores de 3. Quando 3 > 0
temos curvas sigmoidais crescentes e quando # < 0 curvas sigmoidais decrescentes
que correspondem respectivamente aos casos de dependéncia positiva e negativa da
densidade. O caso em que 3 = 0 corresponde a migracao independente da densidade

(pi(z;) = &) que ndo é o nosso caso de interesse.

As figuras a seguir mostram as séries temporais das espécies 1 e 2 para
um determinado sitio. Em ambos os casos temos que a migracao dependente da
densidade causa instabilidades no sistema. A topologia da rede utilizada, nesse
caso, é um anel de n sitios simetricamente acoplados com os dois vizinhos mais

proximos, assim a matriz de configuracao C' é da forma

0 1/2 0 0 1/2
1/2 0 1/2 0 0
0
C = (2.25)
0
0 0 1/2 0 1/2
1/2 0 0 1/2 0
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As Figuras 2.3(a) e 2.3(b) apresentam 6rbitas periédicas. Para realizar a simulacao
tomamos um valor inicial para cada sitio proximo do ponto de equilibrio x*, ou
seja, para cada j = 0,...,n — 1 escolhemos x? = X" £ ¢; e observamos que com a

introducao da migracao dependente da densidade ocorre instabilidade e aparecem

ciclos periddicos.

[ak:]

06

Espécie 1
Espécie 2

0.4

0z

5 i
Soon 8910 8920 9930 9940 9950 9980 9970 9%E0  Gem0 10000 9900 9910 990 9930 994D 9950 9%0 990 998D 9990 10000
Tempo Tempa

(a) (b)

Figura 2.3: Séries temporais das espécies versus tempo. Em ambos os casos uti-
lizamos 5 sitios, 1 = 0,05, ro = 3,0095, a = 0,6, = 100, z = 1 e
i = 0,99. Foram plotados 100 passos de tempo, apds o descarte de
transientes.

18 25

o

Espécie 1
o o
> @
Espécie 2

04 05

02

a a
9900 9910 9920 9930 9940 9950 9960 9870 9@50 9990 10000 9900 9910 9920 9930 9940 9950 99D 9970 9980 9950 10000
Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 2.4: Séries temporais das espécies versus tempo. Em ambos os casos uti-
lizamos 5 sitios, 1, = 1,25, 1, = 3,95, a = 0,6, 3 =75, 2 =1¢e g = 0,99.
Foram plotados 100 passos de tempo, apds o descarte de transientes.

Observamos nas Figuras 2.4(a) e 2.4(b) que ambas as espécies apresen-

tam um comportamento aperidodico. Neste caso, obtivemos que

o | ( 00, .
) (va—wloc)—l) -1,
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confirmando que ocorre instabilidade no sistema dado. O comportamento aperiédico
apresentado neste caso é caracteristico de caos. Existéncia de caos é caracterizada
pela existéncia de orbitas com pelo menos um numero de Liapunov maior que um,

além de comportamento aperiddico (Ver definigao 3.5 de [4]).

Nimero Liapunow

Figura 2.5: Maior Numero Liapunov x p. Consideramos 5 sitios, 1 = 1,25, 7o =
3,95, a =0,6 e § =T75. Aproximagao de 10000 iteragoes.

Na Figura 2.5 apresentamos o maior nimero de Liapunov (eixo das
ordenadas) associado ao sistema versus o parametro ji (eixo das abscissas). Obser-
vamos que, para alguns valores de /i, 0 maior nimero de Liapunov associado é maior

que 1, confirmando o comportamento cadtico sugerido nas séries temporais.

A seguir, na Figura 2.6, apresentamos o maior nimero Liapunov do
sistema (2.4), considerando a projegao da regiao de estabilidade para a espécie um,
exatamente como na Figura 2.1. A diferenga é que, agora, a regiao hachurada
(correspondente a regido de instabilidade causada pela migragdo) é marcada de

cinza escuro se para os correspondentes valores de 2 (x*) e 9%
ox; ox;

(x*) o sistema meta-
populacional dado em (2.4) tem pelo menos um numero de Liapunov maior do
que um. Assim, a regiao cinza escuro representa a dinamica cadtica induzida pela
migragao. Observamos que o parametro it pode ser interpretado como uma medida

de acoplamento e fica claro nas Figuras 2.6 (a) e (b) que conforme a intensidade do

acoplamento aumenta, a regiao de caoticidade torna-se maior.

Alguns padroes espaciais gerados pela migracao dependente da densi-
dade sao apresentados abaixo (ver Figura 2.7) para o caso de duas espécies. Os

graficos espago-tempo responsaveis pelo padrao espacial possuem a seguinte con-
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-1 08 06 -04 -02 o 02 04 0B DOF 1 -1 08 06 04 -02 u] 02 04 0B 08 1

() ()

Figura 2.6: Regiao de caoticidade com n = 3, o = 0,6, ro = 3,0095, em (a) i1 = 0,43,
eem (b) 1 =0,9.

figuragao: ao longo do eixo vertical temos as k espécies em seus respectivos sitios

organizadas da seguinte forma

11, X215 ooy Thl, L12, X225 «ovs T2y ooy Llny -++5 Tk

e ao longo do eixo horizontal temos os passos de tempo plotados apds o descarte
de transientes. Cada reticulado (zy;,t) é pintado de preto se a densidade estiver
acima do ponto de equilibrio e é pintado de branco se a densidade estiver abaixo
do ponto de equilibrio. Ressaltamos que os parametros utilizamos para gerar os
padroes espaciais dados na Figura 2.7 correspondem a regiao hachurada da Figura
2.1. No caso da Figura 2.7 (a) temos um padrao periddico e na Figura 2.7 (b)
um padrao cadtico. Padroes espaciais podem aparecer de duas maneiras: quando a
migracao nao depende da densidade e ha mais do que uma espécie interagindo (ver
[85]), nesse caso, os padroes heterogéneos observados ([85], [86]) aparecem através
de um mecanismo descrito por Turing [102]. Quando a dispersao é dependente da
densidade os padroes espaciais gerados pela dispersao podem aparecer mesmo para
um modelo metapopulacional de uma tnica espécie ([93], [38]). O mecanismo que
da origem a perda de estabilidade do estado homogéneo é diferente daquele proposto
em [102]: nesse caso a instabilidade do equilibrio homogéneo é gerada pela excessiva
variacao na proporcao de migrantes quando a densidade populacional no sitio esta

perto do equilibrio.
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i

i

Figura 2.7: Graficos espaco-tempo para um anel com 10 sitios e acoplamento com os
dois vizinhos mais préximos, a = 0,6. (a) r; = 0,5, 7o = 3,95, i = 0,99
e # =100, (b) r, = 1,05, o = 3,0095, i = 0,99 e 5 = —100.

; !rlrmr
i

7
i

(a) (b)

Supomos agora que as fragoes de migracao p; possuem um processo de
hierarquia, isto é, a fracao migratéria da espécie 1 depende somente da espécie 1, a
fracdo migratoria da espécie 2 depende das espécies 1 e 2, e assim segue-se de tal

forma que a fracao de migracao da espécie ¢ depende das i espécies envolvidas no
sistema. Com isso a matriz D®(x*
k

) torna-se uma matriz triangular inferior. Seja

K

I — X\ D®(x*) = |6;0 — A, 99: (x*) . Segue que os elementos da matriz sao dados
if=1

J Oxp _
por
09i . _ .
5ig—)\ja—:w(x ) = 0, se 1</t
0bi o _ Ob; , -
6i[_)\ja_w<x) = 1—)\38%()(), se 1=/
die — A 8_ZL‘4(X ) = _)\j&rg(x ), se i>{,

isto €, I, — \;D®(x*) é uma matriz triangular inferior.

A dinamica local considerada é dada pelo modelo com hierarquia des-

crito por (2.17). Logo, Df(x*) é uma matriz triangular inferior cujos elementos

k
sao dados por Df(x*) = g—z(x*)]%_l, onde %(X*) = 0,sei < ¢, %(X*) =
g—ﬁ(x*), set =L e g—j;(x*) = g—jﬂz(x*), set > (. Portanto, a matriz produto resul-
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tante é
00i o\ Ofi oy .
((Sig — )\j a—mz(x )) Oz, (X ) = 0, se 1< 14
<624 A s (x )) s (x*) = (1 A . (x )) o, (x*), se i=/{

(=2, 5200 ) Sy = 13 22 U, e i

9 613[ (9@

isto é, temos uma matriz triangular inferior cujos elementos da diagonal sao da-
dos pelo produto dos elementos da diagonal da matriz I, — \;D®(x*) pelos ele-
mentos da diagonal da matriz Df(x*). Portanto, os autovalores de cada j-bloco
[ — \;D®(x*)| Df (x*) sdo exatamente os mesmos autovalores que no caso anterior,

onde as fragdes migratorias p; dependem somente da espécie ¢ em questao.

Dessa forma, segue que os resultados de estabilidade provados no Teo-

rema 2.2 permanecem validos para este tipo de migracao.

2.2.1 Ciclo de periodo-w

Nesta secao analisaremos o efeito da migracao dependente da densidade

na dinamica metapopulacional para um ciclo de periodo w.

Seja f a funcdo definida por (2.2). Assumimos que f possui um ponto
periddico p de periodo w, ou seja, f¥(p) = p, para algum inteiro positivo w. Além
disso, o periodo da érbita é o niimero minimo de iteradas para a orbita se repetir no
ponto p, ou seja, w é o menor inteiro positivo tal que f*(p) = p (mais detalhes ver
[4], p. 13). Portanto, um ponto é w periddico se ele é um ponto fixo de £, isto é, se
ele é um ponto de equilibrio de n; 1 = gn,;, onde g = f*. A 6rbita periddica de p,
{p,f(p),....,f"L(p)}, é freqiientemente chamada de ciclo de perfodo w ou w-ciclo.
Esta dérbita é dita ser assintoticamente estavel se p ¢é assintoticamente estavel com

relacao a .
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Dessa forma, denotando por {ps, p2, ..., Pw } a érbita de periodo w. Essa

orbita é assintoticamente estavel se o raio espectral da matriz

Df*(py) = Df(p1)Df(p,) - - - Df(p.,)

¢ menor do que 1 (ver [4] p. 71). Se o raio espectral dessa matriz for maior que um

a Orbita é dita instavel.

Para investigar a influéncia da migracao dependente da densidade sobre
essa Orbita consideramos o sistema linear (2.8) associado ao sistema (2.7). Neste
caso, uma modificagao simples do Teorema 2.1, mostra que a estabilidade assintética

da orbita pode ser avaliada através do raio espectral da matriz diagonal por blocos

7% =[] @Dl — A D (E(p:))| DE(p.).

i=1 j=1
Cada bloco da matriz T% é uma matriz triangular inferior. De fato, considere o
b

j-ésimo bloco
T = Iy — \;D®(£(p1))|DE(p1) -+ [I — A;DO(f(pw))] DE (po,) (2.26)

para 1 < j < n. Por hipdtese, a matriz D® é diagonal, logo I, — A, D® ¢ uma matriz

diagonal com entradas d;p — \; gfz =1- )\j%, sei=1/L¢edy— Aj% =0,sei1# /L. As

ofi DAk ofi
entradas da matriz Df sao dada por ai? (Df = [6—9’;’] ) , onde a—fl =0sel>i.
: tlie=1 o

Logo, a matriz produto resulta em

060\ Of, |
(52'( — )\Ja_x‘g> 8$£ =0 se (> 1,
0¢i\ 0fi .
. a <
(52@ )\] 8904) 8[Eg se { =0

ou seja, o produto das matrizes [, — \;D® e Df resulta uma matriz triangular
inferior. Do fato que o produto de matrizes triangulares inferiores resulta em uma
matriz triangular inferior, segue que, a matriz (2.26) é triangular inferior com os

elementos da diagonal dados por

= (1= 2 e ) -+ (124 2 ) ) 520+ S )
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Vi=1,2,.. k Portanto, os autovalores de cada bloco j sao dados por ff = mfl

para cada 1 =1,2,..., k.

Podemos obter um resultado semelhante ao demonstrado no Teorema

2.2, utilizando (2.21) para

max |1 — /\ja@ (po)|, ¢ =1,2,...,w.

Portanto, o autovalor dominante & € {¢/} satisfaz |¢| < 1, se e somente

se, para cada ¢ = 1,2, ..., k, uma das seguintes condicoes se verifica

E oz, (p;) (1 it (f(Pj))) <1, quando a—xi(pg) <OVl=1,... w,
- 0/, 9; 2

E a—mi(pj) <1, quando 0 < oz, (pe) < S M=1,... w,

H oo, P)| (75, (E@) = 1) <1, quando 5 7(p) > — V=1,

<
I
—

E evidente que o resultado acima nao contempla todos os casos em que
uma mesma taxa de variagao de migracao assume valores distintos para diferentes
pontos da érbita. Para a obtencao de um resultado mais geral, deveriamos conside-
rar todas as possibilidades de combinagoes de valores dessas taxas, e o numero de

combinagoes aumenta com o tamanho do ciclo. Para o caso de periodo igual a dois,

@by
P10

5‘3(131:‘%([32)

Figura 2.8: Regido de estabilidade para o ciclo de periodo dois {p1, p2}-
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computamos essas possibilidades e ilustramos a regiao de estabilidade como sendo

a regiao interna a superficie representada na Figura 2.8.

2.3 Estrutura Etaria

Consideraremos a dindmica local do sistema (2.6) dada por um mo-
delo com estrutura etaria, fator importante em varias espécies naturais. Em muitas
espécies, reproducao, sobrevivéncia e movimentos sao fatores que estao fortemente
correlacionados com a idade (ver [16]). Alguns trabalhos tém apresentado estudos
com modelos estruturados por idade. Por exemplo, Hastings [50] considerou um
modelo local com 2 classes etarias e analisou os efeitos da migracao para uma rede de
2 sitios com taxas migratorias especificas para cada classe, e observou que a migracao
dependente da idade pode gerar 6rbitas cadticas onde antes (modelo desacoplado)
nao ocorria. Castro et al. [16] estenderam estes resultados de estabilidade para uma

populacao de k classes etarias e distribuidas em n sitios.

Nesta se¢ao, estendemos os resultados de Castro et al. [16], considerando
a migracao nao s6 dependente da idade, mas também dependente da densidade da

classe etaria.

Inicialmente apresentamos a dinamica local citada. Consideramos xj;
a quantidade de individuos da classe etaria ¢, i = 1,2, ..., k, no sitio j. Supomos que
as féemeas sao dominantes, ou seja, machos estao presentes, mas nao sao essenciais

para a persisténcia da espécie ([17], [36] e [78]).

O modelo local é composto de dois processos basicos: sobrevivencia e
reproducao. A sobrevivéncia consiste na passagem de um individuo para a préxima
classe etaria, e caracteriza-se pela probabilidade de sobrevivéncia p;, 0 < p; < 1,
1 = 1,2,...,k. Esta probabilidade, em espécies naturais, pode depender de vérios

fatores. Por simplicidade vamos considera-la constante. Assim, temos que

J:tJrl = pi*lxlz?fl,ja 1= 27 sery k7 j = 17 ey 1 (227)

/L?]
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onde x! ; representa o nimero de fémeas na classe etdria ¢ no tempo ¢ no sitio j.

Para o processo de reproducao representamos por g; a taxa de fertilidade
dos individuos na classe etéria i, ¢ = 1,2,...,k, (g; - nimero de filhas geradas por
cada fémea da classe etédria 7). Novamente consideramos g; constante para todo i.

Assim, segue que
k
aith = Zgle] (2.28)
i=1

O sistema das equagoes (2.27) e (2.28) pode ser reescrito na forma matricial por

x't = Ix!, (2.29)
g1 g2 - Ik
P
onde x; = (24,...,2)T e L = p2 é uma matriz k x k, nao
Pr—1

negativa com entradas somente na primeira linha e na subdiagonal. Esta matriz é

conhecida como matriz de Leslie [65].

Seja l; a probabilidade de um individuo nascido alcancar a classe etaria
i1

7, que é calculada por [; = Hpj, 1 = 2,...,k. Evidentemente [; = 1, pois [; é a
i=1

probabilidade do individuo nascido alcancar a classe etaria 1.

k
Definimos Ry por Ry = E gil;, conhecido na literatura como o niimero

i=1
reprodutivo basico. O niimero reprodutivo bésico é um fator importante que regula
a dinamica local do sistema, e representa “o valor atual para a contribuicao futura

dos recém nascidos para com a persisténcia da espécie”. Usando o parametro [; e

Ry podemos obter a distribuicao etaria da fertilidade caracterizada por m; = géif,

para i = 1,2, ..., k. Observamos facilmente que Zle m; = 1.

Vamos considerar a migracao dependente da densidade com as mesmas

consideragoes feitas no inicio do capitulo. Assim, reescrevendo o sistema (2.6) para



2 Migracdo Dependente da Densidade 33

esta dinamica local temos,

t+1
X

n. (2.30)

= Lx} = b ®(Lx), Vj=1,2,...

i=1
Estamos interessados em analisar a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema
(2.30). Ao longo desta secao estamos considerando sempre Ry # 1. Isso implica que
o ponto de equilibrio trivial (0, ...,0) é o tinico ponto de equilibrio do sistema, como
pode ser visto através de calculos rotineiros. Como estamos investigando os efeitos
da migracao sobre a dinamica global do sistema, supomos que Ry < 1, ou seja, a

dinamica local é estavel.

A fracao de migragao p; depende da classe etaria i e de sua densidade.
Dessa forma, a matriz D®(x*) é uma matriz diagonal com os elementos dados por

Opi

ax,;

Assumimos que B é uma matriz simétrica. O sistema linear associado dado pelo

fi+ i, parai = 1,2, ... k.

Teorema 2.1 é .
e

Yigr = Pl — N DO (x")|LY;,

=0

(2.31)

onde cada j bloco, dado por
| (1 —\j g

2]
(1—%5%

) 91 (1 ~ A g

o

)
v

01
(1-252

(I — A\ D®(x*)|L (1-x%2

(1 = %) Pr—1

¢ uma matriz tipo Leslie. A dependéncia do ponto de equilibrio é omitida na matriz

acima.
Definimos,
g = (1 — &%(ﬁ)) g, 0=1,2, ..k, (2.32)
© .
D=1 j=1,..,n
b= ﬁ <1 - Ajg¢z (x*)> Dt (=2 .k =1, ..n (2:3)

Jar
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Os autovalores associados ao j-ésimo bloco do sistema (2.31) satisfazem

(ver [96])

g] l]

Observamos que gi’? (0) = 1i(0) e que 0 < p;(0) < 1. Logo, como os

autovalores de B satisfazem 0 < \; < 2 temos que |1 — ) giz (0)] < 1, para cada

1=1,2,...,kej=0,2,....,n — 1. Assim,

I

971 = ‘1—)\18—%(0)‘\%! <9 e
06 96 (2.34)
1 — A2 2(0)] .. |1 = X\ 5=(0 poa| < [pipaepea| =l
| ‘ ‘ ]Gxg( )‘ ‘ Jaw( )’ [p1p2---pea| < |pip2..-pel ¢
Seja e®*? com b > 0 um autovalor associado ao j-ésimo bloco do sistema

(2.31). Entao
k

E i _—fla—ilb

=1

Portanto, de (2.34) temos que

1= J l] —La—ilb

k
gJ l] —Za

Dividindo a expressao acima por Ry e como Ry < 1 por hipotese temos que

= T Ry
Como Ze LMy = Ze 1 Re T = 1, é necesséario que e™* > 1 e, com isso, segue que
le?*®| = |e?| < 1. Ou seja, o ponto de equilibrio trivial do modelo metapopulacional

(2.30) ¢é assintoticamente estavel.

Isso significa que, a estabilidade do ponto de equilibrio trivial do modelo
metapopulacional (2.30) depende somente da estabilidade da dinamica local. E
portanto, a migracao dependente da densidade nao é capaz de influenciar o modelo

global.
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2.3.1 Nao Linear

Nesta segao consideramos para a dinamica local do sistema (2.6) um
modelo estruturado por classes etarias com recrutamento dependente da densidade,
ou seja, consideramos a existéncia de uma classe inferior w que somente gera in-
dividuos. Dependendo da espécie que estamos considerando, esta classe pode ser
entendida como a classe das larvas ou dos ovos. Esta separagao é incorporada no
modelo pois o crescimento neste periodo é diferente. O nimero de individuos nesta

classe é dado por .
wy = Zgix;?, (2.35)

=1
onde g; é a taxa de fertilidade dos indivi’duos na classe etaria ¢ parat =1,2,..., k.
Supomos que ha competicao entre os individuos neste estdgio, ou seja, a taxa de

sobrevivencia neste periodo é dependente da densidade e serd representada por uma

funcao ¢g. Assim, a quantidade de individuos no estagio 1 no tempo t é dada por

k
2 = q(w)w;, = q(wy) Zgle (2.36)
-1

Isso significa que a competicao no estagio inferior reduziu o nimero de individuos
na classe 1 de w; para w;q(w;). Este processo é conhecido por recrutamento e é

caracterizado pela funcao ¢, que satisfaz as seguintes propriedades

(ii) lim g(x) = 0;

T—00

(iii) ¢'(z) <0,V >0;

(iv) (“'“))/ >0,V > 0.

q(z)

Um exemplo usual na literatura é q(x) = e=**, A > 0 que é o conhecido recrutamento
de Ricker ([66]). Competicao por recursos, interagoes canibalisticas e predagao de
ovos e larvas tendem a crescer com a densidade populacional. Populagoes que a-
presentam tais mecanismos bioldgicos tendem a reduzir ambas reproducao e sobre-

vivéncia. Portanto, é natural assumirmos que a medida que acontecem os efeitos
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dependentes da densidade (alta densidade), a fungao ¢, seja uma funcao decrescente
com o tamanho da populacao. Mais precisamente, temos que as chances de sobre-

vivéncia sao reduzidas no caso de densidades altas. Portanto, as hip6teses (i) e

(ii) sao justificadas pela interpretacao bioldgica do sistema. A expressao (—nggz)>
representa a elasticidade da probabilidade de sobrevivéncia do recrutamento. Ela
corresponde a razao entre a variacao na probabilidade de sobrevivéncia do recruta-

mento pela variacao na densidade populacional.

A dinamica local neste caso fica na forma

t+1
z = wtCI(wt)

' (2.37)
e =p gl i=2, .k,

onde p;, 0 < p; < 1, é a probabilidade de sobrevivéncia que por simplicidade assu-
mimos constante. Observamos que o sistema (2.37) pode ser interpretado como uma
descricao de um modelo populacional de peixes, onde se assume que os principais
efeitos de dependéncia de densidade ocorrem durante o primeiro ano de vida, espe-
cialmente durante o estagio de ovo ou larva, e sdo medidos pela mortalidade ([66]).
Este sistema (2.37) possui dois pontos de equilibrio que sao facilmente calculados
(ver [95]). O ponto de equilibrio trivial x* = (0,0, ...,0)T e um ponto de equilibrio
nio trivial dado por x* = w*q(w*)(l1, ..., k)T, onde w* > 0 é tal que g(w*) = RLO'
Das propriedades da funcao ¢ segue que ¢(z) < 1, logo para que w* exista devemos
ter RLO < 1,isto é, Ry = 1. Se Ry = 1 entao g(w*) = 1 = w* = 0. Portanto, a

condigao para a existéncia de um equilibrio homogéneo nao trivial é Ry > 1.

Vamos definir h(z) = xq(z), que corresponde ao nimero de recrutados
quando a populagao de individuos no estagio larval é x. Assim,

W) (M)

q() q()

e portanto k' (z) > 0 & (7"’;&5@) < 1. Isto é, o nimero de recrutados aumenta se,

e somente se, a elasticidade da sobrevivéncia do recrutamento é menor do que um.

Inicialmente verificamos a estabilidade do equilibrio nao linear desta

dindmica local. Esses resultados foram obtidos em Silva e Hallam [95] e Castro et
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al. [16]. Seja Df(x*) a matriz jacobiana associada a dinamica local nao linear tipo

Leslie (2.37) dada por

gl (w*)  gah (w*) - grh’ (w*)

P1

Os autovalores de Df(x*) satisfazem
Df(x*)v = ov, (2.38)

onde v = (vy,...,v2)T é o autovetor associado ao autovalor o de Df(x*). De (2.38)

obtemos o seguinte polinomio caracteristico para os autovalores nao nulos de Df (x*),

o

k
’ le
Bw) Y = (2.39)
=1

Admitindo que h'(w*) = w*q (w*) + g(w*) # 0, dividindo a equacdo acima por

Roh'(w*) e do fato que m; = %f)", obtemos que

b om 1
— = 2.40
gl Roh'(w*) (240)

i=1
Multiplicando esta equacio por —Roh' (w*)o*, segue que o polindmio caracterfstico

associado a dinamica local de Leslie nao linear é dado por
k
P(o) =% =) miRoh (w*)o*". (2.41)
i=1

Como Ryh’ (w*) aparece em quase todos os termos do polinomio caracteristico vemos
que as propriedades de estabilidade para o sistema (2.37) serao expressas em fungao
de

Roh' (w*) = Ro(q (w*)w* + q(w*)) = Roq (w*)w* + 1. (2.42)

Entretanto, para uma dada funcao de recrutamento ¢, o parametro que define a
regido de estabilidade é Ry (ver [16]). Por essa razdo Roh'(w*) ndo é adequado
para 0 nosso caso, pois Rgh/(w*) ¢ uma funcao decrescente de Ry com imagem em

(—o0, 1] enquanto que Ry é um parametro entre (0, +00).
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E conveniente escrevermos as propriedades de estabilidade da dinamica
local utilizando uma fungao com imagem em (0, +00) e crescente em Ry. Segundo
[16] uma escolha adequada seria H = —Ryq (w*)w*, pois H > 0 ji que ¢ () <
0 por hipét/ese; H é funcao de Ry, H = H(Ry); da propriedade (iv) temos que
(—w*q/(w*)

() ) > 0, disso segue que

/

—q(w*)lg (w*) + w'q (w)] + w*[g (w")]* > 0. (2.43)

Mas H' (w*) = —Ro[q (w*) + w*q" (w*)]. Logo, de (2.43), temos que

’

—H' (w*)

i (@) > 0,

—q(w") +wlq

isso implica que H(%)f(w*) > 0. Logo, H (w*) > 0 e portanto H é uma funcao
crescente de w*, que por sua vez ¢ uma funcdo crescente de Ry. E importante

—w* g (w*)

(0" ), e pode ser

observar que a elasticidade no equilibrio é dada por H = (
interpretada como uma medida da capacidade de reproducao da populagao. De fato,

escolhendo ¢(x) = e™**, X\ > 0 cdlculos simples mostram que H = In(Ry).
Da equagao (2.42) segue que
Roh' (w*) =1 — H, (2.44)

e é possivel estabelecermos condicoes para a estabilidade assintotica do equilibrio
x* = wrq(w*)(ly, ..., lx)T através do parametro H. Castro et al. [16] estabeleceram
que se o parametro H, satisfaz 0 < H < 2, entao o ponto de equilibrio dado acima é
assintoticamente estavel. Além disso, estabeleceram que se 0 < H <1 esemy # 0
para duas classes etarias consecutivas a aproximagao para o equilibrio é monotonica
enquanto que se 1 < H < 2 a aproximagao para o equilibrio é oscilatéria. Em [95]

encontramos resultados similares.

Consideramos agora o processo migratério. Novamente, assumimos que
as funcoes de migracao de cada classe etaria dependem somente da densidade da
sua classe etaria. Com isso obtemos o modelo metapopulacional dado por (2.6)

com a dinamica local nao linear do tipo Leslie e migracao dependente da densidade.
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Vamos analisar a estabilidade do equilibrio nao trivial do sistema acoplado. Isso
sera investigado através do sistema linear, obtido no Teorema 2.1

n—1
Y = P — A DI (x*)]| DE(x")Y",

=0
Vi = (v, ¥5, ¥ € RE yh = (41,95, - ¥i;) € R¥, associado ao sistema nao
linear dado por (2.4). Cada j bloco, do modelo linearizado associado ao nao linear

¢ dado por

(1 — ;2 (x*)) 0 0
[ — A DB(x" ) DE(x") = o (i) 8
| r-nie)
[ b () gl ) gell (w*) |
P1
X P2 ;
a Pr—1 0
onde ' (w*) = q(w*) + w*q (w*), (h(w*) = w*q(w*)). A matriz resultante,
[, — A DO(x ) DE(X) =
[ (1= 082 ) ol @) (1-252) b/ (w) - (1-2%2) guh’ ()

(1 - Aj%) Py

d
= (1*Aj£>p2

(1 - Aj%) Dk—1

¢ uma matriz tipo Leslie. Estamos omitindo a dependéncia do ponto de equilibrio

na matriz acima.

Os autovalores de [[ — \;D®(x*)| Df (x*) satisfazem

Iy — A\;DO(x")| Df(x*)v = ov, (2.45)
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onde v = (vy, ..., v;)" é 0 autovetor associado ao autovalor o de [I;—\; D®(x*)] Df (x*).
Da equagao acima segue que o polindmio caracteristico para os autovalores nao nulos
associado ao j-ésimo bloco é dado por

k

, g’
h (w* = =1,7=1,.. 2.4
(w >ZZ_1: O_Z 7.] ) 7n7 ( 6)
onde
g = (1 — Aj%(x*)) g, j=1,2,..,n,0=1,2,.. k, (2.47)
1
e paracada j=1,2,....n
=1,
¢ 2.48)
| 96, (
I = 11—\ — (" i1, L=2,... k.
¢ g ( ]axi (X )) Pbi—1

Dividindo a equacio acima (2.46) por Roh'(w*), obtemos que

P
1 gl 1
— = =1,...,n. 2.49
RO ZZI O_Z Roh/(w*) 7.] 7 7” ( )
Definimos mf = %. Assim, segue que
k J
m; 1 .
F = m y ] = 1, . n, (250)
=1

onde H = —Row*q (w*).

Inicialmente consideramos a regiao onde a dinamica local é estavel,
0 < H < 2 e estendemos alguns resultados de Castro et al. [16] para o caso de

migracao dependente da densidade de cada classe etaria.

No teorema a seguir discutimos a estabilidade local do equilibrio nao
trivial do sistema com uma restricao imposta sobre a taxa de variacao das fracoes

migratorias que dependem da densidade da classe etéria.

Teorema 2.3. Seja Ry > 1 ey = max{\;}. Se0 < H <2 ese0 < %(x*) < %
‘7 2

*

para todo i = 1,2,....k entdo o equilibrio nao trivial X* = (x*,...,x*) onde x* =

w*q(w*) (I, la, ..., Ix)T do modelo metapopulacional é assintoticamente estdvel.
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Demonstracao. Desde que 0 < %(x*) < % para todo ¢ = 1,2, ..., k entao temos que

1= 052 (x)

< 1. Segue disso que

J1J
| gl 1 o1, 00i ,
] = |5 = | (1= n G ) -+ (1= A G0 ) i

Ro RO 0x1 ém (251)

1
S 59ib1 - Pie1 = M.

Rog P1- - Di-1

Seja e®*™ um autovalor arbitrario associado ao j-ésimo bloco da matriz

jacobiana. Assim, segue de (2.50) e da hipdtese sobre H que

4 1
Jj_—La—ilb
mye = > 1
; ¢ ‘ 1-H
k k
Como |m?| < m;, temos que mletemith| < mee . E conseqiientemente
[ ) q ? q )
/=1 /=1
k
> mpe > 1 (2.52)
=1
k
Como ng = 1, é necessédrio que e~* > 1 para que a relagdo (2.52) se verifique.
=1
Portanto, | e¢™® |=| e |< 1.
[

Observacao 2.4. Quando 0 < %(X*) < % < % temos exatamente o resultado

obtido em [16] (ver Teorema 5, p.197), ou seja, é possivel a caracterizacao da esta-

bilidade assintdtica entre monotonica e oscilatoria.

Observagao 2.5. No caso % < %(x*) < % essa caracterizacao da estabilidade nao
1
¢é possivel. Por exemplo, para o caso em que k = 2, isto é, duas classes etérias

envolvidas no sistema, a equacao caracteristica é dada por

m]  m3 1

— G L =——— =c

o o2 1—H
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Observe que se 0 < H < 1 entao ﬁ =c>1e o édado por
md £ 1/ (m?)? + demd,
o= 5 :

Como —1 < mj, < 1, segue que 4cmi < (m})? + 4em < 1+ 4emi,

sz

Se m3 > 0 entao (m})* + 4cmd > 0 e 01 e 09 sdo autovalores reais (jd

provamos que |o;| < 1 e |o3] < 1) e a estabilidade é monotonica.

Se mj < —+ < 0 entdo (m])? + 4dem) < 1+ 4em) < 0, logo os

autovalores sao complexos e a aproximacao é oscilatoria.

O resultado de [16], similar a este, foi estabelecido considerando fragao
migratoéria dependente apenas da classe etaria e limitada por 0 < i < % Com esta
limitacao da funcao migratéria foi estabelecido que a aproximacao é monotonica
para o equilibrio nao trivial quando 0 < H < 1 e oscilatéria para 1 < H < 2. A
caracterizagao da aproximacao entre monotonica e oscilatoria nao foi possivel para o
nosso caso, migragao dependente da densidade da classe etaria como pode ser visto
na Observacao 2.5. Isso evidencia a influéncia da migracao dependente da densidade
da classe etaria na dinamica global da populagao quando comparada a migracao sem

essa dependeéncia.

Os autovalores do sistema nao linear desacoplado (2.37) no ponto de
equilibrio nao trivial sdo também autovalores do sistema acoplado nao linear (2.30).
De fato, podemos facilmente observar isto tomando j = 1 em (2.50). Assim, g} = g
e I} = I, e portanto, m; = my. Com isso, obtemos a mesma equagio carac-
teristica do sistema local no ponto de equilibrio nao trivial x*. Esse mesmo resultado
ocorre quando consideramos migracao independente da densidade da classe etaria
(ver primeira parte do Teorema 6 de [16] p. 197). No caso de migragao independente
da densidade da classe etaria temos que se 0 < H < 1 entao o autovalor dominante
do modelo local e do sistema acoplado coincidem. No entanto, quando consideramos
o processo migratério com dependéncia da densidade da estrutura etaria isso nao se

verifica. Consideramos, por exemplo, um sistema metapopulacional com 3 sitios e 2
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classes etarias. Os autovalores da matriz B = I,, — C' sao respectivamente, A\g = 0 e

)\1:)\2:%.

Facilmente obtemos que os autovalores do sistema nao linear desacoplado

sao dados por

04 = 5 [onh () + VG )+ Aprgall ()
e . . / /
o = 5 [onh' (@) = V(gH (@) + apigah ()]

e os autovalores do j-ésimo bloco do sistema acoplado sao da forma

o= | (1A a0 + VA

onde A = [(1 - )\j%(x*)> glh/(w*)r—l—él (1 - /\j%(x*)) (1 - &-%(x*)) p1ga b (w).

Inicialmente observamos que quando A; = 0 temos que ¢y = o4 e
¢ = p_, isto é, os autovalores do sistema desacoplado sao também autovalores do
sistema acoplado. Além disso, quando \; = % e %(x*) > % entao

0p; 3 0¢; 3
1=\ x)=1—-—"(x*)<1——.
150 ) 292, ) S
Como, neste caso, v = max;{\;} = % temos que 1 — % = —1, e portanto
3 0¢;
— = x*) < —1. 2.53
) (25

Consideramos, sem perda de generalidade, que h'(w*) > 0. Assim, os autovalores
da dinamica local sao reais e os autovalores do modelo metapopulacional sao reais
desde que (2.53) se verifique. Observamos que

462 = {(1 — /\-%(x*)> glh’(w*)]2 +2 (1 - )\-%(x*)> gih (W )VA+ A

]8.751 ]8:1;1

462 = [(1 _ 5,2 <x*)) glh/(w*)r —2 (1 2 (x*)) gih' (W )VA+ A,

T 0x4 1014
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Como (1 — \; 8‘1’1( *)) < 0, segue por comparagao direta que ¢2 > ¢%, logo /¢? >

\/s3, e conseqiientemente |¢_| > |¢;|. Ou seja, ¢ é autovalor maior que ;.

Por outro lado, ¢ facil ver que o, > o_, desde que A’ (w*) > 0. Verifi-

camos agora a relacao de ordem entre o, e ¢_. Notamos que

163 = [ (W) 420,k () (guh ()2 + Aprgall (") + [guht (w)P +Apygah (w")

42 — {(1 - )\j%(x*)) glh’(w*)] Ty (1 _ )\j%(x*)) ol (WA + A

Como (1 — A gfl( )> < —1, segue que

6 [(1- 02 6)) gt (w9)] > [onh (w7
(i) A > [gih (w*)]? + 4p1 g2 B (w*);
(i)

—2 <1 - Aj?ﬁi(){*)) gih (wVA > 291k (w*)VA

> 200 ()l ()] + dpy g2 W ().

Logo, ¢ > p, e portanto, ¢_ é o autovalor dominante. O autovalor
dominante, ¢_, estd associado ao sistema acoplado, isto é, incluindo o processo
migratorio. Isso sugere que, mesmo com a dinamica local estavel, ha a possibilidade
da migracao dependente da densidade da classe etaria gerar instabilidade no modelo

global.

Observagao 2.6. O resultado do Teorema 7 do artigo [16] p. 198 segue imediata-

mente se considerarmos g@( N =w(x)=p, Vi=1,.., k.

Observagao 2.7. Notamos que o fato das derivadas 0 < ‘%l (X ) = %(x*) < %,
J

i # j, implica no resultado do Teorema 7 da referéncia [16] p. 198. Agora se,

g%j(x*) > %, Vj =1,2, ...,k temos o contra-exemplo anterior.
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O teorema a seguir evidencia claramente a instabilidade gerada pelo

processo migratério com dependéncia da densidade no modelo metapopulacional.

Teorema 2.4. Seja 0 < H <1 ey = max{/\} Se %(x) >

%(x*) > 2 Vi =2 ...k, entdo o equzlzbmo nao trivial X* = (x*,...,x*) onde
z; o

*

x* = wrg(w*)(ly, Lo, ..

ol
vdlido se 1 < H < 2, %(x)};(l—ﬁ)eg‘m( x*)<0,Vi=2,..,k.

)T pode ser instdvel. Além disso, o mesmo resultado é

Demonstracao. Pelo teste de Jury, uma condicao necessaria para as raizes do polinomio

caracteristico do j-ésimo bloco associado ao sistema dado por,

Po)=c"— 1 —Hm,o" ' +myo" 2+ .. +ml_ o' +ml), (2.54)

g’LZ

onde m parat=1,...kej=0,...,n— 1, pertencerem ao interior do circulo

unitdrio é que (—1)*p/(—1) >0

Assim, se (—1)*p/(—1) < 0, para algum j # 0, o ponto de equilibrio

nao trivial X* pode ser instavel.

Seja A, = max {)\j} = 7. Demonstraremos que,
j=

sy 7"7

k
li"gi" i
(5" (=1) = (1" [(—nk (1= H) Y ()| <o,
i=1
Para isto, basta demonstrar que
(1-H) (1-H)
G D EL S S Mg (—1 =i < 0, ou seja, RS [mgm(—1)%" > 1.
- S e i LS o

Se i par entao (—1)%*~ =1 e ["g™ é dado por

mom — (1 992 2,99 (1020 o
= (1= G20 ) (1= G0 e (1= ) ) 0

vV
1—1 vezes

Reescrevendo esta expressao, segue-se que

o =g (125 0)) (07 (1= An g0 ) (10 5
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Mas

0py , 00; ,
(1) (1—>\ a_xz( )> (1_Amam(x )) > 1
pois (1 — )\m%(x*)> < —lparal=2 ..k ei—1¢impar.

Por hipdtese, — (1 — A 22 (x )) > H, assim [[" g™ > ﬁgipl Ce Dl

™m dxq
Se i é fmpar, (—1)%*~1 = —1, ¢

(—1)2Rimgm = — g

)

1
z mgzpl S Pi—1

pela mesma argumentacao do caso par.

Portanto,
k k
(1-— (1-—
Z )%=t mgm Z --Pi-1Yi
=1 =1 (255)

> R—(gl +gop1 + -+ gepr - pe—1) = L
0

Assim fica estabelecida a primeira parte do teorema.

Vamos assumir agora que 1 < H < 2 %(x*) > %(1—&) e
%(x*) <0, Vi = 2,...,k. Entdo, podemos afirmar que 1 — 7%(){*) > 1, para
cadai=2,...,k, eque (1—H) <1 — 72¢1( )) > 1. Logo, a primeira condi¢ao do

teste de Jury nao se verifica, ou seja,

k
s
li"g" > 1,
Ry i=1

o que demonstra a segunda parte do Teorema.
O
Obtemos através do Teorema acima que a migracao dependente da

idade e da densidade da classe etaria pode instabilizar o sistema. E razoavel im-

pormos uma condi¢ao mais forte sobre a taxa de variagao dos individuos migrantes
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da classe etaria 1 (observe as hip6teses do teorema), pois a influéncia desta taxa de

variacao, %: ¢ maior sobre o sistema. Basta observarmos o polinémio caracteristico
associado, onde esta taxa de variacao estd presente em quase todos os termos. Além
disso, temos que todo individuo nascido atinge a classe etaria 1 (I; = 1) refor¢cando
o fato desta classe etaria ter mais influéncia na dinamica global do modelo metapo-

pulacional.

Algumas simulagbes numéricas realizadas confirmam que, de fato, a
migracao dependente da densidade pode induzir instabilidade no sistema metapo-

pulacional. Consideramos duas classes etéarias e fungao de competigao ¢(.) dada por

q(r) = e com isso a dinamica local dada por (2.37) fica na forma
t+1 —Awy
1 b
$2j = P12y, J = 17"'7”7
2 ~ . o . .
onde wy = Y, , gixt, g; e p; sdo os descritos no inicio desta secdo. Facilmente

encontramos que o ponto de equilibrio associado a esta dinamica local é dado por

x* = (ko pliFoy - Copgideramos os parametros na regiao onde a dinamica local
XRo > ARo

¢ estével, e fragdo de migragao dada por (2.24). Escolhemos A = In(Ry)/Ry, com

9%1
ox1

isso 524 (x*) > %(1 + 127 ), para valores grandes de (3, como ¢é fécil verificar. Na
Figura 2.9(a) apresentamos o diagrama de bifurcagdo da populagao total versus o
parametro ( para um modelo com 4 sitios envolvidos com a matriz de configuragao
dada pelos dois vizinhos mais proximos. Inicialmente observamos no diagrama que
o ponto de equilibrio é estavel para valores de 3 compreendidos entre 0 e 5*, onde
B* ~ 23. No intervalo de (8*, ™), onde ** ~ 27,5 observamos numericamente
a ocorréncia de bifurcacao de Hopf a qual é caracterizada pela existéncia de um
atrator quase peridédico, com centro no ponto de equilibrio. Tal atrator corresponde
a curva fechada invariante ilustrada na Figura (2.9(b)) para diferentes valores de f.

Para valores de 3 maiores que 3** observamos bifurcacao de periodo dois.

E importante salientar que o Teorema 2.4 nao contempla todos os
possiveis valores dos parametros que levam a instabilidade causada pelo processo

migratério dependente da densidade. Por exemplo, vamos considerar o caso de
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Figura 2.9: (a) Diagrama de bifurcagdo populagao total versus parametro 5. (b)
Atratores para diferentes valores de (3.

duas classes etarias com taxa de fertilidade g; = 3 e go = 1, probabilidade de so-
brevivéncia p; = 0,9, funcdo ¢(.) dada como acima, e fungoes de migragoes dadas

por (2.24) com fragdes migratérias méaximas 3 = 0,8 e ;o = 0,3. Se escolhermos

_ In(Ro)
A= ROO

entao teremos H = In(Ry) ~ 1,3609 e, se § = —22,05, podemos verificar
que 1 — % (1 — 7%) [—gl + (1 — 7%) 92]71} < 0; entretanto, os parametros
envolvidos nao correspondem aos critérios estabelecidos no Teorema 2.4 no caso em
que 1 < H < 2. O mesmo ocorre se escolhermos § = —23. Isso significa que, para
esses parametros, o segundo critério do teste de Jury nao ¢é satisfeito, ou seja, os
autovalores do sistema acoplado nao se encontram no interior do circulo unitario
centrado na origem. Isso é um indicio de que o processo migratorio pode estar cau-
sando instabilidades. De fato, isso foi constatado em nossas simulagoes para o caso
de trés sitios. Nas Figuras 2.10(a) e 2.10(b) o diagrama de fase da classe etaria
um versus classe etaria dois é graficado. Em 2.10(a) observamos a presenca de um
atrator de periodo dois. O ponto de transicao entre o ponto de equilibrio estavel e o
ciclo periédico ocorre para algum valor §* € (—20, —19,9). Ja em 2.10(b) o atrator

corresponde a duas curvas fechadas invariantes.

Para alguns valores de [ positivos observamos a presenca de caoti-
cidade. TIsso estd representado nas Figuras 2.11(a) e 2.11(b) onde apresentamos
atratores cadticos causados pela migracao dependente da densidade. Em outras si-

mulagoes evidenciamos também a presenca de multiplos atratores. Isso significa que
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Classe etdria dois
Classe etdria dois

Classe etdria um Classe etdria um

Figura 2.10: Diagrama de fase da classe etaria 1 versus classe etaria 2 no sitio um.
(a) 6 =—22,05, (b) g = —23.

Classe etdria dois
Classe etdria dois

02 03 04 05 06 07 08 07 08 09 1 11 12 13 14

Classe etdria um Classe etdria um

Figura 2.11: Diagrama de fase da classe etaria 1 versus classe etaria 2 no sitio um.

(a) B = 43, (b) B = 4T.

para um mesmo valor de (3, diferentes condigoes iniciais (perturbagoes em torno do
ponto de equilibrio) levam a diferentes solugoes, as quais podem convergir a um atra-
tor periédico, quasi-periédico ou mesmo cadtico. Por exemplo, para os parametros
considerados na Figura 2.11(a), observamos a presenga do atrator cadtico mostrado
nessa figura, bem como a existéncia de outros atratores homogéneos. Comportamen-
tos mais complexos foram observados em [103], entretanto, considerando apenas um
modelo local (sem acoplamento) semelhante ao tratado nesta se¢do. A dinamica
local, para os parametros utilizados em nossas simulagoes, nao é capaz de gerar
isoladamente estes padroes complexos, como observado em [103]. De fato, eles sao

causados pela perda da estabilidade local devido a migracao dependente da densi-

dade.
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Os padroes espaciais apresentados a seguir sao organizados da mesma
forma que os padrdes espaciais mostrados na segdo anterior (veja Figuras 2.7(a)
e (b)) considerando as classes etérias ao invés de espécies. Para § = —23 temos o
padrao quasi-periddico ilustrado na Figura 2.12(a) que estd em correspondéncia com
os resultados mostrados na Figura 2.10(a). No caso da Figura 2.12(b) observamos
um comportamento espacial mais complexo, evidenciando a presenca do atrator

cadtico apresentado na Figura 2.11(b).

(a) (b)

Figura 2.12: Padroes espaciais (a) § = —23, (b) 3 = 47.

Consideramos agora somente duas classes etarias envolvidas no sistema.
Além disso, consideramos que somente a classe etaria um migra, ou seja, puy # 0 e
to = 0. Segue que o polinémio caracteristico associado a este caso para o j-ésimo

bloco é dado por

Vo) = o -

L1 (5,2

- 52 (g0 + gup). (250

O teste de Jury estabelece que ocorre estabilidade se as condi¢oes abaixo sao satis-

feitas
()1 (1= H) (1-3%2) >0
(i) 1 - % (1 - )\jg;ﬁi) (=91 + g2p1) > 0;

(iii) — U420 (1 - &3%) gopr < L.
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Assim, determinamos a regiao de estabilidade do modelo para trés casos
distintos. Em todos os casos considerados a seguir ocorre reproducao na classe etaria

um, ou seja, my > 0.

Caso 1: my = my /2. A regiao de estabilidade, neste caso, é delimitada

ol *\ 1 1 ol *\ 1 1 _ 1
pelas curvas 8—;()( ) = ~ (1 — ﬁ), 8—;()( ) = ~ (1 + —(1—m1)(1—H)>7 H=1+ (e

e H =0, e estd ilustrada em branco na Figura 2.13(a).

O, by .

(a) (b)

Figura 2.13: Regido de estabilidade para 2 classes etarias. (a) caso 1; (b) caso 2.

Caso 2: 0 < my < my/2. A regiao de estabilidade representada pela

parte branca da Figura 2.13(b) é delimitada pelas curvas %(x*) =1 (1 - W)

v

%(x*)z%(l—ﬁ),ﬁ[zl——_l - e H=

I,
Lix*)

Oy 7

Figura 2.14: Regiao de estabilidade para duas espécies para o caso 3.
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Caso 3: Para a classe etaria dois nao ocorre reproducao, ou seja, my =
0. A regiao de estabilidade representada pela cor branca na Figura 2.14 é delimitada
01 991

pelas curvas 57+ (x*) = %v (1-25) e 2(x") = % (1+22).

Observamos que em todos os casos quando a taxa de variacao dos mi-
grantes da classe etaria um ¢ suficientemente grande (% > 1) a regiao de estabili-
dade vai se aproximando da reta H = 1, que é o caso em que X* é assintoticamente
estavel (ver condigoes acima do teste de Jury). Quando a classe etdria dois nao estd
se reproduzindo (ver caso 3) observamos que a regiao de estabilidade é simétrica,
enquanto que nos outros casos tal simetria nao acontece, conforme pode ser visto

nas figuras 2.13(a), 2.13(b) e 2.14.

2.4 Conclusao

Neste capitulo, mostramos tanto analiticamente como numericamente
que a migragao dependente da densidade pode induzir instabilidades em um sis-
tema metapopulacional de multiplas espécies, cuja dinamica local é previamente
estavel. Os resultados apresentados fortalecem a importancia de estudos envolvendo
migragao dependente da densidade, pois apesar das varias evidéncias naturais da
influéncia desse mecanismo (ver [71], [107]), varios trabalhos da literatura nao levam
em consideracao essa dependéncia ([84], [85]). O tratamento analitico de sistemas
metapopulacionais com acoplamento nao linear (dependente da densidade) pode ser
muito complexo, tornando limitada a possibilidade de obtencao de resultados. Nesse
sentido, a decomposigao do sistema, obtida em (2.8), permite o estudo das insta-
bilidades induzidas por este acoplamento. E importante fazer uma distingao entre
a instabilidade induzida pela migracao nao dependente da densidade em sistemas
metapopulacionais de multiplas espécies ([86], [50]) e as heterogeneidades causadas
por um processo de dependéncia da densidade. No primeiro caso, as nao linearidades
do modelo local sao distribuidas sobre todas as espécies produzindo uma dinamica

estavel, mas ha efeitos nao lineares localizados nao aparentes quando a dispersao
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nao é considerada. Quando ocorre uma distribuicao desigual de dispersao entre as
espécies essas nao linearidades nao aparentes podem levar o sistema a instabilidades
([102], [75]). No segundo caso, o mecanismo ¢ mais simples, ndo é necessério mais do
que uma espécie em cada sitio ([93], [38], [39]). A perda da estabilidade do sistema,
que localmente é estavel, acontece devido ao excessivo niimero de migrantes quando

a densidade populacional local estd préoxima do equilibrio.

Nesse sentido, dois casos de sistemas locais de muiltiplas espécies foram
considerados: uma comunidade organizada de forma hierarquica ([9]), e um modelo
populacional com estrutura etaria com k classes etarias e recrutamento nao linear
(proposto em [95], [96]). No caso do modelo com hierarquia, consideramos duas
situagoes: na primeira delas a funcao de migracao de cada espécie ¢ depende so-
mente da espécie i em questao (auto dispersao); na segunda consideramos o processo
de migracao de forma hierarquica, permitindo a existéncia de dispersao cruzada.
Em ambas as situagdes, o desacoplamento (2.8) permitiu estabelecer um mesmo
critério para a estabilidade assintética do equilibrio homogéneo, bem como, ficou
evidenciada a possibilidade de formagcao de padroes espaciais. Foi mostrado que tais
padroes sao induzidos pela migragao dependente da densidade e que a dispersao
cruzada (hierdrquica) nao influencia no processo de perda de estabilidade do estado
homogéneo; o que nao acontece se a hierarquia no processo migratério nao esta pre-
sente, pois os efeitos de dispersao cruzada sao importantes na formacao de padroes
(para detalhes ver [54]). Considerando uma tnica espécie e migragao positiva de-

pendente da densidade, obtemos os resultados de [93], como um caso particular.

No caso da estrutura etaria consideramos o processo migratério sem
cruzamento. Com essa hipdtese as matrizes k X k que aparecem na decomposicao
(2.8) s@o matrizes do tipo Leslie, as quais tem uma teoria espectral bem desen-
volvida ([36], [95] e [96]). Os resultados obtidos estendem os estudos de [16], onde
a migracao nao dependente da densidade foi abordada. Para o caso especifico em
que a uma das classes etdrias nao é permitido migrar, estabelecemos a regiao (em

funcao de certos parametros dependendo do processo migratério e da dinamica local)
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onde o estado homogéneo é estavel, bem como onde ocorrem instabilidades causadas
pelo efeito da migracao. No caso geral em que as duas classes etarias podem mi-
grar, constatamos numericamente a presenga de bifurcacao de Hopf (com relacao
ao parametro 3 que regula o processo migratério). Além disso, observamos a pre-
senca de multiplos atratores, ou seja, padroes cadticos e outros estados homogéneos

aparecem simultaneamente e dependem da condicao inicial escolhida.
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3 SINCRONIZACAO EM SISTEMAS
CAOTICOS - vua espiciz

O fenomeno de sincronizacao em sistemas cadticos acoplados tem re-
cebido significativa importancia no contexto de biologia, fisica, quimica, teoria de
comunicagoes, transmissao de sinais, entre outros (ver [27], [28], [81]). Em particu-
lar, em biologia, este fenomeno tornou-se relevante em redes de populagoes acopladas
via migracao, uma vez que se a rede de populagoes oscila de forma nao sincronizada
a populagao local pode ser recolonizada pelos individuos migrantes das populagoes
vizinhas (“rescue effect”), favorecendo assim a persisténcia e conservagao da espécie
(2], [53], [40]). O uso de caminhos que facilitam a dispersao dos individuos (corre-
dores de migragao) pode prevenir a extin¢ao através de resgates [40], mas pode ser
nao vantajoso pois pode promover epidemias ou invasao de espécies nao desejadas
[97]. A construgao de corredores aumenta o grau de acoplamento entre os sitios
favorecendo a possibilidade de sincronizacao, o que pode tornar a metapopulagao
vulnerdvel a estocasticidade demografica e efeitos Allee ([30], [19]). Por outro lado,
evidéncias numéricas mostram que existe relacao entre o grau de sincronizagao das
oscilagoes e a probabilidade de extingdo da metapopulagao ([2], [30], [44]). Os re-
sultados obtidos em [98], [92], [47] e [21] refor¢am a existéncia de relagoes entre
os movimentos migratérios e a possibilidade de orbitas cadticas oscilarem de forma
sincronizada. Resultados analiticos sobre a estabilidade de atratores sincronizados
em redes de populagoes acopladas via migracao independente da densidade podem
ser vistos em [30]. Mais precisamente, nesse trabalho foi obtido um critério de esta-
bilidade transversal que depende dos parametros que determinam a dinamica local

e também da matriz de conectividade da rede.

Neste capitulo analisamos o problema de sincronizacao em redes de
populacoes acopladas de uma tunica espécie via migracao dependente da densidade.
Como ja discutido na introducao do presente trabalho, a hipdtese de dispersao in-

dependente da densidade simplifica o tratamento analitico e numérico dos modelos,
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mas claramente entra em conflito com fortes evidéncias da migragao dependente da
densidade na natureza, como pode ser visto em [25] e [71]. Nesse sentido, o processo
de migracao dependente da densidade considerado inicialmente é simples, baseado
no fato que os individuos nao deixam o sitio local a nao ser que a populacao lo-
cal ultrapasse um valor critico pré-estabelecido. Funcgoes de migracao mais gerais
também sao consideradas. Comparamos o caso migracao dependente da densidade
e migracao independente da densidade e obtivemos um critério para a estabilidade
transversal de atratores sincronizados que generaliza os resultados em [30]. O caso

de multiplas espécies sera assunto do proximo capitulo.

3.1 Modelo Matematico

O modelo metapopulacional considerado ¢ o descrito no capitulo ante-

rior. Entretanto, consideramos que em cada sitio reside uma unica espécie.

Denotamos por x! a popula¢ao no sitio i no tempo t. Na auséncia de
migracao entre os sitios assumimos que a dinamica de cada sitio ¢ = 1,2,...,n ou

dinamica local é descrita por

ot = f(2h), t=0,1,2,.., (3.1)

K3 3

onde f : [0, 4+00) — [0, +00) é uma funcao limitada de classe C1*< onde 0 < ¢ < 1.

Assim como o modelo descrito no Capitulo 2 deste trabalho, supomos
que em cada passo de tempo (cada geragao), os individuos passam por dois processos
distintos. O primeiro processo, chamado de dinamica local consiste na reprodugao
e sobrevivéncia da espécie, é descrito por (3.1) e depende s6 da escolha da fungao
f que atualiza a densidade populacional da espécie em cada sitio antes de ocorrer a

migracao.

O segundo processo é o de migracdo (movimento dos individuos entre
os sitios). Seja u(xé) a fracao da densidade populacional do sitio j que deixa o sitio

no tempo t. A fragdo de migragao p é definida em [0,400), depende apenas da
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densidade local z, é de classe C'*< (ou C'* por partes) e satisfaz 0 < p(x) < 1
para todo x > 0. Exemplos para a fragdo migratéria podem ser encontrados em [93]

e [107].

A densidade populacional que permanece no sitio i no final do tempo
t é dada por p(f(zt))f(at). Destes individuos uma fracdo c;; chegard no sitio i
e estabelecer-se-a para a proxima etapa. Esta fracao de individuos cj; ¢ determi-
nada (escolhida) a posteriori de acordo com a topologia da rede considerada. As
demais hipdteses sobre a matriz de conectividade C sao as assumidas no Capitulo

2. Dessa forma, a equacao que descreve a dinamica da metapopulacao, para cada

j=1,2,...,n, é dada por

P = (= @) + Y e(FE ), ¥ E =012 (32)
Definindo
p(x) = zp(z), (3.3)

o sistema (3.2) pode ser reescrito na forma

x;ﬂ _ f($§) _ (p(f(g;;)) + Zcﬂgp(f(xf)), t=0,1,2,...., (3.4)
i=1
para cada 7 =1,2,...,n.

Uma 6rbita referente ao sistema (3.4) estd em estado sincronizado se
a densidade de todos os sitios é a mesma em cada passo de tempo t. Isso significa
que, para cada j = 1,2, ...,n tem-se :1:§ = 7! para todo t = 0, 1,2, ... (uma definigao
mais geral serd dada no Capitulo 4). Uma condigao suficiente para a existéncia de
solucbes sincronizadas é de que Y ., ¢;; = 1 para todo j = 1,2,...,n. Assumimos
esta condicao em todo o decorrer do capitulo. Além disso, a dinamica de cada sitio
no estado sincronizado satisfaz z'™! = f(z'), que é a dinamica do sitio isolado dada
pela equagao (3.1). Em termos mateméticos, a sincronizagao significa que a dindmica
do sistema descrita pela equagao (3.4) é restrita a uma variedade invariante a qual,
nesse caso, ¢ precisamente a diagonal do espaco de fase. Na préxima secao vamos

investigar a estabilidade assintdtica local de um atrator contido nessa variedade, isto
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é, determinar condigoes para as quais as orbitas que iniciam préximo a este estado

sejam atraidas para ele.

3.2 Estabilidade

O comportamento de érbitas que iniciam proximas a atratores perten-
centes a diagonal do espago de fase pode ser analisado através da linearizagao do

sistema (3.4). Para isso algumas hipdteses adicionais sofre f e ¢ devem ser impostas.

Seja (RT, p) um espaco de medida tal que p é uma medida de proba-
bilidade (ou seja, [, dp = 1), invariante ' com relagao a f e ergédica®. A existéncia
de tais medidas é bastante comum; na verdade, conforme observado na referéncia
[33], elas existem em grande quantidade; por exemplo, se um conjunto compacto K
é invariante com relagao a f (isto é, f(K) = K), ha pelo menos uma medida p que
é invariante com relacao a f. Além disso, essa medida pode ser escolhida de forma
a ser ergddica, de probabilidade e com suporte contido em K. Do ponto de vista
operacional, p pode ser calculada através de “time-average” de medidas de Dirac,

isto é, para quase todo ponto inicial xy (com relacao a medida p),

-
1
- kEToo k Z_; o (3:5)

onde z; = f7(x¢). Esse fato é uma conseqiiéncia imediata do Teorema Ergddico de

Birkhoff [82]. Isso significa que, dado um conjunto p-mensuravel O,

) 1

que pode ser expresso como

p(O) = lim #{(z0, x1, ..., Tp_1) € @}'

k—4o00 k

Para qualquer conjunto mensuravel O, p(O) = p(f~1(0)).
2Se O é um conjunto mensuréavel e invariante para f, entdo p(O) = 0 ou p(O) = 1.
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Se a igualdade (3.5) for vélida para todo xy pertencente a um conjunto
de medida de Lebesgue positiva, p é dita ser uma medida natural (medida fisica ou

medida SRB).

Abaixo, veremos que, mediante hipéteses adequadas de integrabilidade
de f e ¢ (com relacdo a medida p) é possivel obtermos uma condigao suficiente de
estabilidade transversal assintética para atratores contidos na diagonal do espaco de

fase.

Vamos supor que f possui um atrator {2 e uma medida natural p asso-
ciada com suporte sobre 2. Uma conseqiiéncia desse fato é que, para quase todo g
(com relagao a medida de Lebesgue) pertencente a base de atragao de €2, a igualdade
(3.5) se verifica (ver discussao em [7] ou em [77]). No contexto desse trabalho, essas
hipéteses sobre a fungao f nao sdo restritivas: conforme observado em [100], ha um
grande nimero de fungoes satisfazendo-as, inclusive funcoes de importancia central
em dinamica populacional (por exemplo, para um grande nimero de parametros
das familias de fungoes de Ricker e Hassell). Se denotarmos o sistema (3.4) na
forma sucinta (2.7), é facil verificar que Q, = {(z,z,...,z);x € Q} é um atrator

sincronizado para F|g, onde S denota a diagonal do espago de fase.

Vamos admitir que ¢ é de classe C'** numa vizinhanca de Q. Con-
sideramos o sistema (3.4) e escolhemos z? € Q. Assim, denotando z! = f!(2?), a
orbita (x%, 2%, ..., 2%)" pertence a S, ou seja, é uma drbita sincronizada desse sis-
tema. A matriz jacobiana J; avaliada nessa dérbita pode ser facilmente calculada e

suas entradas sao

’

iy~ | 0= U@, = .

i (FE)))f (2h), i #j.

Claramente, podemos escrever,

Jo= (20 Hy p(a1), (3:8)
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com Hy(pyeyy = In — ¢ (f(2%))B, onde I, é a matriz identidade n x n e B ¢é dada

por _ -
1 —C12 —C13 c. —Cin
—C21 1 —Ca3 e —Cop,
B=| : . (3.9)
—Cpn—1n
| —Cp1 —Cp2 s —Cpn-1 1

Observamos que B = I, — C, onde C' foi definida no Capitulo 2 desse trabalho.
Podemos facilmente verificar que \g = 0 é autovalor de B associado ao autove-
tor (1,1,...,1)T e, como conseqiiéncia, 1 é autovalor de C' associado a esse mesmo

autovetor. Aplicando o teorema de Gersgorin (ver [64]) em B, segue-se que
)\ZE{ZEC‘Z—Hgl},

A; sao os autovalores de B. Segue que 1 é o autovalor dominante de C' e, como
C é uma matriz irredutivel com entradas nao negativas, o Teorema de Perron-
Frobenius ([64], [70]) garante que 1 é autovalor simples de C. Portanto, A\g = 0 é
autovalor simples de B e seu auto-espaco correspondente é a diagonal S do espaco
de fase. Dessa forma, vamos considerar a decomposicao R” = S @ S+, onde S+ é
o complemento ortogonal a S. Utilizando essa decomposicao, podemos garantir a
existéncia de uma base do R™ tal que nesta base a matriz B pode ser escrita na
forma canonica de Jordan. Mais precisamente existe uma matriz invertivel @), de

ordem n x n, tal que B = Q~'BQ, onde

0o .. 0
B=| : , (3.10)

o A

e A é uma matriz (n — 1) x (n — 1). Nesta base, H s ;) pode ser escrita como

— N1 .
Hy(pay =@ | Q,t=0,1,2,...  (3.11)
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Assim, é razoavel admitirmos que o estudo da estabilidade de per-

turbacoes transversais a orbita sincronizada fica reduzido a evolucao do sistema

/

A = [ (@)1 — @ (f(2))) AAY, (3.12)

S S

onde A’ é um vetor em R""!. Levando em consideracao a discussio acima, no
Teorema 3.1 estabelecemos uma condigao suficiente para que as érbitas que iniciem

proximas ao estado sincronizado €2,,, se aproximem deste com t — +o0.

Denotamos In*(z) = max{0,In(z)} e supomos a existéncia de C; > 0,
tal que inf,eq|f'(z)] = C). Nesse caso, In" |f’(z)| estd bem definido para cada
r € Q. Como estamos admitindo que f é limitada, temos que In* |f'(.)| € L'(p),

como é facil checar. Logo, pelo Teorema Ergdédico de Birkhoff,
T—1
L(z0) = lim []If ()" (3.13)
i=0

existe, para quase todo 20 € Q (com relagao a medida p), e é independente de z°.
Este limite corresponde ao nimero de Liapunov da orbita sincronizada com ponto

O)T'

inicial (29, ..., 29

Adicionalmente, vamos supor que In™ ||,y — ¢'(.)A|| € L'(p) . Isso
nos habilita a utilizar o Teorema de Osedelec (ver [33]), o qual nos garante que o

quantificador

A@D) = i || (g =" @] )A) e (L = ¢ () AL =9 (2D)A) |17, (3.14)

S S S S
T—00

existe para quase todo 2 € Q (com relagao & medida p) e também ¢é independente
de Y.

Como estamos interessados em utilizar resultados de anélise de estabi-
lidade via linearizacdo, vamos admitir que P, = f'(z)(I,_1 — ¢ (z)A) é invertivel
quando restrito a  (de acordo com [7]). Para isso, como f’|q # 0, basta supormos

que, se ¢'(f(z)) # 0 para algum z € €, entao (¢'(f(x)))™* ¢ spec(A). Observamos
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que, para quase todo 2 € Q (com relagao a medida p),

T—1
| Py PR || = (Hlf'(xi)l) x
t=0

| (Znor = @ (@7 DA Tnr = @ (@) A) Lo — 9 (@) A) |,

e assim, podemos escrever

S S

Hm || Py - oos PPy || 7= L(2°)A(22), (3.15)
usando (3.13) e (3.14).

Se desconsiderarmos o conjunto, cuja medida p é igual a zero, onde os
limites acima podem nao existir, podemos omitir a dependéncia em 2° e denotar o
limite acima como LA. Este produto corresponde ao maior ntimero transversal de
Liapunov do atrator sincronizado (ver [33]) e esta associado a estabilidade transver-

sal de §2,,. Assim, a discussao acima nos permite enunciar o seguinte teorema

Teorema 3.1. Sejam f e ¢ satisfazendo as hipoteses acima descritas. Entao o
maior numero transversal de Liapunov do atrator §, € dado pelo produto LA em

(3.15), onde L e A sao dados, respectivamente, por (3.13) e (3.14). Além disso, se
LA <1, (3.16)

o atrator €, € transversalmente assintoticamente estdvel.

Essencialmente, o que o Teorema 3.1 acima garante é que o atrator
sincronizado (2,, é assintoticamente estavel com relagao a perturbacgoes transversais.
Em outras palavras, isso significa que, para um grande nimero de condicoes iniciais
proximas a 2, e que nao pertencem a S, a érbita do sistema (3.4) correspondente se
aproxima de §2,, a medida que t — +o00. Observamos que, se LA < 1, a solucao nula
do sistema (3.12) é assintoticamente estavel, entretanto a demonstragao da segunda
parte do Teorema 3.1 envolve outros aspectos e pode ser encontrada na referéncia [7]

(ver Teorema 2.19) ou ainda na referéncia [1] (para uma abordagem semi-rigorosa

ver [45]).
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A importancia do resultado obtido em (3.15) reside no fato que L é o
nimero de Liapunov associado a 2, ou seja, a dinamica local e o quantificador A
depende do processo de migragdo. Na referéncia [30] podem ser vistos resultados
similares, entretanto para o caso de migracao independente da densidade entre os
sitios. Essencialmente, em [30] foi determinado que o nuimero transversal de Li-
apunov é dado por LA, onde L é o numero de Liapunov da dinamica local e A
depende da matriz de configuracao do sistema considerado. Além disso, a regiao
onde LA < 1 foi denominada como a regiao onde coeréncia é possivel, enquanto que
a regiao em que LA > 1 onde coeréncia é impossivel. Rigorosamente, no caso em
que LA > 1, o atrator ,, é Liapunov-instavel transversalmente (ver Teorema 2.12
na referéncia [7]), ou seja, 6rbitas que iniciam préximas a 2, e que nao pertecem
a S, tendem a se afastar de €2,, a medida que t — +o0o. Dessa forma, a condigao

LA <1 é necessaria a estabilidade assintética transversal de €2,,.

A perda da estabilidade quando LA = 1 + ¢, onde 0 < ¢ < 1, foi
estudada em um contexto mais geral em [80], onde um fenomeno conhecido como
bifurcacao do tipo blowout foi identificado. Nesse caso, dependéncia sensitiva as
condicoes iniciais, levando a oscilagoes cadticas podem também ser observadas, além

da presenga de bacias crivadas de atragao ([1],[69]).

Observagao 3.1. Para o caso em que sup || f'(z)(I,—1 — ¢’ (f(2))A)] < 1, a esta-
z€RT
bilidade transversal assintotica do estado sincronizado é garantida, mesmo se, para

algum t € Z*, f'(at)(I,—1 — ¢'(f(2%))A) nao for invertivel. Esse resultado é uma

S

conseqiiéncia do Teorema do Valor Médio e foi utilizado em [106] (ver também [60]),

como critério de sincronizagao global para o caso de grafos fortemente conectados.

Alguns casos particulares de interesse especifico no estudo de fendomenos
relacionados a dinamica de metapopulagoes podem ser abordados aplicando-se as

idéias acima. Por exemplo, consideramos o caso de um atrator homogéneo. Assim,

0

0 coincidindo com um ponto de equilibrio da dinamica local z!*! = f(z') do

seja T
0 _

sistema, isto é, x{ = x* com z* satisfazendo z* = f(2*). Nesse caso, uma medida

de probabilidade natural associada a f é dada por p = d,+. O limite apresentado na
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defini¢ao (3.13) é dado por

L(z*) = lim | f'(a*) |7=| f'(«") |

e o limite em (3.14) é dado por

/ 1 /

A(™) = lim || (Iny = (f(2)A)" [[7= o(Inr — ¢ (f(27))A).

T—00
Assim, nesse caso, o produto LA corresponde ao raio espectral da matriz

’ !

| £ (@) | [Tar — ¢ (f(27) Al

Se f'(x*)(In—1 — ¢'(f(x*))A) for invertivel podemos afirmar que dérbitas que iniciam

proximas (transversalmente) a dérbita (z*, ..., z*) se aproximam desta sempre que

LA < 1.

Observagao 3.2. Seja 04,(R) 0 mdédulo do autovalor subdominante da matriz
quadrada R. Se assumirmos que 0 < ¢'(z*) < 1, aplicando o Teorema de Gersgorin

em Hy(,+), € facil verificar que 1 € o autovalor dominante de H ; (z+), € assim

!

Aa™) = o(ln1 — ¢ (27)A) = ogun(Hy (o)) < 1. (3.17)
Logo, o maior niimero transversal de Liapunov do atrator homogéneo satisfaz

L(x)A(@") =[ f (@) | oqu(Hoy () <| [ (@) ] - (3.18)

Isso mostra que se tivermos 0 < ¢ (2*) < 1 a migracao dependente da densidade nao
influencia na estabilidade do equilibrio homogéneo metapopulacional. Essa hipotese
é essencial como mostrado na referéncia [93]. De fato, mesmo para exemplos simples
de modelos com dispersao dependente da densidade, instabilidades podem surgir
no caso em que go/(x*) > 1. Quando a migracao ¢é independente da densidade
((z) = 1,0 < p < 1) temos que ¢ (x) = i, Vo > 0, logo a condicio 0 < ¢ (z*) < 1
¢ automaticamente satisfeita e, portanto, esta migracao nao pode vir instabilizar
um modelo previamente estavel (ver [85] e [58]). Uma andlise mais detalhada serd

apresentada na proxima secao.
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Consideramos agora o caso de um atrator periddico. Seja uma Orbita

t
s

)T, onde xt = p; parat =0,....w — 1, 2tT* = p,

sincronizada dada por (z%, 2%, ..., x
para t = 0,1,2,... e, além disso p1 = f(po), p2 = f(p1);---Po-1 = f(Po—2), P =
f(po). Ou seja, a drbita é peridédica de periodo w. Isso significa que cada p; com
t=20,...,w—1¢éum ponto periédico de periodo w para f. Uma medida natural de

probabilidade associada a f é dada por p = %Z;ZOI 0p,- Da mesma forma que no

caso do ponto fixo, se ¢ e f sao suaves num aberto contendo os pontos da orbita,

0

os limites (3.13) e (3.14) existem para z; = p; com ¢ = 0,...,w — 1 e sado dados

explicitamente por

’

L(pi) = |f/<po)f/(Pz‘)f (Pig1) - e f/(pi+w—1)| = |f/(P0)f/(p1) T f/(pw—1)|, (3.19)

Api) = 05“b<H<PI(Pw71+i) T le(pifl)HSD/(pi))' (3.20)

Se assumirmos 0 < ¢/(p;) < 1,1 =0,...,w — 1, teremos A(p;) < 1, entdo

L(pz)A(pz) < L(pz) = |f/(p0)f/(pl) Tt f/(pw—l)‘v 1=0,1,2, .., w—1 (3'21)

E portanto, migracao independente da densidade nao possui influéncia sobre a es-

tabilidade do ciclo.

3.3 Casos Especiais

Nesta secao mostramos, seguindo a discussao da secao anterior, condi-
¢oes necessarias para a estabilidade do estado sincronizado para dois casos de mi-
gragao. O primeiro caso quando a migracao é constante (independente da densi-
dade), e o segundo quando a migragao é dependente da densidade. Inicialmente,
o processo migratorio dependente da densidade é simples e baseado no fato de que
a populacao existente num dado sitio s6 migra para outros sitios se a quantidade
de individuos ultrapassar um valor critico pré-estabelecido (migragao on-off). Em
seguida consideramos fungoes de migracao mais gerais: o caso limite dessas fungoes

corresponde a fungao de migragao do tipo on-off ja considerada.
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3.3.1 Migracao Independente da Densidade

Supomos que a migracao nao depende da densidade do sitio, isto é,
p(x) = p, para todo x > 0, 0 < u < 1. Neste caso a quantidade de individuos que
migra no sistema é () = ux, e assim, ¢ (r) = p para todo z > 0. Observamos

que, nesse caso, se p ¢ uma medida finita em R,
0t || Ly — ¢ (JA | = In* || L_y — pA || L'(p).

Em particular, isso é verdade para qualquer medida de probabilidade p. Dessa
forma, se p é uma medida de probabilidade natural associada a f, podemos garantir
a priori que o limite (3.14) existe para todo ponto inicial z0 > 0, pois de (3.14)

temos que

/ /

A = dim | (Lo =@ () A (Lr = @ (F@))A) Lo — ¢ (Fa)A) |-

. 1
= i || (Ly — pd) Loy — pA) |7
= }E;H(h—r—MAYH%ZO(&—r—MA) (3.22)

A partir das igualdades (3.10) e (3.11), e do fato que A = 1 é o autovalor
dominante de I, — puB temos que o(I,_1 — pA) = ogu(l, — uB). Mas gpl(.) = U,

assim H .y = Hy, = I, — pB com a matriz H,, da forma

L—p pcrp - HCin
pcar 1 —p '
H,= : :
HCp—1.n
| HCnl s PCppm—1 1 —p i

A matriz de interacdo H, pode ser entendida como uma matriz de
incidéncia do grafo formado por n sitios conectados por arestas com peso (a pro-
por¢ao de migrantes). Notemos que, embora tenhamos assumido que > 7 | ¢j; =

n ~ . . . . ~
1=> =1 Cji, NAO estamos impondo qualquer simetria na forma como a migragao se
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realiza. Assim, a direcao do movimento é importante. Por exemplo, a entrada na
primeira linha, segunda coluna de H, ¢ a propor¢ao de individuos que se movem do

sitio 2 para o sitio 1, a qual é precisamente pci2 € nao uco;.

Supomos que p~ ! ¢ spec(A) e que as hipoteses sobre f introduzidas na
Segao 3.2 sao validas. Observando (3.22), segue que uma condicao necessaria para

a estabilidade do estado sincronizado neste caso é que
Losw(H,) < 1, (3.23)

onde L ¢ dado (3.13) e estamos desprezando o conjunto de medida nula (com relagao

a medida p) onde esse limite (dado em (3.13)) pode nao existir.

O maior numero transversal de Liapunov do estado sincronizado é o
produto de dois termos. O primeiro termo, L, é o nimero de Liapunov do atra-
tor © do sistema unidimensional /"' = f(x!) e depende unicamente da dindmica
local dos sitios. O segundo, ogu,(H,) é o raio espectral determinado pelo auto-
valor subdominante da matriz H,, isto ¢, o médulo do autovalor subdominante da
matriz de interagao H,, e depende do processo de migracao associado ao sistema.
Se o sistema ¢é tal que Log,(H,) > 1, entdo o atrator sincronizado invariante é
instavel com relacao a perturbacoes transversais. Como ja informado anteriormente,
na referéncia [30] essa regido foi denominada como a regido de impossibilidade de
coeréncia. Entretanto, na referéncia [19], foi argumentado que a impossibilidade
de sincronizagao deve ser interpretada com cuidado no contexto biolégico, desde
que uma sincronizacao aparente pode ser observada por um periodo relativamente
longo de tempo seguida por pequenos pulsos de assincronia, revelando um fenémeno
descrito como intermiténcia on-off. As simulagdes realizadas em [19] levaram em
consideracao somente o modelo de dispersao independente da densidade proposto
em [30], entretanto é razodvel que esses fendmenos estejam presentes mesmo em
modelos simples de dispersao dependente da densidade, devido ao fato de que a
presenca de intermiténcia on-off ¢ um comportamento genérico relacionado a perda

de estabilidade transversal da variedade invariante ([76], [18]).
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3.3.2 Migracao Dependente da Densidade

Supomos agora que a migracao ¢ dependente da densidade. Em cada
sitio, existe uma densidade inicial que denotamos por z, z € RT. O processo de
migracao ocorre se a densidade populacional estiver acima de z num dado sitio e

nao ocorre se estiver abaixo de z. Em termos matematicos, a funcao de migracao é

dada por
W, T =z
() = (3.24)
0, 0<z<z,
onde 0 < p < 1. Observamos que u(x) é uma func¢ao suave por partes.
A densidade de migrantes p(z) é dada por ¢(x) = xu(x), assim
/ s xr >z
o (x) = . (3.25)
0, O<zx<z
Supomos as hipdteses para f introduzidas na Se¢ao 3.2. Seja (zf, ..., x%)

uma drbita sincronizada do sistema (3.4) tal que x%, # z, Vt € ZT e 20 € Q ¢é tal
que (3.5) se verifica (para fungoes de interesse bioldgico, existe, no maximo, um
conjunto enumerdvel de pontos onde essas condi¢oes nao se verificam [45]). Assim,

é facil checar que
" | Lo —¢ (VA€ L'(p) e W™ [f'()] € L'(p).

Entao os limites (3.13) e (3.14) existem para quase todo x°, com relagao & medida

t

t ..,zt) uma érbita sincronizada do sistema (3.4), tal que ¥ € Q é tal

p. Seja (2%,
que os limites (3.13) e (3.14) existam. Definimos k(7) como o nimero de vezes que
a drbita sincronizada esta acima da densidade z durante os 7 passos de tempo. Em

outras palavras k(7) é o niimero de elementos do conjunto
{t:al>2t=0,1,2,--+,7—1}.

Estamos interessados em analisar o caso em que lim k(7) = 4+o00. Assim, relem-
T—+00

brando (3.6), temos
lim —= = p(S,), (3.26)
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onde S, = [z, +00). Observamos que ¢ (7!) = 0 se z! > 0 é tal que 2! ¢ S.; além
disso, ¢'(z!) = p se % # z é tal que 2%, € S.. Assim da equacdo (3.14) segue-se que

!

A= Tim || (I — ¢ @A) (L — @ (@) A) (La — ¢ (2D A) |7

T—00

= lim || (s — pA)...(L_y — pA) ||7

T—00

g

k(t) wvezes

=l | (ot — ) 2 (320
NGl
= 1im (Il (L = p )" |77

= (0Lt — A,

onde usamos o fato de que liI_IFl k(1) = +o0. Mas o(I,—1 — pA) = osu(H,), logo de

acordo com o Teorema 3.1, uma condicao suficiente para a estabilidade transversal

assintotica do estado sincronizado é
L(x) [0 (H,)PP < 1, (3.28)

onde L(z2?) é dado em (3.13). Negligenciando o conjunto de medida nula onde o
limite (3.13) pode ndo existir, obtemos que L[og(H,)]?®) < 1 como condicio

necessaria a estabilidade do atrator sincronizado 2,,.

Observamos que se z = 0 temos que

p(S.) = p(Sp) = lim —{t > 0vt=0,.,7—1} =1

T—+00 T

Entao recaimos no caso migracao independente da densidade. Além disso, a equagao
(3.28) reduz-se a equagao (3.23). Consideramos agora o caso onde p(S,) < 1, entao
(05 (H,)]P5) > ogp(H,) pois 0 < oup(H,) < 1. Isso significa que quando a
migracao depende da densidade ocorre uma reducao da regiao de estabilidade sin-
cronizada. Assim, podemos ter migracao independente da densidade ocasionando
sincronizagao estavel enquanto que, com a mesma dinamica local e migracao depen-
dente da densidade do tipo on-off, a sincronizacao é instavel. Isto acontece quando
Logu(H,) <1 < Liogu(H, M)]P(Sz). Isso sugere que a migracao dependente da densi-

dade pode desestabilizar a sincronia favorecendo assim a persisténcia da populagao.
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Os experimentos numéricos ilustram esta reducao de estabilidade do
estado sincronizado causado pela migracao dependente da densidade. A dinamica
local escolhida para as simulacoes numéricas é a exponencial logistica f(x) = ze"!=)
e consideramos z =1+ ¢, onde 0 < e < 1. O valor r = 2.73 foi utilizado em nossas
simulagoes. Para este valor, f possui um atrator cadtico €2 com uma medida natural

p associada (ver [100]). Analisamos o comportamento de perturbagoes transversais

ao atrator €,,.

O erro de sincronizacao e; para cada passo de tempo ¢ é definido por
1 n
€t = " Z ’37§ - $§'+1’a (3.29)
j=1

onde zf, = r!. Dizemos que ocorre sincronizacao se ¢; — 0. As figuras a seguir
mostram o diagrama de bifurcacao para o erro de sincronizagao e; versus o parametro
de migracao p. Na simulagao mostrada na Figura 3.1 estamos considerando um anel
de n sitios simetricamente acoplados com os dois vizinhos mais proximos. Neste caso,
a matriz de configuracao da rede C, que denominaremos de ), para enfatizarmos a

dependéncia com os n sitios, é da forma

0 12 0 - 0 12
12 0 12 0 - 0
C, = . (3.30)
0 - 0 12 0 1/2
12 0 - 0 1/2 0

Observamos na Figura 3.1 que quando temos migracao dependente da densidade
h& uma reducgao do intervalo de sincronizagao quando comparado ao caso migragao
independente da densidade. Além disso, a reducao no intervalo de sincronizacao
cresce com o aumento do nimero de sitios em ambos os casos de migracao, reforgando
a influéncia do tamanho da rede. O mdédulo do autovalor subdominante da matriz

de interagao aumenta com n (ver [92]) e, de fato, tende a 1 com n — +o0.

O mesmo ocorre se considerarmos o acoplamento global, isto €, se con-

siderarmos um anel com n sitios igualmente conectados. A matriz de conectividade
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03 04 05 06 07 08 03 1
H

0B o7 08 o8 1

07 0a 0.4 0s 06 o7 [uki]

Figura 3.1: Diagrama de bifurca¢do para ¢, = 370 |zt — i, | versus p,
0 < p < 1, para um anel de n sitios simetricamente acoplados com
os dois vizinhos mais préximos. O sistema foi simulado para 10* passos
de tempo e as ultimas 200 iteracoes foram plotadas para cada valor de
p. Em (a) n =5 e migracao dependente da densidade; (b) n =5 e mi-
gragao independente da densidade; (¢) n = 6 e migracao dependente da
densidade; (d) n = 6 e migracao independente da densidade; (e) n = 8
migracao dependente da densidade e (f) n = 8 e migragao independente

da densidade.
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associada a este caso é da forma

0 1/(n=1) --- 1/(n—1)
1/(n—1) 0
Cp = : 0 : : (3.31)
1/(n—1)
| 1/(n—1) oo 1/(n—1) 0 i

04 05 06 07 08 08 1

03 04 05 il 07 08 08 1
1 m

Figura 3.2: Diagrama de bifurcagao para e, = + >/ |k — 2| versus p, 0 < p <
1, para um anel de n sitios simetricamente acoplados com todos os outros
sitios. (a) 6 sitios e migragdo dependente da densidade, (b) 6 sitios e
migracao independente da densidade, (c) 8 sitios e migragao dependente
da densidade e (d) 8 sitios e migragao independente da densidade. Foram
plotados 100 passos de tempo, apds o descarte de transientes.

A migragao dependente da densidade reduz o intervalo de sincronizagao
comparada a migracao independente da densidade, e o aumento da quantidade de
sitios envolvidos no sistema favorece a reducao do intervalo de sincronizagao em
ambos os casos de migragao. Além disso, a possibilidade de sincronizagao no caso

de acoplamento global é maior que no caso em que o acoplamento é dado pelos
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dois vizinhos mais préximos, sugerindo que o acoplamento com os 2 vizinhos mais

proximos reduz as chances de extingao da populacao total (ver Figura 3.1).

Mesmo para o mecanismo simples de migracao dependente da densi-
dade tratado acima, ha restricoes sobre quais parametros envolvidos no acopla-
mento permitem sincronizacao. Mais precisamente, a migracao dependente da den-
sidade impoe restrigoes sobre a matriz de interacao H, no que tange a estabilidade
de orbitas sincronizadas. Para ilustrar esse fato, consideramos a fungao logistica
f(z) = 42(1 — z) definida em [0, 1] como dinamica local. Para este caso especial a
medida natural associada pode ser determinada explicitamente, e é dada por uma

certa densidade, de acordo com a referéncia [79]. Mais precisamente,

! dx
=

Vamos assumir que z = 1/2. Assim, usando a expressao acima obtemos que
p(S1/2) = 1/2. O numero transversal de Liapunov L pode ser também determi-
nado explicitamente e é dado por L = 2 (ver [79]). Assim, usando a condi¢do de
estabilidade obtida em (3.28) e os valores de L e p(S,) obtidos acima, verificamos
que o valor maximo (em médulo) do autovalor subdominante da matriz de interacgao
para o qual o atrator sincronizado é transversalmente estével é 1/4. Este valor é
duas vezes maior se considerarmos o caso de migracao independente da densidade,
ja que utilizando o critério (3.28), vemos que o valor maximo de o,,,(H,) para o

qual o estado sincronizado é transversalmente estavel é igual a 1/2.

A fragao migratoria dependente da densidade utilizada até o presente
momento é dada por (3.24) e corresponde ao caso limite (f — +o0) da fungao
migratoria apresentada no Capitulo 2, dada por
i

()

Entretanto, podemos considerar o caso limite § — —oo. Nesse caso, a

funcao de migragao é dada por
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Sejam S} = [z,400) e S, = [0,2). Denotamos por At (respectivamente, A~) o
valor do quantificador A para os casos dependéncia positiva (negativa) da densidade.
Segue portanto que AT = [Jsub(HH)]p(Sj) e A~ = [o4u(H,)]P%*). Desde que S} e
S sao conjuntos complementares em [0, +00), temos que p(SH) + p(S;) = 1. E
portanto,

ATA™ = o (H,). (3.33)

Se supormos que a matriz de conectividade C' é normal, isto é, CC* =

C*C', podemos obter uma férmula para a componente A do maior nimero de Li-

apunov transversal da érbita sincronizada. Esta féormula é véalida para qualquer
! . . . .

processo ¢, desde que ¢ seja limitada quase sempre, e generaliza os resultados

da referéncia [30]. A demonstragdo desse resultado (enunciado a seguir) pode ser

encontrada nas referéncias [8] e [91]

Teorema 3.2. Sejam [ func¢ao suficientemente suave em [0,4+00) e u suave por
partes em [0, +00); p medida de probabilidade invariante do sistema local (3.1) que
assumimos ergodica. Admitimos as hipoteses sobre C' consideradas até agora. E
além disso, que C' é normal. Entdo se ¢ € L>(p), para quase todo z° com relagao

a medida p temos que

i=1,2,...n—1

A(z°) = max exp /OOO In|1— X ¢ (z)|dp(x), (3.34)

onde A\g = 0, A1, ..., \n_1 8@0 0s autovalores de B =1, — C.

Resultados gerais sobre a estabilidade de oscilacoes sincronizadas po-
dem ser dificeis de obter sem o conhecimento prévio da medida de probabilidade
natural p a qual é inteiramente determinada por f. Além disso, essa medida
usualmente tem componentes singulares [33] e nao depende continuamente sobre
os parametros; por exemplo, sobre o parametro 7 no mapa logistico f(z) = ze"=2),
Na préxima secao exploramos o Teorema 3.2 em simulagoes numéricas para ilustrar

alguns fatos interessantes sobre o papel desempenhado pela dispersao dependente

da densidade na estabilidade da dinamica sincronizada.
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Observacao 3.3. De acordo com a discussao da Secao 3.2 temos que sincronizagao
caética é impossivel se A > 1. Suponha que C é simétrica e que ¢ (z) > % p-
quase sempre, onde v = max{Ay, \g, ..., \,_1}, entdo segue pelo Teorema 3.2 e pelo
Teorema de Gershgorin que A > 1 e portanto sincronizagao cadtica é impossivel.
Em particular, se ¢’ (x) > %, para todo z > 0, entao A > 1 independentemente da
escolha da funcdo f. O mesmo resultado é verdadeiro se ¢’ (z) < 0 p-quase sempre
(¢'(z) < 0 para quase todo z > 0). Por outro lado se 0 < ¢ (7) < Wiz p-quase

sempre, nos temos que A < 1 nao garante a estabilidade da sincronizacao cadtica,

mas deixa a perspectiva para valores baixos de L, de fato, para 1 < L < %

O tamanho da rede exerce um papel decisivo na estabilidade da tra-
jetéria sincronizada ([37] e [92]). A quantidade de sitios envolvidas no sistema afeta
os autovalores da matriz de configuracao (matriz de conectividade) C. Em topolo-
gias usuais de acoplamento tais como, o acoplamento dois vizinhos mais préximos,
acoplamento intermediario e acoplamento global, o tamanho da metapopulagao pos-
sui um efeito negativo na estabilidade da trajetéria sincronizada, mostrando que re-
des menores tendem a ser mais sincronizadas que maiores ([92], [60]) (veja também
Figura 3.1). De fato, se considerarmos uma rede na forma de um cilindro infinito
com o acoplamento do tipo dois vizinhos mais préximos e migracao dependente da
densidade, a drbita nao pode sincronizar porque A — 1 com o numero de sitios
n — +oo (ver [92]). Vamos generalizar este resultado com a ajuda do Teorema 3.2.
Consideramos dois tipos de configuracao da rede: o acoplamento global e o acopla-
mento com os dois vizinhos mais proximos, e investigamos a influéncia do tamanho
da rede n. Seja A,, a componente espacial do nimero de Liapunov transversal, onde
o subescrito em A,, é usado para enfatizar a dependéncia de A da metapopulacao

de tamanho n.

Corolario 3.1. Admitimos as mesmas hipoteses do Teorema 3.2. Além disso, supo-
mos que a matriz de configuracao da rede n x n, C,, € simétrica. Consideremos os
autovalores da matriz B,, = I, — C,, por Ag =0 < A\{ < Ay < -+ < \_1. Supomos

que lim A\ =0 e lim \,_1 =a > 0. Entao lim A,, > 1.

n—oo n—oo n—oo
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Demonstracdao. Desde que B,, é simétrica podemos escrever
1—=8A1, €50
Zmax  [I—ghl =9 1-¢h,  0<£<E(n) (3.35)
Aaf =1, £>&(n).
onde £*(n) = +—2

A1t+An—1"

De fato, no caso em que ¢ < 0, do fato que 0 < Aj < A\,—1, para todo

j=1,..,n—2temosque 1 <1—X\jp <1—\, 1. Assim, [1—p'\j| < 1—-X\, 19

’

2

< A1+An—1
s

Se 0 < ¢
Mas do fato que, A\; <

, temos —1 — )\n,up' < )\190' —1<1- )\n,lgd.
j < Ap_1, segue que, 1 — M1 < 1— X\ E, portanto,

|1 — )\n—1§0/| < 1-— )\190/.

Finalmente, se gpl > temos /\n_lgpl >1- )\1<p/. Mas da hipdtese

2
A1t+An1
de ordenacao dos autovalores obtemos que 1 — X\ > 1 — )\j<p' >1— M1 . Logo,

|]. — )\jg0l| < )\n_1<pl — 1.

2
Por hipdtese lim £*(n) = —. Pelo Teorema 3.2 e (3.35) temos que
a

n—oo

InA, = / In(1 — Ay (n)p (2))dp(x)+
{0<¢' <€ (n)}
+ / (A1 () — Ddp(a)+ (3.36)
{¢'>€x(n)}

" /{ o 0= A (@)dp(e)

Como In |1 — X\ (z)| € L'(p), segue pelo Teorema da Convergéncia Dominada de

2
Lebesgue, do fato que lim £*(n) = — e das hip6teses de A, e \,,_1, que
n—oo a

lim In A, = / In(ayp (x) — 1)dp(x) + / In(1 — ayp (z))dp(z).
oo {¢'>2} {¢' <0}

Observamos que In(ay () — 1) > 0 e In(1 — ap (x)) > 0. As integrais acima sdo

ambas nao negativas, assim lim A, > 1. O]

n—oo

Observamos que o resultado acima nos garante que para uma grande

classe de fungoes suaves ¢, teremos lim A,, > 1, o que garante, nesse caso que

n—oo

sincronizagao cadtica ¢ impossivel.
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Apresentamos simulagdes numéricas utilizando duas configuracoes para
arede. A matriz de configuracao C,, correspondente ao caso em que a metapopulacao
¢ um anel com n sitios iguais acoplados somente com os dois vizinhos mais préximos,
dada por (3.30). O outro caso considerado, é o acoplamento global onde todos os

sitios estao igualmente conectados um com os outros, e a matriz de conectividade

C,, dada por (3.31).

A dinamica local é simulada utilizando a funcao exponencial logistica
(funcdo de Ricker), f(z) = 2"~ r > 0 e a funcio de migracio dependente da
densidade (p(z)) utilizada é a dada pela equagao (2.24) proposta em [107]. Consi-
deramos os casos dependéncia positiva da densidade (3 > 0), e dependéncia negativa
da densidade (3 < 0), bem como os casos limite com (3 — Fo0o. Conforme obser-
vado em [100] (Teorema 29) a existéncia de uma medida natural de probabilidade p
(medida SRB) absolutamente continua com rela¢ao a medida de Lebesgue ¢ garan-
tida para, pelo menos, quase todos os valores de r > 0 (com relagdo a medida de
Lebesgue). Além disso, a medida tem densidade em L?, para 1 < p < 2, tem suporte

sobre o atrator () e é equivalente a medida de Lebesgue em (2.

Inicialmente consideramos os casos limite (§ — £00), onde o processo
de migracao ¢ determinado pela densidade critica z do sitio. Nao ¢ dificil demonstrar
que existe, no maximo, um conjunto de medida de Lebesgue nula tal que, para algum
t=0,1,2,..., tenhamos x! = z com z! = f(2?). Assim, se 2 é um atrator para f,
teremos ¢’ € L>(p) e, para quase todo (com relagdo & medida de Lebesgue) z° € Q,
o valor de A dado no Teorema 3.2, pode ser calculado usando o Teorema Ergédico

de Birkhoff e tem-se que
1 T—1
0y _ oL N k(0
Alz,) = _max {exp (Tlggo - kz_olnﬂ Aip (f (xs))|> } (3.37)

A Figura 3.3 mostra a variacao de A como uma fungao da taxa de
crescimento 7 nos casos de sitios acoplados com os dois vizinhos mais proximos e
acoplamento global. Observamos que existe uma tendéncia de A crescer como uma

funcao de r para o caso migracao com dependéncia positiva da densidade para ambas
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configuragoes da rede, enquanto que se considerarmos migracao com dependéncia
negativa da densidade, ocorre uma tendéncia contraria, isto é, A decresce como
funcao de r. O mesmo comportamento qualitativo foi observado para valores de

parametros distintos dos citados na Figura 3.3. De fato, o mesmo comportamento

2 Vizinhos mais proximos Acoplamento Glabal
At 0% A+ D
094 07
032
0
09
s 08
0.8 04
84 03
082
02
08
- 0
078 n
25 3 35 4 45 5 25 3 35 4 45 5
Taxa crescimento r Taxa crescimento r
(a) (b)
A- 078 A- 02
076 02
74 018
016
n72
01
07
012
i
01
186 008
064 006
052 one
25 3 B 4 45 5 25 3 EE 1 45 5
Taxa crescimento r Taxa crescimento r
(c) (d)

Figura 3.3: A como uma func¢do de r, n = 6, p = 0,8, z = 1. (a) § — +o0, 2-
vizinhos mais préximos (b) # — +o00, acoplamento global(c) 5 — —o0,
2-vizinhos mais préximos (d) # — —oo, acoplamento global.

é esperado independentemente da topologia da rede. Segundo a secao anterior nos
temos AT = [asub(Hu)]p(Sj) e A = [ogu(H,)]%). A medida que a taxa de cresci-
mento 7 aumenta, as trajetérias do sistema (3.1) assumem valores pequenos com
mais freqiiéncia. Esse comportamento ¢é ilustrado na Figura 3.4 onde mostramos
histogramas de freqiiéncia para o sistema de um unico sitio dado por (3.1) com
f(z) = 2e"=®) para vérios valores de r. Assim, a medida de probabilidade do
conjunto S} torna-se menor a medida que r aumenta. Mas 0 < pu < 1, o que
implica og,,(H,) < 1. Logo, At = [Usub(HM)]p(Sj ) deveria mostrar uma tendéncia

de aumentar como uma funcao de r. Essa tendéncia de AT aumentar como uma
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funcao da taxa de crescimento r é brecada quando r assume valores dentro de uma
janela de periodicidade. Para tais valores de r» a medida natural de probabilidade é
definida por uma densidade a qual é dada por uma média de funcionais de Dirac nos
pontos periédicos (ver (3.5)) causando picos no grafico de A como uma funcao de 7.
Uma vez que a tendéncia do crescimento é estabelecida por AT, o comportamento

decrescente de A~ segue da equagao (3.33).

frequéncia

15 2 5
tamanho populagao tamanho populagao

(a) (b) (c)

frequéncia

o "
o
ot
. ML . B . i
T S R T

4 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

(d) (e) (f)

Figura 3.4: Histograma mostrando a freqiiéncia da trajetéria ao longo do conjunto
sincronizado. (a) r = 2,75; (b) r = 2,83; (¢) r = 3,25; (d) r = 3,43; (e)
r = 3,85; (f) r = 3,95.

No caso geral, isto é, usando p(x) dada pela equagao (3.32) com valores
de (8 nao tao grandes encontramos resultados similares qualitativamente. Na Figura
3.5 ilustramos simulacoes de A como funcao de r para alguns valores de 3 nos casos
de acoplamento global e com os dois vizinhos mais préximos. A mesma tendéncia
de A crescer (decrescer) como fungao de r no caso positivo (negativo) foi observada
para diferentes valores de 3. De acordo com o Teorema 3.2, os valores que ¢’
assume sobre os pontos de maior freqiiéncia ao longo da trajetoria de cada sitio
isolado desempenham um papel decisivo. Observando os gréficos de ¢ como funcao
do tamanho da populagdo x para diferentes valores do parametro ( (Figura 3.6),
vemos que para os valores de § > 0 utilizados nas simulagoes da Figura 3.5, o

r o, . .
correspondente valor de ¢ ¢é relativamente pequeno, e conseqiientemente os valores
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de |1 — \¢'| também sio, para \ pertencente ao espectro da matriz B = I,, — C, C

matriz de conectividade.

= v 5 J
; L N P, b
- o . T»MJW o ” M WM
. s s \y’ 4

) (b)

() (d)

(a

Y Aol .\{E o, Ao N
™ 2 ey HE PN :
e - e - i
m“ W‘] Mﬁ - ) fmmm
: : : ™
(e) (f) (2) (h)

Figura 3.5: A como uma funcao de r, n = 6, 7 = 0,8, v = 1. 2-vizinhos mais

préximos: (a) B = 0,5; (b) 5 = —
mento global: (¢) 5=0,5;(d) 5=1;(g) B =—

Conforme os valores de r ficam maiores, podemos perceber que a me-
dida natural de probabilidade se concentra em valores menores de z (ver Figura
3.4). Assim, a expressao para A dada pelo Teorema 3.2 apresenta tendéncia de se
aproximar de A = 1, a medida que r cresce. Um argumento similar pode ser usado

para o caso da migracao negativa dependente da densidade.

Um fenémeno interessante ocorre quando |3] é grande. A Figura 3.7
mostra uma simulacao de A em funcao da taxa de crescimento r em um anel com
acoplamento de dois vizinhos mais préximos. Esta simulagao mostra que o compor-
tamento monotonico de A em funcao de r observado para valores intermediarios de
|3| ndo estd presente quando consideramos |3| grande. Quando r &~ 2,83 ambos os
graficos de AT e A~ revelam uma forte tendéncia em desestabilizar o sincronismo.
Isso pode ser melhor entendido observando o comportamento de ¢ apresentado nas
Figuras 3.6(c) e 3.6(f) que mostram valores grandes para  ~ 1. Quando r ~ 2,83
os valores proximos de x sao freqiientemente visitados pela trajetoria sincronizada

(ver Figura 3.4 (b)) e conseqiientemente os valores grandes de ¢ em valores ab-
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solutos possuem uma significativa contribuicao na integral do Teorema 3.2. Para
r = 2,75 por exemplo, os valores de x perto de 1 nao sao visitados pela trajetoria

sincronizada, e assim os valores de A nao sao grandes.

Figura 3.6: O gréfico de ¢ como uma funcao do tamanho da populacdo z; 77 = 0,8,
z =1

Comportamento similar foi observado para um nimero diferente de
sitios no anel ciclico. O mesmo fenomeno foi observado nas simulagoes utilizando

acoplamento global.

17

16 ’ 15 {
15 14
14 13
13 12
12 11
11 1

0g g
g a7

07 06
25 3 35 4 4.5 5 25 3 38 4 45 5

taxa crescimento r taxa crescimento r

Figura 3.7: A como fungao da taxa de crescimento r em um anel de 6 sitios com
acoplamento dos dois vizinhos mais proximos, @ = 0,8, z = 1. (a)

B =30 and (b) g = —30.
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O parametro ji na equagao (3.32) pode ser interpretado como uma me-
dida para a intensidade do acoplamento. Em nossas simulagoes observamos que a
componente espacial do maior niimero transversal de Liapunov é uma funcao decres-
cente de i quando fi ¢ menor que um valor critico. Para valores de A maiores que esse
valor critico, A é uma fungao crescente de ji. Simulagoes tipicas sao mostradas na
Figura 3.8. Tal comportamento é observado no modelo com migracao independente
da densidade. Neste caso, temos A = o4,,(H,), que pode ser facilmente calculado
usando (3.34) e (3.35) tomando & = p. O grafico de A como uma fungao de [
¢ mostrado na Figura 3.8. Notamos a semelhanca dos dois graficos A como uma
fungao de i (migragdo dependente da densidade) e de A como uma funcao de pu

(migragao independente da densidade). O valor critico determinando o vértice do

AT
09

0.e
07
06
05
0.4
0.3
0.2
01

Figura 3.8: A linha continua é o gréfico de A como funcao de i em um anel de 6
sitios com acoplamento global, r = 2,75, 3 = —9 e z = 1 e a linha
pontilhada é o grafico de A como funcao de p.

grafico em formato de v é exatamente "T’l para o modelo com acoplamento global.

Esse valor é préoximo de um se a metapopulagao tem um numero de sitios suficien-

temente grande. Por exemplo, se n = 10 este valor critico é 0,9 o que significa que

se a intensidade de acoplamento nao é muito grande (menor do que 90%), ela tem

um efeito positivo sobre a sincronizacao o que esta de acordo com a intuicao: maior
. . . . . n—1 -

acoplamento implica maior sincronia. Por outro lado, se = ¢ grande, temos um

aumento do maior nimero transversal de Liapunov do atrator sincronizado, o que

ocasiona uma reducao da regiao de estabilidade do atrator.
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Figura 3.9: A como funcao de # em um anel de 6 com acoplamento global, r = 2,7,
n=03ez=1.

O parametro (5 na equagao (3.32) pode ser entendido como uma medida
do grau de dispersao dependente da densidade. Uma caracteristica comum em
nossas simulagoes é o fato de que quanto mais a fungao u(x) dada em (3.32) se
parece com uma funcao “escada’, mais instavel é o atrator sincronizado, no caso de
migragao dependente da densidade positiva. Exatamente o contrario ocorre no caso
de dependéncia negativa da densidade. A Figura 3.9 ilustra uma simulagao tipica
de A como uma funcao de f3. E interessante notar que os valores de A para 3 < 0
sao sempre maiores do que os valores de A para § > 0, sugerindo que a migragao
com dependéncia positiva da densidade favorece a sincronizacao em comparacao com
mecanismos de dispersao dependente da densidade negativos, o que esta de acordo

com os resultados em [56].

3.4 Conclusao

Oscilagoes cadticas sincronizadas, em uma rede de populacoes acopladas,
estao relacionadas com os nuimeros transversais de Liapunov de um atrator cadtico
contido no conjunto invariante sincronizado. Neste capitulo, mostramos que o maior
nimero transversal de Liapunov associado a um modelo metapopulacional de uma
Unica espécie com migracao dependente da densidade pode ser escrito como o pro-
duto de dois outros nimeros L e A; L é o numero de Liapunov da dinamica local e

depende unicamente da funcao f; o quantificador A depende do processo migratério
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bem como da matriz de conectividade do sistema. Determinamos um critério para a
estabilidade transversal assintética do estado sincronizado, baseado nestes ntimeros.
Os resultados obtidos estendem os resultados da referéncia [30], onde um modelo

com migracao independente da densidade foi considerado.

Uma comparacgao entre a migracao dependente da densidade com a mi-
gragao independente da densidade é estabelecida. A funcao de migragao para o caso
em que temos dependéncia da densidade é, inicialmente, simples e considera que a
populacao sé migra se a densidade estiver acima de um valor critico estabelecido
a priori. Com isso, mostramos que quando a migracao é dependente da densidade
ocorre uma reducao do intervalo de sincronizagao sugerindo que a dependéncia da
densidade na migracao favorece a persisténcia da populagao. Esse mecanismo de
dependéncia da densidade reduz a intensidade do acoplamento em comparagao com
o caso de migragao independente da densidade. Assim, é natural esperarmos menos
sincronizagao. Nossos resultados permitiram também quantificar esta perda da es-
tabilidade através da medida natural de probabilidade definida sobre o conjunto
sincronizado invariante, a qual é completamente determinada pela funcao f que é
responsavel pelos processos de reprodugao e sobrevivéncia da espécie. E importante
observar que os efeitos decorrentes de um mecanismo mais geral de dependéncia
da densidade ([89], [107], [93]) na estabilidade da dinamica sincronizada pode ser
uma tarefa complexa, mas nossas andlises preliminares identificaram algumas im-
portantes caracteristicas que podem levar a uma melhor compreensao do fenomeno
de sincronizacao. Além disso, diferentes modelos de dispersao podem levar a diferen-
tes conclusoes. Por exemplo, se considerarmos um tipo particular de mecanismo de
dispersao que leva em consideracao nao somente a densidade local, mas também
a densidade dos possiveis vizinhos, é possivel observarmos uma forte tendéncia de

sincronismo, de acordo com os resultados em [88].

Como mencionado na introducao deste capitulo, a sincronia de dinamicas
populacionais tornou-se um importante mecanismo nos estudos de conservagao em

ecologia [19]. Por exemplo, em [30], para migracao independente da densidade, pode-
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mos ver que estimativas sobre variacoes de A (dado por A = o4,,(H,,)) podem trazer
informagoes valiosas para planejamentos qualitativos em projetos de conservacao: se
essas mudancgas em A forem relativamente pequenas, entao a contribuicao dos efeitos
de resgate para a probabilidade de extin¢ao nao sera fortemente afetada. No caso
considerado no presente trabalho (migragdo dependente da densidade on-off) esses
efeitos sdo mais fracos porque temos A = [04,(H,,)]?*%), e assim pequenas mudangas

em og,(H,) irdo se refletir em pequenas variacoes em A, pois p(S,) < 1.

Além disso, investigamos uma familia de funcao de migracao mais geral,
que no limite (§ — +00) corresponde a migracao on-off apresentada anteriormente.
O caso com [ < 0 também foi considerado. Essa fun¢ao de migracao sugere que os
individuos migram quando ha excesso de densidade populacional no sitio (5 > 0)
e denominamos esta de migracao positiva dependente da densidade; a migragao
também ocorre quando hé escassez de individuos (8 < 0) e é denominada migragao
negativa dependente da densidade. As simulagbes numéricas mostram que a mi-
gracao positiva exerce uma forte tendéncia do parametro A crescer como funcao
da taxa de crescimento da populagao, e no caso de migragao negativa ocorre uma
tendéncia contraria. Esta observacao é especialmente 1til no caso da migracao de-
pendente da densidade positiva: como o nimero de Liapunov L da dinamica local
também apresenta uma tendéncia de aumentar como uma funcao de taxa de cresci-
mento da populagao, essa tendéncia é observada também em LA. Isso significa que
no caso de migracao positiva dependente da densidade, populagoes com baixas taxas
de crescimento serao mais propensas a sincronizar em comparagao com outras cuja

taxa de crescimento é alta.

Observamos também que, para os modelos com dependéncia da densi-
dade no processo migratorio, tratados neste trabalho, algumas caracteristicas bésicas
apresentadas em modelos com migragao independente da densidade nao sao alte-
radas. Por exemplo, dinamicas cadticas em redes com um niimero significativamente
grande de sitios sao dificeis de sincronizarem. Isso decorre do fato que a intensidade

do acoplamento entre os sitios é essencial no fenomeno de sincronizacao, no sen-



3 Sincronizagao em Sistemas Cadticos - Uma FEspécie 86

tido de que redes mais fortemente conectadas sdo mais propensas a sincronizar (por
exemplo, acoplamento global é mais propenso a sincronizar do que o acoplamento
com os dois vizinhos mais préximos). Outra semelhanga entre os dois modelos é que
o parametro zr tem a mesma influéncia no nimero transversal de Liapunov de um
atrator sincronizado que a fragao de dispersao (parametro x) no modelo de migracao

nao dependente da densidade.
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4 SINCRONIZACAO EM SISTEMAS
CAOTICOS - uuLriEspEcIEs

O interesse em estudos de sincronizacao em redes de populagoes aco-
pladas via migracao é crescente como ja foi visto no capitulo anterior. Nessa linha,
investigamos a influéncia da migracao dependente da densidade no fenomeno de sin-
cronizacao de orbitas cadticas, em modelos metapopulacionais de multiplas espécies.
A dependéncia da densidade em movimentos migratérios implica em um acopla-
mento nao linear, o que torna mais dificil o tratamento analitico do problema. Além
disso, o fato de termos k espécies estabelecendo-se no sistema, contribui para o

aumento dessa dificuldade.

Consideramos inicialmente o modelo cuja dinamica local apresenta hie-
rarquia (para maiores detalhes sobre este modelo ver Capitulo 2 deste trabalho).
Para este caso obtivemos uma férmula para os (n — 1)k numeros transversais de
Liapunov associados ao sistema, generalizando alguns resultados obtidos no Capitulo
3. Ainda com relacao a esse modelo hierarquico, estudamos a possibilidade da
ocorréncia de sincronia parcial (formacao de “clusters”) em regidoes onde o maior
numero transversal de Liapunov é maior do que um (a regiao de impossibilidade de
coeréncia, segundo [30]), relacionando este fenémeno com a migracao dependente

da densidade.

A possibilidade de sincronizacao em redes de populacoes acopladas cuja
dinamica local corresponde a modelos com estrutura etdria, bem como um modelo
epidéemico do tipo S-I-S também sao investigados. Fendomenos interessantes sao

evidenciados numericamente.
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4.1 Estado Sincronizado e Linearizacao

Consideramos o modelo metapopulacional multi-espécies descrito no

Capitulo 2 dado por

J

xE = f(x) =) T b@(F(x)), Vi=1,2,..,n,t=0,1,.., (4.1)
=1

onde admitimos todas as hipoteses descritas na Segao 2.1, com a hipdtese adicional
que f : R’i — R’i ¢ uma funcao limitada de classe C1*<, com 0 < ¢ < 1. Além disso,
vamos admitir que f possui um atrator €2, e uma medida natural associada p, com

suporte em €.

Definicao. (Estado Sincronizado) Uma orbita referente ao sistema (4.1) € dita
estar em estado sincronizado se, para cada t = 0,1,2, ..., temos que x; = x'. = x,

Y
Vi, j=1,2,...,n.

Isso significa que o sistema estd em estado sincronizado se todas as
subpopulacoes possuem o mesmo numero de individuos, porém a densidade popu-
lacional nao se mantém necessariamente constante ao longo da evolucao do tempo.

As solucoes sincronizadas assumem valores no subespaco k£ dimensional
S = span{vi,va, ..., Vi } (4.2)

do espaco de fase do sistema, onde

vi = ((1,0,...,0), (1,0,...,0)x, ..., (1,0, ..., 0)x) %, ,

vy = ((0,1,0,...,0)%,(0,1,0,...,0), ..., (0, 1,0, ..., 0)x) X,

vi = ((0,..,0, D, (0, .., 0, )i, ey (0, ..., 0, 1)) L.
A condigao Y 7", ¢ji = 1 para cada j = 1,2,...,n é suficiente para que o subespago
S seja invariante com relacdo ao sistema (4.1), e assim garanta a existéncia de
solugbes sincronizadas. Denotando o sistema (4.1) na forma sucinta (2.7), é facil
ver que Q,, = {(X,X,..,X);x € 4} estd contido em S, correspondendo entao a um

atrator sincronizado para F|s.
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Seja X! = (x,x!,...,x!) € R¥™ um estado sincronizado do sistema
(4.1), onde x!. = (z},2%,...,2%) e x¥ € Q4. Assim como no capitulo anterior, a
estabilidade assintdtica transversal de €2, sera avaliada pelo processo de linearizagao
do sistema. Nessa direcao, adaptando os calculos realizados na demonstracao do

Teorema 2.1, a matriz jacobiana do sistema (4.1) calculada em X!, é dada por
J(X,) = I, ® Df(x) — B ® (D(f(x,)) Df(x))), (4.4)

onde estamos assumindo que ® é de classe C'* numa vizinhanca de Q. Assim
como na Sec¢ao 3.2, estamos interessados em avaliar o comportamento de compo-
nentes transversais a orbita sincronizada. Para isso, consideramos novamente a re-
presentacio B = Q'BQ, onde B foi definido em (3.10) e Q é a matriz de mudanga
de base descrita na Secdo 3.2. Seja St o complemento ortogonal de S em R™ ¥ ou
seja, R™* = S @ S*. Essa decomposicao nos permite considerar a representacao de
um vetor w € R™* em termos de uma base I' formada pelos vetores vy, va, ..., Vy
(definidos em (4.3)) juntamente com outros k(n — 1) vetores linearmente indepen-

dentes que geram S*. Nesse sentido, temos o seguinte resultado

Lema 4.1. Considere a base I' descrita no pardgrafo anterior, entao a matriz de

mudanca de base, da base usual do R™* para T', é dada por Q @ I,.

Demonstragao. Inicialmente, relembramos a discussao da Secao 3.2, onde considera-

mos a decomposicio R* = S @ S*, com S = span(v), v = (1,1,..., 1)L e S+ ¢
o complemento ortogonal de S em R™. Sejam uq,us,...,u, 1 vetores coluna n-
dimensionais linearmente independentes tais que St = span(ui,us,...,u,_1). E
facil checar que, se vy, Vs, ..., vy s@o dados como em (4.3), entao

Vi=0®e, Vo =v&¢€a,...,Vip =V e,
onde

er = (1,0,...,0){,ea = (0,1,...,0){,...,ex = (0,...,0,1){.

Utilizando as propriedades do produto de Kronecker, temos que,

vi-(uy@e) =(w®e) (uy@e) = ul)®(e;-ef) =0, (4.5)
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paratodoi, f =1,...,k, j=1,...,n— 1 e onde usamos a ortogonalidade entre v
e u;. Do fato que (uq,uq, ..., u,—1) é um conjunto de vetores linearmente indepen-
dentes em R", ¢ facil verificar que os vetores {u; ® eg}iff:_f sdo linearmente indepen-
dentes em R™**; portanto, utilizando (4.5), vemos que S+ = span({u; @ 64}2’;:11).

Assim, I' = [{Vz‘}f:ﬁ {u; ® ee}%:ll]-
Seja
T

X = ($1173721, ey L1y X12, X225+ -« 3 T2y - o v v - s Tiny L2ny - - - 7xkn>

um vetor pertencente a R™*. De acordo com a discussao da Secdo 3.2, para cada

1=1,...,k, podemos escrever
T
(i1, Tig, - -, Tin)" = din0 + diguy + ... + diptpn_1,
n
onde, para cada ¢ = 1,...,n, dy = E qe;Tij € qg; sao as entradas da matriz Q.

j=1
Assim, utilizando a propriedade de distributividade do produto de Kronecker com

relacao a adicao, temos

(@i1, Tig, - - - 7xin)T ®e; = dipnv @ e; +dipu; ® €; + ... + dinu,— D €.

k
Da igualdade acima e do fato que x = E (Ti1, Tioy - - - ,:Em)T ® e;, decorre que a
} R i=1
representacao do vetor x com relagao a base I' é dada por

(dll,dgl, e ,dkl;dlg,dgg, . ,dkg; ...... ;dlnadQny e ,dkn)T = (Q X Ik) X,

o que prova o resultado enunciado no Lema. Il

Um célculo simples mostra que, do fato que A\g = 0 é autovalor simples
de B, este é um autovalor de multiplicidade k£ para B® I}; seu auto-espaco associado

é precisamente S. Dessa forma, reescrevendo J(X!) (dado em (4.4)) como

J(X{) = I @ DE(x}) — (I, ® (DO(£(x()) DE(x()))(B & 1),
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vemos que S é um subespaco invariante com relagao a J. Isso nos induz a considerar
a representacao de J em termos da base I', ou seja,

Q@ I)J(X)(Q® )" = (I, ® DE(x!) — B (DP(f(x)))Df(x})) =
o (4.6)

(In-1 ® DE(x}) — A® (DO(f(x;)) DE(x)))

O,

onde Oy, é a matriz nula de ordem k x k. Assim, a estabilidade assintética transversal

de 2, pode ser avaliada através do sistema linear
Yier = (I © DE(x!) — A @ (DD(E(xL)) DE(X)))Vi, (4.7)

onde Y; = (y1,¥5 - ¥h 1), ¥5 = (W1, ¥bj, - Uk;)" e A definida em (3.10). Para
isso, vamos supor que ([,,-1 ® Df(x) — A ® (D®(f(x))Df(x))) é invertivel, para
x € Q. Também supomos que In™ ||(I,—1 ® Df(-) — A® (D®(f(-)) DE(-)))|| € L*(p).
Com isso, o limite

. 1
7-1—1>r—{looHP7-71PT72“.POHT’ (48)

onde P, = (I,_, @ Df(xT]) — A® (D®(f(x7))Df(x7))), existe para quase todo x° €
Q. (com relagao a medida p) e é independente de x?. O limite dado em (4.8)
corresponde ao maior nimero transversal de Liapunov associado ao atrator €2,.
Isso nos habilita a enunciar o Teorema abaixo, que fornece uma condicao suficiente

para a estabilidade assintética transversal de €0, e que generaliza os resultados

estabelecidos no Teorema 3.1.

Teorema 4.1. Admitimos as hipdteses sobre £, ® e a matriz C' consideradas até

agora. Entao, o maior numero transversal de Liapunov do atrator (1, € dado pelo

limite (4.8). Além disso, se
lim [Py Prs. L R|7 <1, (4.9)

entao o atrator Q.. € transversalmente assintoticamente estdvel.
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Observacgao 4.1. Se assumirmos que B ¢é diagonalizavel, um célculo simples mostra

que o sistema (4.7) pode ser escrito na forma

n—1
Yir = @Ik — A DB(E(x))| DE() Yy, (4.10)

j=1
onde A1,...,\,_1 sao os autovalores nao nulos de B. Consideramos a norma espec-
tral [|A| = max{||A1], ..., [|4n||}, onde A = diag[A;, ..., A,] é matriz diagonal por
blocos e Ay, ... ,A, sdo matrizes quadradas de dimensao k. Assim, se A, € spec(B)

¢ tal que seu bloco correspondente possui a maior norma, entao podemos reescrever

o critério (4.9) como

lim ﬁ[[k — \Dd(£(x?))] DE(x?) " (4.11)

De acordo com o Teorema 4.1, érbitas que iniciam proximas do atrator
Quk, irao se aproximar deste a medida que ¢ — +oo se garantirmos que a de-
sigualdade (4.9) for satisfeita. Entretanto, condigoes para que isso ocorra, como as
estabelecidas no Teorema 3.1, sao dificeis de obter para f e ® genéricas. Portanto,
vamos considerar alguns casos especiais de interesse no contexto biolégico em que

podemos considerar certas hipoteses simplificadoras.

Inicialmente, consideramos o caso em que todas as espécies envolvidas
possuem a mesma fragdo migratéria, ou seja, p;(x) = i, Vi = 1,2, ..., k. Assim, no
caso de B ser diagonalizavel, o sistema linear (4.10) pode ser escrito na forma

n—1

Vs = @I = Ay ) DIEGK))Y (412)

Jj=1
Nesse caso, um critério de estabilidade transversal para €2,;, mais explicito do que

(4.11), pode ser obtido, de acordo com o Teorema abaixo

Teorema 4.2. Consideramos o sistema (4.1) com a matriz de conectividade C' dada
por (3.31) (acoplamento global). Seja p;(x) = p, Vi = 1,2,...,k. Admitimos as
hipéteses sobre £ descritas na presente secio e que In™ | Df(+)|| € L*(p). Além disso,

supomos que, para cada j = 1,....,n— 1, a matriz [1 — \; i] D(f(x)) € invertivel
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para todo x € Q. Seja L o maior numero de Liapunov associado ao atrator €.
Entao se

11— ML <1, (4.13)

onde A = ~"=, o atrator Qy;, ¢ transversalmente assintoticamente estdvel.

Demonstra¢ao. O maior nimero de Liapunov L do atrator €2, é dado por L =

7—1 T
11 Dofe<)
t=0

x? € Q.. Esse limite existe para quase todo x? € €, (com relagao & medida p) e

lim , onde {X"%};cz+ é uma 6rbita sincronizada do sistema (4.1) e
T—+400

nao depende sobre x° € (.

Como @;:11[1 — \; i) Df(x) é invertivel para todo x € Q, a estabili-

dade assintética transversal de §2,,;, é garantida se

T—1n-1 T
lir+n H@ N ] DE(x)|| <1 (4.14)
t=0 j=1

(para detalhes ver [7]). Como L = lim

existe, o mesmo é valido
T—+00

T—1 T
[1Dt(x)
t=0

para o limite dado em (4.14). De fato, observamos que

7—1 n

H@l_ j H Dfxt)

t=0 j=2

[1— et TT75, DE(x;)
[1— A" TT7S DE(x})
Seja ||Al] = >, [JAil|, onde A = diag(A,, ..., A,), a norma considerada neste caso.

Portanto, temos que

-1 n T—1
[1DIt - A ] DECx)|| =I1 — Aol || T DEGE) | + . + 11 = At | [] DEG)
t=0 j=2 t=0

—(11 = Nl + o |1 = Mail")

T—1
[0t =
t=0
7—1

[[ptx)

—(n— D)L — M
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onde A = -4, ji que estamos supondo que o acoplamento ¢ global. Ou seja, a

matriz de configuragao da rede C' é dada por (3.31) e os autovalores de B = I, — C

sao dados por A\g =0 e Ay = ... = A\,_1 = A = <. Assim, o limite dado em (4.14)
fica na forma
1
T—1 T T—1 T
lim ((n — DL =gl | [] pex) D =[1—Xg lim ([]DfGD)| <1,
T—+00 0 T—+00 =0
onde usamos o fato de que lim (n — 1)% = 1, para um numero finito de sitios

T—+00

n. Assim, se |1 — Aa|L < 1, o atrator €, é transversalmente assintoticamente

estavel. O

Observagao 4.2. Observamos que, assim como no caso de uma unica espécie (ver

Observagao 3.1), se assumirmos que sup ||(1 — A\z)Df(x)|| < 1, ndo é necesséria a
x€ERFK

hip6tese de invertibilidade de (1 — Amw)Df(x%) e podemos usar o Teorema do Valor

Médio diretamente para garantir a estabilidade assintética transversal do atrator

sincronizado.

4.2 Hierarquia na Dindmica Local

Considere a dinamica local com hierarquia. Dessa forma, conforme

discussao da Secao 2.2, Df é uma matriz k x k triangular inferior. E a matriz D®

é dada por D® = diag <% ¢y %> .

Ox1? Oz’ """ Oxy,

Abaixo determinamos uma expressao para os nimeros transversais de
Liapunov associados ao atrator sincronizado 2,,. O teorema a seguir é uma genera-
lizacao dos resultados estabelecidos no capitulo anterior onde o caso de uma tnica

espécie foi considerado (Teorema 3.2).

Teorema 4.3. Assumimos as hipoteses sobre a matriz de conectividade C descritas
no Capitulo 2. Seja f : R’i — R’i com a estrutura hierdrquica dada acima e p uma

medida de probabilidade ergodica e invariante com relagao a f. Supomos que cada

componente f; : RE — R da fungdo £ satisfaz In* ‘g—ﬁ()’ € L'(p). Seja também
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€ L'(p) para

® : RE — R tal que cada componente ¢; satisfaz In™ ‘1 — A gﬁ()

todo autovalor \; da matriz B = I,, — C. Entdo, existe um conjunto M € RY com
p(M) > 0, tal que para todo x° € M os mimeros transversais de Liapunov da drbita

{X}iez+ sao dados pela expressio

Kf = exp / In
)

parai=1,...,k, j=1,...,n—1.

) 99

o,
N )

- L0 ).

Demonstragdo. Para cada x? € ]R , os expoentes de Liapunov da drbita X! sdo

definidos como os autovalores da matriz Tyo = lim (750755 )? onde

T—00

7—1 n—1

= [[ Pl — \DO(£(xL))| DE(xE).

t=0 j=1

A existéncia desse limite sera discutida a seguir.
A matriz T, é diagonal por blocos, onde cada j-bloco é dado por
Ik = A DO(E(x))|DE(x]) - - [Ty — A\ DO(E(x{))| DE(x ).

A matriz [I, — A\;D®(.)| Df(.) é triangular inferior (ver inicio da Sec¢ao 2.2). Do fato
que o produto de matrizes triangulares inferiores resulta em uma matriz triangu-
lar inferior segue que o j-ésimo bloco de 7™ ¢ uma matriz triangular inferior com

elementos da diagonal dados por

= (1-nged) ) oo (1- 0526 )) e,

Como o sistema (4.10) é regular (ver [90], p. 465), e a matriz T, é
uma matriz triangular, segue que os expoentes de Liapunov do sistema sao dados

por (ver [26])

T—1
i . 1 a¢z afz s
A = Tlggo;;ln <1 — Aja_x,-(xt>> oz, ——(x})|, (4.15)
parai=1,---,k j=1,---,n—1. O limite acima existe para todo x° pertencente

a um determinado conjunto M € R tal que p(M) > 0. Isso é uma conseqiiéncia
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do Teorema Ergédico de Birkoff (ver [104], [33]). Esse mesmo teorema garante que

os expoentes de Liapunov sao da forma

Af :/ In|1
R

1=1,---,k, j=1,--- ,n— 1. Definimos

agbz 0 fZ )
A 8@ 8@ ’

= 9o ofi
A = In|l—X\; d
e [ 1A G o) [0 dnto)
t=1,---k, g =1,--- ,n—1 os numeros de Liapunov transversais associados a
érbita { Xt ez O

Corolario 4.1. Admitimos as hipoteses do Teorema 4.3. Supomos que €, € um
atrator para f e p € uma medida natural com suporte sobre . Além disso, ad-
mitimos que £ e ® sdo de classe C**s, com 0 < ¢ < 1 numa vizinhanca de €, e,
para cada j =1,...,n—1, [I = \;DO(f(-))| DEf(-) € invertivel quando restrito a Q.
Entao, se

A<, (4.16)

onde A = Ignax Al o atrator Q. € transversalmente assintoticamente estdvel.
i=1:k;j=1n—1

Demonstrag¢ao. Das hipoteses supostas no Corolario e pelo Teorema Ergddico de
Birkhoff, o limite dado em (4.15) existe para quase todo x% € € (com relagao a

medida p). Consideramos agora o maximo dos nimeros de Liapunov de cada bloco,

A = max A1 A2 = max A2 e, A= max A” L
=1,k =1,k =1,k
e, finalmente o maximo desses, isto é, A = max A, Com isso, utilizando o
j: 7'“7n_1

Teorema 2.19 em [7], se A < 1 o atrator 2, é transversalmente assintoticamente

estavel. O

Observacgao 4.3. No caso em que as fragoes migratérias sdo constantes (isto é, as

fragdes migratdrias sao dadas por pq, fo, ..., tir) podemos utilizar o Teorema 4.3 para
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obter a seguinte representacao para Kf ,

Ofi

8_1:1- (x)

afi
= In|l — A\ju| +1
exp/Rk n | jMH—n@x

+

dp(x)

A :exp/ In|l — Ajul
k

R

(x)

dp(x)

i

Ofi
=exp {lnll—kjuﬂp(ler)—i-/ 5 (x )‘dp(x)}
RE | O
Ofi
=[1 = Ajpi -(x)| dp(x),
t1=1,---,k, j=1,--- ,n—1. Esse resultado generaliza o Teorema 4.2, para o caso

de hierarquia.

Observacao 4.4. Se asssumirmos as hipdteses do Corolério 3.1, podemos demons-

trar que, se A, = max AJ denota o maior dos nimeros de Liapunov quando
i=1:k;j=1mn
consideramos n sitios, entao lim A,, > 1. Abaixo esbocamos a demonstracao desse
n—-—+00

resultado, que é similar a do Corolario 3.1.

Inicialmente, observamos que

A:maxexp{/ In 1—)\~8¢i
1] Ri

5o |30 dp<x>}

= exp {miaxmjax{/wi Inl-— ]giz( )‘ giﬁ(x)’ dp(x)}} .
Dessa forma, podemos escrever

11—\

A =exp {max max {/ In y (9@251 ‘ ’ afl dp(x)+
i J A; 8:{:@

3(2% 3fz 0, of;
+/Bfn - H \ '”<X>+/cf“ 1= 052 )Haxﬁ >\dp<x>}},

onde A; = {x € R%, 0 < gii(x) &*(n)}, B = {x € R, gf;(x) > £*(n)} e
Ci = {x e RE, %2(x) <0}.

Utilizando (3.35), obtemos

A:exp{m?x{/A In 1_>\1§i( )‘ gi? (x)| dp(x)+
(%z 3]'} 9¢i fi
+/Biln)\ D H (X)+/Ciln 1— Ao 15, ()‘ 81’1( )‘dp(x)}}
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Dessa forma, se definirmos i,,,, como sendo o indice correspondente

onde ocorre o maximo acima, temos

8@ Ofi
A= In |1 — A LDiman mas
0¢; of;
+/ In | A1 Divnas (x) — 1‘ ’M(X)‘ dp(x)+
Bimax axl '
(9(;51 of;
In |1 — mas maa .
o miean ) | e )| dp<x>}

Utilizando o Teorema da Convergéncia Dominada, e o fato que lim &*(n) = 2/a,
n—-+400

segue que

lim InA, = / In (a%(x)) ‘%(x)‘ dp(x)+
n—-+too (x€RE, 2% (x)>2/a) Ox; Ox;

+ a,
+ ln ]_ — Qa mazx X max X d x 2 O’
/{XERk: Gok (x)<0} ( Ox; ) Ox; ()| dp(x)

e o resultado segue da desigualdade acima.

Observamos que da expressao (4.15), os expoentes transversais de Li-

apunov do atrator ,;, para quase todo x? € Q,;, (com relacio & medida p), sao

dados por
T—1
i 1 B t
Ai—TlEEoT;(ln L= X7, 0)| +1n ‘(%ﬁi(XS))
T—1 T—1
8fz 00 (4.17)
= Jim S| ¢ i TS 1)
:Lg"i_Ag?

onde Lg ¢ o expoente de Liapunov da orbita associado a dinamica local e A‘Z é um
quantificador que envolve a taxa de variacao de migracao da referida espécie e os
autovalores da matriz B. Definindo A7 = exp(A7), A} = exp(A)) e L} = exp(L)),
os numeros transversais de Liapunov sao dados por

exp(A)) = exp(L] + AY)

- 4.18
AN =1L Al )
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Ou seja, é possivel separar os numeros transversais de Liapunov no produto dos
numeros de Liapunov da dinamica local por um parametro que depende do processo
de migracao associado ao sistema. Esta mesma separacao foi encontrada para o
caso de uma unica espécie e nos permite analisar a influéncia da taxa de migragao
com relacao a posssibilidade de sincronizacao, estudando isoladamente o parametro

max{A7}.
]

Nessa dire¢ao, nas simulacoes numéricas realizadas abaixo assumimos
que o sistema corresponde a somente duas espécies. A dinamica local utilizada é a
da forma hierdrquica dada em (2.23) e consideramos fungoes de migragao discuti-
das no Capitulo 3. As Figuras 4.1 (a) e (b) mostram max{df} e max{dg_}, 08

0] 0]

parametros espaciais com migracao positiva e negativa dependente da densidade,
correspondendo a valores de 3 > 0 e § < 0, respectivamente, como funcao da taxa
de crescimento intrinseco (dado por r1) da espécie um. O modelo metapopulacional
considerado envolve 8 sitios com acoplamento com os dois vizinhos mais proximos.
A taxa de crescimento da espécie dois foi mantida constante, com um valor esco-
lhido na regiao onde o comportamento local é instavel (ry > %) Assim como no

~ +
caso de uma espécie, discutido no Capitulo 3, existe uma tendéncia de max{A] }

i

crescer como funcao de r; e maX{AZ_} decrescer como fungao de r; (comparar com
[2¥}

a Figura 3.3). Uma possivel explicagao, decorre do fato que, de acordo com (2.23),

a dinamica local da espécie um é influenciada somente por ela prépria, ou seja, é

independente da dinamica da espécie dois. Assim, a primeira componente do vetor

x! obedece a um comportamento similar ao descrito no Capitulo 3, ou seja, ao de

uma orbita sincronizada relativa a uma tunica espécie.

Uma outra caracteristica é que, a medida que aumentamos o parametro
[, observamos que a tendéncia de crescer com a funcao migratoria positiva e de-
crescer com a funcao migratoria negativa vai se descaracterizando. Entretanto,
apesar dessa tendéncia perder forca, fendmenos interessantes comecam a aparecer,
como pode ser observado na Figura 4.2. Para os valores de r; proximos de r; = 2,87,

~ + ~ -
por exemplo, os valores dos parametros max{A! } e max{A] } sofrem um acen-
(2 ,]

)
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Figura 4.1: max{A’} como fun¢ao do 1, 8 sitios com acoplamento com os 2 vizinhos
/L?J

mais proximos, o = 5,0095, « = 0,6, g = 0,9. (a) Dependéncia positiva
da densidade, § = 1. (b) Dependéncia negativa da densidade, § = —1.

1.1

11
1

1
03

25 3 35 4 45 g 25 3 35 4 1.5 5

Figura 4.2: max{A’} como fun¢ao de ry, 8 sitios com acoplamento com os 2 vizinhos
17]

mais proximos, 1o = 5,0095, « = 0,6, 1 = 0,9. (a) Dependéncia positiva
da densidade, 3 = 10. (b) Dependéncia negativa da densidade, 3 = —10.

tuado acréscimo, o que é caracteristico de uma forte tendéncia de instabilidade do
estado sincronizado. Este fenomeno esta diretamente associado ao comportamento
da taxa de variacao do processo migratorio: se esta taxa apresenta valores grandes
(0 que ja foi constatado numericamente: ver Figuras 3.4 ¢ 3.6 (c) e (f)), o parametro
max{dz +} tem tendéncia de apresentar valores grandes, como pode ser observado
2,

através da expressao (4.17).

Observamos agora os numeros transversais de Liapunov relativos ao

sistema e correspondentes aos valores da parte espacial mostrada acima. Como

pode ser visto na Figura 4.3, somente para uma pequena regiao de r; (entre 2.5 e 3),
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Figura 4.3: Maior nimero transversal de Liapunov do sistema como funcao de rq, 8
sitios com acoplamento com os 2 vizinhos mais préximos, ro = 5,0095,
a = 0,6, g =0,9. (a) Dependéncia positiva da densidade, # = 1. (b)
Dependéncia negativa da densidade, § = —1.

Figura 4.4: Maior nimero transversal de Liapunov do sistema como funcao de rq, 8
sitios com acoplamento com os 2 vizinhos mais proximos, ro = 5,0095,
a = 0,6, & = 0,9. (a) Dependéncia positiva da densidade, 5 = 10. (b)
Dependéncia negativa da densidade, § = —10.

existe a possibilidade do estado sincronizado ser assintoticamente estavel. A medida
que aumentamos o valor de 3, um aumento na amplitude dos valores do ntmero
transversal de Liapunov ocorre (ver Figura 4.4). Este aumento é mais acentuado
para os valores onde a parte espacial apresentou forte tendéncia a desestabilizar a
sincronia. Entretanto, neste caso, a regiao de possivel estabilidade assintética do

estado sincronizado é praticamente a mesma para os valores de  apresentados.

Quando o acoplamento considerado € intermediario, do tipo anel ciclico
cujos vizinhos sao os quatro mais proximos, observamos o mesmo comportamento
qualitativo referente a parte espacial com valores de § =1 e § = —1 (ver Figura

4.5). Quando tomamos [ maior em magnitude (ver Figura 4.6) a tendéncia de crescer
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Figura 4.5: max{A?} como funcio do 1, 8 sitios com acoplamento com os 4 vizinhos
Z?]

mais proximos, 1o = 5,0095, « = 0,6, 1 = 0,9. (a) Dependéncia positiva

da densidade, 3 = 1. (b) Dependéncia negativa da densidade, 5 = —1.

Figura 4.6: max{A’} como fun¢ao do r1, 8 sitios com acoplamento com os 4 vizinhos
17.7

mais préoximos, ro = 5,0095, « = 0,6, i = 0,9. (a) Dependéncia positiva
da densidade, 5 = 10. (b) Dependéncia negativa da densidade, § = —10.

com valor de (3 positivo e decrescer com valor de [ negativo acentua-se novamente,
revelando ainda forte tendéncia em desestabilizar o sincronismo. Isso ocorre para os
mesmos valores que no caso de acoplamento com os dois vizinhos mais préximos. Os
nuameros transversais de Liapunov referentes a estes dados estao contemplados na
Figura 4.7. Observamos que a regiao de possivel estabilidade assintética do estado

sincronizado é maior que no caso anterior.

As Figuras 4.8 e 4.9 mostram a parte espacial e os nimeros transversais
de Liapunov como funcao da taxa de crescimento 7y, respectivamente, para diferentes
valores de 3, para o caso de acoplamento global. Observamos que ha uma reducao

nos valores da amplitude da parte espacial bem como dos niimeros transversais de
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Figura 4.7:

Maior nimero transversal de Liapunov do sistema como funcao do ry, 8
sitios com acoplamento com os 4 vizinhos mais préximos, ro = 5,0095,
a = 0,6, p = 0,9. (a) Dependéncia positiva da densidade, 5 = 1. (b)
Dependéncia negativa da densidade, § = —1. (¢) Dependéncia positiva
da densidade, 5 = 10. (d) Dependéncia negativa da densidade, 3 = —10.

Liapunov. Além disso, comparando os graficos em relacao aos outros acoplamentos

considerados, é possivel perceber que a medida que ocorre mais interacao entre os

sitios (tendendo ao acoplamento global) a regiao passivel de estabilidade assintética

do estado sincronizado torna-se maior.
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Figura 4.8: maX{Az } como fungao do 7y, 8 sitios com acoplamento global, ry =
1/7‘7

5,0095, « = 0,6, i = 0,9. (a) Dependéncia positiva da densidade, 5 =
1. (b) Dependéncia negativa da densidade, 3 = —1. (c¢) Dependéncia
positiva da densidade, 5 = 10. (d) Dependéncia negativa da densidade,
B = —10.
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Figura 4.9: Maior niimero transversal de Liapunov do sistema como func¢ao do ry,
8 sitios com acoplamento global, 7, = 5,0095, « = 0,6, & = 0,9. (a)
Dependéncia positiva da densidade, § = 1. (b) Dependéncia negativa
da densidade, 5 = —1. (c) Dependéncia positiva da densidade, 5 = 10.
(d) Dependéncia negativa da densidade, § = —10.
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Apresentamos numericamente o erro de sincronizacao para duas espécies.

Definimos por
1 n
ef = = E |zt — a2t
P = . .
n 4 1,5 1j+10
J=1

t _ t . . ~ . ;.
xl,n+1 = xl,j o erro de simcronizacao associado a especle um e

n
1
2 t t
e, = — E Lo, — Xy
t
n 4 | 2,5 2,]+1|7
J=1

2} .41 = 21, o erro de sincronizagao associado a espécie dois. Sincronizagao ocorre
seef — 0, el — 0comt — +oo. A Figura 4.10 mostra o erro de sincronizagao como
funcao de . O gréfico em vermelho representa o erro de sincronizacao referente a
espécie um e o verde referente a espécie dois. Comparando os casos de migragao
dependente da densidade com migracao independente da densidade observamos que
a migracao dependente da densidade reduz o intervalo de sincronizacao favorecendo
assim a persisténcia da populagao. Além disso, conforme mais sitios interagem no

sistema, menos sincronia ocorre para ambos os casos de migragao.
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Migragén Independente da Densidade

Migragéo Dependente da Densidads

Figura 4.10: Erro de Sincronizagao versus parametro g, com 3 = 30, o = 0,6,
ry = 2,79 e ro9 = 3,05, vermelho é referente a espécie um e o verde
referente a espécie dois. Os graficos (a), (¢) e (e) correspondem ao
caso de migracao dependente da densidade e os graficos (b), (d) e
(f) correspondem ao caso de migragao independente da densidade. O
acoplamento considerado é o com os 2 vizinhos mais préximos. Em (a)
e(b):n=4. Em(c)e(d): n=>5 Em (e)e (f): n=6.
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De acordo com a discussao vista até agora, a estabilidade transversal
de atratores cadticos contidas em S pode ser investigada através do calculo do maior
nimero transversal de Liapunov (4.18) associado a este atrator. Quando os nimeros
transversais de Liapunov sao menores que um temos a regiao onde a sincronizagao
é possivel e quando estes ntimeros forem maiores que um temos a regiao onde nao
ocorre sincronizagao (de acordo com [30], a regido de impossibilidade de coeréncia).
Na referéncia [19] foi observado, através de um modelo metapopulacional com mi-
gracao nao dependente da densidade, que na regiao de impossibilidade de coeréncia
fenémenos complexos podem ocorrer, tais como sincronizagao “fora de fase” (ou
sincronizacao parcial), intermiténcia on-off e bifurcacao blowout, mostrando que a
dinamica do acoplamento pode ser mais imprevisivel do que se pode esperar. De
fato, no referido trabalho pode-se ver que dependendo dos parametros utilizados
ocorre sincronizacao em forma de “clusters”, isto é, grupo de sitios sincronizando
entre si. Em [83] foi observado que a perda de coeréncia e a ocorréncia de subgru-
pos de osciladores sincronos dependem sensivelmente da dinamica local, numa rede

globalmente acoplada de equacoes logisticas.

Nosso interesse é verificar se fenomenos dessa forma ocorrem para o

modelo descrito pelas fungoes

f1 (X) = xle” -

fo(x) = xoe™ T2,

e fungoes de migracao dadas por

Hq

p(x) = =) (4.19)
(§]
_ Ho
MZ(x) - 14+ eBl—x) (420>

para as espécies um e dois, respectivamente. Observamos que as funcoes migratorias
sao as mesmas ja consideradas no trabalho, entretanto com fragao migratéria maxima
especifica para cada espécie. De fato, as investigagoes numéricas revelaram que,

fenomenos semelhantes ocorrem na regiao de impossibilidade de coeréncia. Além
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disso, observamos que o parametro ( tem influéncia direta sobre uma maior ou
menor ocorréncia de sincronizacao parcial. Para ilustrar esse fato, consideramos
uma rede de 10 sitios globalmente acoplados e analisamos a variagao dos parametros
r1 e [3, para os casos de migracao dependente da densidade com 3 > 0 e 3 < 0,
com relagdo a espécie dois. Escolhemos ro = 3,7, a = 0,6 e r; € [5,4,6], dessa
forma, para quase todo ponto inicial (com rela¢ao a medida de Lebesgue) temos a

dindmica local cadtica (ver [100]). A Figura 4.11(a) mostra a regido de impossi-

248

184
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054

-126

188

-28

54 552 5B4

(a)

Figura 4.11: Diagrama de cores r; versus [ com ji; = 0,1, 71, = 0,9; (a) Regiao
escura: numero transversal de Liapunov menor ou igual a 1; Regiao
branca: nimero transversal de Liapunov maior do que 1. (b) Formagao
de “clusters”.

bilidade de coeréncia (regiao branca) em func¢do dos parametros r; e [3, com fi; e
11y fixados; a Figura 4.11(b) mostra a formagao de “clusters” nessa mesma regiao.
Utilizamos um padrao de cores em tons de preto a branco numa escala de 1 a 10,
essa variagao corresponde ao numero de “clusters” (com relagao a espécie dois) que
se formam para os parametros considerados, isto é, o nimero de grupos de sitios
sincronizando entre si. Somente a regiao branca foi analisada, com isso podemos ob-
servar a influéncia da migracao dependente da densidade na formacao de “clusters”
na regiao de impossibilidade de coeréncia. Esse estudo é biologicamente relevante,
ja& que, apesar de estarmos considerando uma regiao onde os parametros sao tais

que nao héa a possibilidade de sincronizacao de ambas as espécies, uma delas pode
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sincronizar de forma total ou parcial, aumentando sua probabilidade de extingao

(ver [32]).

Espécie Um

AR A0 ol L

0
39600 39650 39700 39750 30800 9850 39900 9950 40000
3060 9650 3700 9750 39800 39850 29900 39960 40000

Tempo

(a) (b)

Figura 4.12: Séries temporais da espécie um (a) e dois (b) com r = 5,58. Foram
plotados 400 iteracoes apds descarte de 39600 transientes.

Para uma analise mais local do comportamento da dinamica ilustrado
na Figura 4.11, escolhemos r; = 5,58, com isso a dinamica local é cadtica, como pode
ser observado através das séries temporais mostradas na Figura 4.12. A Figura 4.13

mostra a influéncia do parametro (§ na formagao de “clusters”. Valores de (3 positivos

Namero de Clusters

Figura 4.13: Numero de clusters em funcao do parametro (.

parecem fornecer um maior espectro de possibilidades do que para valores negativos.
Escolhendo 8 = 0,8399, observamos a formacao de trés subgrupos de sitios onde a
espécie dois oscila de forma sincrona: o sitio 1 isoladamente, um primeiro subgrupo
formado pelos sitios 2, 3, 4, 5 e 6, e um segundo subgrupo formado pelos sitios 7,
8,9 e 10. A Figura 4.14(a) mostra a série temporal da dinamica da espécie dois,

todos os sitios foram considerados. Podemos notar nessa figura o comportamento
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de, aparentemente, dois grupos distintos; na verdade ha trés grupos, mas a diferenca
absoluta entre dois deles é pequena e tem comportamento complexo do tipo on-off
(ver Figura 4.14(b)). Um fenémeno interessante de periodicidade ocorre quando
[ = —1,4; para este valor de [ ocorre uma sincronizacao parcial de dois grupos de
sitios, e a dinamica tem periodo quatro. Isso ocorre para a espécie dois bem como
para espécie um (ver Figuras 4.15(a) e 4.15(b)). Um comportamento semelhante foi
observado em [19], entretanto com relagao ao modelo tratado aqui nao observamos

sincronizagao com retardo de fase. Como pode ser observado na Figura 4.13, para

0 000025
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000015

Espécie 2

0.0001

56005

il ”p!)ﬁ/'f/“"'»'/ N T “‘m L

.00 80 @0 .0 A0 W00 00 0040 0RO 0SB 40000 000 300 000 W00 OO0 HFE00 00 W00 000 9500 40000

Tempo Tempo

(a) (b)

Figura 4.14: Série temporal da espécie dois. (a) Linha verde: sitios 2, 3, 4, 5,
6; Linha vermelha: sitios 7, 8, 9, 10. (b) Diferenca absoluta entre
a populacao da espécie dois no sitio 1 e a do sitio 2. Parametros:
£ =0,8399, 11 = 5,58, a« = 0,6, 7, = 3,7, i = 0,1 e, =0,9. Na parte
(a) foram plotadas 200 iteragoes apds o descarte de 39800 transientes
e na parte (b) foram plotadas 5000 iteragoes apds o descarte de 35000
transientes.

os parametros 7o, o, 71, iy, i, utilizados no paragrafo anterior e, para uma grande
quantidade de valores de 3 entre 1,5 e 2,5, ocorre a formagao de um tnico “cluster”
ou seja, sincronizacao da espécie dois. No entanto, a espécie um ¢é assincrona, o
que é razoavel ja que estamos considerando parametros na regiao de impossibili-
dade de coeréncia. Isso nos da o claro indicio da possibilidade de extin¢ao de uma
das espécies em contraposicao a permanéncia de uma delas. Realizamos vérias si-
mulagoes com diferentes valores de [ e observamos que, como a orbita sincronizada
escolhida corresponde a valores iniciais pequenos para a espécie dois, a extingao de
fato se concretiza. Isso pode ser observado através na Figura 4.16(a), onde a série

temporal para a espécie dois (em todos os sitios) foi graficada; a Figura 4.16(b)
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Figura 4.15:
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(a) Série temporal da espécie dois. Linha verde: sitios 1, 2, 3, 4, 5;
Linha vermelha: demais sitios (b) Série temporal da espécie um. Linha
verde: sitios 1, 2, 3, 4, 5; Linha vermelha: demais sitios. Parametros:
g =-14r =558 a=06,r,=37 1, =0,1epn,=0,9 Foram
plotadas 50 iteragoes apos o descarte de 39950 transientes.

mostra o erro de sincronizacao da espécie um, para esse mesmo valor de (3, ficando

evidente que,

apesar da espécie dois tender a extincao isso nao torna a dinamica da

espécie um mais previsivel.

Figura 4.16:

lores de 17, e

ters”,

Erro de Sincronizagio da Espécie Um

\ H

(a) Série temporal da espécie dois. (b) Erro de sincronizagao da espécie
um. Parametros: § = 2,01, r; = 5,58, a = 0,6, ro = 3,7, u; = 0,1
e i, = 0,9. Em (a) a série corresponde as 5000 primeiras iteragoes;
em (b) somente as ultimas 500 iteragoes foram consideradas, apds o
descarte de 39500 transientes.

E importante enfatizar que os resultados acima foram obtidos para va-

I, fixados. Tais parametros também influenciam na formagao de “clus-

na regiao de impossibilidade de coeréncia. Isso fica bastante evidente quando
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01 02 03 04 05 06 07 08 08 10

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

m m

(a) (b)

Figura 4.17: (a) Regiao em preto: maior nimero transversal de Liapunov menor ou
igual que um. Regiao branca: maior nimero transversal de Liapunov
maior que um. (b) Formacao de “clusters”. Parametros: a = 0,6,
ro =37, 11 =558 e f=0.

consideramos o caso 3 = 0, ou seja, a funcao de migragao é constante e depende
dos parametros Ji; e Jiy: a Figura 4.17 (a) mostra a regiao de impossibilidade de
coeréncia (regido branca) para esse valor de [ e a Figura 4.17 (b) mostra a formacao
de “clusters” para a espécie dois nessa regiao. Pode-se observar através da analise
dessas figuras que se 1z; = 0, ou seja, nao ha migracao da espécie um, nao ocorre
formacao de “clusters” para nenhum valor de ,. No entanto, se considerarmos
valores pequenos de Ji;, ocorre a sincronizagao da espécie dois. A medida que os val-
ores de fi; vao se tornando maiores, essa tendéncia permanece apenas para pequenos
valores de Ji,. Para o caso em que = 1,5, esse comportamento é andlogo, com a
ressalva de que, para valores pequenos de i;, a sincronizagao da espécie dois ocorre
para valores intermediarios ou pequenos de fi, (ver Figuras 4.18 (a) e (b)). J& para
o caso de valores negativos de 3, a regiao de impossibilidade de coeréncia é menor
e a sincronizagao da espécie dois nessa regiao ocorre esparsamente; ela aparece, por

exemplo, para valores de [i; e i, pequenos (ver Figuras 4.19 (a) e (b)).
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01 02 03 05 06 07 08 09 10 01 02 03 04 05 06 D07 08 09 10

/71 Iz

(a) (b)

Figura 4.18: (a) Regidao em preto: maior niimero transversal de Liapunov menor ou
igual que um. Regiao branca: maior nimero transversal de Liapunov
maior que um. (b) Formacao de “clusters”. Parametros: a = 0,6,
ro =3,7, 11 =558 e B =1,5.
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Figura 4.19: (a) Regido em preto: maior nimero transversal de Liapunov menor ou
igual que um. Regiao branca: maior nimero transversal de Liapunov
maior que um. (b) Formacao de clusters. Parametros: a = 0,6, 1y =
3,7, 11 =558 ¢e f=—1,5.
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4.3 Estrutura Etaria

Nesta secao investigamos a estabilidade do estado sincronizado para o
modelo metapopulacional proposto no inicio deste capitulo (ver (4.1)), adotando a
dindmica local correspondente ao modelo de estrutura etaria apresentado em (2.37).
Conforme observado em [103] esse modelo local pode apresentar dinamicas com-
plexas: varias bifurcacoes locais, cascatas de periodo duplo, curvas fechadas atra-
toras que bifurcam em atratores estranhos, coexisténcia de multiplos atratores es-
tranhos, crises, caos transiente e hiperbolicidade nao uniforme. Esses fenomenos
tém importancia fundamental em biologia de populacoes e demografia. Por exem-
plo, se 0 modelo de Leslie exibe crises (colisdes de atratores com drbitas periddicas
instéveis), isso pode resultar em mudangas significativas e descontinuas na dindmica
da populagao (para detalhes ver [41]). Na Figura 4.20 apresentamos um diagrama
de bifurcacao para o modelo local com duas classes etarias, em funcao do parametro
go. Nao obstante a presenca desse rico comportamento, a existéncia e propriedades
de medidas naturais sobre esses atratores nao tem sido totalmente estudadas [103].

Dessa forma, estudamos a estabilidade transversal de atratores sincronizados para

Popaiigao T

Figura 4.20: Diagrama de bifurcacao populagao total como funcao do gy. Para-

metros p1 = 0,36, g1 =dea = %.

o modelo acoplado cuja dinamica local é a citada acima, de forma semi-rigorosa,
utilizando os nimeros transversais de Liapunov. Assim como no caso do modelo
hierarquico tratado na secao anterior, analisamos a relagao entre a migracao depen-
dente da densidade e a possibilidade de érbitas sincronizadas serem transversalmente

estaveis.
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Nesse contexto, de acordo com a Observacao 4.1, no caso da matriz
B ser diagonalizavel e as hipdoteses do Teorema 4.1 serem satisfeitas, a estabilidade

transversal do atrator sincronizado 2, é garantida se

lim ﬁ ne_al[[k — A\ DO(f(x7))] Df(x})|| <1,

T—+00
t=0 j=1

onde \; sao os autovalores da matriz B e x € ;. Ou seja, se

T—1 %
lim [z — X.Do(£(x;))] DE(x})|| < 1,
t=0

onde A, € spec(B) é tal que seu bloco correspondente possui a maior norma.

Para fungbes de migracao em geral (dependente da densidade), resul-
tados analiticos utilizando este critério sao dificeis de obter. Nesse sentido, as in-
vestigacoes realizadas nesta secao sao de cardter numérico. Apresentamos o gréafico
do maior niimero transversal de Liapunov como funcao da taxa de fertilidade da
classe etéria dois (g). Supomos inicialmente que a fragdo migratdéria maxima com
respeito a classe etaria um é zero, isto é, iy = 0, ou seja, a classe etdria um nao
pode migrar. Com isso, observamos para varios valores de [ a tendéncia do maior
nimero transversal de Liapunov, no caso de migracao positiva dependente da densi-
dade, ser maior ou igual que o maior niimero transversal de Liapunov para o caso de
migragao negativa dependente da densidade, para a maioria dos valores de gy (ver

Figuras 4.21(a), (b) e (c)).

e
T e

P i Y e B

Figura 4.21: Maior nimero transversal de Liapunov como funcao do ¢, 4 sitios com

acoplamento com os dois vizinhos mais proximos, g; = 3, p1 = 0,36,

B T =0em, =08

o =
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Além disso, conforme aumentamos os valores de 3 (positivo) percebe-
mos que o maior nimero transversal de Liapunov assume valores maiores que um
para um numero crescente de valores do parametro gs. Isso nos induz a afirmar que
para valores grandes de 3 > 0, maiores valores de g, correspondem a uma menor
possibilidade de sincronizacao, ao mesmo tempo que valores pequenos de 3 > 0 cor-
respondem a uma maior possibilidade de sincronizagao, mesmo para valores grandes

de g. O comportamento oposto ocorre para § < 0.

A medida que aumentamos o acoplamento com relacao a migragao de-
pendente da densidade da classe etaria um essa tendéncia vai aos poucos se descar-
acterizando. Por exemplo para fi; = 0,7, enquanto que fi, = 0,8 é mantido fixo,
observamos para valores de [ ndo muitos grandes (em valor absoluto) que o maior
nimero transversal de Liapunov é sempre menor que um (ver Figura 4.22(a)). Além
disso, o maior nimero transversal de Liapunov que esta associado a migragao nega-
tiva dependente da densidade passa a ser maior que o associado a fung¢ao de migragao
crescente. Ja para valores de  maiores (por exemplo f = 10 a mesma tendéncia

citada no paragrafo anterior se mantém (ver Figura 4.22(b)).

. , N
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Figura 4.22: Maior nimero transversal de Liapunov como funcao do ¢, 4 sitios com
acoplamento com os dois vizinhos mais proximos, g; = 3, p1 = 0,36,

B f = 0,7e, =08

o =

Nossas simulagoes revelaram também que, a medida que aumentamos o
nuamero de sitios envolvido no sistema ocorre um aumento no maior nimero transver-
sal de Liapunov e este niimero torna-se maior que um para uma maior quantidade

de valores de g, (comparado ao caso de menos sitios) evidenciando um fato ja citado
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no capitulo anterior de que mais sitios interagindo no sistema favorecem a desin-

cronizagao.

4.4 Epidemiologia

Em modelos metapopulacionais epidemioldgicos, o fenomeno de sin-
cronizagao também tem apresentado crescente interesse. Ao mesmo tempo que este
fenomeno é nocivo para inimeras dinamicas populacionais, podendo provocar a
extingcao global da populacao; é vantajoso para epidemiologistas, pois aumenta a
probabilidade de erradicagao de determinada doenca. De fato, conforme observado
em [32], a histéria de epidemias e programas de imunizac¢do pode ser interpretada
como um extraordinario estudo empirico do papel da sincronia espacial em dinamica
de metapopulagoes. Por exemplo, em alguns casos, os efeitos da vacinacgao estao di-
retamente associados a correlacao entre a densidade populacional dos infectados em
cada cidade. E o caso de algumas epidemias como as de sarampo ([42], [6], [31]),
as quais tém sua incidéncia global reduzida, em paises onde a vacinagao em massa

leva em consideragao essa associagao [31].

Nao obstante esse fato, hé fortes evidéncias de que epidemias como
a do sarampo (com alto teor de sazonalidade) s@o localmente cadticas, o que de
acordo com [52], estd associado de alguma forma a epidemia sincronizada. Isso
¢ importante, ja que é bem conhecido o fato de que a possibilidade de prevenc¢ao
de extingao global estd relacionado a presenca de dinamicas locais caéticas ([32],
[87], [30]) bem como a efeitos de migracao [89]. Nesse contexto, deve-se levar em
consideracao que modelos classicos continuos no tempo nao sao capazes de gerar
dinamicas localmente complexas ([3], [13]) o que nao acontece por exemplo com os
modelos discretos. Portanto, nessa se¢ao pretendemos investigar numericamente as
conseqiiéncias do fenomeno de sincronizagao para um modelo metapopulacional cuja
dinamica local é dada por um modelo epidemiolégico discreto no tempo, levando em

consideracao os efeitos da migragao dependente da densidade.
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Em cada sitio a dinamica da populacao total na geracao t é dada por
N = F(NY) + 4N, (4.21)

onde v é a probabilidade de sobrevivéncia por geracao, e f denota o nascimento local
ou uma funcao de recrutamento que consideramos uma funcao nao linear capaz
de gerar dinamicas complexas. Assumimos que nao ocorre mortalidade induzida
pela doenca, ou seja, a doenca nao afeta N de maneira significativa. O processo
epidémico considerado ¢ o S-I-S, onde S denota a populacgao de suscetiveis e [
denota a populacao de infectados que assumiremos infecciosos. Assim, a populacao

total em cada geracao é dada por Nt = St + [,

Sejax’ = (x{;,75;) = (S}, I}) o vetor populacional, portanto a dinamica

local é dada por

S = F(N') +v9(y"))Ss +~(1 = 6) 1,

L =(1 = g(y")S; + 7oL,

(4.22)

It
N

onde ' = 0<vy<1l,0<o<1eN'">0. Emcada geracao os individuos
sobrevivem com probabilidade constante -y, enquanto que (1—+) é a probabilidade de
morte dos individuos; individuos infectados recuperam-se com probabilidade (1 —
d) (n@o se recuperam com probabilidade §); assumimos também que individuos
suscetiveis tornam-se infectados com probabilidade (1 — G) (permanecem suscetives
com probabilidade constante G). Assumimos que g(y) = G(ya), onde o é uma
constante que corresponde ao impacto de prevaléncia em G. Em geral, G : [0, 00) —
[0,1] é uma funcao de probabilidade concava e mondtona satisfazendo G(0) = 1 e
para todo z € [0,00) G'(x) < 0e G" () > 0. Este modelo epidémico foi proposto por
[14] e [15], entretanto o tratamento dado ao modelo nestas referéncias nao leva em

consideragao o fenomeno de sincronizacao e nem considera a migracao dependente

da densidade.

Estamos interessados no caso em que ocorre epidemia localmente. A
evidéncia de tal comportamento é medida através do parametro Ry, o denominado

nuimero reprodutivo basico. Este parametro determina o comportamento assintotico
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do sistema (4.22), é dado por Ry = a;’f—ﬁ e determina o nimero médio de infecgoes
geradas por uma populacao de individuos infectados durante toda a sua vida. Sabe-

mos que

(i) Ro < 1, asolugao (S5, I7) do sistema (4.22) aproxima-se do equilibrio

livre de doenga;
(ii) Ry > 1, ocorre epidemia;

Vamos considerar que Ry > 1, ou seja, na auséncia de migragao ocorre
epidemia. Investigamos agora a influéncia do processo migratorio sobre esta dinamica
local epidémica. Conforme ja descrito no capitulo 2 deste trabalho, o modelo

metapopulacional é da forma

=1

onde, as mesmas hipdteses sobre o modelo sao assumidas.

Além disso, consideramos a funcao que gera padroes complexos dada

pela funcio de Ricker f(N*) = Ntelr—FN,

Fixamos a probabilidade de sobrevivéncia da populagao total e a probabi-
lidade de recuperagao dos infectados, escolhemos a func¢ao g(y) = €Y, e a matriz
de conectividade do sistema corresponde a do acoplamento global (3.31). Com isso,
investigamos a influéncia do processo migratério na dinamica global do modelo epi-
demiologico. Nesse contexto, o erro de sincronizagao em fun¢ao do parametro [ é
apresentado. O parametro (3 foi escolhido pois mede a intensidade dos efeitos da
dependéncia da densidade (ver Figuras 2.2 (a) e (b)). Evidéncias numéricas suge-
rem que quando a fragdo migratoria maxima dos suscetiveis jig € maior que a fragao
migratoria maxima dos infectados fi; ocorre sincronizacao para as duas classes de
individuos consideradas. Entretanto, essa sincronizacao s6 é possivel para valores
de 3 positivo, como pode ser observado na Figura 4.23 (a), onde o erro de sin-
cronizagao normalizado é graficado (devido a normalizacao, o erro de sincronizacao

dos suscetiveis e dos infectados coincidem). Essa tendéncia foi observada para dife-
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rentes valores de fig e de iy, respeitando a relacao jig > fiy. Inclusive isso ocorreu

quando ji; = 0, ou seja, nenhum individuo infectado migra.

Figura 4.23:

(a) Erro de sincronizagao versus . (b) Maior nimero transversal de
Liapunov versus 3. Parametros: a = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, r = 5,27,
fis = 0,9 ¢ iy = 0,3.
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Figura 4.24: (a) Séries temporais dos suscetiveis e infectados para § = 4,5.

Parametros: a = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, »r = 5,27, ug = 0,9 e
fr = 0,3. (b) Fragdo migratéria dos suscetiveis e dos infectados para
G=4,5 pns=09e u;=0,3.

O numero transversal de Liapunov apresentado na Figura 4.23 (b) con-

firma o resultado ilustrado na Figura 4.23 (a). Observamos que para valores de 3

negativos o maior nimero transversal de Liapunov associado ao sistema é sempre

significativamente maior que um. Conforme ( tende a zero, o niimero transversal de

Liapunov apresenta um decrescimento rapido para valores menores que um e assim

se mantém para valores de 3 positivos.
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Inimeras simulagoes evidenciam que, apds o descarte de transientes,
a populacao dos suscetiveis em cada sitio se concentra em valores maiores que a
dos infectados (veja a série temporal na Figura 4.24 (a)). Como conseqiiéncia,
quando (8 > 0, a funcao de migracao dos suscetiveis assume valores significativa-
mente maiores do que a dos infectados (veja Figura 4.24 (b)). No caso de § <0 a
fungao migratéria dos suscetiveis assume valores menores que a dos infectados (ver

Figuras 4.25 (a) e (b)), esse comportamento parece induzir a desincronizagao.
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0,8 Suscetiveis

Infectados

0 —

fracdo migratéria

0 02 04 06 L 1
9600 9620 9640 9860 9680 9900 9920 9940 9960 9980 10000 tamanho populacdo (normalizado)

(a) (b)

Figura 4.25: (a) Séries temporais dos suscetiveis e infectados para § = -—5.
Parametros: o = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, »r = 5,27, ug = 0,9 e
g = 0,3. (b) Fragdo migratéria dos suscetiveis e dos infectados para
ﬁ = —5, s = 0,9 ey = 0,3

Figura 4.26: (a) Erro de sincronizagdo versus parametro . (b) Maior nimero
transversal de Liapunov versus (. Parametros: a = 1,45, v = 0,5,
§=0,9, 1 =545, fig = 0,2, ji; = 0,8.

Essa tendéncia, dos infectados migrarem mais que os suscetiveis induzir

menos sincronizacao, fica mais visivel quando consideramos ji; > jig. Observamos
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()

Figura 4.27: (a) Erro de sincronizagao versus . (b) Maior nimero transversal de
Liapunov versus 3. Parametros: a = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, r = 5,27,
fig = 0,1 ¢ jiy = 0,9.
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(a) (b)
Figura 4.28: (a) Séries temporais dos suscetiveis e infectados, com § = —5, a = 1,45,
v=0,5,0=0,9,r=545 g =0,1, iy =0,9. (b) Fracdo migratéria
dos suscetiveis e dos infectados para = —5, i, = 0,1 e iy = 0,09.

que, a medida que jig fica menor, ocorre a reducao do intervalo de sincronizagao
(compare as Figuras 4.26 e 4.27). Assim, para o caso de § < 0, uma maior fracdo
migratéria dos infectados se observa, como pode ser visto nas Figuras 4.28 (a) e (b).
No caso de 8 > 0, observamos que a fracao migratéria dos infectados e suscetiveis
assumem valores muito préximos, como pode ser observado nas Figuras 4.29 (a) e
(b). Isso reflete uma certa imprevisibilidade no caso em que fig < iy ¢ 5 > 0, ou
seja, para determinados parametros jig e fiy pode haver sincronia (conforme Figura
4.26 (a)), enquanto para outros nao ocorre sincronizagao (ver Figura 4.27 (a)), para
o mesmo valor de 4. Um fenomeno interessante ocorre para o caso dos parametros

da Figura 4.27 (a): valores de (3 entre (4, 5;5) levam a um comportamento periédico
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A

Suscetiveis

Infectados

fracgo migratéria

Suscetiveis

Infectados
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9800 920 9840 9860 9880 9900 9920 9940 9950 9980 10000 tamanho populago (normalizado)

(a) (b)

Figura 4.29: (a) Séries temporais dos suscetiveis e infectados, com § = 4,55, o =
1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, r = 5,27, ug = 0,1, gy = 0,9. (b) Fracao
migratoria dos suscetiveis e dos infectados para 0 = 4,55, ig = 0,1 e
iy = 0,9.

(veja Figura 4.29 (a)), ou seja, a migracao dependente da densidade pode gerar
érbitas periddicas assincronas. Essa assincronia é ilustrada na Figura 4.30 (a), onde
o padrao espacial para a populacao dos infectados, no caso de uma rede de trés
sitios e acoplamento do tipo dois vizinhos mais préximos, é graficado. Os padroes
espaciais sdo organizados da seguinte maneira: cada reticulado (¢,7) é pintado de
preto se a densidade populacional dos infectados (normalizada) estiver acima de
10% da populacao total, e pintado de branco caso contrario. E importante observar
que esse padrao periddico nao se repete quando consideramos um maior nimero
de sitios com mesmo tipo de acoplamento (veja Figuras 4.30 (b) e (c)), entretanto
o fenomeno de assincronia se acentua, evidenciando que o aumento no nimero de
sitios influencia na correlacao entre as densidades populacionais dos sitios. Padroes

espaciais com 3 < 0 revelam que essa influéncia, nesse caso, ¢ menos acentuada (ver

Figura 4.31).
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i

Figura 4.30: Padroes espaciais para os infectados com acoplamento com os dois vizi-
nhos mais proximos e = 4.55, a = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, r = 5,27,
fs = 0,1, iy = 0,9. (a) 3 sitios; (b) 5 sitios; (c¢) 8 sitios.

(a) (b)

Figura 4.31: Padroes espaciais para os infectados com acoplamento com os dois vizi-
nhos mais préximos e § = —5,26, a« = 1,45, v = 0,5, 6 = 0,9, r =
—5,27, is = 0,1, iy = 0,9. (a) 3 sitios; (b) 5 sitios; (c¢) 8 sitios.

4.5 Conclusao

Fenomenos de sincronizacao em redes de populacoes acopladas de mul-
tiplas espécies sao pouco tratadas na literatura, apesar das claras evidéncias de sua
importancia no contexto bioldgico [68]. Isso fica evidente, por exemplo, em [32],
onde podemos ver que uma maior ou menor incidéncia de surtos epidémicos esta
relacionada a este tipo de fenomeno, no caso em que ha deslocamento de individuos
entre cidades. Por outro lado, redes de sistemas dinamicos acoplados como os trata-
dos no presente capitulo (ver (4.1)) sdo também modelos para uma outra série de

campos de interesse, como por exemplo, teoria de grafos, circuitos elétricos e certas
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areas em bioffsica ([20], [24]). A possibilidade de existéncia (ou perda) da esta-
bilidade do estado coerente (sincronizado) fornece informagdes importantes sobre o

sistema global e pode auxiliar em sua previsibilidade [28].

Nesse sentido investigamos a possibilidade de ocorréncia de oscilacoes
sincronas em determinados modelos metapopulacionais com multiplas espécies. Um
aspecto adicional que foi levado em consideracao foi a dependéncia da densidade na
dispersao. A migracao nao dependente da densidade pode ser considerada em uma
série de fendmenos naturais (em termos da simplificagdo do processo de dispersao)
envolvendo multiplas espécies (ou modelos similares) ([20], [53]). Mas a anélise dos
efeitos da dependéncia da densidade nesses modelos, no contexto de sincronizagao,
nao tem sido explorada na literatura. Seu estudo pode fornecer um grau de genera-
lidade que nos habilita a aplicar tais modelos a situagoes mais realisticas (como por

exemplo, as tratadas em [71]).

Com relacao aos modelos locais considerados nesse capitulo, inicial-
mente enfocamos aspectos analiticos e numéricos de um modelo hierdrquico com k
espécies e n sitios. Entre os resultados obtidos citamos a representacao explicita dos
(n—1)k nimeros transversais de Liapunov de um atrator sincronizado, em termos da
funcao que descreve a dinamica local, a funcao do processo migratorio e os autova-
lores da matriz de configuracao da rede. Essa representacao permite a computagao
direta dos numeros transversais de Liapunov (o que, do ponto de vista numérico,
¢ mais eficiente [26]) e generaliza os resultados obtidos no Capitulo 3 da presente
tese. Além disso, fornece um critério para a estabilidade transversal assintotica de
orbitas cadticas sincronizadas, para este modelo. Num certo sentido, esse critério
corresponde também a uma generalizacao de resultados em [30] ou em [20]. Em [24],
podemos ver um critério de estabilidade envolvendo os mesmos elementos, para o

caso de sistemas similares a (4.1), entretanto com acoplamento estocéstico.

Uma caracteristica importante do modelo hierarquico considerado cor-
responde as evidéncias numeéricas, que mostram a tendéncia de crescimento do

parametro espacial em funcao da taxa de crescimento r; da espécie um no caso de
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dependéncia positiva da densidade; assim como no caso de uma tunica espécie (ver
Capitulo 3). Da mesma forma a tendéncia de decrescimento do parametro espacial
(em termos de 1) para a migragao negativa dependente da densidade é mantida. Isso
pode estar relacionado com o fato de que nestes processos de hierarquia a espécie
um é dominante. Observamos outras caracteristicas em comum inerentes a redes
acopladas, por exemplo o fato de que um maior nimero de sitios implica em menos

sincronizac¢ao, assim como um maior acoplamento implica em mais sincronizagao.

Para este mesmo modelo investigamos também a possibilidade da exis-
téncia de sincronizagao parcial, seguindo a abordagem em [19]. Mais precisamente,
analisamos a infliiéncia da migracao dependente da densidade na formacao de “clus-
ters” (grupos de sitios cujas densidades locais oscilam de forma sincrona). Para
isso, consideramos fung¢oes de migracao correspondentes a migracao positiva depen-
dente da densidade e também migracao negativa dependente da densidade, com
fracoes migratérias de cada espécie distintas. Em [83] e em [19] pode-se ver que,
para modelos de uma unica espécie, com acoplamento constante, fenéomenos com-
plexos ocorrem em regioes onde o maior niimero transversal de Liapunov é maior do
que um (regiao de impossibilidade de coeréncia). Para o modelo que consideramos,
detectamos a existéncia de sincronizacao parcial com maior ou menor grau, depen-
dendo do parametro 3, o qual regula a funcao de migracao. O comportamento das
orbitas do sistema global, parcialmente sincronizadas pode ser variado; de acordo
com o parametro [ utilizado, podemos detectar comportamento periédico, cadtico
e intermiténcia on-off. Além disso, analisando a possibilidade de sincronizacao de
uma das espécies, para parametros na regiao de impossibilidade de coeréncia, nossos
resultados numéricos mostraram uma caracteristica em comum com as simulagoes
realizadas anteriormente para esse modelo: a migracao dependente da densidade
induz menos sincronizacao, todavia a medida que variamos o parametro (3, maior é

a ocorréncia de formacao de “clusters”.

Analisamos também a possibilidade de érbitas cadticas sincronizarem,

para um modelo local de epidemia do tipo S-1-S e acoplamento nao linear entre
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os sitios. A dinamica local considerada foi a introduzida em [15]. Consideramos
as mesmas fungoes de migragao utilizadas no modelo hierarquico e observamos uma
tendéncia de assincronia quando a proporgao dos infectados que migra (de um deter-
minado sitio para outro) é maior do que a proporgao correspondente de suscetiveis.
Nesse caso, de acordo com as observagoes em [31], h4 uma tendéncia da epidemia
persistir. Isso estd de acordo também com os resultados em [15], onde um modelo
com dois sitios e migragao nao dependente da densidade foi considerado. Detec-
tamos também a formacao de padroes espaciais periddicos para uma determinada

faixa de valores de (3, bem como padroes cadticos.

Um modelo com estrutura etaria também foi considerado. Algumas
caracteristicas da relacao entre o processo migratorio e a possibilidade de sincronizagao
foram observadas, através do estudo do maior ntimero transversal de Liapunov as-

sociado ao atrator sincronizado.
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