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RESUMO 

Neste trabalho é feito um estudo de algoritmos baseados 
na técnica de divislo e conquista. Para tanto, foi descrita a 
técnica com seus princTpios e exemplific~da através de alguns 
algoritmos. Entre os objetivos deste trabalho estio presentes a 
an~l ise do ganho de rapidez na solu~~o do problema (complexidade) 
e a an~l ise das potencial idades de paralel iza~~o. Uma introdu~~o 
i complexidade de algoritmos e no~5es sobre as classes de 
complexidade. Por fim, foram analisados virios problemas em que 
esta técnica tem se mostrado eficiente na soluç~o dos problemas. 

Palavras-chave: 

Processamento paralelo, algoritmos 
complexidade de algoritmos sequenciais e paralelos, 
complexidade e Divislo e conquista~ 
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ABSTRACT 

In this work is presented a algorithms study based on 
the divide and con~uer technic. So, it was described the technic 
with its principies and showes by some algorithms. This work has 
object ives like analysis and complexity of algorithms and the 
analysis of the potent ial of the parallelization. This work 
approachs also the sequential and parallel algorithms and notions 
of classes of complexity. At last, many problems, in which this 
technic is efficient in the solution of·problems were analysed. 

Key-word: 

Para11e1 processing, parallel algorithms, sequential 
and parallel complexity of algorithms, Classes of complexityr 
Divide-and-conquer Technic. 
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i INTRODUC~O 

Um algoritmo· por divis~o e conquista divide o problema 
em v'rios subproblemas do mesmo tipo, mas menores, que podem ser 
resolvidos diretamente ou subdivididos novamente, usando a mesma 
t'cnica, at' que possam ser resolvidos. Ent~o, acha-se uma forma 
de combinar as soluç~es parciais para se obter a soluç~o para o 
problema original. 

Os subproblemas resultantes da apl icaç~o do m•todo slo 
do mesmo tipo que o problema original; assim a aplicaç~o 
sucessiva do método pode ser expressa naturalmente por um 
algoritmo recursivo, isto é, dentro de um algoritmo chamado M, 
com uma entrada de certo tamanho, usamos o pr6prio M, k vezes 
para resolver subentradas de tamanhos menores. Um exemplo ' o 
algoritmo i.i que calcula a fun;lo matem4tica fatorial (n!). 

ALGORITMO 1.1 
Fat(n) - C'lculo do fatorial de n; 

Entrada: n - um ndmero inteiro maior ou igual a zero; 
sarda: Fat o valor do fatorial de n. 
i Se n==0 
2 ent~o Pare com safda(i) 
3 senão val==n.Fat(n-j.) 
4 Pare com sarda<val) 
5 fim-se. 

Observa-se que se n==0 o valor do fatorial é um, pois 
0!==1. Para os demais valores, o algoritmo chama-se a si mesmo n 
vezes com as inst~ncias de n-i a zero. 

Os algoritmos recursivos slo relativamente fáceis de 
serem escritos e compreendidos, além de serem de f'cil an,lise 
quanto a certifica;lo. 

Esta técriica de divislo e conquista para algoritmos é 
poderosa para resoluçlo de problemas num.ricos e nlo numéricos, 
em virtude do ganho de rapidez na soluç~o do problema. Para tal 
an,lise I neces~ãrio recordar alguns conceitos matem,ticos e de 
an,lise de algoritmos. 

O estudo da 'rea de desenvolvimento de algoritmos tem 
crescido pelos resultados obtidos quanto a economia de recursos 
computacionais que um algoritmo desenvolvido apropriadamente pode 
proporcionar, além do fato de compreensão do pr6prio algoritmo. 
Tem-se podido verificar como técnicas matem4ticas são aplicadas a 
problemas de computa;lo, de forma a obter ganhos de rapidez e 
facilidades no solucionar problemas eficientemente. 

No capftulo dois é feito uma introduç~o ao 
processamento paralelo, através da caracterizaç~o do conceito de 
paralelismo e de m'quinas paralelas, da forma de execuç~o de 
instruç~es sobre dados, resultando na classificaçlo de Flynn para 
arquiteuras paralelas e nos tr@s principais tipos de máquinas 
paralelas: pipeline, processadores matriciais P 



multiprocessadores. E, aindar s~o apresentadas medidas de 
desempenho e as abordagens das linguagens paralelas. 

No capftulo tr@s, I feito uma introduç~o ao proJeto de 
desenvolvimento de algoritmos paralelos. Uma vez que o proJeto de 
algoritmos está intimamente ligado aos modelos de computaç~o, 
estes s~o brevemente comentados. S~o. aindar apresentadas 
metodologias de obtenç~o de algoritmos paralelos. 

No caprtulo quatro s~o apresentados os conceitos 
básicos de análise de algoritmos e complexidade, como as cotas. 
análise do caso pessimista e do caso mldio, conceito de ordem, 
dlst inç~es entre funç~es de complexidade. Algumas quest5es sobre 
complexidade de algoritmos paralelos s~o apresentadas e 
comentadas. S~o definidos alguns critlrios dteis na avaliaç~o da 
complexidade de algoritmos paralelos, como: tempo de 
processamento, ndmero de processadores, custo e outras medidas. 

No quinto caprtulo, procurou-se introduzir uma noç~o 
das classes de complexidade de tempo e espa~o e estabelecer uma 
relaç~o entre as várias classes de complexidade de tempo. 

No sexto caprtulo I ent~o caracterizada a tlcnica de 
divis~o e conquista atravls de vãrios problemas, os quais possuem 
soluç~es conhecidas atravls de algoritmos por divis~o e 
conquista. S~o apresentados estes algoritmos e I feito uma 
cert ificaç~o e uma anil ise de seu ganho computacional. Entre os 
problemas apresentados est~o: localiza~~o do máximo e mfnimo de 
uma 1 ista~ ordenaç~o de 1 istas; busca binãria; multiplicaç~o de 
inteiros e multiplicaç~o de matrizes. 

Slo, ainda, ressaltadas algumas caracterist icas desta 
tlcnica de "dividir para conquistar", que s~o identificadas como 
qualidades para facilitar a paralel izaç~o de algoritmos. Por fim, 
s~o apresentadas as conclus~es deste trabalho e as sugest~es e 
propostas para novos estudos. 

No anexo A, Revis~o de matemãtica, sio apresentados 
conceitos bãsicos matemãticos e f6rmulas dteis quando se quer 
desenvolver estudos de análise de algoritmos e complexidade. No 
anexo Br I apresentado um estudo parcial, contendo consideraç~es 
sobre algoritmos numlricos paralelos. Neste estudor foram 
abordados alguns problemas numlricos como equaç~es de 
recorrlncia, resoluç~o de equaç~es alglbricas, sistemas de 
equaç~es lineares e equaç~es diferenciais. E no anexo C,consta um 
levantamento bibl iogrãfico em peri6dicos disponrveis na 
bibl loteca do PGCC da UFRGS, de temas afins, no per rodo de 1976 a 
janeiro de 1992. 

Finalmente, queremos agradecer aos bolsistas Luis 
Cunha Lamb, Paulo Ricardo Trainini e Leonardo Carissimi 
auxrlio no desenvolvimento dos ~nexos e ao CNPq pelo auxilio 
nossos projetos de pesquisa. 
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2 INTRODUC~O AO PROCESSAMENTO PARALELO 

2.1 Caracteriza~~o de Paralelismo 

A busca de computadores com desempenho superiores aos 
existentes em cada momento e o aumento do poder computacional, 
tem sido atingido pela exploraçio de aspectos b'sicos, como 
tecnologia, algoritmos e arquitetura. O aperfeiçoamento 
tec.nolÓgico refere-se~ pesquisa para confecç~o de componentes 
ele{r8nicos mais velozes. Entretanto, existem limitaç~es que se 
devem a fatores-como velocidade m'xima de propagaC~o de sinais e 
chaveamento de transistores. 

Quanto ao aspecto do desenvolvimento de novos 
algoritmos, tem sido um processo lento, devido especialmente ao 
fato que muitos dos ~lgoritmos j~ estio próximo de seus limites 
teóricos de efici@ncia. 

O aspecto da evoluçlo das arquiteturas dos 
computadores, em part ic•Jlar com o uso de proce~mento paralelo, 
permite superar os limites de desempenho impostos pelos fatores 
tecnológicos de seus componentes. 

O emprego de algoritmos e arquiteturas paralelas tem se 
constiturdo em uma alternativa promissora para superar as 
barreiras de desempenho imposta pelo estágio da tecnologia de 
componentes eletr8nicos. 

Uma arquitetura paralela geralmente é um sistema de 
propósito especrfico, otimizado para realizar de forma eficiente 
uma certa gama de funç~es dentro de uma apl icaçlo. 

-~ 

4 \ 
1 k Máquinas paralelas, também denominadas de comp•Jtadores !~ 

paralelos, sio sistemas que executam explicitamente aval iaç~es ~ 
computa~ionais em paralelo, explorando a concorrincia de eventos. 

1 A concorr€~ncia pode ~ser de tr@s tipos: paralelismo,. 
~-imültaniedad(~ e p ipel ine .. 

No Paralelismo 
mdlt iplos recursos no mesmo 
recursos assrncronos. 

os eventos paralelos ocorrem em 
instante de tempo. ~ o paralelismo de 

n(l mesmo 
síncronos. 

Na Simultaniedade, os eventos sio simultineos, ocorrem 
instante de tempo. ~! o par<:\lel i_smo de recurso~;; 

No Pipel ine os eventos pipel ines ocorrem em 
sobrepostos.! o paralelismo temporal. 

instantes 

Em funçlo do tipo de paralelismo empregado, os 
~ computadores paralelos slo divididos em tr@s grupos: m'quinas 

pipe] ines, processadores matriciais e mult iprocessadores. 

1:1. 



~ A~- máquina~; Pipt::l ine-:- supe-:-rpÕe-:-m a t::>(€·:cuç~o dt:: instruçÕEs 
explorando um paralElismo de-:-nominado te-:-mporal, onde os eve-:-ntos 
ocorrem em instantes de tempos sobrepostos. 

Pro c: ess<:1cl o r e~; 
À •.1n i dad<·?~:; Pl'·oc<~~;;~:;;~dOI'"<:\~:; 

utilizando o paralelismo 
slo simult~neos, pois 
instante de tempo. 

matriciais e-:-mpregam a multiplicidade de 
executando instruções sincronamente 

dito espacial srncrono, onde os eventos 
ocorrem em m~lt iplos recursos no mesmo 

Por dlt imo, temos o paralelismo espacial assrncrono, 
que~ empregado em sistemas mult iprocessadores atrav~s da divis~o 
de recursos comuns (mem6ria, perif&ricos, etc ••• ) por um conjunto 
de processadores, onde os eventos ocorrem em mdlt iplos recursos 
no mesmo instante de tempo. 

As estruturas que exp16ram o paralelismo s~o vinculados 
à maquina em que a aplica~~o será executada. Essa caracterrst ica 
implica em que o programador deve ter o conhecimento da 
arquitetura da máquina empregada e levar isso em considera~~o 
quando ela escrita do algoritmo ou programa. Isso se constitui em 
uma dificuldade adicional na elaboraç~o de programas para 
miquinas paralelas. 

2.2 Classifica~lo de arquiteturas segundo Flynn 

M. Flynn <[FLY72]) propos a classificaçlo que leva em 
conta a forma pela qual { executada uma instruçlo em um conjunto 
de dados, pois em qualquer computador, seja ele sequencial ou 
paralelo, opera pela execuç~o de instruções sobre dados. O fluxo 
de instruções (algoritmo) diz ao computador o que fazer a cada 
passo. O fluxo de dados & afetado por estas instru~Ões. 
Dependendo do ndmero destes fluxos, Flynn distinguiu quatro 
categorias ou classes de arquiteturas: 

SISO Single Instruct ion stream Single Data stream 

~>IMD- ~)in91t:~ In~;tn.ic:t iCHl ~:>ti'"E~c\lll rlult iplE~ D<:\tc\ ~;trt:~am 

MISD Multiple Instruction stream Single Data stream 

MIMO - Mult iple Instruct ion strPam Mult iple Data strream 

A categoria SISO tem fluxo de instruç~o e de dados 
dnicos. Slo máquinas baseados nos prrincrrios de Von Neumann. As 
instruções slo executadas sequencialmente, mas podem ser 
sobrepostas nos seus estágios de execuçlo. Exemplos s~o 
arquiteturas pipel ines. Foi este tipo d~ arquitetura que 
proporcionou o surgimento de máquinas de alto desempEnho chamadas 
de supercomputadores. 



FD 
-->: UC :---->: UP 1<----~> I M I 

UC Unidade de controle 
M Memória 

FI 

FI Fluxo de Instruç5es <dnic6) 

UP Unidade de Processamento 
FD Fluxo de Dados <dnico) 

Fig.2.1 Arquitetura de m'quinas SISO 

A categoria SIMD tem um dnico ~luxo de instru~5es com 
v~rios ~luxos 'de dados. Nesse tipo de arquitetura v'rios 
elementos de.' procE"s>samento <EP> são sup&:"rvisiona'dos por uma •lnica 
unidade de controle, que encaminha a mesma instru~ão para 
ex~cução nos elementos sobre seus dados. Nestas miquinas, uma 
dnica operação é executada simultaneamente por diversos elementos 
de processadores sobre dados distintos. A m~mória podé ser 
dividida em módulos vinculados a cada eleménto de processamento 
ou então, ser de acesso global. Exemplos são arquiteturas 
matriciais. 

No caso de utilização de memória local, existe uma rede 
de interconexão. O acesso para leitura e gravação pode ser 
exclusivo ou concorrénte, o que subdividE" mais ainda esta 
categoria, como pode ser v1sto em [AKL89] e em [HWA84]. 

FI 
---------------------------: 

FD 
--· >: UP : < -·---·--· > 

FD 
I UC :--+->1 UP 1<-----> 

FD 
-->: UP 1<----->1 

: M : 

: M I 

: ·M : 

UC Unidade de controle 
UP Unidade de Processamento 
M Menu3r i a 
FD Fluxo de Dados (v,rios) 
FI Fluxo de Instruç5es <dnico> 

Fig.~.~.2 Arquitetura de máquinas SIMD f\",, ,, 'o 

A categoria MISD se caracteriza por ter mdlt i~los 
fluxos de instru~5es e um dnico ~luxo de dados. Esta categoria 
corresponde a uma m'quina que possua v'rios elementos de 
processamento receberido instruçBes distintas de v'rias unidades 
de controle, que processam o mesmo ~luxo de dados. 

:1.3 



FD 
1--------------------------. 

\1 

FI FI 
: M ---->1 UC 1<----->: UP : 

FI FI 
I M ---->1 UC 1<----->1 UP I 

FI FI 

UC Unidade de controle 
UP Unidade de Processamento 
M Memória 
FD Fluxo de Dados <dnico> 
FI Fluxo de Instru~5es <varios> 

: M ---->1 UC 1<----->1 UP I 

-------- <------------------= 
Fig.2.3 Arquitetura de m.iqtJina MISD 

Por fim, a categoria MIMO se caracteriza por ter 
mdltlplos fluxos de instru~~es com m61tiplos fluxos de dados. 
Nessa arquitetura cada unidade de controle possui sua unidade de 
processamento executando instru~~es sobre um conjunto de dados de 
forma independente. S~o as máquinas capazes de executar 
simultaneamente diversas instru~~es, sobre dados distintos. A 
maioria dos sistemas mult iprocessadores s~o deste tipo. A 
intera~~o entre os proces~adores I obtida atravls da memória 
global ou sistema de memórias gerenciado por um dnico sistema 
operacional. 

FI FD 
·------>I UC I----> I UP I<-----> I M I 

FI FD 
---->1 UC 1---->1 UP 1<-----> I M I 

FI FD 
-·->I UC f----> I UP I<-----> I M I 

FI ---------

FI 

FI 

UC Unidade de controle 
UP Unidade de Processamento <Elemento de Processamento> 
M Memór i<.'\ 
FD Fluxo de Dados <varios) 
FI Fluxo de Instru~5es Cvarios) 

Fig.2.4 Arquitetura de máquinas MIMD(f'I"\J\_\\\ 
; 
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Computadores MIMO que compartilham memória comum sio 
referenciados como mult iprocessadores, enquanto que todos os com 
rede de interconexão são referenciados como multicomputadores, 
algumas vezes slo referenciados como sistemas distribufdos. 

As m~quina SIMD correspondem algoritmos srncronos com 
passos de espera, os quais requerem controle central, Já as 
máquinas MIMO correspondem algoritmos assrncronos com uma 
relativa granularidade. 

2.3 Máquinas paralelas 

2.3.1 Máquinas Pipeline 

~um exemplo de paralelismo temporal, onde uma tarefa I 
subdividida numa sequ@ncia de subtarefas de modo que seja 
executada mais fácil e m~is rapidamente, pois cada uma • 
executada por um estágio de hardware especrfico, que trabalha 
concorrentemente com os outros estágios do pipel ine, criando 
desta forma, um paralelis~o temporal na execu~lo das subtarefas. 
Uin exemplo cláss.icQ é •Jína fábri<:a de automÓVeis, os quais sã<l 
feitos em série ~u pQr uma 1 inha de prbdu;ãQ, onde cada grupo 
especializado vealiia uma subtarefa~ de forma que um carro 
de"more o mesmo t'empo dt:.• fabr icaç:ão, mas i:\ssim que o primeiro for 
produzido, a cada perrodo t de tempo, teremos outro carro 
produzido. Exe~plos de máquinas:· CRAY 1 e 2, CYBER 200, NETS, 
FUJITSU <VP 200 e VP 400). 

2.3.2 Processadores Matriciais 

Tamblm denominados de array processors ou SIMO, sio 
exemplos de paralel ismos espacial srncrono. 

Um processador matricial é um conjunto paralelo 
srncrono com mdftiplas unidades 16gicas e aritméticas <ULA), 
denominados de elementos processadores (PE>r que ·podem operar em 
paralelo de forma srncrona, realizando uma mesma fun~io em um 
mesmo instante. Uma unidade de controle distribui para v~rios 
elementos de prQcessamentor a mesma instrução que será executada 
em paralelo por esses EPs sobre seus dados no mesmo instante de 
tempo. Um exemplo é a operação com matrizes, por exemplo 
mult ip] icar a matriz por dois. Isto implica em nove 
m~ltipl ica;~es (matriz quadrada de ordem tr@s), mas como são 
feitos pelos elementos de processamento, leva-se apenas uma 
unidade de tempo. Exemplos de máquinas são: Ill iac IV, MPP, Pepe, 
Staran. 

Os processadores matriciais utilizam o endere~o do dado 
para acesso, existe uma variação de processadores, os quais 
acessam .os dados via conteddo~ esses exploram a capacidade de 
mem6rias associativas e, por isso, são denominados matriciais 
associativos. 

:1.5 



Os processadores matriciais slo compostos por uma 
unidade de controle, um conjunto de elementos processadores, uma 
memória associada a cada elemento processador e uma rede de 
i ntercone~-:ão. A unidade de controle é responsável pelo 
gerenciamento da opera~lo dos elementos processadores 
decodificando as instru~Bes a serem executadas e gerenciando os 
sinais de controle. 

Alguns exemplo de emprego de máquinas SIMD são: 
algoritmo de mapeamento do nrvel de cinza como o gradiente de 
Sobel (Processamento de imagens)~ Processamento simbólico, como 
algoritmos de sorting e manipula~lo de grafos e soluçlo de 
sistemas de equaç~es [CAP85], operaç~es com matrizes, resoluçlo 
de equaç~es diferenciais [SCH84]. 

Cada um dos elementos de processamento pode operar com 
operandos do tipo palavra ou com um dnico bit, durante cada ciclo 
da memória. Esta caracterrstica define dois tipos de sistemas 
SIMD~ o da organização de palavras Cword-organized) e o de 
organização de bits Cbit-organized). As operaç5es aritméticas em 
um sistema de organização por palavras é análogo ao de máquinas 
seriaisp Já os organizados por bit, tem influenciado grandemente 
o proJeto de algoritmos paralelos. 

O termo processador de array tem certa 
pois pode referir a máquinas SIMD ou máquinas MIMO. 
matricial geralmente incorpora um grande ndmero 
processadores id@nt icos conectados numa particular 

2.3.3 Multiprocessadores 

ambiguidade, 
O processador 
de elementos 

topologia. 

Também conhecidos como arquiteturas MIMO são exemplos 
de paralelismo espacial assrncrono. ~ o multiprocessamento 
propriamente dito, onde diversos processadores trabalham em 
paralelo, processando suas tarefas concorrentemente de forma 
assrncrona para num intervalo de tempo concluirem a tarefa. ! um 
conjunto de processadores que se comunicam e cooperam para 
resolverem uma dada tarefa. 



-----------------------------------------------------------------
: Classif : Concorr@ncia : M~quinas 
: de Flwnn : 

: Paralelismo : Exemplo$ 
: de Maq. 

:---------~+--------------+--------~---+-------------+----------
Cray 1 2 

: SISO Pipeline Pipeline Temporal Ciber200 
Nets 
Fujitsu 

----------+--------------+------------+-------------+----------
1 IIlliac IV 

SIMD ISimultaniedadel Matriciais : Espacial : MPP Pepe 
I I Arrays srncrono I Staran 

----------+--------------+------------+---------~---+----------

MISD -- X -- I -- X -- -- X --

----------+--------------+--·----------+-------------+----------
MIMO Paralelismo Multipro-

cessadoresl 
Espacial 

Assrncrono 

- Cray-X-MP 
CM* 
HELP 

Fig.2.5 Quadro comparativo das arquiteturas 

2.4 Medidas de desempenho de miquinas paralelas 

Benchmarking consiste em executar um conjunto de 
programas bem conhecidos, comparando o desempenho com os obtidos 
em outras miquinas para os mesmos programas. O objetivo do 
benchmarking nlo ' obter um dnico ndmero representando. o 
desempenho de uma determinada m~quina e sim, entender como o 
desempenho geral é afetado por cada um dos itens componentes do 
mesmo <uma medida relativa). 

As medidas absolutas para desempenho mais usuais s~o: a 
quantidade de instruç~o realizada por segundo- MIPS (million of 
instructions per second) e a quantidade de operaç5es em ponto­
flutuante executadas por segundo - MEGAFLOPS Cmillions of 
floating operations per second). Uma relaç~o que se pode 
estabelecer entre elas ~ que um MFLOPS ' aproximadamente 2 a 5 
MIPS. 

Outra medida~ o LIPS <logical inference per second), 
que mede a quantidade de infer@nc~as que se pode fazer por 
segundo. ~ utilizada em m~quinas p~ralelas para Intel ig@ncia 
artificial. 
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2.5 Linguagens paralelas 

No desenvolvimento de linguagens paralelas e na 
express~o do paralelismo, existem tr@s abordagens a serem 
consideradas (segundo [PER90]). A primeira abordagem é 
denominada de abordagem explfcita, que consiste em desenvolver 
uma linguagem paralela. Entre os exemplos existentes desta 
abordagem pode-se destacar: ADA como uma 1 inguagem imperativa; 
STRAND como uma linguagem de programa~lo funcional e POOL como 
exemplo de uma linguagem paralela orientada a objeto. 

Um dos problemas solucionados com o tempo foi o de 
sincroniza;~o. Nesta abordagem, duas t~cnicas foram empregadas. A 
primeira técnica ~ baseada na constru;~o de um monitor e 
variãveis de condi;lo. A outra técnica ~baseada em processos 
que passam informa;~es diretamente quando eles desejam se 
comunicar. Entre as 1 inguagens que usam monitores como mecanismo 
de sincroniza;io temos: Concurrent Pascal <1974), Modula <1977), 
Pascal Plus <1979). Entre as 1 inguagens que permitem que os 
processos troquem informaç~es t@m-se CSP <communicating 
sequential process). A sincroniza;lo ~feita atrav~s da troca de 
mensagens através dos comandos de entrada e sarda. 

Outro exemplo é a nota;~o conhecida como Processos 
Distribufdos <DP>, na qual o processo chamado nlo necessita saber 
o nome do processo que o chamou e é utilizada nas linguagens ADA 
e OCCAM. 

Entre as vantagens da ut iliza;~o de uma nova linguagem 
~ o fato dela promover uma abordagem coerente para paralelismo, 
possibilitando uma nota;~o capaz de se desenvolver novos 
algoritmos paralelos; por outro lado um desvantagem do uso de uma 
nova linguagem é a necessidade de treinamento aos usuãrios e a 
reconstru;io de toda a base de software (bibliotecas), um 
trabalho intenso e sujeito a erros. 

Um ponto desfavorável na cria;io de linguagens 
paralelas é o fato que muitas vezes as estruturas a serem criadas 
para explorar o paralelismo estio fortemente vinculadas ~ maquina 
em que serlo executadas e a suas aplica;~es. As linguagens 
paralelas Jã desenvolvidas est~o vinculadas a uma determinada 
mãquina, nlo existindo, portanto, uma linguagem que seja 
universal. 

A segunda abordagem e, talvez, a mais utilizada, é a 
utiliza;io de uma linguagem jã existente onde o compilador 
verifica partes paralelizáveis em mãquinas multiprocessadora. 
Esta abordagem é conhecida como implfcita, uma vez que o usuãrio 
escreve o programa de forma convencional, de uma forma sequencial 
e o compilador da 1 inguagem é quem se responsabiliza pela 
detec;lo e explora;lo do paralelismo do programa, a paraleliza;lo 
fica transparente ao usuirio. 
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Esta abordagem pode ser subdividida em outras duas: uma 
associada a linguagens funcionais e a outra associada a 
1 inguagens convencionais. As 1 inguagens funcionais slo pouco 
confi,veis quanto a ordem de avaliaçlo das operaç5es em um 
programa. As 1 inguagens convencionais necessitam que se utilize 
um compilador que determine as partes da apl ica;lo a serem 
executadas em paralelo. 

de dados. 
o código 
permitir 

O pri11cipal problema desta técnica slo as dependências 
! necessãrio detectã-las quando ocorrem e verificar se 
pode ser refeito automaticamente ou pelo usuirio para 

o paralelismo. 

A principal vantagem desta técnica é que programas Ji 
existentes podem ser transferidos, portados a baixo custo, para 
uma nova miquina. Ao se projetar novos programas deve-se observar 
as regras de reestrutura;lo que detectam o paralelismo. Estas 
regras n~o acrescentam facilidades para programa;lo paralela, 
antes limitam a extra;~o do paralelismo e ocasionam a gera;lo de 
código nlo otimizada. 

Por fim, a terceira abordagem que é conhecida por 
extens~es de linguagens, di que slo linguagens sequenciais 
existentes acrescidas de novas caracterrst icas para manipular o 
paralelismo. 

As extens~es de linguagens slo vantajosas 
que estas podem ser feitas através da constru~lo de 
de subrotinas e, ainda, os usuãrios nlo necessitam 
nova 1 inguagem, somente suas extens~es, as quais sio 
gradativamente. 
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3 PROJETANDO ALGORITMOS PARALELOS 

3.1 Introduç~o 

A inovaçlo da computaçlo paralela tem adicionado uma 
nova dimenslo no projeto de algoritmos e programas. As apl ica;Bes 
de para1e1 ismo atingem diversos nrveis: programas, algoritmos, 
comandos e instru;Bes. Programa;io paralela n~o ~ uma simples 
extenslo de programas sequenciais, pois para se explorar as 
possibilidades oferecidas pelo paralelismo, os programadores 
necessitam "pensar em paralelo" e reconsiderar a soluç~o do 
processo. Experi@ncias t@m mostrado que julgamentos de eficilncia 
baseados em t~cnicas sequenciais podem ser facilmente convertidas 
a ambientes paralelos. 

Por outro lado, h' algoritmos que s~o obsoletos para 
serem implementados em m'quinas seriais por possuirem alto grau 
de paralelismo, isto ~. conter muitos c'lculos que s~o 
independentes uns dos outros, mas que podem ser executados 
simultaneamente, obtendo um desempenho melhor do que t•cnicas 
seriais. A dificuldade reside no fato de que a nova t•cnica de 
proJeto de algoritmos- a introduçlo de paralelismo extendido, 
tamb'm requer que seja repensado o conhecimento do sistema, de 
1 inguagens paralelas, dos problemas nlo num,ricos e dos m'todos 
num,ricos em geral, pois as caracterfsticas de computadores 
paralelos e algoritmos paralelos slo qualitativamente diferentes 
de todas as computa;~es sequenciais. 

Um problema nlo trivial ~como traduzir de forma 
eficiente um algoritmo computacinal em uma implementaç~o ffsica. 
Essa tradu;lo deve envolver, segundo Carissimi [CAR89], pelo 
menos, quatro categorias: teoria da computa;io, uma representaç~o 
implicita ou explfcita do algoritmo correspondente à aplicaç~o, 
uma arquitetura computacional abstrata e a implementa;~o ffsica, 
conforme~ ilustado na figura 3.1. 

Teoria da computa;lo 

~ I 
Algoritmo 

\ I 
Arquitetura 

~ I 
Implementa;~o frsica 

Fig.3.1 - Etapas no desenvolvimento de arquiteturas paralelas 
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Atravls desta idlia. podemos projetar uma alteraçlo na 
figura que ilustra os nrveis de abstraçlo dada por Diverio,T.A em 
[DIV86]. 

c 
A 
L 
I 
B 
R 
A 
c 
r-i 
() 

Mundo Real 
(problema> < -----

\ I 
Modelo Matemãtico 

---------: : ------------
\ I 

P Algoritmo 
A 
R 
A \ I 
L Particionamento 
E 
L 
I \ I 
S Implementa~lo 
M (programa> 
o 

---------: :-------------

-·-------··- > 

\ I 
e>{€CUçlo 

(resultados) 

v 
A 
L 
I 
D 
A 
c 
~ 
o 

~ig.3.2 -Etapas na resolu~lo paralela de um problema numfrico 

A relaçlo aplica~lo-algoritmo-arquitetura exerce 
influ@ncia fundamental na explora~lo do paralelismo. Os 
principais fatores influenciados slo: representaçlo e descriçlo 
do paralelismo, estrutura de dados, mapeamento do algoritmo l 
arquitetura. esquemas para flu~o de dados e de controle. 
desempenho entre outros. 

De uma "boa" implementa~lo em hardware depende a 
efici@ncia na execuçlo do algoritmo desejado. Pode ocorrer o 
problema de algori~mos nlo serem facilmente mapeados, pois uma 
car&ncia na 'rea & a falta de um formalismo eficiente para 
representar relaç~es, para o mapeamento de algoritmos. 

acentuada 
distinta 
menor que 
algoritmo. 

A dificuldade em obter-se um mapeamento eficiente 
quando a estrutura de comunicaçlo do algoritmo 

da arquitetura e quando o ndmero de processadores 
o ndmero de tarefas definidas para a execu~lo 

é 
é 
é 

do 

A qual idade de um mapeamento & medida em fun~lo do 
balanceamento de carga entre os elementos de processadores, 
ndmero de canais virtuais de comunicaçlo existentes e pelos 
comprimentos m'ximos e total dos caminhos frsicos de comunicaçlo. 
A determinaçlo do melhor mapeamento possrvel para cada caso é um 
problema NP-completo <[GAR79]>, como ser' visto no caprtulo 5. 



O mapeamento de algoritmos pode ser feito através de 
quatro 1 inhas básicas, estas sio: 

a) A apl icaçlo da heurfst ica pura- nlo existe 
especffico, o projeto de array é desenvolvido 
inspiraçlo e experi@ncia do projetista; 

um método 
conforme a 

b) A avaliaçlo do balanceamento das operaç~es- consiste em 
realizar um levantamento estático das opera~ões necessárias 
em uma dada classe de algoritmos e, entlo, implementar um 
array com alguma topologia conveniente, onde cada c~lula 
apresente todos os operadores básicos na proporçlo do 
levantamento estático; 

c) A util izaçlo de regras de projeto pré-definidas 
determina-se um conjunto de regras segundo ·a experi@ncia dos 
projetistas de antem~o. Esta proposta baseia-se numa 
1 inguagem para descriçlo do algoritmo, num conjunto de 
regras de transformaçlo e num sistema automático para 
aplica~~o dessas regras; 

d) A ut ilizaçlo de tlcnicas semi-automáticas de projeto 
onde o princrpio básico adotado consiste em eliminar 
completamente as depend@ncias existentes no fluxo de dados 
de forma automática. 

3.2 Alguns modelos de computa~~o 

O desenvolvimento de algoritmos mais rápidos tem sido 
muito lento, devido especialmente ao fato que muitos dos 
algoritmos já estio próximos de seus 1 imites teóricos de 
efici@ncia. O emprego de algoritmos e arquiteturas paralelas tem 
se constituido em uma alternativa promissora para superar as 
barreiras de desempenho impostas pelo atual estágio da tecnologia 
de componentes eletr8nicos. 

As estruturas que exploram o paralelismo slo vinculadas 
à máquina em que a apl icaçlo será executada. Esta caracterfstica 
implica em que o projetista ou programador deva ter o 
conhecimento da arquitetura da máquina empregada e levar isto em 
consideraçlo quando do projeto do algoritmo ou escrita do 
programa. Isto se constitui em uma dificuldade adicional na 
elaboraçlo de projetos de algoritmos e de programas para máquinas 
paralelas. 

Tem-se que ter em mente que a tarefa de proJetar 
algoritmos paralelos' uma tarefa que depende do tipo de modelo 
computacional, do tipo de máquina que será utilizado ou que se 
está considerando, no caso teórico. O tipo de máquina implica n~o 
s6 na quantidade de processadores disponfveis, mas também o tipo 
de disposiçlo deles, da topologia dos processadores ou elementos 
processadores, do tipo de memória e na forma de comunicaçlo entre 
os processadores. 



Uma grande variedade de modelos de computa~lo paralela 
t@m sido definidos, e é interessante estudar as regras que 
existem entre eles, a viabilidade de constru~lo de cada um e 
quais outros modelos de computaçlo paralela podem ser imaginados 
e construrdos. 

Os modelos de computa~lo paralela diferem entre si de 
v'rias maneiras, incluindo o arranjo topológico e a interconexlo 
de seus componentes (processadores). Existem instru~ões internas 
a cada processador e instru~~es interprocessadores. Estas 
instru;~es nio estio pré-definidas e variam de modelo para 
modelo, caracterizando-os e determinando seu potencial de 
paralelizaç:lo. 

No objetivo de determina~lo de bons modelos em rela~lo 
à viabilidade de constru~lo e implementa~lo, temos os modelos 
PRAM, SIMD (principalmente por ter um modelo de interconex~o 
fixa>. Nos modelos mais atuais temos modelo com mem6ria 
compartilhada (onde estio SIMDAG), onde cada processador tem 
acesso a memória de outros processadores. 

3.2.1 Modelo PRAM <Parallel Random Access Machine> 
r-----

--7 1:! •Jma extenção do modelo RAM e é constiturdo de vãrios 
processadores sequenciais independentes, cada um com um conjunto 
particular de registradores e comunicando-se com os outros 
processadores através de um conJunto global de registros. Em cada 
ciclo de execu;lo, cada processador pode ler um registro 
particular ou global, executar uma instru~ão RAM e gravar um 
registro particular ou'global. 

Conforme as restri;~es de leitura ou grava~~o 
simultlnea na memória global, pode-se ter uma variedade de PRAMs. 
Diz-se que a leitura ou grava;io é concorrente se a 
simultaniedade é permitida e, exclusiva no caso contrãrio. Assim, 
em um PRAM do tipo EREW (de Exclusive Read, Exclusive Write) nlo 
se permite leitura ou grava;ão simultlnea em qualquer registro 
global, por qualquer par de processadores. Por outro lado, em um 
PRAM do tipo CREW (de Concurrent Read, Exclusive Write> só 
leituras simultlneas sio permitidas. 

3.2.2 Modelo SIMD .______ 

-DO modelo SIMD também chamado modelo de intercone~·:ão 
fixa, é um sistema composto por uma unidade de controle e um 
conjunto de processadores com memória local, interconectadas por 
uma rede de interconexão. ·Os processadores são altamente 
sincronizados, ou seja, todos os processadores devem completar a 
execuçlo da instru;ão concorrente antes de qualquer processador 
começar a próxima instru;ão. 



Um processador paralelo est~ ativo somente quando 
alguma instru~lo é delegada a ele. Dois processadores paralelos 
devem estar executando a mesma instru~lo se ambos estio ativos ao 
mesmo tempo CSingle Instruction Stream), mas podem estar operando 
~>obn? valores; distintos <Mult iple data stream). 

3.2.3 Modelo SIMDAG -----
""€> O modelo SIMDAG consiste do mode-lo SIMD com uma mem<5ria 

global de acesso aleat6rio, um processador de controle e um 
conjunto de unidades de processamento paralelo. Neste modelo nlo 
é permitido a interconexlo entre processadores. 

3.2.4 Modelo MTA <Máquinas de Turing Alternada) 

Alterna;lo é uma generaliza;lo do 
determinrst ico no qual quantificadores existenciais 
podem alternar durante uma computa;âo. 

conceito nlo 
e universais 

Uma máquina de Turing Alternada M é uma sete-upla 
ordenada contendo: ndmero de fitas de trabalho <k>; um conjunto 
finito de estados (G); um alfabeto de entrada; um alfabeto de 
t~abalho; regra de transi~lo; o estado inicial e uma fun~~o que 
determina o estado universal. 

A MTA tem uma fita de entrada onde é permitido somente 
leitura e k fitas de trabalho, inicialmente vazias. Um passo de 
computa;lo em M consiste- em ler um srmbolo de cada fita, escrever 
um srmbolo em cada fita de trabalho, mover cada cabe~a de leitura 
uma célula para a esquerda/direita e entrar num novo estado de 
acordo com.a regra de transi;lo. 

3.3 Metodologias de obten;lo de algoritmos paralelos 

Um dos problemas principais na área de processamento 
paralelo, encontra-se na tradu~lo de uma apl ica~lo para uma forma 
de aval ia~lo paralela. As principais dificuldades na converslo em 
algoritmos paralelos v~m de tr@s fontes: unidade de controle, 
diferen~a conceitual de programa~lo e ident ifica~lo de pontos que 
podem ser paralelizados. 

A unidade de controle das m~quinas paralelas em geral 
slo unidades sequenciais, o que implica em que procedimentos 
paralelos sejam organizados de uma forma sequencial. 

A diferen~a conceitual de programa~lo que existe entre 
os computadores convencionais e os paralelos, como por exemplo em 
processadores do tipo matricial onde o programador deve ter 
sempre em mente que está operando sobre v'rios processadores e a 
participa;lo ou nlo de um processador em determinada opera;lo 
deve ser feito de f6rma a mascar,-lo. Um algoritmo paralelo I 
dependente da máquina até o nrvel mais baixo, o nfvel da 
arquitetura, de como realmente a máquina vai fazer tal opera;lo, 
enquanto que em algoritmos sequenciais isto é irrelevante. 



A ident ificaçio dE pontos que possam ser paralel izados 
nlo I de f~cil visual izaçlo, podendo, as vezes, a simples troca 
de um fndice ou a invers~o na ordem de uma parcela a ser 
calculada ser suficiente para aumentar ou inviabilizar o 
desempenho da aplicaçlo 

Antes de introduzir algumas das metodologias de 
desenvolvimento de algoritmos paralelos, é necess,rio fazer 
algumas considera;~es e identificar atributos que influenciam o 
projeto dE desenvolvimento de algoritmos paralelos, podendo 
inclusive gerar uma classifica;lo de tipos de algoritmos 
paralelos. 

No princ(pio, muitos pesquisadores acharam na irea de 
proJeto de desenvolvimento de algoritmos paralelos uma irea 
famcinante e um grande desafio, sem se preocupar entretanto, se 
seus algoritmos na pritica seriam utilizados. O interesse em 
algoritmos paralelos aumentou, ainda mais, com o aumento da 
demanda de computadores paralelos de larga-escala, nas dlt imas 
dlcadas. Como resultado, surgiram uma grande variedade de 
algoritmos que foram projetados para virias arquiteturas 
diferentes de computadores paralelos. 

Kung Cem [KUN80]> identifica três atributos, que s~o: 
controle de concorrlncia, m6dulos de granularidade e geometria de 
comunica;~o; os quais s~o muito importantes em algoritmos 
paralelos e podem, cada um deles, ser utilizado para classificar 
os algoritmos paralelos. . . 

Em algoritmos paralelos, devido ao fato de que mais de 
um processo pode ser executado ao mesmo tempo, o controle de 
concorr@ncia é necess,rio para garantir que a execuç~o 
concorrente seja correta. Os algoritmos paralelos podem, entlo 
ser classificados quanto ao controle de concorr@ncia, como mostra 
na figura 3.3. As folhas da 'rvore representam os v'rios tipos de 
controle de concorrlncia. 

[ Controle de concorrência ] 
+----------------+-----+--------+----------------

Controle 
centralizado 

srncronos 

Controle 
distribufdo 

Controle via 
dados compartilhados 

assrncronos 
----------------+---------------
I 
I 

srncronos 

-----------------
controle 
local 
simples 

controle 
local 

complexo 

I 
I 

assrncronos 

controle 
local 

simples 

controle 
local 

complexo 

Fig. 3.3 Classificaçlo de controle de concorrência 



O módulo de -·.granularidade de algoritmos paralelos 
refere-se ~ m'xima quantidade de computa~~es um processo trpico 
pode afetar antes de ter que se comunicar com outros processos. O 
módulo de granularidade reflete se um algoritmo tem ou n~o 
tendlncia de ter uma comunicaç~o intensiva. Eles podem ser 
classificados em tr@s grupos segundo este atributo, como I 
mostrado na figura 3.4. 

[ Módulo de granularidade ] 

----------------------+-------------------------
pequena constante pequena grande 

Fig. 3.4 Class1ficaç~o do módulo de granularidad~ 

Suponha que os pr acessos ou m6du 1 os de t ar'efa de um 
algoritmo paralelo s~o conectados para representar a comunicaç~g 
entre os módulos, então, a configuraç;ão da geometria resultante 
de rede de comuniçaç;~o I referenciada como geometria de 
comunicação do algoritmo. Ela pode ser regular ou irregular; de 
barramento, ãrvore ou array de uma ou v'rias dimens~es. 

Uma vez vistos estes atributos, I necessãrio perceber 
que a inovaç~o da computaç;~o paralela tem adicionado uma nova 
dimensão no projeto de algoritmos e programas. As aplica~~es de 
paralelismo atingem diversos nrveis: algoritmos, programas, 
comandos e instruç~es. Programação paralela não • uma simples 
extens~o de programas sequenciais, pois para se explorar as 
possibilidades oferecidas pelo paralelismo, oa projetistas e 
programadores necessitam "pensar em paralelo", reconsiderar a 
soluçlo do problema e ter uma forma eficiente de expressar e 
codificar tal pensamento paralelo (linguagem paralela eficiente). 

Alguns algoritmos que são obsoletos para serem 
implementados em m'quinas sequenciais por possurrem alto grau de 
paralelismo, isto ~. conter muitos cãlculos que são independentes 
uns dos outros e que podem ser executados simultaneamente, 
obtendo um desempenho melhor do que t~cnicas sequenciais. A 
dificuldade reside que a nova metodologia de desenvolvimento de 
algoritmos, a introdução do paralelismo extendido, tamb•m requer 
que seja repensado o conhecimento do sistema, de linguagens 
paralelas, dos problemas não numlricos e dos mltodos numlricos em 
geral, pois caracterrst icas de computadores e algoritmos 
paralelos podem ser qualitativamente diferentes das sequenciais. 

A relaç~o aplicaç~o-algoritmo-arquitetura ou problema­
algoritmo-máquina exerce influ@ncia fundamental na exploração do 
paralelismo e no uso de t~cnicas de desenvolvimento de algoritmos 
paralelos. Os principais fatores influenciados são: ~ 
representaç~o e descriç~o do paralelismo; estrutura de· dados; 
mapeamento do algorJtmo ~arquitetura; esquemas para caracterizar 
fluxo de dados e de controle e desempenho entre outros. 
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Segundo Voight [VOI85], as principais abordagens a 
serem consideradas na obtenç~o de algoritmos paralelos, em geral 
são: 

a) A análise da complexidade do algoritmo, que tem 
objetivo a veri~icação da viabilidade do algoritmo a 
paralelizado em ~unção do paralelismo apresentado 
arquitetura; 

como 
ser· 

pela 

b) A manipulaçlo da ordem de avaliação do problema. O 
conceito de alteraçlo na ordem de computação pode ser visto 
como uma reordenaç~o na sequ~ncia de operação visando um 
aumento na quantidade de operaçaes que podem ser realizados 
em paralelo; 

c) O aumento da quantidade de computaç~es assrncronas. O 
emprego de computaç~es assrncronas permite que não haja a 
necessidade de sincronizar processadores entre si, evitando 
que processadores que J' e~etuaram sua computação fiquem a 
espera de outros~ 

d) O emprego da divisão e conquista, onde o particionamento 
em subproblemas menores de forma a serem tratados 
independentemente, reduzindo a necessidade de sincroniza~~o 
e/ou comunicaç~o entre elementos processadores pode muitas 
vezes, reduzir a di~iculdade de resolução do problema e a 
complexidade do problema do ponto de vista computacional. 

O problema de considerar esses fatores determinando 
sequencias de tare~as a serem executados em paralelo e a melhor 
distribuição de dados e processos em elementos processadores, 
otimizando ou diminuindo a necessidade de comunicação I 
denominada de problema de mapeamento. 

Ou~~, em seu artigo que trata da in~luincia da 
vetorizaç~o e paraleliza~ão na análise numlrica <[DUF87]>, 
apresenta algumas técnicas para o desenvolvimento de algoritmos 
paralelos, principalmente para a análise numérica. 

Estas técnicas estio relacionadas nas quatro abordagens 
de Voight. A primeira abordagem relaciona-se com a técnica dos 
métodos expl rcitos de paraleliza~lo, os quais após uma análise da 
complexidade é procurado explorar caracterrsticas da arquitetura 
nos métodos, como por exemplo a vetorizaçlo, onde instruções 
vetoriais de hardware são introduzidas nos programas para 
aumentar a velocidade de processamento. Portanto, operaçaes 
sequenciais que podem ser convertidas a operaç~es vetoriais 
semanticamente equivalentes, são substiturdas para fazer uso das 
vantagens de hardware vetorial. A principal abordagem para ganhar 
velocidade em máquinas vetoriais é a "pipelinezaçlo", que divide 
opera~~es básicas em suboperaç~es, as quais são e~etuadas por um 
hardware especr~ico da mesma forma que uma linha de produção 
industrial. 
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A técnica de divis~o e conquista, segundo Duff, é a 
mais utilizada na an'l ise numérica. Existem muitas 'reas onde 
métodos baseados nesta técnica s~o muito utilizado~, como por 
exemplo na solu~~o de sist~mas de equa~ôes tridiagonais e 
esparsos do tipo banda. Na soluç~o de equa~ões diferenciais 
parciais estes métodos slo conhecidos como de domfnio de 
decomposi~io; em problemas de estruturas eles slo conhecidos como 
subestrutura~io. A mot iva~io original para esta técnica nlo foi o 
projeto de desenvolvimento de algoritmos paralelos, mas resolver 
problemas muito grandes e intrat,veis diretamente, através da 
subdivislo em subproblemas menores e trat,veis. 

Quando se utiliza estruturas de 'rvores bin,rias, uma 
técnica equivalente a divisio e conquista é a dupla recursividade 
que também é eficiente no projeto de desenvolvimento de 
algoritmos paralelos. Nesta técnica a computa~lo é dividida 
recursivamente em duas subtarefas independentes de mesma 
complexidade. As subtarefas em cada nrvel de decomposi~~o 
recursiva s~o executadas em paralelo, em processadores 
independentes. o processamento paralelo inicia no nrvel mais 
baixo de subtarefas, o que corresponde ao nrvel" das folhas da 
irvore bin,ria, onde est~o os operandos de entreda. 

Outras técnicas citadas por Duff sio a de reordena~~o e 
técnicas assrncronas. Segundo ele a reordena~lo é a segunda 
técnica mais utilizada no desenvolvimento de algoritmos paralelos 
para an,lise numérica. Estas técnicas correspondem aos itens de 
manipulaç~o da ordem de aval iaçlo e do aumento da quantidade de 
computa~~es assrncronas. 
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4 NOCCES DA ANALISE DE ALGORITMOS 

Traub (em [TRA76a]) apresenta algumas raz~es para se 
estudar an,lise de algoritmos. Apesar de n~o ser uma lista 
completa, ele considera as seguintes raz~es: 

a) A sele,~o de algoritmos eficientes é um objetivo central 
na Ciência da Computa,~o e na Matem't ica Aplicada. A sele~~o 
de algoritmos é um problema de otimiza;~o multidimensional, 
onde uma destas dimensôes é a complexidade de algoritmos; 

b) H' muita literatura contendo papers dando as condi;~es de 
convergência de processos infinitos. Ser convergente não € 
suficiente para ser computacionalmente interessante, tem-se 
que saber o limite do seu custo. Um dos objetivos da 
complexidade computacional é que condi;~es adicionais 
precisam ser impostas ao problema tal que o custo de sua 
solu~ão possa ser ·a priori" limitado; 

c) Resultados da complexidade ajudam a dar a estrutura do 
arquivo; 

d) Limites inferiores da complexidade do problema nos d~o 
urna hierarquia natural baseada nas dificuldades intrrnsecas 
do problema~ 

e) Complexidade leva a urna Teoria matematicamente 
interessante e satisfatória. 

Por outro lado, dizer que um problema € 
algoritmicamente solucion~vel significa, informalmente, que 
existe um algoritmo, que para qualquer entrada, se lhe der todo 
TEMPO e ESPAÇO desejado, ele produz a resposta correta. 

Um dos conceitos mais importantes I o de algoritmo. A 
palavra algoritmo vem de Abu al Khwarizmi, que segundo a 
história, foi o primeiro a fazer um algoritmo, isto cerca de 
800 DC. Este conceito foi formalizado antes de 1930, antes de 
surgir o primeiro co~putador. ~uma descri;~o passo a passo de 
corno o problema é solucion~vel. A descri;~o deve ser finita e os 
passos bem definidos, sem ambiguidade. 

O objetivo da an,lise de algoritmos I dado um 
algoritmo, melhorá-lo ou escolher o melhor de entre algoritmos 
segundo os critérios de correção; quantidade de trabalho~ 
quantidade de espaço disponr~el; sirnpl icidade e otimalidade. 

Corre;~o é se o algoritmo está certo! Isto exige 
conhecimentos na 'rea sobre a qual se est' fazendo o algoritmo. A 
quantidade de trabalho pode ser medida pela complexidade de 
tempo, onde é estudado o pior caso, o melhor caso e o caso médio. 
Este é o critério em que se concentram mais os estudos. 
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A quantidade de espa~o disponrvel determina a complexidade de 
espa~o e Ot imalidade, envolve o conceito do algoritmo 6timo, o 
qual deve gastar menos tempo, tanto no pior caso, como nos demais 
casos. 

Para se determinar o algoritmo ótimo, pega-se o 
algoritmo candidato, juntamente com uma fun~lo W E para uma 
entrada de tamanho n, o algoritmo ir' fazer no m'ximo W(n) 
opera~5es bãsicas. 

Para uma fun~lo f, prova-se que, para todo algoritmo da 
classe em considera;lo, existe uma entrada de tamanho n, para a 
qual o algoritmo fa;a pelo menos f(n) opera~~es ( f(n) I o limite 
mrnimo de opera;8es) E SE a fun;lo W for igual à fun;lo f, ent~o 
o algoritmo é 6t imo. Caso W nlo seja igual a f, pod~ ocorrer que: 

a) f pode estar errado, ou seja, f(n) é menor que o ndmero 
necessãrio para resolver o problema~ 

b) O algoritmo em questlo nlo é ótimo! W<n> > f(n). 

4.1 Medidas de complexidade e cotas 

Uma maneira para comparar o desempenho de algoritmos I 
pelo computar de alguma de suas medidas de eficilncia. Para ser 
dt il, esta medida necessita ser independente de mãquina. Bons 
algoritmos tendem a permanecer bons, mesmo que implementados em 
diferentes 1 inguagens de programa;io ou se executados em 
diferentes mãquinas. 

As duas medidas mais dteis slo o tempo requerido para 
executar o algoritmo e a memória necess,ria pelo algoritmo. Estas 
medidas slo geralmente expressas em fun;lo do tamanho do 
problema, também denominado de instincia do problema. Na 
quantifica;lo destas medidas o modelo de computa;lo é importante 
porque a quantifica;lo do tempo ~ feita pela contagem de 
opera;~es e a forma ou o problema de representa;lo afeta no 
tamanho do problema. 

Destas duas medidas resultam a complexidade de tempo, 
que é uma fun;lo do tamanho da instincia que expressa o tempo 
m'ximo que o algoritmo necessita para resolver aquela instlncia, 
e a complexidade de espa~o, que ~ uma fun;lo do tamanho da 
iMst~ncia que expressa o pico da quantidade de espa;o de memória 
requerido para resolver aquela instincia. 

O tempo da fun;~o de complexidade é o tempo dos 
requerimentos computacionais, os quais na prática s~o calculados 
como o ndmero de vezes que uma opera~lo particular ocorre. 

Em algumas análises utiliza-se o crit~rio do custo 
uniforme, no qual todas as opera;5es elementares <compara;lo, 
soma, multipl ica;lo,troca, etc ••• ) gastam uma unidade de 
tempo. Em outras anãl ises emprega-se o crit~rio do custo 
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logarrtmico, no qual cada op~ra;~o gasta o tempo ~roporcional ao 
ndm~ro de srmbolos n~cess~rios para representar os operandos. 
N~ste caso o tamanho de entrada n é dado pelo ndmero de bits 
requeridos para decodificar a inst~ncia do problema. 

No comando for i:=i to n do xi:=xi+i; temos que o tempo 
é da ordem n, uma vez que n adiç5es s~o efetuadas. J~ n~ste outro 
comando: for i:=i to n do for j:=i to n do xij:=2*xij~ ocorrem 
nxn (n ao quadrado- n~2) multiplica~~es, •endo da ordem n~2. 

Portanto, complexidade de tempo, é uma fun~~o que 
relaciona o tamanho de uma inst~ncia ao tempo necessãrio para 
resolvi-lo. O tamanho da inst~ncia é a medida da quantidade dos 
dados de entrada, no caso de um sistema de equaç~es é da ordem do 
sistema ou da matriz dos coeficientes. Uma inst~ncia de ~m 
problema é obtida ao se fixarem valores particulares de todos os 
par~metros do problema. 

Para exemplificar, serã considerado o problema de 
ordenar uma lista finita de n ndmeros inteiros. Qs parlmetros a 
serem considerados s~o os n ndmeros inteiros <Mi,M2, ••• ,Mn>, e a 
solu~~o consist~ nesses ndmeros ordenados em ordem crescente 
(exemplo retirado de [TER91]>. 

ALGO.RITMO 4.i 

Ordl ist - Ordenaç~o de 1 ista na ordem nio decrescente; 
Entrada: A 1 ista <Mi,M2, ••• ,Mn > ele n ):::: 2 nd.meros inteiros; 
Sarda: A lista ordenada em ordem n~o decrescente: 

< Mp < i ) , Mp < 2) , ••• , Mp < n ) > ta 1 q •.H~ Mp < i ) < :: Mp < i+ i) (V i > 
1 Para j:=n-1 ate 1 fa~a 
2 Para i:=1 ate j fa~a 
3 Se M i > M i +i 
4 Entio "Troque os valores de Mi e Mi+1 entre si"; 
5 Fim-se~ 
6 Fim-para; 
7 F i m-p<:\ra;: 
8 Pare com sarda <M1,M2, ••• ,Mn>. 

Para ilustrar, consideremos uma instlncia deste 
problema, que pode ser a 1 ista <5, 47, 0, -9> para a qual n=4 e a 
solu~io é <-9,0,5,47>. A execu~io elo algoritmo 4.1, com esta 
entrada é mostrada na figura 4.1, onde se tem os valores de i, j, 
Mi, Mi+1 na linha 3 e a 1 ista resultante na linha 6. 

j Mi Mi+1 Lista resultante Cem 6) 

~~ 1 ~:; 47 <57 47, 0r -9 > 
3 2 47 0 ( t'5 r 0, 47, -9 > 
3 3 -9 47 < .,. 

~~, 0, -9, 47 > 
2 1 1!." 0 (0, 1!." -9, 47 > ,J ,J r 

2 2 -9 5 ( 0 r -9, 5r 47 > 
1 1 0 --9 ( -:-9 r 0, 5,. 47 > 

Fig. 4.1- Execu~lo elo algoritmo 4.1 



Foram feitas seis compara~~es na linha 3 do 
4.1. De uma forma geral, verifica-se que s~o feitas 
comparaç5es e no miximo este ndmero de trocas. A 
mostrado a forma do c'lculo: 

algoritmo 
n<n-1)/2 

seguir é 

j= n-1 a 1 7 para cada j se tem variando de i a j • ou seja, 

j - n-i ===> = i, ••• ,n-1 n-1 comparaç5es 
j = n-2 ===> = i, ••• ,n-2 n-2 comparações 

j = 2 ===> = 1 , 2 2 comparaç~es 
j = i ===> = i 1 comparaçlo 

Portanto o ndmero de comparaç5es é: 1 + 2 + + 
(n-2>+<n-i> , que~ uma progress~o aritmética com n-1 parcelas, 
cuja a soma é n<n-1)/2. 

O espaço da fun;~o de complexidade é o espaço dos 
requerimentos computacionais do algoritmo, que podem ser para 
armazenar matrizes, vetores, dados intermedi,rios e etc ••• 

O tempo do algoritmo e o espaço de armazenagem s~o 
importantes medidas e s~o particularmente apropriadas se o 
algoritmo for implementado e executado. O tempo de um algoritmo é 
um fator que restringe o tamanho do problema que pode ser 
resolvido no computador e a profundidade do programa, no sentido 
de medir a simplicidade de um algoritmo. 

Na tentativa de responder quest5es, como: 
melhor algoritmo para resolver um problema especrfico; 
ndmero mfnimo de operaç5es elementares necessirias para 
tal problema e se é um problema intrativel, ou seja, 
existe nenhum algoritmo que o resolva em um tempo 
chegou-se a dois importantes resultados: 

Qual é o 
Qual é o 
resolver 
que n~o 

razo~vel, 

a) A possibilidade de se dividir todos os problemas para os 
quais existem algoritmos em duas classes distintas: 
algoritmos eficientes ou praticamente soldveis e algo~itmos 
ineficientes os quais possivelmente refletem a pesquisa por 
força bruta ou aqueles cujo tempo de execuçlo cresce como 
fun~~es exponenciais e superexponenciais; 

b) A definiç~o do algoritmo dt imo, o qual combina o tempo 
real de soluç~o do problema com o tempo mrnimo exigido para 
se resolver o problema. Estas idéias s~o formalizadas nas 
cotas. 

Para um dado problema, a cota superior de complexidade 
Cs(n) é a menor das complexidades dos algoritmos conhecidos para 
resolver o problema. Para a instincia de tamanho n, resolve-se o 
problema em tempo Cs<n>. ! um valor que depende do algoritmo. 



A cota superior depende do atual estado do 
conhecimento, pois nlo interessa utilizar um algoritmo que tenha 
uma cota superior a Cs(n), uma vez que se conhec~ o algor1tmo que 
resolve o problema num tempo igual a Cs<n>. Por esta razlo, 
algoritmos novos slo construrdos e analisados na esperean~a de se 
reduzir a cota superior. Portanto, novos algoritmos slo 
analisados para verificar se tem desempenho, no pior caso, melhor 
que qualquer outro algoritmo conhecido. 

Aprimorar uma cota superior significa descobrir um 
algoritmo que tenha uma rapidez m~xima menor do que a dos outros. 

Existem dois m~todos principais para determinar a cota 
superior pela an'l ise do desempenho pessimista do algoritmo: a 
contagem das instruç~es bisicas e a resoluçlo de equaç~es de 
recorrancia. Ambos os m~todos requerem a identificaçlo do pior 
caso, isto~, uma entrada de tamenho n que maximixe a quantidade 
de trabalho que o algoritmo necessita fazer para resolver o 
problema. 

A cota inferior de complexidade Cl<n> de um problema é 
a complexidade inerente ao problema. Ela determina que nenhum 
algoritmo pode resolver o problema tom comp1exidade, no pior 
caso, em tempo menor do que Ci (n), para entradas arbitririas de 
tamanho n. No caso de ordenaç~o de uma lista de n ndmeros 
inteiros, a cota inferior de complexidade é n log n. 

A determina~lo da cota inferior é um dos problemas mais 
difrceis, nos limites de complexidade, pois nlo h~ algoritmo para 
an~lise; hi poucos princrpios gerais para serem aplicados e os 
resultados variam de problema para problema. Mesmo assim, algumas 
técnicas e princrpios t@m-se mostrado õteis. 

Uma forma simples para o cilculo de um limite inferior 
é conhecido como 1 imite inferior trivial. O método consiste 
simplesmente da contagem do ndmero de entradas que precisa ser 
examinado e do ndmero de sardas que precisam ser produzidos. Por 
exemplo, para a multiplica~lo de duas matrizes nxn, slo 
necess~rios que n~2 elementos de sa(da sejam produzidos e, 
portanto, a cota inferior trivial ~da ordem mfnima de n~2. Isto 
nada diz sobre o ndmero de mult ipl icaç~es ou adiç~es necess,rios 
para resolver o problema, mas somente que a operaçlo - elemento 
de sa(da, necessita ser computada n~2 vezes. 

Um dos princ(pios mais dteis sobre a quantidade de 
trabalho mfnima na determinaçio de cotas inferiores é que o 
resultado de uma comparaçlo entre dois itens cont~m no miximo um 
bit de informa;lo, entlo se existem m entradas e o algoritmo se 
prop~e a identificar uma atrav~s de compara~~es, s6 serlo 
necessárias : log m I compara;~es. Este princ(pio serve de guia 
na prova de cotas inferiores para os problemas de compara;lo, 
como no problema de ordena;~o de conjuntos, cuja cota inferior é 
C i < n) :::: <a< n 1 <)9 n ) • 



Uma das maneiras mais elegantes de provar uma cota 
in~eior de um problema Pi ~mostrar que um algoritmo para 
resolver Pi, admite com uma transforma~~o sobre uma instlncia, 
pode ser usado para construir um algoritmo para resolver outro 
problema P2, para o qual a cota in~erior ~ conhecida. Exemplo 
disto ~ a redu;~o polinomial, usada para demonstrar a 
equival@ncia de problemas NP-completos (como ser' visto no 
próximo caprtulo>. 

Aparentemente existem duas ~un;~es de complexidade de 
problemas, as cotas superiores e inferiores. O objetivo ~inal' 
~azer estas duas cotas, estas duas fun;~es coincidirem. Quando 
isto ocorre, o algoritmo~ ótimo, tendo Ci(n) = Cs<n>. Entretanto 
para a maioria dos problemas se tem: 

Ci(n) <= Cs(n). 

Ao se tentar demonstrar uma cota melhor do que a 
existente, necessita-se concentrar em t~cnicas que permitam 
aumentar a precislo com a qual o mfnimo, sobre todos os 
algoritmos possrveis. pode ser limitado. Entre estas tlcnicas, 
surgiram conceitos de processamento paralelo e procedimento 
vetorial, os quais tendem a modi~icar os conceitos de cota 
inlerior e superior. 

Estudos devem ser desenvolvidos para 
rela;~o entre a cota inferior, que ~ inerente 
sequencial e a sua extenslo paralela. 

4.2 Anãlise do caso pessimista e do caso m~dio 

determinar a 
ao problema 

Complexidade pessimista tem sido a de maior interesse 
teórico. Algumas vezes esta complexidade pessimista pode 
desquali~icar um algoritmo que tenha uma complexidade m~dia 
aceit,vel, uma vez que exista, no pior caso, a possibilidade de 
ocorr@ncia de desastre, como no caso de controle de trens e 
reatores at8micos. 

A ident ifica;lo do pior caso quando um algoritmo 
realiza a mesma quantidade de trabalho para qualquer entrada de 
tamanho n ~ fãcil, pois signi~ica que o ~luxo de controle I 
independente dos dados. Qualquer caso~ o pior caso! Exemplos s~o 
a procura do maior elemento de um conjunto de n elementos, onde 
slo necess,rias n-1 compara;~es, ou a multipl ica;lo de duas 
matrizes nxn na ~arma cl,ssica, onde slo necess,rias nA3 
multiplica;~es. 

Devido i utilidade pr,tica, a complexidade mldia tem 
sido mais estudada. Um exemplo disto é na programa;lo linear, o 
algoritmo simplex, que necessita de um tempo igual a uma fun;~o 
exponencial no tamanho da instlncia, no caso pessimista, mas no 
caso m~dio I extremamente rãpido. 
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Outro exemplo ~ o algoritmo 4.2, conhecido como 
Quickscrt ou ordena;lo por concatenaçlo. O algoritmo Quicksort ~ 
provavelmente o melhor algoritmo pr't ico para classificaçio 
conhecido, principalmente porque no caso médio, tem uma 
complexidade o( n log n> comparaç~es, desde que se garanta que a 
cada passo de parti;lo seja subdividido em subl istas de tamanhos 
aproximadamente iguais. Devem ocorrer cerca de log n estágioi de 
part i;~es, cada uma levarã cerca de o(n). O problema é que no 
pior caso, o desempenho é da ordem nA2, portanto nlo é 6timo, uma 
vez que a cota inferior de ordenaçlo é de @(n log n) e se conhece 
algoritmos desta ordem. 

ALGORITMO 4.2 

Quicksort<S> Ordenaçlo por concatenaçio 

i Inicio 
2 Se lSl <= i entlo retorne (S); 
3 Escolha um elemento X de s~ 
4 Particionar Sem tr@s conjunto: 

Si = Todos elementos menores que x; 
S2 = Todos elementos iguais a x; 
83 = Todos elementos maiores que x; 

5 Retorne (Quicksort<S1>;S2~Quicksort<S3>>~ 
6 fim. 

Se todos os elementos de S sio distintos e o algoritmo 
por falta de sorte, escolher sempre um x, o qual é o menor 
elemento do conjuntoS a cada estágio, entlo Si é vazio, 82 
contém um elemento <o x> e 83 contém um elemento a menos do que 
S. Neste caso serio necessãrio n estágios de particionam~nto, 
onde cada k-ésimo est4gio examinará cerca de n-k elementos, sendo 
a complexidade da ordem de nA2. 

4.3 Ordem m4xima, mrnima e exata 

Para o cálculo de complexidade, pode-se medir o ndmero 
de passos de execuçlo num modelo matemático ou medir o ndmero de 
segundos num computador especrfico. Estes s~o dois extremos, onde 
os resultados podem diferir por mais do que um simples fator de 
escala. Ao se escolher um modelo de computaçlo, tem-se que 
equilibrar o realismo com a tratabilidade matemá~ica. 

Ao invés do cálculo exato do tempo de execuçlo em 
máquinas especfficas, a maioria das anãlises leva em conta o 
ndmero das opera;5es elementares. A medida de complexidade I 
entio o crescimento assintótico desta contagem de opera;5es. 

Na matemática, para expressar o fato de que uma fun;lo 
g(n) nio cresce, assintoticamente, mais rapidamente do que uma 
outra fun;lo f(n), utiliza-se o conceito de ordem máxima, ou 



s~ja, g(n) ~o( f(n)). Ord~m f(n), pod~ s~r int~rpr~tado como o 
conjunto das fun~5~s com a propri~dad~ d~ qu~, para qualqu~r 
fun~lo g(n) ~m o( f(n)), existe uma constant~ c tal que 

g(n) <= c f(n). 

De forma an~loga, @( f(n)) <ord~m mrnima f(n)) ' o 
conjunto das fun~5es com a propriedade de que, para qualquer 
fun~lo g(n) em@( f(n)), existe uma constante c>0 tal que 

g(n) >~ c f(n). 

Por fim, o< f(n)) (ord~m ~xata f(n)) 'o conjunto das 
funç~es com a propriedade de que, para qualquer funçlo g(n) em 
o< f<n>>, existem constantes ci > 0 e c2 tais que 

A notaç~o 
cotas superiores; 
cotas inferiores e 
quando f possrvel 
constante. 

ci f(n) <= g(n) <= c2 f(n). 

de ordem m'xima (o( >> I usada para descrever 
a notaç~o de ordem mrnima (@( >> 'usada para 
a notaç~o de ordem exata <o< >> ' utilizada 
caracterizar a complexidade com um fator 

4.4 Dist inç~es entre funç~es de complexidade 

Quando se estuda a an~lise de algoritmos, especilamente 
quando se compara algoritmos, ouve-se falar em problemas de ordem 
n, ordem n log n, n ao quadrado, ordem polinomial ou exponencial, 
sem que se perceba o que significa o crescimento da funç~o de 
complexidade em relaçlo ao aumento da instincia do problema. 

Neste item, pretende-se fazer uma distin~~o entre as 
fun~5es de complexidade, de forma a se perceber as implicaç5es no 
tempo de process?~ento de cada algoritmo destas ordens trpicas de 
complexidade. P~ra isto a figura 4.2, apresenta os gr,ficos das 
ordens: n; n log n; n~2; n~3; 2~n e 3~n. 
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Fig. 4.2 Gráfico das fun;~es trpicas de complexidade 

Observando o gr~fico da figura 4.2, vf-se que Para 
instincias pequenas (n(5) nio se chega a diferenciar o 
crescimento de uma funç:io Polinomial (n'.'2, n'"'3) Por •Jma 
exponencial <2~n, 3~n). Pode-se atl se ter uma idlia errBnea uma 
vez que, Para n entre 2 e 4, as funç:aes nA2 e 2An desempenham um 
comportamento (nA2 >= 2An) contrário do resto do domrnio (n''2 < = 2'.'n ) • 
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----------------------------------------------------------
n : n. 1 og n : n''~-~ : 2'.'n n'.'3 3'"'n 

---+----------+-----+-----------+-------+---------------
i 07000 i 2 i 3 
2 2 7 000 ·: 4 4 8 9 
3 47754 9 8 27 27 
4 87000 16 16 64 8i 
5 11.,609 
6 15,509 
7 197651 
8 24,000 
9 ~~8 7 5~~9 

10 337219 
15. 58,603 
20: 86 7 4:38 

25 
36 
49 
64 
81 

100 
225 
400 

32 
64 

128 
~~56 

512 
1.024 

32.768 
1.048.576 

i25 ;.~43 

2i6 729 
343 2.187 
512 6.561 
729 19.683 

1.000 59.049 
3.375 14.348.907 
8.000 3.486.784.401 

----------------------------------------------------------
Fig. 4.3 Comparaç~o das fun~ões trpicas de complexidade 

Na figura 4.4 & ilustrado as diferen~as em rapidez de 
crescimento das funções trpicas de complexidade. Os valores 
expressam os tempos de execu;~o quando uma opera;~o elementar no 
algoritmo I executável em um décimo de microsegundo (0,00001). 
Mais uma vez pode ser observado o crescimento extremamente rápido 
das funções de complexidade exponencial. 

------------------------------------------------------------
funçio de : tempo em segundos <Uma oper.elem. 10~-5) : 

: complexidade :-------------------------------------------: 
n = 20 n = 40 n = 60 n = 100: 

--------------+----------+-----------+----------+---------: 
n 0,0002 0,0004 0,0006 0,0010 I 

--------------+----------+-----------+----------+---------
n log n 0,0009 0,0021 0,0035 0,0066 

--------------+----------+-----------+----------+---------
~2 

n 0,0040 0,0160 0,0360 : 0,1000 
--------------+----------+-----------+----------+---------

3 
n 0,0800 0,6400 ~~, 1600 : 10,0000 

n 10 127 : 3656 : 4.10~15 : 
~2 : SE~gundos : dias : <;:;&culos : séculos: 

:--------------+----------+-----------+----------+---------: 
: n 581 38551 : 1,3.10~14:1,6.10~33: 

3 : minubls : séculos : séculos : séculos : 
------------------------------~-----------------------------

Fig. 4.4 Compara;lo de fun;~es de complexidade <[TER91]) 



Devido ao desempenho negativo dos 
complexidade exponencial, con~orme ilustrado 
anteriores, tais algoritmos slo considerados 
ineficientes, enquanto que os de complexidade 
considerados aceitáveis. 

algoritmos de 
nas ~iguras 

inaceitáveis, 
polinomial sio 

Como as complexidades sio em geral caracterizadas em 
termos de ordem (usando a notaçlo o( )), as constantes 
mult ipl icat ivas das ~unç~es de compiexid~de nlo slo explicitas. 
Entretanto ~ importante ressaltar que um algoritmo de 
complexidade rapidamente crescente pode ter uma constante 
multiplicativa menor do que um outro de complexidade lentamente 
crescente. Neste caso, o primeiro algoritmo pode ter um 
desempenho superior para instincias pequenas. Isto pode ser 
observado na figura 2.3, se co~parado as funç~es de complexidade 
de ordem o<nA2) e o<2An), onde nas inst~ncias pequenas 2An < nA2, 
sendo que para n>5, já temos o real comportamento das ordens, ou 
seja 2An > nA2. 

4.5 Tamanho de inst~ncias de problemas 

O tamanho de instincia ~um conceito que depende da 
natureza do problema. Ele pode ser exato se tomarmos n como sendo 
o ndmero de srmbolos necessários p.ara codificar a instincia num 
determinado modelo computacional. 

~ necessário definir explicitamente o tamanho de 
instincias em cada caso, para que o resultado da análise tenha 
significado. Nos problemas de ordenaçlo, n ~o ndmero de objetos 
a serem ordenados; para problemas de grafos, n pode ser o ndmero 
de v~rtices. Algumas vezes, pode ser mais conveniente descrever o 
tamanho do problema atrav~s de dois ou mais par~metros, como no 
caso de grafos onde podemos ter n como o ndmero de v~rtice e mo 
ndmero de arestas. 

4.6 Quest~es importantes de complexidade paralela 

quanto a 
professor 
Slo Paulo 

Neste ite~ slo enumerados algumas quest5es importantes 
complexid~de paralela, que foram levantadas pelo 

Terada durante a VII Escola de Computaçlo, realizada em 
no ano de 1990. 

a) Quais os fatores que determinam a complexidade de 
algoritmos paralelos?; 

b) Que tipo de problemas computacionais slo ou nlo sio 
solucionáveis eficientemente em paralelo?; 

c) Os algoritmos paralelos slo completamente diferentes dos 
melhores algoritmos sequencias para o mesmo problema?; 

39 



d) Quais slo as cotas superiores mfnimas e as cotas 
inferiores m~ximas para complexidade paralela de tempo e de 
espaço, de problemas b~sicos, como: ordenaç~o, opera;Bes 
aritm&t icas, operaçBes sobre matrizes, busca em grafos, 
etc ••• ; 

e) ~ possfvel caracterizar problemas inerentemente 

sequenciais? 

O ensaio da resposta destas peguntas encontram-se no 
livro do professor Terada da Escola de Computa;lo. Aqui, nesta 
introdu;lo foram feitas algumas consideraç~es, as quais slo 
aprofundada~ no desenvolvimento deste trabalho. 

Entre os fatores que determinam a complexidade de 
algoritmos paralelos, pode-se identificar o nómero de 
processadores, a arquitetura da máquina (ou modelo computacional> 
e a quantidade de trabalho para resolu;lo do problema. 

Outra questlo d diferenciar a medida te6rica e a medida 
prit ica de tempo de processamento. A medida te6rica, conta o 
nõmero de passos para a resoluçlo do problema. A medida pritica 
leva em conta o ndmero de processadores, a divis~o do problema em 
tarefas que podem ser executadas em paralelo, o tempo de espera 
dos processadores e o tempo de gerenciamento do sincronismo dos 
processos. 

Referente ao ndmero de processadores, necessita-se 
verificar qual a rela;lo do ndmero de processadores disponrveis e 
a co~plexidade da resoluç~o de um problema nesta m~quina. E 
ainda, como determinar o ndmero ideal de processadores em uma 
determinada arquitetura, para se resolver um dado problema. 

Por fim, sabe-se que o tempo e o espaço slo os 
principais fatores que s~o analisados na complexidade de 
algoritmos sequenciais; consideraç~es sobre a importlncia deles 
na complexidade de algoritmos paralelos e como eles slo 
caracterizados, devem ser feitas, para um bom entendimento da 
complexidade paralela. 

4.7 Complexidade de algoritmos paralelos 

Nio se pode esquecer que an~lise de algoritmos se 
refere aos processos de determinar qu~o bom~ um algoritmo, qu~o 
rápido, quanto custa executi-lo e qulo eficiente i seu uso dos 
recursos disponrveis. 

Os principais recursos sobre os quais o desempenho de 
algoritmos sequenciais slo medidos slo o tempo e o espaço. 
Seguindo uma analogia a estes recursos para avalia;lo do 
desempenho de algoritmos paralelos, pode-se verificar que o 
tempo permanece como o principal recurso no processamento 
paralelo, s6 que agora ele depende nlo.somente da complexidade 
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das cpera;~es computacionais, mas também da complexidade do 
gerenciamento das cpera;~es, criadas pela ccmunica;lc, 
sincroniza;~c e restri;~es de acesso aos dados. O desempenho 
medido quanto ao espaço, depende da quantidade de mem6ria que o 
algoritmo necessita. 

Em computadores paralelos, este fator mem6~ia é de 
menor importlncia, pois o tamanho do hardware, que é o ndmero de 
elementos de uma 'miquin~ paralela que s~ó ativados durante a 
computa~~o representa o recurso mais importante nas considera;ôes 
do desempenho do programa. Numa miquina matricial (matriz de 
processadores) diz respeito ao ndmero de processadores envolvidos 
na computa;~o~ para uma m~quina vetorial é a soma dos 
comprimentos dos vetores. 

Guando um novo algoritmo esti sendo projetado, é usual 
aval ii-lo segundo alguns critérios como: tempo de execu;~o, 
ndmero d~ processadores usados e custo. Juntamente com. estas 
medidas padr~es, um ndmero de outras medidas de tecnologia s~o 
algumas vezes utilizadas quando se sabe que um algoritmo seri 
executado em um computador com uma tecnologia particular. 

4.7.1 Tempo de execuçlo 

Uma vez que velocidade de computaçlo ap~rece como sendo 
a principal razlo, a principal quest~o na constru;~o de 
computadores paralelos, a medida mais importante na avalia~~o de 
algoritmos paralelos é portanto o tempo de execu;lo. Ele é 
definido como o tempo absorvido por um algoritmo para resolver um 
problema em um computador paralelo, isto é, o t~mpo desde o 
momento que o algoritmo inicia até o momento que ele termina. Se 
os virios processadores n~o iniciam e nem terminam juntos, ent~o 
o tempo de execu;~o é igual ao intervalo de tempo entre o momento 
do primeiro processo iniciar a ccmputaçlc até que o dlt imo 
processo termine a computa~~o. 

Kung Cem [KUN76]) definiu o tempo absorvido por um 
programa paralelo, como o intervalo de tempo do processo em um 
programa que termina por dlt imo, onde o intervalo de tempo do 
processo é calculado como a soma de três quantidades: 

a) Tempo de processamento b~sico, o qual é a soma dos tempos 
absorvidos pelos seus est,gios~ 

b) Tempo bloqueado, c qual é o tempo total que o programa é 
bloqueado até c final do est,gio devido~ espera de dados na 
sincroniza;lo do algoritmo ou de espera para entrada numa 
seç~o crftica de um algoritmo assincrono~ 

c) Tempo de execu;~o do gerenciamento da sincroniza;~o, a 
qual é feita através de opera~~es primitivas de 
sincrcniza;~o e de implementa;lo e acesso a se;~es crfticas. 
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Em processamento paralelo, o objetivo do menor tempo de 
execuçlo nlo f, necessariamente, sin8nimo de realizar o menor 
nómero de opera;~es aritm~ticas como em processamento sequencial, 
pois pode haver um ndmero maior de operações, as quais podem ser 
executadas simultaneamente. Em alguns casos, uma medida dt il de 
desempenho para processamento paralelo, pode ser o parlmetro o 
qual é inversamente proporcional ao tempo de CPU, isto~. o tempo 
durante o qual unidades do computador <aritméticas e lógicas> slo 
utilizadas por um programa, estâo engajadas durante a execu;lo do 
prc)grama. 

Contando passos 

Antes de implementar um algoritmo Csequencial ou 
paralelo> em um computador, é bom fazer uma anãlise teórica do 
tempo necessãrio para resolver o problema computacional em 
quest~o. Isto ~ geralmente feito pela contagem do ndmero de 
operaç~es elementares ou passos executados pelo algoritmo no caso 
pessimista. Isto leva a uma expressâo que descreve o ndmero de 
passos como uma fun;lo do tamanho da entrada. 

O tempo de execu;lo de um algoritmo paralelo é 
geralmente obtido pela contagem de dois tipos de passos: passos 
computacionais e passos de envio. Um passo computacional consiste 
de uma operaçlo aritm~tica ou lógica realizado sobre um dado por 
um processador. Por outro lado, em um passo de envio um dado vai 
de um processador para outro através da memória compartilhada ou 
através da rede de comunica;lo. Para um problema de tamanho n, o 
pior caso paralelo de tempo de execu;âo de um algoritmo, é uma 
fun;lo de n, denotado por t(n). Estritamente falando o tempo de 
execu;âo é também uma funçlo do ndmero de processadores. 

Geralmente, passos computacionais e passos de envio nâo 
requerem necessariamente, o mesmo ndmero de unidades de tempo. Um 
passo de envio depende da dist~ncia entre os processadores. 

Limites inferiores e superiores 

Dado um problema computacional para o qual um novo 
algoritmo sequencial tenha sido projetado, é comum entre 
projetistas de algoritmos questionar se o algoritmo é o mais 
ripido possfvel para problemas e, caso nlo o seja, como 
comparã-lo com os demais algoritmos jã existentes para o 
ps,.ob 1 ema. 

O primeiro questionamento é respondido geralmente 
comparando o ndmero de passos executados pelo algoritmo com a 
cota inferior, que é o limite mrnimo de operações ou passos 
requeridos para resolver o problema no pior caso. 

Sabe-se, por exemplo, que para computar o produto de 
duas matrizes nxn, a matriz resultante tem n~2 entradas, para 
isto, muitos passos slo necessãrios para cada algoritmo de 
m•Jlt ipl ica;lo de matr i=·=c~s produzir o resu_ltado. 
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J' para o problema de classificaç:lo, ~definido sobre 
um conJunto de n ndmeros dados em ordem rand8mica; para 
classific,-los em ordem nlo decrescente, existem n! possrveis 
permutaç~es da entrada e, (log n)! bits slo necess,rios para os 
distinguir entre si. Portanto no pior caso, qualquer algoritmo 
para classifica;~o necessita a ordem n log n passos para produzir 
a solu;~o. 

pat"'alelos, 
considerai" 

A mesma id&ia geral de cotas se aplica a 
mas se tem que adicionar dois fatores: 
o modelo de computaç~o paralela. e o 

processadores envolvidos. 

algoritmos 
tem-sE~ que 

n•1mero d<~ 

Na avaliaçlo de algoritmos paralelos para um dado 
problema é bastante natut"'al se ter uma co~paraçlo em termos do 
melhor algoritmo sequencial disponrvel. Entlo uma boa indicaçlo 
da qualidade de um algoritmo paralelo é o speedup, que' definido 
com<:> [o q•Jociente d<:> temp<:> de <~xecuç:'ã<:> do mais rápido algoritmo 
setpJerH:ial para <:> problem~ no pior caso, pelo tempo d<:> 
algoritmo paralelo, também no pior caso. 

Suponha que se conheça um algoritmo sequencial para um 
dado problema que seja n mais r'pido possrvel. Ideal ist icamente, 
espera-se ter o melhor speedup de N, quando se Fesolve tal 
problema utilizando N processadores operando em paralelo. Na 
pr't ica tal speedup nlo é obtido para o problema, pois rilo é 
sempre possrvel decompor o problema em N processos, onde cada um 
requeira 1/N do tempo necessário por um processador resolver o 
problema original e na maioria dos casos a estrutura do 
computador paralelo utilizada para resolver um problema, 
geralmente imp~e restri;~es que faz com que o tempo de execu;lo 
desejado seja inalcansável. 

4.7.2 Ndrnero de processadores 

O segundo critério mais importante na aval iaçlo de 
algoritmos paralelos é o ndmero de processadores que slo 
requeridos para resolver um problema. Quando v'rios processadores 
estio presentes, o problema da manuten;lo, em particular, I 
complexo e o preço pago para garantir o alto grau de realidade 
cresce facilmente. Entretanto, o grande ndmero de processadores 
que um algoritmo usa para resolver um problema, torna a soluç~o 
mais dispendiosa de ser obtida. Para um problema de tamanho n, o 
ndmero de processadores req~~ridos por um algoritmo é uma fun,lo 
de n e ser' anotado por p(n). 

O tamanho do hardware, o ndmero de elementos da máquina 
paralela os quais est~o ativos durante o processamento, 
representa o principal recurso a ser tomado nas considera;5es de 
desempenho do programa. Exemplos slo: em processadores 
matriciais, o ndmero de processadores envolvidos na computaç:lo; 
em máquina vetorial, a soma dos tamanhoá dos vetores. 



4.7.3 Custo 

O custo de um algoritmo paralelo é definido como o 
produto de duas quantidades, ou seJa, o produto do tempo de 
execu~lo paralelo pelo ndmero de processadores utilizados. Isto 
significa que o custo é igual ao ndmero de passos executados 
coletivamente por todos processadores na solu~lo de um problema 
no pior caso. Esta defini~lo assume que todos processadores 
executam o mesmo ndmero de passos. Para um problema de tamanho ny 
o custo de um algoritmo paralelo é uma fun~~o de n, anotado por 
c<n>, ent~o se tem: 

c<n> = p(n) • t<n> 

Assume-se que o limite inferior i conhecido como o 
ndmero de opera~~es sequenciais requerido, no pior caso, para 
resolver o problema. Se o custo de um algoritmo paralelo para o 
problema atingir o limite inferior com um fator de uma constante 
multiplicativa, ent~o o algoritmo é dito ser de custo ótimo. Isto 
• porque qualquer algoritmo paralelo pode ser simulado por um 
algoritmo sequencial. Se o ndmero total de passos executados 
durante uma s1mula~lo sequencial for igual ao limite inferior, 
ent~o isto significa que, em termos de custo, este algoritmo 
paralelo nlo pode proporcionar com sua execu;lo o menor ndmero de 
passos possrveis. Isto pode ser possrvel se para reduzir o tempo 
de execu~lo do custo dtimo do algoritmo paralelo for utilizado 
mais processadores. 

Um algoritmo paralelo nlo tem custo dt imo se existe um 
algoritmo sequencial que possui tempo de execu;~o menor que o 
custo do algoritmo paralelo. 

Uma implementa~~o paralela de um algoritmo para 
resolver um problema de tamanho n é dito consistente se o ndmero 
d~ opera;ôes elementares requeridos por esta implementa~lo for da 
mesma ordem de magnitude da fun~lo que expressa a quantidade 
necessária para sua implementa;~o em um computador sequencial. 

4.7.4 Outras medidas 

A tecnologia da VLSI (Very Large Scale of Integration) 
tem sido usada para garantir sucessos em processamento paralelo. 
Quando se aval ia algoritmos paralelos por VLSI, os critérios de 
área de processador, largura e perfodo do circuito tem sido 
utilizados. 

~rea. Se v'rios processadores s~o postos para 
compartilhar o estado real em um chip, a área necessária pelos 
processadores e tamanho dos fios das conec~~es entre eles, assim 
como, a geometria de interconex~o determina quantos processadores 
um chip pode ter. Se dois algoritmos gastam o mesmo tempo para 
resolver um problema, mas um ocupa menos espa~o <área) quando 
implementados como um circurto VLSI, este geralmente t preferido. 
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Largura. Isto se refere a largura do tamanho dos fios 
das conec;~es do processador em uma dada arquitetura. Se o 
tamanho tem uma largura constante, entio significa que a 
arquitetura é regular (tem um modelo que se repete) e modular 
(pode ser construfdo uma e repetido em mddulos). 

Perrodo. Assume-se que v~rios conjuntos de entrada 
estio disponfveis e aguardam para serem processados por um 
circuito em pipel ine. SeJ~ Ai, A2, ••• ,An-~ sequ@ncia de entradas 
tais que o tempo de processamento é o mesmo para todo Ai. O 
perfodo do circuito é o tempo entre os momentos de processamento 
de Ai e Ai+i. Evidentemente, perfodos pequenos sio propriedades 
desejáveis em algoritmos paralelos. 

Um dos objetivos do processamento paralelo é proJetar 
algoritmos paralelos com desempenho que possam ser relaciunados 
com algoritmos sequenciais ótimos. Teoricamente se tem que, um 
algoritmo paralelo que resolve um dado problema de tamanho n com 
p(n) processadores paralelos no tempo t(n), tem um rendimento 
correspondente a um algoritmo sequencial o qual resolve o mesmo 
problema em um computador sequencial equivalente, em tempo 
p(n).t(n). Na verdade o tempo p(n)t(n) ~ tomado como li~ite 
superior na complexidade de tempo do melhor algotitmo sequencial 
conhecido para resolver o problema. 
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5 CLASSES DE COMPLEXIDADE DE TEMPO 

5.1 Classes de complexidade sequencial 

Os problemas computacionais costumam ser classificados 
de acordo com suas cotas superiores sequenciais em quatro classes 
de complexidade, a saber: 

a) Problemas que podem ser resolvidos por algoritmos de 
rapidez pessimista linear, isto é, o(n), se n é o tamanho 
das inst~ncias; 

b) Problemas que podem ser resolvidos por algOritmos de 
rapidez pessimista nlo-linear, mas polinomial, isto é, 
o(p(n)), onde p(.) é um polin8mio de grau maior do que um. 
Esta classe é denominada P, uma abrevia~lo de polinomial; 

c> Problemas que aparentemente nlo possuem 
intrrnseca (isto i, cota inferior) exponencial, 
quais nlo se conhecem algoritmos de rapidez 
polinomial. Esta classe é conhecida como NP; 

complexidade 
mas para os 
pessimista 

d) Problemas que intrinsecamente requerem, para a sua 
solu;lo um ndmero de opera;~es igual a uma fun;~o 
exponencial no tamanho das instlncias, porque eles exigem a 
gera~lo de um ndmero exponencial de subproblemas. 

A classifica;io de problemas nas tris principais 
classes depende do "estado da arte", pois a qualquer momento 
podem surgir algoritmos que reduzem de classe os problemas, como 
o problema de se verificar a planaridade de um grafo, que com a 
descoberta de um novo algoritmo em 1971, o reduziu da classe 
polinomial para a linear. 

Para problemas da classe exponencial, nlo hã esperan~as 
de que novos algoritmos sejam descobertos e possam vir a deslocar 
tais problemas para uma das duas primeiras classes, pois eles s~o 
intrinsicamente exponenciais no tamanho das inst~ncias. 

Um problema de tempo polinomial é um problema que pode 
ser resolvido por um algoritmo cuja complexidade de tempo é da 
classe (b), ou seja polinomial. 

Um problema que só pode ser resolvido por algoritmo 
cuja complexidade de tempo nlo pode ser 1 imitada por um polin8mio 
é chamado de problemas de tempo exponencial, da classe (d). 
Problemas onde nlo se consegue algoritmo de tempo polinomial que 
seja capaz de o solucionar, slo denominados de problemas 
intratãveis. Portanto um problema inerentemente intratãvel ~ um 
problema onde se é incapaz de encontrar um algoritmo 
determinfstico que o solucione em tempo polinomial. 

Problemas iritratãveis ou aparentemente intratãveis s~o 
difrceis de entendimento de suas propriedades cruciais, 
particularmente no ambiente usual da computa;io onde a nota;lo de 
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algoritmo pressup~e que o resultado de cada opera;io seja 
unicamente definido. Estes algoritmos sio chamados de 
determinfsticos e eles proporcionam a maneira como os programas 
serlo executados no computador. 

Se um algoritmo admite conter opera;~es nâo 
determinrst icas, as quais nlo slo unicamente definidas, mas slo 
limitadas por um conjunto especificado de possibilades. A 
m~quina que executaria tal tipo de opera;âo, admitiria a escolha 
de qualquer uma destas solu;~es para uma certa condi;âo de 
parada. Isto leva ao conceito de algoritmo n~o-determinrstico. 

Um algoritmo nâo-determinfstico s6 terminar~ sem 
sucesso se nlo existir um conjunto de solu;~es que levem ao 
sucesso. Um algoritmo nlo-determinfstico pode ser interpretado 
como constiturdo de dois estãgios: o estãgio de suposi;lo e o de 
veri,ica~~o ou checagem. ! importante ressaltar que a principal 
propriedade de m~quinas nlo-determinfst icas é que elas slo 
capa~es de selecionar concretamente a solu;lo no conjunto das 
solu;~es disponfveis (caso ela exista). 

5.1.1 Os espaços P e NP e seu relacionamento 

( O termo espaço NP pode ser interpretado como a classe 
~dos algoritmos nlo-determinfst icos em tempo polinomial. E a 
,classe de problemas sol~veis por algoritmos determinrst ices em 
'tempo polinomial tem sido chamada de espaço Pl 

O relacionamento entre as classes P e NP é fundamental. 
Cada problema de decisâo resolvido por um algoritmo 
determinrst ico em tempo polinomial é também resolvido por um 
algoritmo nlo determinfst ico de tempo polinomial, isto é P c NP. 
Para se ver isto, basta observar que qualquer algoritmo 
determinfst ice pode ser utilizado como o estado de verifica;lo 
<checagem) de um algoritmo nlo determinrst ico. 

Se R pertence a P e AL é um algoritmo determinrstico de 
tempo polinomial que resolve R, pode-se obter um algoritmo nlo 
determinfstico de tempo polinomial para R, usando simplesmente o 
pr6prio AL como est~gio de verifica;lo e ignorando o est~gio de 
suposi;~o. Portanto, R pertence a P, implica que R pertence a NP. 

Uma das questôes mais importantes, em aberto, da 
Ci@ncia da Computa;lo é saber se as classes P e NP slo iguais. 
Existem duas 1 inhas de pesquisa tentando resolver esta questlo: 

a) Provando que os problemas da classe NP slo intratãveis, 
isto é, que os problemas sâo tio diffceis que nenhum 
algoritmo de complexidade polinomial pode possivelmente 
resolv@-los. Infelizmente, provar que P é diferente de NP é 
tâo diffcel quanto provar que P é igual a NP; 
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b) Examinando o relacionamento entre os problemas NP. Por 
e:-:emplo, n<:l. classe NP, a principal subclasse de' problemas é 
provado ser dos problemas NP-completos. A prova que um 
problema é NP-completo é geralmente conside~ado um forte 
argumento para abandonar tentativas de providenciar um 
algoritmo eficiente para resolv@-los. 

Problemas co~~1eNtPos 
problemas na classe 

tem a prqpriedade que todos os 
(incluindB- NP-completos) slo 

qualquer um deles, ou seja resolver polinomialmente reduzrveis a 
um significa resolver todos. 

A demostraç~o de que um problema ' NP-completo I um 
processo const iturdo de duas partes, na primeira se tem que 
provar que o problema pertence a classe NP e, depois, demoristrar 
a redução (a transformaç~o P<Jlinomial> a um problEma NP-completo 
conhecido ao problema em pauta. 

5.1.2 Problemas em NP 

Entre os problemas contidos na classe NP destacam-se o 
problEma da Caixeiro viajante, o da dEtErminação do cl jq~e 
miximo, o da mochila e muitos outros. ApEsar de nenhum dest~s 
problemas em NP ter, aparentemente cota inferior exponencial, nlo 
se conhece algoritmos polinomiais para r~solvê-los e n~o se 
conhece, ainda, demonstrações dE quE qualquer um dos problemas 
tem cota inferior EXPOnEncial. 

Formalmente, define-se a classe NP como a classe de 
problEmas R, tais que, para algum M na classe PCpolinomial> e 
para algum intEiro positivo k, x pertence a R se, e somente se, 
para algum y tal que: k 

log y (::: log :-:, <:·:,y)pertence a M. 

Intuitivamente, um problema R Est' em NP se qualquer 
inst~ncia x dE R, possui uma demonstra;~o y "curta• de que x 
pertence a R. Esta dEmonstração y deve ser verificivel em tempo 
polinomial. Para ilustrar a dEfinição, são apresentados alguns 
exemplos. 

Seja G=CVG, aG) um grafo orientado com custos cij 
positivos associados às arestas (i,j); quando não existir uma 
aresta Ci,j), por convenção cij seri infinito. Suponha VG=n >i. 
Uma viagem Em G é um circuito que cont~m cada v'rtice em VG uma e 
s6 uma vez. A soma dos custos das arestas na viagem ' chamada 
custo da viagem. O problema do caixeiro viajante CPCV) consiste 
em achar uma viagem mrnima, isto&, entre todas as viagens 
possrveis em G, uma viagem de custo mrnimo. Uma instlncia deste 
problema <~= 

Seja x ~um conjunto de n cidades e um inteiro 
ser<~ que <~:-:il:>t<~ um<:-\ !:>olu;ã<J ndnima qu<~ seja menor 
m'? 
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Neste caso R é o conjunto das instincias x que possuem 
SIM, isto é, existe uma viagem y candidata a soluçlo e pode-se 
verificar em tempo polinomial se y tem custo menor ou igual ame 
se y é realmente uma viagem visitando cada cidade uma s6 vez. 

Outro exemplo é o problema denominado Sat-3 no qual é 
considerada uma expressio 16gica com operandos booleanos E, OUr 
N~O. As variáveis podem ter valor verdadeiro ou falso. Cada parte 
da expressio entre parênteses é chamado de cl~usula e entre cada 
par de cl~usulas ocorre um operador E. Dentro de cada cl,usula, 
ocorrem no m~ximo dois operadores OU entre vari,veis ou nega~~es 
de variáveis. Diz-se que uma expressio assim definidar ~ 
satisfazrvel se existe uma atribuiçlo de valores verdadeiro ou 
falso ~s variáveis na expressâo que torne seu valor v~rdadeiro. 
Uma instincia do Sat-3 é: 

SeJa x =uma expresslo 16gica como definida acima, 
será x satisfazfvel? 

então 

5.1.3 Problemas NP-completo e reduç~o polinomial 

No espa~o NP, um problema Ri é chamado polinomialmente 
transform,vel ou polinomialmente reduzrvel para o problema R2 se 
existe um algoritmo determinrstico de tempo polinomial o qual 
transforma ou reduz Ri para R2. Isto ser~ anotado por Ri [<=] R2. 

Do i!:; 
equiv;·:~l<~nt<·:~!:; S<~ 

PI'"Dbl~;~m<:\!õ; l~i 

IH [ < ::::] lx~~ ~~ 
P R2 s~o chamados 

I~ ~:.~ [ {:::: ] IH • 
p o 1 i n om i a 1 nH~n t <~ 

Um problema R é chamado NP-completo se R pertence a NP 
e cada problema em NP é pol inomialmente reduzrvel a R. Uma prova 
que um problema NP é NP-completo é uma demonstra~ão que o 
problema nlo é polinomial, ou seja, que nio exista um algoritmo 
determinrst ice de tempo polinomial, a menos que cada problema NP 
pertenr;;a a P. 

A no.;:ão 
por CODK , cl 
NP-completos, o 
também contH·~c i elo 

ele problt:'ma NP-completo fc)i introciJ..tzida em 1971 
qual provou o primeiro de todos problemas 
ent~o chamado problema da satisfatibilidader 

como Sat-3, descrito a pouco, ou por: 

~)E.' () 

t ~::-mp o 
cla!:;s<~ 

problema da sat isfat ibil idade pode ser resolvido e~ 

polinomial por um algoritmo determinrstico ent~o a 
P é igual a classe NP, P = NP. 

Todos os problemas considerados em termos de 
transformar;;lo de um para outro, são principalmente formulados 
c<:>mo um Pl'"<)bl<-~ma de df~'cisão, os quais tem por solu~;ão a resposta 
SIM ou N?-iO. 

A principal técnica usada para transformar ou reduzir 
um problema para outro é uma transformaç:ão construtiva que mapeie 
cada inst8ncia do primeiro problema em uma instincia equivalente 
do segundo. Tal transformaç:ão provê o significado para converter 
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cada algoritmo que resolve o segundo problema em um algoritmo 
correspondente para resolver o primeiro problema. 

O algoritmo geral para provar que o problema R i 
NP-completo, segue os seguintes passos: 

a> Formular R como um problema de decis~o; 
b> Escolher um problema NP-completo RO conhecido; 
c> Transformar RO para R; 
d) Mostrar que a funç~o de transformaçio ~ de complexidade 

P<Jlinomial. 

Nota-se que quando Ri [<=] R2 e R2 [<=] R entio Ri [<=] R, 
ou seja a rela~~o [<=]f transitiva, o que permite dizer que se 
conseguirmos resolver um problema da classe, entio todos os 
problemas serio resolvidos. 

5.2 Classes de computa~~o paralela 

Para poder falar de classes de computaçlo paralela ~ 
necessário, lembrar da formalização do conc·eito de algoritmo 
paralelo. Um algoritmo paralelo ou concorrente~ um algoritmo que 
permite que operaç~es sejam efetuadas simultaneamente ou em 
paralelo. Basicamente isto significa a ut il izaçio do fato que 
computaç~es de larga escala e problemas de processamento de 
informação podem ser particionados de forma que várias partes do 
trabalho podem ser efetuadas independentemente e em paralelo e os 
resultados serio combinados juntos quando todas subcomputaç~es 
forem completadas. 

Um algoritmo sequencial especifica sequencialmente a 
execução de uma sequ@ncia de comandos, esta execução~ chamada de 
processo. Um algoritmo paralelo ou concorrente especifica duas ou 
mais sequincias de algoritmos que podem ser executados 
simultaneamente como processos paralelos. Portanto, um processo • 
uma coleção de controle sequencial de comandos com acesso local 
ou global de dados e que podem ser executados em paralelo com 
outras unidades de programa. 

Para garantir que um algoritmo concorrente tr~balhe 
corretamente, processos interagem, comunicam-se, s~o 
sincronizados e trocam dados. Os pontos onde os processos podem 
se comunicar com outros processos são denominados de pont~s de 
interação. Esses pontos de interação divid~m um processo em 
estágios. Ao final de cada estágio, um processo pode se comunicar 
com outros processos antes de iniciar novo estágio. 

~lS i ncron i 7a~ão é uma maneira de garanti r que •.lnl processo 
s6 inicie ap6s a conclusão de outro, ou depois que determinados 
dados lhe sejam transferldos. Em um algoritmo srncrono, processos 
podem ser bloqueados at~ que certos estágios de outros processos 
sejam conclurdos. Este tipo de sincronização, onde processos 
aguardam até que dados lhe sejam forneci dos é chamada .de 
sincronização explfcita. 
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A sincroniza;io implfcita é causada quando processos 
necessitam utilizar recursos compartilhados~ como vari~veis 
globais ou até mesmo dispositivos. Um processo deve aguardar que 
o dispositivo seja liberado para que ele possa vir a utilizar. 

Nos algoritmos paralelos assfncronos, excluindo as 
vari,veis globais, nenhuma sincroniza;lo se faz necess,ria para 
garantir que os dados especrficos estejem disponrveis aos 
processos em diferentes momentos. Os processos nunca esperam por 
dados mas continuam ou concluem seu processamento~ dependendo da 
informa;io corrente contida nas variáveis globais. 

Em um algoritmo sincronizado uma tarefa é decomposta em 
subtarefas, as quais, sempre que possfvel, do mesmo tamanho. 
Portanto cada subtarefa é resolvida por um conjunto explfcito de 
restri;~es de preced@ncia, dando a ordem de processamento delas. 

fuma i m p CH" t <i\1'\ t e m €-~ cl i d a d e p a r a 1 €-~ 1 i s mo é a cp..t a n t i d a cl e c1 e 
cálc:ul<:H:> que~ podf~m ~:;er f:~·:ecutadc:>s ~;c~m int~~r·rup;ã_g a q•..tal é 
chamad<~ de g~. Gran•Jlar idade é, portanto~ a quantidade 
ele trabalho computacional que pode ser realizado por um 
processador entre pontos de intera;io, pontos de sincroniza,lo. 

Opera,~es simultlneas em algoritmos paralelos requerem 
uma conven;~o especial ele representaçio. VÃrias nota;~es t@m sido 
propostas como: for-all e cobegin-coehd. Para expressar o 
processamento assfncrono de dois ou mais processos e o retorno 
dos resultados ao processe principal de controle, os comandos 
fork e Join s~o utilizados. 

5.2.1 Classes de problemas AC e NC 

Um circuito booleano 8 com n entradas em sardas é um 
grafo orientado acfclico com nós <chamados gates) rotulados da 
seguinte forma: o circuito B possui k n6s de entrada com grau de 
entrada zero, rotulados xi,x2, ••• ,xk respectivamente. Todos os 
outr6s nós ele grau de entrada um sio rotulados com N~O, enquanto 
que todos os .outros nós t@m grau de entrada dois e sio rotulados 
com E ou OU. Exatamente m nós são de sarda e rotulados com yi~ 
y2, ••• ,ym, respectivamente. Todo nó de entrada possui pelo menos 
um caminho dele mesmo para algum n6 de sarda. 

O tamanho s(n) do circuito é o ndmero de arestas~ a 
profundidade d(n) é o comprimento do mais longo caminho de um nó 
de entrada até um nó de safda. O tamanho relaciona-se com o 
conteódo de hardware e a profundidade com o tempo de computa;io. 

Uma famfl ia de circuitos é log-espa;o uniforme se dado 
um inteiro n, a descri;io do n-ésimo circuito pode ser gerada em 
um espa'o logarrtmico por um algoritmo determinrstico sequencial. 
O objetivo é, dado qualquer valor n, conseguir de forma 
eficiente gerar um circuito para resolver um problema. 
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A classe NCAk para k >=0 ~ a cole~~o de problemas 
solucion~veis por um circuito log-espa~o uniforMe com tamanho 
polinomial e profundidade log~k n. A classe NC ~a uni~o de 
todas as classes NCAk. 

Se os n6s com as fun~ôes E ou OU no circuito podem ter 
grau de entrada de tamnho vari~vel, ent~o se tem a classe ACAk e 
a classe AC de problemas é definida como a uni~o de todas as 
c 1 a~:>S(·?1:; ACAk. 
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F i g. · 5. i C i r c •..1 i to NC < [ TER90]> 

A seguir s~o enumerados alguns exemplos de problemas da 
classe NCA1: soma ou mult ipl ica~~o de dois inteiros de n-bits: 
soma de n ndmeros de n-bits; Multiplica~~o de matrizes de 
inteiros ou booleanos e ordena~lo de n inteiros de n bits. 

Exemplos de problemas em NCA2 s~o: divis~o de dois 
nõmeros, cada um com n bits; valor de express~o booleana; 
computaç~o sobre matrizes e potencias; invers~o de matrizes e 
c'lculo de determinante; ordena~~o topo16gica de grafo acrclico e 
'rvore espalhada mfnima em grafo. 

5.3 Rela~io entre as várias classes de complexidade de tempo 

Considerando as classes de complexidade 
itens anteriores, tem-se que a rela~~o entre elas~ 
incluslo a seguir e descrita na figura 5.2. N~o se 
inclusôes s~o estritas ou nlo. 

1 :.~ 

NC c NC c ••• c NC c P c NP c P-espa~o. 

I!!'") 
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vistas nos 
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Tem-se, ainda, que dado um circuito em AC~k qualquer n6 
com grau de entrada n no circuito AC~k pode ser convertido para 
uma árvore de profundidade log n com fun~~es do mesmo tipo, com 
entrada dois, tal que os n6s de sarda calculam a mesma fun~io que 
a original. O resultado i um circuito com tamanho polinomial, com 
profundidade log~k+1 n e com grau de entrada dois e, portanto, em 
NC'.'I< +1. 

p 

Fig. 5.2 Classes de complexidade <[TER90]) 

Por fim, recorda-se de forma resumida que a classe NCA1 
consiste de todos os problemas solucionáveis por uma famrlia de 
circuitos uniformes de profundidade o(logn), onde n é o nõmero de 
bits de entrada e a classe NC~2 consiste de todos os problemas 
solucionáveis por uma famrl ia de circuitos uniformes de 
profundidade o<log~2 n) e tamanho polinomial. 

5.4 Quest5es em aberto 

Como vimos, a classe NP-completa i aquela constitufda 
por problemas A tais que qualquer problema R em NP é 
polinomialmente redut rvel a A, isto i R[<=] A. Isto significa 
que A é pelo menos tio difrcil de ser resolvido como qualquer 
problema em NP. Se alguém descobrir um algoritmo de rapidez 
polinomial para A, entio pode-se resolver qualquer problema R de 
NP em tempo polinomial. 

Devido a transitividade da redu~io polinomial. para se 
provar que um problema A é NP-completo, basta provar que o 
problema A está em NP e que existe outro problema B tal que 
Sat-3 [<=] B e B [<=] A. onde Sat-3 é o problema da 
satisfatibilidade. demonstrado por Cook em 1971 como sendo o 
primeiro problema NP-completo. 



Um dos problemas em aberto, e talvez seja o mais famoso 
em Ci@ncia da Computa~~o é que: Serã P = NP? Isto implicaria na 
exist@ncia de algum problema L em NP-completo que esteja em P, o 
que por sua vez, resultaria que todos, por redu;~o pol inomia1, 
também estivessem em P. 

Mostrar que P est~ contido em NP & simples, uma vez que 
pode-se facilmente extender algoritmos determinrst icos em nâo 
determinrst icos. Portanto para se provar que P=NP, basta que 
algu'm descubra um algoritmo polinomial para qualquer problema 
NP-completo. Mas, infelizmente, até hoje nâo se sabe se existe 
algum L nestas condi;ôes. Acredita-se que P seja diferente de NP, 
mas demonstrar isto é tio dificil quanto provar a igualdade. 

Outro problema em aberto é decorrente da busca da 
defini;~o de problemas que s~o inerentemente sequenciais, ou 
seja, problemas que podem ser facilmente resolvidos por 
algoritmos sequenciais em tempo polinomial, mas que n~o se sabe 
se eles admitem algum algoritmo paralelo r~pido. Estes problemas 
slo conhecidos como problemas P-completos. 

Sabe-se que a classe NC, que consiste de problemas que 
slo resolvidos por algoritmos paralelos num tempo o((log n)Ak), 
utilizando um ndmero polinomial de processadores para dado K>=0, 
est' contido na classe P. Mas ser~ que a classe NC é igual a 
classe P? Esta pergunta & t~o dificil quanto a anterior, mas 
acredita-se fortemente que NC t P, o que implica na exist@ncia de 
problemas inerentemente sequenciais, os quais n~o podem ser 
resolvidos por algoritmos paralelos eficientes, como no caso dos 
problemas P-completos. 
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6 T~CNICA DE DIVIS~O E CONQUISTA 

6.1 Formaliza~~o da ticnica 

O t~rmo divis~o e conquista é originado dos generais 
napole8nicos <1800 a 1814> que utilizavam a t'tica militar de 
dividir o exército inimigo para conquista-lo. 

Esta • uma t•cnica para projetar algoritmos eficientes. 
~ muito empregada para solucionar problemas sequenciaisp mas 
também • importante, por ser uma técnica muito utilizada para o 
desenvolvimento de algoritmos paralelos. 

Uma aplica~~o tfpica da ticnica de divis~o e conquista 
tem a estrutura descrita na figura 6.1. 

1) Dado o problema P; 

2) Se P I divisfvel em problemas menores 

2.1) Ent~o 
- Dividir P em duas ou mais partes P1, P2P•••P Pk; 
- Resolver Pi; 
- Resolver P2; 

- Resolver Pk; 
- Combinar as K solu~ões parciais na solu~~o de P. 

2.2> Senlo 
- Resolva P diretamente. 

Fig. 6.1 Estrutura recursiva da tfcnica de divis~o e conquista 

Uma formaliza~~o da ticnica pode ser feita, atravis de 
dada uma instlncia de um problema, de tamanho n, o mftodo divide­
a em k instlncias disjuntas <1 <= k <= n), que correspondem a k 
subproblemas disjuntos. Estes problemas s~o resolvidos 
separadamente e, entlo, acha-se uma forma de combinar as solu~ões 
parciais para se obter a solu~~o para a instlncia original. 

Quase sempre, combinar as solu~ões dos subproblemas 
pequenos do problema ' mais simples do que resolver o problema 
diretamente. Esta t•cnica produz algoritmos e~icientes ep 
portanto, • amplamente utilizada em muitas 'reas da computa~~o no 
desenvolvimento de algoritmos. 

A aplica~~o sucessiva do método • muito usadap gerando 
algoritmos que chamam-se a si mesmop direta ou indiretamente. 
Eles slo chamados de recursivos. Os algoritmos slo relativamente 
~6ceis de serem esc~itos e compreendidos, s~o mais claros e 
concisos, al'm de serem ~'ceis de serem analisados quanto a 
certifica~~o e rapidez. 
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O que viabil iza a implementa~~o de rotinas recursivas~ 
uma pilha, na qual slo armazenados os dados utilizados por cada 
vez que a rotina • chamada, at~ que seja conclufda. Isto 
significa que todos os dados nlo globais ficam armazenados na 
pilha. A pilha • dividida em pedaços, os quais slo blocos de 
localizações <registradores). Cada chamada da rotina usa um 
destes pedaços da pilha de tamanho que depende da rotina 
particular chamada. 

o 
proporcional 
armazenar os 
retorno nlo ~ 

tempo requerido para uma chamada da rotina • 
ao tempo requerido para avaliar o parametro atual e 
ponteiros dos seus valores na pilha. O tempo de 

superior ao da chamada. 

De forma a avaliar o desempenho de tempo e espaço de um 
algoritmo recursivo, escreve-se uma expresslo descrevendo a 
funç~o de tempo ou espaço de todo problema em termos da funçlo de 
tempo ou espaço das pequenas instlncias do problema. Ou seja, 
para calcular a complexidade de tempo de algoritmos recursivos, 
se faz uso de relaç~es de recorrlncia, tamb~m chamadas 
simplesmente de recorr@ncia. 

Uma funçlo TiCn> ~associada à i~~sima rotina e indica 
o tempo de execuçlo da i-•sima rotina como uma funçlo do 
parlmetro de entrada n. O conjunto resultante de equaç~es 
simultineas de recorr@ncia pode, ent~o, ser resolvido. 
Frequentemente, só uma rotina & envolvida e T(n) depende dos 
valores de TCm), para um conjunto finito de m menor que n. 

Uma das razões desta t&cnica ser dtil ao projeto de 
algoritmos paralelos & devido à estrutura da técnica, como vista 
na figura 6.1 de divis~o do problema em k subproblemas e na 
resoluçlo destes subproblemas separadamente. A resoluçlo dos 
subproblemas pode ser feita em paralelo, apesar da necessidade de 
comunica;lo de dados entre eles. Para o sucesso do emprego da 
t•cnica de divislo e conquista é necessãrio que nlo se perca o 
tempo g~nho na soluçlo dos subproblemas em paralelo, na 
combinaçlo ou construçlo da soluçlo do problema global. 

Existem muitas 'reas da an,lise numérica onde m~todos 
baseados na técnica de divislo e conquista slo utilizados. Na 
ãlgebra 1 inear eles slo utilizados para solucionar sistemas 
tridiagonais e sistemas onde a matriz de coeficientes é do tipo 
banda, na obten;lo de autovalores de matrizes simétricas 
tridiagonais, no cãlculo de zeros de fun;~es e na soluçlo de 
equaç~es diferenciais parciais. Vãrios problemas nlo num~ricos 
tamb~m slo solucionados eficientemente por algoritmos baseados 
por divislo e conquista. 

Uma regra bãsica para projetar 
recursivos, ~ a manuten~lo do balanceamento, 
problema de tamanho n, em k subproblemas, 
aproximadamente igual, (n/k). 
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6.2 Caracteriza~ão via aplica~~es 

Uma vez formalizada a t~cnica d~ divisão e conquista e 
seu emprego no projeto de desenvolvimento de algoritmos, serão 
mostrados alguns exemplos de apl ica~~es de algoritmos baseados na 
divis~o e conquista para a solu~ão de alguns problemas, tais 
como: determina;ão do máximo e mrnimo de uma 1 ista linear; 
ordena~ão de 1 istas lineares, multiplica~ão de dois inteiros d~ 
n-bits cada e multipl ica~ão de duas matrizes nxn. 

Juntamente com a caracteriza~ão do problema, com a 
descri~ão da solu~ão, será analisado o alrio~itmo quanto à 
complexidade de tempo. Atrav~s disto, ,a~redita-se que se terá uma 
~aracterização prática da l~cnica de di~isão e conquista e se 
poderá identificar qualidades que sirvam de orientação no emprego 
desta t~cnica no desenvol~imento de algoritmos paralelos. 

6.2.1 Determinação do m~Kimo e mfnimo de uma lista 

Considere o problema de achar tanto o elemento máximo, 
quanto o elemento mrnimo de um conjunto ou uma lista, contendo n 
elementos. Para uma maior formali2a~ão do probl~ma, seja a lista 
L = <Mi,M2, ••• ,Mn>, onde Mi são ndmeros que compoem a lista. 
(i<== i <== n). ' 

A solu~lo mais simples, é aquela onde se supoem que o 
primeiro elemento da lista seja, a princrpio, tanto o elem~nto 
máximo ~uanto o ele~ento mrnimo. Então, compara-se com os demais 
elementos da lista. Ao final se terá o elemento máximo e o 
elemento mrnimo. ! fáçil de verifi~a~ que esta solução exigiria 
<n-i) comparag~es para a det~rmina;ão do elemento ~áximo e <n-i) 
compara~~es p·ara a determina~ão ·do elemento ndnimo, portanto 
seriam necessários 2(n-i) compara;~es. · 

A solu~ão por um algoritmo baseado em divisão e 
conquista, consiste em dividir a lista L, em duas subi istas Li e 
L2 de tamanhos aproximadamente iguais, ou seja: 

Li=(Mi,M2rw•-rMk> e L2=CMk+i, Mk+2, ••• ,Mn) onde k= .l.. n/2~. 

Os elementos máximo e mrnimo são calculados pelo 
aplicar recursivo do algoritmo nas duas sublistas Li e L2. O 
máximo e o mfnimo de L são calculados pelo cdmparar os máximos e 
mfnimos das sublistas, onde~ gasto mais duas compara~5es. O 
algoritmo 6.1 ~a formaliza~ão destas idéias. 

57 



ALGORITMO 6. 1. 
MaxMin- determina;io do m~ximo e mfnimo de uma 1 ista. 

Entrada: (n, Mi, M2, •.. ,Mn> n>=i e L=<Mi, M2, •.• ,Mn) 
sarda: (ma)·:, min) 

1 Se n=1 entlo pare com sa(da <M1,M1> fim-se; 
2 Se n -'"> -r:-

3 entlo SeMi < M2 entlo pare com sarda <M2,Mi> 
4 senlo pare com sarda <M1,M2> 
5 sen~o k ~ ~ n/2 J 
6 <maxi,mini> ~ MaxMin(k,M1, ••• ,Mk>; 
7 (max2,min2> = MaxMin(n-k,Mk+i, ••• ,Mn); 
8 pare com sarda (maximo (maxi,max2), 
9 minimo (mini,min2)); 

j_0 Fim··se. 

Na figura 6.2 é mostrado esquematicamente as várias 
etapas da execuçlo do algoritmo 6.1 para a entrada <n=5, L=<6, 
11, -3, -4, 7)). Um diagrama como este na figura 6.2, foi 
denominado por Terada Cem [TER91]> de pilha de execuç~o 
recursiva. Cada quadro nesta pilha chama-se quadro de execu~~o e 
corresponde à execuçlo do algoritmo cujo nome e entrada ocorrem 
na primeira 1 inha do quadro; e a sarda resultante da execuçlo' 
escrita na ~ltima linha do quadro, precedida pelo sinal de igual. 

---------------------------~--------------------------------

------------------------------------------------: 
(6) MaxMin Cn2=2, L2 ~<6,11)) 

::: (j_j_,6) 

(7) MaxMin <n3=3, L3=C-3,-4,7)) 

(6) 

( 7) 

··- (lt,. .. ··4) 

: MaxMin (n4=1, L4=(-3) 
: = <-<~.-3) 

: MaxMin <n5=2, L5=(-4,7)) 
: "" (7,···-4) 

(3) 

( i ) 

( 3) 

Fig. 6.2 Pilha de execuçlo recursiva do algoritmo MaxMin 

Seja T<n> o ndmero de compara~ôes realizados entre os 
elementos da 1 ista L necessJrios pelo algoritmo 6.1 para achar os 
elementos máximo e m(nimo da 1 ista de n elementos. Se a 1 ista 
tiver um elemento, nenhuma compara~lo serJ feita ( T(1)=0); se a 
1 ista tiver dois elementos, s6 é necessJrio uma compara~lo 
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<T<2>=1>; se a lista tiver mais de dois elementos n>2~ T<n> é o 
nõmero total de compara;ões utilizadas nas chamadas recursivas do 
algoritmo, com n/2 elementos cada, mais duas compara;ôes finais, 
que relacionam os máximos e mfnimos das sublistas. 

A equa;lo de recorrência que caracteriza o tempo de 
execu;io do algoritmo 6.1, é dado por: 

TCn) == { i, 
{ 2TCn/2)+~~. 

par-a n=2 
para n>2., 

a St11•..l;ão dest:a 
o qu<•~ pode se1" 
algoritmo 6.1, 
compara;ões por 

equ<~l;ão de r·ecorrênc ia é 1 imitada por r 3n/2·-·21., 
demonstrado por indu;ão matem,tica. Portanto, o 
baseado em divislo e conquista reduz o ndmero de 
um fator constante. 

Por outro lado, pode-se demonstrar que a cota inferior 
para o problema de determina;ão do elemento mãximo e mfnimo é 
também da ordem : 3/2n -2 : compara;ões, portanto este algoritmo 
é 6t imo, em termos de complexidade de tempo. 

Como Já foi visto no caprtulo 4, o problema de ordenar 
uma 1 ista de n objetos em ordem nlo decrescente, resolvido pelo 
algoritmo 4.1, tem uma rapid~~ da ordem h~2. 

Devido a grande necessidade de ordenaçlo nos centros de 
processamento, que utilizam cerca de i/4 do seu tempo em tarefas 
de ordenaçlo, muitos algoritmos foram e vem sendo desenvolvidos, 
na tentativa de se conseguir algoritmos cada vez mais eficientes. 

Em alguns 
principal questlo 
qualquer algoritmo 
ordenaç;ão. 

algoritmos a operaç;ão base é a comparaç;ão e a 
é qual é o ndmero mfnimo de compara;ões que 

de ordenação necessita para o problema de 

A execuç;lo de qualquer algoritmo de ordenaçlo pode ser 
representada por uma árvore binária chamada árvore de decisão. 
Nas árvores de decisão, cada n6 interno contém dois elementos, x 
e y, sendo comparados. A subãrvore esquerda deste nó representa 
as comparações a serem feitas em seguida, se x<y, e a subdrvore 
direita representa as ações a serem executadas se x>=y. Cada 
folha da árvore contém uma permutação dos elementos de acordo com 
a ordem estabelecida. Cada caminho da raiz até uma folha 
corresponde a uma sequ@ncia mfnima de compara;Ões necess,ria para 
se concluir uma ordem dos elementos. Cada uma das n! permuta;ões 
de n elementos pode ocorrer num problema de ordena;ão, portanto 
a árvore contém n! folhas. 

Com isto, pode-se demonstrar que o problema de 
ordena;ão de n elementos tem cota inferior de rapidez pessimista 
da ordem n 1 og. n , @ < n 1 og n > • 
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Pode-se, tamb~m, demonstrar que 
qualquer algoritmo de ordena;~o (baseado 
tamb~m cota inferior de @(n log n). O ndmero 
~o comprimento m~dio da tais caminhos, e~ 
m~dia das n! folhas na 'rvore de decislo. 

a rapidez m~dia de 
em compara~lo> tem 
m~dio de compara~Bes 
igual ~profundidade 

Para se ordenar uma lista L=<Mi, M2, ••• ,Mn> por 
intercala;~o, divide-se L em duas sublistas Li e L2, onde 
Li=<Mi,M2, ••• ,Mk) e L2=<Mk+i,Mk+2, ••• ,Mn> para k= ~ n/2 ~. 

meno1~ dc)S 
com n-1 
c:onstante 
ordena• lo 

No final combina-se as sub] istas ordenadas, pegando o 
primeiros da 1 ista. Toda a intercala~âo pode ser feita 
compara;~es e, portanto, em tempo cn para um valor c 

maior que um. No algoritmo 6.2 ~ apresentado a 
por intercalação da lista L em ordem n~o decrescente. 

ALG()I~ I TM() 

Entrada~ <n,Mi,M2, •.• ,Mn) onde n)i e L=<Mi, ••• ,Mn) 
Safda: Lista L' ordenada em ordem não decrescente. 

1 Se n~i então pare com safda <Mi>; 
2 sen~o k = L n/2 ~ 
3 1 ... 1:::: (kciint<~t" <k ,.Mi ,M~:?., ••• ,Mk);.: 
4 L2= Ordinter (n-k,Mm+i,Mk+2, •.• ,Mn); 
5 "Intercalar Li e L2 pegando o menor dos pri-
6 melros das 1 istas obtendo-se uma lista L' "; 
7 pare com safda <L'>~ 
8 Fim-··~;e. 

Par<:\ melhor· ilustrai~ o algoritmcl 6.~~. & mostrado na 
figura 6.3 a pilha de execuç~o recursiva com a lista de entrada 
L=(6,11,-3,-4,7> com n=5 elementos. 

Seja T<n> o tempo de execu;âo do Ordinter 
6.2) para uma entrada <n,Mi, M2, ••• ,Mn), onde 
elementar considerada é a compa~ação entre dois 

(algoritmo 
a operação 

elementos. A 
relação de recorr@ncia é 

T(n) = C 0, Se n~i 
{ T<J.n/21.+T(frl;;;!l+c:n, Se n>i, 

o que resulta que este algoritmo seja da ordem n 
portanto, o algoritmo é 6t imo em termos de rapidez. 

log n e, 

Caso no Ordinter n~o seja observado o princrpio 
equipara~âo, ou seja que os subproblemas sejam subdivididos 

da 
em 

duas parb:·~!!> 

resulta uma 
n'.'2. 

iguais, mas em duas partes de tamanho um e 
equação de recorr@ncia que tem por soluç~o da 
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Ordinter Cni=S, (6,ii,-3,-4,7)) 

(3) Ordinter (n2=2, l2=(6,ii)) 

(3) : Ordinter (n3=i, l3=(6)) 
: = (6) ( i ) 
------------~----------------~----------------

(4) : Ordinter (n4=i, l4=(ii) 
: = (ii) 

- (6,ii) 

(4) Ordlnter Cn5=3, LS=C-3,-4,7)) 

(3) : Ordinter <n6=i, L6=(-3)) 
: = (-3) 

(4) Ordinter <n7~2, l7=C-4,7)) 

(3) : Ordinter Cn8=1, LB=C-4)) 
: = (-4) 

(4) : Ordinter Cn9=1, L9=(7)) 
: ~ (7) 

- (-4,7) 

- (-4,-3,7) 

( i ) 

(7) 

( i ) 

( i ) 

( 1 ) 

(7) 

(7) 

-----------------------------------------------------
~ (-4,-3,6,7,11) (7) 

------------------------------------------------------------
Fig. 6.3 Pilha de execuçlo recursiva do algoritmo Ordinter 

6.2.3 Multiplicação de inteiros 

Considere dois ndmeros x e y inteiros e nlo negativos, 
ambos expressos numa base b>=2 com n algoritmos <n>=i). Quer-se 
resolver eficientemente o problema de se obter o produto x.y. 

O algoritmo tradicional de multiplica~lo para este 
problema requer o(nh2) multiplicaç~es algarismo a algarismo. Um 
algoritmo baseado na técnica de divislo e conquista, pode 
reduzir a rapidez o(nh log3) o que aproximadamente é o(nA i.59), 
como é mostrado no método Karatsuba e Ofman, que é descrito a 
seguir. 

SeJa· x e y dois ndmeros de n-bits. Por medida de 
simplicidade, ser~ assumido que n é uma potência de dois. Divide-
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se x e y em duas metades de n/2 algarismos cada (mantendo assim o 
princrpio da equipara;~o), obtendo: 

No produto acima, temos quatro mult ipl ica;aes de dois 
ndmeros com n/2 algarismos cada, tr@s somas e duas multipl icaç~es 
da forma c.b~l, que consiste na prática de uma shift, ou seja, 
colocar 1 zeros a direita de c, podendo ser efetuada em tempo 
proporcional a 1. O algoritmo que se pretende, deve reduzir de 
quatro para tr@s mult ipl ica;~es, através do reescrever a fórmula 
acima. 

Como, x1.y2+x2.y1 - <xi+x2).(yi+y2>-x1.y1 -x2.y2, 
temos que, 

x.y=Cx1.y1)b~n +(Cx1+x2).(yi+y2) -xi.y1 -x2.y2)b~n/2 +x2.y2. 

Portanto, pode-se calcular x.y, através de tr@s 
multiplicaç~es, quatro somas e duas subtraç~es. Observa-se que os 
produtos x1.y1 e x2.y2 s~o utilizados duas vezes. Observa-se 
ainda, que as adiçaes s~o efetuadas mais rapidamente do que as 
mu 1 t i I) 1 i c: aç aes. 

O algoritmo 6.3 implementa a multiplicaçio de dois 
inteiros de n-bits. Chama-se a aten;io para o fato de que p, 
calculado na linha 3 tem i+n/2 algarismos, pois se xi e x2 tem 
n/2 algarismos e o algarismo mais' esquerda de p J chamado de pi 
pelo algarismo. Uma notaçio aniloga é usada para o q calculado na 
1 ~nha 6 e, em consequlncia, no cilculo de t na linha 8, pie qi 
são ele apet-.c\s um <:\lgar i snlC), enquantc)q•Je-~ p2 e q2 s~o de n/2 
algar i !:.;.mos. 

ALGORITMO 6. ~3 
Mult - multipl ica;io de dois inteiros 

Entrada: <n,x,y) onde x e y sio inteiros, nio nulos de n-bits; 
sarda: (r) onde r= ~<.y 

1 Se n=i entio r = x.y; 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
1.1 
12 
13 fim-se 

(p tem no máximo i+n/2 algarismos, ou seja 
p=pib~n/2 +p2 e pi tem um algarismo); 

q = y1+y2; 
<analogamente, seja q=y1b~n/2 +q2); 

t - pi.qi.b~n +(p1.q2 + p2.qi)b~n/2 + 
+ Mult (n/2, p2, q~!); 

u = Mu 1 t ( n /2, :-:1 , y 1 ) ; 
v- Mult (n/2, x2, y2); 
r= u.b~n + <t-u-v>.b~n +v 

14 pare com sarda (r). 

62 



A seguir ~exemplificado a execu;~o do algoritmo 6.3 
como o produto dos ndmeros x = 1234 e y = 1982, portanto com n=4, 
atrav~s da figura 6.4, onde se tem a pilha de execu;~o recursiva 
do algoritmo Mult. 

------------------------------------------------------------
Mult <n=4, w=1234, y=1982) 

<3-7) p1=0, p2=46, q1=~, q2=0 
-'· ·... .,_- -. -----------------------------------------------------

(9) Mult (n:::2, x::::46, y:::01) 
(3-7) p1=1, p2=0, q1=0, q2=1 

----------------------------------------------.: 
: = 0 (i) I 

I 

----------------------------------------------1 
(8) t=0 + (1+0)10 +0 = 10 

(10) I Mult Cn=1, x=4, y=0> 
I = 0 

C11) I Mult Cn=i, x=6, y=il 
: :::: 6 

(i) 

(i) 

<12) r = 0 +(10-6)10+6 
= 46 <12) 

<B> t = 0 +<e+46>100 +46 = 4646 

<10): M•Jlt <n=2, ~-:=12, y=19) 
: :::: ~~28 

Cii>l Mult <n=2, :-:=34, y=82> 
: ::: 2788 

(12) r = 228.10A4 +(4646 -228 -2788).100 + 2788 
:::: 2445788 (12) 

------------------------------------------------------------
Fig. 6.4 Pilha de execuç~o recursiva do algoritmo Mult 

O algoritmo 6.3 tem 
equação de recorr~ncia T<n>, 
abaixo, onde c ' uma constante. 

sua rapidez expressa 
que i limitada pela 

TCn) <= 3T(n/2) + cn, 

por uma 
expressão 

Pode-se generalizar esta tipo de equação de 
recorrlncia, uma vez que elas são muito utilizadas em algoritmos 
baseados em divisão e conquista, elas dependem do tamanho do 
problema. 

Sejam a,b e c constantes não negativas. A solução de 
recorrlncia T<n> ~dada por: 
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T<n> ·-C b, para n==i 
para n >1. C a.T(n/2)+bn, 

para numa pot~ncia de c i 

( o(n) S(~ a< c: 
T<n> -·· ( o(n 109 n) ~;e a==c 

c o< n ,., 1 og c a) se a >c. 

Pode-se concluir da generaliza;~o acima que dividindo 
um problema em dois subproblemas a metade do tamanho resulta em 
dois subproblemas a metade do tamanho resulta em problemas da 
ordem n log n. Se o ndmero de subproblemas for 3, 4 ou 8, entlo o 
algoritmo poder' ter ordem n~log3, n~2 ou n~3, respectivamente. 

Concluindo, pode-se verificar que a rapidez da 
mult iplicaçlo de dois inteiros de n-bits, foi reduzida de o(n~2) 
para o(n~log3). Mas esta n~o ~a cota superior corrente. O melhor 
desempenho assint6t i co de tempo, para o produto de dois inteiros 
• de o(n.log n.log log n) como demonstrado por Shonhague e 
Strassem em [SH07i]. 

6.2.4 Multiplica~~o de matrizes 

Considere, agora, o problema da mult ipl ica;~o de duas 
matrizes A e 8, ambas de dimens~o nxn, resultando a matriz 
produto C. A matriz resultante C= AB é, por definiçlo uma matriz 
nxn cujo elemento cij, da linha i e coluna j é obtido a partir da 
i-ésima linha de A e da J-ésima coluna de 8, atravis do 
somatório: n 

c:ij ==r:J aik.bkj (i<== i,j <= n> 
k ::::i 

cada elemento cij requer n multiplica;~es e (n-i) adi;~es e como, 
a matriz C possui n~2 destes elementos, s~o necessãrias n~3 
multiplicaç~es para se obter C. Este algoritmo trivial para a 
mult ipl ica;~o de m<:\tr· i:<.~es te~m. portanto, rapidez o(n'.'3). 

Muitas das opera;~es matriciais básicas, como invers~o 
de matrizes, cálculo de determinantes, est~o diretamente 
relacionadas com a mult ipl ica;~o de matrizes. A descoberta de um 
algoritmo eficiente p~ra a mult iplica;~o implica diretamente na 
rapidez assintótica para as demais opera;~es. 

Este problema também pode ser resolvido por um 
algoritmo baseado na técnica da divislo e conquista. Sabe-se at• 
que a rapidez é da ordem de n elevado ao logaritmo de sete, o que 
aproximadamente o<n~2.81>. A idéia do algoritmo consiste em 
particionar as matrizes A e Bem quatro submatrizes quadradas, 
sendo cada uma delas com dimens~o n/2xn/2 <esta sendo supost6 que 
n seja uma pot~ncia de dois) conforme o esquema abaixo: 
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A i~~ ] 
A22 ] 

[ 811 
[ B~~i 

812 
822 

J 
J ::: 

[ Cii 
[ C21 

C12 ] 
] 

onde Cij - Aii.Bij + Ai2.82j para i e j pertencentes a Ci,2J 

Se n==2, as submatrizes tem dimens~o ixi e o produto A8 
pode ser calculado diretamente pela fórmula de cij, por 
multiplica;~o de elementci~. 

Para n>2, os c~lculos dos cij necessitam de 
mult iplica~Bes de submatrizes n/2xn/2. Como n/2 tamb~m ~ uma 
potlncia de dois, a mult ipl ica~~o das submatrizes pode ser feita 
pela aplicaç~o recursiva do particionamento em quatro submatrizes 
(de dimens~o n/4xn/4). Recursivamente, estes parti~itinamentos 
sucessivos resultar~o em v'rios casos de multiplicac~o de 
matrizes 2x2, que podem ser efetuados diretamente. 

O algoritmo recursivo descrito acima 
mult ipl icac~es e quatro somas de matrizes n/2xn/2. A 
deste algoritmo pode ser expressa por, 

T<n> =C a, Se n::::~~ 

requer oito 
rapidez T<n> 

C 8T ( n/2) + cn'''2 Se n>2 (sendo a e c constantes) 

o que tem por solu;~o o(n~3). As mult iplica;Bes cij podem ser 
substiturdas por adi;Bes, dadas por: 

Di - Ai i ( 13 12 .. ··13~~2) 
D2 - Ar) r) 

"-"- (8~~1-·811) 

D3 ·-· CAi i +Ai2) 82;.~ 
[)4 .... CA2i +A~~2) 811 
05 ::: CAi i +A2~~) (811 +1322) 
[)6 -- <Ai2 -·A2~~ > (821 +822) 
07 .... <A21 --A i 1 > (811 +812) 

resultando nas novas f6rmule:\s cij, dadas por: 

C11 ::: 05 +02 -03 +06 
Ci2 - Di +[)3 
C21 = 04 +D;,~ 

022 -- 05 +[H --[)4 +07 

o que resulta em uma rapidez T<n> expressa por 

T<n> = C a, 
C 7TCn/2) +bn'''2, 

se n==2 
se n >~~ <sendo a e b constantes) 

que tem por solu;lo uma rapidez da ordem n~log 7, o que ~ 
aproximadamente o<n~2.81). 

Para um algoritmo ótimo paralelo, ~ necess~rio nA3 
processadores de forma que sejam executadas n multiplicaç5es em 

, . t um unrco empo, para todos os produtos internos cij simult~neos. 
Baseado no princrpio da dupla recursividade, as n~2 somas de 



produtos podem ser efetuadas com n.n/2 processadores pelo duplo 
adicionar em computa~~es paralelas com as duplas adi~~es 
paralelas das somas intermediárias recursivas, portanto isto 
garante que cada prc>duto interno seja efetuado em r log n1 passos 
de tempo, resultando numa compleHidade de tempo r logn +11, OU 

seja da ordem log n para nA3 processadores. 

6.3 Potencialidades da Divis~o e conquista na paraleliza~~o 

Para que um usu,rio possa se valer 
vetoriais de hardware ou do paralelismo, 
alternativas, trls formas, que s~o= 

das i nst n1~Ões 
eNistem trls 

a) Recompilar o programa fonte desenvolvido e testado para 
máquinas sequenciais, utilizando um compilador que otimiza, 
vetoriza e paralelizao código, trocando as instru~~es 
escalares em vetoriais e eHecutando partes identificadas e 
marcadas pelo compilador em paralelo. Isto ocorre nos 
supercomputadores Convex, IBM 3090 e Cra~~ 

b> Pode ser obtido um maior benefrcio do compilador se 
primeiro for reestruturado o código fonte sequencial de modo 
a auxiliar o compilador a reconhecer e marcar mais 
oportunidades para gerar código vetorial e paralelo. No IBM 
3090, o compilador faz um diagnóst ice do código fonte, 
aconselhando altera~ões para se ter um maior grau de 
vetoriza~~o e paralel iza~~o. Este diagnóstico leva em conta 
vários crit<~ric>s, incluindo gastos com carga de operandos e 
tempo estimado paralelo e sequencial; 

c) Pode ser recodificado completamente a aplica~~o pelo 
desenvolvimento de um novo algoritmo que utilize as 
vantagens da máquina paralela, independente da solu~~o 
sequencial eHistente. 

A ticnica de divis~o e conquista, quando empregada em 
observlncia ao princfpio de equipara~io, p~oduz algoritmos 
sequenciais eficientes (muitas vezes ati ótimos), como foi 
observado nos itens anteriores, especialmente nos exemplos de 
determina~~o do máxlmo e mfnimo de um~ lista liriear~ na 
ordena~~o de 1 istas, multiplica~lo de inteiros e de matrizes. 

O emprego desta ticnica i de grande valia no 
processamento paralelo. Isto i verificado em exemp16s práticos e 
na prÓpria idiia do mltodo, que subdivide o problema original em 
subproblemas independentes que podem ser resolvidos 
separadamente. Entretanto ' importante perceber que esta tfcnica 
explora, principalmente, a paraleliza~~o a nrvel de execu~~o e 
n~o a nrvel de projeto de desenvolvimento de algoritmos 
paralelos. 

Isto significa que a ticnica atinge, principalmente, as 
duas primeiras formas de paralel iza~lo e produzem um ganho de 
tempo de execu~lo para solucionar o problema. Isto nlo quer dizer 
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que a t~cnica n~o seja utilizada no projeto de algoritmos 
paralelos, antes pelo contr,rio, pois s~o encontrados algoritmos 
paralelos baseados em divis~o e conquista como por exemplo para 
sele~~o do k-~simo elemento, descrito e analisado em [AKL89] e 
para várias áreas da anãl ise num~rica como referenciado por Duff 
em [DUF87]. 

Portanto, uma das raz~es da técnica de divislo e 
conqui•ta ser muito dtil na paraleliza~io de algoritmos~ devido 
i estrutura da t~cnica, que consiste da divisio do problema em k­
subproblemas menores, os quais s~o resolvidos separadamente, e, 
muitas vezes em paralelo. Apesar da necessidade de comunica~~es 
de dados entre eles. 

Para o sucesso do emprego desta técnica é necessirio 
observar o princrpio da equipara~~o na divis~o do problema em 
subproblemas de tamanho aproximadamente iguais, minimizar a 
comunica~io entre eles e que nio se perca o tempo ganho na 
solu~io dos subproblemas em paralelo, na combina~io ou na 
constru~io da solu~io global do problema. 

Outra questio importante é o tipo de m'quina paralela 
onde os algoritmos baseados em divislo e conquista tem um melhor 
desempenho. Segundo Zorat <em [ZOR83]) e Laira Toscani Cem 
[TOS87]) s~o as m'quinas que possuem uma arquitetura de 'rvore. 

Segundn seu estudo de caso, em [TOS88], Laira Toscani 
analisa a técnica de divisio e conquista aplicada em algoritmos 
paralelos em arquiteturas de ~rvore. Neste estudo, ela conclui 
que a complexidade de um programa paralelo ~ independente do 
ndmero de subproblemas que o problema é subdividido, o que n~o 
aconteceria no caso de algoritmos sequenciais. No caso paralelo, 
o que varia com o ndmero de subproblemas é o ndmero de 
processadores necess,rios, como no problema de ordena~io por 
intercala~io COrdinter -algoritmo 6.2), onde m=c~k~ e nos 
problemas de mult iplica~lo de inteiros CMult -algoritmo 6.3) e de 
matrizes onde m > c~k. 

Outro resultado importante encontrado em [TOS88] foi 
que a complexidade do algoritmo de divis~o e conquista, no caso 
em que o ndmero de processadores nio é suficiente para permitir a 
resolu~~o do problema. totalmente em paralelo, resulta na mesma 
complexidade dos algoritmos sequenciais, nio havendo, portanto um 
ganho significativo na ordem de complexidade do algoritmo, mas 
apenas um 1 igeiro fator de acelera~io no tempo de computa~io. 

Por fim, ela comenta que, por nio se conhecer as 
constantes que aparecem nas fun~~es de recorrlncia primitivas e 
sendo elas diferentes nas vers5es sequencial e paralela (no qual 
dependem inclusive da tecnologia utilizada na constru~~o da 
miquina paralela) de cada algoritmo, ser de pequena utilidade uma 
compara~~o mais det~lhada da complexidade dos algoritmos 
sequenciais e paralelos. 
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Conclui-se que, se existir uma máquina com uma 
arquitetura adequada(estrutura de 'rvore> com processadores 
suficientes para que o problema seja resolvido totalmente em 
paralelo, quase sempre haverá um ganho na ordem de complexidade. 
Entretanto, para que problemas sejam resolvidos totalmente 
paralel izados, s~o necessários um grande ndmero de processadores 
e, por outro lado, como a cada instante apenas um nfvel da árvore 
estã ativo, apenas uma pequena fra~lo dos processadores está 
ativo. Isto resulta na necessidadE de uma m'quina com muitos 
processadores ou numa nova filosofia, onde os processadores slo 
realocados dinamicamente. 

6.4 Exemplos de algoritmos paralelos 

Como Já visto, ordena;lo ~definido como o problema de 
rearranJar uma sequ@ncia de valores Em ordem crescente ou 
decrescente. O limite inferior para o problema (sequencial) • de 
o< n.log n ) para ordenar n elementos. 

Neste item é, inicialmente, apresentado o exemplo do 
algoritmo paralelo de ordena;lo por intercala;lo par-impar. Este 
algoritmo pertence a classe NCA2 e utiliza n 1ogA2 n 
processadores, em tempo o(logA2 n) e é atribufdo a Batcher 
<[BAT68]>. 

A seguir é apresentado o algoritmo paralelo de 
ordena;lo por intercala;lo bit8nica, também atribuTdo a Batcher. 

6.4.1 Ordena;lo por intercala;lo Par-Impar 

A idéia básica do algoritmo é intercalar duas 
sequ@ncias A=<ai,a2, ••• ,an> e B=<bi,b2, ••• ,bn> Já ordenadas 
recursivamente (por uma estratégia de divislo e conquista). Cada 
sequ@ncia possui n elementos, sendo m um inteiro e pot@ncia de 
dois. 

Esta intercala;lo é feita via circuitos comparadores C. 
O circuito comparador C possui duas entradas a e b e duas safdas 
min e max. Por defini;lo as sardas de C, min e max cont~m o 
mfnimo e máximo de a e b, respectivamente. 

No caso n=i, um comparador é suficiente para 
intercala;lo. O caso n=2, que é a base de recurslo, necessita 
trls comparadores: C, c• E D. Slo efetuadas duas etapas. Na 
primeira C E C' efetuam compara;~es em paralelo, com as entradas 
a<C>=ai, bCC>=bi e a<C'>=a2, b<C'>=b2. O comparador C recebe os 
fndices fmpares e o comparador C' os pares. Na segunda etapa, 
tem-se que as entradas de O slo a<D>=max<C> e b<D>=m·in<C'>. Por 
fim, tem-se que a sequ@ncia final, por defini;lo, ei=min(c), 
e2=minCD), e3=max(0) e e4=max<C'>. 
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ai 
---->1-----~--:-----------------------------> ei 
bi c min 

---->:--------:-------->:-------:-----------> e2 
max D min 

a2 ----->:-------:-----------> e3 
---->1--------1--/ min max 

b2 C' :----------------~------------> e4 
---->I--------- ... : ma~-: 

Fig. 6.5 Diagrama do método par-rmpar para n=2 

No caso n>2, t@m-se A=<ai,a2, ••• ,an) e B=<bi,b2, ••• ,bn> 
J~ ordenados recursivamente, faz-se a intercala~lo das duas para 
gerar a sequ~ncia final ordenada de 2n elementos 
E=<ei,e2, ••• ,en>, a qual também é feita em duas etapas. 

Etapa 1: Utilizando um circuito intercalador de n entradas e n 
safdas, os elementos de rndice par de A e os de B slo 
intercalados para se obter C=<ci,c2, ••• ,cn>, em paralelo; os 
fndices rmpar de A e os de B s~o intercalados utilizando uma 
c6pia do mesmo circuito intercalador de n entradas e n safdas, 
obtendo D=<di,d2, ••• ,dn>. 

Etapa 2: 
!:;equ(~nc: i a 

f.d 

Após a obten~lo de C e D 
final E pc)r: 

paralelo, 

-·· c i 
e2i = min(ci+i,di) 
e2i+i = max<ci+i,di) 
€·~2n ·-· dn 

para i=i,2, •• ,n-i 
para i=1,2, •• ,n-i 

obtem-se. 

Para melhor ilustrar o algoritmo de intercala~lo Par­
Impar, é apresentado na figura 6.6 o circuito para ordenar a 
sequ@ncia s=C8,7,6,5,4,3,2,i). 

Fig 6.6 Circuito para ordenar a sequ@ncia S 
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Os cálculos de e2i e e2i+i acima sio feitos por n-1 
circuitos comparadores. A sequ~ncia ordenada com os elementos de 
A e B, pode ser conseguida atrav~s da constru~io de uma 
concatena;~o de circuitos intercaladores, I2, I4, ••• ,I2~k. onde 

!2 ~ const itufdo por n intercaladores de duas entradas, em 
paralelo, que recebem 2n elementos de entrada e geram n 
sequ@ncias ordenadas com dois elementos cada uma; 

I4 é const itufdo por n/2 intercaladores de quatro entradas, em 
paralelo, que recebem as safdas de 12 E geram n/2 sequ@ncias 
ordenadas com quatro elementos cada uma; 

e assim por diante, obtendo-se sequ@ncias ordenadas cada vez mais 
longas, at~ que na· sarda de I2~k, onde 2~k = 2n <I2~k ~ 
constituído de um sd circuito intercalador de 2n entradas) obt~m­
se uma s6 sequ@ncia ordenada com 2n elementos. 

Se T(.) denota c ndmero de comparadores em I2~k, tem-se 
a equaç~o de recorrência: 

para k >1, 

O total de camparadores no circuito ordenador ~ dado 
pela soma de n cópias de TC2> em I2; n/2 cópias de TC4) em I4 e 
assim por diante, até uma cópia de T<2~K> em I2~k. o que resulta 
em 2~Ck-2)(k~2 -k +4) -1. Portanto, como 2~k = 2n o ndmero total 
de comparadores ~ da ordem de n log~2 n. 

F4.2 

~\ e:< i ste 

Ordenação por intercala~ão Bit8nica 

I 
I 
~ 

Uma sequência S=Cai,a2, ••. ,a2n} ~ 
i nt f~ i r· o j (i < ''" j < '"" ~~n), b:ll <:JI.H~ :: 

dita ser bit8nica se 
um 

a :1. < === a~.~ < :::: • • • < :::: aj ):::: aj +:I. ):::: a2n. 

ou a sequência S n~o satisfaz a condi~io inicialmente, mas 
ser deslocada cicl icamente até que satisfaça a condi;io. 

podE 

Pode-se ordenar uma sequência bitúnica S=Cai, ••• ,a2nl 
em ordem crescente em duas etapas: 

ETAPA 1: Usando n comparadores, cria-sE duas sequências conformE 
definido a sEguir, 
min(ai,an+i), min(a2,an+2), •.• ,min(an,a2n) 
max(ai,an+i), max(a2,an+2), ••• ,max(an,a2n) 

ETAPA 2: Cada uma dessas duas sEquências, se forem bit8nicas, 
podem sEr ordenadas recursivamEntE pelo mEsmo processo. 
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Como nenhum elemento da primeira subsequ@ncia & maior 
que qualquer elemento da segunda, a primeira subsequ@ncia 
produzirá os n primeiros eleme~tos da sequ@ncia ordenada e a 
segunda subsequ@ncia produzirã os n Õltimos elementos. 

A figura 6.7 mostra o intercalador bit8nico para uma 
sequ@ncia S=Cai,a2,a3,a4} (com quatro elementos). Na figura m 
indica o mrnimo e M o m'ximo. 

a, 
1~----~L~------~~--

Fig 6.7 Intercalador bit8nico para uma sequência com 4 elementos 

Na figura 6.8 temos um 
sequência com 2n elementos. 

intercalador bit8nico ~ara 

Fig.6.8 Intercal~dor Bit8nico Cm=min, M=max) 
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A figura 6.9 apresenta o circuito para ordenar a 
sequência S=C4,8,i,3,2,7,5,6). Observa-se que para produzir a 
parte decrescente da sequência bit8nica as 1 inhas de sarda de 
alguns comparadores foram invertidas. 

Fig.6.9 Circuito para ordenar (4,8,1,3,2,7,5,6) 

O ndmero total de comparadores e de comparaç~es em 
paralelo necessãrios para ordenar uma sequ@ncia com n elementos 
(sendo n=2~m), utilizando ordenaçio bit8nica I dado pela rela;io 
dE lp f~ C OI'" I'" t}n C: i a, 

c·· q <;:.~>::==t 
{ q ( ~:~ ,., i ) ··- ~~ ,., ( i .... j. ) + ~~ q ( ~~ ,., ( i -- j_ ) ) 

p <H" c\ I o:: j_ 

p<:-\ra i >t 

a qual resolvida, determina que o ndmero total de comparadores 
necessãrios para ordenar uma sequ@ncia com n = 2~m elementos, 
2~<m-1) • m<m+i)/2, ou seja, o ndmero de c:omparadores necessirios 
é da ordem de n.log~2 n. 

Observa-se que tem a mesma ordem 
~lgoritmo anterior, entretanto, este 
aperfeiçoado pela técnica do embaralhamento 
processadores interconectados, resultando 
ordena;io onde o custo é menor. 

de complexidade que o 
algoritmo pode ser 
perfeito, através de 

num algoritmo para 

A figura 6.10 consiste de um resumo da compara~lo 
destes algoritmos de ordena;io por intercala;~o, quanto ao ndmero 
de processadores e quanto a complexidade de tempo. 

ALGORITMO : PROCESSADORES : COMP TEMPO : 
-----------+---------------+------------: 
Par-Impar n 1og~2 n o(log~2 n) 
Bitonico : n 1og~2 n : o(log~2 n) 
Embai'·.Pcl'·f: n/~~ : <:><1og'.'2 n) 

------------------------------------------
Fig.6.10 Compara;lo das complexidade 
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7 CONCLUS~ES 

7.1 Considera~ões finais 

Este relatório é o resultado do estudo de um exame de 
qual ifica~lo de doutorado do Curso de P6s-Gradua~lo em Ci~ncia da 
Computa;lo da UFRGS. Achou-se importante documentar nlo só as 
conclus~es, mas também pensamentos ou propostas de estudos, que 
surgiram durante o desenVolvimento d~sti trabalho, mas que vlo 
além do objetivo e da sua abrang@ncia. 

Antes de entrar nas conclusBes cabe re~saltar a 
dificuldade encontrada no estudo de algoritmos paralelos e de 
complexidade de algoritmosr uma vez que no PGCC da UFRGS nio 
existe tradi~~o e "knbwhow· de pesquisa nestas ãreas~ n~o se tem 
ainda mãquinas paralelas instaladas~ livros stibre o ass~nto sio 
escassos e o assunto envolve nlo s6 mudan~a na forma de pensar 
paralelismo, como ta~bém, envolve problemas matemãticos bastante 
complexos. 

Com este trabalho se pretendeu aprofundar os 
conhecimentos sobre projeto de desenvolvimento de algoritmos 
paralelos, em especial, o uso da técnica de divislo e conquista. 

Para tanto, foi necessãrio a caracteriza;lo do 
paralelismo, dos tipos de arquiteturas e mãquinas paralelas e de 
metodologias de obten~lo de algoritmos paralelos. 

Foram necessãrios, também, estudos que abrangeram a 
anãl ise e a complexidade de algoritmos sequenciais ~ paralelos~ 
as classes de complexidade de tempo e espa~o e seu 
relacionamento. Estes estudos serviram para introduzir o leitor 
ao ambiente de anãl ise e projeto de aigoritmos paralelos. 

Uma das considera;Bes importantes, que merece ser 
recordada aqui, é o fato de que o desenvolvimento de algoritmos 
paralelos depende do problema a ser resolvido, do ndmero de 
processadores disponrveis para a resolu~lo do pr6blema e do 
modelo computacional ou da arquitetura onde o problema serã 
resolvido. 

Dentro deste ambiente e desta percep~lo do pr6Jeto de 
desenvolvimento de algoritmos paralelos, formalizou-se a técnica 
de divislo e conquista e seus princrpios para que seja utilizada 
no desenvolvimento de algoritmos de uma forma eficiente, gerando 
algoritmos dtimos, do ~onto de vista de rapidez ou complexidade 
de tempo. 

Acredita-se que com este trabalho, conseguiu-se abrir 
um caminho ·para compreenslo do proJeto de desenvolvimento e 
análise de algoritmos Paralelos. Este trabalho sintetiza uma 
grande quantidade de idéias e conceitos e pretende ~roporcionar 
op~Bes para a continuidade deste estudo. Algumas destas opç5es 
foram formalizadas e propostas no item 7.3 propostas para novos 
estudos. 
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7.2 Constatações 

Verificou-se que os algoritmos baseados na técnica de 
divis~o e conquista n~o acrescentam grandes progressos na ordem 
de complexidade de tempo para a solu~io de problemas, mas sim um 
ganho no tempo de processamento, no tempo de execuçio do programa 
para solucionar o problema. 

Para que algoritmos baseados em divislo e conquista 
produzam um ganho na ordem de complexidade, é necessário que a 
máquina tenha uma arquitetura adequada à técnica, ou seja, uma 
estrutura de árvore. E necessário ainda, que existam 
processadores suficientes para que o problema seja executado 
totalmente em paralelo. Isto significa dizer que o problema é 
dividido em subproblemas até o nrvel de "problemas simples", os 
quais s~o resolvidos diretamente. Este nrvel corresponderia as 
folhas da árvore, onde todos os subproblemas seriam resolvidos ao 
mesmo tempo, em paralelo. Ora, isto implica que, como a cada 
passo somente um nrvel da árvore está ativo, que muitos 
processadores estariam ociosos grande parte do tempo, em que o 
problema estaria sendo resolvido. Nestes moldes, a máquina seria 
ineficiente e cara. Estudos vem sendo desenvolvidos para definir 
uma arquitetura de árvore, com processadores realocados 
dinamicamente. 

Verificou-se, ainda, qu~ a paraleliza;~o dos algoritmos 
baseados na divis~o e conquista atinge mais o nrvel de execu~lo 
do que o nrvel de projeto de des~nvolvimento de algoritmos 
paralelos, isto significa, que algoritmos sequenciais baseados em 
divis~o e conquista, podem ser executados em paralelo ganhando 
tempo de execu;âo, de processamento. 

Apesar disto, Duff <em [DUF87]) apresenta refer@ncias 
de vários trabalhos onde citam e abrangem algoritmos baseados em 
divisâo e conquista e dupla-recursividade <um caso particular de 
divislo e conquista) para várias áreas nâo numéricas e numéricas, 
ou, ainda, na bibliografia consultada existem exemplos destes 
algoritmos. 

Nas caracteriza;ôes de modelos computacionais 
estudados, encontrou-se alguns baseados em caracterrsticas ideais 
ou utópicas, sobre os quais foram e slo feitas análises dos 
algoritmos. Entre estas caracterrst1cas utópicas ou ideais, está 
a suposi;lo do paralelismo 1 ivre, no qual existem infinitos 
processadores disponrveis: o problema pode ser representado por 
uma sequ@ncia de operaç~es lógicas e aritméticas binárias; cada 
opera;âo pode ser executada em uma unidade de tempo; cada 
processador poder executar qualquer bpera;âo a qualquer momento; 
os demais processos envolvidos <como transferlncia de dados e 
controle de processamento) na solu;io do problema nlo requerem 
nenhum tempo para serem executados e nlo existir nenhum conflito 
de acesso aos dados. 
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Na prática vi-se que as an~l ises baseadas em tais 
modelos, levam a resultados que nlo correspondem à real idade, 
pois como foi visto no caprtulo quatro, a complexidade de 
algoritmos paralelos nlo depende apenas da quantidade de trabalho 
necessário para resolver o problema, mas tambim do ndmero de 
processadores disponrveis e do modelo de computa~lq, da 
arquitetura da máquina e da forma como i feita a comunica~~o 
entre os processadores. 

Quando se estuda complexidade de algoritmos 
sequenciais, logo slo identificadas as medidas de complexidade, 
onde o tempo e o espa~o slo as principais. A quantifica~lo destas 
medidas • feita através de um formalismo, que procura descrever o 
relacionamento do tamanho do problema ao tempo necessirio para 
resolver. Este relacionamento é feito atravis de fun~~es, 
denominadas de fun~~es de complexidade de_problemas, que calculam 
o ndmero de opera~~es elementares necessirias para resolver o 
problema, independente da mãquina, Para tanto, usa-se a nota~~o 
de ordem, ou o conceito de ordem m~xima<mrnima o~ exat~). Esta 
id.ia tem sido utilizada para descrever a complexidade de 
algoritmos paralelos, apesar desta depender dos modelos 
computacionais <ou miquinas) e do ndmero de processadores 
disponfveis. Portanto, hã a necessidade de se criar uma nota~~o 
mais expressiva, mais eficiente para se expressar esta 
complexidade. 

Devido, ainda, a esta dependência da complexidade de 
algoritmos paralelos a fatores como quantidade de trabalho, 
arquitetura/modelo computacional e ndmero de processadores; tem­
se para cada tipo de máquina(te6rica) uma cota superior de 
complexidade. Um trabalho interessante a ser feito,· é identificar 
os principais modelos computacionais (modelos nos quais as 
m~quinas reais se baseiam), e determinar a cota superior para 
cada problema em cada modelo; determinar qual o ndmero ótimo de 
processadores para resolver cada problema em cada modelo e a 
impl ica~lo da existência de um ndmero menor na compleKidade do 
algoritmo paralelo. 

As considera~~es anteriores implicam na cria~~o de um 
formalismo capaz de expressar a complexidade de algoritmos 
paralelos em fun~~o dos seguintes parlmetros: tamanho do 
problema, tipo de máquina, ndmero de processadores; e que 
expresse a 
determinado 
parlmetros, 

quantidade de trabalho necessário na mãquina com o 
ndmero de processadores, de forma que variando os 

seja identificado o efeito da mesma na complexidade. 

Sabe-se que o primeiro supercomputador foi instalado em 
1976 e, a partir de entlo, com o aumento da demanda e 
disponibilidade de máquinas paralelas, o desenvolvimento de 
algoritmos paralelos passou do campo teórico para o pritico, 
resultando numa grande quantidade de diferentes algoritmos 
paralelos para a solu~lo de problemas, em v~rios tipos de 
mãquinas paralelas. Com isto surgiram algumas quest~es, que nos 
levam a refletir sobre o assunto. 
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a) Quais as Classes de problemas que sio resolvidos de forma 
eficiente em cada miquina?; 

b) Qual o melhor tipo de algoritmo para cada m~quina e qual 
sua complexidade?; 

c) Para um determinado problema, qual a cota superior de 
complexidade dos algoritmos em cada mãquina e em qual 
delas o problema é mais eficiente. Qulo próximo esti esta 
cota superior da cota inerente do problema e qual a 
rela~ão entre elas?; 

d> Qual a varia~ão que resulta na complexidade do algoritmo 
paralelo uma varia~ão do ndmero de processadores e qual o 
ndmero ideal de processadores para resolver o problema? 

Por fim, sugere-se que sejam analisadas as solu~~es 
exi.stentes para as miquinas, com o objetivo de identificar as 
t•cnlcas de paraleliza~ão utilizadas, para que se possa 
desenvolver algoritmos paralelos eficientes. 

7.3 Propostas para novos estudos 

Neste Item são apresentados algumas propostas de estudo 
decorrentes deste trabalho. Alguns destes estudos chegaram a ser 
iniciados e o resultado parcial encontra-se documentado no anexo 
B Considera;~es sobre algoritmos numéricos paralelos. 

Equa~5es de recorrência e a determinaçlo da cota superior de 
problemas' 

Estudar a solu~ão de equa~~es de recorrência e sua 
importSncia na determina;ão da cota superior de algoritmos, um: 
vez que elas são uma das principais metodologlas para L 

determina~ão de limites superiores. Este estudo deve identificar 
e caracterizar os principais problemas abordados e determinar a 
equa~lo de recorrência do algoritmo. 

Bibliografia: [AKL89], [KR086], [WEI77] 

Linguagens e nota~~es de algoritmos paralelos e distriburdos 

Identificar abordagens das linguagens vetoriais e 
paralelas, as quais se caracterizam pelo compilador identificando 
comandos vetoriziveis e paraleliziveis e pelo programador 
utilizando comandos paralelos da linguagem. O estudo deveria 
caracterizar as principais linguagens paralelas e distriburdas, 
identificando os Principais conceitos de comandos paralelos p~ra 
cada tipo de mJquina paralela. 

Bibliografia: [PER79], [PER90], [HOL81], [KR086] 
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Problemas NP-Completos e Redu~~o polinomial 

Caracterizar os problemas NP-Completos; Definir a 
redu,lo polinomial; demonstrar a equivallncia de problemas e 
considera~~es sobre a questlo em aberto: P = NP? Identificar os 
problemas inerentemente sequenciais CP-completos), caracteriz'­
los e descrever a forma de abordagem na tentativa de solu~lo. 
Fazer considera~~es sobre a questlo em aberto: P=NC? 

Bibliogl"afia: [AH074], [CAI~88], [PIP79a], [TRA76b], [TER90], 
[TER91], [MIY88], [KR086], [WEI77]. 

Algoritmos paralelos iterativos 

Estudar a grande classe de problemas resolvidos por 
m~todos iterativos e as vantagens e consequ@ncias da 
paralelizaçlo; Identificar modelos de mftodos iterativos 
paralelos e o uso de algoritmos síncronos e assíncronos; 
determinar a ordem de converglncia dos algoritmos iterativos 
paralelos e critlrios de parada que podem ser empregados. 

Bibliografia: [ AKL89], 
[ I<R086] 

[DUF87], [HOL81 ], [JAM85], [SAM77], 

Problemas de compara~~o 

Os problemas de compara~~o consistem em problemas de 
sele~~o. ordena~~o por intercala~~o e concatena~~o e pesquisa. O 
estudo teria por objetivo identificar as cotas inferiores dos 
problemas e os melhores algoritmos sequenciais que resolvem e~tes 
problemas. Estudar algoritmos paralelos para estes problemas e 
compari-los com os sequenciais. 

Bibliografia: [AKL89], [BAT68], [CAR88], [KR086] 

Opera~~es com matrizes- algoritmos paralelos 

Problemas envolvendo matrizes aparecem em v'rios 
contextos num~ricos e nlo num~ricos. Exemplos do uso de matrizes 
slo encontrados na solu~lo de sistemas e na representa~lo de 
grafos. 

Neste estudo, deveria caracterizar operaç~es com 
matrizes que slo computadas em paralelo, como cálculo da matriz 
transposta, multiplica~~es entre matrizes e matrizes com vetores, 
bem como o c'lculo da matriz inversa. Este estudo deve 
identificar, para cada opera~~o. a vers~o do algoritmo mais 
eficiente para cada arquitetura. 

Bibliografia: [AKL89], [DUF87], [GEN79], [HEL78], [MOD88], 
[KR086], [TER90], [TER9i], [AH074] 
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Resolu~~o de Problemas num~ricos -algoritmos paralelos 

Em aplica~~es cientrficas e da engenharia que se 
utilizam de computadores para resolver problemas matem~ticos. 
Elas abrangem um grande intervalo de apl icaç5es, como modelagem 
da atmosfera para previslo do tempo, para modelar o plasma na 
f(sica teórica, para projetar esta~Ões espaciais e aeronaves, 
para controlar trãfego a~reo entre outros. Nestas aplicações 
computadores s~o utilizados para calcular zeros de funções 
<rafzes de pol in8mios), resolver sistemas de equações, calcular 
auto~alores e resolver equa~~es diferenciais. 

Portanto, se faz necessãrio o estudo da resoluç~o de 
problemas numiricos via algoritmos paralelos e do impacto da 
computa;~o vetorial e paralela sobre tais problemas. 

Outra quest~o importante a ser estudada • que 
algoritmos num.ricos envolvem um grande ndmero de operações 
elementares, ocasionando problemas de erro de arredondamento e de 
sua propagaç~o, al•m de questões de estabilidade ou instabilidade 
numlrica. 

Entre as vantagens do processamento paralelo est~o: o 
au~ento da velocidade de processamento~ a possibilidade de 
resoluç~o de p~oblemas muito complexos para m~quinas sequenciais 
e a solu;lo de problemas de natureza paralela. 

Os problemas computacionais mais comuns em ~lgebra 
linear s~o a solu;~o de equações lineares e o problema alglbrico 
de autovalores para vários t ipcs de matrizes. O problema das 
caracterrst icas afetam qualquer implementa~~o computacional, 
incluindo matrizes quadradas ou retangulares~ sim~tricas ou nlo~ 
densas, esparsas ou tridiagonais~ explicitamente representada 
pelas suas entradas ou implicitamente representada pelas suas 
a,5es em vetores. Tais propriedades determinam qu~l algoritmo ou 
famr1 ia de algoritmo I apropriada para resolver o problema em 
qual ambiente computacional, sequencial ou paralelo, podendo 
sofrer maior impacto no ambiente paralelo. Por exemplo, a 
necessidade de linhas ou colunas intercambiarem-se para 
estabilidade numérica pode ser uma complicaç~o mais sfria ao 
ambiente paralelo do que ao sequencial. Outra questlo importante 
é o tamanho da matriz, o que determina a quantidade de recursos 
computacionais que seria necessários, assim como que classes de 
algoritmos e estrutura de dados deve ser mais apropriada. 

Os algoritmos paralelos para soluç~o de sistemas de 
equações lineares podem ser por métodos diretos ou iterativos. 

Fatora~io de matrizes densa~ I um caso interessante de 
estudo para implementa~~o paralela devido ao fato de existirem 
duas caracterrsticas que tendem a inibir a eficilncia paralela. 
Elas sio: restri;~es de precedlncia sequenciais, devido a 
sucessivas linhas, colunas e submatrizes da matriz fatorada, 
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necessitam ser calculadas em ordem consecutiva e; 
global ser requerida porque cada sucessiva linha, 
submatriz da matriz fatorada depender de todas 
linhas, colunas ou submatrizes. 

comunica~lo 
coluna ou 

precedentes 

Métodos iterativos para solu;lo de sistemas de equa;ôes 
1 ineares também se apresentam como um caso interessante de estudo 
para implementa;io em paralelo. Eles diferem dos métodos diretos, 
nos quais um conjunto fixo de c~lculos precisam ser realizados em 
ordem para chegar a solu;lo correta, a natureza autocorret iva d~s 
métodos iterativos permite que se altere os c~lculos para herdar 
paralel ismos. O speedup de itera~8es individuais pelo acrescentar 
da concorr@ncia nlo se beneficia, entretanto, facilita o cálculo 
da próxima itera~lo. 

M~todos iterativos slo frequentemente recomendados para 
implementaç~es em paralelo por limitarem mais os requisitos de 
comunicaçlo, em rela;lo a comunica;lo global necess,ria em 
m~todos diretos por fatora;lo. 

M~todos para solu~lo de equa~ôes diferenciais parciais 
<PDE> podem ser classificados em métodos diretos e métodos 
iterativos. Métodos diretos resolvem PDEs analiticamente; métodos 
iterativos iniciam com valores estimados em certa localiza;~o 
especrfica e, entio, convergem para estimativas mais exatas. 
Algoritmos iterativos para resolver PDEs podem consumir um tempo 
de processamento bastante grande, por isto é interessante olhar 
para computa~8es paralelas. Quando a utilidade de um método 
iterativo é verificada, o intervalo de converg@ncia dos valores 
para se ter a solu;~o é de grande importincia. 

A resolu;~o de PDEs pode ser 
algoritmos paralelos baseados no uso 
particionamento, discret iza~~o e itera;lo. 

feita através de 
de tr@s rotinas: 

Particionamento -As variáveis no problema s~o 
divididas em grupos. O critério de agrupamento pode ser 
geométrico, ou uma propriedade da matriz, ou uma propriedade 
frsica. Diferentes particionamentos podem ser usados em 
diferentes vezes e parti~ôes podem ser mais particionadas. 
Particionamento geralmente conduz ao uso de paralelismo. 

Discretizaç~o -O problema contrnuo PDE é substiturdo 
por um problema finito com um conjunto de ndmeros reais como 
variáveis. As duas técnicas mais comuns slo diferen;as finitas e 
funç~es bases (elementos finitos, polin8mios e expansões em 
séries). Métodos de diferen;as finitas e fun;~es bases com 
suporte local sio muito bons para métodos paralelos na fase de 
discretiza~~o, por serem esses cãlculos altamente independentes 
uns dos outros. Discretiza~~es sio também divididos em métodos de 
alta ordem e de baixa ordem. Métodos de alta ordem sio vantajosos 
para paraleliza;io pois mais de um trabalho pode ser feito na 
fase de discret iza;~o dos cãlculos. 
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Itera~~o - Itera~~es i uma ticnica de prop6sito geral 
que tlm dificuldades (n~o 1 inearidade, problemas muito grandes, 
depend@ncia de tempo). Iteraç~o i inerentemente sequencial e 
portanto, n~o i muito proprcia para exploraç~o de paralelismo. 
Ainda que iteraç~o seja essencial para resolver muitos PDEs, I 
bom s6 introduzi-la quando o ndmero de iteraç~es for pequeno e o 
trabalho em cada iteraç~o bem grande e que se possa dividi-lo em 
componentes paralelos. 
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LOGARITMO 

ANEXO A 
REVISÃO MATEMÁTICA 

Para todo x maior que zero (x > 0), logaritmo na base b de x é 
um número y tal que b elevado na y seja igual a x. Na linguagem 
matemática, temos: 

(Vx E ~ e x > O) logbx = y {::::> bY = x 

Um logaritmo na base dois, binário é definido por: 

para facilitar a notação, será adotada a convenção que o logaritmo 
na base 2, será anotado por: 

: .. Cabe ainda relembrar o gráfico da função logarÍtmica 

y 

X 

Propriedades: 

• (Vx E ~' x > O) 
• l og 1 = O , pois 2° = 1 
• o logaritmo de zero não é definido 
pois não existe valor k que elevado 
a dois seja zero. 
[(,llk E~)/ 2k =O)) 

{i) Se xi > x2 então logxi > logx2 -função extritamente crescente; 

(ii) Se logxi = logx2 , então XI = x 2. 
-função ionivoca. {1 para 1) 

(iii) log1 = O , pois 20 = 1 ; 

(iv) logbba =a , particularmente log2a =a ; 



(v) logbx = ~~~~ ==> logx = logbx .1ogb 

(vi) log(xt.X2) = logx1 + logx2 ; 

. (vii) log(xt/x2) = logx1 -logx2 ; 

(viii)logxa = alogx ; 

(ix) 

(x) Se n = 2k , logn = k ; 

(xi) Se 2k < n < 2k+I , llognJ = keflognl = k + 1; 

(xii) n < 2floukl < 2n · e !! < 2Liognj < n 
- ' 2-

PROGRESSÃO ARITMÉTICA (PA) 

É uma sucessão numérica que, a partir do segundo, cada termo 
é igual ao anterior somado com a razão da Progressão Aritmética. 
formúla do termo geral 

ak = a1 + (n- l).r 

soma de n termos de uma P.A. 

Sn = n.(~) 

PROGRESSÃO GEOMÉTRICA (PG) 

Uma sucessão de números não nulos efu que o quotiente de cada 
um deles, a partir do segundo, pelo seu antecessoré sempre o número, 
chama-se Razão, denotada por q. 
formúla do termo geral 



formúlas de somas de PG's 

Sn = (a.~r::t 1 ) , usada em PG's finitas 

s - ..9:J._ n- 1-q , usada em PG's infinitas lql < 1 

Produto de n termos de uma PG 
Pn = J(at.an)n 

COMBINATÓRIA 

Arranjos simples- agrupamentos de n elementos p a p. São difer­
enciados pela ordem de cada agrupamento. 

A --!L 
n,p- (n-p)! 

Combinações simples - agrupamentos de n elementos p a p. Não 
são diferenciados pela ordem de cada agrupamento. 

C - n! 
n,p - (n-p)!p! 

Permutações simples - agrupamentos de n elementos n a n, im­
portando a ordem de cada agrupamento. 

Pn = n! = n(n- l)(n- 2) ... (2)1 



SOMATÓRIOS 

i) ti=n(1+n) 
i=l 2 

k 

i i) I:2i = 2k+1 -1 
i=O 

iii) 

vi) 

v) 
n 1 ?: i 2 = 6n.(n + 1)(2n + 2) 

,=1 
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ANEXO B 

CONSIDERAÇ~ES SOBRE ALGORITMOS NUM~RICOS PARALELOS 

Este anexo consiste de um relatório parcial do estudo 
sobre algoritmos numéricos paralelos que vem sendo desenvolvido 
pelo subgrupo de Matem~tica Computacional -Algoritmos paralelos, 
coordenado pilo prof Tiaraju A Diverio. 

Indice: 
81 Algoritmos numéricos paralelos 
82 Princrpios para constru~ào de algoritmos paralelos 

82.1 Resoluç~o de relaç5es de recorrlncia 
82.2 Resoluç~o de equaç~es algébricas 

82.2.1 Método da 8issecção 
82.2.2 Método da Regula-falsi 

82.3 Solução de equaç~es diferenciais parciais 
82.4 Solução de sistemas de equa;~es 

81 Algoritmos numéricos paralelos 

O 'modelo usualmente utilizado para descrever métodos 
numéricos no cont~xto de computadores digitais to modelo de Von 
Neumann, que consiste de um processador composto de uma unidade 
de controle e uma unidade aritmética e acumuladora. Na memória 
~ SmO armaz~nados os dados e o programa. 

Os algoritmos de an,lise numérica envolvem um grande 
ndmero de opera;~es elementares. Problemas de erros de 
arredondamento e sua propagação e quest~es de estabilidade 
numérica t@m assumido grande import~ncia. 

Apartir de 1960, começou-se a estudar a real 
possibil i.dade do emprego de computadores paralelos na solu;lo de 
problemas numéricos. Iniciou-se a estudar o aspecto te6rico da 
existlncia de paralelismo m'ximo para uma determinada classe de 
problemas. Este tipo de questão é estudada na Teoria da 
Complexidade. 

Alguns autores estabelecem pr6s e contras para o uso de 
computador~s paralelos. Alguns itens favorãveis s~o: 

a) O aumento da velocidade de processamento, 
estruturas convencionais tem suas 1 imita;~es 
um computador com n processadores ~ mais 
computadores com um só processador; 

uma vez que as 
frsicas e que 
barato que n 

b) A possibilidade de resolução de problemas muito complexos 
para m'quinas sequenciais; 

c) A solu;ão de problemas, os quais são de natureza 
paralela, como por exemplo opera;~es vetoriais e simula;~es 
discretas; 
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Dois dos itens desfavor,veis ao uso slo: 

a> A ut il iza;lo pobre das máquinas paralelas 
gerenciamento>; 

(quest~es de 

b) O acesso p~ralelo aos dados que ocasiona uma complicada 
organiza;io de dados. 

Um exemplo ilustrativo do uso de computadores 
paralelos, explorando o paralelismo das opera;~es t na soma de n 
termos de uma sequência (ou um conjunto de ndmeros reais> Cai) 
(para i=1, ••• ,n>. Para melhor ilustrar, vamos assumir uma 
sequ@ncia com 16 termos, ou seja n = 16. Ent~o temos, 

A= ai + a2 + ••• + ai5 + a16 

Para efetuar esse somatório slo necessãrios 15 adi~~es. 
Se considerarmos como uma unidade o tempo de cada adi~lo, teremos 
que o tempo necess,rio para efetuar tal somatório I de 15 
unidades de tempo. 

Se usarmos dois processadores, somando as parcelas 
pares e as impares nos processadores, usaremos apenas sete 
adi~~es e, mais uma para obter o soma total, ou seja, 

Bi - ai + a3 + a5 + a7 + a9 + aii + ai3 + ai5 
82 - a2 + a4 + a6 + a8 + ai0 + a12 + ai4 + a16 

A = Bi + B2 

Portanto, temos que o tempo T2 para efetuar a soma 
usando dois processadores~ de 8 unidades de tempo. Aumentando o 
ndmero de processadores e seguindo a mesma linha de raciocfnio, 
obtemos a rela~lo ndmero de processadores e unidades de tempo 
necessãrios para somar 16 ndmeros, descrita pela figura bi. 

P : Tp 
----+-----: 

i 15 
2 8 
3 4 
4 5 
8 4 

Fig.bi Unidades de tempo necessárias para somar 16 ndmeros 
utilizando p processadores 
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tempo 

----- -------------------------------> Ndmero de opera~Bes 

Fig.b2 Compara~lo entre Processamento Sequencial e Paralelo 

82 Princrpios para constru~~o de algoritmos paralelos 

Neste item slo enumerados alguns dos princrpios para a 
constru~~o de algoritmos paralelos. O primeiro princrpio na 
constru~lo de algoritmos paralelos~ iniciar com um algoritmo 
serial (sequencial) e, entlo, convertê-lo em rotinas com 
opera~Bes com vetores. O propósito disto ~ que opera~Bes 
vetoriais podem ser executadas em paralelo. Esse princrpio pode 
ser exemplificado com a solu;lo de sistemas de equa;Bes lineares 
de ordem nxn, pelo método de elimina~lo de Gauss 
Ctriangulariza;lo da matriz de coeficientes). 

O segundo princrpio ~o m~todo do vetor itera~lo, onde 
~ feita uma substitui;lo do algoritmo sequencial direto por um 
algoritmo paralelo iterativo. Outro princrpio empregado ~ o 
método.da dupla recursividade. 

A qual idade numérica de algoritmos paralelos envolvem 
os fatores da estabilidade, do erro de arredondamento e da 
propaga;lo dos erros. 

Na an'l ise num~rica a solu~lo de um problema~ muitas 
vezes, expresso como uma sequência xi,x2, ••• ,xn de reais, onde 
xi (i~i.2, ••• ,n) pode depender de um xj de rndice inferior, ou 
seja, j < i. Equa;Bes que possuem estas propriedades slo chamadas 
equa;Bes de recorrência. Estas solu;Bes para dada constitui;lo de 
limites se constitui um problema de recorrência. 

Alguns exemplos de problemas de recorrência slo o 
produto interno de dois vetores, a aval ia;lo de polin8mios pelo 
método de Horner e o c'lculo da sequência de Fibonacci de segunda 
ordem. A paralel iza;lo desse tipo de problema, geralmente depende 
da decomposi~lo de uma expresslo A em duas expressBes Ai e A2 
similares, onde cada uma delas pode ser calculada simultaneamente 
em um processador independente. Para assegurar isto, é necess,rio 
que exista uma funçlo f tal que, A=f(Ai,A2); que o cãlculo de Ai 
e A2 sejam processados independentemente e possuam a mesma 
complexidade computacional e, por fim, que Ai e A2 requeram a 
mesma sequência de opera;Bes para seus c'lculos. 



Neste relat6rio parcial, sio descritos algoritmos 
paralelos para a soluç~o de relaç~es de recorr@ncia, resolu;io de 
equa;~es algébricas, equa;~es di~erenciais e sistemas de equa;~es 
1 ineares. Uma rela;~o de recorrlcia é uma equa;~o que expressa o 
valor da funç~o em um ponto em termos de valores de outros 
pontos. Estudos mostram um ndmero de instincias na qual equa~~es 
de recorrlncia ocorrem em análise numérica. Estas instincias 
incluem a solu;~o de equa;ôes 1 ineares através da el imina;~o de 
Gauss; solu;io de equa~~es di~erenciais ordinJrias no tempo e 
m~todos que levam para a solu;~o de equa;~es diferenciais no 
espaço. 

Equa;~es di~erenciais parciais <PDE> aparecem 
frequentemente na engenharia, na ~rsica, na qurmica e em outras 
ci@ncias rrs·icas. O caso de estudo considerado aqui, é o simples, 
o problema intuitivo de achar o estado constante de distribui~io 
de temperatura em uma placa fina de metal retangular com 
condiç~es fixas de limites. 

O outro problema considerado sio c'lculos 
como a soluç~o de sistemas de equa;~es lineares 
algoritmo de elimina;~o de Gauss. 

matriciais., 
através do 

92.1 Resoluç~o de relaç~es de recorr~ncia 

Uma rela~~o de recorrência geral de primeira ordem tem 
a ~orma: 

xj ~ aj.xj-i + dj, para j=i, ••• ,n 

onde os valores x0,a1,a2, ••• ,an e di, ••• ,dn slo dados. Pode ser 
assumido, sem perda de general idade, que x0 = ai = 0, portanto se 
os valores n~o s~o nulos, di pode ser rede~inido como igual à 
soma di +ai x0. Assumiu-se isto para ~acilitar a an,lise e 
subsequente simpli~ica;~o no algoritmo para entendimento. 

Dada uma sequ@ncia de valores d1,d2, ••• ,dn a soma 
parcial xi é definida pelo somat6rio dos dj, com j=1 a i. 
Achados todas as somas parciais xi, ••• ,xn da sequ@ncia de valores 
é na real idade um caso especial de recorr@ncia 1 inear de primeira 
ordem, o caso onde todos os aj sio iguais a um. 

Um algoritmo Bi, serve para calcular as somas parciais 
da sequlncia de valores, sua execu;lo é ilustrada na figura b3. O 
algoritmo é chamado de método da soma parcial por cascata. 
Assumindo que n=2~k, os valores di, ••• ,dn sio armazenados nos 
elementos processadores P0, P1, ••• ,Pn-i. Em outras palavras., a 
vari,vel d(0) no elemento processador P0 cont~m di e assim por 
diante. Guando o algoritmo termina, x(i) irJ conter a soma 
Parcial xi+i. A co~plexidade do algoritmo é o<log n) com n 
elementos processadores no modelo. 
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ALGORITMO Bi: M~todo da soma parcial por cascata 

BEGIN 
FOR ALL Pi, where 0 <= <= n-i 

DO N ( i > =d < i > ; 
FOR i=0 to log n-i 

DO FOR ALL PJ, where 2~i +i<= j <= n 

P0 
-----
I 4 ' I ' -----

.. ---·--· 
I 4 I 

END 

\ 
\ 

Pi 

DO BEGIN 
t (j ):::: ~·:(j-2'''i) 
)-:(j )::: )-:(j )+t (j) 

ENDFOR; 

P2 P3 
---.. ·-- ---·-··- ___ .... _ 
I 1 I :~ I 1-2 ' ' I ' I 

--·--- --·-· .. ··- .. --·-·--
\ \ \ 

\ \ 
\------ \--·-·--· \-----

I 1::" I 
I >J I I 4 I I i I 

P4 .... ____ 
' 6 ' ' ' -----

\ 
\ 
\-----

: 4 : 

\ 

P5 
--·---
' ··4 ' I I 

-----

\-----
I '1 I 
I ,_ I 

\ 

P6 
-----
' 5 ' I I 

-----
\ 
\-----

: i ; 

P7 ____ .... 
1-1 ' I 
-----

\ 
\ 
\-----

; 4 ; 

\ \---1--\----+ \---1--\----+ \---1-------+ 
\------------+ \---1-------+ \---1-------+ 

I 4 I I 5 I I 8 I I 6 I I 8 I I 3 I : 5 : I 6 I 

\ ; \ ; \----1--\----l-------1-------+ 
\---:---\---1-------1---\---+ I 

\ \--:-------:-------:-------+ 
\-1-------1-------1-------+ 

I 4 I : 5 f I 8 : : 6 : : 8 : ; 13l ; 121 

Fig.b3 ENecu~io do algoritmo da Soma Parcial por cascata 
<modelo com 8 processadores) 

Um modelo bastante similar pode ser desenvolvido para 
resolver uma rela~io de recorr@ncia linear de primeira ordem 
geral. O algoritmo~ chamado de resolu;io crclica e ele inicia 
pela reduçlo de rela~~es entre termos adjacentes na sequ~ncia com 
relaç5es entre cada outro termo na sequ@ncia. No segundo passor 
rela~5es entre dois termos na sequ@ncia sio reduzidos para 
rela~5es entre quatro termos na sequ@ncia. Depois de um n&mero 
logaritmico de passos de redu;5es, os termos sio tomados no seu 
valor final, pois eles s!o usados para valores constantes e nlo 
para outros termos. 

Considerando dois sucessivos termos na rela;io de 
recorrência, temos: 
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~-,j = aj. )·'J -1 +dj 
xj-1 = aj-1.xj-2 + dj-1 

aplicando a redu~lo, resulta em: 

xJ = aj.aj-1.xJ-2 + aj.dj-1 +dj 

que com substitui~lo de vari~vel se tem: 

(i) (1) 
XJ = aj • ~.,j -2 + d J 

Esta equa~lo ~uma rela~~o de recorrlncia de primeira 
ordem e, representa um progresso em rela~lo a rela~~o inicial, 
pois envolvem termos alternativos da sequlncia original. Este 
processo pode ser repetido log n vezes. A cada passo s~o gerados 
um conjunto de rela~~es de recorrlncia: 

(1) (]) 

xj = aj .xj-2Al + dj onde 1=0,1, ••• ,1og n e j=1, •• ,n 

e onde 

(]) (1-1) (]-1) } 

aj ··- aj aj -·· 2'"'(1-i) } ., 
.I (*) 

(1) <1-1) (1-1) (]-1) } 

dj = aj .dj- 2'"'(1-i) +dj } 

com a condi~lo inicial, 

(0) ( 0 ) 
aj = aj dj - clj 

Se o valor da vari~vel subscrita i de ai, di e xi 
estiver fora do intervalo de i a n, entlo o valor referenciado f 
nulo. Quando l=log n, a vari~vel subscrita de cada referlncia 
para xJ-2A1 é menor que um. Portanto, a solu~lo para rela~lo de 
recorrlncia pode ser achada em log n redu~ões, sendo, 

log n 
HJ -- dj 

A chave para o algoritmo paralelo' a paralelizaç~o da 
avalia~~o das equaç~es (*), para todos aj e dj. A equaç~ó de 
dJA<l> pode ser vista como uma relaç~o de recorrlncia de primeira 
ordem, mas nio f. Os valores calculados em cada itera~~o 1 
dependem somente de valores calculados na itera~~o 1-i. 
Entretanto, todos o~ valores na 1-ésima iteraç~o podem se 
calculados simultaneamente. O algoritmo paralelo para redu~~o 
crclica f dado a seguir. 
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ALGORITMO 82: Algoritmo da redu~~o crcl ica 

BEGIN 
FOR i=0 to log n-1 

DO FOR ALL Pj, where 2~i +i <= j <= n-1 
DO BEGIN 

I F i >= 1 
THEN BEGIN 

t (j >= a<J-2'., i) 

a< j ) = a< j > +t < j > 
ENDIF 
t ( j ) =d ( j -2'.' i ) 
d(j) = a(j)*t<J> +d<J> 

ENDFOR 
FOR ALL Pj DO x(j)=d(j); 

END. 

82.2 Resolu~ão de equa~ões algébricas 

A resolu~ão de equa~ões algébricas ou, como é mais 
conhecido, o problema do c'lculo de ze~os de uma fun~ão n~o 
linear, ou c'lculo das rarzes de um polin8mio, geralmente 
envolvem um intervalo que contém um zero da fun~~o e se aplica 
algum método. Esses métodos variam em sua complexidade, ndmero de 
operações, na converg@ncia ou não para o zero da fun~ão. 

São exemplificados aqui métodos de quebra, que são 
métodos onde a idéia bisica consiste de, a partir de um intervalo 
fechado que contenha um zero de uma fun~ão contrnua no intervalo, 
determina-se um ponto xm que •quebre· o intervalo em dois, de 
modo que o zero perten~a a um dos subintervalos formados. 

Na abordagem paralela, a solu~ão é obtida pelo uso de 
algoritmos paralelos sobre miquinas paralelas. Nessa vers~o 
inicia-se com um intervalo fechado inicial que contenha um zero 
z. Algoritmos são providenciados para gerar uma sequ@ncia de 
intervalos tal que: 

< I< > 
C I ),. 

< k > 
onde para cada I ,. z 6 

( k > 
I 

O objetivo ~obter algoritmos monot8nicos. A cada itera~~o n 
valores da fun~lo são calculados em paralelo,. usando n 
proçessadores. Mais formalmente,. temos a fun~ão real f,. tal que: 

que POSSIJ i 

<0> <0> 
1-: [ a , b ] --- > :R, 

(0) <0> 
zeros z no intervalo I := [a 

<0> 
, b ]. 

A procura pela solu~ão da equa~lo f<x>=0, pode ser 
expressa pela gera~ão de uma sequlncia de intervalos: 
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<k> <k> 
C I }, onde I é gerado a partir de um intervalo 
segundo a regra: 

< k > 
i > z G I p an\ k >:~~ 0 r 

< k > 
i) I c ••• c 

< k > 

< ~~ > 
I 

< i > 
c I 

< 0 > 
c I 

i) I ---> z, quando k tende ao infinito; 

inicial, 

A regra anterior garante que o algoritmo gere uma 
sequ@ncia monot8nica de 1 imites inferiores e superiores para z e, 
~inda, a convergência pode ser assegurada independentemente de 
qu~o bem foi escolhido o intervalo inicial. Na prit ica o item 
i i i) é introduzido no algoritmo devido ao acdmulo de erro de 
~rredondamento e na forma: 

< k > 
i)I :::J:, k >= k 0 

O intervalo atua como uma espécie de ponto-fixo, que 
nlo interfere sobre o mitodo considerado. 

Define-se o diimetro d do intervalo I:= [a ,b ] por: 

ci(I)::::: b ··· "'· 

As condi;~es de converg@ncia para a sequ@ncia de intervalos s~o 
estabelecidas através de condi;~es baseadas na distiricia. 

Slo descritos a seguir, dois métodos de 
sequ@nciais e suas vers~es paralelas, onde se considera 
y = f(x), da qual se quer calcular seus zeros. 

82.2.1 Método da Bisec~~o 

Vers~o sequencial 

quebra 
a função 

O método da Bissecçio é ~m método de quebra e é dtil 
para o c'lculo de zeros de fun;~es, desde que para a funçio f<x> 
em um dado intervalo I = [a, b] que contenha um zero (simples), 
ou seja, f(a)*f(b) < 0, divide-se o intervalo ao meio e, calcula­
se o valor da fun;io nesse ponto intermediário xm. Caso xm nlo 
seja a raiz, verifica-se em qual dos dois subintervalos o zero da 
fun;~o permaneceu, através do produto de f(a)•f<xm) ser menor ou 
nio que zero, tendo assim, outro intervalo menor, para o qual se 
repete o processo, até que um dos critérios de parada seja 
satisfeito ou que se encontre a raiz real. 
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Na figura b4 temos a interpretaç~o geomltrica do 
mitodo da bissecçlo com o valor xm intermediário como o ponto 
m~dio do intervalo <xm = (a+b)/2). 

y 

f(b) 

f(xm> 

-----+-----[-- -----!--------]-----------> X 
xm b 

f(a) 

Fig.b4 Interpretaç~o geométrica do Método da Bissecç~o 

Algumas observaç~es se fazem necessárias sobre o método 
como por exemplo, que ele n~o pode ser utilizado para calcular 
zeros muito próximos e nem para zeros com multiplicidade par, 
pois o teste f(a)*f(b) < 0 n~o será satisfeito. 

converge, 
iteração 
tenhamos 
decimal. 

O mltodo, quando satisfeita a condição inicial 
mas esta converg@ncia • muito lenta~ ganha-se a cada 

um dfgito binário de exatidão, o que resulta que 
que fazer 3.3 iteraç~es para se ganhar um dfgito 

Depois de k repetições do processo, o intervalo inicial 
I será reduzido de tamanho para (b -a) / 2Ak. Se for tomado 
como valor aproximado do zero da função o ponto médio, este terá 
um erro máximo de Cb -a) I 2~<k+i). 

O algoritmo 83 é a versão sequencial para o método da 
Bissecç~o~ Nele é assumido que f(x) é uma função definida 
previamente. Os dados de entrada são os extremos a e b do 
intervalo inicial e o valor requerido de algarismos 
significativos corretos <ASCREG>. A variável K ·representa o 
nõmero de fteraçlo, enquanto que MENOR I um valor pequeno 
dependente da ~áquina. 
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ALGORITMO 83: Método da Bissec~lo sequencial 
INICIO 

LEIA A787ASCREQ; 
K:=0; 
FM:=10; 
FA:=f(A); 
FB:=:f(B); 
ENQUANTO FA*FB>0 

FAÇA INICIO 
ESCREVA"Intervalo nlo satisfaz a condi~lo de uso do mltodo"; 
LEIA A,B; 
FA:=f<A>; 
FB:=f(8); 

FIM; 
ESCREVA "Valores iniciais:"7A,B; 

ENQUANTO K<30 & ASC<ASCREQ & Abs<FM>>MENOR 
FAÇA INICIO 

XM:=CA+B)/2; 
K:=K+1; 
FM:::-Jf(XM>; 

SE Abs ( FM) < MENOI~ 
ENTr-10 INICIO 

A: =Xi"t; B: =XM; 
FA: =FM; FB: ::=FM ~ 

FIM 
SENr.IO SE FA*FM <0 

ENT~O FACA INICIO 
B:=XM; FB:=FM; 

FIM 
SEN~O FAÇA INICIO 

A:=XM; FA:=FM; 
FIM; 

ASC:=-<0.3+LOG<my+Abs<<B-A)/8))); 
FIM /.ENQUANTO; 

SE K=30 & <<ASC< ASCREQ) OU <Abs(FM>>MENOR>> 
ENTr-10 ESCREVA "N~o convergiu",XM,ASC,K 
SENr-10 ESCREVA "Raiz ="7XM,ASC,K; 

FIM. 

Para melhor ilustrar o m~todo7 sua converglncia e para 
melhor compreens~o de seu algoritmo~ dado um exemplo pr,tico, o 
c'lculo da raiz do polin8mio Pn(x) abaixo7no intervalo 1=[374], 
com no mrnimo cinco algarismos significativos corretos. 

4 2 
-7. 5H -20x ·-i i 

Teste inicial: Verificar se no intervalo !=[3,4] existe uma raiz, 
ou seja, se f(3)*f(4) < 0 • Como f(3)= -3.5000 e fC4>= 173.0000 
estio satisfazendo a condi~~o de utiliza~~o, ent~o escolhemos o 
ponto m~dio xm= 3.5 e verificamos se o valor da fun~~o no ponto 
xm ~ nulo ou n~o. f(xm>= 62.9375. 
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Como f(3)*f(3.5) < 0, temos o novo subintervalo como sendo 
[3.0 ; 3.5] e, assim, repetimos o processo, o qual estJ descrito 
na figura b5. 

-~---------------------------------------------------------------
I K I A 8 XM F<XM> I ASC I 
I I I I 

:----+------------+------------+------------+-------------+-----: 
0 +3.0000000 +4.0000000 +3.5000000 +62.9375000 0.5 
j, +3.0000000 +:i. 5000000 +:i. 2500000 +25.0039063 0.8 
2 +:3. 0000000 -+<3. ~~500000 +3.1250000 +9.6604004 I 1.1 
3 +3.0000000 +:i. i 250000 +3.0625000 +2.8178864 1.4 
4 +3.0000000 ·+<3. 0625000 I +3.0312500 -0.4053345 1.7 
5 +3.0312500 +3.0625000 +3.0468750 +1.1900482 2.0 
6 +3.0312500 +3.0468750 +3.0390625 +0.3883209 2.3 
7 +3.0312500 +3.0390625 +3.0351563 -0.0095139 2.6 
8 +3.0351563 +3.0390625 +3.0371094 +0.1891479 2.9 
9 +3. 035156:i +3.0371094 +3.0361328 +0.0897598 3.2 

10 +3.0351563 +3.0361328 +3.0356445 +0.0400925 3.5 
11 +3.035156:i +3.0356445 +3.0354004 +0.0152893 3.8 
12 I +3.0351563 +:3. 0354004 +3.0352783 +0.0028915 4.1 
13 +3.0351563 +3.0352783 +3.0352173 -0.0033188 4.4 
14 +3.0352173 +:3. 0352783 +3.0352478 -0.0002136 4.7 
15 +3.0352478 +3.0352783 +3.0352631 +0.0013428 5.0 
16 +3.0352478 +3.0352631 +3.0352554 +0.0005646 5.3 

-----------------------------------------------------------------
Fig.b5 Valores parciais do método da Bissec;lo para o 

p o 1 in Om i I) P n <:-:) 

Versão Paralela 

Seja p o ndmero de processadores. Para implementa;~o 
paralela o intervalo ~subdivididos em p+1 subintervalos, 
através da escolha de p pontos interiores do intervalo. Para os 
quais slo calculados, em paralelo, os valores da fun;lo. Entre os 
p+1 interve:\los, t:~)·:iste r..tm intt:~rvalo particular Ij == [aj, bj] tal 
que o produto dos extremos é menor que zero. Caso em nenhum dos 
intervalos seja satisfeita esta condi;lo, é devido a que algum 
dos p pontos intermediários deve ser o zero da fun;lo. 

Pode-se assumir que o tempo de pesquisa do novo 
subintervalo seja desprezrvel em rela;lo ao tempo requerido para 
calcular o valor da fun;lo. Esta afirmativa é justificada na 
vislo de que a rotina converge e que a velocidade pode ser 
estimada como quociente: 

I< i 
Sp ... -···-·-·--· 

Kp 

onde Ki é o ndmero de subdivis~es de intervalos requeridos quando 
i processadores slo usados. 

Para melhor ilustrar, consideraremos uma mJquina 
paralela com dois processadores, ou seja p = 2. Dado um intervalo 
inicial I=[a, b], determina-se dois pontos intermediários (pois 
p=2) de I, de modo a termos tr@s subintervalos de tamanho T, dado 
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por T := (b-a)/(p+i), que no caso especrfico seria T= Cb-a)/3. Os 
pontes intermediários seriam pi= a+T e p2=a+2T. 

Uma vez determinados os pentes intermedi,rics, t@m-se 
. ,- '] ,- '1 '] ,- '1 b '] d . trê~:; !:;ubird:<-:~l~val<:>~; -'''• p1 .. , .. P1., Pr: ... e _p .. _, . , C)~:; qual~:> um 

contém a ra1z. Para esse intervalo, seria então, repetido o 
processe. A figura b6 contém a interpreta;io geométrica do 
método da bissec;io ~ara uma máquina com dois processadores. 

Yl 

f(b) 
f ( p2) I 

f(pi)l 

.. i-!------!-----]-----------> X 
Pl. P~~ b 

f(a) 

Fig.b6 Interpreta;ic geométrica do Método da Bissec;ão 
para um~ máquina com dois processadores 

final 

Usando 
< e. ond<~ 
f O I~ OH~ n () I'' 

c algoritmo sequencial, acha-se 
z é o valor real da raiz e quando 

que 28 em tamanho. 
o 

tal que 
interval<:> 

Seja d o tamanho Cdi~metrc) de 
d 

intervalo I=[a, b], 
então 

.,. __ ,_ .. _ < :: 28 7 

~~···k 1 

entretanto, a versio paralela requer p+i passos de redu;ão no 
tamanho do intervalo e, portanto 

d 
---------- < - 28, 

(p+:t )'''kp 

donde temos, 
ki = kp Log2 (p+i) 

Sp = Log2 (p+i), 

ou seja, Sp é da ordem Log2 (p). 

O algoritmo 84 é a versão simulada de algoritmo 
paralelo que implementao método da Bissec;ãc. Nele os valores de 
a e b, extremos de intervalo são representados por XC0) e X<P+i) 
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e o diimetro do intervalo~ representado por T. As demais 
variãveis s~o anilogas ao algoritmo sequencial. As partes 
grifadas indicam a;~es que podem ser calculadas em paralelo. 

ALGORITMO 84: Ver~io paralela do Método da Bissec;~o 

INICIO 

P:= <Nro processadores>; 

RESPOSTA="FALSE"; 
I< :=0; ASC':=0; 

LEIA XC0),X(P+1), ASCREG; 
FC0> :=f(X(0)); , 
F<P+i):=f(X(P+i)); 

ENQUANTO F ( 0 H~ F ( P + j,) >0 
FAÇA INICIO 

ESCREVA "INTERVALO N~O SATISFAZ CONDIÇ~O DE USO DO M!TODO"; 
LEIA X<0>,X<P+i); 

F<0>:=f<X<0>>; 
F<P+i):=f<X<P+i>>; 

FIM~ 

ENQUANTO K < 30 & ASC < ASCREQ & RESPOSTA - "FALSE" 
FAÇA INICIO 

f(: ::::1(+1 ~ 
T:=<XCP+1)-X(0))/(P+1); 

PARA I:=i ATI:! P 
FACA INICIO 

X<I>:= X(0) + I * T; 
F<I>:= f<X<I>>; 

FIM; .. 

PARA I:=i ATI:! P 
FACA SE Abs<F<I>> < MENOR 

ENT~O INICIO 
RESPOSTA:=·TRUE. 
X<0>:=X<I>; 
X<P+i):=X<I>; 
F<0>:=F<I>; 
F<P+i):=F<I>; 

FIM; 



SE RESPOSTA="FALSE" 
ENT~O INICIO 

PARA I:=i AT~ P+i 
FAÇA SE F<I-1>*F<I><0 

ENT~O INICIO 
X<0>:=X<I-1>; 
F<0>:=F<I-1>; 
X<P+i):=X<I>J 
F<P+i):=F<I>J 

FIMJ 7.fim do para 

ASC:=-<0.3 + Log(my + Abs<<X<P+1>-XC0))/XCP+1))))~ 

FIM; %fim do se-entio 

FIM; % fim enquanto 

SE K=30 & C<ABC<ASCREQ) OU RESPOSTA="FALSE") 

FIM. 

ENT~O ESCREVA"nlb convergiu",XC0>,X<P+1>,ASC,K~ 
SEN~O ESCREVA X<0>,XCP+1>,ASC,K~ 

A seguir uma simula~lo do algoritmo para o mesmo 
exemplo da verslo sequencial, com os mesmos valores iniciais, ou 
seja, I = [3, 4] com ASC >5 & fornecida pela figura b7. 

K l A F<A> B F<B> : ASC : 
:----+------------+------------+------------+-------------+-----: 

0 +3.0000000 -3.5000000 +4.0000000 +173.0000000 0.0 
1 I +3.0000000 -3.5000000 +3.3333333 +36.5308600 0.7 
~ 
~ +3.0000000 -3.5000000 +3.1111111 +8.0934360 1.1 
3 +3.0000000 I -3.5000000 +3.0370370 +0.1818056 1.6 
4 +3.0246914 -1.0654140 +3.0370370 +0.1818056 2.1 
5 +3.0329218 -0.2361798 +3.0370370 +0.1818056 2.6 
6 +3.0342936 -0.0970954 +3.0356653 +0.0422178 3.0 
7 +3.0352080 -0.0042632 +3.0356653 +0.0422178 3.5 
8 +3.0352080 -0.0042632 +3.0353605 +0.0112356 4.0 
9 +3.0352080 -0.0042632 +3.0352589 +0.0008929 4.5 

10 +3.0352419 -0.0008131 +3.0352589 +0.0008929 5.0 
11 +3.0352476 -0.0002393 +3.0352532 +0.0003497 5.4 

-----------------------------------------------------------------
Fig.b7 Resolu~lo pelo m&todo da bissec;io paralelo por uma 

miquina de dois processadores 

82.2.2 Mitodo da Regula-Falsi 

O método da Regula-Falsi, também conhecido como o 
método da falsa-posi;io, é semelhante ao método da Bissec;lo. 
Temos que ter um intervalo J = [a, b] que contenha uma raiz da 
equa;lo f(x) = 0. que tem que ser cont rnua no intervalo. 
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Traçamos a reta secante aos pontos Ca, f(a)) 
f(b)), sendo o ponto de intersecçlo da reta secante com o 
denominado xm. Analiticamente temos: 

(b-··a) f(a) a f(b) - b f(a) 

-f(b) -·· f(a) f(b) -· f(a) 

e < b, 

O novo intervalo é determinado de acordo com o sinal da 
funçlo em [a,b], e xm, escolhendo-o de modo que a raiz esteja 
contida dentro do novo intervalo. Se f(a) f(xm> < 0 entlo o novo 
i n t e r v a 1 ,o se r. ã [ a r x m ] , <: a~:;. o c o n t 1r á r i <:> se r á [ x m r , b ] • R e P e t i n do <:> 
processo até que seja satisfeito algum critério de parada ou que 
se tenha encontrado a raiz. 

Na figura bB temos a interpreta~io geométrica do 
método Régula-Falsi nos casos convexo e cBncavo. 

y • y 

Nm:l. 
b 

-- -!------------]--> -· -·· -·· + -·· -·· -- -· [ -·· -· -·· ·-· 
b X 

:-:mi 

<:\ -· cônc<.:..vo ·b -· c em ve:.:o 

Fig.b8 Interpreta~io geométrica do método Regula-Falsi 

Como o método necessita duas estimativas iniciais, uma 
de cada lado da raiz, torna-se extremamente diffcil utilizã-lo 
quando n~o se tem nenhuma idéia da local iza;io da raiz, ou se há 
rarzes quase iguais. Além disso. rarzes mdlt iplas de ordem par 
simplesmente n~o podem ser achadas. 

O método da regula-falsi sempre converge uma vez 
satisfeita a condi~~o inicial de uso, mas n~o é muito rápido. No 
caso de fun;~es convexas ou côncavas no intervalo [a, b]r temos 
que uma das extremidades do intervalo permanece sempre a mesma, 
ocasionando uma c:onverg&nc:ia 1 inear. No caso em que ambas as 
e:-:tremidades mudam, a converg@ncia & super 1 inear, sendo o valor 
de ordem de c:onverg&ncia p = 1,618. · 
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A seguir J a~resentado o algoritmo sequencial do método 
Regula-Falsi. Nele é assumido que f(x) é uma fun;lo definida 
préviamente, .assim como a funçlo ASC, que calcula o ndmero de 
algarismos significativos corretos. Os dados de entrada sio os 
ext~emos a e b do intervalo inicial e o valor requerido de 
algarismos significativos corretos <ASCREQ). 

ALGORITMO 85: Algoritmo doMétodo Regula-Falsi sequencial 
INICIO 

FXM:===1.~ 
K:::::0; 
ASC:==0; 

LEIA "Entre com os valores de A, B, ASCREQ", A,B,ASCREQ; 
FA::::f(A) i: 

FEl:•==f<B>; 

ENQUANTO ASC < AS C f{ EQ OU <:\b s; < FXM) > :!. 0 ,., <- ( ASCR EQ"-1 ) ) OU K < >30; 
F:ACA IN:tCID 

XM::::: A- ((B-A> * FA I <FB-FA)); 
FXM: :::: ·r ( XM > ~ 
K :::-~K·H; 
~3E FA·>tFXM < 0 ~ 

ENTr.iO INICIO 
B:===XM; 
FB====FXM ;: 

FIM 
SEN?:iO INICIO 

A: ====XM ;: 
FA:=~FXM; 

FIM 
ASC:===ASC<A,B); 

FIM 

SE ASC < ASCREQ OU K > 30; 

f." IM 

ENTr.iO ESCREVA "Nao convergiu" 
SENr.iO ESCREVA XM,ASC,K; 

Para melhor ilustrar o método, sua converg@ncia e para 
melhor compreenslo de seu algoritmo .é dado um exemplo prático, o 
cálculo da raiz do polin8mio Pn(x) abaixo no intervalo !::::[3,4], 
com no mrnimo cinco algarismos significativos corretos. 

~! 
····7. ~.)}·{ ··-~20}·{ ·-i j_ 

Teste inicial: Verificar se no intervalo I=[3,4] existe uma raiz, 
ou seja, se f(3)*f(4) < 0 • Como fC3>= -3.5000 e f(4)= 173.0000 
estio satisfazendo a condiçlo de utilizaçio. A figu~a b9 
apresenta os valores parciais do método Regula Falsi. 
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K : A B XM F<XM> : AE>C~ : 
----+-----------+-----------+-----------+-----------+-----: 

0 3.0000000 4.0000000 3.0198300 -1.5510119 0.3 
i 3.0198300 4.0000000 3.0285395 -0.6787926 0.3 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
i~.~ 
13 
j_ 4 
i·~-' ,J 

16 

~~. 02B53n'i 
~~. 0:3~.~3:363 
~l. 0~~~WB62 

3. 03470~?1. 
~~.0~~50j.26 

3. 03:51470 
3. 0~~~52054 
3. 0:352:307 
~~ •. 0352417 
:3.0:3:32464 
::l. 0:~~l~.~4El4 
:3. 0::~::!;.:_~49~~ 
~l. 0~~:3~~496 

:~l. 03:3~?497 

~~- 0~!:~~-~498 

4.0000000 3.0323363 -0.2954692 0.3 
4.0000000 3.0339862 -0.1283094 0.3 
4.0000000 3.0347021 -0.0556530 0.3 
4.0000000 3.0350126 -0.0241114 0.3 
4.0000000 3.0351470 -0.0104664 0.3 

.4.0000000 3.0352054 -0.0045384 0.3 
4.0000000 3.0352307 :-0.0016235 0.3 
4.0000000 3.0352417 :-0.0008537 0.3 
4.0000000 3.0352464 :-0.0003614 0.3 
4.0000000 3.0352484 -0.0001423 0.3 
4.0000000 3.0352492 -0.0000743 0.3 
4.0000000 3.0352496 -0.0000139 0.3 
4.0000000 3.0352497 -0.0000154 0.3 
4.0000000 3.0352498 -0.0000172 0.3 
4.0000000 3.0352499 +0.0000038 7.2 

Fig.b9 Valores parciais do método da Regula-Falsi para o 
pol inOmio Pn<:-:) 

Como se pode observar no exemplo acima, um dos extremos 
permaneceu constante, o que pode ser melhorado através de uma 
adapta;lo, como veremos em outros métodos. Outra observa;io é que 
o ASC permaneceu nulo, em virtude do e:-:tremo fi:-:o. O valor final 
do ASC é devido a troca de sinal da fun~lo na dltima itera~lo. 

Versão paralela 

Seja p o ndmero de processadores. Para implementa~lp 
paralela I:=[a~b] é novamente subdividido em p+i subintervalos, 
através da escolha de p pontos equidistantes inferiores de I. 
Para os quais são calculados, simultaneamente em paralelo, os 
valores da fun~lo f(mi )(para i- 1 at~ p). O método Regula-Falsi 
é, e~tão aplicado nos intervalos [a, mi] ou [mi, b] dependendo da 
condi~lo ser verdadeira, isto é, f(a)*f(mi) (0 ou f(mi)*f(b)(0 e, 
se nenhum dos pontos mi é zero da fun~lo. 

Com i!:;to, produz-.. !:;E~ um<:\ !:;~; .. ~qu€..~nc:i<:\ dt:~ p pontc>s ~;:i (p<:\rc\ 
i::::í <.·d:é p). Finalm<~~nh~'• a P<':\l'"til'· d(~ <.'I, b,. mi, ~-:i (i::::j. <.'lté p) é 
escolhido um par de modo que seja definido o menor subintervalo 
Ik+i = [ak+i~ bk+i]. 

Observa-se que se os pontos estiverem ordenados numa 
sequ@ncia de 2p+2 elementos, bastarã verificar o sinal do produto 
da fun;lo do ponto com seu vizinho próximo a direita. 
Determinando desta forma o novo intervalo, para o qual se repete 
o processo, até que se encontre o zero da fun;ão ou que se esteja 
suficientemente prdximo dele. 
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A 
do método 
sat i ~;;f(~ i ta, 

figura b10 apresenta o esbo'o gráfico da apl ica~lo 
Regula-Falsi nos intervalos onde a condi;lo I 

para a determina;io dos p pontos zi. 

y y 

a I 1;.'!1 
I I. A"' 

-·~·--+ ··--·[ .......... ! -·· ................ + ............ [ ............ ! ..... . ! ..... -.! ··-·-· ]-·-· > 
ll'l'j. a ~· ~ X 

Fig.b10 Gráficos de determina,lo dos zi 

A seguir é apresentado o algoritmo da verslo paralela 
do Método Regula-Falsi. 

ALGORITMO 86: Algoritmo do método regula-falsi pa~alelo 

INICIO 

P:= <Nro processadores>; 
RESPOSTA="FALSE"; 
K:=0; ASC:=0; 
LEIA X<0>,X<P+i), ASCREQ; 
F(0):=f<X<0>>; 
F<P+i):=f<X<P+i>>; 
ENQUANTO F ( 0) *F< P·H) >0 

FACA INICIO 
ESCREVA "INTERVALO N~O SATISFAZ CONDIÇ~O DE USO DO M!TODO"; 
LEIA X<0>,X<P+i); 
F(0):=f(X(0)); 
F<P+i):=f<X<P+i>>; 

FIM; 
ENQUANTO K < 30 & ASC < ASCREQ & RESPOSTA - "FALSE" 

FACA INICIO 
I< :::::f(+í ~: 

T:=<XCP+í)-X(0))/(P+i); 
PARA I:=i ATI:! P 

FACA INICIO 
X<I>:= X<0> + I * T; 
F<I>:= f(X(!)); 

FIM; 
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PARA I:=1 ATI:! P 
FACA SE Abs<F<I>> < MENOR 

ENT~O INICIO 
RESPOSTA:="TRUE" 
X<0> :=X< I>; 
X<P+1> :=X< I>; 
F<0>:=F<I>i! 
F<P+1):=F<I>i! 

FIM i! 
SE RESPOSTA="FALSE" 

ENTND INICIO 

FIM~ 

PARA I:=i ATI:! P 
FACA 

INICIO 
SE F<0>*F<I><0 
ENT~O 

Z<I>==X<0>-<<XCI>-XC0))*F(0))/CF<I>-FC0)) 
SEN~O 
Z<I>:~X<I>-<<X<P+i>-X<I>>*FCI))/CFCP+i>-F<I>>; 

FZ<I>:=f<Z<I>>; 
FIM; 

PAI~ A I: =i A TI:! P 
FACA SE Abs<FZ<I>> < MENOR 

ENT~O INICIO 
RESPOSTA:="TRUE" 
XC0):=ZCI>; 
XCP+U:==Z<I>i! 
F<0>:=FZ<I>; 
F<P+i):::::FZ<I>i! 

FIM; 

SE RESPOSTA="FALSE" 
ENT?-iO INICIO 

ordena C2P+2:X<I>,F<I>,Z<I>,FZ<I>;O<J>,FOCJ)}; 

PARA J:=i ATE 2P+1 
FAÇA SE FOCJ-1)*FCl(J) < 0 
ENT~D INICIO 

X(0) :'==D<~J-··i); 

X < P + 1 > ·: :::.O < ,..1 ) l! 
F< 0) : :.::FD C ~J-·· :!. ) ~ 
F ( P + 1 ) !: ::::FO < J) 1! 

FIM; 
ASC:=-(0.3 + Log(my + Abs<<X<P+1)-X(0))/X(P+i)))); 

FIM; %fim do se-ent~o 
FIM; % fim enquanto 

SE K=30 & <<ASC<ASCREQ) OU RESPOSTA="FALSE") 

FIM. 

ENT~O ESCREVA"n~o convergiu",XC0>.X<P+1),ASC,K~ 
SENNO ESCREVA XC0>.XCP+1>.ASC,K~ 



A rotina ordena tem como par8metros o ndmero de 
elementos a serem ordenados, os pontos xi com os pontos gerados 
pele\ i ntE~I'·s;€~c:ç:ão cl<:\ s;E~c:<:\nt<::·~ :;.~i <e SI..H:\S r€·~spect i v<:\s imagens; ela 
funç:ão fi e fzi). A 1 ista ordenada é no vetor Oi (e as imagens em 
FOi). O algoritmo 87 l composto por duas etapas. Na primeira é 
feita a c:oncatenaç:ão elos valores xi e zi e, na segunda, I a 
ordena~ão propriamente dita. 

ALGORITMO 87: Ordena -Rotina ele ordenação 
INICIO 
0(0) ::::X(0); 
F0(0) :::::F(0); 
OC2P+1) :==X<P·H.); 
F0<2P+i):=FO<P+1); 
PARA I:=i até P 

FACA INICIO 
O<I>:=X<I>; FO<I>:=F<I>; 
O<I+P):::::ZCI); FOCI+P):=FZ<I>; 

FIM; 
PARA J:•2~ até 0 passo -1 
Pr~l~r~ r:::•i ·~té -..1 

FAÇA SE 0( I) > ()( I+1) 
ENT~O INICIO 

AUX:=O<I>; AUF:=FO<I>; 
OCI):::::Q(I+i); FOCI):+FOCI+1); 
O<I+1):=AUX; FO<I+i):=AUF; 

FIM; 
FIM; 

A primeira parte ela rotina pode ser suprimida, desde 
que na hora de gera~ão dos zi. eles sejam armazenados no próprio 
vetor xi e suas imagens em fi. Para tanto, a dimens~o dos vetores 
deve ser ampliada para 2p+1 <variando de 0 a 2p+i). 

Outra observação, é que esta ordenação também poderi 
ser feita explorando recursos se simultaniedacle, diminuindo o 
tempo necessirio para o cilculo de cada iteração. 

Para melor compreensão, ~ dado na figura b11, a seguir 
os valores parciais do Método Regula Falsi versão paralela para o 
mesmo exemplo da versão sequencial, com os mesmos valores 
inici<~is, cn1 j;;~~j;!\, I:::: [3, 4] com ASC >~'5. 

I< : A F U~) 13 F< 13 ) : ABC l 
----+------------+------------+------------+-------------+-----: 

0 +3.0000000 -3.5000000 +4.0000000 1+173.0000000 0.0 
i +3.0291443 -0.6178645 +3.3333333 +36.5308600 0.7 
2 +:~. 0:348861. .. .. 0. :~694<170 +::}.i :3'0~'5401.> + 10.29:30000 1. 2 
3 +3.0352426 -0.0007492 +3.0667710 +3.2685390 1.7 
4 +3.0352426 -0.0007492 +3.0352499 : +0.0000042 5.3 

Fig.b:1.1 Valores parciais do método da Regula-Falsi versão 
paralela para o polin8mio Pn(x), usando uma miquina 
com dois processadores 
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Observa-se que a vers~o paralela determinou o zero da 
fun;io em quatro itera;3es, enquanto que a verslo sequencial 
obteve a solu;~o em dezesseis itera~5es, quatro vezes mais. Outra 
comparaç~o que pode ser feita é com a vesalo paraléla do método 
da Bissecçlo, onde a solu~lo foi calculada em onze itera~~es, 
tr@s vezes mais. 

Estas observa;3es estio sendo feitas para um caso 
particular, p~ptanto nlo se pode generalizar. 

92.3 Soluç~o de equaç~es diferenciais parciais 

Métodos para soluçlo de equa,ôes diferenciais parciais 
CPDE> podem ser ~lassificados em métodos diretos e métodos 
iterativos. Métodos diretos resolvem PDEs analiticamente; métodos 
itefativos iniciam com valores estimados em certa localiza;lo 
especrfica e, entâo, convergem para estimativas mais exatas. 
Algoritmos iterativos para resolver PDEs podem consumir um tempo 
de processamento bastante grande, por isto { interessante olhar 
para computa;~es paralelas. Quando a utilidade de um método 
iterativo é verificada, o intervalo de converg@ncia dos valores 
para se ter a solu;âo é de grande import~ncia. 

J.Rice apresenta uma taxonomia para métodos paralelos, 
baseada no uso de tr@s rotinas: particionamento, discret iza;lo e 
itera;âo. 

Particionamento -As variáveis no problema slo 
divididas em grupos. O critério de agrupamento pode ser 
geométrico, ou uma propriedade da matriz, ou uma propriedade 
ffsica. Diferentes particionamentos podem ser usados em 
diferentes vezes e partiçôes podem ser mais particionadas. 
Particionamento geralmente conduz ao uso de paralelismo. 

Discretizaçlo -O problema contrnuo PDE é substiturdo 
por um problema finito com um conjunto de ndmeros reais como 
variáveis. As duas técnicas mais comuns sâo diferenças finitas e 
fun;~es bases (elementos finitos, pol in8mios e expans3es em 
séries). Métodos de diferenças finitas e fun;5es bases com 
suporte local sâo muito bons para métodos paralelos na fase de 
discret iza;âo, por serem esses cálculos altamente independentes 
uns dos outros. Discretiza;~es sâo também divididos em métodos de 
alta ordem E de baixa ordem. Métodos de alta ordem sâo vantajosos 
para paralel iza;âo pois mais de um trabalho pode ser feito na 
fase de discretiza;âo dos cálculos. 

Iteraçlo - Itera;ôes é uma técnica de propósito geral 
que t@m dificuldades Cnâo 1 inearidade, problemas muito grandes, 
depend&ncia de tempo). Itera;io é ine~entemente sequencial e 
portanto, nâo & muito propfcia para explora;io de paralelismo. 
Ainda que iteraçâo seja essencial para resolver muitos PDEs, ~ 
bom s6 introduzi-la quando o ndmero de itera;~es for pequeno e o 
trabalho em cada itera;âo bem grande e que se possa dividi-lo em 
componentes paralelos. 
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Considere o estado constante de temperatura bi­
dimensional no problema de distribui;lo na figura 5.3. A placa 
fina retangular é cercada por tr@s lados por corrente de 
condensa;lo <temperatura a 100 graus cent rsrados). O quarto lado 
é tocado por uma barra de gelo <temperatura a zero grau 
cent rgrado). Um cobertor isolante cobre de cima a baixo a placa. 
O problema é achar o estado constante de distribui;lo da 
temperatura em 100 pontos espa;ados formando uma malha na plac~ 

de i0xi0 pontos. 

Este problema é um exemplo de equa;lo diferencial 
parcial 1 inear de segunda ordem. &uando o estado constante de 
distribui;lo da temperatura é encontrado, o conjunto de equa,5es 
diferenciais relatam os valores das variãveis nos pontos vizinhos 
na malha: 

d x-1,y + ~ x,y-1 + ~ x+i,y + ~ x,y+1 
~ - --------------------------------------------

4 

aqui, as variáveis subescritas x e y referem-se as coordenadas 
dos pontos na malha. Este problema é bastante simples e poderia 
ser resolvido analiticamente, entretanto, PDEs mai~ complicados 
necessitam ser resolvidos iterat ivamente. Por esta razlo ser' 
explorada a soluç~o iterativa. A rotina iterati.va inicia pelo 
assumir um valor inicial estimado para cada vari,vel ~ x,y. A 
equa;~o diferencial é ent~o. usada para calcular valores 
~ucessivos. Se os valores das variáveis convergirem para a 
soluç~o. a rotina ter' sucesso. 

----------: 
\ 

I I 
I ! 

o o o o o : 
o o o o o :<=== Barra de gelo 

+--->: o o o o o----\ 
o o o o o : \----> um dos 100 pontos onde a temperatura 

------------- deve ser determinada 
/I\ 

----------+---------Corrente de condensaçlo 

Fig.bi2 Problema do estado cte de distribuiç~o de temperatura 

Uma rotina simples iterativa para o cálculo dos valores 
das variáveis~ pode ser desenvolvida, onde todos os valores dos 
pontos da malha s~o calculados simultaneamente pela fórmula: 

~· = (~ x-1,y +~ x,y-1 +~ x+i,y +~ x,y+i)/4 

os valores~ do lado direito da equa;lo sio os valores antigos, 
os valores rl' representam os novos valores. 
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O método proposto por Jacobi <em 1845) é bastante 
proprcio à paralel izaç~o, pois todas as vari,veis que necessitam 
ser acessadas por um processador est~o disponrveis em um 
processador adjacente. 

O mais popular mitodo iterativo para a solu;~o de PDEs 
~m computadores sequenciais é o Sobrerelaxa,~o sucessivas <SOR) 
por pontos. O SOR difere do método de Jacobi em dois importantes 

old 
i) Um peso médio de ~· x,y e ~ 

determinar um novo valer da variável ~~ 
é tomado para 

i i) Novos valores substituem os antigos assim que calcuJados. 

Num algoritmo sequencial pontos da malha sio 
processados um por vez, coluna por coluna. A substituiçlo ~os 
valores antigos pelos novos é feita assi'm que os novos slo 
calculados, aumentando a velocidade de convergência. Entretanto, 
este método sofre pela desvantagem que somente uma variável ~ 
calculada por vez. 

Felizmente, uma variante paralela deste algoritmo retim 
esta velocidade de convergência. O algoritmo paralelo ~ 
referenciado como ordena;lo rmpar-par com acelera;lo de 
Chebyshev. Imagine os elementos processadores como se formando 
uma tábua de checagem. Cada iteraçio tem duas fases, na primeira, 
todos os Processadores rmpar recebem novos valores para suas 
re~pect ivas vari,veis. Na segunda fase, todos os processadores 
pares geram novos valores para suas variáveis. O algoritmo 
paralelo ·também muda o peso entre ~· x,y e ~ ~old x,y em cada 
meia itera;lo. 

Observa-se que estes métodos iterativos de solu;~o de 
PDEs s~o convenientes para máquinas do tipo processador 
matricial. Em 1982, Deminet implementou alguns algoritmos para 
solu;~o de PDEs em máquinas mult iprocessadoras. Ele resolveu a 
equaç~o de Laplace com as condi;~es de contorno de Dirichlet pelo 
método das diferenças finitas. A equa;io: 

d z d z 
----- + ----- - 0 

dx 

é resolvida 
iterativas 
valor por 
vizinhos. 

por uma malha de 150x150 pontos, usando técnicas 
similares as Já descritas. Em cada itera;io um novo 
elemento é transmitido a média dos valores aos seus 

Cada processo executa em sua própria CPU, achando os 
valores para uma subse;lo cont fnua da malha. Para fazer o cAlculo 
dos rndices de uma forma mais simples, ~ cada processo é 
atriburdo um ndmero completo de colunas P iterat ivamente 
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calculados os valores das variáveis nessas colunas att os valores 
se estabilizarem. 

A primeira providtncia feita no algoritmo por Deminet 
foi um dt imo trabalho de sele;~o de tarefa. O algoritmo original 
tanto atribula subse;~es por processadores rand8micos ou baseados 
na atribui;~o de ndmeros de módulos computacionais. O algoritmo 
proposto adimite subse;~es que podem necessitar mais itera;~es, 
todas no meio da malha, para processadores rápidos, todas no 
mesmo conjunto de dados. 

A segunda modifica;~o é para distribuir dados entre o 
grupo contendo processadores ativos, com o objetivo de 
providenciar local iza;lo de refer@ncia. 

82.4 Solu~~o de sistemas de equa;~es 

c•lculos matriciais estio entre as pedras angulares de 
computa;~es cient rficas. Problemas de álgebra 1 inear, envolvem 
sistemas de equa;~es 1 ineares, problemas lineares dos mrnimos 
quadráticos e, problemas algébricos de autovalores slo 
fundamentais para o cálculo da solu;âo de equa;~es diferenciais, 
problemas de ot imiza;~o F de análise de várias estruturas 
discretas. O uso efetivo de computadores de arquiteturas 
paralelas em computa;~es cient rficas é, entretanto, criticamente 
dependente da explora;~o do paralelismo em cálculos matriciais. 

Algoritmos matriciais tem sido a vanguarda de 
desenvolvimento de algoritmos em multiprocessadores, nlo somente 
porque eles vâo construindo blocos nos quais muitos outros 
cálculos cient rficos s~o baseados, mas também po~que eles servem 
como protótipos reais que apresentam muitos dos desafios 
fundamentais de ccmputa;~es paralelas na forma pura. Por isso, o 
desenvolvimento de algoritmos paralelos para cálculo matricial 
tem recebido forte enfase dos pesquisadores em processamento 
paralelo, tanto como uma ferramenta, quanto um paradigma para 
computaç~o cient rfica em geral em arquiteturas p~ralelas. 

Os problemas computacionais mais comuns em álgebra 
linear sâo a solu;~o de equa;Ões lineares e o problema algébrico 
de autovalores para vários tipos de matrizes. O problema das 
caracterrst icas afetam qualquer implementa;âo computacional, 
incluindo matrizes quadradas ou retangulares, simétricas ou nlo, 
densas ou esparsas, explicitamente representadas pelas suas 
entradas ou implicitamente representada pelas suas a;ôes em 
vetores. Tais propriedades determinam qual algoritmo ou famflia 
de algoritmos é apropriada para resolver o problema em qual 
ambiente computacional, sequencial ou paralelo, podendo sofrer 
maior impacto no ambiente paralelo. Por exemplo, a necessidade 
de 1 inhas ou colunas intercambiarem-se para estabilidade num~rica 
pode ser uma complica~io mais séria ao ambiente paralelo do que 
ao sequencial. Outra questâo importante é o tamanho da matriz, o 
que detemina a quantidade de recursos computacionais que serlo 
necessários, assim como que classes de algoritmos e estrutura de 
dados deve ser mais apropriada. 
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Os algoritmos paralelos para solu~~o de sistemas de 
equ~ç~es lineares podem ser por métodos diretos ou iterativos. 

Fator~ç~o de matrizes densas é um caso interessante de 
estudo para implementaç~o paralela devido ao fato de existirem 
duas caracterrst icas que tendem a inibir a eficiência paralela. 
Elas sio: restriçôes de precedência sequ~nciais, devido a 
sucessivas 1 inhas, colunas e submatrizes da matriz fatorada, 
necessitam ser calculadas em ordem consecutiva, e comunica;lo 
global ser requerida porque cada sucessiva 1 inha, coluna ou 
submatriz da matriz fatorada depender de todas precedentes 
linhas~ ctilunas ou submatrizes. 

. ··Muitos projetistas de algoritmos têm mostrado na 
prit·ica .Rue os cálculos podem ser suficientemente gerenciados e a 
com~nicaç.lo suficientemente r~pida de forma a atender a elevada 
util iza~lo de processadores e eficiente paralel izaçlo. 

As principais dist in~Nes entre algoritmos paralelos 
para fatora;lo de matrizes densas slo a concorrência e a 
comunica;~o. O grau de concortência atendida e o custo de 
comunica;lo slo determinados pela escolha de granularidade. Uma 
implementaç~o de granularidade fina, com subtarefas de 
complexidade de ordem um (o(i)), como em algoritmos sistólicos e 
"topo de onda" potencialmente atendem o m~ximo de concorr@ncia 
possrvel, mas este potencial n~o é alcan;ado, a menos que o 
gerenciamento de comunicaç~o seja muito pequeno, com custo de 
comunica;io correspondente ao custo de uma opera;âo aritmética. 
Umi implementa;âo com granularidade média, com subtarefas de 
complexidade de ordem n (o(n)), é semelhante para providenciar um 
6timo eq~ilrbrio entr~ concorrência e custo de comunica;io na 
maioria das arquiteturas mult iprocessadoras de propósito geral. 

Fatoraç~o de matrizes reduz o problema de soluç~o de um 
sistema de equaç~es geral em um problema de soluç~o de um sistema 
triangular de equa;ôes. Um sistema de equa;ôes 1 ineares AX=B pode 
ser resolvido, por fatorizaçlo, em três passos: 

i) Decomposiçlo da matriz dos coeficientes A no produto de 
uma matriz triangular inferior L e outra triangular superior U~ 

i) Resolvendo o sistema LY=B; 

i i) Resolvendo o sistema UX=Y. 

Destes tr@s passos, a rotina que triangulariza <i) tem 
alta complexidade computacional. O Algoritmo completo é dado no 
Rel~tório de pesquisa= Processamento vetorial e vetoriza;lo de 
algoritmos na máquina Convex C210 C[DIV91]), no caprtulo seis 7 

sob o nome de método de Banachievicz. Outro método lá existente é 
o de Cholesky. 
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Problemas esparsos tem tanto vantagens quanto 
desvantagens em rela;~o ao caso denso. Sua principal vantagem é 
que a potencialidade esparsa leva a grande concorr@ncia e menos 
comunica;~o devido a independ@ncia de dados de algumas partes do 
problema em rela;~o a outras. 

Mdtodos iterativos para solu;lo de sistemas de equa;aes 
1 ineares também se apresentam como um caso interessante de estudo 
para implementa;lo em paralelo. Eles diferem dos métodos diretos, 
nos quais um conjunto fixo de cJlculos precisam ser realizados em 
ordem para chegar a solu;lo correta, a natureza autocorret iva dos 
mltodos iterativos permite que se altere os cJlculos para herdar 
paralel ismos. O speedup de itera;aes individuais pelo acrescentar 
da concorr@ncia nlo se beneficia, entretanto, facilita o cJlculo 
da próxima itera;lo. 

Métodos iterativos s~o frequentemente recomendados para 
implementa;aes em paralelo por 1 imitarem mais os requisitos de 
comunica;lo, em rela;lo a comunica;~o global necessJria em 
métodos diretos por fatora;~o. 

Algoritmos para cálculo de autovalores de matrizes s~o 
menos desenvolvidos para máquinas paralelas do que dos para 
solu;lo de sistemas de equa;3es 1 ineares. Uma das Jreas que tem 
apresentado resultados satisfatórios para algoritmos paralelos 
para problemas de autovalores é no projeto de array sistólicos. 
Arraws sistól ices t@m sido desenvolvidos para calcular 
autovalores P valorés singulares de vários tipos de matrizes. 
Outt~a <flt'"(-!'c\ d(-!' (-!'~;;tudo· quf::- v<-;:m !;;(~: d(-!'!:>(-!'nvDlvf~nd(J l'.i-~<J <:>!:; algDr i tmD!:> ~. 
paralelos baseados ha divis~o-e-conquista para cãlculo de 
au t Clv<:\ 1 cw <·::-s. 
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