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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo de algoritmos baseados
na técnica de divisdo e conquista. Para tanto, foi descrita a
téecnica com seus princlpios e exemplificada através de alguns
algoritmos. Entre os objetivos deste trabalho estlo presentes =
andlise do ganho de rapidez na solu¢go do problema (complexidade)
e a andlise das potencialidades de paralelizagRo. Uma introdu¢do
2 complexidade de algoritmos e nocdes sobre as classes de
complexidade. Por fim, foram analisados vdrios problemas em que
esta tdenica tem se mostrado eficiente na soluglo dos problemas.

Palavras~chave!
Processamento paralela, algoritmos paralelos,

complexidade de algoritmos sequenciais € paralelos, Classes de
complexidade ¢ Divisdo e conquista.
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ABSTRACT

In this work is presented a algorithms study based on
the divide and conquer technic. 8o, it was described the technic
with itg princirples and showes by some algorithms. This work has
objectives like analysis and complexity of algorithms and the
analysis of the potential of the parallelization. This work
approachs also the sequential and parallel algorithms and notions
of classes of complexity. At last, many problems, in which this
technic is efficient in the solution of problems were analysed.

Key~words:
Parallel processing, parallel algorithms, sequential

and parallel complexity of algorithms, Classes of complexity,
Divide~and-conquer Technic.
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i INTRODUGRO

Um algoritmo por divisdo & conquista divide o problema
em varios subproblemas do mesmo tipo, mas menores, que podem ser
resolvidos diretamente ou subdivididos novamente, usando a mesma
tédecnica,  atéd gque possam ser resolvidos. Ent3o, acha-se uma forma
de  combinar as solugdes parciais para se obter a solugo para o
problema original.

(g subproblemas resultantes da aplicaglo do método sio
do mesmo tipo que o problema originals assim a aplicaglo

sucessiva do mnétodo pode ser wpressa naturalmente por  um
algoritmo recursivo, isto ¢, dentro de um -algoritmo chamado M,

com uma entrada de certo tamanho, usamos o prdprio M, Kk vezes
para resolver subentradas de tamanhos menores. Um exemplo & o
algoritmo 1.4 que calcula a Puncﬁo matem3tica fatorial (nl).

ALGORITMO 1.4
Fat(n) - Cilculo do fatorial de ng

Entradat n o= um nidmero inteiro maior ou igual a =eroy
Saldas Fat o valor do fatorial de n.

i Se n=0

pe ent¥o Pare com saldadi)

a senfo val=n.Fat{n-41)

4 Pare com saldalval)

5 fim-se.

Observa-se que se n=0 o valor do fatorial & um, pois
Ol=4, Para os demais valores, o algoritmo chama-se a i mesmo n
veres com as inst@ncias de n~1 a zero.

fls algoritmos recursivos s3o relativamente fdceis de
serem escritos e compreendidos, aldm de serem de ficil andlise
quanto a certificagdo.

Esta técnica de divisdo e conquista para algoritmos &
poderosa para resoluglo de problemas numéricos e nXo numéricos,
em virtude do ganho de rapidesr na soluglo do problema. Para tal
andlise @& necessdrio recordar alguns conceitos matemdticos ¢ de
andlise de algoritmos.

0 estudo da drea de desenvolvimento de algoritmos tem
crescido pelos resultados obtidos quanto a economia de recursos
computacionais que um algoritmo desenvolvido apropriadamente pode
proporcionar, além do fato de compreenso do prdprio algoritmo.
Tem~se podido verificar como técnicas matemdticas s¥o aplicadas a
problemas de comnputaglo, de forma a obter ganhos de rapidez e
facilidades no solucionar problemas eficientemente.

No capftulo dois & feito uma introduglo an
processamento paralelo, através da caracterizago do conceito de
paralelismo & de mdquinas paralelas, da forma de execugdo de
instrugdes sobre dados, resultando na classificagdo de Flynn para
arquiteuras paralelas e nos trés principais tipos de mAgquinas
paralelag: pipeline, processadores matriciais &

K4



nultiprocessadores. E, ainda, eXo apresentadas medidas de
desempenho & as abordagens das linguagens paralelas.

No capltulo trés, & feito uma introdugo ao projeto de
desenvolvimento de algoritmos paralelos. Uma vez que 0 projeto de
algoritmos estd intimamente ligado aos modelos de computa¢o,
estes oXo brevemente comentados. S%a, ainda, apresentadas
metodologias de obtencXo de algoritmos paralelos.

No capltulo quatro s8o apresentados os conceitos
bdsicos de andlise de algoritmos e complexidade, como as cotas,
andlise do caso pessimista € do caso médio, conceito de ordem,
dist ingdes entre fun¢Bes de complexidade. Algumas questdes sobre
complexidade de algoritmos paralelos slo apresentadas e
comentadas. SNo definidos alguns critérios idteis na avaliago da
complexidade de alagoritmos paralelos, comosl tempo de
processamento, nidmero de processadores, custo e outras medidas.

No quinto capltulo, procurcu-se introduzir uma no¢lo
das classes de complexidade de tempo € espago & estabelecer uma
relacXo entre as varias classes de complexidade de tempo.

No sexto capltulo & ento caracterizada a técnica de
diviasXo ¢ conquista através de vdrios problemas, 08 quais possuem
solugBes conhecidas através de algoritmos por divisfo e
conquista. OSxo apresentados estes algoritmos e & feito uma
certificac®o e uma andlise de seu ganho computacional. Entre os
problemas apresentados estXo: localizaglo do mdximo € minimo de
uma lista; ordena¢do de listas; busca bindria; multiplicaglo de
inteiros e multiplicaglo de matrizes.

30, ainda, ressaltadas algumas caracteristicas desta
técnica de "dividir para conquistar®, que sdo identificadas como
qual idades para facilitar a paralelizagdo de algoritmos. Por fim,
so apresentadas as conclusBes deste trabalho e as sugestles e
propostas para novos estudos.

No anexo A, Revislo de matemdtica, sdo apresentados
conceitos bisicos matemdticos e fdrmulas dteis quando se quer
desenvolver estudos de andlise de algoritmos ¢ complexidade. No
anexo B, & apresentado um estudo parcial, contendo consideragdes
sobre algoritmos numéricos paralelos. Neste estudo, foram
abordados alguns problemas numéricos como equasdes de
recorréncia, resolugRo de equacdes algébricas, sistemas de
equacdes lineares € equa¢des diferenciais. E no anexo C,consta um
levantamento bibliogrdfico en periddicos disponfveis xR
biblioteca do PGCC da UFRGS, de temas afins, no perlodo de 1976 a
Janeiro de 1992.

Finalmente, queremos agradecer aos bolsistas Luis da
Cunha lLamb, Paulo Ricardo Trainini e Leonardao Carissimi pelao
auxllio no desenvolvimento dos anexos e ao CNPq pelo auxilio aos
nossos projetos de pesquisa.
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2 INTRODUCHEO A0 PROCESSAMENTO PARALELO
2.1 Caracteriza¢lo de Paralelismo

& busca de computadores com desempenho
sistentes em cada momento € o aumento do poder
tem sido atingido pela exploraglo de aspectos
tecnologia, algoritmos & arquitetura. 0
tecfnol&gico refere-se ¥ pesquisa para confecedo
eletrBnicos mais velores. Entretanto, existem 1i

superiores aos
computacional,
bdsicos, como
aperfeigoamento
de componentes
mitagtes que se

devem a fatores. como velocidade mdxima de propagagclo de sinais e

chaveamento de transistores.

Quanto ao aspecto do desenvolvimento de novos
algoritmos, tem sido um processo lento, devido especialmente ao
fato que muitos dos dalgoritmos j3 estdo prddimo de seus limites

tedricos de efici@ncia.

() aspecto da evoluglo das arquiteturas dos

computadores, em particular com o uso de proce

mento paralelo,

permite superar o0s limites de desempenho impostos pelos fatores

tecnoldgicos de seus camponentes.

0 emprego de algoritmos € arguiteturas paralelas tem se
constituldo em uma alternativa promissora para superar as

barreiras de desenpenho imnposta pelo estdgio da
componentes eletrinicos.

Uma arguitetura paralela geralmente &
propdsito &spechico,v otimizado para realizar de
uma certa gama de fungdes dentro de uma aplicagio.

MAdquinas paralelas, também denominadas

tecnologia de
um sistema de

farma eficiente

—_
) N
de computadores

paralelos, sdo sistemas que executam explicitamente ava]iac8e5
computacionais em paralelo, explorando a concorré&ncia de eventos.

A concorréncia pode ser de trés tiposs:

\simultaniedade e pipeline.

%

paralelismo,

No Paralelismo os eventos paralelos ocorrem em
miltiplos recursos no mesmo instante de tempo. E o paralelismo de

FeCursos ass fm:ronos "

Na Simultaniedade, os eventos sXo simul

t&neos, ocorrem

no mesmo instante de tempo. F o paralelismo de recursos

SIiNCrones.

No Pipeline os eventos pipelines ocorrem em instantes

sobrepostos. B o paralelismo temporal.

Em fung¢®o do tipo de paralelismo
computadores paralelos 3o divididos em trés gr

empregado, ~ os
upos: mAquinas

pirelines, processadores matriciais e multiprocessadores.

it

4
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) ] . 3
X As maquinas Pipeline superpdem a swecugXo de instrugdes
exwplorando um paralelismo denominado temporal, onde os eventos
agcorrem em instantes de tenmpos sobrepostos.

Processadores matriciais empregam a multiplicidade de
unidades processadoras executando instrugdes sincronamente
utilizando o paralelismo dito espacial sincrono, onde os eventos
aNo  simulténeos, pois ocorrem em miltiplos FeCcursos nNno mMEsmno
instante de tempo. '

Par lltimo, temos o paralelismo espacial asslncrono,
que & empregado em sistemas multiprocessadores através da divisdo
de recursos comuns (memdria, periféricos, etc...) por um conjunto
de processadores, onde os eventos ocaorrem &m miltiplos recursos
no mesmo instante de tempo.

As eatruturas gue exploram o paralelismo sRo vinculados
X maguina em que a aplicaclo serd executada. Essa caracteristica
implica em  que o programador  deve ter o conhecimento  da
arquitetura da mdgquina empregada e levar isso em consideragdo
quando da escrita do algoritmo ou programaa. Isso se constitui em
uma  dificuldade adicional na elaborago de programas PAara
mAquinas paralelas.

2.2 Classificago de arquiteturas segundo Flynn

M. Flunn LFLYZED) propos a classificagRo que leva em
conta a forma pela qual & executada uma instrugo em um  conjunto
de dados, pois em gqualguer computador, seja ele sequencial oL
paralelo, opera pela execuelo de instrugdes sobre dados. 0 fluxo
de instrugdes (algaoritme) diz ao computadaor o gque fazer a cada
PAass. 0 Fluxc de dados & afetado por eatas instrugdes.
Dependendo  do  ndmero destes Fluvos, Flunn distinguin quatro
categorias ou ¢lasses de arquiteturas:

-

SI8D ~ Hingle Instruction stream Single Data stream
SIMD - Single Instruction stream Multiple Data stream
MISD — Multiple Instruction stream Single Data stream
MIMD ~- Multiple Instruction stream Multiple Data stream

A categoria SISD  tem Fluxo de instrugo € de dados
_ e ? ) ,
dnicos.  S$o mdquinas baseados nos principios de VYon Neumann. As

instrugdes GSA0 secuntadas  sequencialmente, mas podem Hser
sobrepostas nos  seus estdgios de execuglo. Evemplos sA0
arguiteturas - pipelines. Foi easte tipo de arduitetura que

proporcionow o surgimento de mdguinas de alto desempenho chamadas
de supercomputadores.
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A categoria SIMD tem um idnico fluxo de instrugles com
vdrios fluxos de dados. Nesse tipo de arauitetura vdrios
elementos de processamento (EP) s¥o supervisionados por uma idnica
unidade de controle, que encaminha =a mesma instrugdo para
execugXo nos elementos sobre seus dados. Nestas mdquinas, uma
dnica operaglo é executada simultancamente por diversos elementos
de processadores sobre dados distintos. A méméria pode ser
dividida em mddulos vinculados a cada elemento de processamento
ou entdo, ser de acesso global. Exemplos sRo arquiteturas
matriciais. '

No caso de utilizaglo de memdria local, existe uma rede
de interconex80. 0 acesso para leitura e gravaglo pode ser
exclusivo ou concorrente, o que subdivide mais  ainda esta
categoria, como pode ser visto em [AKLER?] & em [HWAB4].
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Fig.Q.QHArquitetura de mdquinas SIMD [ ey,

A categoria MISD se caracteriza por ter miltiplos
fluxos de instrugcles e um dnico fluxo de dados. Esta categoria
corresponde a uma mdquina que possua varios elementos de
processamento recebendo instru¢des distintas de vdrias unidades
de controle, que processam o mesmo fluxo de dados.
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Por fim, =a categoria MIMD se caracteriza por ter
miltiplos fluxos de instru¢des com miltiplos fluxos de dados.
Nessa arquitetura cada unidade de controle possui sua unidade de
processamento executando instru¢des sobre um conjunto de dados de

forma independente. 30 =as mdquinas capazes de executar
gsimultaneamente diversas instru¢des, sobre dados distintos. A
maioria dos sistemas multiprocessadores slo deste tipo. A

interagRo entre os processadores é obtida atravéds da meméria
global ou sistema de memdrias gerenciado por um dnico sistema
operacional.
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Computadores MIMD que compartilham memdria comum sdo
referenciados como multiprocessadores, enquanto que todos os com
rede de interconexlo sdo referenciados como multicomputadores,
algumas vezes s3o referenciados como sistemas distribuf{dos.

As mAquina SIMD correspondem algoritmos sfncronos com
passos de espera, 0% quais requerem controle central, Jjd as
mdquinas MIMD correspondem algoritmos asslincronos com uma
relativa granularidade.

2.3 M3dquinas paralelas

2.3.4 M3quinas Pipeline

E um exemplo de paralelismo temporal, onde uma tarefa &
subdividida numa sequincia de subtarefas de modo que seja
executada mais Ffdcil e mkis rapidamente, pois cada uma &
executada por um estdgio de hardware especlfico, que trabalha
concorrentemente com o0s outros estdgios do pipeline, criando
desta forma, um paralelismo temporal na execugdo das subtarefas.
Um exemplo cldssico & uma fdbrica de automdieis, os quais slo
feitos em série ou por uma linha de produgo, onde cada grupo
especializado realiza ~ uma subtarefa, de forma que um carro
demore o mesmo‘fempo de fabricag¢lo, mas assim que o primeiro for
produzido, a <cada perflodo t de tempo, teremos outro carro
produzido. Exemnplos de mdquinas: CRAY 1 e 2, CYBER 200, NETS,
FUJITSU (UP 200 & VP 400). )

2.3.2 Processadores Matriciais

Também denominados de array processors ou 8SIMD, sfo
exemplos de paralelismos espacial sincrono.

Um processador matricial & um conjunto paralelo
slncrono “com mldltiplas unidades ldgicas e aritméticas = (ULA)Y,
denominados de elementos processadores (PE), que podem operar em
paralelo de forma sincrona, realizando. uma mesma fungdo em um
mesno  instante. Uma unidade de controle distribui para vdrios
elementos de processamento, a mesma instrugo que serd executada
em paralelo por esses EPs sobre seus dados no mesmo instante de
tempo. Um exemplo , & a operaglo com matrizes, por exemnplo
multiplicar a matriz por dois. Isto implica em nove
multiplicag®es (matriz quadrada de ordem tr&s), mas como s3o
feitos pelos elementos de processamento, leva-se apenas uma
unidade de tempo. Exenplos de mdquinas sfof Illiac IV, MPP, Pepe,
Staran.

s processadores matriciais utilizam 0 endere¢o do dado
PAFa QAcCesso, existe uma variaglo de processadores, 0% quais
acessam .0s dados via conteldo; esses exploram a capacidade de
memdr ias associativas e, por isso, 30 denominados matriciais
associat ivos.



0s processadores matriciais s3o compostos por uma
unidade de controle, um conjunto de elementos processadores, uma
memdria associada a cada elemento processador € uma rede de
interconexlo. A unidade de controle €& responsdvel pelo
gerenciamento da operagio dos elementos processadores
decodificando as instrugles a serem executadas € gerenciando os
sinais de controle.

Alguns exemplo de emprego de miquinas SIMD sXos
algoritmo de mapeamento do nlvel de cinza como o gradiente de
Sobel (Processamento de imagens); Processamento simbdlico, como
algoritmos de sorting e manipulaglo de grafos e solugBo de
sistemas de equa¢des [CAP85], operagles com matrizes, resolugo
de equagdes diferenciais [SCHB84].

Cada um dos elementos de processamento pode operar com
operandos do tipo palavika ou com um dnico bit, durante cada ciclo
da memdria. Esta caracterlstica define dois tipos de sistemas
SIMD; o da organiza¢do de palavras (word-organized) e o de
organizac¢do de bits (bit-organized). As operacles aritméticas em
um sistema de organizaco por palavras ¢ andlogo ao de mdquinas
seriaisy Jd os organizados por bit, tem influenciado grandemente
o projeto de algoritmos paralelos.

O termon processador de array tem certa ambiguidade,
pois pode referir a mdquinas SIMD ou m3quinas MIMD. 0 processador
matricial geralmente incorpora um grande nimero de elementos
processadores idénticos conectados numa particular topologia.

&

2.3.3 Multiprocessadores

Também conhecidos como arquiteturas MIMD sXo exemplos
de paralelismo espacial asslncrono. %k o multiprocessamento
propriamente dito, onde diversos processadores trabalham em
paralelo, processando suas tarefas concorrentemente de forma
asslncrona para num intervalo de tempo concluirem a tarefa. E um
conjunto de processadores que se comunicam € COOPEram para
resolverem uma dada tarefa.
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Fige2.9 Quadro comparativeo das arquiteturas

2.4 Medidas de desempenho de mdquinas paralelas

Benchmark ing consiste em :vecutar um  conjunto de
programas bem conhecidos, comparando o desempenho com os obtidos
em outras mAquinas para os mesmaos programas. 0 objetivo do
benchmarking n3o & obter um idnico nilmero representando. o
desempenho de uma determinada mdquina € sim, entender como o
desempenho geral ¢ afetado por cada um dos itens componentes do
mesmo {uma medida relatival). ‘

As medidas absolutas para desempenho mais usuais slos: a
quant idade de instruglo realizada por segundo - MIPS (million of
instructions per second) & a quantidade de operacdes em ponto-—
flutuante executadas por segundo -~ MEGAFLOPS (millions of
floating operations per second).. Uma relagRo que se pode

estabelecer entre elas & que um MFLOPS & aproximadamente 2 a &
MIPS.

Outra medida é o LIPS (lagical inference per second),
que mede a quantidade de inferé@ncias que se pode fazer por
segundo. E utilizada em mi3quinas paralelas para inteligé@ncia
artificial.
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2.5 Linguagens paralelas

No desenvolvimento de linguagens paralelas e na
expressdo do paralelismo, existem tr&s abordagens a serem
consideradas (segundo CPER?O D). A primeira abordagem &

denominada de abordagem explfcita, que consiste em desenvalver
uma linguagem paralela. Entre os exemplos existentes desta
abordagem pode-se destacar? aDA como uma 1inguagem imperat ivas
STRAND como wuna linguagem de programago funcional e POOL como
exemplo de uma linguagem paralela orientada a objeto.

Um dos problemas solucionados com o tempo foi o de
sincronizacNo. Nesta abordagem, duas téenicas foram empregadas. A
primeira técnica & baseada na construgdo de wum monitor e
varidveis de condi¢Ro. A outra técnica & baseada em Processos
qUE PAsSSam informagdes diretamente quando eles desejam se
comunicar. Entre as linguagens que usam monitores como mecanismo
de sincronizagdo temos: Concurrent Pascal (1974), Modula (1977),
Pascal Plus (i979). Entre as linguagens que permitem gque o0s
PrOCess0s troquen informagdes tEm—-se csp (communicating
sequent ial process). A sincronizacdo é feita através da troca de
mensagens através dos comandos de entrada e salda.

Outro exemplo & a notago conhecida como Processos
Distribuldos (DP), na qual o processo chamado ndo necessita saber
a nome do processo que o chamou € & utilizada nas linguagens ADA
e DCCAM.

, Entre as vantagens da utilizagdo de uma nova linguagem
¢ o fato dela promover uma abordagem coerente para paralelismo,
possibilitando uma notaglo capaz de se desenvolver novoes
algoritmos paralelos; por outro lado um desvantagem do uso de uma
nova linguagem & a necessidade de treinamento aons usudrios e a
reconstiruco de toda a base de software <(hibliotecas), um
trabalho intenso e sujeito a erros.

Um ponto desfavordvel na criacRo de linguagens
paralelas & o fato que muitas veres as estruturas a serem criadas
para explorar o paralelismo estlo fortemente vinculadas & maguina
em que serldo sxecutadas € a suas aplicagdes. As  linguagens
paralelas Jd desenvolvidas estXo vinculadas a uma determinada
mdgquina, ndo existindo, portanto, uma linguagem que seja
universal.

A segunda abordagem e, talves, =a mais utilizada, & a
utilizacRo de wuma linguagem j& existente onde o compilador
verifica partes paralelizdveis em mdquinas multiprocessadora.
Esta abordagem & conhecida como implfcita, uma ver que o usuidrio
esCreve o programa de forma convencional, de uma forma sequencial
¢ o compilador da 1linguagem ¢ quem se responsabiliza pela
detece¢do e exploraglo do paralelismo do programa, a paralelizaglo
fica transparente no usudrio.
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Esta abordagem pode ser subdividida em outras duasi uma
associada a linguagens funcionais e a outra associada a
linguagens convencionais. As linguagens funcionais sdo pouco
confidveis gquanto a ordem de avaliagRo das operactes em um
programa. As linguagens convencionais necessitam que se utilize
um compilador que determine as partes da aplicaglo a serem
executadas em paralelo.

0 principal problema desta técnica sBo as depend@ncias
de dados. F necessdrio detectd-las quando ocorrem e verificar se
o cddigo pode ser refeito automaticamente ou pelo usudrio para
permitir o paralelismo.

A principal vantagem desta técnica é que programas J3&
existentes podem ser transferidos, portados a baixo custo, para
uma nova mdguina. Ao se projetar novos programas deve-se observar
ag regras de reestruturaglo que detectam o paralelismo. Estas
regras nfo acrescentam facilidades para programaglo paralela,
antes limitam a extragRo do paralelismo e ocasionam & geragio de
chdigo nRo otimirada.

Por fim, =a terceira abordagem que &  conhecida por
extensdes de linguagens, ¢& que s¥o linguagens SEqUENCIais
existentes acrescidas de novas caracter{sticas para manipular o
paralelismo.

As sxtensdes de linguagens sXo vantajosas pelo fato de
que estas podem ser feitas atravéds da construgdo de bibliotecas
de subrotinas e, ainda, o0s usudrios ndo necessitam aprender uma
nova linguagem, somente suas extensdes, as quais sNo introduzidas
gradat ivamente.
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3 PROJETANDO ALGORITMOS PARALELOS

3.1 Introdugclo

& inovaglo da computaglo paralela tem adicionado uma
nova dimens3o no projeto de algoritmos € programas. As aplicagdes
de paralelismo atingem diversos nlveis: programas, algoritmos,
comandos € instru¢des. Programaglo paralela nqo & uma simples
sutensdo de programas  sequenciais, POiIs para se wplorar as
possibilidades oferecidas pelo paralelismo, os programadores
necessitam “pensar em paralelo” € reconsiderar a solugo do
processo. Experiéncias tém mostrado que julgamentos de efici@ncia
baseados em tdcnicas sequenciais podem ser facilmente convertidas
a ambientes paralelos.

Por outro lado, hd algoritmos que sXo obsoletos para
gerem implementados em mdquinas seriais por possuirem alto arau
de paralelismo, isto &, conter muitos cdlculos que sfo
independentes uns dos outros, mas que podem ser executados
simultaneamente, obtendo um desempenho melhor do que técnicas
gseriais. A dificuldade reside no fato de que a nova tdcnica de
projeto de algoritmos - a introdu¢No de paralelismo extendido,
também requer que seja repensado o conhecimento do sistema, de
linguagens paralelas, dos problemas nXo numéricos e dos métodos
nundricos em geral, pois as caracterlisticas de computadores
paralelos & algoritmos paralelos sRo qualitativamente diferentes
de todas as computacdes sequenciais.

Um problema nfo trivial & como traduzir de forma
eficiente um algoritmo computacinal em uma implementaglo fFflsica.
Essa tradugBo deve envolver, segundo Carissimi [CAR89]1, pelo
menos, quatro categoriass: teoria da computagdo, uma representacio
implicita ou expllcita do algoritmo correspondente & aplica¢lo,
uma arquitetura computacional abstrata e a implementagAo Flsica,
conforme ¢ ilustado na figura 3.1.

Teoria da computagfo
HE
N/
Algoritmo

] ]
' 1

N/
Arguitetura

\N 7/
ImplementagNo Flsica

Fige3.1i ~ Etapas no desenvolvimento de arquiteturas paralelas



Através desta idéia, podemos projetar uma alteraglo na
figura que ilustra os nlveis de abstraglo dada por Diverio,T.A enm
[DIvBs].
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Fig.3.2 ~Etapas na resolu¢o paralela de um problema numérico

A rela¢o aplicaglo-algoritmo~arquitetura exerce
influéncia fundamental na exploraglo do paralelismo. Os
principais fatores influenciados sdo: representaclo e descricio
do paralelismo, estrutura de dados, mapeamento do algoritmo 2
arquitetura, esquemas para fluxo de dados e de controle,
desempenho entre outros.

De uma  “boa“ implementaglo em hardware depende a
efici@ncia na execuedo do algoritmo desejado. Pode ocorrer o
problema de algoritmos ndo serem facilmente mapeados, Ppois uma
carncia na drea & a falta de um Fformalismo eficiente para
representar relagdes, para o mapeamento de algoritmos.

& dificuldade em obter-se um mapeamento .eficiente &
acentuada quando a estrutura de  comunicago do algoritmo &
distinta da arquitetura e quando o nimero de processadores &
menar que o ndmero de tarefas definidas para a execugdo do
algoritmo.

A qualidade de wum mapeamento é medida em fungio do
balanceamento de carga entre os elementos de processadores,
nimero de canais virtuais de comunicagdo wistentes e pelos
comprimentos mdximos e total dos caminhos flsicos de comunicagio.
A determinaglo do melhor mapeamento posslvel para cada caso €  um
problema NP-completo ([GAR791), como serd visto no capltulo 5.



0 mapeamento de algoritmos pode ser feito através de
quatro linhas bdsicas, estas sod

a) A aplicagdo da heurlstica pura -~ nfo existe um método
especi{fico, o projeto de array & desenvolvido conforme a
inspiraglo e experi@ncia do projetistas;

b)Y A avaliaglo do balanceamento das operagdes - consiste em
realizar um levantamento estdtico das operacles necessdrias
em uma dada classe de algoritmos e, entdo, implementar um

array com alguma topologia conveniente, onde cada célula
apresente todos os operadores bdsicos na proporgdo do
levantamento estdtico: ‘

c) A utilizagdo de regras de projeto pré-definidas -
determina~se um conjunto de regras segundo a experifncia dos
projetistas de .antemdo. Esta proposta baseia-se numa
linguagem para descri¢do do algoritmo, num conjunto de
regras de transformago e num sistema automdtico para
aplicago dessas regras:

d) A utilizaglo de tédenicas semi-automdticas de projeto -~
onde o princlpio bdsico adotado consiste em eliminar
completamente as depend@ncias existentes no fluxo de dados
de forma automdtica. -

3.2 Alguns modelos de computago

0 desenvolvimento de algoritmos mais rdpidos tem sido
muito lento, devido especialmente ao Ffato que muitos dos
algoritmos Jd estlo prdédximos de seus limites tedricos de
efici&ncia. 0 emprego de algoritmos ¢ arquiteturas paralelas tem
se constituido em uma alternativa promigssora  para Superar as
barreiras de desempenho impostas pelo atual estdgio da tecnologia
de componentes eletrBnicos.

As estruturas que exploram o paralelismo sXo vinculadas
A mAaquina em que a aplicaglo serd executada. Esta caracterlstica
implica em que o projetista ou  programador deva ter 0
conhecimento da arquitetura da mdquina empregada ¢ levar isto em
consideragdo quando do projeto do algoritmo ou escrita do
programa. Isto se constitui em uma dificuldade adicional na
elaborago de projetos de algoritmos e de programas para m3quinas
paralelas. ’ : '

, Tem—se que ter em mente que a tarefa de projetar
algoritmos paralelos & uma tarefa que depende do tipo de modelo
camputacional, do tipo de mAgquina gue serd utilizado ou que se
estd considerando, no caso tedrico. 0 tipo de mdquina implica nio
sd na quant idade de processadores disponlveis, mas também o tipo
de disposi¢lo deles, da topeologia dos processadores ou elementos
processadores, do tipo de memdria € na forma de comunicagio entre
08 processadores.
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Uma grande variedade de modelos de computaglo paralela

tém sido definidos, e € interessante estudar as regras que
wistem entre eles, =a viabilidade de constru¢lo de cada um e
quais outros modelos de computagRo paralela podem ser imaginados

e construldos.

0s modelos de computaglo paralela diferem entre si de
vdrias maneiras, incluindo o arranjo topoldgico e a interconexdo
de seus componentes (processadores). Existem instrugdes internas
a cada processador e instrugdes interprocessadores. Estas
instrugtes nlo estRo pré-definidas e variam de modelo para
madelo, caracter izando~os e determinando seuw potencial de
paraleliza¢o.

No objetivo de determinaglo de hons modelos em relaglo
A wviabilidade de construglo e implementaglo, temos os modelos
PRAM, SIMD (principalmente por ter um modelo de interconexldo
fivala Nos modelos mais atuais temos modelo com memdria
compartilhada (onde esto SIMDAG), onde cada processador tem
acesso a mendria de outros processadores.

3.2.4 Modelo PRAM (Parallel Random Access Machine)

> £ uma exten¢o do modelo RAM e & constituldo de virios
processadores sequenciais independentes, cada um com um conjunto
particular de registradores e comunicando-se com o0s outros
processadores atravdés de um conjunto global de registros. Em cada
ciclo de execuglRo, cada processador pode ler um registro
particular ou global, executar uma instrug¢lo RAM € gravar um
registro particular ou global.

Conforme as restrigdes de leitura on grava¢io
simult8nea na memdria global, pode—-se ter uma variedade de PRAMs.
Diz-se que a leitura ou gravagdo & concorrente S5 a
simultaniedade & permitida €, exclusiva no caso contririo. Assim,
em um PRAM do tipo EREW (de Exclusive Read, #clusive Write) nio
se  permite leitura ou gravaco simultfnea em qualquer registro
global, por qualquer par de processadores. Por outro lado, em um
PRAM do tipo CREW (de Concurrent Read, Exclusive Write) ad
leituras simulténeas sNo permitidas.

3.2.2 Modelo SIMD
——

—» 0 modelo SIMD também chamado modelo de interconexdo
fixa, & um sistema composto por uma unidade de controle e um
conjunto de processadores com memdria local, interconectadas por
umMa rede de interconexltc. 0Os processadores sXo altamente
sincronizados, ou seja, todos os processadores devem completar a
execugdo da instrugdo concorrente antes de qualquer processador
comegar a prodima instrugdo.



Um processador paralelo estd ative somente quando
alguma instru¢o & delegada a ele. Dois processadores paralelos
devem estar executando a mesma instruelo se ambos estlo ativos ao
nesmo tempo (Single Instruction Stream), mas podem estar operando
sobre valores distintos (Multiple data stream).

3.2.3 Modelo SIMDAG
—~———

o 0 modelo SIMDAG consiste do modelo SIMD com uma memdr ia
alobal de acesso aleatdrio, um processador de controle e um
conjunto de unidades de processamento paralelo. Neste modelo ndo
& permitido a interconexdo entre processadores.

3.2.4 Modelo MTA (M3quinas de Turing Alternada)

Alternagfo ¢ uma generalizagio do conceito nRo
determinlstico no qual gquantificadores existenciais € universais
podem alternar durante uma computaglo.

Uma mdquina de Turing Alternada M ¢ uma sete-~upla
ordenada contendo: ndmero de fitas de trabalho (k); wum conjunto
finito de estados (@); um alfabeto de entrada; um alfabeto de
trabalhos; regra de transi¢Xo; o estado inicial e uma fun¢lo que
determina o estado universal.

A MTA tem uma fita de entrada onde & permitido somente
leitura € k fitas de trabalho, inicialmente vazias. Um passo de
computaclo em M consiste em ler um simbolo de cada fita, escrever
um simbolo em cada fita de trabalho, mover cada cabega de leitura
uma célula para a esquerdasdireita € entrar num novo estado de
acordo com.a regra de transielo.

3.3 Metodologias de obteng¢lo de algoritmos paralelos

Unm dos problemas principais na drea de processamento
paralelo, encontra~se na traduglo de uma aplica¢lo para uma forma
de avaliago paralela. As principais dificuldades na conversio em
algoritmos paralelos vEm de tr8s fontes! unidade de controle,
diferenga conceitual de programaco ¢ identificagRo de pontos que
podem ser paralelizados.

A unidade de controle das mdquinas paralelas em geral
o unidades sequenciais, o que inplica em que procedimentos
paralelos sejam organizados de uma forma sequencial.

A diferenga conceitual de programagio que existe entre
os camputadores convencionais e 0s paralelos, como por exemplo em
processadores do tipo matricial onde o programador  deve ter
sempre em mente que estd operando sobre varios processadores € a
participacRo ou nXo de um processador em determinada operagdo
deve ser feito de forma a mascard~lo. Um algoritmo paralelo &
dependente da mdquina até o nlfvel mais baimdo, o nfvel da
arquitetura, de como realmente a mAgquina vai fazer tal operaglo,
enquanto que em algoritmos sequenciais isto & irrelevante.
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A identificaglo de pontos que possam ser paralelizados
no & de fdcil visualizag¢lo, podendo, as veres, a simples troca
de um Indice ou = invers3o na ordem de uma parcela a ser
calculada ser suficiente para aumentar ou inviabilizar ()
desempenho da aplicaglo

Antes de introduzir algumas das metodologias de
desenvolvimento de algoritmos paralelos, & necessdrio fazer
algumas consideragdes e identificar atributos que influenciam o©
projeto de desenvolvimento de algoritmos paralelos, podendo
inclusive gerar uma classificaglo de tipos de algoritmos
paralelos.

No princlpio, miitos pesquisadores acharam na drea de
prodjeto de desenvolvimento de algoritmos paralelos uma Area
fascinante ¢ um grande desafio, sem se preocupar entretanto, se
seus algoritmos npa prdtica seriam utilizados. O interesse emn
algoritmos paralelos aumentou, ainda mais, com o aumento da
demanda de computadores paralelos de larga-escala, nas dltimas
décadas. Como resultado, surgiram uma grande variedade de
algoritmos qQue foram ‘projetados para varias arquiteturas
diferentes de computadores paralelos.

Kung (em [KUN8Q]) identifica tré&s atributos, que sdo:
controle de concorréncia, médulos de granularidade e geometria de
comuanicagos os quais slo muito importantes em algoritmos
paralelos e podem, cada um deles, ser utilizado para classificar
0s alqoritmos paralelos.

Em algoritmos paralelos, devido ao fato de que mais de
um  processo  pode ser executado ao mesmo tempo, o controle de
concorré&ncia & necessdrio para garantir que a eMecCuG
concorrente  seja correta. 0s algoritmos paralelos podem, ent3o
ser classificados quanto ao controle de concorr@ncia, como mostra
na figura 3.3. As folhas da &rvore representam os varios tipos de
controle de concorr&ncia.

[ Controle de concorréncia ]
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Controle Controle Controle via
centralizado distribuldo dados compartilhados

sl’nct’onos assncronos
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sincronos asslncronos
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controle . controle controle controle
local local local local
simples complex simples complex

Figs. 3.3 Classificac¢No de controle de concorréncia



0 mddulo de “.granularidade de =algoritmos paralelos
refere-se A miAxima quant idade de computagdes um processo tlpico
pode afetar antes de ter que se comunicar com outros processos. 0
mbdulo de granularidade reflete se um algoritmo tem ou nRo
tend@ncia de ter uma comunicago intensiva. Eles podem ser
classificados em tr&s grupos segundo este atributo, como &
mostrado na figura 3.4. =

[ Mddulo de granularidade ]

pPEqUENna constantev pegquena grande
Fige 3.4 Classificaglo do mddulo de granularidade

Suponha que 0s processos ou médulos de tarefa de um
algoritmo paralelo sBo conectados para representar a comunicagio
entre os mddulos, entlo, a configuraglo da geometria resultante
de rede de comunicaglo & referenciada como geometria de
comunicaglo do algoritmo. . Ela pode ser regular ou irregulars; de
barramento, Arvore ou array de uma ou vdrias dimensdes.

Uma vex vistos estes atributos, & necessdrio perceber
que a inovaclo da computaglo paralela tem adicionade uma nova
dimenso no projeto de algoritmos € programas. As aplica¢des de

paralelismo atingem diversos nlveigs: algoritmos, programas,
comandos e instrugdes. Programaglo paralela nqo ¢ uma simples
extenslo de programas sequUENnCiIais, pois para se explorar as

possibilidades oferecidas pelo paralelismo, o0¢ projetistas e
programadores necessitam "pensar em paralelo”, reconsiderar a
soluglo do problema e ter umza forma eficiente de expressar e
codificar tal pensamento paralelo (linguagem paralela eficiente).

Alguns algoritmos que sdo obsoletos para SErem
implementados em mdquinas sequenciais por possulrem alto grau de
paralelismo, isto &, conter muitos cdlculos que sdo independentes
uns dos outros e que podem ser executados simultaneamente,
obtendo wum desempenho melhor do que tdcnicas sequenciais. A
dificuldade reside que a nova metodologia de desenvolvimento de
algoritmos, a introdugdo do paralelismo extendido, também requer
que seja repensado o conhecimento do sistema, de linguagens
paralelas, dos problemas nXo numéricos e dos métodos numéricos em
geral, POis caracterfsticas de computadores e algoritmos
paralelos podem ser qualitativamente diferentes das sequenciais.

A relaglo aplicaglo-algoritmo~arquitetura ou problema~
algoritmo-miAquina exerce influBncia fundamental na explora¢do do
paralelismo € no uso de técnicas de desenvolvimento de algoritmos
paralelos. Os principais fatores influenciados sdos a
representa¢0 e descriglo do paralelismo; estrutura de dados;
“mapeamnento do algoritmo A arquitetura; esquemas para caracterizar
fluxo de dados e de controle e desempenho entre outros.



Segundo Voight [V0I8BS], as principais abordagens @&
serem consideradas na obten¢o de algoritmos paralelos, em geral
sXos:

a) A andlise da complexidade do algoritmo, que tem como
objetivo =& verificaglo da viabilidade do algoritmo =a ser:
paralelizado em fungdo do paralelismo apresentado pela
arquiteturas

b)Y A& manipulago da ordem de avaliag®o do problema. O
conceito de alteragXo na ordem de computagdo pode ser visto
como uma reordenaclo na sequéncia de operagdo visando um
aumento na quant idade de operagdes que podem ser realizados
em paralelo;

¢) O aumento da quant idade de computacdes asslincronas. O
emprego de computagdes assincronas permite que ndo haja a
necessidade de sincronizar processadores entre si, evitando
que processadores que jd efetuaram sua computa¢ldo fiquem a
easpera de outross

d) O emprego da divisdo e conquista, onde o particionamento
em | subproblemas menores de forma a serem tratados
independentemente, redurindo a necessidade de sincronizagio
e/on  comunicagNo entre elementos processadores pode muitas
veres, reduzir a dificuldade de resolug®o do problema e a
complexidade do problema do ponto de vista computacional.

00 problema de considerar esses fatores determinando
sequencias de tarefas a serem executados em paralelo e a melhor
distribui¢dlo de dados € processos em elementos processadores,
otimizando ou diminuindo a necessidade de comunicagdo é
denominada de problema de mapeamento.

Duff, em seun artigo que trata da influ&ncia da
vetorizagdo e paralelizago na andlise numérica ([DUFB7 1),
apresenta algumas tdéconicas para o desenvolvimento de algoritmos
paralelos, principalmente para a andlise numérica.

Fstas tdéenicas estfo relacionadas nas quatro abordagens
de Voight. A primeira abordagem relaciona-se com a tdécnica dos
métodos explicitos de paralelizago, 0s quais apds uma andlise da
complexidade & procurado explorar caracterfsticas da arquitetura
nos métodos, como por edemplo a vetorizaglo, onde instrugdes
vetoriais de hardware sdo introduzidas nos programas para
aumentar a velocidade de processamento. Portanto, operagdes
sequenciais que podem ser convertidas a operagoes vetoriais
semant icamente equivalentes, Xo substituldas para farzer uso das
vantagens de hardware vetorial. A principal abordagem para ganhar
velocidade em mdquinas vetoriais & a "pipelineza¢do”, que divide
operagies bdsicas em suboperagdes, as quais sdo efetuadas por um
hardware especlfico da mesma forma que uma linha de produglo
industrial. :
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A técnica de divisdo e conquista, segundo Duff, & =a
mais utilizada na andlise numérica. Existem muitas &Areas onde
métodos baseados nesta téecnica slo muito utilizados, como por
exemplo na soluglo de sistemas de equagles tridiagonais e
esparsos do tipo banda. Na solu¢do de equagles diferenciais
parciais estes métodos s3o conhecidos como de dominio de
decomposiclo; em problemas de estruturas eles sRo conhecidos como
subestruturaco. A motivag¢lo original para esta técnica nlo foi o
projeto de desenvolvimento de algoritmos paralelos, mas resolver
probhlemas muito grandes e intratdveis diretamente, através da
subdivisNo em subproblemas menores € trativeis.

Quando se utiliza estruturas de &rvores bindrias, uma
técnica equivalente a divisdo e conquista é a dupla recursividade
que tambdm & eficiente no projeto de desenvolvimento de
algoritmos paralelos. Nesta técnica =a computaglo & dividida
recursivamente em duas subtarefas independentes de mesma
complexidade. As subtarefas em cada nlvel de decomposiglo
recursiva so executadas em paralelo, em processadores
independentes. 0 processamento paralelo inicia no nlvel mais
baixo de subtarefas, o que corresponde ao nlvel das folhas da
Arvore bindria, onde est¥o os operandos de entreda.

Outras técnicas citadas por Duff slo a de reordenagio e
tdenicas asslincronas. Segundo ele a reordenagdo ¢ a segunda
tdenica mais utilizada no desenvolvimento de algoritmos paralelos
para andlise numérica. Estas tdcnicas correspondem aos itens de
manipulag¢lo da ordem de avaliagXo e do aumento da quant idade de
computagdes asslncronas.






4 NOCUES DA ANALISE DE ALGORITMOS

Traub (em [TRA74a])) apresenta algumas razfes para se
estudar andlise de algoritmos. Apesar de nXo ser uma lista
completa, ele considera as seguintes razles:

a) A selego de algoritmos eficientes & um objetivo central
na Ci@ncia da Computago e na Matemdtica Aplicada. A seleglo
de algoritmos é um problema de otimizagR0o multidimensional,
onde uma destas dimensles & a complexidade de algoritmoss

b) H& muita literatura contendo papers dando as condi¢des de
convergéncia de processos infinitos. Ser convergente ndo &
suficiente para ser computacionalmente interessante, tem-se
que saber o limite do seu custo. Um dos objetivos da
complexidade computacional & que condigles adicionais
precisam ser impostas ao problema tal que o custo de sua
soluglo possa ser "a priori” limitados

¢) Resultados da complexidade ajudam a dar a estrutura do
arquives;

d) Limites inferiores da complexidade do problema nos dRo
uma hierarquia natural baseada nas dificuldades intrinsecas
do problemas

&) Complexidade leva =a uma Teoria matemat icamente
interessante ¢ satisfatdria.

Por outro lado, dizer que um problema &
algoritmicamente soluciondvel significa, informalmente, que
existe um algoritmo, que para qualquer entrada, se lhe der todo
TEMPO e ESPACO desejado, ele produz a resposta correta.

Um dos conceitos mais importantes & o de algoritmo. A
palavra algoritmo vem de aAbu al Khwarizmi, gque segundo a
histdria, foi 0 primgiro a fazer um algoritmo, isto cerca de
800 DC. Este conceito foi formalizado antes de 1930, antes de
surgir o primegiro computador. E uma descriglo passo a passo de
coma @ problema & soluciondvel. A descri¢lo deve ser finita € os
passos bem definidos, sem ambiguidade.

Q objetivo da andlise de algoritmos & dado un
algoritmo, melhord-lao ou escolher o melhor de entre algoritmos
segundo os critdérios de correg¢lo:; quant idade de trabalho:

quant idade de espago disponfvel: sinplicidade e otimalidade.

Corre¢do ¢ se o algoritmo estd certo! Isto exige
conhecimentos na drea sobre a gqual se estd fazendo o algoritmo. A
quant idade de trabalho pode ser medida pela complexidade de
tempo, onde & estudado o pior caso, o melhor caso € o caso médio.
Este & o critério em que se concentram mais os estudos.
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A quantidade de espago disponlvel determina a complexidgde de
espago € 0Otimalidade, envolve o conceito do algoritmo &timo, ‘o
qual deve gastar menos tempo, tanto no pior caso, como nos demais
CRSEOS »

Para se determinar o algoritmo d&timo, pega-se 0O
algoritmo candidato, Jjuntamente com uma funglAo W e para uma
entrada de tamanho n, o algoritmo ird fazer no mdximo Win)
operagoes hisicas.

Para uma fune¢do £, prova-se que, para todo algoritmo da
classe em consideraglo, existe uma entrada de tamanho n, para &
qual o algoritmo faga pelo menos fn) operacoes ( f(n) & o limite
minimo de operacdes) e se a fungdo W for igual A& fungdo f, entlo
o algoritmo ¢ Atimo. Caso W no seja igual a f, pode ocorrer ques

a) + pode estar errado, ou seja, f{n) & menor que o nidmero
necessario para resolver o problemasy

b) 0 algoritmo em questdo no & Atimo! Wn) > fin).

4.1 Medidas de complexidade e cotas

Uma maneira para comparar o desempenho de algoritmos ¢
pelo computar de alguma de suas medidas de efici&ncia. Para ser
dtil, esta medida necessita ser independente de méquina. Bons
algoritmos tendem a permancecer bons, mesmo que implementados em
diferentes linguagens de programagdo ou se executados en
diferentes mdquinas.

As  duas medidas mais dteis 8o o tempo requerido para
executar o algoritmo e a memdria necessdria pelo algoritmo. Estas
medidas sdo geralmente wpressas em- funglo do  tamanho do
problema, também denominado de inst@ncia do problema.  Na
quantificaglo destas medidas o modelo de computagio & importante
porque =a quantifica¢lo do tempo & feita pela contagem de
operagbes e n  forma ou o problema de representaglo afeta no
tamanho do problema.

Destas duas medidas resultam a complexidade de tempo,
que & uma fung¢o do tamanho da instlncia que expressa o tempo
mAximo que o algoritmo necessita para resolver aquela inst&ncia,
e a complexidade de espago, que & uma fun¢Xo do tamanho da
instfncia que expressa o pico da quantidade de espago de memdria
requerido para resolver aquela insténcia.

0 tempo da Ffunego de complexidade €& o tempo dos
requer imentos computacionais, 0s quais na pridtica s8o calculados
como o mimero de veres que uma operaglo particular ocorre.

Em  algumas andlises utiliza-se o critério do custo
uniforme, no qual todas as operagdes elementares (comparac¢o,
SOMA » multiplicaglo,troca, etc «an?)  agastam uma unidade de
tempo. Em outras andlises emprega-se o critério do custo
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logar{tmico, no qual cada operagldo gasta o tempo proporcional ao
mimero de slmbolos necessdrios para representar os operandos.
Neste caso o tamanho de entrada n é dado pelo nidmero de bits
requeridos para decodificar a inst@ncia do problema.

No comando for iit=i to n do xift=xi+iy temos que o tempo
& da ordem n, uma vez que n adigdes sdo efetuadas. J& neste outro
comando: for it=4 to n do for ji=i to n do xij:=2%xijy ocorrem
nxn {n ao gquadrado - n"2) multiplicagdes, sendo da ordem n"2.

Portanto, complexidade de tempo, & uma fFfun¢Bo que
relaciona o tamanho de uma insténcia ao tempo necessdrio para
resolvé~lo. 0 tamanho da inst8ncia é a medida da quant idade dos
dados de entrada, no caso de um sistema de equagdes & da ordem do
sistema ou da matriz dos coeficientes. Uma instfncia de um
problema & obtida ao se fixarem valores particulares de todos os
parfmetros do problema.

Para swemplificar, serd considerado o problema de
ordenar uma lista finita de n nilmeros inteiros. 0Os parfimetros =
serem considerados s3o os n ndmeros inteiros (Mi,M2,...,Mn>, € a
soluglo consiste nesses nlmeros ordenados em ordem crescente
(exemplo retirado de [TER?LI]).

ALGORITMO 4.4

Ordlist - Qrdenaglo de lista na ordem ndo decrescentes
Entradas:s A lista (ML, M2,.u.,Mnd> de n = 2 nimeros inteiross
Saldat A lista ordenada em ordem n2o decrescente?

(Mp i), Mp(2), anw,MP(n) Y tal que Mpli) (= Mp(i+i) (&i)
Para ji=n~1 ate 1 fa¢a '
Para it=i ate | faga
Se Mi > Mi+d
Entfo "Troque os valores de Mi € Mi+i entre si"y
Fim-gey
Fim-paras
7 Fim-parasy
8 Pare com salda (Mi,M2,...,MnD.

SO WM

Para iTustrar, consideremos uma inst8ncia deste
problema, que pode ser a lista (5, 47, 9, ~-9) para a qual n=4 e a
solucqo & (~9,0,%,47>. A execu¢do do algoritmo 4.1, com esta
entrada ¢ mostrada na figura 4.4, onde se tem os valores de i, J»
Mi, Mi+4d na linha 3 & & lista resultante na linha &.

_J i Mi. Mi+d lLista resultante (em &)
& i & 47 (G, 47, 0, -9
3 ) 47 Q <G5, @, 47, -9
3 3 - A7 {%, &, -9, 47>
2 i ] ? (o, &5, -9, 47>
2 2 -9 ] <O, -9, T, 47>
i i % -G {~9, @, 3, 47>

Fige 4.4 - ExecugRo do algoritmo 4.1

31



Foram feitas seis compara¢des na linha 3 do algoritmo
4.4. De uma forma geral, verifica-se que sXo feitas n(n-1)/2
comparagoes e no miAximo este ndmero de trocas. A seguir @€
mostrado a forma do cdlculos

Jj= n-4 a 4, para cada Jj se tem i variando de 1 a Jj, ou SEIR,
J = n~-4 mmiem ) fyannyn=-4 n~4 comparacdes
i = n-2 mui ) % L, eew gy NE n-2 comparagoes
J = 2 mm=) jo= §, 2 2 COomMpPRIFRgoes
Jg =1 mm= ) o= 4 i comparagao

Portanto o ndmero de comparagdes &3 1 + 2 + ... +
(n-MN+<{n-1) , que & uma progresso aritmética com n—-1i parcelas,
cuja a soma & ni{n-1)/2.

0 espago da funglo de complexidade é o espago dos
requer imentos computacionais do algoritmo, que podem Ser para
armazenar matrizes, vetores, dados intermedidrios € etcaew

0 tempo do.algoritmo € o espago de armazenagem sXo
importantes medidas e sXo particularmente apropriadas se o
algoritmo for implementado e executado. 0 tempo de um algoritmo &
um fator que restringe o tamanho do problema que pode ser
resalvido no computador e a profundidade do programa, no sentido
de medir a simplicidade de um algoritmo.

Na tentativa de responder questdes, como: Q@Qual & o
melhor algoritmo para resolver um problema especlfico; Qual é o
ndimero minimo de operagdes elementares necessdrias para resolver
tal problema e se & um problema intratdvel, ou seja, que nRo
existe nenhum algoritmo que o resolva em um tempo razodvel,
chegou~se a dois importantes resultadost

a) A possibilidade de se dividir todos os problemas para os
quais wistem algoritmos em duas classes distintag:
algoritmos eficientes ou praticamente soldveis e algoritmos
ineficientes o0s quais possivelmente refletem a pesquisa por
for¢a bruta ou aqueles cujo tempo de ecuedo cresce como
fungdes eMPONENCIiAISs € SUPEreMponenciais;

b)) A definiglo do algoritmo Adtimo, o qual combina o tempo
real de solu¢lo do problema com o tempo minimo exigido para
se resolver o problema. Estas idédias sRo formalizadas nas
cotas.

Para um dado problema, a cota superior de complexidade
Cs(n) €& a menor das complexidades dos algoritmos conhecidos para
resolver o problema. Para a instfncia de tamanho n, resolve-se o
problema em tempo Cs(n). E um valor que depende do algoritmo.

2.3
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(&) cota super ior depende do atual estado do
conhecimento, pois nXo interessa utilizar um algoritmo gque tenha
uma cota superior a Cs(n), uma vez que se conhece o algoritmo que
resolve o problema num tempo igual a Cs(n). Por esta razdo,
algoritmos novos slo construldos € analisados na esperean¢a de se
redusir a cota superior. Portanto, novos algoritmos so
analisados para verificar se tem desempenho, no pior caso, melhor
que qualquer outro algoritmo conhecidoa.

Aprimorar uma cota superior significa descobrir uam
algoritmo que tenha uma rapidez mAxima menor do que a dos outros.

Existem dois métodos principais para determinar a cota
superior pela andlise do desempenho pessimista do algoritmod: a

contagem das instrucSes bisicas e a resolu¢o de equagdes de
recorréncia. Ambos os métodos requerem a identificaglo do pior
CRs0, isto &, uma entrada de tamenho n que maximixe a quantidade

de trabalho que o algoritmo necessita fazer para resolver o
problema.

A cota inferior de complexidade Ci¢(n) de um problema &
a complexidade inerente ao problema. Ela determina que nenhum
algoritmo pode resolver o problema com complexidade, no  pior
caso, em tempo menor do que Cidn), para entradas arbitrdrias de
tamanho n. No caso de ordenaglo de uma lista de n  nimeros
inteiros, a cota inferior de complexidade & n log n. ’

A determinagRo da cota inferior & um dos problemas mais
diflceis, nos limites de complexidade, pois ndo hd algoritmo para
andlise; h& poucos princlpios gerais para serem aplicados € 0%
resultados variam de problema para problema. Mesmo assim, algumas
tdenicas e princlipios t&m-se mostrado dteis.

Uma forma simples para o cdlculo de um limite inferior
& conhecido como limite inferior trivial. ‘0 método consiste
simplesmente da contagem do nidmero de entradas que precisa ser
examinado € do ndmero de saldas que precisam ser produzidos. Por
exemplo, para =a multiplicaglo de duas matrizes nxn, s30
necessdrios que n"2 elementos de salda sejam produzidos e,
portanto, =& cota inferior trivial & da ordem mlinima de n™2. Isto
nada diz sobre o nimero de multiplica¢Bes ou adi¢des necessdrios
para resolver o problema, mas somente que a operaglo ~ elemento
de salda, necessita ser computada n™2 veres. :

Um dos princlpios mais dteis sobre a quantidade de
trabalho minima na determinagldo de cotas inferiores & que o
resultado de uma comparagldo entre dois itens contédm no mdximo um
bit de informaglo, entlo se existem m entradas e o algoritmo se
propde a identificar uma através de comparagdes, s6 serdo
necessdrias | log m ! compara¢Oes. Este princlpio serve de guia
na prova de cotas inferiores para os problemas de comparaglo,
como no problema de ordenago de conjuntos, cuja cota inferior &
Citn)= ad(n log n ). : .
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Uma das maneiras mais elegantes de provar uma cota
infeior de um problema Pi & mostrar que um algoritmol para
resolver P4, admite com uma transformagXo sobre uma ingst&ncia,
pode serr usado para construir um algoritmo para resolver outro
problema P2, para o qual a cota inferior € conhecida. Exemplo
disto ¢ a redugo  polinomial, usada para demonstrar a
equivaléncia de problemas NP-completos (como serd visto no
proximo caplftulo).

Aparentemente existem duas fune¢des de complexidade de
problemas, as cotas superiores e inferiores. 0 objetivo final &
fazer estas duas cotas, estas duas fun¢gdes coincidirem. Quando
isto ocorre, o algoritmo & dtimo, tendo Cid{n) = Cs{n). Entretanto
para a maioria dos problemas se tem?

Cidn) (= Cs(n).

Ao se tentar demonstrar uma cota melhor do que a
existente, necessita-se concentrar em técnicas que permitam
aumentar a precisdo com a qual o mlnimo, sobre todos os
algoritmos posslveis, pode ser limitado. Entre estas técnicas,
surgiram conceitos de processamento paralelo € procedimento
vetorial, os 9quais tendem =a modificar o conceitos de cota
inferior e superior.

Estudos devem ser desenvolvidos para determinar a
relagRo entre a cota inferior, que & inerente ao problema
sequencial e a sua extensdo paralela.

4.2 Andlise do caso pessimista € do caso médio

Complexidade pessimista tem sido a de maior interesse
tedrico. Algumas vezes esta complexidade pessimista pode
desqualificar um algoritmo que tenha uma complexidade média
aceitdvel, uma vez que exista, no pior caso, a possibilidade de
ocorréncia de desastre, como no caso de controle de trens e
reatores atBmicos.

A identificagdo do pior caso quando um algoritmo
realiza a mesma quantidade de trabalho para qualquer entrada de
tamanho n & fdcil, pois significa que o fluxo de controle &
independente dos dados. Qualquer caso & o pior casc! Exemplos sNo
& procura do maior elemento de um conjunto de n elementos, onde
s¥3o necessdrias n-i comparag¢Bes, ou a multiplicaglo de duas
matr izes nx na forma cldssica, onde 3o necessdrias n™3
multiplicagtes.

Devido & utilidade prdtica, =a complexidade média tem
sido mais estudada. Um exemplo disto & na programacdo linear, o
algoritmo simple:, que necessita de um tempo igual a uma fungio
exponencial no tamanho da insté@ncia, No caso pessimista, mas no
caso médio & extremamente rdpido.
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Outro exemplo ¢ o algoritmo 4.2, conhecido como
Quicksort ou ordenacdo por concatenagdo. 0 algoritmo Quicksort &
provavelmente o melhor algoritmo prdtico para classificagdo
conhecido, principalmente porque no caso nédio, tem uma
complexidade o n log n) comparacles, desde que se garanta que a
cada passo de parti¢lo seja subdividido em sublistas de tamanhos
aproximadamente iguais. . Devem ocorrer cerca de log n estdgios de
partigdes, cada uma levard cerca de o(n). O problema é que no
pior caso, o desempenho & da ordem n™2, portanto n3o & étimo, uma
ver que a cota inferior de ordenaglo & de @(n log n) e se conhece
algoritmos desta ordem.

ALGORITMO 4.2
Quicksort (8) Ordenag¢lo por concatenagio
Inicio
Se 18! (= {4 entlo retorne (8):

i

)

3 Escolha um elemento x de 83

4 Particionar 8 em tr&s conjunto:

$1 = Todos elementos menores que M3

82 = Todos elementos iguais a Mg

83 = Todos elementos maiores que 3
b Retorne (Quicksort(81):82;Quicksort(s3))s
& fima

Se todos os elementos de S sBo distintos € o algoritmo
por falta de sorte, escolher sempre um ¥, o qual é o menor
elemento do conjunto 8 a cada estdgio, entlo 84 €& wvazio, 82
contém um elemento (o %) e $3 contém um elemento a menos do  que
8. Neste caso serdo necessdrio n estdgios de particionamento,
onde cada k-dsimo estdgio examinard cerca de n-k elementos, sendo
a complexidade da ordem de n™2.

4.3 Ordem md3xima, minima e exata

. Para o cdlenlo de complexidade, pode-se medir o mimero
de passos de execuedo num modelo matemdtico ou medir o nidmero de
segundos num computador especlfico. Estes sXo dois extremos, onde
os resultados podem diferir por mais do que um simples fator de
escala. Ao se escolher um modelo de computagRo, tem-se que
equilibrar o realismo com a tratabilidade matemdtica.

Ao invés do cilculo exato do tempo de ecuedo  em
mAdquinas especlficas, a maioria das andlises leva em conta o
ndmero das operagdes elementares. A medida de complexidade &
ent®o o crescimento assintdtico desta contagem de operagdes.

Na matemdtica, para expressar o fato de que uma fun¢o
g(n) no cresce, assintoticamente, mais rapidamente do que uma
outra fungo f(n), utiliza-se o conceito de ordem mAxima, ou
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seja, 9(n) = ol f(n)). Ordem f(n), pode ser interpretado como o
conjunto das fungles com a propriedade de que, para qualquer
funglo g(n) em o f(n)), existe uma constante c tal que

g{n) (= ¢ f{n).

De forma andloga, &¢C £(n)) (ordem mlnima f(n)) & o
conjunto das fun¢des com a propriedade de que, para qualquer
funego g(n) em &8¢ F(n)), existe uma constante 0 tal que

g(n) » c fin).

Por fim, o fn)) (ordem exata f(n)) & o con{unto das
fungtes com A propriedade de que, para qualquer fungo0 agln) em
o( F(n)), existem constantes ci > @ € ¢2 tais que

ci fin) (= g(n) (= c2 f(n).

A notaclo de ordem mdxima (o )) & usada para descrever
cotas superiores; a notago de ordem mlnima (3¢ )) & usada para
cotas inferiores ¢ a notagRo de ordem exata (o( )Y é utilizada
quando & posslvel caracterizar a complexidade com um fator
constante.

4.4 Distingles entre fun¢des de complexidade

Quando se estuda a andlise de algoritmos, especilamente
gquando se compara algoritmos, ouve-se falar em problemas de ordem
n, ordem n log n, n ao quadrado, ordem polinomial ou exponencial,
sen  que se perceba o que significa o crescimento da funglo de
complexidade em relagNo ao aumento da instfncia do problema.

Neste item, pretende-se farer uma distingRo entre as
fungdes de complexidade, de forma a se perceber as implicagdes no
tempo de processeaento de cada algoritmo destas ordens tlpicas de
compleridade. Puora isto a figura 4.2, apresenta os grificos das
ordens? ny n log ny n™2: n™3: 2™n e 3™n.
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Fig. 4.2 Grifico das fungdes tipicas de comp]exidad&

Observando o ardfico da figura 4.2, vE-se que para
instlnciasg requenas (n<%) nlo s€ chega & ‘diferenciar a
Crescimento de ymx furiglo "pPalinomial (N2,  n"m) por ma
Exponencial (2"n, 3™n). Pode-se atd gse ter uma  idéia errBnea uma
vez que, para n entre 2 e 4, ag fungdes n™p e 2™n desempenham uym

comportament o (n™2 27n) contrdrio dgo resto  do domInio
(n"2 (= p~p ).
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Fig. 4.3 Compara¢lo das fun¢des tlpicas de complexidade

Na figura 4.4 é ilustrado as diferengas em rapidez de
crescimento das fungdes tlpicas de complexidade. 0Os valores
expressam os tempos de execu¢do quando uma operagao elementar no
algoritmo ¢é executdvel em um décimo de microsegundo (9,00001).
Mais uma ver pode ser observado o crescimento extremamente rdpido
das fun¢Bes de complexidade exponencial.
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Fig. 4.4 Comparaglo de fungdes de complexidade ([TER?L D
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Devido ao desempenho negativo dos algoritmos de
complexidade exponencial, conforme ilustrado nas figuras
anteriores, tais algoritmos sRo considerados inaceitdveis,
ineficientes, enquanto que os de complexidade polinomial s&o
considerados aceitdveis.

Coma as complexidades s3o em geral caracterizadas em

termos de ordem (usando a notagRo o( ), as constantes
multiplicativas das fun¢des de complexidade n¥o sio “plicitas.
Entretanto & importante ressaltar que um algoritmo de
complexidade rapidamente crescente pode ter UMa constante
multiplicativa menaor do gue um outro de complexidade lentamente
crescente. Neste caso, o primeiro algoritmo pode ter um
desempenho superior para instncias pequenas. Isto pode ser

observado na figura 2.3, se conparado as fungdes de complexidade
de ordem ol{n"2) e 0(2™n), onde nas inst@ncias pequenas 2™n ¢ n"2,
sendo que para n*S5, JAd temos o real comportamento das ordens, ou
seja 2™n > n"2.

4.5 Tamanho de inst&ncias de problemas

0 tamanho de inst&ncia ¢ um conceito que depende da
natureza do problema. Ele pode ser exato se tomarmos n como sendo
o ndmero de simbolos necessdrios para codificar a inst&ncia num
determinado modelo computacional.

E necessdrio definir xxplicitamente o  tamanho de
inst&ncias em cada caso, para que o resultado da andlise tenha
significado. Nos problemas de ordena¢Ro, n é o mimero de abjetos
a serem ordenados: para problemas de grafos, n pode ser o nilmero
de vértices. Algumas vezes, pode ser mais conveniente descrever o
tamanho do problema através de dois ou mais parfmetros, como no
caso de grafos onde podemos ter n como o nimero de vértice e m o
nimero de arestas.

4.6 QuestBes importantes de complexidade paralela
Neste item sA0 enumerados algumas questdes importantes
quanto a complexidade paralela, que foram levantadas pelo

professor Terada durante a VII Escola de Computaglo, realizada em
830 Paulo no ano de 1990.

a) Quais os fatores que determinam a complexidade de
algoritmos paralelos?;

b)Y Que tipo de problemas computacionais s3o ou no sdo
soluciondveis eficientemente em paralelo?:

¢) Os algoritmos paralelos s2o completamente diferentes dos
melhores algoritnos sequencias para o mesmo problema?;
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d) Quais oXo as cotas superiores mfnimas e as cotas
inferiores mdximas para complexidade paralela de tempo e de
espago, de problemas bdsicos, como: ordenaco, operagdes
aritméticas, operagdes sobre matrizes, busca em grafos,
etCuuwny

e) E poss{vel caracterizar problemas inerentemente
sequenciais?

0 ensaio da resposta destas peguntas encontram—-se no
livro do professor Terada da Escola de Computaco. Agqui, nesta
introdug¥o foram feitas algumas consideracfes, as quais 530
aprofundadas no desenvolvimento deste trabalho.

Entre os fatores que determinam a complexidade de
algoritmos paralelos, pode-se identificar o ndmero de
processadores, a arquitetura da mdquina (ou modelo computacional)
e a quantidade de trabalho para resolu¢lo do problema.

ODutra questNo & diferenciar a medida tedrica e a medida
pratica de tempo de processamento. A medida tedrica, conta o
nimero de passos para a resolugdo do problema. A medida pradtica
leva em conta o nimero de processadores, a divisio do problema em
tarefas que podem ser edecutadas em paralelo, o tempo de espera
dos processadores ¢ o tempo de gerenciamento do sincronismo dos
PrOCesSsOs.

Referente ao nldmero de processadores, necessita-se
verificar qual a relagdo do nlmero de processadores disponfveis e
a complexidade da resoluglo de um problema nesta mdquina. E
ainda, como determinar o mimero ideal de processadores em  uma
determinada arquitetura, para se resolver um dado problema.

Por +fim, sabe~se que o tempo € 0 espago sdo os

principais fatores que sMo analisados na complexidade de
algoritmos sequenciais: consideragdes sobre a import&ncia deles
na complexidade de algoritmos paralelos e como eles o

caracterizados, devem ser feitas, para um bom entendimento da
complevidade paralela.

4.7 Complexidade de algoritmos paralelos

Ndo se pode esquecer que andlise de algoritmos se
refere aos processos de determinar qulo bom é um algoritmo, quio
rédpido, quanto  custa executd-lo e quido eficiente ¢ seu uso dos
recursos disponfveis.

Os principais recursos sobre os quais o desempenho de
algoritmos sequenciais sAo medidos 30 o tempo € O ESPAaE0.

Seguindo  uma analogia a estes recursos para avaliaglo do
desempenho de algoritmos paralelos, pode—-se verificar que o
tempo permanece como o principal recurso no processamento

paralelo, 30 que agora ele depende nXo somente da complexidade
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das operagdes computacionais, mas também da complexidade do
gerenciamento das operacdes, criadas pela comunicaglo,
sincronizago e restri¢les de acesso aos dados. 0 desempenho
medido quanto ao espago, depende da quantidade de memdria que o
algoritmo necessita.

Em  computadores paralelos, este fator memdria & de
menor import@ncia, pois o tamanho do hardware, que é o ndmero de
elementos de uma mdquina paralela que sd0 ativados durante a
computago representa o recurso mais importante nas consideragles
do desempenho do programa. Numa mdquina matricial (matriz de
processadores) diz respeito ao nidmero de processadores envolvidos
na computagco; para uma mAquina vetorial & a soma dos
compr imentos dos vetores.

Quando um novo algoritmo estd sendo projetado, € usual
avalid~lo segundo alguns critérios como: tempo de execugo,
nimero d€é processadores usados e custo. Juntamente com estas
medidas padrdes, um nimero de outras medidas de tecnologia sdo
algumas vezes utilizadas quando se sabe que um algoritmo serd
executado em um computador com uma tecnologia particular.

4,.7.% Tempo de execugo

Uma ver aque velocidade de computaglo aparece como sendo
a principal  razxRo, & principal aquest¥o na construgo de
computadores paralelos, a medida mais impartante na avaliago de
algoritmos paralelos & portanto o tempo de execugo. Ele @&
definido como o tempo absorvido por um algoritmo para resolver um
problema em um computador paralelo, isto &, o tempo desde o
momento que o algoritmo inicia atdé o momento que ele termina. Se
os VArios processadores nlo iniciam € nem terminam juntos, entdo
o tempo de execu¢do & igual ao intervalo de tempo entre o momento
do primeiro processo iniciar a computaglo até que o dltimo
processo termine a computa¢o.

Kung (em [KUN76]) definiu o tempo absorvido por um
programa paralelo, como o intervalo de tempo do processo em um
programa que termina por dltimo, onde o intervalo de tempo do
processo ¢ calculado como a soma de tr&s quantidades:

a) Tempo de processamento bdsico, o gual & a soma dos tempos
absorvidos pelos seus estdgiosy

h) Tempo bloqueado, a qual & o tempo total que o programa &
blogqueado atéd o final do estdgio devido a espera de dados na
sincronizaglo do algoritmo ou de espera para entrada numa
secdo crftica de um algoritmo assincrono:

¢) Tempo de execu¢do do gerenciamento da sincronizago, a

gual é feita através de aperagdes primitivas de
sincronizacdo e de implementaglo & acesso a segoes criticas.

41



Em processamento paralelo, o objetivo do menor tempo de
execucdo ndo &, necessariamente, sindnimo de realizar o menor
nmero de operacSes aritméticas como em processamento sequencial,
pois pode haver um nidmero maior de operagdes, as quais podem ser
evecntadas simultaneamente. Em alguns casos, uma nedida Jdtil de
desempenho para processamento paralelo, pode ser o parfmetro o
qual & inversamente proporcional ao tempo de CPU, isto é, o tempo
durante o qual unidades do computador (aritméticas e ldgicas) s20
utilizadas por um programa, esto engajadas durante a execugldo do
Programa.

Contando passos

Antes de  implementar um algoritmo (sequencial ou
paralelo) em um computador, & bom fazer uma andlise tedrica do
tempo necessdqrio para resolver o problema computacional em
questdo. Isto & geralmente feito pela contagem do nmimero de
operagdes elementares ou passos executados pelo algoritmo no caso
pessimista. Isto leva &’ uma expressio que descreve o nimero de
passos como uma fun¢Xo do tamanho da entrada.

0 tenmpo de xecugdNo de um algoritmo paralelo &
geralmente obtido pela contagem de dois tipos de passosd PpPassos
computacionais € passos de envio. Un passo computacional consiste
de uma operaglo aritmética ou ldgica realizado sobre um dado por
um processador. Por outro lado, em um passo de envio um dado vai
de um processador para outro atravds da memdria compartilhada ou
através da rede de comunicagio. Para um problema de tamanho n,
pior caso paralelo de tempo de execuglo de um algoritmo, &  uma
fungo de n, denotado por ti(n). Estritamente falande o tempo de
execugio ¢ tambédm uma fune¢do do nimero de processadores.

Geralmente, passos computacionais & passos de envio nlo
requerem necessariamente, o mesmo ndmero de unidades de tempo. Um
passo de envio depende da disténcia entre os processadores.

l.imites inferiores e superiores

Dado wum problema computacional para o qual um novo
algoritmo sequencial tenha sido projetado, &  comum entre
projetistas de algoritmos questionar se o algoritmo & o maisg
rdpido possivel para problemas e, caso N0 o0 seja, Como
compard-lo com os demais algoritmos Jj& existentes para 0
problema.

_ 0 primeiro questionamento ¢ respondido geralmente
comparandoe o ndmero de passos executados pelo algoritmo com A
cota inferior, que €& o limite minimo de operagdes ou passos
requeridos para resolver o problema no pior Caso.

Sabe~-se, por  exemplo, que para computar o produto de
duas matrizes nun, a matriz resultante tem n™2 entradas, para
isto, muitos passos sXo necessdrios para cada algoritmo de
multiplica¢o de matrizes produzir o resultado.



J2 para o problema de classificag¢o, & definido sobre
um  conjunto de n  nidmeros dados em  ordem rand8micas para
classificd~los em ordem ndo decrescente, existem n! posslveis
permutagdes da entrada e, (log n)! bits 30 necessdrios para os
distinguir entre si. Portanto no pior caso, gqualquer algoritmo
para classificacdo necessita a ordem n 109 n passos para produzir
a solugXo. '

, A mesma idéia geral de cotas se aplica a algoritmos
paralelos, mas se tem que adicionar dois fatores: ten~-se que
considerar o modelo de computaglo paralela. € o ndmero de
processadores envolvidos.

Speedup

Na avaliagdo de algoritmos paralelos para um dado
problema & bastante natural se ter uma comparagldo em termos do
melhor algoritmo sequencial disponfvel. Ent¥o uma boa indicagdo
da qualidade de um algoritmo paralelo é o speedup, que & definido
como [b quociente do tempo de execugRo do mais rdpido algoritmo
sequencial para o problem§2 no  pior  caso, pelo tempo do
algoritmo paralelo, tambdm no pior caso.

Suponha que se conhega um algoritmo sequencial para um
dado problema que seja o mais rdpido posslivel. Idealisticamente,
espera~se ter o melhor speedup de N, quando se resolve tal
problema utilizando N processadores operando em paralelo. Na
pratica tal speedup ndo & obtido para o problema, pois nlo &
sempre possivel decompor o problema em N processos, onde cada um
requeira /N do tempo necessdrio por um processador resolver o

problema original e na maioria dos casos ‘a estrutura do
computador paralelo utilirzada para resolver um problema,
geralmente impde restri¢les que faz com que o tempo de execugio

desejado seja inalcansdvel.

4,7.2 Nimero de processadores

0 segundo critdrio mais importante na avaliaglo de
algoritmos paralelos € o nidmero de  processadores que sdo
requeridos para resolver um problema. Quando vdrios processadores
estdo presentes, o problema da manutenego, em particular, é
complex & 0 preco pago para garantir o alto grau de realidade
cresce facilmente. Entretanto, o grande nimero de processadores
que um algoritmo usa para resolver um problema, ‘torna a solugo
mais dispendiosa de ser obtida. Para um problema de tamanho n, ©
nimero de processadores requeridos por um algoritmo é uma funglo
de n e serd anotado por pin).

0 tamanho do hardware, o nimero de elementos da midquina

paralela 0s quais estdo ativos durante o processamento,
representa o principal recurso a ser tomado nas consideragdes de
desempenho do PrOgrama. “uwemplos sdos e processadores

matriciais, o nimero de processadores envolvidos na computaglos
em mAquina vetorial, a soma dos tamanhod dos vetores.
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4.7.3 Custo

0 custo de um algoritmo paralelo & definido como o
produto de duas quantidades, oun seja, o produto do tempo de
execuedo paralelo pela nimerc de processadores uatilizados. Isto
significa que o custo é igual ao nimero de passos wecutados
coletivamente por todos processadores na soluglo de um problema
no pior caso. EFEsta defini¢lo assume que todos processadores

vecutam 0 mesmo namero de passos. Para um problema de tamanho n,
o custo de um algoritmo paralelo é uma fungdo de n, anotado por
c(n), entdo se tem?

ein) = p(n) . t(n)

Assume~se que o limite inferior é conhecido como o
ndmero de operacoes sequenciais requerido, no pior caso, para
resolver o problema. %S¢ o custo de um algoritmo paralelo para o
problema atingir o limite inferior com um fator de uma constante
multiplicativa, ent3o o algoritmo & dito ser de custo Stimo. Isto
¢ porgue qualguer algoritmo paralelo pode ser simulado por  um
algoaritmo sequencial. Se o ndmero total de passos executados
durante wuma simulaglo sequencial for igual ao limite inferior,
entlo  iato significa que, em termos de custo, este algoritmo
paralelo ndo pode proporcionar com sua execuedo o menor nidmero de
passos posslveis. Isto pode ser possfvel se para reduzir o tempo
de execugdo do custo dtimo do algoritmo paralelo for wutilizado
mais processadores.

Um algoritmo paralelo nlo tem custo Atimo se existe um
algoritmo sequencial que possui tempo de execugRo menor  que o
custo do algoritmo paralelo.

Uma implementagdo paralela de um algoritmo para
resolver um problema de tamanho n & dito consistente se o ndmero
de operacBes elementares requeridos por esta implementago for da
mesma ordem de magnitude da fungdo gque expressa a  quantidade
necessdria para sua inplementagRo em um computador sequencial.

4.7.4 Outras medidas

A tecnologia da VLSI (Very Large Scale of Integration)
tem sido usada para garantir suCess0s em processamento paralelo.
Quando se avalia algoritmos paralelos por VLSYI, os critdrios de
drea de processador, largura e perflodo do circuito tem sido
utilizados.

Area. Se varios processadores sXo postos para
compartilhar o estado real em um chip, a drea necessdria pelos
processadores & tamanho dos fios das conecegdes entre eles, assim
como, a geometria de interconexo determina quantos processadores
um  chip pode ter. Se dois algoritmos gastam o mesmo tempo para
resolver um problema, mas um ocupa menos espago (drea) quando
implementados como um circulto VLSI, este geralmente & preferido.
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l.argura. Isto se refere a largura do tamanho dos fios
das conecgdes do processador em uma dada argquitetura. Se o
tamanho tem uma largura constante, entdo significa que =&
arquitetura & regular (tem um modelo que se repete) e modular
{(pode ser construldo uma e repetido em mddulos).

Perlodo. Assume-se que vdrios conjuntos de entrada
estlo disponlfveis e aguardam para serem processados por  um
circuito em pipeline. Seja AL, A2, ...,An & sequéncia de entradas
tais que o tempo de processamento & o mesmo. para todo Ai. 0
perfodo do circuito & o tempo entre os momentos de processamento
de Ai e Aiti. Evidentemente, perlodos pequenos sdo propriedades
desejdveis em algoritmos paralelos.

Um dos objetivos do processamento paralelo & projetar
algoritmos paralelos com desempenho que possam ser relacionados
com algoritmos sequencinis Otimos. Teoricamente se tem que, um
algoritmo paralelo que resolve um dado problema de tamanho n com
pin) processadores paralelos no tempo t(n), tem um rendimento
correspondente @ um algoritmo sequencial o qual resolve o0 mesmo
problema em um computador sequencial equivalente, em- tempo
p(n).t(nd. Na verdade o tempo p(rdti(n) ¢ tomado como limite
superior na complexidade de tempo do melhor algoritmo sequencial
conhecido para resolver o problemzn.
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S CLASSES DE COMPLEXIDADE DE TEMPO .
5.4 Classes de complexidade sequencial

Os problemas computacionais costumam ser classificados
de acordo com suas cotas superiores sequenciais em quatro classes
de complexidade, a saber:t

®) Problemas que podem ser resolvidos por algoritmos de
rapides pessimista linear, isto &, al{n), se n & o tamanho
das inst&nciass;

b)Y Problemas que podem ser resolvidos por =algoritmos de
rapidexz pessimista no-linear, mas polinomial, istoe &,
o(pi(n)), onde p(.) & um polintimio de grau maior do que um.
Esta classe & denominada P, uma abrevia¢lo de polinomials

c) Problemas que aparentemente nlo possuem complexidade
intrinseca (isto &, cota inferior) exponencial, mas para os
quais ndo se conhecem algoritmos de rapidez pessimista
polinomial. Esta classe & conhecida como NP3

d) Problemas que intrinsecamente requerem, para a sua
soluglo um nimero de operagdes igual a  uma fungo
exponencial no tamanho das inst&ncias, porque eles exigemn a
geraglo de um ndmero exponencial de subproblemas.

A classificaglo de problemas nas trés principais
classes depende do "estado da arte”, pois a qualquer momento
podem surgir algoritmos aque redurem de classe os problemas, como
o problema de se verificar a planaridade de um grafo, que com &
descoberta de um novo algoritmo em 1974, o reduziu da classe
polinomial para a linear.

Para problemas da classe exponencial, ndo hd esperangas
de que novos algoritmos sejam descobertos e possam vir a deslocar
tais problemas para uma das duas primeiras classes, pois eles sdo
intrinsicamente euxponenciais no tamanho das inst@ncias.

Um problema de tempo polinomial & um problema que pode
ser resolvido por um algaoritmo cuja complexidade de tempo & da
classe (b)), ou seja polinomial. ’

Um problema que sd pode ser resolvido por algoritmo
cuja complexidade de tempo nfo pode ser limitada por um polin8mio
¢ chamado de problemas de tempo exponencial, da classe (d).
Problemas onde nfo se consegue algoritmo de tempo polinomial que

seja capazx de o solucionar, s3o denominados de problemas
intratdveis. Portanto um problema inerentemente intratdvel & um
problema onde se & incapax de encontrar Lm algoritmo

determinlstico que o solucione em tempo polinomial.
Problemas intratdveis ou aparentemente intratdveis sfo

diflceis de entendimento de suas Propriedades Cruciais,
particularmente no ambiente usual da computagdo onde a notagRo de
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algoritmo pressupde que o resultado de cada operaglo seja
unicamente definido. Estes algoritmos sdo chamados de
determinfsticos e eles proporcionam a maneira como 0% pProgramas
serdo executados no computador.

Se um algoritmo admite conter operagoes no
deterministicas, as quais NnAo sio unicamente definidas, mas sXo
limitadas por um conjunto especificado de possibilades. A

mAquina que executaria tal tipo de operago, admitiria a escolha
de qualquer uma  destas solugdes para uma certa condigln de
parada. Isto leva ao conceito de algoritmo nYXo-determinfstico.

Um algoritmo ndo-determinfistico sd terminard semn
auceesn s NNo existir um conjunto de solugdes que levem ao
sucesso. Um algoritmo nRo-deterministico pode ser interpretado
como constituldo de dois estdgiost o estdgio de suposicio € o de
verificaeo ou checagem. B importante ressaltar que a principal
propriedade de miquinas nlo-deterministicas €& que elas sdo
capaszes de selecionar concretamente a soluglo no conjunto das
solugBes disponiveis (caso ela exista).

5.1.4 08 espagos P € NP e seu relacionamento

( 0 termo espago NP pode ser interpretado como a classe

% cdos algoritmos nRo-determinfsticos em tempo polinomial. E &
classe de problemas soldveis por algoritmos_determinflsticos em
ftempu polinomial tem sido chamada de espago P.

0 relacionamento entre as classes P e NP & fundamental.
Cada problema de decisio resolvido povr um algoritmo
deterministico em tempo polinomial & também resolvido por um
algoritmo nfo determinfstico de tempo polinomial, isto é P c NP.
Para B5E  VEer isto, basta observar que qualguer algoritmo
determinf{stico pode ser utilizado como o estado de verificagio
(checagem) de um algoritmo nRo determinlatico.

Se R pertence a P e Al & um algoritmo determinlstico de
tempo polinomial gue resolve R, pode~se obter um algoritmo ndo
determinfstico de tempo polinomial para R, usando simnplesmente o
préprio AL como esstdgio de verificagRo e ignorando o estdagio de
suposigio. Portanto, R pertence a P, implica que R pertence a NP.

_ Uma das questdes mais importantes, em aberto, da
Cigncia da Computaglo & saber se as classes P e NP sRo  iguais.
wistem duas linhas de pesgquisa tentando resolver esta questdo:s

a) Provando que os problemas da classe NP sdo intratdveis,
isto &, que o0s problemas sNo tRo diflceis que nenhum
algoritmo de complexidade polinomial pode possivelmente
resolvé~los. Infelizmente, provar que P & diferente de NP &
tXo diflcel quanto provar que P & igual a NP;
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b)) Examinando o relacionamento entre os problemas NP. Por
exemplo, na classe NP, a principal subclasse de' problemas &
provado ser dos problemas NP-completos. A prova que um
problema & NP-completo & geralmente considerado um forte
argumento para abandonar tentativas de providenciar um
algoritmo eficiente para resolvié-los.

Problemas completos tem a propriedade que todos os
problemas na classe NP (incluinda’ NP-completos) sX0
polinomialmente reduzfveis a qualquer um deles, ou seja resolver
um significa resolver todos.

4 demostragdo de que um problema é NP-completo ¢ um
processo constituldeo de duas partes, na primeira se tem que
provar que o problema pertence a classe NP e, depois, demonstrar
a reduco (a transforma¢Bo polinomial) a um problema NP-completo
conhecido ao problema em pauta. '

.42 Problemas em NP

Entre os problemas contidos na classe NP destacam—-se o
problema da Caixeiro viajante, o da determinagdo do clique
mAximo, o da mochila € muitos outros. Apesar de nenhum destes
problemas em NP ter, aparentemente cota inferior exponencial, ndo
se conhece algoritmos polinomiais para resolvEé-los e nlo se
conhece, ainda, demonstragBes de que qualquer um dos problemas
tem cota inferior exponencial. '

Farmalmente, define-se a classe NP como a classe de
problemas R, tais que, para algum M na classe P(polinomial) e
para algum inteiro positivo k, ¥ pertence a R se, e somente se,
para alogum y tal ques k
‘ log y (= log x, GLylpertence a M.

Intuitivamente, um problema R estd em NP se qualquer
inst&ncia x de R, possii uma demonstraglo y "curta”™ de que X
pertence a R. Esta demonstra¢o y deve ser verificdvel em tempo
polinomial. Para ilustrar a defini¢Ro, sXo apresentados alguns
wemplos.

Seja 6G=(VG, al) um grafo orientado com custos ci.j
positivos associados As arestas (i,j):; quando nRo existir uma
aresta (i,J), por convengo c¢ij serd infinito. Suponha VUG=n >{.
Uma viagem em 6 & um circuito que contém cada vértice em VUG uma e
sO  uma ver. A soma dos custos das arestas na viagem & chamada
custo da viagem. 0 problema do caixeiro viajante (PCV) consiste
em achar uma viagem mlinima, isto &, entre todas as viagens
posslveis em G, uma viagem de custo mlinimo. Uma instfncia deste
problema &4

Seja b2 = um conjunto de n cidades € um inteiro m, entdo

serd que existe uma solugdo minima que seja menor ouw igual a
m?
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Neste caso R & o conjunto das instfincias M que possuem
S1IM, isto &, sxiste uma viagem y candidata a soluglo e pode-se
verificar em tempo polinomial se u tem custo menor ou igual a m e

se Yy & realmente uma viagem visitando cada cidade uma s vez.

Outro exemplo & o problema denominado Sat-3 no qual &
considerada uma expressdo ldgica com operandos booleanos E, 0U,
NBD. As varidveis podem ter valor verdadeiro ou falso. Cada parte
da expressido entre parnteses ¢ chamado de cldusula e entre cada
par de cldusulas ocorre um operador E. Dentro de cada cldusula,
ocorrem no mAximo doiq operadores OU entre varidveis ou negagdes
de wvaridveis. Dis-g que uma wpressdo assim definida, &
sat isfazlfvel se EHIStF uma atribui¢lo de valores verdadeiro ou
falso As varidveis na ~"pr95$\o que torne seu valor verdadeiro.
Uma instfncia do Sat-3 &=

SGeja M o= uma eMpressio 1dgica como definida acima, entlo
serd ¢ satisfazxlivel?

5.4.3 Problemas NP-completo e reduclo polinomial

Ne espago NP, um problema Ri & chamado polinomialmente
transformdvel ou polinomialmente reduzlfvel para o problema R2 se
xiste um  algoritmo determinfstico de tempo polinomial o qual
transforma ou reduz Ri para R2. Isto serd anotado por Ri [(=] R2.

PDois problemas Ri e R2 sXo  chamados polinomialmente
equivalentes se Ri [(=] R2 e R <=1 Ri.

Um problema R & chamado NP-completo se R pertence a NP
e cada problema em NP & polinomialmente reduxlfvel a R. Uma prova
que  um  problema NP & NP-completo ¢ uma demonstraglo que o
problema ndo & polinomial, ou seja, que ndo exista um algoritmo
determinflstico de tempo polinomial, a menos que cada problema NP
pertenca a P.

A nogdo de problema NP~completo foi introduzida em 41974
P oy cCooK, 0 qual provou o primegiro de todos problemas
NP-completos, o entdo chamado problema da satisfatibilidade,
também conhecido como Sat-3, descrito a pouco, ou pors

Se o problema da gsatisfatibilidade pode ser resolvido emn
tempo  polinomial por um algoritmo determinlstico ento a
classe P & igual a classe NP, P = NP.

Todos Qs problemas considerados em termos de
transformagqo  de um para outro, o principalmente formulados
como um problema de decis®o, o8 quais tem por soluglo a resposta
SIM ou NAD.

A principal técnica usada para transformar ou reduzir
um problema para outro ¢ uma transformagdo construtiva que mapeie
cada instlncia do primeiro problema em uma inst&incia equivalente
do segundo. Tal tranzformagdo prové o significado para converter
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cada algoritmo que resolve o segundo problema em um  algoritmo
correspondente para resolver o primeiro problema. :

0 algoritme geral para provar que o problema R &
NP-completo, segue 0s seguintes passost

a) Formular R como um problema de decislos

b) Escolher um problema NP-completo RO conhecidoy

¢) Transformar RQ para R

d) Mostrar que a fun¢o de transformaglo ¢ de complexidade
polinomial. :

Nota~-se que quando Ri [(=] R2 e R2 [{=] R entlo Ri [(=] R,
ou seja a relago [(=]1 & transitiva, o que permite dizer que se
conseguirmos resolver um problema da classe, entdo todos os
problemas serlo resolvidos.

5.2 Classes de computago baralela

Para poder falar de classes de computaglo paralela &
necessdrio, lembrar da formaliza¢lo do conceito de algoritmo
paralelo. Um algoritmo paralelo ou concorrente & um algoritmo que
permite que operagoes sejam efetuadas simultaneamente ou em
paralelo. Basicamente isto significa a utilizaglo do fato que
computagdes de larga escala e problemas de processamento de
informag¢Xo podem ser particionados de forma que vdrias partes  do
trabalho podem ser efetuadas independentemente ¢ em paralelo e os
resultados serdo combinados juntos quando todas subcomputagdes
forem completadas. ‘

Um algoritmo sequencial especifica sequencialmente =&
vecuedo de uma sequBncia de comandos, esta execugRo & chamada de
processo. Um algoritmo paralelo ou concorvente especifica duas ou
mais sequéncias de algoritmos que podem ser wecutados
simultaneamente como processos paralelos. Portanto, um processo é
uma cole¢Bo de controle sequencial de comandos com acesso local
ou global de dados e que podem ser executados em paralelo com
outras unidades de programa.

Para garantir que um algoritme concorrente trabalhe
corretamente, Processos interagem, comunicam—-se, s30
sincronisados e trocam dados. 0Os pontos onde os processos podem
se comunicar com outros processos slo denominados de pontos de
interaglo. Esses poantos de interagdo dividéem um processo em
estdgios. Ao final de cada estdgio, um processo pode se comunicar
com outros processos antes de iniciar novo estdgio.

VgSincr ot o & uma maneira de garantir que um pProcesso
sd inicie apds a conclusdo de outro, ou depois que determinados

dados lhe sejam transferidos. Em um algoritmo sincrono, processos
podem ser bloqueados até que certos estdgios de outros processos
sejam concluldos. Este tipo de sincroniza¢do, onde processos
aguardam até que dados lhe sejam fornecidos & chamada de
sincroniza¢o “plfcita.



: A sincronizacdo impllicita é causada quando processos
necessitam utilizar recursos compartilhados, como varidveis
globais ou atd mesmo dispositivos. Um processo deve aguardar que
o dispositivo seja liberado para que e€le possa vir a utilizar.

Nos algoritmos paralelos asslincronos, excluindo as
var idveis globais, nenhuma sincronizaclo se faz necessaria para
garant ir que o0s dados cspeclficos estejem disponiveis A0S
processos em diferentes momentos. (08 Processos NUNCR’ esperam por
dados mas continuam ou concluem seu processamento, dependendo da
informagaon corrente contida nas variaveis globais.

Em um algoritmo sincronizado uma tarefa & decomposta em
subtarefas, as quUais, SENPre que possivel, do mesmo tamanho.
Portanto cada subtarefa & resolvida por um conjunto expllcito de
restrie¢Bes de preced&ncia, dando a ordem de processamento delas.

{Qma importante medida de paralelismo ¢ a quantidade de
cdleulos gque podem  ser executados sem interrupcﬁé} a qual é
chamada de granularidade. Granularidade &, portanto, a quant idade
de trabalho  computacional gque pode ser realizado por um
processador entre pontos de interaco, pontos de sincronizaglo.

Operagdles simultlneas em algoritmos paralelos requerem
uma convengdo especial de representagdo. Vdrias notagdes t&m sido
propostas  comol for-all e cobegin-coend. Para expressar o
processamento  asslincrono de dois oun mais processos € o retorno
dos resultados ao processo principal de controle, os comandos
fork & join sXo utilizados.

5.2.1 Classes de problemas AC e NC

Um circuito booleano B com n entradas e m saldas ¢ um
grafo . orientado aclclico com nds (chamados gates) rotulados da
seguinte forma: o circuito B possui k nds de entrada com grau de
entrada =ero, rotulados «i,x2,...,%k respectivamente. Todos os
outros nds de gran de entrada um o rotulados com NAO, enquanto
que todos os outros nds t8m grau de entrada dois e slo rotulados
com - E ou OU. Exatamente m nds sBo de salda e rotulados com yi,
ey wamydm, respect ivamente. Todo nd de entrada possui pelo menos
um caminho dele mesmo para algum nd de salfda.

0 tamanho s{(n) do circuito & o ndmero de arestasy a
profundidade d(n) & o comprimento do mais longo caminho de um nod
de entrada atd um nd de salda. 0O tamanho relaciona-se com o
conteddo de hardware € a profundidade com o tempo de computaglo.

Uma Ffamllia de circuitos & log—-espago uniforme se dado
um inteivro n, a descrigXo do n-dsimo circuito pode ser gerada em
um espaco logarftmico por um algoritmo determinfstico sequencial.
0 objetivo &, dado qualquer valor n, conseguir de forma
eficiente gerar um circuito para resolver um problema.



A classe NC™k para k>=0 & a coleglo de problemas
saluciondveis por um circuito log-espago uniforme com tamanho
polinomial e profundidade 1log™k n. A classe NC & & unilo de
todas as classes NC™k.

Se o5 nds com as fungdes E ou QU no circuito podem ter
arau de entrada de tamnho varidvel, entdo se tem a classe ACTk e
a classe AC de problemas & definida como a unido de todas as
classes AC k. "

taminho pelicomial, profundlidade lognritmice

” entrngas

| T e—— -~ 003 hoolcnans;

X 8ds comr griu de
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!
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Fig. 5.4 Circuito NC ([TERY@1)

A seguir sdo enumerados alguns exemplos de problemas da
classe NC™i: soma ou multiplicaglo de dois inteiros de n~bitsg
soma de n  ndmeros de n-bitsy; Multiplicaglo de matrizes de
inteiros ou booleanos e ordena¢lo de n inteiros de n bits. ‘

Exenplos de  problemas em NC™2 sRo: divisldo de dois
nameros,  cada um com n bitsy; wvalor de expressXo booleanas
computacRo sobre matrizes e potenciass invers3o de matrizes e
cdlculo de determinante; ordenago topoldgica de grafo aclclico e
Arvore espalhada minima em grafo.

5.3 RelagRo entre as vdrias classes de complexidade de tempo-

Considerando as classes de complexidade vistas nos
itens anteriores, tem-se que a relaco entre elas € dada pela
incluso a seguir e descrita na figura 9.2. N3o se sabe se as
inclusdes slo estritas ou nlo.

i pA]
NC . NC L wwa & NC £ P £ NP ¢ P-espago.
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Tem—se, ainda, que dado um circuito em ACTk qualquer né
com grau de entrada n no circuito ACTk pode ser convertido para
uma Arvore de profundidade log n com fun¢des do mesmo tipo, com
entrada dois, tal que os nés de salda calculam a mesma fun¢do que
a original. 0 resultado & um circuito com tamanho polinomial, com
profundidade l1o9”k+i n e com graun de entrada dois e, portanto, em

NC™Kk+1.
P-65PAGDO AOMAE
NP- GoneieTo

P-E5TA SO

ey P

Figs. 5.2 Classes de complexidade ([TER9OD)

Par fim, recorda~se de forma resumida que a classe NC™4
consiste de todos os problemas soluciondveis por uma famllia de
circuitos uniformes de profundidade o(logn), onde n é o ndmero de
bitse de entrada ¢ a classe NC™2 consiste de todos os problemas
soluciondveis por uma famllia de circuitos uniformes de

AW

profundidade o(log”2 n)Y e tamanho polinomial.
5.4 Questdes em aberto

Como vimos, =@ classe NP-completa ¢ aquela constitufda
POor problemas A tais que gqualquer problema R em NP &
rolinomialmente redutlfvel a A, isto & R [[¢<=] A. Isto significa
que A & pelo menos tRo diflcil de ser resolvido como qualquer
problema em NP. Se algudm descobrir um algoritmo de rapidexs
polinomial para A, entdo pode-se resolver qualguer problema R de
NP em tempo polinomial.

Devido a transitividade da redugo polinomial, para se
provar que um problema A ¢ NP-completo, basta provar que o
problema A estd em NP e que existe outro problema B tal que
Sat-3 [<=]1 B e B [=] a, onde Sat-3 & o problema da
satisfatibilidade, demonstrado por Cook em 19741 como sendo o
primeiro problema NP-completo.
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Um dos problemas em aberto, e talvez seja o -mais famoso
em Cié@ncia da Computaglo & que: Serd P = NP? Isto implicaria na
exvisté&ncia de algum problema L. em NP-completo que esteja em P, o
qUE POr sua vew, resultaria que todos, por reduglo polinomial,
tambdm estivessemn em " :

Mostrar que P estd contido em NP & simples, uma ves que
pode-se facilmente wtender algoritmos determinfsticos em nlo
deterministicos. Portanto para se provar gque P=NP, basta que
algudm descubra um algoritmo polinomial para qualgquer problema
NP-completo. Mas, infelizmente, até hoje ndo se sabe se existe
algum L nestas condigBes. Acredita—-se que P seja diferente de NP,

mas demonstrar isto & tdo dificil quanto provar a igualdade.

Outro problema em aberto & decorrente da busca da
defini¢Ro de problemas que so inerentemente sequenciais, ou
SEJR, problemas que  podem aser Ffacilmente resolvidos poyr
algor itmos sequencinis em tempo polinomial, mas que ndo se sabe
se eles admitem algum algoritmo paralelo rdpido. Estes problemas
sXo conhecidos como problemas P-completos.

SGabe—-se que a classe NC, que consiste de problemas que
sR0  resolvidos por algoritmos paralelos num tempo o((log n)7k),
utilizando um ndmero polinomial de processadores para dado K)>=Q,
estd contido na classe P. Mas serd que a classe NC & igual =a
clasgse P? Egta pergunta ¢ tXeo dificil quantoe & anterior, mas
acredita-se fortemente gque NC # P, 0 que implica na exist&ncia de
problemas inerentemente sequenciais, os  quais nXo podem ser
resolvidos por algoritmos paralelos eficientes, como no caso dos
problemas P-completos.
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6 TECNICA DE DIVISKO E CONQUISTA

6.1 Formalizaclo da técnica

0 termo divisSo e conquista &€ originado dos generais
napoleBnicos (1800 a 181i4) que utilizavam a tdtica militar de
dividir o exército inimigo para conquista-lo.

Eosta & uma técnica para projetar algoritmos eficientes.
E nuito empregada para solucionar problemas sequenciais, nas
também €& importante, por ser uma tdécnica muito utilizada para o
desenvolvimento de algoritmos paralelos.

Uma aplicagXo tlpica da técnica de divis®o e conquista
tem a estrutura descrita na figura 6.1.

i) Dado o problema P3;
2) e P & divislvel em problemas menores

2.4) Entido
- Dividir P em duas ou mais partes Pi, P2,..., Pk3
- Resolver Pi:
-~ Resolver Pa;

~ Resolver Pk:

- Combinar as K solugdes parciais na solug¢lo de P.
2.2) Sendo

- Resolva P diretamente.

Fig. 6.1 Estrutura recursiva da técnica de divisio e conquista

Uma formaliza¢o da técnica pode ser feita, através de
dada uma inst&ncia de um problema, de tamanho n, o método divide-
a em k insté@ncias disduntas (4 (= k (= n), que correspondem a k
subproblemas disjuntos. Estes problemas slo resalvidos
separadamente e, entRo, acha-se uma forma de combinar as solugles
parciais para se obter a solugo para a inst&ncia original.

Quase sempre, combinar as solugdes dos subproblemas
pequenos do problema € mais simples do que resolver o problema
diretamente. Esta  tdécnica produz algoritmos eficientes €,
portanto, é amplamente utilizada em muitas dreas da computago no
desenvolvimento de algoritmos.

A aplicagdo sucessiva do método é muito usada, gerando
algoritmos que chamam-se a si mesmo, direta ou indiretamente.
Eles sdo chamados de recursivos. O0s algoritmos s8o relativamente
fdceis de serem escritos e compreendidos, sXo mais claros e
concisos, alédm de serem ficeis de serem analisados quanto a
certificago ¢ rapidex.

8
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0 que viabiliza & implementaglo de rotinas recursivas é
uma pilha, na qual sXo armazenados os dados utilizados por cada
ver que a rotina & chamada, até que seja conclulda. Isto
significa que todos os dados ndo globais ficam armazenados na
pilha. A pilha & dividida em pedagos, 08 quais sXo blocos de
localizaeles (registradores). Cada chamada da rotina usa um
destes pedagos da pilha de tamanho que depende da rotina
particular chamada.

0 tempo requerido para uma chamada da rotina &
proporcional ao tempo requerido para avaliar o parametro atual e
armazenar os ponteiros dos seus valores na pilha. 0 tempo de
retorno nio & superior ao da chamada.

De forma a avaliar o desempenho de tempo e espago de um
algoritmo  recursivo, escreve-se uma expressdo descrevendo a
fungo de tempo ou espago de todo problema em termos da fungo de
tempo ou espago das pequenas inst&ncias do problema. QOu  seja,
para calecular a complexidade de tempo de algoritmos recursivos,
se faz uso de relagdes de recorrnocia, também chamadas
simplesmente de recorréncia.

Una funglo Ti(n) é associada & i~dsima rotina é indica

o tempo de execugo da i-dsima rotina como uma funglo do
parémetro de entrada n. 0 conjunto resultante de equagdes
simulténeas de recorréncia pade, entio, ser resolvido.

Frequentemente, sd uma rotina & envolvida ¢ T(n) depende dos
valores de Tm), para um conjunto finito de m nenor que n.

Uma das razdes desta téocnica ser dtil ao projeto de
algoritmos paralelos & devido & estrutura da técnica, como vista
na Ffigura 6.4 de divisdo do problema em k subproblemas € na
resolugo destes subproblemas separadamente. A resolugdo dos
subproblemas pode ser feita em paralelo, apesar da necessidade de
comunicacdo de dados entre eles. Para o sucesso do emprego da
técnica de divisdo e conquista & necessdrio que ndo se perca o
tempo ganho na soluglo dos subproblemas em paralelo, na
combinaglo ou construgo da soluglo do problema global.

‘wistem muitas dreas da andlise numérica onde métodos
baseados na tdéenica de divisio e conquista s¥o wutilizados. Na
dlgebra linear eles so utilizados para solucionar sistemas
tridiagonais e sistemas onde a matriz de coeficientes & do tipo
banda, na obtencRo de autovalores de matrizes simétricas
tridiagonais, no cdlculo de zeros de fun¢Bes @ na solugdo de
equagtes diferenciais parciais. Vdrios problemas ndo numéricos
também s%0 solucionados eficientemente por algoritmos baseados
por divisdo e congquista.

Uma regra bdsica para projetar bons algoritnos
recursivos, é a manutengdo do balanceamento, ou seja subdividir o
problema de tamanho n, em k subproblemas, cada um de tamanho
aproximadamente igual, (n/k).
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6.2 Caracteriza¢lo via aplicacdes

Uma ves formalizada a tédcnica da divislo e conquista e
sen  emprego no projeto de desenvolvimento de algoritmos, serlo
mostrados alguns exemplos de aplicag¢les de algoritmos baseados na
divisdo e conquista para a solugldo de alguns problemas, tais
como: determinagio do mdximo e minimo de uma lista linear;
ordenago de listas lineares, multiplicago de dois inteiros de
n-bits cada € multiplica¢o de duas matrizes nxn. P

Juntamente com a caracterizagdo do problema, com a
descrigdo da solugo, serd analisado o algoritmo quanto A
complexidade de tempo. Através disto, acredita-se que se terd uma
caracterizaco pridtica da técnica de divisdo e conquista e se
poderd identificar qualidades que sirvam de orientaglo no emprego
desta tdécnica no desenvolvimento de algoritmos paralelos.

6.2.1,Determinac§d do mdximo e mfnimo de uma lista

Considere o problema de achar tanto o elemento mdximo,
quanto o elemento mlinimo de um conjunto ou uma lista, contendo n
elementos. Para uma maior formaliza¢lo do problema, seja a lista
L = (Mi,M2, ...,Mn), onde Mi s¥o ndmeros que compoem a lista.
(4L (= 4 (= n). . - N

A soluglo mais simples, ¢ aquela onde se SUPOEM quUE ©
primeiro elemento da lista seja, a princlfpio, tanto o elemento
mdximo quanto o elemento minimo. Ent3o, compara-se com os demais
elementos da lista. Ao Ffinal se terd o elemeénto mdximo e o
elemento mlinimo. B fdcil de verificar que esta soluglo exigiria
(n-1) compara¢les para a determinago do elemento mdximo € (n-4)
comparagdes para a determinacdo do elemento mlnime, portanto
seriam necessarios 2(n~{) compara¢des.

A soluglqo por um algoritmo baseado em divisdo e
conquista, consiste em dividir a lista L, em duas sublistas Li e
L2 de tamanhos aprodimadamente iguais, ou sejat /

Li=(Mi,M2, .0, Mk) & L2=(Mk+1, Mk+2,...,Mn) onde k= L n/2 1}

0s elementos mdximo e wminimo sXo calculados pelo
aplicar recursivo do algoritmo nas duas sublistas Li e L2. 0
m3ximo e o minimo de L sXo calculados pelo comparar os m3dximos e
minimos das sublistas, onde & gasto mais duas comparagdes. 0
algoritmo 4.4 & a formalizaglo destas idéias. '



ALGORITMO 6.4
MasMin ~ determinaglo do mdximo € minimo de uma lista.

Entrada: (n, Mi, M2, «..,Mn) ny=f e L=(Mi, M2, ...,Mn)
Saldaz (max, min)

Se n=4i ent¥o pare com safda (Mi,Mi> fim-seys
Se n=2
entYo Se ML ¢ M2 entlo pare com salda (M2,ML>
sendo pare com salda (Mi,M2)
senldo k = L n/2 4
<maxi,mini> = MaxMin(k,Mi,...,Mk)s
{(max2,min2> = MaxMin(n-k,Mk+i,...,Mn);
pare com salda (maximo (maxi,max2),
minimo (mini,min))y

S OO NEDDBN-

b

Fim-ge.

Na figura 6.2 & mostrado esquemat icamente as vdrias
etapas da execugdo do algoritmo 6.4 para a entrada (n=3, L=(6,
14, =3, =4, 7). Um diagrama como este na figura 6.2, foi
denominado por Terada (em [TER?41) de pilha de execus o
rFecursiva. Cada quadro nesta pilha chama-se quadro de execuglo e
corresponde X execueNo do algoritme cujo nome e entrada  ocorrem
na primeira linha do quadro: e a salda resultante da execugdo &
escrita na dltima linha do quadro, precedida pelo sinal de igual.

MaxMin (ni=%, i = (&, 44, -3, -4, 7))
{é6) MaxMin (n2=2, L2 =(&6,1413)
| = (44 ,48) (3

MaxMin (n3d=3, L3=(-3,-4,7))
(6) poMaxMin (nd=1, L4=(-3)
b (-3, -3) 1)

(79

(7) P MasMin (nS=2, LS=(-4,7))
- Vo (7, -4) ‘ (3

1
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1
1]
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1
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]
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1}
1
]
'
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'
)
'
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¥
]
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t
]
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= (ff,~4)

Fige 6.2 Pilha de execuglo recursiva do algoritmo MaxMin

Seja  T(n) o nimero de comparagdes realizados entre os
elementos da lista L necessdrios pelo algoritmo 6.4 para achar os
elementos mdximo e minimo da lista de n elementos. Se a lista
tiver um elemento, nenhuma conparagdo serd feita ( T(i)=0): se a
lista tiver dois elementos, sd & necessdrio uma comparacdo



(T(2)=41)3 e a lista tiver mais de dois elementos n?2, Tn) & o
ndmero total de compara¢tes utilizadas nas chamadas recursivas do
algoritmo, com n/2 elementos cada, mais duas comparagdes finais,
que relacionam os mdximos € minimos das sublistas.

A equaglo de recorr&ncia que caracteriza o tempo de
execueo do algoritmo 6.4, & dado port

T(n) = { 4, para n=a
{ 2T{ns2)+2, para n)x,

a solugdo desta equago de recorr&ncia é limitada por r.3n/2m2‘r,
o que pode ser demonstrado por induco matemdtica. Portanto, o
algoritmo 6.1, baseado em divisNo e conquista reduz o ndmero de
comparacoes por um fator constante.

Por outro lado, pode-se demonstrar que a cota inferior
para o problema de determina¢o do elemento mdximo ¢ minimo &
também da ordem | 3/72n -2 | comparagdes, portanto este algoritmo
é Stimo, em termos de complexidade de tempo. :

6.2.2 Ordenacio de listas

Como Jj& foi visto no caplitulo 4, o problema de ordenar
uma lista de n objetos em ordem nRo decrescente, resolvido pelo
algoritmo 4.4, tem uma rapides da ordem 724

Devido a grande necessidade de ordenaglo nos centros de
processamento, gque utilizamn cerca de 174 do seu tempo em tarefas
de ordenagdo, muitos algoritmos foram e vem sendo desenvolvidos,
na tentativa de se conseguir algoritmos cada vez mais eficientes.,

Em algums algmritm(as Aa OPE‘I"'&\G%O bhase é‘ a C(::mparac%io e A
principal questlo & qual & o ndmero minimo de comparag@es que
qualquer algoritmo de ordenagdo necessita para o problema de
ordena¢o.

A execugdo de qualquer algoritmo de ordena¢lo pode ser
representada  por uma drvore bindria chamada drvore de decisio.
Nas drvores de decislo, cada nd interno contém dois elementos, x
e 9, sendo comparados. A subdrvore esquerda deste nd representa
as comparagdes a serem feitas em seguida, se {y, e a subdrvore
direita representa as agdes a serem executadas se Md=u. Cada
folha da Arvore contém uma permutzagXo dos elementos de acordo com
a ordem estabelecida. Cada caminho da raiz até uma folha
corresponde & uma sequéncia minima de compara¢des necessdria para
se concluir uma ordem dos elementos. Cada uma das n! permutagles
de n elementos pode ocorrer num problema de ordenaglo, portanto
a Arvore contém n! folhas.

Com isto, pode-se demonstrar que o problema de
ordena¢qo de n elementos tem cota inferior de rapidez pessimista
da ordem n log. n, &(n log nd.
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Pode—-se, também, demonstrar que =& rapidez média de
qualquer algoritmo de ordenago (baseado em comparaglo) tem
tambdm cota inferior de a(n 1log n). 0 ndmero médio de comparagdes
é o comprimento médio da tais caminhos, e é igual A profundidade
média das n! folhas na drvore de decislo. ‘

Para se ordenar uama lista L=(Mi, My wwar,Mn)  por
intercala¢o, divide-se L em duas sublistas Li e L2, onde

Lad=(ML, M2, u.n,Mk) & L2=(Mk+4,Mk+2,...,Mn) para k= L n/2 1.

No final combina~se as sublistas ordenadas, peganda 0
menor dos primeiros da lista. Toda a intercalaglo pode ser feita
com n-i comparacdes e, portanto, em tempo cn para um valor o
constante maior que um. No algoritmo 6.2 & apresentado =a
ordenaglo por intercalago da lista L. em ordem no decrescente.

ALGORITMO &.72
OrdiInter - Ordenago por intercalaglo

Entradas (n,ML,M2,...,Mn) onde n>i e L=(Mi,...,Mn)
Safdar Lista L7 ordenada em ordem nNo decrescente

i Se n=1 entio parr com safda (Mi):
2 senXo ko= L n/2 4

3 Lim Ordinter (k,ML,M2, . ..,Mk)

4 L= Qrdinter (n-k,Mm+i,Mk+2, 0. ,Mn);

5 "Intercalar L1 e L2 pegando o menor dos pyri-
) meiros das listas obtendo-se uma lista L7 "3
7 pare com salfda (L")

8 Fim-ge.

Para melhor ilustrar o algoritmoe 4.2, & mostrado na
figura .3 a pilha de execugo recursiva com a lista de entrada
l={&,11,-3,-4,7) com n= elementos.

Seja Tn) 0 tempo de execugRo do Ordinter {(algoritmo
6.2)  para  uma entrada  (n,Mi, M2, ...,Mn), onde a operaglo
elementar considerada & a comparaglo entre dois elementos. 2}
relaglo de recorréncia &

Tin) = { &, Se n=i
{ T(Jn/”'~T(Th/2 +Cn, Se n>i,

0 gque resulta que este algoritmo seja da ordem n  log n &,
portanto, o algoritmo & Otimo em termos de rapidez.

Caso no Ordinter nfo seja observado o princlipio da
equiparagio, oun seja que 0% subproblemas sejam subdivididos em
duas partes iguais, mags em duas partes de tamanho um e n-i,

rgsulta uma equacdo de recorrBncia que tem por solugo da ordem
n'a2.



OrdInter (ni=%, {(4,11,-3,-4,7))

:

: -
 (3) i Ordinter (n2=2, L2=(6,11)) :
: b (3) | OrdInter (n3=4i, L3=(&)) :
: : b= (6) (1)
: } (4) | OrdInter (n4=i, L4=(i1) :
: : b= (44) 1y
' b= (6,44) 7y
i (4) | Ordinter (nS=3, L&S=(-3,-4,7)) :
: b (3) 1 OrdInter (né=i, Lé=(~3)) :
: : bos (-3) (1
H ! ......,....................._....1................_...................,......v...............'.............................“._»......_.....--...........................:
: P (4) 1 OrdInter (n7=2, L7=(-4,7)) :
H H H e $re Sk S8 S St om0 S0 S8 s Sn S sns S S0 s Gt S0 Son £ s St G S04 020 392 dn G3n S 40 b0 202 b s e soo i ssn |
: : b (3> 1 Ordinter (n8=i, LB=(-4)) :
: : : bom (-4) (£
! ! H 8 et e e e re S St S A e s ek it b S48 St S St S Sk e s S St Stk St v S et ot o o e sn s 2o o e §
! ! ] e st s s 1 s 1 o i e B e e e e ot e s e o e}
: : P (4) 1 OrdInter (n9=1, L9=(7)) :
: : : bom A7) My
: : bom (-4,7) 7y
! b= (-4,-3,7) 7y -
b e et e e e ot et e ettt i s s 1 0 s Sttt S 2 e g end 430 4 S0 s S v o st v 1 Hn St et e o St S48 W 1m0 2 2 S 1 H
b= (-4,-3,6,7,11) 7y
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Fige 6.3 Pilha de execu¢o recursiva do algoritmo Ordinter

6.2.3 Multiplica¢®o de inteiros

Considere dois mimeros x e y inteiros ¢ no negativos,
ambos expressos numa base h>=2 com n algoritmos (nd=41). Quer-se
resolver eficientemente o problema de se obter o produto M.y.

0 algoritmo tradicional de nmultiplicaglo para. este
problema requer o(n™2) multiplicacdes algarismo a algarismo. Um
algoritmo baseado na tdécnica de diviso e conquista, pode
reduzir a rapidez o(n™ log3) o que aproximadamente & o(n™ 1.59),
como ¢ mostrado no método Karatsuba e Ofman, que & descrito a
seguir.

Seja- % e y dois nimeros de n-bits. Por medida de
simplicidade, serd assumido que n é uma poténcia de dois. Divide~
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se ¥ e y em duas metades de n/2 algarismos cada (mantendo assim ©O
princlipio da equiparag¢lo), obtendo?

= i .bT(N/R2) +x2 e y= yi.b"(n/2) +y2,
ey = Miaydl o bn o4+ (i.y2 + H2.yi).bT(n/2) +:2.y2

No produto acima, temos gquatro multiplicagdes de dois
nimeros com n/2 algarismos cada, trés somas e duas multiplicagles
da forma c.b™l, que consiste na pritica de uma shift, ou seja,
colocar 1 weros a direita de ¢, podendo ser efetuada em tempo
proporcional a 1. 0 algoritmo que se pretende, deve reduzir de
quatro para trés multiplicagdes, através do reescrever a férmula

acima.

Como, Xi.y2+x2.4i = (i+M2)(yi+y2)-ni.yi -x2.y2,
temos que,

May=(xi.yidb™n +( (i +x2) . (yi+y2) —mi.yi ~-x2.y2)b"n/2 +x2.42.

Portanto, pode~se calcular .y, através de trés
multiplicagBes, quatro somas e duas subtra¢Bes. Observa-se que os
produtos xi.yi e %2.y2 oo utilizados duas veres. 0Observa-se
ainda, que as adi¢des sdo efetundas mais rapidamente do que as
multiplicagBes.

0 algoritmo 6.3 implementa a multiplicaglo de dois
inteiros de n-bits. Chama~se a aten¢Ro para o fato de que p,
caleulado na linha 3 tem 4+n/2 algarismos, Pois s€ i € %2 tem
n/2 algarismos € o algarismo mais A& esquerda de p & chamado de pi
pelo algarismo. Uma notagRo andloga & usada para o q calculado na
linha 6 e, em consequéncia, no cdlculo de t na linha 8, pi e g4
sd0 de apenas  um algarismo, enquantoque p2 e g2 sNo de n/2
algarismos.

ALGORITMO 4.3
Mult - maltiplicag®o de dois inteiros

Entradas (n,x,y) onde % e y s¥o inteiros, ndo nulos de n-bitss
Saldas (r) onde r = M.y

i Se n=1 ent8o r = u.ysq

2 sendo

3 po= xitx2y

4 (p tem no mdximo 1+n/2 algarismos, ou seja
5 p=pib™n/2 +p2 & pi tem um algarismo); .
6 q = yi+y2;

7 (analogamente, seja q=yib™n/2 +q2):

g8 t = pi.gi.b™n +(pi.q2 + p2.qi)b™n/2 +

@ + Mult (n/2, p2, q2):

i0 uo= Malt (n/2, x4, yids

i1 v = Mult (n/2, =2, y2):

i2 Fo=ou.bh™n o+ (tu-y) bt v

13 fim-se
14 pare com salda (r).



A seguir ¢ exemplificado a execuglo do algoritmo 6.3
como o produto dos nidmeros ¢ = 1234 e y = 1982, portanto com n=4,
através da figura 6.4, onde se tem & pilha de execugo recursiva
do algaritmo Mult. :

Mult (n=4, x=1234, y=1982) E
(3~7) pi=0@, p2=46, qi=;£‘q230 s ;
Mult (n=2, w=46, y=01i) :
(3~7) pi=i, pa=0@, qi=0, q2=1 E

(9 PoMult (n=1i, x=9¢, y=1i)"
!
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! Mult (n=4i, =6, y=i) :
Los 4 (1)
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= 44 (12)

(8) t = @ +{(0+44)100 +46 = 4646
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(12) r = @ +(10-6)10+6 '
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= 2788 H
]
1
(42) + = 228.4074 +(4646 —-228 -2788).100 + 2788 H
]
Fige 6.4 Pilha de execugdo recursiva do algoritmo Mult
0 algoritmo 6.3 tem sua rapidez expressa por uma
equa¢lo de recorrncia T(n), que & limitada pela expressio
abaixo, onde ¢ & uma constante.
T(n) (= 3T(n/2) + cn,
Pode~se generali=ar esta tipo de equag o de
recorr&ncia, uma ver que elas sNo muito utilizadas em algoritmos

baseados em divisdo € conquista, elas dependem do tamanho do
problema. )

Sejam =a,b e ¢ constantes no negativas. A solugo de
recorréncia T(n) & dada por:
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it

{ b, para n=i
{ a.T(n/2Y+bn, para n>i.

T(n)

para n uma poténcia de ¢ é

{ oln) s adc
Teny = { oln log n) GE awc
{ otn™logc a) S8€ Al .

Pode~se concluir da generalizaglo acima que dividindo
um problema em dois subproblemnas a metade do tamanho resulta em
dois subproblemas =a metade do tamanho resulta em problemas da
ordem n log n. Se o nimero de subproblemas for 3, 4 ou 8, ento o
algoritmo poderd ter ordem n"log3, n™2 ou n"3, respectivamente.

Concluindo, pode-se verificar que a rapidex _da
multiplicacRo de dois inteiros de n~bits, foi reduzida de o(n™2)
para o(n"log3). Mas esta nBo & a cota superior corrente. 0 melhor
desempenho assintdtico de tempo, para o produto de dois inteiros
é de o(n.log n.log log n) como demonstrado por Shonhague e
Strassem em [SHO74].

6.2.4 MultiplicagXo de matrizes

Considere, agora, o problema da multiplicaglo de duas
matrizes A e B, ambas de dimensNo nun, resultando a matrix
produto C. A matriz resultante C = AR &, por defini¢Xo uma matrix
nxn cujo elemento cij, da linha i € coluna j & obtido a partir da
i~édsima linha de A e da Jj~ésima coluna de B, através do
somatdrios n

cid =:E’ aikuobki (L (= i,J (= n)
k=1

cada elemento cij requer n multiplicagdes € (n-1) adi¢les e como,
a nmatriz © possui n™2 destes elementos, sqo necessdrias n™3

multiplicac®es para se obter C. FEste algoritmo trivial para a
multiplicago de matrizes tem, portanto, rapidez o(n™3).

Muitas das operagles matriciais bidsicas, como inversido
ce matrizes, cdleuwlo de determinantes, estlo diretamente
relacionadas com a multiplicagdo de matrizes. A descoberta de um
algoritmo eficiente para a multiplica¢®o implica diretamente na
rapides assintdtica para as demais operagdes. ' '

Este problema também pode ser resolvido por um
algoritmo baseado na técnica da divis¥o e conquista. Sabe-se até
que a rapidex ¢ da ordem de n elevado ao logaritmo de sete, 0 que
aproximadamente o0(n™2.81). A iddia do algoritmo consiste em
particionar as matrizes A € B em quatro submatrizes quadradas,
sendo cada uma delas com dimensNo n/2xn/2 (esta sendo suposto que
n seja uma pot&ncia de dois) conforme o esquema abaixol
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[ ALL AL2 ] [ Bi1i Bi2 ] [ Ci4 ci12 ]
[ Aa2i aA22 ] [ B21 B22 ] L Ci €22 ]

#

onde Cij = AiL.B4) + Ai2.B2j para i e Jj pertencentes a (4,22

Se n=2, as submatrizes tem dimensfo ixi € o produto AB
pode ser calculado diretamente pela formula de ciJ, PO
multiplicaco de elementog. o

Para nre Qs cdlcnulos dos c¢ij necessitam de
multiplica¢des de ;ubmatrl res n/axn/2 Como n/2 também & uma
poténcia de dois, a multiplicaglo das submatrizes pode ser feita
pela aplicagdo recursiva do particionamento em quatro submatrizes
(de dimens®o n/4xn/4). Recursivamente, estes particionamentos
sucessivos resultarfo em vAdrios casos de multiplicaglo de
matr izes 242, que podem ser efetuados diretamente.

Q algoritmo recursivo descrito acima requer oito
multlplncaches e quatro somas de matrizes n/2xn/2. A rapidexz T(n)
deste algoritmo pode ser edpressa por,

T¢nY = { a, Se n=2
€ 8T(n/2Y + cn™2 Se n¥2 (sendo a & c constantes)

o que tem por solu¢o o(n™3). As multiplicaedes cij podem ser
substituldas por adig¢les, dadas por?

DI = ALl (BLi2-B22)

De = A22 (B2i-Bii)

D3 = (ALL +AL2) B2

D4 = (AZYL +A22) Bii

DS = (ALL +A22) (Bii +Brn)
D& = (AL2 ~A22) (B24 +B2

D7 = (A21 A1) (Bii +BiQ)

resultando nas novas fédrmulas cij, dadas por:

Cif = DI +D2 ~-D3 +D6
Ci2 = DI +D3
C24 = D4 +D2
Daz = D5 +D1i ~-D4 +D7

0 que resulta em uma rapides T(n) expressa por
T(n) = { a, se n=g
€ 7T(n/72) +bn™2, s€ Nl (sendo a e b constantes)

que tem por soluglo uma rapidez da ordem n™log 7, o que @&
aproximadamente o(n"2.841).

Para wum algoritmo &timo paralelo, & necessdrio n™3
processadores de forma que sejam executadas n multiplicagBes em
um dnico tempo, para todos os produtos internos ciJ simult&neos.
Baseado no princlpio da dupla recursividade, as n™2 somas de



produtos podem ser efetuadas com n.n/2 processadores pelo nglo
adicionar em computagdes paralelas com as duplas adlgaes
paralelas das sonas intermedidrias recursivas, portanto isto
garante que cada produto interno seja efetuado em § log nl passos
de tempo, resultando numa complexidade de tempo r logn +1i1, ou
seja da ordem log n  para n™3 processadores.

6.3 Potencialidades da Divisdo e conquista na paralelizac¢o

Para que um usuldrio possa se valer das instrucles
vetoriais de hardware ou do paralelismo, existem trés
alternativas, tr&s formas, que slos

a) Recompilar o programa fonte desenvolvido e testado para
midquinas sequenciais, utilizando um conpilador que otimiza,
vetoriz e paraleliza o cddigo, trocando as instrucdes
escalares em vetoriais ¢ executando partes identificadas e
marcadas pelo compilador em paralelo. Isto ocorre nos
supercomputadores Convex, IBM 30990 e Crays;

b) Pode ser obtido um maior beneflcio do compilador se
primeiro for reestruturado o cddigo fonte sequencial de modo
a auxiliar o compilador a reconhecer e  marcar mais
oportunidades para gerar cddigo vetorial e paralelo. No IBM
2090, o compilador Ffax um diagndstico do cddige fonte,
aconselhando alteragdes para se ter um maior grau de
vetorizagdo e paralelizag¢o. Este diagndstico leva em conta
vdrios critérios, incluindo gastos com carga de operandos e
tempo estimado paralelo e sequencialsj;

¢) Pode ser recodificado completamente a aplicago pelo

desenvolvimento de um novo algoritmo que utilize as
vantagens da miquina paralela, independente da soluglo
sequencial existente.

A técnica de divisdo e conquista, quando empregada em

observidncia ao princlpio de equiparasco, produz algoritmos
sequenciais eficientes (muitas vezes até Atimos), como fFoi
observada nos itens anteriores, especialmente nos wemplos de
determinagio do mdximo e mlfnimo de wuma  lista linear, na

aordenagRo de listas, multiplicadﬁo de inteiros e de matrizes.

0 emprego desta técnica & de grande wvalia no
processamento paralelo. Isto & verificado em exemplos prdticos e
na prépria idéia do método, que subdivide o problema original em
subproblemas independentes que padem ser resolvidos
separadamente. Entretanto ¢ importante perceber que esta téecnica
explora, principalmente, a paralelizago a nlvel de execuglo e
nXo a nfvel de projeto de desenvolvimento de algoritmos
paralelos.

Isto significa que a técnica atinge, principalmente, as

duas primeiras formas de paralelizag®o e produzem um ganho de
tempo de execuco para solucionar o problema. Isto nXo quer dizer
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que =a téecnica nlo seja utilizada no projeto de algoritmos
paralelos, antes pelo contrdrio, pois sdo encontrados algoritmos
paralelos baseados em divis3o e conquista como por exemplo para
seleclo do k-ésimo elemento, descrito e analisado em [AKLB8?] e
para vArias dreas da andlise numérica como referenciado por Duff
em [DUF87]. :

Portanto, uma das razdes da técnica de divisio e
conquista ser muito Mtil na paralelizaclo de algoritmos & devido
A estrutura da técnica, que consiste da divisdo do problema em k-
subproblemas menores, 06 quais sdo resolvidos separadamente, e,
muitas vezes em paralelo. Apesar da necessidade de comunicagdes
de dados entre eles. '

Para o0 sucesso do emprego desta técnica € necessdrio
observar o princlpio da equiparago na divisio do problema em
subproblemas: de tamanho aproximadamente iguais, minimizar a
comunicaclo entre eles e que ndo se perca o tempo ganho na
soluglo dos subproblemas em paralelo, na combinaglo ou na
construgdo da soluglo global do problema.

Outra questlo importante é o tipo de mdquina paralela
onde os algoritmos baseados em divislo & conquista tem um melhor
desempenho. SHegundo Zorat (em [ZORB3D e Laira Toscani (em
[T0887 ) so as mdquinas que possuem uma arquitetura de drvore.

Segundo seu estudo de caso, em [T0OS888], Laira Toscani
analisa a tdcnica de divislao € conquista aplicada em algoritmos
paralelos em arquiteturas de drvore. Neste estudo, elax conclui
que a complexidade de um programa paralelo & independente do
nimero de subproblemas que o problema & subdividido, o que n2o
aconteceria no caso de algoritmos sequenciais. No caso paralelo,
0 que varia com o nlimero de subproblemas ¢ o nlmero de
processadores necessdrios, como no problema de ordenago por
intercalago (OrdInter -~ algoritmo 6.2), onde m=c™k; € nos
problemas de multiplicago de inteiros (Mult -algoritmo 6.3) e de
matrizes onde m > ¢k '

Qutro resultado importante encontrado em [TOSB8] foi
que a conplexidade do algoritmo de divisRo e conquista, no caso
em que o nlmero de processadores no & suficiente para permitir a
resolugo do problema totalmente em paralelo, resulta na mesma
conplexidade dos algoritmos sequenciais, nfo havendo, portanto um
ganhao significativo na ordem de complexidade do algoritmo, mas
apenas um ligeiro fator de aceleraglo no tempo de computaglo.

Por fim, ela comenta que, por nlo se conhecer as
constantes que aparecem nas fungdes de recorrncia primitivas e
sendo elas diferentes nas versdes sequencial e paralela (no qual
dependem inclusive da tecnologia utilizada na construgo da
mAquina paralela) de cada algoritmo, ser de pequena utilidade uma
comparagio mais detalhada .da complexidade dos algoritmos
sequenciais e paralelos.
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Conclui-se que, e existir uma mdquina com uma
arquitetura adequadalestrutura de Arvore) com processadores
suficientes para que o problema seja resolvido totalmente em
paralelo, quase sempre haverd um ganho na ordem de complexidade.
Entretanto, para que problemas sejam resolvidos totalmente
paralel izados, sXo necessdrios um grande nimero de processadores
e, por outro lado, como a cada instante apenas um nlfvel da Arvore
estd ativo, apenas uma pequena fraglo dos proeocessadores estd
ativo. Tato resulta na necessidade de uma mdquina com muitos
processadores ou numa nova filosofia, onde os processadores sA0
realocados dinamicamente.

b.4 Exeﬁplos de algoritmos paralelos

Como Jj& visto, ordenago & definido como o problema de
rearranjar uma sequBncia de valores em ordem ccrescente ou
decrescente. O limite inferior para o problema (sequencial) ¢ de

ol n.log n ) para ordenar n elementos.

 Neste item &, inicialmente, apresentado o exemplo do
algoritmo paralelo de ordena¢lo por intercalaglo par—impar. Este
algoritmo pertence a classe NC™2 e utiliza n log™2 n
processadores, em tempo o0(log™? n) e & atribuldo a Batcher
([BAT&B D .

A seguir ¢ apresentadoe o algoritmo paralelo de
ordenagio por intercalaglo bit8nica, também atribuldo a Batcher.

6.4.14 Ordenaglo por intercalaglo Par—-Impar

A idéia bdsica do algoritmo & intercalar duas
sequincias Azd{al,al, veeyan?> & B=(bi,b2,...,bn> Jjd ordenadas
recursivamente (por uma estratdgia de diviso e conquista). Cada
sequBncia possui n elementos, sendo m um inteiro e pot&ncia de
dois.

Esta intercalaglo & feita via circuitos comparadores C.
0 circuito comparador C possui duas entradas a e b e duas saldas
min e max. Por definiclo as saldas de C, min € max contém o
minimo & mdximo de a € b, respectivamente.

NG Caso n=4i, um comparador & suficiente para
intercalago. 0 caso n=2, que & a base de recursdo, necessita
trés comparadores: €, C7 e D. 9o efetuadas duas etapas. Na
primeira C ¢ C7 efetuam compara¢Bes em paralelo, com as entradas
a(Cl=ail, bhCY=hbi e alC )=a2, b(CH=h2. O comparador C recebe os
Indices [Impares e o comparador C’ os pares. Na segunda etapa,
tem—-se que as entradas de D sXo a(D)=max(C) ¢ bD)=min(C’). Por
fim, tem-se que a sequéncia final, por defini¢lo, ei=min(c),
e2=min(D), e3=maxi{D) e ed=max{C’).



al

e ome e ) : aret dass savs smen seme seas sese ese : s o e rhee ine e 2re 4o v oo seee v ot s v s e o 4 s rare o et e s v v e ef
bi 1+ C Pomin
v e e s} e ] e e ] s e ) @ D
mas i D Pomin
aa e ] o > e3
e ) s e Y ma
b2 1+ €7 b e e s e > e4
e ) e mas

Fig. 6.5 Diagrama do método par-{mpar para n=2

No caso ni2, t&m-se A={(ai,a2,...,an) & B={(bi,b2,...,bn>
J& ordenados recursivamente, faz-se a intercalaclo das duas para
gerar - sequéncia final ordenada de 2n elementos
E=(ei,el,ennr,en), a qual também & feita em duas etapas.

Etapa 4% Utilizando um circuito intercalador de n entradas € n
salfdas, o8 elementos de Indice par de A € o0os de B si3o
intercalados para se obter C={(ci,c2,...,cn>, em paralelo; os
Indices TImpar de A € os de B sXNo intercalados utilizando uma
chpia do mesmo circuito intercalador de n entradas e n  saldas,
obtendo D=(di,d2, ..., dnd. ' ’ .

Etapa 2: Apds a obtenglo de C e D em paralelo, obtem~séf a
sequé&ncia final E por: : L

el = cf

eai = minciti,di) para i=4,2,..,n~14
e2i+i = max(ci+i,di) para i=1,2,..,n-1%
ean = dn

Para melhor ilustrar o algoritmo de intercalaglo Par-
Impa(, ¢ apresentado na figura 6.6 0 circuito para ordenar a
sequéncia =(8,7,6,%,4,3,2,12.

<14
"
Lo e e
> ” A, Ai-\_’
—d N\ et
mla ] nis

Fig 6.6 Circuito para ordenar a sequiincia §
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Ds cdlculos de e2i & e2i+i acima sdAo feitos por n—4%

circuitos comparadores. A sequBncia ordenada com os elementos de

A &

B,

pode ser consegunida através da construglo de uma

concatenagdo de circuitos intercaladores, 12, I4,...,I27k, onde

12 &

C

gnstitufldo por n intercaladores de duas entradas, em

paralelo, que recebem 2n elementos de entrada € geram n
sequiEncias ordenadas com dois elementos cada umay

i4 &

constituldo por n/2 intercaladores de quatro entradas, em
paralelo, que recebem as saldas de I2 e geram n/2 sequéncias
orde

€ assim
longas,
constituido de um sd circuito intercalador de 2n entradas) obtém-—
se uma s sequ@ncia ordenada com 2n elementos.

2nadas com quatro elementos cada umasy

por diante, obtendo-se sequBncias ordenadas cada vez mais
atéd que na” salda de I2™k, onde 27k = 2n (I2°k &

e T(.) denota o nimero de comparadores em 127k, tem-se

a equaglo de recorrénciat

T2k ) = 2T(R™(k~4)) +27(k-4) -4, para k> i,

a qual tem por soluglod (27K Y= (k—4)27Ck~1) +i.

1 total de camparadores no circuito ordenador & dado

pela soma de n cdpias de T em T2 n/2 cdpias de T4 em 14 o
por diante, atd uma cdpia de T27K) em 127k, o que resulta

Assin
em 27k~

2YCk™2 =~k +4) 4. Partanto, como 27k = 2n o nimero total

(AT

de comparadores & da ordem de n 109”2 n.

existe w

at

6.4.2 Ordenacdo por intercalag¢lo Bit8nica

Uma  sequéncia S=(ai,ad,...,22n) & dita ser bit8nica se
mointeiro j (4 (= j <= 2n), tal ques

C=oal (= ... <= aj d= aj+i = aj+R = ... d= a2n,

/
K oun & sequfncia 8 nlo satisfaz a condiglo inicialmente, mas pode
ser deslocada ciclicamente até que satisfaga a condiglo.

em ordem

ETAPA

ETAPA

Pode-se ordenar uma sequéncia bitlnica S=0ai,...,a2n2
crescente em duas etapasi

1?2 Usando n comparadores, cria-se duas sequincias conforme
definido a seguir,
min{al,an+i), min(a2,an+2),...,minl{an,a2n)
mas{ali,an+ti), maxiaz2,an+2),....max{an,a2n)

2! Cada uma dessas duas sequéncias, se forem bit8Bnicas,

podem ser ordenadas recurs sivamente pelo mesmo Processo.



Como nenhum elemento da primeira subsequ&ncia é maior
que qualquer elemento da segunda, a primeira subsequéncia
produzird os n primeiros elementos da sequ&ncia ordenada e @&
segunda subsequéncia produzird os n dltimos elementos.

A figura 6.7 mostra o intercalador bit8nico para uma
sequitncia $S={afi,a2,a3,a4l} (com quatro elementos). Na figura m
indica o mInimo ¢ M o mdximo.

—.—-’f‘
_—QC'

ot € g

e € ¢

Fig 6.7 Intercalador bit8nico para uma sequBncia com 4 elementos

. Na figura 6.8 temos um intercalador bitBnico para uma
sequincia com 2n elementos.

' —-G
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o ' 2
LY LT
~9Cin=2
= Can =t
J - tan

Fig.6.8 Intercalador Bit8inico (m=min, M=max)



A figura 6.9 apresenta o circuito para ordenar a
sequincia 8=(4,8,1,3,2,7,59,62. 0Observa-se que para produsir a
parte decrescente da sequ&ncia bitbnica as linhas de safda de
alguns comparadores foram invertidas. :

Figaba? Circuito para ordenar (4,8,41,3,2,7,5,62

0 ndmero total de comparadores € de comparagdes em
paralelo necessdrios para ordenar uma sequéncia com n elementos
(sendo n=2"m), utilizando ordena¢Xo bitdBnica & dado pela relaglo
de recorrncia,

‘ { ; g (=g para P=i
Coaq@a@™id = 27¢Ci-1)  + Q{27 Ci~1)) para it

a  qual resolvidn, determina que o nmimero total de comparadores
necessdrios para  ordenar  uma  sequBncia com n = 2™m  elementos,
2% (m~1) « m(m+1)/2, ou seja, 0 namero de comparadores NECessarios
& da ordem de n.log™2 n.

Observa-se que tem a mesma ordem de complexidade que o
algoritmo anterior, entretanto, este algoritmo pode ser
aperfeigoado pela tdenica do embaralhamento perfeito, através de
processadores interconectados, resultando num algoritmo para
ordenago onde o custo é menor.

A Ffigura 6.1 consiste de um resumo da  comparaglo

destes algoritmos de ordenaclo por intercalaco, quanto ao ndmero
de processadores ¢ quanto a complexidade de tempo.

1 ALGAORITMO | PROCESSADORES | COMP TEMPO |

: s0s a3 2200 st e et s10s csse s vors odfe sees asse sa0e Sesa mioe erae beve vaes bert sens sves eve oo ens et b st e soes ssea 5404 Seva sa0e wree sese ae2s wave sntn :

P Par~Impar | n log”2 n Vb allog™2 ny |

P Bitonico 4 n log™2 n D ollog™?2 n) !

Vo Embar Perf)  n/R2 P ollag™? n) !



7 CONCLUSUES
7.4 Consideragles finais

Este relatdrioc ¢ o resultado do estudo de um exame de
qualificaglo de doutorado do Curso de Pds-Graduaglo em Ci€ncia da
Computaglo da UFRGS. Achou-se importante documentar ndo sd as
conclusBes, mas também pensamentos ou propostas de estudos, que
surgiram durante o desenvolvimento deste trabalho, mas que v&o
além do objetivo e da sua abrangncia.

Antes de entrar nas conclusdes  cabe ressaltar a
dificuldade encontrada no estudo de algoritmos paralelos e de
complexidade de algoritmos, uma vez que no PGCC da UFRGS n&o
existe tradie¢No e "knowhow" de pesquisa nestas dreass no se tem
ainda miquinas paralelas instaladas; livros sobre o assunto s¥o
escassons € o assunto envolve no 8 mudan¢a na forma de pensar -
paralelismo, como também, envolve problemas matemdticos bastante
complexos. '

Com este trabalho se pretenden aprofundar 0s
conhecimentos sobre projeto de desenvolvimento de algoritmos
paralelos, em especial, o uso da téecnica de divisio € conquista.

Para tanto, foi necessdrio a caracterizago do
paralelismo, dos tipos de arquiteturas e mdquinas paralelas e de
metodologias de obten¢o de algoritmos paralelos.

Foram necessirios, também, estudos que abrangeram a
andlise e a complexidade de algoritmos sequenciais € paraleloss
as classes de complexidade de tempo e eSpPago e seu

relacionamento. Estes estudos serviram para introduzir o leitor
ao ambiente de andlise e projeto de algoritmos paralelos.

Uma das consideragdes importantes, que merece ser
recordada aqui, & o fato de que o desenvolvimento de algoritmos
paralelos depende do problema a ser resolvido, do nmnimero de
processadores disponlveis para a rescoluglo do prdblema e do
modelo computacional ou da arquitetura onde o problema serd
resolvido. ‘ ‘

Dentro deste ambiente e desta percep¢fo do projeto de
desenvolvimento de algoritmos paralelos, formalizou-se a técnica
de divisdo e conquista e seus princlipios para que seja utilizada
no desenvolvimento de algoritnos de uma forma eficiente, gerando
algoritmos At imos, do ponto de vista de rapidez ou complexidade
. de tempo.

Acredita-se que com este trabalho, conseguiu~-se abrir
um caminho para compreensdo do projeto de desenvolvimento e
andlise de algoritmos paralelos. Este trabalho sintetiza uma
grande quantidade de idédias e conceitos e pretende proporcionar
opedes para a continuidade deste estudo. Algumas destas opeles
foram formalizadas e propostas no item 7.3 propostas para novos
estudos.
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7.2 Constatagles

Verificou-se que os algoritmos baseados na tdenica de
divisdo e conquista no acrescentam grandes progressos na ordem
de complexidade de tempo para a solugo de problemas, mas sim um
ganho no tempo de processamento, no tempo de execugao do programa
para solucionar o problema.

Para que algoritmos baseados em divisdo e conquista
produzam um ganho na ordem de complexidade, ¢ necessdrio que a
mAdquina tenha uma arquitetura adequada & técnica, ou seja, uma
estirutura de Arvore. E necessdrio ainda, que - existam
processadores suficientes para que o problema seja executado
totalmente em paralelo. Isto significa dizer que o problema &
dividido emn subproblemas atdé o nfvel de "problemas simples”, o6
quais slo resolvidos diretamente. Este nlvel corresponderia as
folhas da &rvore, onde todos os subproblemas seriam resolvidos ao
mesno tempo, em paralelo. Ora, isto implica que, como a cada
passo somente wum nfvel da drvore estd ativo, que muitos
processadores estariam ociosos grande parte do tempo, em que ©
problema estaria sendo resolvido. Nestes moldes, a mdquina seria
ineficiente e cara. Estudos vem sendo desenvolvidos para definir
LIM& arquitetura de Arvore, com  processadores realocados
dinamicamente.

Verificou-se, ainda, que a paralelizaglo dos algoritmos
baseados na divisdo e conquista atinge mais o nlvel de Mecuglo
do que o nfvel de projeto de desénvolvimento de algoritmos
paralelos, isto significa, que algoritmos sequenciais baseados em
divisRo e conqguista, podem ser executados em paralelo ganhando
tempo de execugdo, de processamento.

Apesar disto, Duff (em [DUF87)) apresenta referfncias
de vdrios trabalhos onde citam e abrangem algoritmos baseados em
divisdo e congquista e dupla-recursividade (um caso particular de
divislo e conquista) para vdrias dreas no numéricas e numéricas,
ou, - R’inda, na biblipgrafia consultada existem exemplos destes
algoritmos.

. Nas caracterizagdes de mnodelos computacionais
estudados, encontrou~se alguns baseados em caracterlsticas idenis
ou utdpicas, sobre os quais Fforam e sXo feitas andlises dos
algoritmos. Entre estas caracterlsticas utdpicas ou ideais, estd
a suposi¢iao do paralelismo livre, no qual existem infinitos
processadores disponlveiss o problema pode ser representado por
uma sequéncia de opera¢fes ldgicas e aritméticas bindrias;y cada
operagdo pode ser executada em uma unidade de tempoy cada
processador poder executar qualquer operaglo a qualquer momento;
os demais PpProcessos envolvidos (como transferfncia de dados e
controle de processamento) na solugo do problema ndo requerem
nenhum tempo para serem executados e nlo existir nenhum conflito
de acesso aos dados.
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Na pridtica vE&-se 9que as andlises baseadas em tais
modelos, levam =a resultados que ndo correspondem A realidade,
pois como foi visto no capltulo quatro, a complexidade de
algoritmos paralelos ndo depende apenas da quantidade de trabalho
necessdrio para resolver o problema, mas também do nmimero de
processadores disponlveis e do modelo de computacdo, da
arduitetura da mdquina e da forma como é feita a comunicaglo
entre os processadores. ’

Quando a6 estudsa complexidade de algoritmos
sequenciais, logo sdo identificadas as medidas de complexidade,
onde o tempo e 0 espago sBo as principais. A quant ifica¢lo destas
medidas é feita atravéds de um formalismo, que procura descrever o
relacionamento do tamanho do problema ao tempo necessdrio para
resolver. Este relacionamento & feito através de fun¢es,
denominadas de fun¢tes de complexidade de problemas, que calculam
o nimero de operagles elementares necessdrias para resolver o
problema, independente da m3quina., Para tanto, usa-se a notaglo
de ordem, ou o conceito de ordem m3xima(minima ou, exata).  Esta
idédia tem sido utilizada para descrever a cdomplexidade de
algoritmos paralelos, apesar desta depender dos modelos
computacionais {ou miAgquinas) e do ndmero de processadores
disponlfveis. Portanto, hd a necessidade de se criar uma notaglo
mais expressiva, mais eficiente para se expressar esta
complexidade.

Devido, ainda, a esta dependé@ncia da compleridade de
algoritmos paralelos a fatores como quantidade de trabalho,
arquiteturasmnodelo computacional € nidmero de processadoresy tem—
se para cada tipo de mAquinaltedrica) uma cota. superior de
complexidade. Um trabalho interessante a ser feito, & identificar
os principais modelos computacionais (modelos nos quais as
mAquinas reais se baseiam), e determinar a cota superior para
cada problema em cada modelo; determinar qual o nidmero dtimo de
processadores  para resolver cada problema em cada modelo e &
implicaglo da existéncia de um nimero menor na complexidade do
algoritmo paralelo.

As consideragdes anteriores implicam na criaglo de um
formalismo capaz de wpressar a complexidade de algoritmos
paralelos em funglo dos seguintes parfmetros: tamanho do
problema, tipo de midquina, ndmero de processadores; e que
expresse a quantidade de trabalho necessdrio na mdquina com o©
determinado ndmero de processadores, de forma que wvariando os
par@metros, seja identificado o efeito da mesma na complexidade.

Sabe-se que o primeiro supercomputador foi instalado em
1976 e, a partir de entdo, com o aumento da demanda e
disponibilidade de mdquinas paralelas, o desenvolvimento de
algoritmos paralelos passou do campo tedrico para o prdtico,
resultando . numa grande quantidade de diferentes algoritmos
paralelos para a soluglo de problemas, em vdrios tipos de
mAquinas paralelas. Com isto surgiram algumas questdes, que nos
levam a refletir saobre o assunto.
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a) Quais as Classes de problemas que so resolvidos de forma
eficiente em cada mAquina?;

h) Qual o melhor tipo de algoritmo para cada mdquina e qual
auua complexidade?y

¢) Para um determinado problema, gqual a cota superior de
complexidade dos algoritmos em cada mdquina € em qual
delas o problema & mais eficiente. Quio proximo estd esta
cota superior da cota inerente do problema e qual a
relaglo entre elas?s

d) Qual a varia¢lo que resulta na complexidade do algoritmo
paralelo uma variaglo do mimero de processadores e qual o
nimero ideal de processadores para resolver o problema?

Por fim, sugere-se que sejam analisadas as solugles
existentes para as madquinas, com o objetivo de identificar as
téenicas de paraleliza¢lo utilizadas, para que se possa
desenvolver algoritmos paralelos eficientes.

7.3 Propostas para novos estudos

Neste item slo apresentados algumas propostas de estudo
decorrentes deste trabalho. Alguns destes estudos chegaram a ser
iniciados e o resultado parcial encontra-se documentado no anex
B Conslderagbes sobre algoritmos numdricos paralelos.

Equacdes de recorr&ncia e a determinaglo da cota superior de
problemas '

Estudar a soluglo de equagdes de recorr&ncia e sua
importancia na determinaglo da cota superior de algoritmos, um-
ves que elas sqo uma das principais metodologias para o
determina¢lo de limites superiores. FEste estudo deve identificar
e caracterizar o0s principais problemas abordados ¢ determinar a
gquacdo de recorréncia do algoritmo.

Bibliografia: [AKL891, [KRO861, [WEI77]

Linguagens e notacdes de algoritmos paralelos e distribuldos

Ydentificar abordagens das linguagens vetoriais e
paralelas, as quais se caracterizam pelo compilador identificando
comandos vetorizdveis e paralelizdveis e pelo programador

utilizando comandos paralelos da linguagem. 0 estudo deveria
caracterizar as principais linguagens paralelas e distribuldas,
identificando os princirais conceitos de comandos paralelos Para
cada tipo de mdquina paralela.

Bibliografia: [PER79], [PERY0], [HOL811, [KROS6]



Problemas NP-Completos e Redug®o polinomial

Caracterizar os problemaxs NP-Completoss Definir =
reduglo polinomialy demonstrar a equival&ncia de problemas e
consideragtes sobre a questNo em aberto: P = NP ? Identificar os
problemas inerentemente sequenciais (P-completos), caracterizd-
los e descrever a forma de abordagem na tentativa de soluglo.
Fazer consideracdes sobre a gquestdo em aberto: P=NC?

Bibliografia: [AHO741, [Cars881, [PIP79al, [TRA76b1, L[TER%Q],
[TER94 ], [MIYB8], [KRO86], [wEI77].
Algoritmos paralelos iterativos

Estudar a grande classe de problemas resolvidos por

métodos iterativos e as vantagens e consequ@ncias da
paralelizagNo; Identificar modelos de métodos iterativos
paralelos e o uso de algoritmos sincronos e assincronoss

determinar a ordem de convergé&ncia dos algoritmos iterativos
paralelos e critérios de parada que podem ser empregados.

Bibliografia: [AKL89J], [DUF871], [HoL81l, [JaMBS1, [SAM771,
| [KROB6 ] .

Problemas de comparago

Os problemas de comparaglo consistem em problemas de
selegdo, ordenagdo por intercalagdo e concatena¢o e pesquisa. 0
estudo teria por objetive identificar as cotas inferiores dos
problemas € os melhores algoritmos sequenciais que resolvem estes
problemas. Estudar algoritmos paralelos para estes problemas e
compard-los com 0% sequenciais.

Bibliografias [AKLB9], [BAT&8], [CAR8B8], [KROB6]

Operagdes com matrizes - algoritmos paralelos

Problemas  envolvendo matrizes aparecem em varios
contextos numéricos e ndo numéricos. Exemplos do uso de matrizes
s80 encontrados na solugdo de sistemas € na representaglo de
agrafos. ) ‘ )

Nest e estudo, deveria caracterizar opera¢les com
matrizes que sXo computadas em paralelo, como cdlculo da matriz
transposta, multiplicagdes entre matrizes € matrizes com vetores,
bem como o calculo da matriz inversa. Este estudo deve
identificar, para cada operaclo, =a verslo do algoritmo mais
eficiente. para cada arquitetura.

Bibliografia? [AKL89 ], [DUF87], [GEN79], [HEL78], [MoD88],
[KRO8&], [TER9?@]1, [TER?L1, [AHO74]
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Resoluglo de Problemas numéricos -algoritmos paralelos

Em aplicagBes cientl{ficas e da engenharia que se
utilizam de computadores para resolver problemas matemdticos.
Elas abrangem um grande intervalo de aplicag®es, como modelagem
da atmosfera para previsXo do tempo, para modelar o plasma na
flsica tedrica, para projetar estacdes espaciais e aeronaves,
para controlar trdfego adreo entre outros. Nestas aplicacées
computadores sXo utilizades para calcular =zeros de funcdes
(ralzes de polinBmios), resolver sistemas de equagdes, calcular
autovalores e resolver equagles diferenciais.

Paortanto, e Faz necessdrio o estudo da resoluglo de
problemas numéricos via algoritmos paralelos e do impacto da
computaclo vetorial e paralela sobre tais problemas.

Outra questdo importante a ser estudada & que
algoritmos numéricos envolvem um grande ndmero de operagies
elementares, ocasionando problemas de erro de arredondamento e de
sua propagacdo, além de questdes de estabilidade ou instabilidade
nundérica.

Entre as vantagens do processamento paralelo estdo? o
aumento da velocidade de processamento; a possibilidade de
resolugio de praoblemas muito complexos para mdquinas sequenciais
¢ a soluglo de problemas de natureza paralela.

Os problemas computacionais mais comuns em JAlgebra
linear sMo a solugo de equagdes lineares ¢ o problema algébrico
de autovalores para vadrios tipos de matrizes., 0 problema das
caracter{sticas afetam qualquer implementagdo computacional,
incluindo matrizes quadradas ou retangulares; simétricas ou ndos
densas, esparsas ou tridiagonaisy explicitamente representada
pelas suas entradas ou implicitamente representada pelas suas
agoes em vetores. Tais propriedades determinam qual algoritmo ou
famllia de algoritmo & apropriada para resolver o problema em
qual  ambiente computacional, seguencial ou paralelo, podendo
sofrer maior impacto no ambiente paralelo. Por exemplo, a
necessidade de linhas oun colunas intercambiarem—se para
estabilidade numérica pode ser uma complicaglqo mais séria =ao
ambiente paralelo do que ao sequencial. QOQutra auestdo importante
& o tamanho da matriz, o que determina a quantidade de recursos
computacionais que serilo necessdrios, assim como que classes de
algoritmos e estrutura de dados deve ser mais apropriada.

s algoritmos paralelos para solugo de sistemas de
equagoes lineares podem ser por métodos diretos ou iterativos.

FatoragRo de matrizes densas & um caso interessante de
estudo para implementag¢do paralela devido ao fato de existirem
duas caracterlsticas que tendem a inibir a eficifncia paralela.
Elas sRo: restricdes de preced&ncia sequenciais, devido a
sucessivas linhas, colunas ¢ submatrizes da matriz fFatorada,
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necessitam ser calculadas em ordem consecutiva ey comunicago
global ser requerida porque cada sucessiva linha, coluna ou
submatriz da matriz fatorada depender de todas precedentes
linhas, colunas ou submnatrizes.

, Métodos iterativos para soluglo de sistemas de equagdes
lineares também se apresentam como um caso interessante de estudo
para implementagRo em paralelo. Eles diferem dos métodos diretos,
nos quais um conjunto fixo de cdlculos precisam ser realizados em
ordem para chegar a solugfo correta, a natureza autocorretiva dos
métodos iterativos permite que se altere os cdlculos para herdar
paralelismos. 0 speedup de iteragdes individuais pelo acrescentar
da concorréncia ndo se beneficia, entretanto, facilita o cdlculo
da prdxima iteraglo.

Métodos iterativos sdo frequentemente recomendados para
inplementacBes em paralelo por limitarem mais 0os requisitos de
comunicaclo, em relaglo =a comunicaglo global necessdria em
mnétodos diretos por fatoraglo.

Métodos para solugdo de equagdes diferenciais parciais
(PDE) podem ser classificados em métodos diretos e mnétodos
iterativos. Métodos diretos resolvem PDEs analiticamentesy métodos
iterativos iniciam com valores estimados em certa localizago
ceaspecifica e, entqo, convergem para estimativas mais exatas.
Algor itmos iterativos para resolver PDEs podem consumir um tempo
de processamento bastante grande, por isto & interessante olhar
para computagdes paralelas. Quando a utilidade de um método
iterativo & verificada, o intervalo de convergéncia dos valores
para se ter a solugo & de grande importéncia.

f resoluecdo de PDEs pode ser feita através de
algoritmos paralelos baseados no  ws0 de tré&s rotinast
particionamentao, discretizacﬂo e iteraglo.

Particionamento - A% varidveis no problema sq0
divididas em grupos. 0 critério de agrupamento pode ser
geomdtrico, ou uma propriedade da matriz, ou uma propriedade
figica. Diferentes particionamentos podem ser usados en

diferentes veres e particgles podem ser mais particionadas.
Particionamento geralmente conduz ao uso de paralelismo.

Discretizaglo -~ 0 problema contfnuo PDE é substituldo
por um problema finito com um conjunto de nmnimeros reais como
varidveis. As duas técnicas mais comuns sXo diferengas finitas e
fun¢des bases (elementos finitos, polinBmios e pansdes em
séries). Métodos de diferengas finitas € fun¢des bases com
suporte local sXo muito bons para métodos paralelos na fase de
discretizagRo, por serem esses cdlculos altamente independentes
uns dos outros. Discretizagdes sXo também divididos em métodos de
alta ordem e de baixa ordem. Métodos de alta ordem sXo vantajosos
para paralelizag¢o pois mais de um trabalho pode ser feito na
fase de discretizago dos cdlculos.



Iteraglo - Iteragdes & uma técnica de propdsito geral
que té&€m dificuldades (no linearidade, problemas muito grandes,
depend&ncia de tempo). Iteraglo & inerentemente sequencial e
portanto, no & muito proplfcia para exploragdo de paralelismo.
Ainda que iteraglo seja essencial para resolver muitos PDEs, é
bom sd introduzi-la quando o ndmero de iteragdes for pequeno e o
trabalho em cada itera¢®o bem grande e que se possa dividi~lo

em

componentes paralelos.
Bibliografias [aKL89], [burs7], [GaL77zl, [MAES7], [saM771,
[sHE&7 ], [KRO861, [voIssl, [capr8s], [HEL78],

LRUM%O].
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ANEXO A

REVISAO MATEMATICA
LOGARITMO

Para todo z maior que zero (z > 0), logaritmo na base b de z é
um ndmero y tal que b elevado na y seja igual a z. Na linguagem
matematica, temos:

VzeER e 2>0) logiz=y < W=z

Um logaritmo na base dois, binario é definido por:

logaz =y < 2=z

para facilitar a notacdo, serd adotada a convengdo que o logaritmo
na base 2, serd anotado por:

logaz = logz

.. Cabe ainda relembrar o gréifico da fungio loga.rftmica

o (VzeR,z>0)

09T e logl =0, pois 2°=1
¢ o logaritmo de zero néo ¢é definido
pois nao existe valor k que elevado

lf T a dois seja zero.

[(Bk € ®)/ 2* =0)]

Y

Propriedades:
(i) Se z; > z; entdo logzi > logz, — fungio extritamente crescente;

(ii) Se logz; = logz, , entdo z, = z,.
— fungdo ionivoca. (1 para 1)

(iii) logl =0, pois 29 =1 ;

(iv) logyb® = a , particularmente log2® = a ;

il
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(v) logsz = ',—‘;-"g% = logz = logyx . logb

(vi) log(zy.x2) = logz, + logz, ;

. (vii) log(zy/x2) = logzy — logzy ;

(viii)logz® = alogz ;

log.‘l:l

logra __ .
1 = Tq 3

(ix) =
(x) Sen=2% logn=k;
(xi) Se 2¥ < n < 2% | |logn| = ke[logn] = k + 1;

xii) n < 209kl < 2n ; e 2 < 2lonl < g
2

PROGRESSAO ARITMETICA (PA)

E uma sucessdo numérica que, a partir do segundo, cada termo
é igual ao anterior somado com a razao da Progressao Aritmética.
formiila do termo geral

ar=a;+(n—-1).r

soma de n termos de uma P.A.

S, = n.(%toa)
PROGRESSAO GEOMETRICA (PG)

Uma sucessao de nimeros nao nulos em que o quociente de cada
um deles, a partir do segundo, pelo seu antecessor é sempre o nimero,
chama-se Razao, denotada por gq.
formila do termo geral



an = a1.q"!

formulas de somas de PG’s

n_
Sy = & q"_l 1) usada quando se tem ay, ¢,

S, = (“—':]9:‘-19-1) , usada em PG’s finitas

Sn = & , usada em PG’s infinitas |¢| < 1

Produto de n termos de uma PG
P, = \/(a).a,)"

COMBINATORIA

Arranjos simples — agrupamentos de n elementos p a p. Sao difer-
enciados pela ordem de cada agrupamento.

Anp = G2y

Combinagoes simples — agrupamentos de n elementos p a p. Nao
sao diferenciados pela ordem de cada agrupamento.

n! - n
Crp = oyt C"”"(p)

Permutacgoes simples — agrupamentos de n elementos n a n, im-
portando a ordem de cada agrupamento.

Po=nl=nn-1)(n-2)...21
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SOMATORIOS

. " . n(l+n)
i) Z;z- >
k .
") Z2x=2k+1_1
=0
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iii) glﬂ =§2 =2-%
k ; ak+l_1
vi) ga— a—1

n

v) 2;12 = —é—n(n + 1)(2n + 2)
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ANEXO B

CONSIDERACUES SOBRE ALGORITMOS NUMERICOS PARALELOS

Fate o consiste de um relatdrio parcial do estudo
sobre algorltmos numfrlros paralelos que vem sendo desenvolvido
pela subgrupo de Matemdt ica Computacional - Algoritmos paralelos,

coardenado pélo prof Tiaraju A Diverio.

Indices®
Bi Algoritmos numdricos paralelos
B2 Princlipios para construgdo de algoritmos paralelos
B2.1 Resolugdo de relagdes de recorré&ncia
B2.2 Resoluglo de equacles algébricas
B2.2.4 Método da Bissec¢Ro
B2.2.2 Método da Regula-falsi
B2.3 Solucio de equagdes diferenciais parciais
B2.4 Soluedo de sistemas de equagdes

B Algoritmos numéricos paralelos

0 ‘modelo usualmente utilizado para descrever métodos
numéricos no contexto de computadores digitais € o modelo de Von
Neumann, que consiste de um processador composto de uma unidade
de controle e uma unidade aritmética & acumuladora. Na memdria
sNo armazenados os dados € O programa.

s algoritmos de andlise numdrica envolvem um grande
nimero de operacdes elementares. Problemas de erros de
arredondamento e sua propagagio e questdes de estabilidade
nunérica t&m assumido grande importéncia.

Apartir de 1969, comegou~-ge a estudar a real
possibilidade do emprego de computadores paralelos na solu¢Ro de
problemas numdricos. Iniciou-se a estudar o aspecto tedrico da
eist®ncia de paralelismo m3ximo para uma determinada classe de
problemas. Fste tipo de questdo & estudada na Teoria da
Complexidade.

Algune autores estabelecem prds e contras para o uso de
computadores paralelos. Alguns itens favordveis slos

a) 0 aumento da velocidade de processamento, uma ver que as
estruturas convencionais tem suas limitagdes flsicas € que
um computador com n processadores ¢ mais barato que n
computadores com um sd processadors

b) A possibilidade de resoluglo de problemas multo complexos
para mAquinas sequenciais:

¢) A soluglo de problemas, os quais s0 de natureza

paralela, como por edemplo operagdes vetoriais € simulagdes
discretas:
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Dois dos itens desfavordveis ao uso sdol

a) A utilizaco pobre das mAquinas paralelas (questdes de
gerenciamento)s

BY O acesso paralelo aos dados que ocasiona uma complicada
organizagao de dados.

Um semnplo ilustrativo do uso de computadores
paralelos, explorando o paralelismo das operagoes é na soma de n
termos de uma sequéncia (ou um conjunto de ndmeros reais) {ail
(para j=i, waeyN). Para melhor ilustrar, vamos assumir uma

sequéncia com 16 termos, ou seja n = i16. Entlo temos,
A = al + a2 +...+ 1l + aié

Para efetuar esse somatdrio sdo necessdrios 195 adi¢des.
Se considerarmos como uma unidade o tempo de cada adi¢Ro, teremos
que 0o tempo necessdrio para efetuar tal somatdrio é de 15
unidades de tempo.

Se wusarmos dois processadores, somando as parcelas
pares ¢ as impares nos processadores, usaremos  apenas  sete
adig¢les &, mais uma para obter o soma total, ou seja,

Bi = ai + ald + ad + a7 + a%? + aii + aild + aih
B2 = a2 + a4 + aé + a8 + aild + ai22 + aid + ald

A = Bi + B2

Portanto, temos que o tempo T2 para efetuar a soma
usando dois processadores & de 8 unidades de tempo. Aumentando o
nimero de processadores e seguindo a mesma linha de racioclnio,
obtemos a relaglo mimero de processadores e unidades de tempo
necessdrios para somar 16 ndmeros, descrita pela figura bi.

Sove eme st wtes soss seme snet sees dees sese Seee svee

i 1 Tep
e !
I A B
2 8 |
a3 4
P4 05
8 1 4

Figebi Unidades de tempo necessdrias para somar 16 ndmeros
utilizando p processadores
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Fig.b2 Comparacdo entre Processamento Sequencial € Paralelo

‘B2 Princlpios para construglo de algoritmos paralelos

Neste item sXo enumerados alguns dos princlpios para a
construcNo de algoritmos paralelos. 0O primeiro princlpio na
construglo de algoritmos paralelos ¢ iniciar com um algoritmo
serial (sequencial) e, entla, convert&-1lo em rotinas com
operagdes com vetores. 0 propdsito disto & que operacdes
vetaoriais podem ser executadas em paralelo. Esse princlpio pode
ser exemplificado com a solugdo de sistemas de equacdes lineares
de ordem MM, pelo nétodo de eliminaglo de Gauss
(triangularizaco da matriz de coeficientes).

0 segundo princlpio ¢ o nétodo do vetor iterago, onde
é feita uma substituicBo do algoritmo sequencial direto por um
algoritmo paralelo iterativo. Outro princlpio empregadeo & o
método da dupla recursividade.

A qualidade numérica de algoritmos paralelos envolvem
os  fatores da estabilidade, do erro de arredondamento e da
propagaglo dos ervaos.

‘Na andlise numérica a soluglo de um problema & nmuitas
vVeEZe s, EXPressn como uma sequencia xi,x2, ...rxn de reais, onde
M (i1=4,2,euwyn) pode depender de um xj de Indice inferior, ou
seja, J { 1. Equagdes que possuem estas propriedades sXo chamadas
equacdes de recorréncia. Estas solugdes para dada constitui¢lo de
limites se constitui um problema de recorréncia.

Alguns exenplos de problemas de recorré&ncia sqo o
produto interno de dois vetores, =a avaliago de polinBmios pelo
nétodo de Horner & o cdlculo da sequBncia de Fibonacci de segunda
ordem. A paraleliza¢o desse tipo de problema, geralmente depende
da decomposiglo de uma expresslo A em duas expressies AL e AR
similares, onde cada uma delas pode ser calculada simultaneamente
em um processador independente. Para assegurar isto, ¢ necessidrio
que exista uma fungRo f tal que, A=F(AL,A2); que o cllculo de Al
e A2 sejam processados independentemente & possuam a mesma
complexidade computacional e, por fim, que A1 & A2 requeram a
mesma sequincia de operagdes para seus cdlculos.
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Neste relatdrio parcial, sd0o descritos algoritmos
paralelos para a soluglo de relagles de recorr&ncia, resoluglo de
equagdes algébricas, equagdes diferenciais e sistemas de equagdes
lineares. Uma relaglo de recorrécia ¢ uma equaglo que edpressa o
valaor da funglo em wum ponto em termos de valores de outros
pontos. Estudos mostram um ndmero de inst&ncias na qual equagdes
de recorr&ncia ocorrem em andlise numédrica. Estas inst&ncias
incluem a solugdo de equagles lineares através da eliminaglo de
Gauss: solugdo de equagtes diferenciais ordindrias no tempo e
métodos que levam para a soluglo de equagdes diferenciais no
CHPAGO. ' o

Equagdes diferenciais parciais (PDE) aparecem
frequentemente na engenharia, na flsica, na gqulmica € em outras
ciéncias flsicas. 0 caso de estudo considerado aqui, ¢ o simples,
o problema intuitivo de achar o estado constante de distribuiglo
de temperatura em uma placa fina de metal retangular com
condi¢Oes fixas de limites.

0 outro problema considerado s8o0 cdlculos matriciais,
como a solugdo de sistemas de equagles lineares através do
algoritmo de eliminago de Gauss. -

B2.4 Resolugo de rela¢Bes de recorréncia

Uma relag¢do de recorréncia geral de primeira ordem tem
a formas
Md = adawi—i 4+ di, pRFa j=L,eaa.,n

onde o0s valores 20,a1,a2,...,an € di,...,dn sNo dados. Pode ser
assumido, sem perda de generalidade, que %0 = ai = @, portanto se
os  valores ndo sXo nulos, di pode ser redefinido como igual A
soma di  + al x@. Assumiu-se isto para facilitar a andlise e
subsequente simplificaglo no algoritmo para entendimento.

Dada uma sequéncia de valores di,d2,...,dn a soma
parcial xi & definida pelo somatdrio dos dj, com j=1i A i
Achados todas as somas parciais #i,...,xn da sequncia de valores
¢ na realidade um caso especial de recorr@ncia linear de primeira
ordem, o caso onde todos os aj sNo iguais a um.

Um algoritmo Bi, serve para calcular as somas parciais
da sequincia de valores, sua execuedo & ilustrada na figura b3. 0
algoritmo & chamado de método da soma parcial por cascata.
Assumindo que n=2"k, os valores di,...,dn sXo armazenados nos
elementos processadores PO, Pi,...,Pn-i. Em outras palavras, a
varidvel d(®) no elemento processador PO contém di e assim por
diante. Quando o algoritmo termina, (i) ird conter a  somn
parcial xi+i. A complexidade do algoritmo & o{log n) com n
elementos processadores no modelo.
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ALGORITMO Bi: Método da soma parcial por cascata

BEGIN

FOR ALL Pi, where 0 (= i (= n-i

PO x(id)=d(idy
FOR i=0Q to log n-—-%

DO FOR ALL Pj, where 271 +1 (= j {=n

DO BEGIN
tCjr= #{j=a2™i)
w(gy+t (jo

M jym=
ENDFOR ¢
END

Po PL P2 P3 P4 PS5 P& P7
I HES A P31 HECYS S V6 -4 | I HEad B

: \ \ N\ ' \ ' N\ ' N\ ! N\ H N\ H

H \ : \ H \ : \ H N\ : N\ : AN
s\ N\ e\ \ e N \ = \= e
P4 0 I I S S V4 P2 HE S i 4 1

N T N T T e B e B +

: \w“mm“wwmmwwm+ \megmmu“WWW+ \“mm: wwwwwww + :

H H { ! H : H :
f a4t 1851 18 tet tet 131 151 164!

AN AN N A St R i + :

R Rt Sttt RS e ; ; :

; : N : N R e B

: ! N\ § o b oo + ! ;

Fig.b3 Execug®o do algoritmo da Soma Parcial por cascata
(modelo com 8 processadores)

Um modelo bastante similar pode ser desenvolvido para
resolver uma relago de recorréncia linear de primeira ordem
geral. 0 algoritmo ¢ chamado de resoluglo clclica e ele inicia
pela reduglo de relagdes entre termos adjacentes na sequBncia com
relagdes entre cada outro termo na sequéncia. No segundo passo,
relagdes entre dois termos na sequBncia sdo reduzidos para
relagtes entre quatro termos na sequBncia. Depois de um nidmero
logaritmico de passos de reductes, o0s termos so tomados no seu
valor final, pois eles sqo usados para valores constantes e ndo
para outros termos.

Considerando dois sucessivos termos na relaglo de
recorrincia, temogs ‘
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<j = ajexd-i +dJ
<j-1 = aj-i.xj-2 + dj-i

bl

~s e

aplicando a redu¢o, resulta em =

g = aj.aj-i.xj-2 + aj.dji-i  +dJ

que com substitui¢do de varidvel se tem:
(i) &

M o= oaj Wxj-2 + di

Esta equaco & uma relagdo de recorr@ncia de prineira
ordem €, representa um progresso em relaglo a rela¢¥o inicial,
pois envolvem termos alternativos da sequéncia original. Este
processo pode ser repetido log n vezes. A cada passo sdo gerados
um conjunto de relagBes de recorré&nciat

(1) (1)

My = aj  «MJ=2"1 + dj , onde 1=0,4,.0.,109 N & j=i,aasn
e onde

(1) (1-4) (1-4) 3
aJ =@ woAag- 2% ¢1-1) 3

o(x)

(1) (1-4) (1-1) (1-1) 3
dJj = ad di~ 27(1-1) +d j 3
com a condigo inicial,

(?) (@)
aj = aJ e dJj =

Se o wvalor da varidvel subscrita i de ai, di e i

est iver fora do intervalo de £ a n, entlo o valor reéeferenciado é
nulo. Quando 1=1log n, a varidvel subscrita de cada referéncia
para xj-2"1 & menor que um. Portanto, a solugdo para relaglo de
recorr@ncia pode ser achada em log n redugdes, sendo,

log n
M = dj

A chave para o algoritmo paralelo & =a paralelizacﬁo da
avalia¢No das equagBes (%), para todos aj € dj. A equagdo de
di™{1) pode ser vista como uma relago de recorr&ncia de primeira
ordem, mas ndo é. 0s valores calculados em cada iteragdo 1
dependem somente de wvalores calculados na iteraglo 1-1.
Entretanto, todos os valores na l1-&sima iteragNo podem se
calculados simultaneamente. O algoritmo paralelo para reduglo
cfclica & dado a seguir.



ALGORITMO B2: Algoritmo da redugo clclica

BEGIN
FOR i=0® to log n-i
DO FOR ALL Pj, where 27i +i (= j (= n-1{
DO BEGIN
IF i »=4
THEN BEGIN
t(jd= a(j-a™i)
alj) = a(jr+t i)
ENDIF
ECjdI=dj~27i0)
dCi) = adjr*t(j) +ddJj)
ENDFOR
FOR ALL Pj DO sx(ji=d(i)s
END..

B2.2 ResolugRo de equagdes algébricas

A resoluglo de equagles algébricas ou, como € mais
conhecido, o problema do cdlculo de =zeros de uma fun¢lo ndo
linear, ou c3lculo das raflzes de um polinBmio, geralmente
envalvem um intervalo que contém um zero da fun¢lo ¢ se aplica
algum método. Esses métodos variam em sua complexidade, ndmero de
operagdes, na converg@ncia ou nio para o zero da fun¢lo.

GRo exemplificados agqui métodos de quebra, que sio
métodos onde a idéia bdsica consiste de, a partir de um intervalo
fechado que contenha um zero de uma fungdo continua no intervalo,
determina-se. um ponto xm que "quebre” o intervalo em dois, de
modo que o =ero pertenga a um dos subintervalos formados.

. Na abordagem paralela, a solugdo é obtida pelo uso de
algoritmos paralelos sobre miquinas paralelas. Nessa verso
inicia~se com um intervalo fechado inicial gque contenha um =ero
=. Algoritmos slo providenciados para gerar uma sequéncia de
intervalos tal que=s

' {k> : {k>
{ I 1, onde para cada I r 2 & 1
0 objetivo & obter algoritmos monotBnicos. A cada iteraglo n
valores da fun¢o slo calculados em paralelo, usando n

processadores. Mais formalmente, temos a fun¢Bo real £, tal ques

(@’ <O
f: [ a » b ] =-=> IR,
, | <o <> <>
que possui zeros & no intervalo I 2= [a y b 1.

A procura pela soluelo da equaglo f()=0, pode ser
expressa pela geragio de uma sequBncia de intervaloss
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(k> <k ?
{ I Ty onde 1 ¢ gerado a partir de um intervalo inicial,

segundo a regras

(k>
i)y = €1 y Para k >= @3
{k?» (2> 4 LB
ity I C www G 1 ¢ I ¢ I H
{k>
iii) I - 2z, quando k tende ao infinitos

A regra anterior garante que o algoritmo gere uma
sequéncia monotdSnica de limites inferiores e superiores para = €,
ainda, a  convergéncia pode ser assegurada independentemente de
quido bem foi escolhido o intervalo inicial. Na priatica o item
Piiy é introduzido no algoritmo devido ao acdmulo de erro de
arredondamento e na forma:l :

<k >
iii) I = ], k >= ko

0 intervalo atua como umna espdcie de ponto-fixo, que
nMo interfere sobre o método considerado. :

Define-se o difmetro d do intervalo Is= [a ,b ] pors:
d¢Idi= b -~ @.

As condi¢des de converg8&ncia para a sequncia de intervalos s8o
estabelecidas atravéds de condi¢Bes baseadas na dist8ncia.

SN0 descritos a seguir, dois métados de quebra
sequinciais e suas versodes paralelas, onde se considera a funglo
y = f{u), da qual se quer caloular seus ZEros. :

B2.2.14 Método da Bisecglo
Verslo sequencial

0 método da Bissece¢do é am método de quebra e é idtil
para o cdlculo de weros de fungdes, desde que para a funglo f(x)
em um dado intervalo I = [a, bl gque contenha um zero (simples),
ou seja, f{a)xfh) ( @, divide—~se o intervalo ao meio €, calcula-
se o valar da fun¢o nesse ponto intermedidrio sm. Caso xm ndo
seja a raizg, verifica-se em qual dos dois subintervalos o zero da
fung o permaneceu, através do produto de f(a)xf{xm) ser menor ou
nfo gque Tero, tendo assim, outro intervalo menor, para o qual se
repete o0 processo, atd que um dos critdrios de parada seja
satisfeito ou que se encontre a raiz real.
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Na figura b4 temos a interpretaglo geomdtrica do
nétodo da bissecglo com o valor xm intermedidrio como o ponto
médio do intervalo (xm = (atb)/2).

(b

£ {xm)

oves cove sewy Bou sone

—— e m- e e w= e e e e we —— -

Fig.b4 Interpretacdo geométrica do Método da Bissecelo

Algumas observacdes se fazem necessdrias sobre o método
como por exemplo, que ele n¥o pode ser utilizado para calcular
rzeros muito préximos € nem para zeros com multiplicidade par,
pois o teste F(rRI%F(b) ¢ @ nlo serd satisfeito.

§] método, gquando satisfeita =a condi¢lo inicial
converge, mas esta converg&ncia & mnuito lentay ganha-se a cada
iteragRo um dlgito bindrio de exatidlo, o que resulta que
tenhamos que fazer 3.3 itera¢des para se ganhar um dfgito
decimal.

Depois de k repetigdes do processo, o intervalo inicial
I serd reduzido de tamanho para (b - a) / 27k.  Se for tomado
como valor aproximado do zero da fungo o ponto médio, este terd
um erro maximo de (b ~ a) / 27(k+4).

0 algoritmo B3 é a versdo sequencial para o método da
BissecgBo. Nele € assumido que £<¢x) & uma fun¢Xo definida
previamente. 0s dados de entrada slo os extremns =a e b do

intervalo inicial e To) valor requerido de algarismos
significativos corretos (ASCREQ). A varidvel K  representa o
nimero de iteraglo, enquanto que MENOR & um ‘valor pegqueno

dependente da mAgquina.
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ALGORITMO B3: Md&todo da Bissec¢Bo sequencial
INICIO
LEIA A,B,ASCREQ;
Ke=03y
FMe=410;
Fas=f{A)y
FBa=Ff(B)Ys
ENQUANT(O FaxFB>e
FaGa INICIO
ESCREVA"Intervalo no satisfar a condi¢lo de uso do método”;
LEIA A,B
FAt=Ff(A);
FBa=F{(B)
FIM;
ESCREVA "Valores iniciaiss”,A,B;

ENQUANTO K<30 & ASC(ASCREQ & Abs(FM) XMENCOR
FAQA INICIO
XMa=(A+B) /27
Ka=K+ip
FMas=f(XM);

SE Abs (FM)(MENOR
ENTAOQ INICIO
AT=XMy Bi=XM;
FAs=FM; FBi=FMgy
FIM
SENRAO SE FAxXFM <@
ENTAO FACA INICIO
Bi=XM; FB2=FM;
FIM
SENAO FAQA INICIOD
A=XM; FAI=FM;
FIMs
ABCE=—(0.3+L.OG(my+Abs ((B-A)/B))) 3
FIM ZENQUANTO;

SE K=30 & ((ASCC ASCREQ) 0OU {(Abs(FM) >MENOR))
ENTAQ ESCREVA "N3o convergiu®,XM,ASC,K
SENAO ESCREVA "Raiz =",XM,ASC,K:s

FIM.

Para melhor ilustrar o método, sua convergéncia e para
melhor compreenslo de seu algoritmo ¢ dado um exemplo prdtico, o
cdlculo da raiz do pelin8mio Pndx) abaixo,no intervalo 1I=[3,4],
com no minimo cinco algarismos significativos corretos.

4 3 2
Pn(:) = x +2x =7 WS 20y ~41

Teste inicial: Verificar se no intervalo I=[3,4] existe uma raiz,
ou seja, se FI(3)IxFf{4) ( @ . Como F(3)= ~3.5000 e Ff(4)= £73.0000
estlo satisfazendo a tondig¢lo de utiliza¢Ro, entlo escolhemos o
ponto médio xm= 3.5 e verificamos se o valor da funglo no ponto
m € nulo ou nRo. Fixm)= &42.9375.
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Como FC3I%F(3.%) < @, temos o novo subintervalo como sendo
[3.0 » 3.9%] e, assim, repetimos o processo, o qual estd descrito
na figura ba.
i K | A i 3 : XM : F{XM) i ASC
:_“m~+““m“““mmmmnw+“m“mw““m“mum+”mmm*nmnﬁwmm+~m~~nm_m~~”~m+u~“~~:
P9 1l +3.0000000 | +4.0000000 | +3.5000000 | +62.9375000 | 0.5 |
: i 1 +3.0000000 | +3.5000000 | +3.2500000 | +25.0039063 | 0.8 1
i 2 1 +3.9000000 | +3.2500000 | +3,1250000 | +9.6604004 | 1.1 )
H 3 1 +3.0000000 | +3.1250000 | +3.0625000 | +2.8178864 1 1.4 |
H 4 ! +3.0000000 | +3.0425000 | +3.0312500 ! ~-0.4053345 | 1.7 |
5 1 4+3,.0342500 | +3.04625000 | +3.04468750 | +1.1900482 | 2.0 |
& 43,.0342500 | +3.0448750 | +3.03904625 | +0.3883209 | 2.3 |
Vo7 +3.0342500 1 +3.03904625 | +3.0351i59463 ! ~0.009%9439 | 2.6 |
P8 1 +3.0351563 | +3.03904625 | +3.0371094 | +0.4891479 | 2.9 |
{9 1 +3.0394563 | +3.0371094 | +3.034641328 | +0.0897598 | 3.2 1}
P10 1 +3.0354563 | +3.0361328 1 +3.0356445 1 +0.0400925 | 3.5 1)
b4d ) 43.03545463 | +3.0356445 | +3.0354004 | +0.0452893 | 3.8 |
V42 1 +3.03815463 | +3.0354004 | +3.0352783 | +0.0028915 | 4.1 |
P 43 1 +3.03514563 | +3.0352783 | +3.0352473 !} -0.0033188 | 4.4 !
P i4 ) 43.0352473 | +3.0352783 | +3.0352478 1 -0.00024346 | 4.7 |
A3 1 +3.0352478 | +3.0352783 | +3.0352434 | +0.0043428 | 5.0 !
Vl6 1 +3.0352478 1 +3.0352634 1 +3.0352554 | +0.000546446 | 5.3 |
Fig.bd Valores parciais do mdtodo da Bissecglo para o

palindBmio Pn(x)

Versdo Paralela

Seja p o nimero de processadores. Para inplementaglo
paralela o intervalo ¢ subdivididos em p+i subintervalos,
através da escolha de p pontos interiores do intervalo. Para os
quais sdo calculados, em paralelo, os valores da funglo. Entre os
p+i intervalos, existe um intervalo particular IJ = [aj, bJj] tal
que o produto dos extremos & menor que zero. Caso em nenhum dos
intervalos seja satisfeita esta condiglo, ¢ devido a que algum
dos p pontos intermedidrios deve ser o zero da fungo.

Pode—-se
subintervalo

assumir que o tempo de pesquisa do  novo
seja desprezfivel em relaglo ao tempo requerido para
calcular o wvalor da funglo. Esta afirmativa é justificada na
visdo de que a rotina converge e que =a velocidade pode ser
est imada como quociente:?

Ki
S; [ I ’

Kp

onde Ki ¢ o mimero de subdivisBes de

intervalos requeridos quando
i processadores sf80 usados.

Fara melhor ilustrar, consideraremnos uma madquina
paralela com dois processadores, ou seja p = 2. Dado um intervalo

inicial I=[a, bl, determina-se dois pontos intermedidrios (pois
p=2) de I, de modo a termos tr&s subintervalos de tamanho T, dado
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por T 2= (b-a)/{(p+i), que no caso especlfico seria T= (b-a)/3. Os
pontos intermedidrios seriam pi= a+T e p2=at+2T.

Uma ver determinados os pontos intermedidrios, t&m-se
tris subintervalos [a, pil, [epi, p2)1 e Lp2, bl, dos quais um
contém a raiz. Para esse intervalo, seria entdo, repetido o
PrOCEess0. A Figura hé  contdm a interpretaglo geométrica do
método da bisseceRo para. uma mdquina com dois processadores.

f{p2)

f(b> |
fipidi

...... 7 T T I e i WD ¢

pi P Ia

Figebé Interpretaglo geométrica do Método da Bissecelo
para uma mAquina com dois processadores

Usando o algoritmo sequencial, acha-se 2 tal que
tz=-21 ¢ &, onde = & o valor real da raiz e gquando o intervalo
final for menor que 26 em tamanho.

Seja d o tamanho (difimetro) do  intervale I=[a, bl,
ent Xo d :
sare ooee mas sers oee (

27K 4

E] 26’

entretanto, a versilo paralela requer p+i passos de reduglo no
tamanho do intervalo e, portanta

o
veve woe setn vese senn sun eve snse s o0 { = 28-,

(p+1)"kp

27k = (p+id)Tkp,
donde temos,
ki = kp Log2 (p+i)
¢ portanto

Sp = lLoga (pt+i),
ou seja, Sp ¢ da ordem Log?2 (p).
0 algoritmo B4 ¢ a versdo sinwlada do algoritmo

paralelo que implementa o mdtodo da BisseceBo. Nele os valores de
a & b, extremos do intervalo sfio representados por X(0) g X(P+4)
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e o difimetro do intervalo & representado por T. As demais
varidveis sdo andlogas ao algoritmoe sequenciala As  partes
grifadas indicam agOes gue podem ser calculadas em paralelo.

ALGORITMO B4: Verslo paralela do Método da Bisseceldo
INICIO
Pe= {(Nro processadores):;

RESPOSTA="FALSE";
Ke=0; ASC:=0;

CLETA X(¢) , X<(P+1), ABOCREQ:
FC(O) i=Ff(X(D))}
F(P+1)e=f(X(P+4))y

ENGUANTO F{@I®F(P+L) @
Faga INICIO
ESCREVA “INTERVALQO NAD SATISFAZ CONDICAO DE US0 DO METODO";
LEIA X40) ,X<(P+i)y

FCO)i=f(X(0));
F(P+i)e=f(X(P+4))3
Flimg

EINQUANTD K ¢ 38 & ASBC ( ASCREQ & RESPOSTA = "FALSE"
FaEs ITNICLO
KausiKrdy
Te=m(X(P+L)-X(@))/(P+4)y

PARA I:=1 ATE P
FAGCA INICIO
X(Ide= X(0) + I % Tj;
FOI) 3= £(X(I));
FIM;

PARA T:=4{ ATE P
FACA SE Abs(F(I)) <{ MENOR

ENTAO INICIO
RESPDSTAs="TRUE"
X(@)a=X(I):
X{(P+4)a=X(1)s
Feo)a=F(I);
F(P+4)s=F (1)

FIMs
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8E RESPOSTA="FALSE"
ENTAD INICIO

PARA I:=1 ATE P+4
FAGCA SE F(I-1)%F(I1)<®
ENTAQ INICIO
X(9)e=X{I~-41)3
F(o)e=F(I~-1)s
X(P+4)e=X(I);
F(P+4)2=F(I);
FIMy %Zfim do para

ASCE=-(@. 2 + Logimy + Abs{(X{P+L)-X(@))/X(P+4))))}

FIMs Zfim do se-entlo

FiMde % fim enguanto
GE K=30 & ((ASCCASCREQ) QU RESPOSTA="FALSE")
ENTHQ ESCREVA*NEO convergiu',X(0),XP+41) , AGC, K
SENAG BESCREVA X(0) ,X(P+4),A8C, Ky
FIiM. .

do algoritmo para 0 MmMESMO
com os mesnos valores iniciais, ou
fornecida pela figura b7. P

N seguir uma simulago
exemnplo da verso sequencial,
aeja, I = [3, 4] com AGC 5 &

KO A i

F{a i B i

e S e R TR PP RN

+3.0000000 |
+3.0000000

F{B) 1 ASC

onse cne affe seas caee were save sves sast 1as 0ne bene sene cees mree .*. vee sove ».j- et bass cure aeet sres Pree sues WEe 0o sume + oe teve sren sass seve
~3.5000000 | +4.0000000 !+173.0000000
~3.5000000 | +3.3333333 ! +36.5308600

eve sooe ormt wove sdhs tese wtas tang crte cve cen

0
i

2 +3.9000000 ~3.000000 +3.141148414 +8.0934360

1
1]
1
]
]
]
J
¥
1]
:

b3
]
L4
LB
1
1
]
t
?
1
[l
[}
'
t
)
1

é
7
a8
9
i@
14

Figusb7

—— e - we e m- m— e = e =

método
Temos

equagdo F{x)

+3.0000000
+3.024691 4
+3.03292418
+3.0342936
+2.0352080
+3.03529809
+3.0352080
+3.0352449
+3.23%247 6

ResolugBo pelo método da bissecgdo paralelo por
mdgquina de dois processadores

~3.5000000
-1 . 04604140
~@.23461798
~P.RPTOPE4
-0, 0042632
=9 . 0042632
~@. 00424632
~9.9008431

P -0.0002393

9500 10se anen nre ems F000 Sere bbs bems sek Sues A4ne Eve BEBE SAON WORO Fee Serd Sase S04e Shes

Método da Regula-Falsi

0 método
da falsa-posiglo, &

que ter uam

intervalo J =

ca

¢
[}
)
¥
¥
)
1}
]
t
1
1
H
1
1
)
1
]
t
'
1
1
]
1

Regula-~Falsi,

+3.0370370
+3.0370379
+3.QR7037O
+32.9356603
+3.03L6AG
+3.0353600
+3.8352589
+3.2352589
+3. 0352532

i3

+9.1818056
+0.18180%
+0.1818054

+9.,0422178

+9.0422478
+9.0442356
+9.0008929
+0.0008929
+0.0003497

também conhecido
semelhante =ao método
[a,

da

'
1
)
1
[}
H
¢
]
¥
H
4
1
1
t
]
(]
]
1
1
!
]
H
t
1
)
[
1
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uma

como Q

Rissecglo.
bl gue contenha uma raiz
@, que tem que ser contfnua no intervalo.

d=a



Tragamos a reta secante aos pontos (a, f(a)) e (b,
f(b)), sendo o ponto de intersecgfo da reta secante com o eixMo X,
denominado sm. Analiticamente temos?t

(b-a) f{x) a f{b) - b f{a)

W o a e . U, an arne asee oume a10m 2a0e sa0s aees eme ouen meas sums wnen bere vuse sent wvvn 200

FABY - f{ad FbY ~ F(a)

0 novo intervalo & determinado de acordo com o sinal da
funglo em [a,b], e xm, escolhendo~o de modo que a raiz esteja
contida dentro do novo intervalo. Se f(a) f{xm) ¢ & entdo o novo
intervale serd [a, xml, caso contririo serd [xm, bl. Repetindo o
PFOCGBﬁQI atd que seja satisfeito algum critério de parada ou que
se tenha encontrade a raiz.

Na Ffigura b8 temos a  interpretaglo geomdtrica do
método Régula~Falsi nos Casos convexo € concavo.

B e T

a - cobnc avoa o~ COnveXo

Fig.h8 Interpretaglo geomdéirica do método Regula-Falsi

Como o método necessita duss estimativas iniciais, umn
de cada lado da raiz, torna-se extremamente diflcil utilizd~lo
quando nXo se tem nenhuma idéia da localizago da raizx, ou se ha
ralzes quase iguais. Além disso, ralzes miltiplas de ordem par
simplesmente nXo podem ser achadas.

0 wmétodo da regula-falsi HSEMPFrEe  CONVErge uma  ves
satisfeita a condi¢Ro inicial de uso, mas ndo & muito rdpido. No
caso de fungdes convexas ou cBncavas no intervalo [a, bl, temos
que  uma das extremidades do intervalo permanece SEMPIE & MESMA,
acasionando  uma  converg®neia linear. No caso em que ambas as
rvtremidades muadam, a convergéncia ¢ super linear, sendo o valor
de ordem de converg@ncia p = 1,618. '

184



A seguir & apresentado o algoritme sequencial do mdtodo
" Regula~Falsi. Nele & assumido ague £(x) & uma fungla definidsa
préviamente, assim como & fun¢o ASC, que calcula o nlmero de
algarismos significativos corretos. 0s dados de entrada s8o os
extremos a e b  do intervalo inicial ¢ 0o wvalor requerido de
algarismos significativos corretos (ASCREQ) .

ALGORITMO BS: Algoritmo doMétodo Regula-Falsi sequencial
INICIQ

FXMe=1s
Ks=0y
ASC =0y

LEIA "Entre com os valores de B, B, ASCREQ", A,B,ASCREQ:;
Fas=Ff(a)y '
FBesf (B

ENQUANTD ASC ¢ ABCREQ QU abs(FXM) > 107 (~(ASCREQ~1)) 0OU K(>30;
FAGA INICIO
XM= A ((B-A) % FA / (FB-FA));
FXMum FOXM) g
LEL GG
SE FaxFXM ( @y
ENTACQ INICIO
Ba=XMy
FRuF XMy
F I
SENAD INICIO
fumXMe
Fas=FXMy
FIM
ABCT=ABC(A,B)
FIM

SE ABC < ASCREQ QU K > 3e;
ENTAQ ESCREVA "Nao convergiuy®
SENNO ESCREVA XM,AS0,K:
FIm

Para melhor ilustrar o método, sua convergéncia e para
melhor compreensdo de seu algoritmo é dado um exemplo pridtico, o
cdlculo da raix do polinBmio Pn{x) abaixo no intervalo I=[3,4],
com no minime cinco algarismos signifticativos corretos.

4 -3 2
Pn{u) = x  +2% =7 W =20 -4

Teste inicial® Verificar se no intervalo I=[3,4] existe uma raizx,
ou seja, se F3IRF4) < 0 . Como FIR)= ~2.5000 ¢ £{4)= 173.0000
estdo  satisfazendo a condiglo de utilizaglo. A figura b9
apresenta os valores parciais do método Regula Falsi.



K ! A B F(XM) !OASC
enen svee seae sane ‘ onve soee vese sese sene auve ames sess srenpann
3. 0000000
3.0198300
3. 0085395
3.0323343
30839862
3.0347004
3,0350126
3.03%5 14}@
3. 0352054
3.@3533@7
3.0352417
3.0332464
3.0332484
B.0830490
B.,0330494
15 1 R.0332497 1 4.0000000
16 1 3.0332498 ! 4.,0000000

"% 05‘?8»30@
3.028539%

3.0323343
3.9339862
F.0347021

e 200 avea et oo 120 snrn oen s o e tun 120 erae i

4.0000000
4.0000000
4.2000000
4.0000090
4.0000000
4.0000000
4.2000000
-4 .0000000
4.0000000
4.0000000
4.0000000
4.0000000
4.0000000
4.0000000
4.0000000

e

1“6.678/9?‘
1-0.29544692
1-0.1283094
I -Q.QRE6530
A.03%50126 1-0.0241114
3.03051470 1-0.0104664
3.0352054 1-0.0045384

3.0352307 1-0.0016235
3.0352447 [1-0.0008537
3.9352464 1-0.0003614
3.90352484 1-0.0001423
F.0AF2492 1-0.0000741
? PATR496 1-0.0000139

2ORGL2497 1-0.0000154
q PAHA498 1 -9.0000472 “e
3 0*@:499 +d. 0@000?8 7.2
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FlQ.b? Valores parciais do métuda da Regu]amFalﬁl para o
polinBmio Pn()

Como se P(ZZ'(II(:':‘ observar no E?l'(ﬁ'f‘l'l'lPlC:l ‘é’tCZih’lE’l, um dos e-.*:-:tremos
permanccen  constante, o que pode ser melhorado atravds de  uma
adaptagBo, como veremos em outros métodos. Outra observagdo é que
o ASBC permanecen nulo, em virtude do extremo fixo. 0 valar final
do ASC ¢ devido a troca de sinal da fungo na dltima iteraglo.

Vers3o paralela

Beja p o ndmero de processadores. Pars implementaglp
paralela Ti=[ayb] & novamente subdividido em p+i subintervalos,
atravds da  escolha de p pontos equidistantes inferiores de 1.
Para os quais sdo calculados, simultaneamente em paralelo, (%33
valores da fungdo fmid(para i~ 1 atd p). 0 método Regula~Falsi
¢, entdo aplicado nos intervalos [a, mi] ou [mi, b dependendo da
condiglo ser verdadeira, isto &, F(a)%Ff(mi) <& ou FmidRL(hI(O e,
se nenhum dos pontos mi & zero da fungdo.

Com isto, produz-se uma sequlincia de p pontos zi (para
i=1 atd p). Finalmente, @ partir de a, b, mi, =i (i={i até p) &
escolhido um par de modo que seja definido o menor subintervalo

Th+d = [ak+iy bk+il).

Observa-se gue se os pontos estiverem ordenados numa
sequiincia de 2p+2 elementos, bastard verificar 0o sinal do produto
da funelo do ponto com  seu vizinho Py (5,‘_i mo & direita.
PDeterminando desta forma o nove intervalo,  para o qual se repete
o processo, atd que se encontre o zero da funglo oy que se esteja
suficientemente prdsimne dele.
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A Figura hio apreﬁehta o eshago grdfico da aplicaglo
do mnétodo Regula-Falsi nos intervalos onde a condigRo &
satisfeita, para a determinago dos p pontos =i.

my
. T - ]-..

-
B X
i

i
o [' D
a ~™

- mm me e S WE mm e me me ww me mw -

Flad®Fmido . Fimid®f{hIC

Fig.bhi® Grificos de determinaglo dos =i

A seguir & apresentado o algoritmo da versfo paralela
do Método Regula-Falsi. ’

ALGORITMO Bé: algoritmo do mdtodo regula—-falsi pa?alelo
INICIO

Fiz= (Nro processadores s
RESPOSTA="FALSE"
K:i=0; ASC:=0;
LETA X<(@) ,X{(P+1), ABCREQ;
FEO)e=f(X(0));
F(P+4) s=f(X(P+1));
ENQUANTO F(Q)®RF(P+1) >0
Faa INICIO :
ESCREVA "INTERVALDO NAQ SATISFAZ CONDICAD DE USO DO METODO":
LEIA X(@) , X(P+i)y
F ) :=f(X(Q));
FP+3)e=f(X(P+1));
FIMsy
ENQUANTO K ¢ 3@ & A8C ¢ ASCREQ & RESPOSTA = "FALSE"
FAGA INICIO
Ka=K+dy
TeradX(P+L)-X(@))/(P+i)y
PARA I:=4 ATE P
FACA INICIO
X(Ide= X(0) + I % Ty
FCIda= £(X(I))s
FIMs

UFRGS
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PARA I:=i ATE P
FACA SE Abs(F(I)>) < MENOR
ENTAQ INICIO
RESPOSTA:="TRUE"
X(@)e=X(I)s
X(P+4)2=X(1)s
FC@)as=F(I);
F(P+i)e=F(1l);
FIMs
SE RESPOSTA="FALSE"
‘ ENTAHQ INICIO
PARA I:=f ATE P
FAGA
INICIO
BE F(OI®RF(I)X(O
ENTHQ
ZCI) 2 =X~ (XCI)~X(DIIRFL(RII/(F{I)-F(®))
SENMO
ZOIY a=X(I)~C(X(P+1)-XCI)I%FCI))/C(F(P+4)~F(I));
FZCI)a=f(ZCI)) s
FIMs
PARA I:2=4i ATE P
FAGCA SE Abs(FZ(I)>) { MENOR
ENTAO INICIO
RESPOSTAz="TRUE"
X(o)s=Z<(I)s
X(P+4)es=2Z(I);
FCo)e=FZ(I) s
F{P+4)2=FZ(I);
FIM;
Fivy
GF RESPOSTA="FALSE"
ENTHD INICIO

Cordena {2P+23X(D) L F D L2080, FZCIH ;00N ,FOOIY 3y

PARA Jis=i ATE 2P+
FAGA SE FOI-%F0C) (9
ENTAD INICIO
KEQY =0 J~1) 3
X(P+4ye=0¢J0)y
FCoye=FO(l-4)y

FOPefyn=FOod)
FlimMs
ASCE=-(@.3 + Loglmy + Abg((X(P+1)~X{(OII/X(P+4))) )
FIMy %Zfim do se~entdo
FIMs % Fim enguanto

GE K=30 & ((ASC{ASCREQ)Y OU RESPOSTA="FALSE")

ENTAQ ESCREVA " nYo convergiu",X(0) ,X{P+4),A80C, Ky
SENAD ESCREVA X(2) , X{(P+4),A80,K;

FIM. :
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A rotina ordena tem como parfmetros o nimero de
elementos a serem ordenados, o0& pontos i com - os pontos gerados
pela intersecgdo da secante 2i (e suas respectivas imagens  da
funco Ffi & f2id. & lista ordenada & no vetor 0i (e as imagens em
FOid.e O algoritmo BY & composto por duas etapas. Na primeira &
feita =a concatenago dos valores i € =i €, na segunda, ¢ a
ordenacgXo propriamente dita.

ALGORITMO B7: Ordena ~Rotina de ordenag¢lo
INICIO
@) a=X(0);
FOC(Q)s=F{(@)y
(2P +1) s=X(P+4i)s
FOCRP+4)3=FOCP+L) 3
PARA Yi=4i atd P
FAGCA INICIQ
OCIYaaeX(Idy FOCI)e=F(I)s
QCLePYs=Z L)y FOOIePYa=FZCI) g
FIMy
PARA Ji=2P atdé @ passo -1
PARA Ti=41 atd .l
Faea SE 04Ty ¥ 0CI+4)
ENTAQ INICILO
AUXe=0CT)y AUFs=FQOC(I>;
QLY e=0CI+4)y FOLIIe+FO(T+4d
QCI+id s=aldXy FOOI+L) t=ALUFy
FIMy
FiMs

A primegira parte da rotina pode ser suprimida, desde
que na hora de gerago dos =i, eles sejam armazenados no prdprio
vetor =i e suas imagens em Fi. Para tanto, a dimenslo dos vetores
deve ser ampliada para Zpt+i (variando de @ a Zptid.,

Outra observagio, ¢ gque esta ordenago também poderd
ser feita explorando recursos se  simaltaniedade, diminuindo o
tempo necessdrio para o cdlouwlo de cada iteracfo.

Para melor compreensdo, & dado na figura bif, a seguir
os valores parciais do Método Regula Falsi verso paralela para o
mesmo  exemplo  da veraido sequencial, com os mesmos valores
iniciais, ouw seja, I=[3, 4] com AKC 4.

R A ' F(ﬂ) g i3 i FiB) 1 ABC
HIR R T S LT ket T TP
@ 1 +3.9000000 | w3.u®0®0®@ 14, 0000000 1 +473.0000000 | 0.0 |
o4 +3.0291443 1 ~0.46478645 ) +R.33RAB3I 1 +34.5308600 | 0.7 |
I 0?498& 0. 3694970 1 +3.1305406 1 +10.2930000 | 1.2 |
o3 0 +3.0352424 1 -0.0007492 | +R.08467750 1 +3.268BE3%0 1 1.7 )
N A +3.®3b?4um P -0.0007492 | -3 @Juﬁ4“9 i r0.0900042 1 G.3 1

ig.bhid Valores parciais do ndtodo da Regula-Falsi verso
paralela para o polinBmia Pn (), usando uma mAquina
com dois processadores
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Ohserva-se que =z versio paralela determinou o zero da
fungdo em quatro iteragdes, enquanto que a versio sequencial
obteve a soluglo em dezesseis iteragdes, quatro vezes mais. Outra
comparaglo gque pode ser feita & com a vesalo paralela do mégmda
da Bisseccﬁd, ande a soluglo foi calculada em onz iteragdes,
trés vezes mais. : :

Eetas observae®es estlo sendo feitas para  um Caso
particular, portanto ndo se pode generalizar.

B2.3 Solugo de equacdes diferenciais parciais

MEtodos para soluslo de equaeles diferenciais parcials
(PDE) podem ser classificados em métodos diretos e nétodos
iterativos. Métodos diretos resolvem PDEs analiticamente; métodos
iterativos iniciam com valores estimados em certa localizago
especifica e, entio, convergem para estimativas mais 2atas.
Algoritmos iterativos para resolver PDEs podem consumir um tempo
de processamento bastante grande, por isto & interessante  olhar
para computagdes paralelas. Quando a utilidade de um método
iterative & verificada, a intervalo de convergéncia dos wvalores

7.

para se ter a solueio & de grande importi8nciae.

JuRice apresenta uma taxonomia  para mdtodos paralelos,
baseada no uso de teds rotinast particionamento, discretizagio e
iteragio.

Particionamento - A varidveis no problema alo
divididas em grupos. 0 critdrio de agrupsmento pode s
geondtrico, il ouma propriedade da matriz, o ouma  propriedade
Flaica. Diferentes particionamentos podem  ser usados &m
diferentes wvemes € parbigtes podem ser maia particionadas.
Particionamento geralmente conduz ao uwgo de paralelismo.

Discretiza¢lo ~ 0 problema continuo PDE & substituldo
o um  problema finito com um conjunte de ndmeros reais  como
varidveis. MAs duas tdonicas mais comuns sae diferengas Finitas e
Fungdies bases (elementos finitos, polinmios e expanstes em
adries). M&todos de diferengas Finitas € Ffungfes bases com
suporte local sqo maito bons para mdtodos paralelos na fase de
discretizacdo, por serem esses caloulos altamente independentes
uns dos outros. Discretizagdes sfo tambédm divididos em métodos de
alta ordem ¢ de baixa ordem. Métodos de alta ordem sdo vantajosos
para paralelizacRo pois mais de um trabalho pode ser feito na
fase de discretizacdo dos cdloulos.

Iterago -~ Iteragles & uma tdcnica de propdsito geral
gque tEm dificuldades (nBo 1inesridade, problemas muito grandes,
depend@ncia de tenpal. Tteragio & inerentemente sequencial e
portanto, ndo & muito proplcia para exploragio de paralelismo.
Ainda que iteracio seja essencial parg resolver muitos PDEs, &
bom & introduxi-la quando o nimero de iteragles for pequeno e o
trabalho em cada iterag¢do bem grande e que se possa dividi-lo em
componentes paralelos.
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ong idere o estado constante de temperatura hi-
dimensional no problema de distribui¢lo na figura 9.3. A placa
fina retangular & cercada por trés  lados por  corrente  de
condensa¢io (temperatura a 190¢ graus centlgrados). 0 quarto lado
& tocade por uma barra de gelo (temperatura  a ITEro  grau
cent lgrado). Um cobertor isolante cobre de cima a baixo a placa.
0 problema & achar o, estado constante de distribui¢lo da
temperatura em 100 pontos espacados formando uma malha na placa
de 49490 pontos.

Este problema ¢ um exemplo de equagdo diferencial
parcial linear de segunda ordem. Quando o estado constante de
distribuicdo da temperatura ¢ encontrado, o conjunto de equacdes
diferenciais relatam os valores das varidveis nos pontos vizinhos
na malthatd

+ g owtl,y ¢ ofd ox,ytd

aqui, as wvaridveis subescritas ¥ e y referem—-se as coordenadas
dos pontos na malha. Este problemna € bastante simples &  poderia
s@r resolvido analiticamente, entretanto, PDEs mais complicados
necessitam  ser resolvidos iterativamente. Por esta razfo serd
explorada a2 solugo iterativa. A rotina iterativa inicia pelo
assumir um  valor inicial estimado para cada varidvel 8 #,y. A
equago diferencial & entlo, usada  para  calcocular valores
BUCESS I VOS . Se  os valores das varidveis convergirem para @&
solugo, a rotina terd sUCess0.

Q0 o o
Q0 0 00

[}

]

1

1

1 ]

t 1]

i i Barra de gelo
Lkl N W I & B B Y R
' :

1

1

]

I

G oo oo ) Newemwee 3o dos 100 pontos onde a temperatura
J R d SVE aer d © t- S m l na d n

e8 s s et s s s 2t e sne o vnen e ek e e e v e e [ arrente de condenosa [ :\' O
Fig.bi2 Problema do estado cte de distribuiglo de temperatura

Unma rotina simples iterativa para o cdlculo dos valores
das varidveis ¢ pode ser desenvolvida, onde todos os valores dos
pontos da malha slo calculados simaltaneamente pela Formulas
d7 = g w-f,y td M,yu~4 +@ ki, u g M,utid /4

as  valores ¢ do lado direito da equag®o sBo os valores antigos,
os valores g7 representam 08 novos valores.



0 método proposto por Jacobi (em 184%) & bastante
proplcio & paralelizagBo, pois todas as var iaveis que necessibtam
Hser acessadas por um processador estlo disponlveis em  um
processador adjacente.

{1 mais popular métmdm iterativo para a soluglo de PDEs
em  computadores sequenciais € o sabrerelaxacio sucessivas (S0R)
por pontos. 0 SOR difere do método de Jacobi em dois importantes
aspectosh

old
iy Um peso médio de 47 x,y e d MY é tomadol Para
determinar um novo valor da varidvel oy

i) Noves valores substituem os antigos assim gque calculados

Num algoritmo  sequencial pontos da malha sRo
processados  um por ves, coluna por coluna. A substituic¥o dos
valores antigos pelos novos & feita assim  que os  novos  s30
caleculados, aumentando a velocidade de converg®ncia. Entretanto,
este método sofre pela desvantagem que somente uma  wvaridvel &
calculada por ves.

Felizmente, uma variante paralela deste algoritmo retdm
esta  velocidade de convergéncia. 0 algoritmoe paralelo &
referenciado COme ardenagdo  Tmpar-par  com aceleraclo de
Chehyshaev. Imagine os elementos processadores como se  Fformando
uma tdbua de checagem, Cada iteraco tem duas fases, na primeira,
todos os  processadores [mpar recebem novos valores para SUas
respectivas  varidveis. Na segunda fase, todos os processadores
pares geram novos  vealores para suas varidveis. 0 algoritmo
paralelo -tambdm muda o peso entre ¢ 2,y & ¢ Told =,y em cada
meia iteragXo.

Observa~se que estes mdtodos iterativos de soluglo de
PDEs s convenientes para mdguinas do tipo procesasador
matricial. Em . 1982, Deminet implementon alguns algoritmos para
soluglo de PDEs em mdguinas multiprocessadoras. Ele resolveun &
equraglo de Laplace com us condi¢les de contorno de Dirichlet pelo
método das diferengas finitas. A equagRol

! 2

¢ resolvida por uma malha de 15%02i%@ pontos, usando técnicas
iterativas similares as J& descritas. Em cada iteraglo um  novo
valar P or elemento & transmitido a média dos valores =@nos seus
vizinhos.

Cada processe executa em sux prdpria CPU, achando os
valores para uma subsego contlnua da malha. Para fazer o cdleula
dos mdices de uma  Fforma mais simples, a cada processo &
atribulda um  nidmero  completo de colunas e iterativamente
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calculados as valores das varidveis nessas colunas até os valores
se estabilizarem.

A primeira providéncia feita no algoritmo por Deminet
foi um dtimo trabalho de seleg¢lo de tarefa. 0 algoritme original
tanto atribuia subsegBes por processadores randBmicos ou baseados
na atribuicdo de ndmeros de mOdulos computacionais. O algoritmo
proposto adimite subsegdes gue podem necessitar mais iteragies,
todas no meio da malha, para processadores rdpidos, todas no
mesmno conjunto de dados.

A segunda modificagio é para distribuir dados entre o
arupo contendo processadores ativos, com © objetivo de
providenciar localizasdo de refer&ncia.

B2.4 Soluglo de sistemas de equagles

Cdlculos matriciais estdNo entre as pedras angulares de
computagdes cientl{ficas. Problemas de dlgebra linear, envolvem
sistemnns de equagdes lineares, problemas lineares dos minimos
gquadrdticos €y problemas aladbricos de antovalores s20
fundamentais para o cdloulo da soluedo de equagles diferenciais,
problemas de ot imizagdo e de andlise de vdrias  estruturas
discretas. 0 uwso efetive de computadores de arguiteturas
paralelas em computagdes cientlficas &, entretanto, criticamente
dependente da exploracio do paralelismo em cdlculos matriciais.

Algoritmos matricials tEm sido & vanguarda de
desenvolvimento de algoritmos em multiprocessadores, nlo somente
porque  eles VR0 construinde blocos nos  gquais muitos outros
cé]culqﬁ cient [ficos sXo basendos, mae tambdm porque eles servem
Como protdtipos reais que apresentam meitos dos desafios
fundamentais de computagtes paralelas na forma pura. Por isso, o
desenvolvimento de algoritmos paralelos para cdloulo matricial
tem recebhido forte &nfase dos pesquisadores ém  processamento
paralelo, tanto  como uma Ferramenta, gquanto um paradigma para
conputagio cientffica em geral em argquiteturas paralelas.

(s  problemas computacionais mais comuns  em dlgebra
linear sio a solugNe de equagtes lineares e o problema  algébrica
de autovalores para vdrios tipos de matrizes. 0O problema das
caracter{sticas afetam qualquer implementagdo computacional,
incluindo matrizes quadradas ou retangulares, simétricas ou nio,
densas  ou esparsas, explicitamente representadas pelas  suas
entradas on implicitamente representada pelas  suas  agles en
vetores., Tais propri ades determinam gqual algoritmo ou  famllia
de algoritmos & apropriada para resolver o problema em -qual
ambiente computacional, sequencial ou paralelo, podendo sofrer
maior impacto no anmbiente paralelo. Paor exemplo, a necessidade
de linhas ou colunas intercambiarem—se para estabilidade numérica
pode  ser uma complicac®o mais sdria ano ambiente paralelo do  que
ao sequencial. Dutra questXo importante & o tamanho da matriz, o
que detemina a gquantidade de recursos computacionais gque $erio
NECessirios, assim como gque classes de algoritmos & estrutura de
dados deve ser mais apropriada.
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o Os algoritmos paralelos para soluglo de sistemas de
equagoes lineares podem ser por métodos diretos ou iterativos.

Fatorag®o de matrizes densas ¢ um caso interessante de
estudo  para implementaga paralela devido ao fato de existirem
duas caracterfsticas que tendem x& inibir & eficiéncia paralela.
Elas  s3o02 restrigtes de precedéncia  sequenciais, devido a
sucessivas linhas, colunas e submatrizes da matriz fatorada,
necessitam  ser calculadas em ordem consecutiva, € comunicago
global ser requerida porgue cada sucessiva linha, coluna ouw
submatriz da matriz fatorada depender de todas precedentes
linhas, colunas ou submatrizes.

.. Muitos projetistas de algoritmos t&m mostrado na
préatica que os cdlculos podem ser suficientemente gerenciados e a
cmmunicacﬁo‘ suficientemente rdpida de forma a atender a elevada
‘utilizaglo de processadores e eficiente paralel izaglo.

As  principais distingdes entre algoritmos paralelos
para fatorag®o de matrizes densas sle a concorréncia & =&
comunicagdo. 0 grau de concoriféncia atendida € o custo de
comunicacio slo determinados pela escolha de granularidade. Uma
inplementagdo de granularidade fina, Com subtarefas de
complexidade de ordem um (0(i2), como em algoritmos sistdlicos e
"topo  de onda® potencialmente atendem o miximo de concorr@ncia
possfvel, mas  este potencial nio & alcangado, A mMENRs  que o
gerenciamnento de  conmunicaco seja muito pequeno, com custo de
comun icaeo  correspondente ao custo de uma operagXo aritmética.
Lima implementagio com granularidade média, com subtarefas de
complexidade de ordem n (o(n)), & semelhante para providenciar um
otimo  equillbrio entré concorréncia e custo de comupicacdo na
maioria das arguiteturas multiprocessadoras de propdsito geral,

Fatoraglo de matrizes redus o problema de soluego de um
sistema de equagtes geral em um problema de solugdo de um sistemn
triangular de equaglies. Un sistema de squagdes lineares AX=B pode
ser resolvido, por fatorizacRo, em trés passost

i) Decomposiclo da matriz dos coeficientes A no produto de
uma matriz triangular inferior L e outra triangular superior Uy

1) Resolvendo o sistema LYY=z

i) Resolvendo o sistema UX=Y.

Destes trés passos, @ rotina gque triangulariza (i) tem
alta complexidade computacional. D Algoritmo completo & dado no
Relatdrio de pesguisas Processamento vetorial g vetorizagdo de
algoritmos na mdquina Convex C2L0 (IDIVSLD, no capltulo seis,
sob o nome de método de Banachievicz. Outro mdétodo 12 existente &
o de Cholesky.
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Problemas EEPRN S80S tem tanto vantagens aquanto
desvantagens em relagldo ao c¢aso denso. Sua principal vantagem &
que a potencialidade esparsa leva a grande concorréncia & menos
comunicacio devido a independ&ncia de dados de algumas partes do
problema em relaclo a outras.

Métodos iterativos para soluglo de sistemas de equagles
lineares também se apresentam como um caso interessante de estudo
para implementago em paralelo. Fles diferem dos métodos diretos,
nos quais um conjunto fixo de cdlcoulos precisam ser realizados em
ordem para chegar a soluglo correta, a natureza antocorretiva dos
métodos iterativos permite que se altere os cdlcoculos para herdar
paralelismos. 0 speedup de iteragfes individuais pelo acrescentar
da concorréncia nfo se beneficia, entretanto, facilita o cdlculo
da préstima iteraglo.

Métodos iterativos sRo frequentemente recomendados para
implementagdes em paralelo por limitarem mais os requisitos de
comunicacdo, em relago = comunicago global necessdria  em
métodos diretos por fatoragio.

Algaoritmos para cdlculo de autovalores de matrizes slo
menos  desenvolvidos para miguinas paralelas do que dos para
soluglo de sistemas de equagdes lineares. Uma das dreas que tem
apresentado  resultados satisfatdrios para algoritmos paralelos
para  problemas de antovalores € no projeto de array sistdlicos.

Arrays sistdlicos tEm sido  desenvolvidos PEr R caloular
autovalores e valores singulares de vdrios tipos de matrizes.
Outra drea de estudo que vem se desenvolvendo sXo os algoritmos
paralelos baseados nha divisRo-e-conquista pars célculo de

antovalores.
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