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Resumo:

Neste trabalho estudamos resultados sobre elementos independentes em relagao a
um ideal de um anel noetheriano comutativo com unidade. Comegamos mostrando,
num resultado devido a G. YALLA, que o supremo de um ideal (nimero méximo
de elementos independentes nesse ideal) estd entre a profundidade e a altura do
mesmo. Demonstramos entao um teorema, devido a N.V. TRUNG, que relaciona
o supremo de um ideal com o comportamento do ideal nulo de completamentos
de localizagdes do anel em primos associados a este ideal. Como aphcagao desse
resultado provamos queo completamento de um anel local (R,m) possui um ideal
primo associado (mlmmo) ao ideal nulo de coaltura r se e somente se em R existir
um ideal m-primario (inteiramente fechado) cujo supremo é r.

Abstract:

We prove results concerning independent elements with respect to an ideal of a
commutative Noetherian ring with unity. First we prove a result due to G. VALLA:
the supremum of an ideal, that is, the maximum number of independent elements
of an ideal with respect to itself, is bounded below by the depth and above by the
height of the ideal. Next we prove a characterization theorem of N.V. TRUNG which
relates the supremum of an ideal with the behavior of the zero ideal of completions
of localizations of the ring at its associated prime ideals. As an application, we
prove that the completion of a local ring (R,m) has a (minimal) prime divisor of
coheight r if and only if there exists in R an (integrally closed) m-primary ideal
with supremum r.
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INTRODUCAO

Seja R um anel noetheriano, comutativo e com unidade. Dizemos que r
elementos de R s3o independentes em relacio a um ideal @ do anel R se todas
as formas de r varidveis, com coeficientes em R, que se anulam nestes elementos
tém seus coeficientes no ideal @. Em [22] G. Valla provou que o niimero méximo
de elementos de @ independentes em relacdo ao ideal @, denotado por sup @,
¢ limitado inferiormente pela profundidade de @ e superiormente pela altura de
@. Seguiram-se vdrios trabalhos , entre os quais citamos os de L.J. Ratliff [16,
17], W. Bruns [5], C. Huneke [7], nenhum, entretanto, logrando caracterizar sup @
em termos de outros invariantes do ideal @. Pensava-se, inclusive, que sup @
era sempre igual a uma de suas cotas, alf @ ou prf @, quando J. Barshay
exibiu o seguinte exemplo em [2] : R = k|z,y,2] ,onde k é um corpoe z,y,2
830 as classes de X,Y,Z , respectivamente, em relagdo a (X?,XY? XYZ) no
anel k[X,Y,Z] e @ = (z,y,2)* ;entdo prf @ =0 pois m = (0:zy) e
alt @ =2 . No entanto, sup @ = 1. De fato, 2? é @-independente, pois
¢.(2?)* =0 implica ¢ € (zy) C @ ;logo sup @ > 1. Por outro lado tomando
b = (zy,zz,¥% yz), temos que nenhum elemento de b é @-independente, pois
zb=0 ez ¢ @. Assim, supondo que u,v € €@ sio @-independentes, podemos
escrever u = f(z).2?+u’' e v=g(2).2'+v' com v',v' €b,p2qg>2e
f(0) # 0 # g(0). Segue-se que z.g(z).S —zz** f(2)T é uma formaem S e
T queseanulaem v e v ;noentanto z.g(z) = 29(0) = z# 0 mod (@), e
portanto ¥ e v ndo sio @-independentes.

Coloca-se entdo, naturalmente, o problema de Barshay: dados r< 8 < ¢ ,
existem sempre um anel R e um ideal @ taisque prf@=r,alt@ =1 e
sup@=g¢ 7

Coube a N.V. Trung, em seu trabalho [21], obter uma caracterizagio de sup @
em termos do comportamento do zero do completamento de localizagbes de R
relacionadas com @. Essa caracterizagao permite resolver , de maneira direta, o
problema de Barshay. Além disso, tal caracterizagdo permite a Trung obter com
maior facilidade alguns resultados de Bruns e Ratliff bem como simplificar algumas
férmulas.



O tema central desta monografia ¢ relatar este trabalho de Trung. Depois de
fixar a terminologia em um paragrafo preliminar, demonstramos no §1 o resultado
de Valla: prf @ < sup @ < alt @. No §2 enunciamos o teorema central deste
trabalho caracterizando, precisamente, sup @ em termos de invariantes de @.
Com essa caracterizagao constroi-se uma famflia de ideais que resolve o problema
de Barshay. Ainda neste pardgrafo iniciamos a demonstragao do teorema, que 86 é
concluida no §3. Observamos que em [3], Bjork relata esta caracterizagio de sup @
a partir de uma versao preliminar nao publicada do trabalho de Trung.

Nos 1ltimos trés pardgrafos passamos as aplicagoes. Em se tratando do ideal
méximo m de um anel local, elementos independentes em relagdo a m sao ditos
analiticamente independentes. Como conseqiiéncia do teorema central podemos ex-
pressar o niimero maximo de elementos analiticamente independentes de um ideal b,
pela coaltura de algum ideal primo minimo do anel que nao contem b. Em particu-
lar, no Teorema 4.3 (respectivamente 5.3), provamos que para estudar a coaltura de
ideais primos (respectivamente minimos) associados a0 zero do completamento de
R, basta estudar o nimero méximo de elementos independentes em relacio a ideais
m-prim4&rios (respectivamente inteiramente fechados). Este resultado é not4vel pois
com ele podemos investigar o comportamento do completamento de um anel local
sem tratar diretamente com o anel. Por exemplo, obtém-se facilmente a seguinte
caracterizacdo de anéis unmixed e quasi-unmixed devido a Bruns e Ratliff respecti-
vamente: R é um anel local (quasi-) unmixed se e somente se o supremo é igual 3
altura para cada ideal (inteiramente fechado) de R. Mais ainda, nas proposicoes
4.5 e 5.5, usando o teorema central estamos aptos a estender para coalturas quais-
quer a caracterizacio de Ratliff [14], ([15]) de domfnios locais que possuem um ideal
primo (minimo) de coaltura um associados a0 zero do completamento do dominio
local, como aqueles dominios locais cujo ideal maximo € um ideal primo associado
a cada ideal nao nulo (respectivamente inteiramente fechado) contido em poténcias
grandes do ideal maximo.

Como 1tltima aplicagdo do teorema central, obtemos na Proposicao 6.1 (6.5)
uma férmula para min sup @" (respectivamente min sup @, onde -~ denota
o fecho inteiro de @ em R) que depende somente do mfnimo das coalturas dos
ideais primos associados (respect. mfnimos) ao zero do completamento de uma certa



localizagio de R. Isto nao era conhecido por Bruns em [5] e Ratliff em [16], que
tém férmulas semelhantes mas mais complicadas.

Finalmente, em um apéndice, demonstramos os fatos nao relacionados com sup
e que 8ao usados neste trabalho. Em uma primeira parte coletamos resultados gerais
e na segunda parte demonstramos resultados sobre ideais inteiramente fechados.



CAPITULO I: Supremo de Ideals
80 - Preliminares

Neste trabalho todos os anéis 830 noetherianos, comutativos e com unidade. Seja
R um anel; Spec R denota o conjunto dos ideais primos de R. Porser R um anel
noetheriano, dado um ideal @ de R, @ possui uma decomposiao primdria, os
ideais primos associados a essa decomposicao dependem somente de @ e o conjunto
desses ideais primos é denotado por Ass(@). A altura, a profundidade e a coaltura
de um ideal @ 830 denotadas por alt @, prf @ e coalt @ respectivamente.

Se {R,m) éum anel local denotamos por R* o completamento de R segundo
a topologia m-4dica. Para facilitar a escrita, o completamento do anel R,, onde
p € Spec R, &édenotado por R no lugar de (R,)".

Sejam ¢ : R — S um homomorfismo de anéis ¢ @ um ideal préprio de
R. Denotamos (@) S N R := ¢~*(p(@)S), mesmo que ¢ ndo seja injetor.
Em particular,se p € Spec R, @ R, N R denota ¢~'(p(@) R,), ficando o
homomorfismo natural de localizagao

p:R— R,

G
avr— —

1
subentendido.

Conceito bésico:

Sejam @ umidealdoanel R e r € M. Dizemos que o0s ele-
mentos a,,...,8, € R 830 independentes em relagdo a @, e escrevemos G-
independentes, se qualquer forma de R[X),...,X,] que se anula em g,,...,aq,
tem todos os coeficientes no ideal @. Em particular, se (R,m) é um anel local,
elementos m-independentes 8o denominados analiticamente independentes.

Dados os ideais @ e b de R tais que b C /@, definimos sup, @ como o
niimero miximo de elementos de b independentes em relagao a @. Em particular

sup@:=supo @.



§1 - Relacio entre Supremo, Profundidade e Altura de um Ideal
Neste pardgrafo provamos que
prf@<sup@<aqlt @

para qualquer ideal @ de um anel R. Comegamos com alguns resultados ele-
mentares, que serao utilizados também nos préximos capitulos.

Proposicao 1.1.: Sejam @ e b ideais do anel R e a,,...,4, €R.

()Se @Cb e a,...,a, sio @-independentes, entio a,,...,a, sio
b-independentes; em particular, sup @ < sup b.

(i) Se r>2 e q,,...,a, 530 Q- independentes, entdo a,,...,a, € Q.

(i) Se b C /@ entdo sup, @ = sup 4 @; em particular, sup, @ < sup @.

(iv) Se (R,m) é um anellocal e @ ¢ um ideal m-primério, entio sup @ =
= sup , Q.

Observacio: Se v =1 em (ii), a afirmag8o é falsa. Basta tomar @ = p um ideal
primo: todo a € R\ @ é @-independente.

Prova: (i) E imediato. (ii) Para cada ¢ = 2,...,r consideremos a forma de
R[X,,...,X;] definida por

Gi(Xl,---,Xr) =ain---JX}—I-XI'-{-I---X?_“IX‘Z-”X:- 5

temos G;(a,,...,a,) =0. Como ga,...,a, sio @-independentes, os coeficientes
de G; estaoem @, ouseja, 6, € @ para 1=2,...,r e g, € Q.

(i) Como b C /b, temos que sup, @ < sup 5@. Sejam ay,...,a, € Vb
elementos ©-independentes; logo existem n;,...,,n, € IV tais que af" € b.
Afirmamos que a},...,a? sao @-independentes. De fato, seja F € R[X,,..., X]
uma forma que se anula em @?:,...,a" ;obtemos de F' uma forma de grau maior
que anula a;,...,a,. Assim, como a;,...,a, 820 @-independentes, os coeficientes
de F pertencem a @. Conseqiientemente sup, @ = sup 5 @. Agora, como
bC V&, Vb C V& Logo sups @=5up 5 < sup s Q < sup 5@ =sup@.

(iv) Decorre de (iii) que sup ,, @ < sup @. Como sup @ < sup , Q, temos
que sup ,, @ = sup @. ¢



Proposicao 1.2.: Sejam @ um idealde R e a,,...,a, € R. Dados um anel
S e um homomorfismo ¢: R — S, temos:

(i) e ©(@)S N R e ¢p(a),...,0(a,) 830 (Q)S-independentes, entio
a,,...,6, 830 @-independentes.

(ii) se S (via ) éum R-médulo planoe a,,...,a, s30 @-independentes, entio
©(6,),...,0(a,) 830 (@)S-independentes; em particular, sup p(@)S > sup @.

Prova: (i) Seja F(X;,...,X,) € R[X,,...,X;] uma forma que anula a,,...,a,.
Entdao ¢ induz uma forma F¥(X,,...,X;) € ¢(R)[X},..., X;] C S[X},..., X;] que
anula @(a,),...,90(8,). Mas, p(a;),...,¢(a;) sdo (@)S-independentes; logo,
os coeficientes de F¥ estdo em (@)S e portanto os coeficientes de F' estdo em
¢~ (¢(8)S) = @. Provamos, assim, que 6,,...,8, 830 @-independentes.

(ii) Seja F(X,,...,X,) € S[Xi,...,X;] uma forma de grau n que anula
pla;),...,o(a). O conjunto

I={(isy....5) [0<i; Sme Yig=n)

dos multi-indices dos coeficientes de F ¢ finito, portanto podemos ordend-lo e
supor que

{a}...a} [ (81y...,%) € I} ={A,,..., A} CR

onde ¢ é o nimero de elementosde I e s;, _; 8ao os coeficientes de F. Nossa

hipbtese sobre esta forma pode entdo ser escrita assim:

3 5. plA) = Flplar) .., (6)) =0,

t
Como S éum R-médulo (via @), decorre que EA.—.S.- = 0 ; resta mostrar que

S;ep(@)S, i=1,...,t. Usandoo fatode S s:a?lum R-mé6dulo plano, obtemos
[9, Teorema 1 (6), pag.18] k€N, ¢;; € R e d; € S, 1< <k, tais que

gc.‘,. A4=0 1)



k
Ec,—,-.d,- - S,' i (2)
=1

Por outro lado, para cada j € {1,...,k} existe uma forma G, de grau n
t
em R[X,...,X,] tal que Gylo,...,8,) = Y ey A ; como ay,...,a, 8o
=l
@-independentes, (1) implica ¢;; € @ para §=1,...,k e portanto ¢;. d; =
p(cii)d; € ©(@)S para j=1,...,k Finalmente, de (2) decorre que S; €
©0(@)S . ¢
Coroldrio 1.3.: Sejam @ um idealde R, p um ideal primo de R que contém
@ e G),...,8, € R.
(i) Se a,,...,a, sio @-independentes entdo & . 4 820 @R,-independentes;

em particular, sup @ < sup GR,. . .

(ii) Se @ é um ideal p-primérioe =,..., GT g0 @R,-independentes, entio
@,...,6, 830 @-independentes. Além c{isso, sup @ = sup GR,.

(iii) a,,..., 0, s20 @R,-independentes se e 8 se a,,...,6, 830 @R;-independen-

tes; em particular, sup GR, = sup QR;.
(iv) Se b éumidealde R e bC /@ entio sup, @ < sup ur; OR; .

Prova: (i) Como R, é um médulo plano, (i) decorre da Proposicdo 1.2 (ii).
(ii) Observemos que @ sendo p-primdrio temgs @~ = (6R,)NR = @; assim

basta aplicar a Proposigao 1.2 (i). Como g—l,... y 8—' 8a0 OR,-independentes se e
1

80 se Eli’ —— % sa0 @R, -independentes, jd que = é inversivel em R,, obtemos
sup @ = sup QR,. '

(iif) Como R; éum R,-médulo plano e como (@R;)NR, = @R, [12, Corolirio
17.9] podemos aplicar a Proposigao 1.2 (i) e (ii).
(iv) Decorre de (i) e (iii). ¢

t
Corol4rio 1.4: Seja € = ﬂ ¢; uma decomposicio priméria do ideal @ de R,

com /g;=p; para i:l,...l,t. Entao:
(i)Dados a,,...,6,€ R, 6,,...,0, s3o @-independentes se e 8 se, para cada
i=1,...,t, a,...,6, 830 ¢R; -independentes.



¢
(i) Se M = U pi, entdo sup @ = sup ORy; em particular, se p é um ideal
primo de R ent5o sup p = sup pR,.

Prova: (i) Decorre facilmente da definicio de elementos independentes que
a,,...,a, 820 @-independentes se e 86 se, para todo ¢ = 1,...,{, a,,...,a, 830
q-independentes. Para cada ¢ =1,...,¢ , o Coroldrio 1.3 (i), (ii) e (iii) garante
que @;,...,6, 830 ¢;-independentes se e 80 8e @,,...,a, 830 ¢;R, -independentes
se e 86 se ay,...,40, 830 ¢; R; -independentes .

(i) Como Ry é uma localizagdo de R, Ry é um R-médulo plano e, pela
escolha de M, @% =@. Assim, pela proposicdo 1.2, sup @ = sup @R,,. ¢

Passamos & prova de prf @ < sup @. Para tal iniciamos com caracterizagoes
alternativas de elementos independentes.

Proposicao 1.5: Sejam @ um idealde R | a,,...,a, € Re X,,..., X,,T
indeterminadas. Entao as seguintes afirmagOes 830 equivalentes:

(i) Para toda forma F(X,...,X,) € R[X,,...,X}], se F(a,,...,a,) = 0 entdo
F(X,,...,X,) € €[X,,...,X,]; ou seja, a,,...,q, s30 @-independentes.

(i) Para todo { > 0 e para toda forma F(X,,...,X,) € R[X,,...,X,) de grau
i, se F(ay,...,8,) € @(a,,...,a,) entdo F(X,,...,X,) € Q[X,...,X;]

(i

p: R[Xy,..., X] . (as,...,a,)
"QlX,,..., X = O(ay, ..., a)

definido, em cada forma F; € R[X,,...,X;] de graut, por

fp(gF}(XI,...,X,) +@[x1,...,x,]) =g(ﬂ-(al,...,a,)+Q(a;,...,a,)‘) ,

é um isomorfismo.
(iv)
gb . R[X],...,Xr] i Rlﬂlg‘,...,a,ﬂ
‘elX,...,. X, @aT,...,aT)
definido, em cada forma F; € R[X,,...,X,] de grau ¢, por

¢(i;p,(x,,...,x,) + @[Xl,...,X,]) = Y Flor,...,0)T + Q[a.T,....,0,T],



definido, em cada forma f; € R[X,,...,X,] degrau i, por p(fi+(a,...,a,)R) =
= f(ay,...,a,) + (81,...,8,)""' R, € bijecdo. Segue-se da Proposicio 1.5 que
a,...,a, 830 (a,,...,a,)R-independentes. $

Teorema 1.7.: Seja @ um ideal do anel R. Entao, prf @ < sup @.

Prova: Suponhamos que prf @ = n e sejam a,,...,4, € €@ tais que
a,,...,8, éuma seqiéncia regular. Pela Proposi¢o 1.6 sabemos que a,,...,a, 830
(ay,...,a,)R-independentes; mas (a,,...,a,)R C @, portanto, pela Proposi¢ao
1.1 (i), a,,...,a, 830 @-independentes. Assim n < sup Q. $

No restante deste capftulo provamos que sup @ < alt @ para um ideal qualquer
@. O roteiro desta demonstragao é o seguinte: primeiramente mostramos que a
desigualdade ¢ vélida para ideais primos em domiinios, depois a estendemos para o
ideal méximo de um anel local reduzido, em seguida eliminamos a hipétese de anel
reduzido, e finalmente, via localizacdo, chegamos ao resultado desejado.

Lema 1.8.: Sejam R um domimio e pum ideal primo de R. Entio sup (p) <
alt(p).

Prova: Se p=(0), entao supp=0=alt p. Seja p # (0) esejam a,,...,q,
€ R relementos p-independentes. Pela Proposicao 1.5((i) < (iv)),

R R _ R[aT,...,0T]

(F) [X"'“’X']“pRa = PR[aT,...,aT) (1)
onde C = (a,,...,a,). Como RCR-CR|[T], temosque pC pRc CpR [T ]
e pR[{T|NnR=yp, logo pRcN R = p. Por [24, Proposicao 2, pag.326 | obtemos

alt(pRc) + gr tr & (ic-) <alt p+grtrgRe .
P pRC
Como R C R C R|T] ,vale gritrgRe < 1 ; mas, por (.1),
grirg (p%) =grirg (% [X,,...,X,]) —z
Além disso, alt(pRc) >0 pois pRc # (0), portanto obtemos
r<ali(pRe)+r<alip+1 |

10



ou seja, r<alt p. Assim supp<altp. $
Sendo (R,m) um anel local denotamos sup R = sup m.
Lema 1.9.: Seja (R,m) um anel local reduzido. Entdo sup R < dim R.
Prova: Sejam pi,...,p, 0s primos mfnimos do anel R. Como R é um

domfmio para t = 1,...,r, temos, pela Proposi¢ao 1.8, supE_ < dim v para
1=1,. '

Con51deremos o homomorfismo ¢ : R — @ — definido por o(a) = E wi(a),

l='-1 =1

onde @; : R — -g é a projecao canonica. Como R ¢é um anel reduzido,

i

ﬂp, = 0; portanto Nucp = ﬂp, (0) e conseqientemente ¢ é injetor. Seja

d = dimR. Sabemos que dim — < d para i=1,...,r. Logo, a0 considerarmos
d+1 elementos de R, a,.. a'm, sabemos que ¢i(a;),...,0i(8441) ndo sdo

—-independentes em — para t=1,...,r. Assim, paracada 1= 1,...,r existe
lfma forma Fi(X,,.. X‘H) € R[Xi,...,Xan]\ m[Xy,..., X;] degrau s, tal
que p.-(F‘(a,,...,ag.,.l)) = 0. Como m[X,...,Xs41] € um ideal primo, tem-
se que G(Xi,...,Xup) = Fi(Xi,..., Xepn) .. - F(X1,...,Xa41) € uma forma de
grau 8=i:3‘ em R[X,,...,Xin]\m|X),...,Xisa]. Mas,

i=1
o(Glay,...,6e41)) (n (81,0, 80) | =

=)f: 0 (H Fia,.. am) E(H%F(“n ,aa+1)))=0,

=1 =1 J=1 =1

pois pelo menos um fator de cada produto é nulo. Como ¢ ¢ injetor,
G(ay,...,844;) = 0. Isto mostra que a,,...,644, D20 sao m-independentes. Con-
clulimos que sup R<d=dimR. o

A fim de eliminar a hipétese de anel reduzido mostramos o seguinte lema.

Lema 1.10: Sejam p um ideal primo do anel R e go:R——t-‘/-%= a projegao
R

11



candnica sobre o quociente. Sejam a;,...,8, € R elementos p-independentes.
Entao, p(a,,...p(e,) 830 p(p)- independentes; em particular, sup (p) < eup (p(p)).

Prova: Sejam aq,,...,6,€ R elementos p-independentes; queremos mostrar
que @(a;),...,9(a,) sdo ¢(p)-independentes. Para isto, tomamos uma forma
G(Xs, .., X)) € —=[Xy,..., X.] de grau s, tal que G(p(as),..., p(a,)) = 0. Seja
F(X,...,X,) € [)?1,...,){,] uma forma de grau & tal que (F(X,,..., X)) =
G(Xi,...,X;). Segue-se que ¢(F(ay,...,q,)) = G(pla),...,(a;)) = 0
e portanto, F(a,,...,a,) € /Og. Tomemos t € N tal que Fi(a,,...,q,) =
(F(ay,...,a,))' = 0 . Entao FYX,,...,X,) € R[X,,...,X,] é uma forma de
grau t.8 que anula 6;,...,4,. Como g,,...,a, s30 p-independentes temos
que FY(X,,...,X,) € p|Xi,...,X;]. Agora, p é um ideal primo de R, por-
tanto p[Xi,...,X;] é um ideal primo de R[Xj,...,X;], e conseqientemente
F(X,...,X;) € p|Xy,...,X;]. Isto prova que os coeficientes de G(X,...,X;)
estdo todos em ¢(p) e portanto p(a,),...,0(a,) 830 (p)-independentes. ¢

Teorema 1.11: Seja @ um ideal do anel R. Entao sup @ < alt @.

Prova: Basta mostrar para ideais primos. De fato, sejam p,,...,p, o0s primos
minimos de @. Pela Proposicao 1.1 (i) temos que sup @ < supp; para i =1,...,r
Logo se sup p; < alt p;, temos sup @ < supp;, <alt p; para 1=1,...,r. Como
existe j €{1,...,r} tal que alt @ = alt p;, pois p,...,p. 820 primos minimos
de @, temos

sup@<altp,=all @.

Para mostrar o resultado para ideais primos, basta demonstra-lo para o ideal
miximo de um anel local. De fato, como R, é um anel local, teremos entao

sup p = sup pR, < alt pR, =gl p.
Suponhamos finalmente que (R,m) é um anel local. Sabemos que /0y =

([ p ,logo dim R =dim W? e, pelo Lema 1.10 acima, sup R < sup 75:.

p miz R

Como % é ane] local reduzido, o Lema 1.9 garante que
R

<dim —— R

P T \/U_ 0z’

12



logo

sup R < sup 7%;

IA

dimj%:dimfi’.

13



CAPITULO II: O Teorema Central

§2 - Majoracéo do Sup

Neste pardgrafo enunciamos o teorema central deste trabalho e com um exemplo
mostramos que sup @ pode assumir qualquer valor entre prf @ e alt Q.
A demonstragao do teorema central serd feita no §3; neste pardgrafo damos uma
nova majoracio para sup @ que é mais fina que aquela dada por alt @ e
que representa um primeiro passo na diregao do teorema central. Necessitamos da

seguinte convengao.
Sejam S um anel local noetheriano, [/ um ideal de S e J um subconjunto de
S. Fixemos uma decomposigio primdria (7] Q; de I. Consideramos a seguinte

=1
cadeia ascendente de ideais

U (CU (NC...CU7 (C...,

onde U (I):=1 e, para t 21,

UiJ (1) = n Q:’ ]
\/Q_.ieﬁi
com A,={P € Ass(I); P2 J e coaltP >i}. Caso A=9, U(I):=S.
Com essa convencao, podemos formular precisamente o teorema central:

Teorema 2.1.: Sejam @ e b ideais do anel R tais que b C /@ Entdo
sup, @=maz {i>0; U} (OR;) C @R,, para cadap € Ass(@)} .

Esta caracterizagao nos possibilita construir, facilmente, exemplos de ideais tais
que prf@=r<g<t=alt@ e sup@ =28, com r,8,t € N arbitrariamente
dados.

Exemplo 2.2.: Sejam K umcorpo, r,8 € IV e X, X,,...,X;;, indetermina-
das sobre K. Definimos

Kuxo,xn-“axﬂwﬂ

Re= oy ne X %X n..nXa, X, X5 X X))

14



Sabemos que R ¢é um anel local completo, com m = (Xo, X,...,Xrq,) seu ideal
miximo; também dim R=all m=r+2 e

(Xo) € (X0, X)) € ... € (Koy-. oy Xg)

é uma cadeia saturada de ideais primos de R. Por ser anel local completo,
R é catendrio [12, Teorema 34.4 (3 — 2)], portanto alt(X,,...,X;) =5 e
coalt(X,,...,X,;)=r+8—j. Agora

Or = (Xo)nmsx?‘:mn'“nmv”sxfsm

é uma decomposicao primdria de Og, onde (X7,...,X7,XeX;...X;) éum
ideal (Xo,...,X;) - primério para §=1,...,8 [20, Lema 2]; resulta que:

U‘m(OR)=OR 8¢ OSlsf,
Uim(03)=(X°) n (X?,Yf,:io:h)n...n(K’,...,F,+,_.-,:Eo...:E,+._.-)
se r<i<r+s,

Ur(0g)=R se i>r+s.
Mas, em K[[X,,...,X;4.)], € facil ver que

() N (XLXLEKY Nl X % . K) =

& LLTH

=(Xg,XoX'f,XgX,X;",...,Xo...X,-gX;‘-‘_l,Xa...X,—)
para j=1,...,8. Logo,em R, para j=1,...,8 temos

X)) N X Xu XX n...n(X,... . X XK Xp) = (K500 X5) -
Assim,

Or se OSI‘ST,
Utﬂ (OR) = (:EO*“:ZH--J) 8e f‘ﬁ"Sf'i'-?:
R Be t>r+e.

Pela Proposicdo 1.1 (iv), sup m® = sup .m" ; logo, aplicando o Teorema 2.1,

sup m" = maz{i 2 0; U™ (0z) C m"} .

15



Observemos que se U™(0g) C m® entao 0 < § < r+s portanto r <
supm*® < r+s Como X,... X, € m" seesbse r+s8—i+1>n, ou
sejat <r+8—n+1, temos,

a_ | r+e—n+1 s 1<n<z+1,
Shpn _{r se n>a+1.
Quanto a profundidade e altura de m* temos: prf m® = prf m = r, pois
Xog1y-- oy Xrpe €seqiiéncia regular maximalem m e alt m* =alt m=dim R =
r+8. Resumindo,para 1<n<s+1 temosprf m* =r<r+s-n+1<r+s=
alt m*, com suypm* =r+s8-n+1. A

Passamos a seguinte majoragao de sup @, majoragio da qual decorre uma
metade (a mais simples) do teorema central.

Proposigao 2.3.: Sejam R um anel local, @ e b ideaisde R com b C /@.
Entao

sup , @ < maz{i >0; U} (0g) C G}.

A demonstracao desta proposi¢do ocupa o restante deste pardgrafo; antes de
apresentd-la, tiramos a desigualdade anunciada.

Coroldrio 2.4.: Sejam @ e b ideais do anel R tais que b C /@. Entio

sup, @< maz{s >0; U} (OR;) C @R, paratodop € Ass(Q)}.

Prova: Primeiramente, notemos que

Up (0n3) = U (0ns)

onde p ¢éum ideal primo de R, pois, dado P € Ass(0g;), P2 b seest
se P 2 bR;. Escrevemos {pi,...,p,} = Ass(@) e paracada j=1,...,rseja
ij:=maz{i >0; U} (OR;J) C@R}

Denotamos k = llgigr t; ; entao

G (0n,) € U (0n) € OF;

&
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para cada §j=1,...,r , pois acadeia {U} (Or)}; ¢ v € crescente. Daf decorre
que
ke{i>0; Uf(OR;) € QR paracadap € Ass(@)},

logo
k=maz{i >0; U} (03;) C @R, para cada p € Ass(@)} .

Por outro lado, como k =¢; para algum j , a Proposigdo 2.3 garante que
8UP R;, QR <i=Fk.
Assim, pela Proposigao 1.3 (iv),
sup.,ﬁgsupm;J@R;Jgk. o
Passamos pois, & prova da Proposi¢ao 2.3, na qual utilizamos os seguintes lemas.

Lema 2.5: Seja C um ideal do anel R. Se a,,...,6,€ R s30 @-independentes
e U;=a,+(0z:C) parat=1,...,r, entdo®,... 7, € k (@:0)

0r:C) °° (0z:0)

-independentes.
Prova: Seja  F(X;,..., %) = Y %.. X0... X uma forma de
Tirek
R

[Xi,...,X,] degrau k, com &, ; €R, queseanulaem #,...,7,.
iOR C]
go

z 8iyi, 0y .. 0 € (05 :C)

Ti, =k

e conseqiientemente, para cada ¢ € C, E C8y.i, BY ol =0g .

Es;=k
Assim, paracada c€C, ) cs&;,.:X'... X" éumaformade R[X,...,X;]
Bi=k
que seanulaem a,,...,6,. Como a,...,q, 880 @-mdependentes@tengs .8,.4, €
@ para cada ¢ € C, portanto 8,4, € (€:0C) e ¥, € TOR—)T ¢

Lema 2.6: Sejam (R, m) um anel local, b e I ideaisde R. Entao

v =) (1:8).

R=l

17



Prova: Fixemos uma decomposicio priméria nQ; do ideal I, /T =
P, P2 b pars ¢ 1., ,seP‘Dbparat-a+l it « Por
definicdo U}(I) é a intersecgao de todas as componentes primArias de I cujos
primos associados nao contém b e tém coaltura maior do que ou igual a 1. Mas
o tunico ideal primo de R com coaltura zeroé m e wm D b, portanto
U})=@: U ...uQ,. Dado z € Uf(I), vamos mostrar que existe N € IV tal
que z.b8 C I. Se i € {1,...,8}, temos z € Q; e portanto z.b C Q;. Se
i € {8+],...,t} entio b C P, = /U, logoexiste n, € IN tal que b* C Q,,
e porta.nt? tal que z.b» C Q. Assim, N :=maz{n;; i=8+1,...,t} satisfaz

z.b¥ C ((Qi=1. Dessemodo U(I) C J(I:5"). Mostremos, agora, a outra
=1

a=l
inclusdo. Dado z € [ J(/:0"), existe K € IN talque z € (/:¥). Temos

a=]
que z.b* € I C Q; para t=1,...,t. Se F; 2 b entao, como F; é um ideal
primo, P; 2 b* paratodo 8 € IN;como Q; € um ideal F;-primério, z € Q..
Assim, z € Q; paracada ¢ talque P, 2 b, ouseja, z € UP(I). Desse modo

v 2 YU, o

Lema 2.7.: Sejam (R,m) um anel local, @ e b ideaisde R com b C /@.
Se ay,...,6, }e? b sio @-independentes entdo #,,...,7, sio @R-independentes,
onde K= 705 e °=a+U?0r),6 € R. Em particular, sup, @ < sup ,z GF.

Prova: Seja F(X,,...,X;)= Y ... Xi*... X uma forma de grau k¥ em
Ti,=k
R[Xi,...,X;] queseanulaem @,,...,7, ecom &, €R; logo

?: 8iy.i, 67 --. 87 € UY(0g).
=k

Mas, pelo Lema 2.6, U}(0z) = U(OR b*), portanto existe N € IN tal que

a=l

; 8i,.4, 6 ...a € (Og: bY).
=k

18



Como a; €b, a¥ €b¥ eentao

Gf' E 8iy...4, a{' oo 1 =0.
Ii,=k

Assim, )" &, Xp*" X*... X} € uma forma de grau k+ N em R[X),...,X,]
que se anulaem a,,...,a,; como a,...,0, 830 @-independentes obtemos &;, 4, €
Qe i, €CR. $

Prova da Proposicao 2.3.:

Sejam r:=maz{i 20; UOg) C @} e C=(@:U,"+l(03)); entio C ¢
um ideal préprio de R, jéd que U?,,(0r) € @. Sejam

- R g B o
§= (OR . Ur+l (OR) - S - Ulb(Os] ‘

pelos Lemas 2.5 e 2.7 obtemos

(€ : U},.(0))
(O : Urb-bl (0z))

Além disso, pela Proposigao 1.1 (iii) e Teorema 1.13 temos
sup wCT < 8up CT < alt CT < dim T,

stip , @ < 8up s = 8up s CS < sup .= CT.

e portanto
sup, @ <dim T,

resta mostrar queP dim3S<r.
Seja P = o um ideal primo de 5, P sendo um ideal primo de S que
S
contém UPS (Os)l. e)a definicio de UP$(0s), P contém algum primo pE Ass(0s)

talque p 2 bS e coali p > 1. Pela definiciode S ,p = p com
(OR : Ur°+1 (OR)]
p' € Ass ((0g: U, (0r))). Pelo Lema 2.8, abaixo, coalt p' < r, jique p' 2 b

pois p 2 bS, e portanto coalt p < r. Segue-se que coalt P<r, pois P D p,
e entao coalt P <r. Podemos concluir, entao, que dim S <r. $

Lema 2.8: Sejam R um anel local e p,b ideais de R. Se p € Ass ((0z:
:Ut,1(0g))) entao p 2 b ou coalt p<r.
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L]
Prova: Sejam (0z) = (| Q: uma decomposicio priméria de Oz e T =
=1
= {Q; /Wi 2b ou coalt \/T; <r}. Observemos que

n Qi C (OR:Ufﬂ(OR))-
Qi€Er
Seja p € Ase ((Or : U}, (0r))) ; entdo
P2 (0=:074(0:) 2 ) @
Q.€elr

portanto p 2 Qi, e p 2 /Ui, paraalgum Qo €T . ¢
Podemos precisar o resultado do Lema 2.7 da seguinte maneira.

Proposicao 2.9.: Sejam € e b ideais do anel local R com b C /& Seja

R:= Ff-(%—ﬂ' Se sup, @ > 1, entdo sup, @ = sup @R.

Prova: Pelos Lema 2.7 e Proposicdo 1.1. (iii) temos

sup , @ < sup @R < sup GR.

Portanto basta mostrar que sup , @ > sup @R.

Sejam @,...,8, € @R elementos @R-independentes. Seja ¢ € b tal que
¢ ¢ P paracada P € Ass (0g) com P 2 b Tal ¢ €b existe pois,
caso contrario, b estaria contido na uniao dos ideais primos de Ass (0g) que ndo
contém b e portanto b C P paraalgum P € Aes (0g) com P 2 b, oque
é impossfvel. Tomemos F(X,...,X;) € R[Xi,...,X;] uma forma qualquer de
grau k que se anula em ca,,...,ca, e mostremos que seus coeficientes estdo em
@; assim temos sup, € > r e consequentemente sup ,@ > sup GF.

Comegamos provando que da escolha de ¢ decorre

(0 : ) = U(oﬂ ).

A+l

E claro que

U(OR b‘) C U(Oﬂ C

=l
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!
provemos a outra inclusio. Seja (0g) = ﬂ Q: uma decomposicao priméria de
=]
(0g) com \/QI':P‘,P.-Qb para t=1,...,tePDbparai=s8+1,...,t
Dado z € |J(Or : ¢*) existe n' € IN tal que z.c* =0, portanto
n=1 :
zct  €Q,i=1,...,t. Se ¢ € {l1,...,8} entdo P, 2 b, e pela escolha de
¢c,oelementoc ¢ P, demodoque ¢¢' ¢ P, ez € Q;; em particular
zb* C Q; paratodo n € N. Seie€{s+1,...,t},entdo P, DO b e existe
n; € IN talque b* C Q: pois R éum anel noetherianoe P = /Q;. Tomando
N =maz {n;i=8+1,...,t}, temos ¥ C Q; eportan:cota.mbém z.b¥ C Q,,

para todo § € {8+1,...,t} . Isto mostra que z.b¥ C () Q: = (0z) e portanto
=1

que z € (0:8") C |J(Or: D).
n=1
Em seguida provamos que U}(0gz) C @. Por hipbtese, sup, @ > 1, de modo
que podemos tomar a € b, @-independente. Do Lema 2.6 e do fato de que a € b,
decorre

U(08) = g(onzb'] c g(oﬁza-).

Assim dado, a € U?(0g), podemos escolher | € IN tal que a.a' =0 e portanto
aforma a.X' € R[X] se anula em g, de modo que a € Q.

Finalmente mostramos que os coeficientes de F' pertencem a @. Temos
0= F(ca,,...,ca,) = c* F(a,,...,a,) Jogo

Flay,...,a,) €0:¢) € [J(0n: ") = |J(0n: ") = U(0).

a=1 =1
Passando ao quociente, obtemos F(7,...,@,) =0; como @,,...,7, siao QF-
independentes e U}(0z) C @ , resulta que os coeficientes de F pertencem a
OF = Q+UNOR) _ @

U0, — Th05)° portanto osde F a Q. ¢

AR
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§3 - Conjunto Maximal de Elementos Independentes

J4 sabemos que
sup, @ <maz{i 2 0;U(0z;) C @R;, paracadap € Ass(Q)} ;

para demonstrar o Teorema 2.1, basta, pox'ttanto, mostrar a desigualdade inversa.

Fixemos uma decomposicao priméria @ = ﬂ gj de @, com \/G=p;,5=1,...L
=1

Temos @ R, C ¢; R, para j=1,...,t, de modo que U}‘(OR;J) C @R,
implica U} (Or;) € g; R;, e portanto

ri=maz(i20/ Ut (Oy) C g B, paratodoj=1,...,} >
> maz{i 20/ U} (0z;) € @R;, paratodo p € Ass(@)}.

Assim, para demonstrar o Teorema 2.1, basta provar que
() sup , @ > r:=maz{i >0/ U? (03;,) C ¢; R} paratodoj=1,...,t}.

Para provar isto, € suficiente construir um conjunto @-independente com r ele-
mentos de b. Iniciamos com um Lema que d4 condicoes suficientes adequadas para
r elementos de b serem @-independentes. Em seguida exploramos as hip6teses

deste Lema de modo a poder provar a desigualdade (), o que é feito na Proposicio
3.6.

Lema 3.1: Sejam (R, m) um anel local e @ um ideal do anel R. Sejam r>1e
6,...,a, elementos de @ que satisfazem as seguintes condicdes:

(i) Paracada ¢ € {l,...,r} eparacada p € Ass((a;,...,0i-1)), se a, & p
entao g € p;

(ll) U ((al‘l “':ar-—l) :Gi) g @

En’cg.'—-c»1 4,,...,8,_1,8" 830 @-indepcndentes, para n suficientemente grande.

Prova: Dividimos esta demonstragao em dois casos.

1o caso. Suponhamos que a, nao € divisor de zeroem R. Porser R um anel
noetheriano, a cadeia ascendente de ideais ((a,,...,6,-;):6,) C ((6;,...,6,):
:a?) C...C ((ay,...,8,-1) : af) C... éestaciondria, logo existe n € IN tal que
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((61,...,8,1) s a?) = U ((a1,...,6,-1) : a'). Como @, nao é divisor de zero em

R, a1 * éum elemento do anel total de fragoes de R. Definimos z, := a;.a!"",
i=1...,r—1 e S:=R[z,...,24] .

Afirmagdo 1:
(1)1 &) S N R= ) ((01,...,8e1) 2 87).
=1

De fato, dado a € |J ((a1,...,8,-1)) : 6}), pelo visto acima, temos a.a}~' €
=1

r—1

€ (a1,...,8,-,), portanto existem k,,...,k,_, € R tais que a.a?' =Y k a,.
Multiplicando esta igualdade por a!~*, resulta que =

r=1

a=afa}? al)= 5 kga™= Z ki z; € (z,,...,2,.,)S.

i=1
Como a € R, provamos uma inclusdo. Reciprocamente, dado g € (z,,...,2,,)S
temos = z A z; com Ay,...,A—; € S. Pordefinigdode S podemos escolher

=1
n; tal que );a*V* € R etomando N =maz{n;} obtemos X a*V¥ € R
paracada i=1,...,r—1. Assim f.a*UW+) € (q, ... ,a,;)R e portanto

(21 Zr2)S O R € () (@100r80m) 2 1)
=)

concluindo a prova da Afirmagao 1.
Afirmacao 2: M = (m, (z,,...,%,-,)5)S € um ideal maximo de S.
De fato, consideremos a aplicacio ¢ : Rz;,...,Z,-1] — ’—i- definida por

O Girios 23 ... 27) =060+ m ,onde a4, € R. Observamos, primeira-

mente, que ¢ estd bem definida, pois se

‘ ‘ ‘r—l
E a‘;..."_; zf—l . E bi; I P 11 LHE s z'—l

com 6, i, € bi.4_, € R, entdo

bo..o — Go.0 = E (ai;...i.--; - bi,...i._.)- 5‘1 . z:':l € (31, ceny zr—l)S .
fiomfrg # 0.0
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Assim, b, o —@,.0 € (2:,...,2,-1)8 N R; logo, pela Afirmagao 1 e condigao
(ii), temos by .o — a0 € @ C m, provando que ¢ esti bem definida. ¢ é
obviamente um homomorfismo sobrejetor e Nuc p = (m,(z,,...,2,,)5)S = M;

portanto % RS % e conseqiientemente M é um ideal miximo de S.

Afirmacio 8: (z;,...,2,-1,6,)5y N R C @.

De fato, dado a € (z1,...,2,-1,68,)Sw N R, existem y,z € (21,...,2,21)S,
b € Red & m taisque a(d+y) =z+ba, ; como ad—ba, € R e
z—ay € (z,...,2,,)S, temos que ad —ba, =2 -0y € (2,...,2,1)S N R.
Pela Afirmagao 1 e condigdo (ii) decorre que ad—ba, € @; mas g, € @, portanto
ad € @, do queresultaque a € @, jid que d ¢é inversivel.

Afirmagdo 4 & = a,+(21,...,2,-1)S nao é divisor de zero em

S
(Z1y.00 s Ze1)S’

R S

' ('7:1) & .,3,_1)5

De fato, seja o definida por ©(r) =

8

((01, il 1ar—1) : aut-]

m

=p(r+{J{(a,.--,8-1) 1 a})) = r+(zy,...,2,1)S =F. Pela afirmagio 1, temos
&1
que ¢ estd bem definida e é injetora. Dado s € S,8=)" a,..i,, 23... #i

com @, , ER e T=) T, ... 0.0 = Boo= ©(W,..0); logo ¢ é
sobrejetora. Como ¢ é obviamente um homomoformismo, temos

R - S
Ullos,.rapos) ety Bl
=1
Suponhamos, agora, que &, ¢ divisor de zero em e SI 5
1gseaydyr=—]
Assim @, é divisor de zero em - L eexiste @ # 0 em
81y ..y08,) G
O
= B talque w.a, =0; logo a.a, € |J ((61,...,6,1):0}), e
(- T =1

&1 :
portanto existe N € IN tal que a.a, € (8,,...,8,-,):aY ,ouseja, a.a¥¥ €
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€ (ay,...,6,-1) . Dessemodo a € ((a;,...,8,-1) :a¥+) C D((a;,...,a,_,) tat)
=1

e decorre entao que @ = U, o que é impossivel.

Finalmente estamos em condigbes de provar o lo caso do Lema. Queremos
mostrar que a,...,8,-;,a8F 820 @-independentes. Para isso basta mostrar que
Zy,...,%,1,6, 6 uma seqiiéncia regular de Sy,. De fato, a Proposicio 1.6 garante
que entdo 2,,...,%,.1,6, 830 (z,,...,%,-,8,)Sy-independentes, do que decorre
que 6, =a'2,...,6,,=a"".2,,,80=a"" .0 830 (21,...,2,-1,0,)Sn"
independentes. Como ¢, € R, i = 1,...,r, temos que a,...,6,,0"
sdo (z1,...,%,-1,6,)Sx N R-independentes; mas, pela Afirmagdo 3, acima,
(z1,...,2,-1,8,)Sw N R C @ ,de modo que a,,...,a,_,,a* 830 @-independentes.
Para mostrar que =z;,...,%,.;,8, ¢ uma seqgiéncia regular de S, comega-
mos provando que 2,,...,Z,-; € uma seqiiéncia regular de Sr, onde T :=
{1,a,,a%,...} éum sistema multiplicativo de S. Observemos que:

Sr=S 67 = R[] = Ry, (21,-.,202)S [657] = (@1, 6,)R [a7"]

({61058} sal) = Ej ((ay,...,8,-1)R[a;*] :a}) N R.

=1
Se a, € 0(c,a,,. ..,8,_1)R [a]?] entdo temos ((a,,...,6,,)R[a;?]: a,) = R [a]],
portanto | J ((a1,...,68,1) : a!) = R oque, pela condigdo (ii), ndo acontece. Assim,
a, & (cl,%f.,a,_,)R [a7*] =(=.,...,2,,)Sr e portanto (z,,...,2,,)Sr C Sr.
Resta mostrar que z; ¢ P’ paracada P' € Ass ((z),...,2i1)Sr). Supo-
nhamos que existe P' € Ass ((2:,...,%i-1)S7) tal que z; € P’'. Como
(21,...,2,-)5 = (a1,...,8,-1)Rr, existe P € Ass ((a1,...,8;-1)R) tal que
PNT=0e P'=Pr; mas,se PN T =0 entao a, ¢ P, e portanto,
pela condigdo (i), a; € P, o que contradiz o fato de z; € P’', uma vez que
z; = @; . a}~*. Isto prova que z,,...,Z,-, € uma sequéncia regular em Sr.
P&%amosaprova.r que Ii,...,%,-,8, € uma seqiiéncia regular em Sy. Pela

LTCB

" = T . e . -
Afirmacao 4, @ nao é divisor de zero em ( P logo T Bdo é divisor
de zero em

S a4 Sn
T L (B15000 Xt} Sis ]
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Com isto provamos que @, + (2,,...,2,.,)Sy ndo é divisor de zero em

Sn
(21, 0oy Zem1)SN
Resta provar, entao que z,,...,2,_, é uma seqiiéncia regularde S,,. Denotemos

I = (85 0503 851)8 §

Vi=UP, comP € Ass(Iy);
H=UQ,comQ C MeQ € Ass (I);
L:=UP comP CMreP € Ass(Iy).

E facil verificar que
(Su)v =8y = (ST)L .

Pelo visto acima, 2;,...,%,., ¢ uma seqiiéncia regular de S, de modo que
também o0 é de (Sr). = (Sn)v; decorre, pois do Coroldrio A4 do Apéndice, que
Ty,...,%,-; € uma seqiiéncia regularde Sy.

20 caso: Suponhamos que a, é um divisor de zero em R. Denotamos

> t ' R
C.——g(o‘a.a,), R .—-é—
e, como sempre, T:=a+C para a € R; temos que 7 nao é divisor de zero
em R'. Defato,se @ € R' étalque @.®, =0 entao obtemos N € IN tal
que a.a, € (0g:a¥), ouseja a.g,.a) =0;dessemodo, @ € (0g:aM*') C C
e portanto @=0.
Queremos mostrar que a,...,6,.;,87 830 @-independentes para n suficien-

temente grande. Como C C | ((a1,...,8,-1) : a}) € @ pela condigdo (i),
=1

podemos aplicar o Lema 1.2 parte (i) ao homomorfismo projecdo R — g = R
e assim concluimos que basta provar que #,...,%,.;,6F 830 @ R'-independentes.
Como @, nao & divisor de zero em R’', basta mostrar que @,,...,3, satisfazem
as condigdes (i) e (ii) deste Lema e pelo primeiro caso temos, entao, que @,,...,a¥
sao @ R'-independentes para n suficientemente grande.
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Sejam ¢ € {l....,r} e P € Ass(m,...,u_,)R') dados,com w, ¢ P.
Temos que P = s para algum P € Ass ((a;,...,8,-,)R) e a, € P.
Supondo que T, ETtomamos a € Pe f € C taisque a,=a+p8; como
P € C, existe N € IN tal que f.a) =0 e portanto a,.a¥ =a.a¥ +8.a" =
a.a) € P, pois a € P. Como a, ¢ P, a; € P, o que contradiz a condigio
(i). Desse modo, I ¢ P eportanto m,...,u, satisfazem a condicio (i).

Dado @ € |J ((@,...,®-1)R': @), existe N € IN talque @.a" €
(@y,...,81)R, %lu seja,

(a,+C,...,8,1+0C) _ [T W )
C C :

assim a .al € (g,,...,8,_;,C) e portanto

aa+C €

& € ([aiynrs8-5C) vall) € |} {loy;000 48,0 2 0f] .

s

Se mostrarmos que

[ﬂ ((01,...,0,_1,0) :a:) =

((01,...,8,21) 1 07)

s
s

teremos a € |J ((a),...,6,1) : 6}) eportanto @ € @, pela condigdo (ii) e
comsre‘:;ﬁentement':e1 @ € @ R'. Desse modo

[= 2]

U (@,...,5-)R :a]) C @R’

£1
e portanto 7,...,d, satisfardo a condigo (ii).

Resta, pois, demonstrar a igualdade (t). Dado a € G ({as,.. ., 85, C) % 6),
tomamos N € NN talque a.a’ € (a,...,a,-1,C); t::;tﬁoexistem t: € Re
¢ € C tais que a.a? =E ti.0;+c; mas ¢ € C, de modo que existe 8 € IN
tal que c.a! =0. Assim,

r-1

r—1
o . af*" = E fgﬂ,'.ﬂ: + C.a: = E tiaia: € (ﬂ], s ’a"'l)R ’

=1 =1
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portanto
oo
a € (0,...,8m1) ;0 C |J ((@1)...,80-1) 2 6}) .
=1

Isto prova que | J ((a1,...,8,-1,C) : @) € J((61,...,8,-1) : @}) . A outra
inclusio § 6bvia. ¢

Lema 3.2: Sejam (R,m) um anel local e @ e b ideais de R tais que b C \/@.
Sejam r > 1 e a,,...,6, elementos de @ N b que satisfazem as seguintes
condigoes:

(1) Paracada § € {l,...r} eparacada p € Ass ((a),...,8.,)R), se
p 2 b entio g ¢ p;

(2) O} ((@,...,8,)R) € Q.

Ent3ao a,,...,a,.,,a" s3o @-independentes para n suficientemente grande.

ICs

Prova: Basta provar que (1), (2) implica (i), (ii) do Lema 3.1. Sejam { €
{1,...,r} e p € Ass((a,,...,6,-1)R) tais que a, & p; ora, a, € b, portanto
p 2 b eobtemos a; ¢ p por (1), provando (i). Para mostrar (ii), basta provar
que

Q ((ay,...,8,-1): ai) =g ((ay,...,8,-1) :b‘) .

De fato, desta igualdade decorre, pelo Lema 2.6, que

U (@1, ,81) : ) = U2 (a3, 6,)R)

t=1

e, por (2), obtemos (ii). Provemos (t). Seja a € G((a,,...,a,_,]R : af)
=1

t
e tomemos k € N talque a.af € (s,...,6,,)R. Seja () §; uma
s=1
decomposicdo priméria do ideal (ay,...,8,.,)R, com /G; =p;. Se p; 2 b
entdo existe N; € IN tal que b C §;; tomando N =maz {N;; p; 2 b},
obtemos b¥ C §; para todos esses fndices. Se p; 2 b, a hipStese (1) garante
que @, &€ p; eportanto a* ¢ §; paracada n € IN. Mas a.a! € ¢;; assim

a € §; se p; 2 b Desse modo, ab¥ C §; paracada j=1,...,¢ logo
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ab¥ C ﬂ g; = (a,...,8,-1)R e concluimos que a € U((a,, vy @1 )R 2 B).
A outra mc]lusao é 6bvia. o

Lema 3.3: Seja @& um ideal do anel R. Sejam Q € Ass (0gr) e P € Spec R
tais que P D (Q,@). Entao existe um ideal primo P’ talque Q C P' C P
e P' € Aes (@*) para todo n suficientemente grande.

Prova: Sabemos por [ 4 | que para n suficientemente grande, Ass (@*) =
Ass (@*+*) para cada k € IN. Assim basta provar que para n suficientemente
grande existe P' € Ass(@*) talque Q@ C P' C P. Dado Q € Ass (0z),
como R é anel noetheriano, podemos escolher a € R tal que Q = (O¢: a).
Pelo Lema de Artin Rees [1, Coroldrio 10.10] existe r € IN tal que para todo
n suficientemente grande @* N (a) = @*-7(@" N (a)). Afirmamos que para

tais n, (@ :a) C Q+€@ . Defato,se z € (@ :4a) entaio za €
k

@ N (@) =0(@ N (a); logo za =) wy, onde u; € @ e
€ (8" N (a)), de modo que v; = Ai.a € é?omm A € Rei=1,..,k
k K K

Segue-se que z.a = ; U6\, = a >:6 u A, e portanto z.a—a ; y, =0, ou

k 3

seja, a{z—) wA | =0. Assim z—g Y\, € Q e, como ; u; ), € @,
=0 =0

obtemos 2z € Q+ , demonstrando a afirmagao.

Como P D (Q,@€) D Q+@*" resulta da afirmacdoque P D (@*:a) e
portanto existe um primo mfnimo P’ associado a (@" :a) talque P D P,
por ser P' associado a (@* :a), existe A € R talque P'=((@":4a):)).
Como ((@" :a):)) = (@ :a)),P' étambém associado a @* ; além disto,

=(0g:a) C (@ :a) C P'. Provamos, pois, que P' € Aas (@) e
QCPLP v

Lema 3.4: Sejam (R,m) um anel local completo e @ um ideal m-primdério.
Suponhamos que existem um inteiro ¢ > 1 tal que U}, (0z) € @ e um elemento
a € b que satisfazem a seguinte condi¢io: para cada primo Q € Ass (0z) tal que
b & Q e coalt Q > i+ 1, podemos encontrar um ideal primoc P 2 (Q,a) tal
que P 2 be coalt P > ¢. Entao U} (¢*R) C @ paratodo n suficientemente
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grande.

Prova: Pelo Lema A7 do Apéndice temos que {U? (¢'R)}. € uma cadeia decres-
cente de ideais de R. Seja

b
R'="m—£*—-—; logo U;!ia'Rj=mU‘4(a!RL.
D Ul(a'R) D Ui(a'R)
1 1
Assim, {UF(@R]}, & uma cadeia decrescente de ideais de R’ e ﬁ U'(@R) =

Portanto, pelo Teorema de Chevalley [24, Teorema 13, pag. 270] existe uma funga.o
S:N— N talque lim #(n)=cc e U¥a*R) C m*™ paracada n € IN.
Como @ é um ideal m-primario, podemos tomar N € IV suficientemente grande
tal que m*™ C @ paratodo n> N. Entdo, para n > N, temos

6+ ﬁ U(a'R)
) VR

TF@*R) C m™ C @=

Suponhamos que E Ul(a'R) C @. Desse modo
1

B@R) . _ ©
N V@R () BR)

e portanto U(a*R) C @ paratodo n > N. Resta, entao, provar que
Q U(a*R) C Q.

Como ja foi observado anteriormente, Ass (a*R) tem comportamento assintGti-
co [4]. Escolhemos, pois, N € IN tal que Ass (a¥R) = Ass (a¥**R) para todo
k € N edenotamos V:={p € Ass (a™R);p 2 b e coalt p2>1}; seja M o
sistema multiplicativo M := R\ | |p de R.

Afirmamos que UP(a*R) = ¢*Ry N R paratodo n > N. De fato, seja

k
. B*R= ﬂ g; uma decomposic3o primdria de a*R, com ,/f; =p,. Sabemos que
1

J=
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qRv # Ry seesése p, C |Jp, ouseja Ry # Ry seesése p, € V.
Entao 'Gvk
@"Ry=() Ru= R
M L (R YS 'g (4L

e, assim,

G'RM A R= (ﬂ q.‘RM) N R= ﬂ qJ‘-_-I}'-b(ﬂ.R) "
€V psEV
Como R é um anel noetheriano temos

o0

() (a*Ry) N R=0s, N R

»=l
e portanto, pelo acima afirmado, resulta que

oo

(] V(e*R)=0n, N R.

Queremos mostrar que Oz, N R C UZ, (0g). Como Og, N R éa intersecgao
de todas as componentes primdrias de Og cujos primos associados estao contidos
em algum primo de V, basta mostrar que qualquer primo de Q € Ass (0R)
com Q 2 b e coalt Q> 1+ 1 estd contido em algum ideal primo de V; mas
isto sempre ocorre pois, por hipStese, para cada ideal primo @ € Ass (0gr) com
Q 7 b e coalt @2 i+1 podemos encontar um ideal primo P D (Q,a) tal
que P 2 b e coalt P>i. Assim, pelo Lema 3.3 aplicadoa P,Q e @ = (a)R,
existe P' talque Q C P' C P e P' € Ass (a*R) para n suficientemente
grande. Como P 2 b temos entaoque P' 2 b e coalt P' > coalt P >, de
modo que P’' €V e @ C P'. Dessa maneira

A VR =0 NR € UL0R) C@. 0

a=l

Lema 3.5: Sejam @ e b ideais de R tais que b C /@. Existe um elemento a € b
tal que, para cada ideal primo p € Ass (@) e cada ideal primo @ € Ass (Op,)
com @ 2 b, valem as afirmagGes:
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(e & Q;
(ii) Se coalt @ > 2 entdo existe um ideal primo P 2 (@Q,8) com P 2 &
e coalt P=coalt Q- 1.

Prova Denotamos Ass (8) = {p,,...,p:}. Paracada j €{1,...,t} definimos
VJ'1= {Q n R/Q € Ass (OR;’)CQ zb}

W;:={P n R/ P € Spec (R;), P 2 (Q,}) para algum
Q € Ass (OR;J) tal que Q 2 becoalt P=coalt Q-12>1}.

Observamos que Vi,..., Vi, W;,..., W, sao conjuntos finitos, portanto se existisse
um indice § € {1,...,t} talque p; estivesse contido na unido de todos os ideais
primos de V; U...UV, UW; entao existiria um ideal primo ¢ € V, U...UV, U W,
tal que p; C ¢; mas isto n2o é possfvel. De fato:

locaso: p; C ¢ € V} U...U V,, ou seja, existe ¢ € {1,...,t} tal que
p; C q € Vi. Nestecasoexiste Q € Ass (Oz,) talque ¢g=Q N R e
Q 2 b mas b C /G, logo /@ & Qe ,como Q éprimo, @ € Q. Dessa
maneira @ € Q N R=gq eportanto @ Z p;, o que nao pode acontecer pois
p; € Ass (@).

20 caso: p; C ¢ € W;, ouseja, existem P € Spec (R;) e Q € Ass (Og; )
taisque g=P N R,Q 2 b,P D (Q,b) e coalt P=coalt Q—1>1. Neste
caso, como p; € ¢=P N R, temos que p; R, = P éoideal mdxinode R, e
obtemos 0= coalt p; R, = coalt P > 1, o que também nao pode acontecer.

Assim fica estabelecido que, paracada j € {l,...,t} podemos escolher um
elemento a; € p; tal que a; & g, qualquerquesejaoideal ¢ € V; U...UV,UW;.
Também podemos escolher um elemento a’ € b tal que a' ¢ g, qualquer que
sejaoideal ¢ €V, U...U V,; de fato,dado ¢ € V;, U...U V, tomamos
it € {1,...,t} e Q € Ass(0g;) talque g=Q NR e Q 2 b etemos ¢ 2 b,
portanto b nao estd contido na uniao de todos os-ideais primos de V; U...U V,.

Com estas escolhas de elementos a,,...,a;,6', definimos a:=a,...a.a". E
claro que a € b e que vale (i). Mostramos, agora, que a satisfaz também (ii).
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Seja Q € Ass (03;,) com Q 2 boeoaltQ>2 e 5 € {1,...,t).
Queremos mostrar que existe P € Spec (R;) talque P D (Q,a), P 7 b e
coalt P =coalt Q—1. Seja P um primo minimo de (Q,q;); como a;, &€ Q, o

Teorema do ideal principal de Krull | 1, Corol4rio 11.17] aplicado a —Q*L garante

que alt P =1. Mas Rj ¢ anel local completo, portanto caten4rio [12, Teorema
344 (3= 12)]e alt P=galt Q+1. Desse modo, coalt P = coalt Q—1 > 1.
Como P 2 (Q,a,) temosque P D (Q,a) etambém que P 2 b, pois, caso
contrdrio, P 2 (Q,b) e portanto P N R € W;, o que ndo ocorre pela escolha
de a,. ¢

Proposicao 3.6: sup, @ > r. (x)

Prova: Se r = 0 n3o ha nada a fazer. Suponhamos entdo, que r > 1; basta
encontar r elementos a,,...,a4, € @ N b que s?tisfa.zem as seguintes condigoes
(abaixo) relativas & decomposico priméria @ = ] ¢;, p; = /F;, fixada desde o
inicio: e

Paracads § € {158},

(1) paracada ¢ € {1,...,r} eparacada p € Ass ((a),...,a1)R;), se
p 2 b entdo a; € p;

(2) U(asy-.. 0m0)R;) € g5 By,

De fato, o Lema 3.2 garante que a,,...,a,_;,a} 830 ¢; R; -independentes para
cada j € {1,...,t} e para n suficientemente grande; j4 o Coroldrio 1.4 (i) garante
que G@y,...,G,;,a" 830 Q@-independentes para n suficientemente grande.

Suponhamos que r = 1. Neste caso, temos U} (OR,.,) C ¢; R; paracada
j € {1,...,t}. Portanto a condicdo (2) é automaticamente satisfeita. Pelo Lema
35existe a € b talque a € Q paracada Q € Ass (Og;j) com @ 2 b; para
tais ideais primos de Q@ eparatodon € N, a* € Q. Seja N € IN tal que
a¥ €@; tal N existejdque b C /8. Assim a,:=a" € b N @ satisfaz (1).

Suponhamos agora que r > 2 e que, para cada 2< s tal que Ut (OR;,) (o
g; R,, paracada j € {1,...,t}, sabemos construir 8 —1 elementosde @ N b
satisfazendo (1) e (2). Vamos supor, para usar indugdo, que U} (OB;J) C ¢ R},
paracada § € {l,...,1} e provar que obtemos & elementos de @ N b que
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satisfazem (1) e (2).

Pelo Lema 3.5 existe a € b tal que, paracada 5§ € {l,...,¢} e paracada
primo Q € Ass (OB;J), com Q 2 b, sao vilidas:

(o & Q;

(ii) se coalt Q > 2 entdo existe um ideal primo P D (Q,a) com P 2 b e
coalt P = coalt Q — 1.

Podemos aplicar, entao, o Lema 3.4 para cada anel local completo R} (fazendo
€@ =g, R, epondo 8 =14). Assim, temos U}, (¢"R;) C ¢; R; para n
suficientemente grande. Seja N € N talque ¢ € @ e

(T) U:-l (GN R;,) c g5 R;,

paracada j € {l,...,t}. Denotemos a, :=a", R'-—-%— I'= I:‘ER, onde
I éumidealde R e @i =a;+a,R, onde a; € R. l\}oteque 6, € @ C p,

Seja
v — Fj : P N R = N ._ S
pi= 5 asim (R}) = ((a,—n)_%) = (aﬁtn) ‘aﬁ;f

Desse modo, () se torna

v, (On;;-) C ;R

paracada j € {1,...,t}. Assim, por indugdo, existem 7,,...,7, € (b N @)'=
b' N @' tais que, paracada j € {1,...,r}, valem:

(1’) para cada ¢ € {2,...,8} e paracada Q € Ass ((m,.. ._I)R'
Q D b' entao @ & 0,

2) O ((@,...,8) By') C R;;'-

Mas,se Q € Ass (T, .. ,_1) R., ), entao existe

Q € Ass (((a,,...,a(_1)+(a,))R;J) = Ass ((a),...,01)R;)

talque §=Q'. Como Q' 2 b’ seesboe Q 2 b e o ¢ Q' seesbse
6; € Q temos que a,...,a, satisfazem (1). Temos também que

U? ([a,,...,a.-l)RL]

U ((@,...,80) Ry*) = R
J
' &’Jk
S
N
o0 ‘f;t &



Assim, por (2°), temos que U}(a,,...,a,,,)R; C ¢, R, paracada j €

{1,...,t}. Desse modo, a,...,8, € @ N b satisfazem (1) e (2); logo podemos
escolher r elementos em @ N b que satisfazem (1) e (2). ¢
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CAPITULO III: Aplicagdes

§4 Coaltura de Primos Associados ao Zero do Completamento de Anéis
Locais

Neste pardgrafo R é sempre um anel local e m seu ideal méximo. Estudamos,
aqui, a relagdo entre o nimero maximo de elementos independentes em ideais m-
prim4rios e a coaltura de ideais primos associados ao zero de R'. Comegamos
com uma férmula para o niimero maximo de elementos m-independentes em um
ideal b dado; tais elementos m-independentes s3o denominados analiticamente
independentes.

Proposicao 4.1: Seja b um ideal do anel R. Se b C /0 entdo sup, m =0.
Se b  \/Ug entdo sup, m=maz {coalt Q; Q € Ass (0z) ¢ Q 2 b}.

Prova: Pelo Teorema 2.1 temos que

supy,m=maz {i 20; U} (Oz.) C mR*} =maz {i 20; U} (0z.) # R'},

onde a iltima igualdade decorre do fato de mR* ser o ideal médximo de R*. Por
definicdo, UP (Og.) # R* seesdse §=0 ou {Q € Ass(0z.);Q 2 b e
coaltQ > i} # 0. Segue-seque sup,m=maz {i 20; i =0 ou {Q € Ass(0z.)
1 Q 2 becoaltQ>1i} # 8}, Se b C /U entao b 86 possui elementos
nilpotentes logo sup , m = 0.

Se b € /U;z entdao existe P € Ass (0g) talque P 2 b&; logo existe
€ Ass (Or.) talque P N R=P e P 2 b eportanto {Q € Ass (0z.);
Z Q ecoalt Q2>14} # @ paraalgum ¢ > 1. Assim,

sup, m=maz {coalt Q / Q € Ass (0r.) ¢ b € Q}.

Dado P € Ass (0g) talque P 2 b, existe P € Ass (0g.) com P N R=P
e coalt P = coalt P; naturalmente P 2 b. Por outro lado, para cada P €
Spec (R*), coalt P <coalt P N R. Assim,

p
b

maz {coalt P | P € Ass (Og) e b g_ P} =maz {coalt P | P € Ass (Oz.) eb € P}
e sup, m=maz {coalt P [P € Ass(0g)e P 2 b} ¢
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Observagao: Fazendo b=m, temos que sup m = alt m. Mais geralmente
temos que se p € SpecR entao supp = alt p, pois sup pR, = supp <
alt p =alt pR, = sup pR,.

A Proposi¢ao 4.1 diz que o nimero mdximo de elementos analiticamente inde-
pendentes em um ideal b é a coaltura de algum ideal primo minimo de 0z que
nao contém b. Como conseqiiencia temos :

Coroldrio 4.2: Todos os ideais primos minimos de um anel local R tém a mesma
coaltura se e somente se para cada ideal b ¢ /U, o nimero méximo de elementos

analiticamente independentes em b é exatamente dim R, ou seja, se e somente se
sup » m = dim R, para cada ideal b ¢ ,/0z.

Prova: Suponhamos que sup, m =dim R paracadaideal b € ,/0z. Sejam
{P,,...,P} o conjunto dos primos minimos de Oz e T; = (1 Ppy 82 Tpunlk,
J#
t

Como fUr = ()| P, pelaescolhade T; temos T; ¢ ,/U; também pela

=1

escolha de 7T} sabemos que P; ¢ o iinico primo minimo de zero que ndo contém
T;. Assim, pela Proposicao 4.1, supr, m= coalt P,, 1=1,...,t e portanto
coalt P, =dim R para t=1,...,t, ouseja, todos os primos minimos de 0z tém
a mesma coaltura.

Suponhamos, agora, que todos os primds minimos de Oz tém a mesma coaltura,
a saber, dim R. Se b € /Oz entdo sup, m = coalt P, onde P é um primo
minimo de Oz e P 2 b. Assim, sup,m=dim R. o

Caracterizamos, a seguir, a coaltura de primos associados a 0g..

Teorema 4.3: Seja r < dim R um inteiro nao negativo. As seguintes condiges
8a0 equivalentes:

(i) Existe P € Ass (0g.) com coalt P=r.

(i) Existe um ideal u de R, m-primério e tal que sup u=r.

Prova: Note que, por defini¢do, U (Ore) = Or. ; logo, para ¢ 20, U™ (Og.)
é a interseccao de todas as componentes primirias de Og. cujos primos associados
tém coaltura maior que ou igual a §. Assim, existe P € Ass (0p.) tal que
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coalt P=r seesése Ur (0g) # U, (Og.). Como em um anel local cada
ideal é a intersecgdo de todos os ideais m-primérios que o contém , temos que
Ur (0g.) # Um, (Og.) se e s se existe um ideal U de R*, mR'-primirio, tal
que UM (0.) CU e Um, (0r:) € U. Assim, se (i) é verdadeira, pelo Teorema
2.1 temos 8UpP g U = r; mas, 8up nz. U =8up U, logo sup U =r. Seja
4 = U N R; sabemos que pelo Lema A6 do Apéndice 4 é m-primérioe uR*' =U.
Desse modo, sup U = sup u = r . Reciprocamente, se (ii) é verdadeira, ou seja se
existe um ideal ¥ de R, m-primdrio tal que sup u=r, entdo U =uR*' éum
ideal mR*-primério tal que sup U=r. Logo U™(0z.) C U e UR, (0r.) € U;
assim, pelo observado anteriormente, existe P € As8(0g.) com coalt P=r. ¢

Um anel local é dito unmixed se coalt P =dim R paracada P € Ass (0g.);

neste caso, cada ideal primo associado a Oz. & primo minimo. Do Teorema 4.3
podemos obter a seguinte caracterizagao para anéis locais ynmixed.

Coroldrio 4.4: [5, Coroldrio 1] R é um anel local ynmixed se e somente se
sup @ = alt @ para cada ideal @ de R.

Prova: Suponhamos que R ¢é um anel local unmixed. Por [10,Proposicao 6]
R, também é ar:l local unmixed paracada p € Spec R. Seja @ um ideal
de R. Sejam p € Ass (@) e {A,..., R} = Ass (Og;) ; j4 sabemos que cada
L Y . éPrimo minimo.

Se @R, C |J A entdoexiste j € {l,...,{} talque @ R; C P;. Como
alt F; =0, obtem-se alt @R, = 0. Segue-seque alt @ =0 e resulta que
0< sup@<alt@=0, ou 'a,ejai sup @ =0 =gqlt @.

Suponhamos que @ R; ¢ ,_L=J1 P;. Como paracada j € {1,...,¢}

coalt P;=dim R, =dim R, =dlt p
temos que

se ¢ < altp entdo UP (Og;) = Ogy;

se ¢ > altp entdo U (Ogy) = R;.
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Entao, pelo Teorema 2.1 obtemos
sup @ =maz {i 20; U? (Os;) CQ R, , paracada p € Ass (@)} =
= min {alt p, p€ Ass (@) } =alt () .
Reciprocamente, suponhamos que sup @ = alt @ para cada ideal @ de R.
Sejam P € Ass (0g.) e r = coalt P. Pelo Teorema 4.3 existe um ideal v de R,

m-primario tal que supu=r. Como supu=alt u e v é m-primdrio temos
que r=alt u=galt m =dim R. Assim, coalt P = dim R. $

Utilizamos agora o Teorema 4.3 para obter outra caracterizagao da coaltura de
ideais primos associados ao zero no completamento de um anel local como segue:

Proposicao 4.5: Seja r < dim R um inteiro nao negativo. As seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) Existe P € Ass (0y) tal que coalt P < r.

(i) Existe um ideal v de R , m-primdrio e tal que m ¢ um ideal primo
associado a cada ideal @ C u que tem a seguinte propriedade: prf R, > r para
cada ideal primo p 2 @ e p # m.

(iii) Existe k € IN tal que m é um ideal primo associado a cada ideal @ C m*
que tem a seguinte propriedade: prf R, > r paracada ideal primop D @ep# m.

Prova: (i) = (ii). Seja P € Ass (0g.) tal que coalt P < r. Entdo, pelo
Teorema 4.3 existe um ideal u de R, m-primdrio, tal que supu < r. Seja @ C u
um ideal de R como em (ii), ou seja, prf R, > r para cada ideal primo p tal
que p D @ e p # m. Assim, pelo Lema A5 do Apéndice, podemos encontrar r
elementos a;,...,a, € @ taisque a; ¢ P paratodo P € Asz((ay,...,q,-;))
com P # m,i € {l,...,r}. Se m nao é um ideal primo associadoa @ entao
v & | eU‘ﬁ o de fato, caso contrério existiria P € Ass (@) talque u C P e,
como u é m-primdrio, resultaria m = ,/u C P, o que nao pode acontecer. Assim,
podemos escolher um elemento a,4, € u tal que a,4; nao é divisor de zero de E,
logo (@ :a?,)=@ paracada n > 1. Como ((as,...,6.) :a2,) C (@ :a’,‘,j,
pa.ratodoo? > 1, temos ((a;,...,a,) :a7,) C@Cu,paratodo n > 1, e

portanto | J ((a1,...,a,) :a}y,) € u. Desse modo, ay,...,a,,a,,, satisfazem:
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(a) Paracada 1 € {1,...,r+1} eparacada P € Ass ((a,,...0,,)), se
Gy € P entao a; ¢ P

1) U (@1,---,0.) s 02,) Cu .

Segue-a:e:f)elo Lema 3.1 que a,,...,8",, 830 u-independentes para n suficiente-
mente grande. Dessa maneira sup u > r+ 1, o que contradiz a hipétese inicial
de supu < r. Isto prova que m ¢ um ideal primo associado a @.

(i1) = (ii)). Tomamos k tal que m* C u ; assim (iii) é claramente satisfeito.

(iii) = (i). Suponhamos que vale (iii). Basta provar que sup m* < r , pois
entao pelo Teorema 4.3 existe P € Ass (0z.) tal que coalt P < r e obtemos
a afirmagdo (i). Suponhamos, contrariamente ao desejado, que sup m* > r;
entao, pela demonstragao da Proposicao 3.6, podemos encontrar r+ 1 elementos
a,...,a,,a,,, € mX que satisfazem:

(1) Paracada ¢ € {1,...,r+1} ecada P € Ass ((a),...,8:-1)R*) se
P # mR* (ouseja, P 2 m*) entio a; ¢ P;

@) U ((ay,...,8,)R" :a,,) Cm*R".
=1
Assim, em R os elementos a,,...,4,,6,,; € m* satisfazem:

(1) Paracada 1 € {1,...,r+1} ecada p € As8((a),...,6i-1)R) se p # m
(ouseja, p 2 m*) entao a; € p

@) () (@16 )R @)= ) (@,...,0)R* N R:aly) Cm*R* 0 R=

mF .
- Desse modo, prf Rp > r para cada ideal primo P # m talque P D
U ((as,-..,8,) :a},) e, como vale (iii), segue-se que m ¢ um ideal associado
=1

a |J ((a1,.-,8,) :aryy) =0 (a,...,a,) . Mas Uy ((ay,...,a,)) é, por

deﬁt;!igi.o, a intersecgao das componentes primérias de (a,,...,a,)R cujos primos
associados nao contém a,4; € com coaltura maior do que ou igual a 1 ; logo
m nio pode ser ideal associado a U{'** ((ai,...,8,)R) , que é a contradigdo
procurada. Logo supm* < r. $

Concluimos este paragrafo com um resultado para dominios locais que também
aparece em [14, Teorema 9 |.



Corol4rio 4.6: Seja R um domimio local. Existe um ideal primo de R’
associado a Og. e de coaltura 1 se e somente se existe £k € IV tal que

m ¢ associado a todo ideal @ nao nulode R tal que @ C m*.

Prova: Suponhamos que existe P € Ass (0z.) tal que coaltP = 1. Pela
Proposicao 4.5 existe k € IN tal que m € Ass (@) para cada ideal @ C m*
com a seguinte propriedade: prf R, > 1 para cada ideal primo p 2 @ com
p # m. Seja @ umidealde R com @ CmF e @ # 0g. Como R ¢
dominio, a profundidade de qualquer ideal de R é maior do que ou iguala 1. Por
outro lado para cada ideal primo P temos que prf P < prf PR, = prf R,; logo
para cada ideal primo P 2 @, P # m temos prf R, > 1. Portanto, pela
Proposicao 4.5, m € Ass (&@).

Reciprocamente, seja k € IV tal que m € Ass (@) para cadaideal @ # 0g
com @ C mk. Se p D @ # Og e p # m entao prf R, 2 prfp 2 1,
jéque R é dominio. Assim, pela Proposigio 4.5, existe P € Ass (Op.) tal que
coalt P < 1. Como R édomimio, m ¢ Ass (0x) logo mR* ¢ Ass (0r.) [12,
Teorema 18.11 ] e portanto coalt P = 1. o
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§5 - Ideals Intelramente Fechados e Primos Minilmos Assoclados ao
Zero

Neste parégrafo estabelecemos uma relagao entre o nimero méximo de elementos
independentes de um ideal inteiramente fechado e um anel local e a coaltura de
primos associados a0 zero de seu completamento. Também aqui R denota sempre
um ane] local e m seu ideal méximo.

Primeiramente relembramos a definicao de ideal inteiramente fechado em R .
Seja R' um anel que contém o anel R. Um elemento ¢ € R' é dito inteiramente
dependente em @ seexistem n € IN e a¢; € @ ,1i € {l,...,n}, tais que
a*+a,a*'+...4+a,.,6+a, =0. Dizemos que @ é inteiramente fechado em R
se @=T ,onde @ éo fecho inteirode @ em R, definidopor @:={z € R;z
é inteiramente dependente em @}.

Teorema 5.1 : Sejam @ um ideal de R inteiramente fechadoem Re b um
ideal de R taisque b C /@ . Entao

sup, @ =maz {i 2 0; \/U(Or;) C @F; paracadap € Ass (@)} .

Prova : Como @ ¢é um ideal inteiramente fechado em R , pela Proposicao
B9 do Apéndice podemos escolher uma decomposicao prix?iria de @ em que cada

componente priméria é inteiramente fechada. Seja @ = () ¢; uma decomposi¢io
1=1
desse tipo, com /f;=p; para j € {l,...,t}.

Sabemos quese Uy (O; ) C @R; paracada j €{1,...,t} entdo U/(Og; ) C
@R; paracada j € {1,...,t} . Pelo Lema 5.2 a seguir temos que U; Ogs ) =

:(Uf"(on;’i ; logo se U,-"(OR;J) C @R, entdo ‘/Ufion;ji € @GR . Como, pelo
eorema 2.1, sup, @ = maz {{ > 0; U,-‘(OR;J) C @R, paracada j=1,...,{}
, Tesulta

sup, @ < maz {1 2 0; JU"’{OR;J] C UR; poracadaj=1,...,t}.
Por outro lado, a Proposigao 3.6. garante que
sup, @ > maz {i >0, U} (OR;’) C g Ry paracadaj = 1,...,t }
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mas

Uy (OR;J) cU (OR;J) = \fo (OR;,) )
logo

sup, @ > maz {i 20, JU,P (OR;J) C ¢R, paracadaj € {1,...,t}}.

Como, paracada j=1,...,t, g; éinteiramente fechado, entao, pelos Lemas B8 e
B10 do Apéndice, temos que ¢; R; ¢ inteiramente fechado e portanto ¢; R, =
g; K5, 2 @R] . Desse modo

sup, @ 2 maz {i 20, /U (Or; ) C @R peracedaj=1,...,t}. ¢

Lema 5.2: Fixado 12 0, temos

SO 0) = 77 o5) .

t
Prova : Seja Oz = ﬂ Q; uma decomposigdo priméria de Oz com /Q; =

=1
P; .5 =1,...,t . R,»eordenando, se necessdrio, os ideais primdérios, podemos
escolher r e 8 €EIN com 1<8<r<t taisque 1<5j<r seesbse P; 2 be
coalt P; > i e P,...,P, 830 0s elementos mfnimais de {P,,...,P.} . Assim,

U? (0g) = ™ e portanto /U (0g) = ; P; . Para facilitar a demonstragao
i ( R) JQ QJ po 3 R) ,Q 3 rag
denotamos

¢ = Ulb (Dg) e D= U‘- IOR) 5
Sabemos que @ C @ C /@ para todo ideal @ de R,logo D C C. Como

Ut (0z) C D, temos que C=,/U? (0zg) C /T e portanto C=/D. Para
cada j € {l,...,8} temos que

C Re,=(P. Nn...N P)Re, =P, Rp, =, [Og, .

Como D é inteiramente fechado, o Lema B1 do Apéndice garante que /0 C D;
logo C Rp = f0r, € DRp, . Mas D C C ,portanto D Rp C C Rp,. Assim,
paracada j € {1,...,8},0 Rp, = C Rp,. Queremos mostrar que D Rp =C Rp
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para cada P € Spec R , pois disso decorre que D = C |1, Proposigao 8.8]. Seja
P € SpecR. Se P 2 C entao CRr =Rp e,como C=D,P 2 D e
DR,D:RP. As.mm, CRP=RP=DRP. Se P _3_ C entao existe J E{l,...,ﬂ}
talque P 2 P; . Como D Rp =C Rp, = P; Rp, paracada j=1,...,8 ,
temos que (D Rp)p r, = (C Re)p,re = (P; Rp)p,p, paratais j acima; logo DR
e C Rp sa0 ideais primos de Rp . Conseqilentemente

D Rp = (DRP)PJR, N Rp = (CRp)p,R, N Re=CRp. o

Com base no Teorema 5.1 podemos dar uma nova versao para o Teorema 4.3
com ideais inteiramente fechados.

Teorema 9.3 : Seja r < dim R um inteiro ndo negativo. As seguintes
afirmagdes 830 equivalentes.

(i) Existe um ideal primo minimo P € Ass (Og.) tal que coalt P =r.

(ii) Existe um ideal v de R, m-primério e inteiramente fechado tal que
supu=r.

Prova: Note que, por definicao, U (Og.) = 0. , que é a interseccao de todas
as componentes primarias de Og. ; logo, para ¢ > 0, U™ (Og.) ¢ a intersecgdo
de todas as componentes primdrias de Og. cujos primos associados tém coaltura
maior do que ou igual a {. Desse modo, para > 0,,/U™ (0r.) é a intersecgio
de todos os ideais primos minimos de Og. que tém coaltura maior do que ou igual
a ¢ . Assim, existe um ideal primo minimo P de Og. tal que coalt P =r se

esése /Um (0g) # /Um, (Og:) . Pelo Lemma 5.2 \/U,-'“ (0g.) = U™ (0g.)
, logo /U™ (Og.) é inteiramente fechado, portanto, pelo Lema B7 do Apéndice,

Ur (Og.) € a intersecgao de todos os ideais mR*-primarios inteiramente fechados
que o contém. Dessa maneira /U™ (0z.) # ‘/U;g_, (Og.) se e somente se existe
um ideal U de R* , mR"-primdrio e inteiramente fechado tal que /Um (0z.) C U
e /Um, (Or:) ¢ U . Logo, se (i) é verdadeira pelo Teorema 5.1, sup mp. U =r

Como 8up mge U = sup U (Proposi¢do 1.1 (iv) ), temos sup U = r. Seja
u=U N R ; u éum ideal m-primério e inteiramente fechado sobre K. Pelo
Lema A6 do Apéndice, U=u R, logo r=28upU = sup u . Reciprocamente, se
(ii) é verdadeira, ou seja, se existe um ideal 4 de R , m-primério e inteiramente
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fechado tal que supu = r,entdo U = uR' & um ideal mR-primirio e
inteiramente fechado tal que sup U = r. Logo ,/Um(0z.) CU e /Um,(0z.) €U
; assim pelo observado anteriomente existe P € Ass(Og:) comcoalt P = r. ¢

Um anel local R é dito quasi-unmixed se coalt P = dim R para cada ideal
primo mfnimo P de Og.. Em particular, todo anel unmixed é quasi-unmixed. A

reciproca € falsa; basta tomar k& um corpo, X e Y indeterminadas sobre k e
k[[X,Y]]

(X) n(X2,Y)’

Coroldrio 5.4 [ 14, Teorema 37 : R é um anel local quasi-unmixed se e somente
ge sup @ =alt @ paracadaideal @ de R inteiramente fechado.

considerar R =

Prova: Suponhamos que R é um anel local quasi-unmixed. Sejam @ um ideal
de R inteiramente fechado, p € Ass (@) e {P,..., P} o conjunto dos primos
minimos de Og;.

locaso: @Ry C |J P ;entdoexiste j € {I,...,r} talque @R} C P,
, logo existe p' € Ass:_(EQ R}), p' primo minimo de @ R; , talque p' C F; .
Como P; é primo minimo de Og, , temos que p'= F; e alt P;=0. Portanto
alt (@ R;) = 0 e conseqiientemente alf (@) = 0. Desse modo 0 < sup @ <

alt @ =0 eresulta sup @ =0=glt @.
2caso: @ Ry € |J B . Por [11, Proposicdo 6], sabemos que R, é

A=I_

um anel local quasi-unmixea para cada p € Spec R, logo paracada P; €
{P,...,P}, coalt P;=dim R, = ali p. Assim, como \/U‘ij é a intersecgdo
de todos os primos minimos de Og; que nao contém @ e com coaltura maior do
que ou igual a { , temos que

se i < altp entdo \[UP (08;) = \fOg;

se § > alt p entio \/U® (Or;) = R, .

Assim, pelo Teorema 5.1, sup @ =maz {i 20 ; ,/U® (0z;) C @R, para cada
p € Ass (@)} e como [0z C GE, (Lema Bl do Apéndice), temos que
sup @ =min {all p;p € Ass (@)} = alt @ .

45 &



Suponhamos, agora, que sup @ = alt @ para cada ideal @ de R inteiramente
fechado.

Seja P um ideal primo minimo de Og. com coalf P=r . Pelo Teorema 5.3
existe um ideal u de R inteiramente fechado tal que supu=r logo supu =
alt u e, como u ¢é um ideal m-primdrio, alt u = dim R . Conseqiientemente
coalt P=r=dim R e R é quasi-unmixed. o

Observamos que se (R,m) ¢ um anel locale r < dim R € um inteiro nao
negativo entao pelo Teorema 5.3 sao equivalentes:

(i) Existe P ideal primo mfnimo de Og. com coalt P < r.

(ii) Existe um ideal ude R, m-primério e inteiramente fechado tal que supu <

Assim a demonstragao da Proposi¢ao 5.5 abaixo segue do Teorema 5.3 como a
da Proposicao 4.5 segue do Teorema 4.3.

Proposicao 5.5 : Seja r < dim R um inteiro ndo negativo. As seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) Existe um ideal P primo minimo de Og. tal que coalt P < r.

(ii) Existe um ideal u de R, m-primério e inteiramente fechado tal que m ¢
um primo associado a cada ideal @ C u que satisfaz: prf R, > r sempre que
p # m éum ideal primo de R que contém @ .

(i) Existe k € IV tal que m é um primo associado ao ideal @ para todo ideal
nao nulo @ C mF que tem a seguinte propriedade : prf R, > r para cada ideal
primo p2 @ep # m .

McAdam em [8, Proposicio 3.19] mostra que, se (R,m) é um dom inio local,
as seguintes condigGes sao equivalentes:

(i) Existe n > 0 tal que m ¢é um primo associado a todo ideal ndo nulo €@
talque @ C m* .

(i) Existe n > 0 tal que m €é um primo associado a todo ideal @ tal que
0#@C m .

Decorre dessa observagao e da Proposicao 5.5 o seguinte Coroldrio.

Coroldrio 5.6 [15, Teorema 1] : Seja R um domifnio local. Existe um primo
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minimo de Og. com coaltura 1 se e somente se existe k € IN tal que m é um
primo associado ao ideal @ para todo ideal nao nulo @ de R talque @ C m’.
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§6 - Estabilidade Assintética

Neste parédgrafo mostramos que min sup , @" depende apenas das coalturas
dos primos associados ao ideal nulo de R; , onde P € Ass (@) . Da mesma
maneira, mostramos que min sup @ depende apenas das coalturas dos ideais
primos mfnimos associados ao ideal nulo de R; onde P € Ass (§). Por [4]
sabemos que Ass (@*) ¢é estavelmente assintético, ou seja, existe M € IN tal
que Ass (@M) = Ass (@¥**) paratodo k € IN . Ao longo deste parégrafo M
denotard tal inteiro.

Proposi¢ao 6.1 : Sejam (R,m) um anel local, @ e b ideais de R tais que
bC V& e M como acima. Se existem um ideal primo P € Ass (0g) e um
ideal primo p € Ass (@) taisque bC P C p entdo min sup , 6" =0 . Caso
contrério, vale min sup » @ =min {coalt P; P € Ass(0g;) e p € Ase(@¥)}.

Prova: Sabemosque @ 2 @* D ...D @ D... é uma cadeia decrescente de
ideais de R ; conseqiientemente sup , @ > sup , @ >...> sup , @' >... é
uma seqiiéncia de nlimeros naturais, limitada inferiormente por zero. Segue-se que
existe n' € IN tal que sup , @ =sup , @ ** paratodo k € IV . Tomando
N =maz {n',M} ,resulta min sup , @" = sup , €" .

Pelo Teorema 1.1, dado k > 0 , U} (Os;) C @* R; paracada p € Ass (@*)
se e 86 se sup , @ > { . Como sup , @ =sup , @" paratodo n > N temos
que sup , @¥ > { se e somente se sup , @ > ¢ paratodo n > N ; isto
ocorre se e somente se U (Or;) C @ R} paracada p € Ass (@") e n > N.
Desse modo, pelo Teorema 1.1, temos que
sup » @¥ =maz {i 20; U} (O;) C @" R; paracada p € Ass (@)} =
=maz {§ 2 0;U; (O;) C @ R; paracada p € As3(@") e n > N};
mas, U} (Oz,) C @ R, paracada p € Ass (@) e n > N se e somente se
U (Or;) € () ©"R; e,como R; éarellocal noetheriano, (| @* R; = Og,.
A_Bsim, >N B> N

min sup  @* = sup 1 O =

=maz {i 20; U} (Or;) = Or; para cada p € Ass (@")} .

Se existem um primo P € Ase (0g) e um primo p € Ass (@) tais que
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bC P Cp entao, escolhendo P* € Ass (Og;) talque P* N R, =PR,,
teremos P* 2 b. Assim, existird um primo P* € Ass (O;) talque P* D b ;
consequentemente U} (Og;) # Op, para § > 0 e portanto min sup , @* = 0.
Se nao existem P € Ass (0z) e p € Aes (@V) taisque b C P C p, entao para
cada p € Ass (@) eparacada P' € Ass (0z;) , P* 2 b . Desse modo,
U? (O;) = Og; se e 86 se paracada p € Ass (@) e paracada P € Ass (Og,)
coalt P* > i . Isto significa que U} (Og;) = Or; paracada p € Ass (G") see
86 se paracada p € Ass (@") néoexistir P* € Ass (Og;) tal que coalt P* < 1.
Portanto,

min sup , @" = maz {i 2 0; U/(Os;) = Op, paracada p € Ass (@)} =
maz {i >0; coalt P* > 1 para cada p € Ass (@") eparacada P* €

€ Ass (Or;)} = min {coalt P* ; P* € Ass (Oz;) e p € Ass (@)} . &

Coroldrio 6.2: min sup @* = min {coalt P*; P* € Ass (0g;),p € Ass (@V)}.

Prova : Suponhamos que existam P € Ass (0g) e p € Ase (€M) tais que
@ C P Cp . Pela Proposicao 6.1 e Lema 6.2 basta mostrar que

min { coalt P* ; P* € Ass (Og;) , p € Ass (@")} =0.

Como € C P temos (@,P) C P ; logo, pelo Lema 3.3 (aplicadoa P e @)
existe P' € Ass (@") talque PC P'C P ,ouseja P € Ass(@") . Tomando
P*=P R, temos P* € Ass (0g;) e coalt P° =0 . O outro caso ji é vdlido
pelo Teorema 6.1 . ¢

Coroldrio 6.3 : [5, Teorema 2] Sejam (R,m) um anel locale € um ideal de
R . Entao
(e, P)
P-

min sup @ = min {alt (
Prova : Seja
(@, P)

r := min {alt (T) ;P* € Ass (0z;) € p € Ass(@Y) } i

sejam p € Ass (@M) e P* € Ass (Og;) . E facil ver que

alt (-(@},ﬁ) < coalt P*;

) ; P* € Ass (0r;) e p € Ass (@) }.
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logo pelo Coroldrio 6.3, r < min sup , @* . Seja, agora, P € Ass (@, P')
tal que alt b—f—) =r . Aplicando o Lemma 3.3 a0 anel R, temos que existe
P' € Ass (@Y R)) ,talque P*CP'CP . Sejam S=(R});. e Q' € Ass(P*S)

tais que coalt Q' = dim g Como P € Ass (0g;) , por [12, Teorema 18.11]
temos que Q' € Ass (0s) . Mas

e (1)

logo g il (PE%%P',,).=dimP_“(Z'f;_:F—GHP'
Assim,

coath'-alt-E-: < alt Z-:r

P ’ 2
Pelo Coroldrio 6.3 temos que
min sup @* R = min {coalt Q; Q € Ass ({OR;)-',-) e P € Ass (@¥R)} .

Como P' € Ass (@Y R)) e Q' € Ass((0;)r/) , coalt Q' > min sup @* R;.
Pelo Lema 1.3, sup @ R, > sup @ | portanto

r?coath'Zm-insup@'R,’Zm‘jnsup@". &

A proposicao a seguir é a versao da Proposigao 6.1 para m’m sup » 0* . Por
[13, Proposicéo 5] sabemos que Ass (G*) é estavelmente assint6tico. No restante
deste pardgrafo, T denotard um inteiro tal que Ass (@T) = Ass (@T+) para cada
ke N .

Proposicio 6.4 : Sejam @ e b ideais do anel local R tais que b C /@ . Se
existem P ideal primo minimo de 0z e p € Ass (GT) taisque bC PCyp ,
entdo min sup , @ =0 . Caso contrério, vale
min sup ; & = min {coalt P* ; P* ¢é primo mfnimo de Oz, ¢ p € Ass (€T) } .

Prova:Como @ D @2 D...0 @ D... ,temos @ D@ D...D2 & D..
conseqientemente, sup , @ > sup , @ >...> sup , & > ... é uma seqiéncia
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decrescente de nimeros naturais, limitada inferiormente por zero. Assim, existe
n' € N talque sup , & =sup &' paracada k¥ € N . Tomando
N = max {T,n'} , resulta que min sup , &* = sup , ¥ . Pelo Teorema 5.1,
sup » 8F =max {i > 0; /U’ (0r;) C G" R, paracada p € Ass (GF)} ;

assim, de maneira andloga 2 que foi feita demonstragio da Proposicio 6.1, mostra-
seque sup  @¥ =max {i > 0; ,/U; (Ox;) C T K; paracada p € Ass (GV)
e n > N} . Eclaro que Up (0r;) € @ K paratodo p € Ass (@F) ¢

n > N se e somente se
\/U(b (OR;) Q ﬂn @' R;

">

para cada p € Ass (@") . Pelo Lema B3 do Apéndice,

N 5*}{;=\/OR; ; mas @Ry D @ Ry paratodo n € N |, logo

r=0

" R = [0z . Assim, /U (Oz:) C @~ R; paracada p € Ass e
.QERI \/0s; VU (0;) CG ) p p (GF)
n > N seesomentese /U’ (Og;) = ,/O0r; paracada p € Ass (GF) ; desse
modo,
min sup » @¥ =max {i 2 0; \/U} (Og;) = \/Or; para cada p € Ass (TGF) }.

A partir daqui a demonstracao prossegue como a demonstragao da Proposicao 6.1,
trocando P € Ass (0g) por P primo mfnimo de Oz e p € Ass (@F) por

p € Ass (@F). ¢

Coroldrio 6.5 : Seja € un ideal do anel R . Entao
min sup & = min {coalt P* ; P* é primo minimo de Oz, e p € Ass (GV)} .

Prova : Como @ C @ C /@ = /@ temos que V& = /& . Assim,
pelo Lema 6.2 sup @ = sup o ©* e portanto min sup & = min sup o & .
Desse mecdo, a prova deste coroldrio segue diretamente do Corolério 6.3 assim como
a prova da Proposigao 6.5 segue da prova da Proposigao 6.1. o

Coroldrio 6.6 : Sejam (R,m) um anel local e @ um ideal de R . Entao

min sup @* = min {alt (L@’?ﬁ.—)—) ; P* é primo minimode Og. e p € Ass (GV)}.

Prova: Decorre da do Coroldrio 6.4 fazendo as mesmas alteragdes que acima. ¢
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APENDICE

APENDICE A: MISCELANEAS

O objetivo principal deste apéndice é demonstrar o Teorema A3, que usamos no
§3 e que também se encontra em [6, Teorema 1]. Além disso, também mostramos
alguns resultados que foram utilizados nos §§2, 3 e 4.

Lema Al: Seja I=(fi,...,f.) um ideal do anel R com alt I = n. Entao,
{fir...fir | }_ i;=d} éum conjunto minimal de geradores de I¢.

=1
Prova : Seja P um primo mfnimo de I com alt P =n . Consideremos o anel
local Rp . Sabemos que /Rr éum ideal PRp-primérioe dim Rp = alt PRp=n .

Como IRp = (é 25 f")R temos que é,...,'-fi é um sistema de parametros

l 3
de Rp . Se {f*...fir / ) i;=d} ndo é conjunto minimal de geradores de I,
J=1
entao existem ky,...,k, com Z:k,-:d tal que
7=

Psnde = 3 Bida [y w2t s
onde a soma ¢ feita BObreE ij=d , (§,...5) # (k,...,5) e r, .. €R.
=1
Logo, , ,
& _._f_g_"_: E Tiy.in & _f;;_
1 771 1 1 71
em R,. Assim,
£ g iy
E Tiisen l—. 5 l —T ;
Portanto existe F e R, [Xl, , Xx ], uma forma de grau d, tal que

P(hn )0 e e

71
Assim, [ 1, proposigao 11.20 | os coeficientes de F' estao em PR; . Desse modo
1 € PR, , o que nao acontece. Logo o conjunto

{(f:"---fi")/f: i =d}

=
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¢ um conjunto minimal de geradores de I o

Lema A2: Sejam (A,m) um anel locale I = (f;,...,f,) umidealde A . Se
alt  =n , entdo

mA o A
iy R m[XI,...,X.].
Prova: Sejam

gr; A
mgrr A

IM:grn A —
a projegao candnica e
(o<} Ik
wA[X,..., X)) — g A= @I"H
o homomorfismo definido em cada em cada forma de grau ¢ Z: Bt i e 0 X

, onde t=5%" i; , por
=1

© (Z: ai,.i, X ...X;") = 2; i,.in O fir 4+ I

Consideremos
A
: o R
H 2 A[X], y ] — mgff A
que é obviamente um homomorfismo sobrejetor. Assim, para mostrar este Lema,

basta mostrar que Nuc (Il o ) = m [X],...,X,]. Como A [X,,...,X.] e

A
_Q,{';_____ 8ao anéis graduados, entao basta mostrar que se f; é uma forma de grau

d cfe A[X,,...,X.] ,entdo fu € Nuc(Il o p) seesése fu € m[X,,..., X, ]
Seja, entao

fa= Z: T .
Temos que f; € Nuc (Il o ) seesdse
; Gi,in . Jr+ ' €e mgr A
Como

mgr; A=m (@ p+1) D 7 Te+1

k=0
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temos que
; @i,i. JO. fo+ 'Y € mygr, A

se e 86 se
m ¢

E; Giy.in lh s f:‘ +I'"! € Jé+1 !

ou, equivalentemente,

Z ai,..4, f;‘f:" € m I

d

I‘=({f;’*...fjﬂjg£,-=d}) ,

portanto f; € Nuc (Il o o) se e 86 se
2 Qi,...in f:' ...f:" = Z: mi,..in f{: j:n

Sabemos que

onde m;, i, € m.

Como alt I =n , pelo Lema Al, o conjunto {fi:... fir / Ei,- =d} éum

=1
conjunto minimal de geradores de I¢ . Logo a;,. . € m pa.;-a todas n-uplas
tais que ) i; =d.
=1

Desse modo, f: € Nuc (Il o ¢) seesése fu € m[X,,...,X,].

Assim,
A [ X555 %] N A
mi{X,,..., X, mgr; A

Teorema A3 [6, Teorema 1]: Seja I =(fi,...,fs) um ideal do anel R tal que
existe p € Spec R , primo minimo de I com alt p=n . Seja

p=py UF

P € Aws (I)

A r
Z Xy Xa] & o

k
Se %_—1- éum (-I;)U-médulo livre para infinitos valoresde k , entao f,..., fa

é uma sequencia regularem R .



Prova: Sabemos que R é um anel noetheriano, logo, por [9, Teorema 27 (ii))
basta mostrar que f,,..., fs € uma seqiéncia quasi-regular de R . Ou seja, basta
mostrar que ¢ : T [(X1,...,Xs] — grr A definido por

p (E mX{’---X:")=Z T e . o L

onde )  i;=1¢ e Wi =64+ ,éuma bijegdo.

=1
E claro que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Mostremos entdo que ¢ &
injetor. Sabemos que

k

—

oo Ik o0
EB
+40

=° o0
m gr, o m W @ m Ik °
@ t+1 pr+1

Assim, aplicando o Lema A2 a IR, =1, temos

=

J

[
o [X,--., X] & @ JRTE
5 in Ik -Rl
Logo {fi*...fir + I, p,/z i; =k} éuma basede —2- como ~Z-espago
J=1 I p? p!

vetorial. Por outro lado, {fi*...fi» + I}/ E i, = k} gera Ifil como
R,-modulo e =

I*
"i%-'f I*

I} .
pr Ik I:
[t+1

portanto, pelo Lema de Nakayama, {f}:...fi» + I+ / )f: i; =k} éum sistema
1=

k

minimal de geradores do R;-médulo Tgf_ﬁ . Como I, C annpg, (:T;éfr

k

) , temos
k

B
I+

que {fi*...fi"+ I,‘,"“/E i; = k} ¢ um sistema minimal de geradores de
=1
R,

como -+-mbdulo.
I
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; i R . % ¥
Se]a k € N tal que (-I}_‘ﬁ- . é um (-I-)U-médulo livre. Entao (#)’
k
é um (-?)’-médulo livre, j& que (W), ¢ uma localizacao de 7%—1){}
Assim, B = {fir...fir + I' [ ?: i = k} & uma base do 77-modulo
=1 ?

. Il’ . . . k L
live & . Como fi...fo+ I € (yfT) % Y i = K eatdo
=
_ . - , R ; ; P
Vg § Pynen fir + If4 5 ?;; i; =k} €ébasedo (-I-)U-modulo livre (m)u
Sejam Fy = {formas de grau k de=-[X},..., X,|} e ¢ arestrigiode ¢ 3 F,.
I

Assim, (pu)u : (B)y — (T—) definida por (@s)o ({-) -el) o

injetor pois B’ & base do (-T)U-médulo livee { 7g37

Afirmamos que (7,. é injetor. De fato, seja " f )UNuc o ¢ ea(f)=0 .

Desse modo, () {) = -(@-IL‘Q=0 e, como (px)y € injetor, temos -1-=0

em (F:), . Assim, existe t € (R) \ ”U‘P tal que (t+1).f=0 .

dss (1)

Como t ¢ Ur JE+1 nioédjvisordezeroem%eportanto f=0.
Concluimos entao que ¢, é injetor.

Se Nucp # 0 ,entao Nuc ¢, # 0 amenos de um nimero finito de valores
de k . Como Nuc ¢ =0 para infinitos valores de k , temos Nuc p =0 .
Conseqiientemente ¢ ¢ injetor. O

Coroldrio A4 [6, Coroldrio 1]: Seja I = (fi,...,fs) um ideal do anel R. Seja
U=R\ UP .S f,....fo éumaseqiéncia Ry-regular,entio fi,...,fs

P € Ase (I}
¢ uma sequéncia R-regular.

Prova: Se fi,...,fs é uma seqiiéncia Ry-regular entao
(i) alt (P)=n para todo P primo minimo de Iy ;

5 UpealhF By g Bo o
B Gy f By 0 7ol e




Mas, (i) é equivalente & alt (P) = n para todo P primo mfnimo de J. Como
ifl}"'ljl)k BU_ = i!ls"':fu)L
}fl,---:fn)t+l -RU _(Ifla"'!fl)t“é)

= e fa) - Assimy, foro 0y f

Lema AS : Sejam (R,m) um anel local, @ um idealde R e r € NN tais
que prf Rp 2 r paratodoidealprimo P 2 @ e P # m . Entdo existem
a,...a, € @ tais que, paratodo 1=1,...r, a; € P paracada P # m com
P € Ass(ay,...0i1).

, podemos aplicar o Teorema A3 com

uma seqiiéncia R-regular. o

Prova : Faremos esta demonstragao por indugao em r.

Suponhamos que prf Rp > 1 paratodoprimo P 2 @ e P # m
. Afirmamos que @ € D(0r) := 'U:I , com X = {P € Ass(0); P # m}
. De fato, caso contrério, existe P' € Ass (0g) tal que @ C P’ . Mas
O=prf P'=prf P' Rp, e como prf P' Rp, =prf Rp,, temos O0=prf Rp, ,
o que nio pode acontecer jaque P' D @ . Logo @ ¢ D(0g). Portanto, existe
g, € €@ tal que a; € D(0g). Assim, a, ¢ P se P # m e P € Ass (0g) .

Suponhamos que se prf R > &—1 para todo ideal primo P O @ com
P # m entao existem a,,...,8,.; € @ tais que paratodo 1t =1,...,8—1
a, € Pse P# me P € Ass(ay...,0;,).

Seja @ um ideal de R talque prf Rp > & paratodo ideal primo P D
e P # m . Como prf Re > 8 2 8—1 paratodo ideal primo P O @
P # m , entdo existem a,,...,6,-; € @ taisque a; € P se P # m
P € Ass(ay,...,6i) com i=1,...,8—1.

Seja {P,...,P} ={P € Ass{a,...,a,.,) /] P # m} . Sabemos que
-l-‘ﬁl;* ¢ uma seqiiéncia regular maximal de P, Ry, , logo prf P Ry, =
prf Rp, =8—1 para 1 =1,...,t . Entdo, como prf Rp > 8 para todo ideal
primo P # m e P D G ,temosque @ ¢ P, qualquer queseja t=1,..., ¢
Assim, @ \ || P # 0.

=1

¢
Seja a, € @ \ |J P . Pelaescolhade a, ,0, € P se P # m e
i=1

P € Ass(ay,...,0,). o

@
e
e

Lema A6 : Sejam (R,m) um ane] local e R* seu completamento. Seja Q*
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um ideal de R* mR*-primério. Entao, o ideal Q = Q* N R ¢ m-primirio e
QR =Q".

Prova : Como Q° € um ideal mR‘-primirio, existe n € IN tal que
m* R* C Q. Assim, m" * N RC Q" N R ,logo m* CQ . Portanto Q
é m-primdrio. Seja &' € Q° ; pela estrutura de R* existe b € R tal que
b—b € mR .Logo b € Q ;mas b € R ,portanto b € Q' N R=Q .
Temos que m* R* C QR* pois QR* é mR*-primério (j4 que Q@ é m-primério)
;assim b —b € QR . Logo,como b € Q , b € QR . Desse modo,
Q' C QR* . A outra inclusao é trivial. &

Lema A7 : Sejam @,b e C ideaisdoanel R e 1+ > 0 um inteiro. Se
@ O C entao U} (C) CU? (@) . Em particular U} (@*+') C U} (@*) para
todo n € V.

Prova : Sejam @ = ﬂ Q; ¢ C =) ¢ decomposigdes primérias desses

J=1 J=1

ideais, com \/(T,=P, para j=1...,8 e ffy=p, para j=1,...,u
Observemos que
ﬂ g ¢ U P

eo’ojl(:p: :( mfr P. >
pois, caso contrdrio existiria k € IV tal que
ﬂ 9; € B

P 2t om

ottt p, < {
e portanto existiria j € IV talque ¢, C P . Assim, p; C P , 0 que ndo

pode acontecer, jA que P, 2 b e coalt P, > i e, poroutrolado, p; O b ou
coalt p; < 1 . Tomamos entao um elemento

a € ﬂ g\ U &

Py 2 b oo Prjtt N

coalt p, < i coalt Py 2 i
Dado z € U} (C) temosz&q,-sep,-Qbecoaltp,-Z:'demodoque
z.a € ﬂ =0C8= nQ,eportanto za € Q;,5=1,.. . Pela

=1
escolha de a segueseque z € Q;se F; 2 b e coalt P; > 1 ; portanto
z € U} (Q). ¢
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APENDICE B : SOBRE IDEAIS INTEIRAMENTE FECHADOS

Neste apéndice demonstramos os teoremas referentes a ideais inteiramente fe-
chados que s3o usados no §5; entre estes provamos que todo ideal inteiramente
fechado possui uma decomposicao priméria em que cada componente priméria é
inteiramente fechada. Para obter esse resultado (Proposigao B9) necessitamos saber
que todo ideal inteiramente fechado em um anel local (R,m) ¢é a intersecgdo de
todos os ideais m-primérios inteiramente fechados que o contém; isto € a Proposicao
B7. Iniciamos com alguns lemas.

Lema Bl : Seja @ um ideal inteiramente fechado do anel R . Entao

VizrC@.

Prova : Seja z € /0 ; logoexiste n € IV tal que X* =0 , ou seja,
z+0=0 e 0 € @ . Assim, z ¢ inteiramente dependente sobre @ . Como
@ é inteiramente fechado, z € @. $

Lema B2 : Sejam A um dominio noetheriano, K seu corpo de fragoes e
I C A umidealde A . Entao existe um anel de valorizacao discreta (V, m y)
deposto 1 talque ACVCK emy D 1I.

Prova : Como A é dominio noetheriano, existe uma valorizagdo w tal que
w(a) > 0 paratodo z € A e w(f) > 0 paratodo § € I {10, Teorema 10.2].
Sejam f,,...,1, € I tais que I=(1},...,1,) e w(i;) =l£njjn<. w(f;) . Seja

L) U]

B=4 [‘—2, — 3—‘—] . B é uma A-4lgebra finitamente geradae A é um dominio
noetheriano, logo B é um dominio noetheriano. Como w (:—’) = w(i;)=w(i;) 2 0,
1
temos w(b) > Oparatodo b € B. Como ;=1 ?, temos ,B2 I.
1

Seja P um primo minimo de §, B ; pelo Teorema do ideal principal de Krull,
alt P =1 . Por outro lado,

P24B2I ,logop PNADI . Sejam B ofechointeirode B e P € Spec B
taisque PN B =P ; logo alt P=1 pelo Teorema do “Going Up”. Entdo
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V = By ¢ anel de valorizagdo discreta de posto 1 [24, Corolério 2, pag. 42) e mais:
myNA=PBpNA=(PBpNB)NA=((PBpNB)NB)NA=
=(POBnA=PnAQI. o

Lema B3 : Sejam (R,m) um anel local e I um ideal de R . Entdo
Prova : Pelo Lema Bl, \/Uz CT* paracada n € IV, logo
VRCAT.
=0

A demonstracdo da inclusio reciproca é feita em dois casos:

1o caso: R dominio.

Seja V' um anel de valorizagao discreta de posto 1 talque RCV C ¢f(R)
e myNR=m (Lema B2). Como IV € um ideal principal e V ¢ inteiramente
fechado, temos que T*V = I*V |, logo

CT. VCIV =1V
para cada n € N, de modo que

ATC fjr-v

Mas, V é dominio local noetheriano; logo ﬁ I*V = 0g pelo Teorema da

Interseccio de Krull. Assim, o
A T = 0n = V05
®=0
2 caso: R anele P,,...,P, os primos minimos de Oy .
Pelo 10 caso temos que para cada ¢ =1,...,8,
P _ R (T+ERY T+P
A= () 207
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ou seja, paracada t=1,...,8,
NT+R=P.
w=0
Portanto, paracada ¢ =1,...,8,
QFQ Pl':
logo

ﬂTcﬂP V0= - o

i=1

Coroldrio B4 : Sejam (R,m) um anel locale P € Spec R . Entdo P =

ﬁ (P +@*) para qualquer ideal @ de R.
a=0

Prova: Seja z € () (P+@*) ,logoparacada n € N existe s(n)=s € IN

=0
tal que z+a,2'+...4+a,=0 e a; € (@ +P) ,i=1,...

(@" + P) C @~ + P, temos que

nl {
a,+P € o +P=(0;P) :

P

@.;P paracada n € IN e portanto

X (@ 4+ P X (@+P
+P € = —
wre ) (%37)= 4 (%%
Como pelo Lema Bl
ﬁW_\/()—
sl £ ’

B R é dominio, j4 que P & ideal primo, temos que

P
o (G+P)' =05 =
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Consequentemente

o0 L ] oo_“ﬁ
s P € EQ;P)z rl(ﬁ;}’) =§

e £ € P . Aoutra inclusao ¢ imediata. o

Defini¢ao : Seja G um grupo aditivo ordenado de nlimeros reais, unido com o
elemento oo que satisfaz a4+ o00o=00 ,00+00=00 e 00 > a para qualquer
a € G . Uma valorizagdo v de um anel comutativo com unidade R é uma fungao
v : R — G tal que:

(i) v(0) =0 e v(1)=0;

(i) v(z — y) > min {v(z) ,0(y)};

(i) v(zy) = v(z) + vly) .

Lema B5 : Sejam R um anel noetherianoe / € R um idealde R. Entao
existe uma valorizagao discreta de posto 1, v: R — Zu{oo}, tal que v(z) > 0
paratodo z € R e v(z) > 0 paratodo z € I . Além disto, se existir
P € Spec R talque ] ¢ P e P+I # R entaoexiste z € I com v(z) € Z.

Prova: Sejam P € Spec R e R'= E R' é um dominio noetheriano. Seja

P |
I' &= I ';P . Pelo Lema B2 existe uma valorizagdo v' : K — ZU{oo} discreta

de posto” ! ,onde K é o corpode fracoesde R’ ,tal que v'(z) > 0 para todo
z € R'" e v'(z) > 0 paratodo z € I' . Sejam Il : R — R' a projecdo
candnonicae v=v'0oll : R — ZU{oo} . Dado z € R ,v(z) =v'0oIl(z) > 0,
pois TI(z) € R’ edado z €1 ,Ti(z) € I' ;logo v(z)=v'(ll(z)) > 0 . E
facil ver que v ¢é valorizagao de R , pois v’ é uma valorizagao de K .
Note-se que v(z) =00 seesése z € P ;logose I ¢ Pe P+I # R,
existe z € I talque v(z) € Z. $

As idéias da demonstragio do Lema a seguir se encontram em [18] e [19].

Lema B6 : Sejam (R,m) um anellocal, 8 € IN e v: R — ZU{oco} uma
valorizagao discreta de posto 1 ,com v(z) > 0 paratodo z € R e v(z) > 0
para todo z € m.
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Entio v :={d € R ;v(d) > &} ¢ um ideal m-primério e inteiramente
fechado.

Prova Mostraremos, primeiramente, que u« & ideal m-prim4rio. De fato, sejam
r=‘u%ir'1" v(d) e k € IN taisque kr > s . Seja b € m* e sejam

d,....ds € m e iy,...,ia € IN, com Y §; =k, taisque b=di...di» .

Assim, v(t) = i,v(d,) +... +i,0(ds) ; como v(d) > r paratodo d € m
temos v(b) 2 fir+...+hr=(i+...4+4)r=kr > 8 . Dessemodo b € u
e portanto m* C u , 0 que mostra que u é ideal m-primario.

Mostramos agora que u ¢ um ideal inteiramente fechado. Seja ¢ € R um
elemento inteiramente dependente sobre u ; logo existem n € Ne a; € u' i =
1,...,n taisque z*+6,2* ' +...+ a.12+a. =0 . Assim, z* = —(g,2*! +
ce.+ 84,7 + a,) , portanto

v(z*) = v(-a, 2" — ... — Gy —a,) > 1 gnj,lqs , (v(=aiz*™)).

Mas v(-a;z*"") = v(—a;) + (n — {)v(z) e, como a; € u', v(a) > is ; logo
v(—a;z*"') > 18+ (n—1)v(z) . Desse modo,

n.y(z) = v(z*) 2 . én,lrf(_  (ig+ (n —15)v(2)) .

Seja i, € {1,...,n} tal que s, 8+ (n—1,)v(z) = 1 Eu,u% , (v + (n — 9)v(z)) ;
logo n.v{z) > i,86+ (n—1i,)v(z) e portanto ¢,(v(z)—&) > 0 , de modo que

v(z)—8 > 0 . Assim v(z) 2 8 e z € u. &

Proposicao B7 : Sejam (R,m) um anel locale @ C m um ideal de R
inteiramente fechado. Entao @ ¢é a intersecgao de todos os ideais m-primarios
inteiramente fechados que o contém.

Prova : Se dim R=0 , entao ,/Ug =m , logo pelo Lema Bl temos que m
é o tinico ideal inteiramente fechado. Portanto este Lema vale trivialmente.

Suponhamos, entao, que dim R > 0 . Mostramos, primeiramente, o caso
em que €@ ¢ um ideal primo de R . Neste caso, o Corolirio B4 afirma que

@ = (| (@+71*) para qualquer ideal ] de R . Assim, tomando I tal que

=0
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@ + / é m-primirio temos @ + I* m-primdrio para cada n € IN . Desse
modo @ +I* é m-primirio e inteiramente fechado para cada n € IN (Note que
sempre podemos escolher I tal que @+ I é m-primario, basta tomar m=1) .
Conseqiientemente @ ¢é a intersecgdo de todos os ideais m-primarios que o contém.

Seja @ um ideal inteiramente fechado qualquer de R . E 6bvio que @ estd
contido na intersecgdo de todos os ideais m-primdrios inteiramente fechados que o
contém. Demonstramos a seguir a inclusio reciproca.

Seja ¢ € m \ @ e mostremos que existe um ideal 4 de R m-primério
e inteiramente fechado que contém @ endocontém c¢ . Se ¢ € /@ existe
P um ideal primo minimo de @ tal que ¢ € P ; logo pelo 19 caso existe u
ideal m-primdrio de R e inteiramente fechado talque « D P e ¢ € u .
Assim u ¢é um ideal m-primério e inteiramente fechado tal que @ C P C u e
¢ ¢ u. Suponhamos, entdo, que ¢ € /@ . Sejam C=(@,¢) e S=R|CT,U]
o anel de Rees, onde T é uma indeterminada e U = T-! . Lembramos que
S:{E caT*;c, €EC*sen>0e ¢, €Rsen <0} . Afirmamos que

oideaj'll::;;nogéneo (@T ,U) nao éirrelevante em S (um ideal homogéneo b de S
é dito irrelevantese X C /b ,onde X éoideal gerado pelos elementos homogéneos
de grau estritamente positivo; neste caso (CT)S = X) . De fato, (@7T,U) ndo
é ideal irrelevante pois, caso contrério X C /(@T,U) ecomo ¢T' € X , existe
N € IN talque ¢"T¥ € (@T,U) . Assim, existiriam ¢; € @ e y; ,2;; € R
comy, e z;; € C7 se § > 0 , tals que

NTVN = E a;.Ti5 T+ + E y,-T"l A
,I"i;f‘uc jt‘aju'u

logo

HNTV=3 azna T +ywa TV=| 3 6z nat+yvn | TV

Jinite Tinite

ecomo 6;.2; y_; € @CN! eyny, € CN¥! temosque ¥ € @ CN-1 4+ OV,

Queremos mostrar que C¥ C @ CV-1 + C¥+1 ; para tanto basta mostrar que

f=co.al...a € GCN-1+CMH onde a; € @ para i=1,...,r e ;i,-:N.
=0
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Se i,=N ,entao f=c" € QC¥-'+C** 8e i, < N ,entaoexiste j > 0
tal que ¢; # 0 , logo

B =a;(c.al...af” ...a) € Q.CF! C @CN-1 4 CONH,

Portanto C¥ C QC¥-! + CN* ; como C = (@,¢) , temos QCY¥-' C CV ;
desse modo C¥ = @GCN-! 4+ CN*! | Segue-se, entdo, pelo Lema de Nakayama, que
CN = @CF! | logo, por [12, pag. 34, T =T , o que nao o pode acontecer ji
que €@ ¢ inteiramente fechadoe ¢ € C e ¢ ¢ @ . Isto prova que o ideal
homogéneo (@T ,U) é relevante. Seja ¥ ={bC S /b é ideal homogéneo de S
, b2 (@T ,U) e b érelevante } .S # @ pois (@T ,U) € @ , logo, como
S é anel noetheriano, 3 possui eleme‘nto miximo P . Mostraremos a seguir,
que P é um ideal primo. Seja P = (| Q; uma decomposigio priméria de P

onde cada uma das componentes primé.‘rzi-;s é um ideal homdgeneo |24, Teorema 9,
pag. 153] e /Ui = P (que também 35.2 ideais homogéneos). Como P é um
t

ideal relevante X ¢ /P ;mas yP=[)F ,logo X ¢ ()P ; assim existe

J €A{1,...,t} talque X ¢ f"’,-.Dessemcﬁa, P; éum ideal ré'févante, homogéneo
e P, D P D (@T,U) , conseqiientemente P; € Q e pela maximalidade de P
temos que P = P; . Segue-se que P ¢ um ideal primo homogéneo, relevante que
contém (@7T,U) e é maximo para essa propriedade. Mostraremos, a seguir que
P D mS . De fato, caso contrério, P+mS 2 P D (@T,U) e como P+ mS
é um ideal homogéneo [24, Teorema 8, pag. 152 pela maximalidade de P temos
que P+ mS é um ideal irrelevante. Seja p, = {d € R ;dT* € P} para
n > 1 .Como p, CC* | temos que p,+mC* C C* paracada n > 1. Seja
N € INtalque I¥ C P+mS (jd que P+ mS ¢ irrelevante tal N existe
). Seja @ € C¥ logo aTV € (CT)*S=X¥CP+mS . Como P e mS
830 ideais homogéneos temos que aT™ = b,TV 4+ dyT¥ onde byT" € P e
dyTh € mS ,logo by € pv e dy € mCV eportanto ,a € py + mC¥ .
Assim, CV C py + mC¥ e conseqéntemente CV = py + mC¥ . Segue-se, entdo,
do Lema de Nakayama que C¥ = py . Seja oT¥ € I ;como N > 0 ,
a € CN =py edessemodo a.T¥ € Peportanto X C P , o que contraria o
fato de P ser relevante. Isto mostra que P O mS.
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Como dim R > 0 temos que alt P > 0 , pois caso contrdrio P € um primo
minimo de 0, e conseqiientemente m =P N R é primo minimo de 0 [10, pag.
120}, o que contradiz dim R =alt m > 0 . Seja pois, P' um ideal primo minimo
de S talque P'C P . Como P'=p R[Uluyv:.y N S , onde p é primo
minimo de 0z [10, pag. 120, temos que U ¢ P*' . K facil verque ¢T ¢ P ,
pois, caso contrdrio, P 2 (@T,¢T) = (CT)S = X o que n3o acontece j4 que P
é relevante. Assim, ¢ € P' ; de fato, caso contrdrio ¢ = ¢T.U € P' e como
Ué¢g P',cT € P C P ,oqueéuma contradicao. Podemos afirmar, entao
que @S ¢ P' . Defato, ¢ € /@, logo paracada p € Spec R temos que se
c & p entdo @ ¢ p . Assim,como ¢ € P'NR temosque @ ¢ P'NR
e portanto @S ¢ P' . Seia M = PSp o ideal mdximo do anel Sp . Como
MnS=P e PNR=m ,temos MNR=m . Seja a € @ , como
T ¢ P a=aTlc(cT)? € ¢M ,logop @ CcM . Pelo Lema B5, tomando
I =P'Sp ,existe v uma valorizagao de Sp nao trivial com valores em Z U {0}
talque v > 0 em Sp e v > 0 em M . Seja r=‘n‘1§i1’3ﬂv(d'] e s=‘mi%v(d)
. Note que pelo Lema B5 como @S ¢ P' e @S+ P'C P , & éfinito. Ja vimos
que @ Cc.M ,logoparacada a € @  |existe m € M {ga=cm ;assim
v(a) = v(c) + v(m) . Conseqientemente, i v(a) 2 v(c)+ min v(m) , ou
seja, 8 > vfc)+r ecomo r > 0,8 > v(c) . Seja u={d € R;v(d) > &}.
Pelo Lema B6 u é um ideal m-primério e inteiramente fechado. Pela escolha de
u,c€ue@Cu. ¢

Lema B8 : Seja @ um ideal inteiramente fechado do anel R . Entao @ R, ¢
inteiramente fechado para todo p € Spec R .

Prova: Seja p € Spec R. . Se @ ¢ p entao @ R, = R, e ndo hd nada a
fazer. Suponhamos, entaoque @ C p . Seja @ € R, um elemento inteiramente
dependente sobre @ R, ; logo existem 6; € @' e 8, ¢ p para t=1,...,n tais
que

*+Z o 4 421 S, ()
8 8a-1 8a

Sejas=f[ag,logoaﬁ!p.00moa€R,,existemrERes‘ﬁEp
=1

6 é
ey
& &
o5
o <
Q&‘t&“gﬁ}'ﬁ
R )



tais que o =8—': . Assim multiplicando (*) por (s.s')* , temos

* a=1 g¢(n=—1)
(r)* + =22 (o)t 4 2 (p07) 22 =0,
1

8p-1 8y

Pela escolha de 8 -(f—%)——a—’ € R ecomo a; € @ temos (_q_e_a_‘m @', Desse

modo 8r € R é inteiramente dependente sobre @ e como b ¢ inteiramente
fechado, s.r ¢ @ . Portanto

r
o= —
8.

5 €OR,
jé que &.8' € p . Assim, @ R, ¢ inteiramente fechado. ¢

Proposicao B9 : Seja @ um ideal inteiramente fechado do anel R . Entao @
possui uma decomposi¢ao primaria onde cada componente primaria é inteiramente
fechada.

Prova: Observemos inicialmente que se ¢ ¢é um ideal p-primério e g¢R, é
inteiramente fechado, entao ¢ ¢ inteirmante fechado. De fato, seja z € R
inteiramente dependente sobre ¢ . Logoexistem n € INe ¢, € ¢ ,i=1,...,n

tais que z* +a;2* ' +...+ 8,12 +4a, =0 . Mas E € Rp:% EqR, e

FEN® _ 6 2N Op-y T , Oy _
(L +3(E) + + B2 R= m B,

Portanto -Jli é inteiramente dependente sobre ¢ R, e ¢ R, é inteiramente fechado.

Logo % €gR, .Como z € R ,z € (gR,))=gq (j4 que ¢ é p-primério).

i
Seja @ = (g uma decomposicdo primiria de @ com /G = pi. Seja
|=1

p € Ass (@). Se p é um primo minimo de @ entdo @ R, = ¢ R, , onde
V@ =p e peloLema B8, ¢ R, ¢ inteiramente fechado. Logo, pela observagao
acima, ¢ ¢ inteiramente fechado. Se p ¢ um primo imerso, basta mostrar que
podemos escolher a componente p-priméria de @ inteiramente fechada no caso de
p ser o unico ideal mdximo de R , pois neste caso teremos

QR,:( N qiR,) ﬂqR.=( N QaRa) ne',

ViiCr vViCre
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onde Q' é um ideal p R,-primdrio e inteiramente fechado. Seja ¢'=Q'NR ;
sabemos que ¢’ é um ideal p-primdrio e inteiramente fechado. Afirmamos que

a:( N q;) Ng'.

ACr

z € n Qi ﬂq'
vVicre
Sabemos que -'} € @R, ,logo % € gR, . Assim,existe b € g e 8 € p tal

que %:% . Logo existe 8' ¢ p talque z.8.8'=0b.8' € ¢ . Como 8.8' € p
t
temos que z € ¢ . Desse modo, z € ﬂ ¢ =@ . A outra inclusdo é ébvia.

De fato, seja

Desse modo, dado p um primo imerso de @ , 8e soubermos resolver o caso local
poderemos substituir na decomposigao primaria de @ a componente p-primiria
de €@ por uma outra correspondente p-primdria inteiramente fechada. Seja entio
R um anel local com ideal méximo p um primo imerso de @ .

Seja
C= n qi .
L
t
Seja M=%.Ent§o anng M =(@ :C) . Mas (@ :C)= (g : C)=(q : C),

onde fg=p=m . Assim, anng M = (g : C) . Como g ¢ m-primdrio,

entao (¢ : C) é m-primdrio. Portanto, S, 3 = @0 é anel noetheriano

e artiniano. Logo como M é um

7. M-médulo finitamente gerade, M é um
R- médulo noetheriano e artiniano, conseqlientemente M tem comprimento finito.

Consideremos os ideais u, = (@ + m"*) paratodo n > 1 . Estes ideais sdo
obviamente, m-primdrios e inteiramente fechados. Como M = g tem compri-
CNta _ CNthaoas

mento finito, existe n, € IV tal que para todo k € IN
. Logo CNu,, =CNuge paratodo £ € IN . Seja u um ideal m-
primario e inteiramente fechado que contém @ . Logo, u O @ eexiste n € IV
tal que m* C u, portanto @+ m* C u . Como u ¢é inteiramente fechado
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u, = 8+ m* C ¥ = u. Assim, pela Proposicio B7 temos que @ é a intersecgio de
todos os ideais u inteiramente fechados m-primérios que o contém, portanto,

G:ﬁ u; .
Como G=Q@NC ,temos G:ﬁ(u(nC) . Mas,
=1

ﬁ(“-‘ﬂcl=ﬁ(umc‘]=u.onc.

=1 i=1

€= (WQM ‘Ic) N U, ,

onde u,, € m-primério inteiramente fechado. o

Logo

Lema B 10 : Sejam (R,m) um anel locale @ C m um ideal inteiramente
fechado. Se @ ¢é um ideal m- primdrio, entao @ R* ¢ inteiramente fechado.

Prova Sabemos que @ ¢ um ideal m-primério, logo existe ¢ € IV tal que
m C@ . Logo m"C @ paratodo { € IN . Seja ¢ € R um elemento
inteiramente dependente sobre @ R* . Portanto existem n € N ,q; € @ R
para t=1,...,n taisque a*+a,a*'+...4+a.,a+a, =0. Pela estrutura de
R* , podemos encontrar b,b;,...,b, € R que satisfazem a—-b € m* R* e
a;—b; Em*R* i=1,...n. Mas, m* R* Cm" R* CG@' R* ,entao a;—b;, € @' R
para 1 =1,...,m .Comog; € O R . b e O RNA=0 para t=1,....0.
Assim, a = bmodm™ R* e a; = b, mod m* R* para i=1,...,n , com
b € R e b € @ . Multiplicando adequadamente tais congruéncias obtemos:
¢* = b* mod m* e a**a;, = b** b, mod m* para i =1,...,n . Somando
estas duas iltimas congruéncias temos

O0=a"+6,6*"'+...4a,;a+a, = +b b**+...4b,_, b+ b, mod m* R* .

Logo, b +b "' +...4+ b1 b+b, € mM RN R=m" C @ . Assim,
46 0 +...+b,,b+b,=u € @ .Mas b, € @ ,entao b,—u € @G*
e jd sabemosque b; € @ ,i=1,...,n . Portanto b é inteiramente dependente
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sobre @ e @ ¢é inteiramente fechado. Logo b € @ . Mas, a-b € m* R°*; |,
entao a=b+z onde z € m“ R* CQ@* R* C @QR* e portanto a € @ R* .
Desse modo, @ R* é inteiramente fechado. &
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