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Resnmo: 

Neste trabalho estudamos resultados sobre elementos independentes em relação a 
um ideal de um anel noetheriano comutativo com unidade. Começamos mostrando, 
num resultado devido a G. VALLA, que o supremo de um ideal (número máximo 
de elementos independentes nesse ideal) está entre a profundidade e a altura do 
mesmo. Demonstramos então um teorema, devido a N.V. TRUNG, que relaciona 
o supremo de um ideal com o comportamento do ideal nulo de completamentos 
de localizações do anel em primos associados a este ideal. Como aplicação desse 
resultado provamos que o completamento de um anel local (R, m) possui um ideal 
primo associado (mÍnimo) ao ideal nulo de coaltura r se e somente se em R existir 
um ideal m-primário (inteiramente fechado) cujo supremo é r. 

Abstract: 

We prove results concerning independent elements with respect to an ideal of a 
commutative Noetherian ring with unity. First we prove a. result dueto G. VALLA: 
the supremum of a.n ideal, tha.t is, the maximum number of independent elements 
of an ideal with respect to itself, is bounded below by the depth and above by the 
height of the ideal. Next we prove a cha.ra.cterization theorem of N.V. TRUNG which 
relates the supremum of an ideal with the behavior of the zero ideal of completions 
of localiza.tions of the ring at its associated prime ideais. As an applica.tion, we 
prove that the completion of a local ring (R, m) has a (minimal) prime divisor of 
coheight r if and only if there exists in R a.n (integrally closed) m-primary ideal 
with supremum r. 
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INTRODUÇÃO 

Seja. R um anel noetheriano, comutativo e com unidade. Dizemos que r 

elementos de R são independentes em relação a. um ideal C do anel R se todas 
as formas de r variáveis, com coeficientes em R, que se anulam nestes elementos 
têm seus coeficientes no ideal O. Em [22} G. Va.lla. provou que o número máximo 
de elementos de @ independentes em relação ao ideal a, denotado por 8Up @, 

é limitado inferiormente pela. profundidade de C e superiormente pela. altura de 
Q. Seguiram-se vários trabalhos , entre os quais citamos os de L.J. Ratliff [16, 
17}, W. Bru.ns [5], C. Huneke [7], nenhum, entretanto, logrando caracterizar sup@ 
em termos de outros invariantes do ideal @. Pensava-se, inclusive, que 8Up @ 

era sempre igual a. uma. de suas cotas, alt C ou pr I O, quando J. Ba.rshay 
exibiu o seguinte exemplo em (2] : R= k(z, y, z) , onde k é um corpo e z, y, z 
são as classes de X, Y, Z , respectivamente, em relação a (X2, XY2, XY Z) no 
anel k[X, Y, Z) e a = (z, y, z)2 

; então pr I a = o pois m = (O : xy) e 
alt O = 2 . No entanto, sup O = 1. De fato, z2 é O-independente, pois 
c.(z2)• =O implica. c E (zy) C C ; logo sup@ > 1. Por outro lado tomando 
b = (xy, xz, y2 , yz), temos que nenhum elemento de b é O-independente, pois 
x.b = o e X rt. a. Assim, supondo que u, v E o são O-independentes, podemos 
escrever u = /(z).z' + u' e v= g(z).zt +v' com .u',v' E b , p > q > 2 e 
I(O) -:F O -:F g(O). Segue-se que z .g(z).S- xz•-t l(z)T ê uma forma em S e 

T que. se anula. em u e v ; no entanto x.g(z) = zg(O) = z ~ O mod (@), e 
portanto u e v . não são O-independentes. 

Coloca-se então, naturalmente, o problema de Barshay: dados r< 8 < t , 
I 

existem sempre um anel R e um ideal @ tais que pr I @ = r , alt Q = t e 
tmp@ = 8 ? 

Coube a. N.V. 'fru..ng, em seu trabalho [21], obter uma caracterização de sup O 
em termos do comportamento do zero do completa.mento de localbações de R 
relacionadas com O. Essa caracterização permite resolver , de maneira. direta, o 
problema. de Barsha.y. Além disso, tal caracterização permite a Trung obter com 
maior facilidade alguns resultados deBruns e Ra.tliff bem como simplificar algumas 
fórmulas. 
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O tema central desta monografia é relatar este trabalho de Trung. Depois de 
fixar a terminologia em um parágrafo preliminar, demonstramos no § 1 o resultado 
de Valla: pr f O < sup O < alt O. No §2 enunciamos o teorema central deste 
trabalho caracterizando, precisamente, 8up O em termos de invariantes de O. 
Com essa caracterização constroi-se uma família de ideais que resolve o problema 
de Barshay. Ainda neste parágrafo iniciamos a demonstração do teorema, que só é 
concluida no §3. Observamos que em [3], Bjõrk relata esta caracterização de sup O 
a partir de uma versão preliminar não publicada do trabalho de Trung. 

Nos últimos três parágrafos passamos às aplicações. Em se tratando do ideal 
máximo m de um anel local, elementos independentes em relação a m são ditos 
analiticamente independentes. Como conseqüência do teorema central podemos ex­
pressar o número máximo de elementos ~tica.mente independentes de um ideal b, 
pela coaltura de algum ideal primo mínimo do anel que não contem b. Em particu­
lar, no Teorema 4.3 (respectivamente 5.3), provamos que para estudar a. coaltura de 
ideais primos (respectivamente mínimos) associados a.o zero do completamento de 
R, basta estudar o número máximo de elementos independentes em relação a ideais 
m-primários (respectivamente inteiramente fechados) . Este resultado é notável pois 
com ele podemos investigar o comportamento do completamente de um anel local 
sem tratar diretamente com o anel. Por exemplo, obtém-se facilmente a seguinte 
caracterização de anéis unmixed e quasi-unmixed devido a Bruns e Ratliff respecti­
vamente: R é um anel local (quasi-) unmixed se e somente se o supremo é igual à 
altura para cada ideal (inteirQ}l}ente fechado) de R. Mais ainda, nas proposições 
4.5 e 5.5, usando o teorema. central estamos aptos a estender para coalturas quais­
quer a caracterização de Ratliff (14], ((15]) de domfnios locais que possuem um ideal 
primo (mínimo) de coaltura um associados ao zero do completamento do domínio 
local, como aqueles domínios locais cujo ideal máximo é um ideal primo associado 
a cada ideal não nulo (respectivamente inteiramente fechado) contido em potências 
grandes do ideal máximo. 

Como última aplicação do teorema central, obtemos na Proposição 6.1 {6.5) 

uma fórmula. para min sup o· (respectivamente min sup u-' onde - denota • • 
o fecho inteiro de @ em R) que depende somente do mínimo das coalturas dos 
ideais primos associados (respect. mínimos) ao zero do completamento de uma. certa 
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localização de R. Isto não era conhecido por Bruna em (5} e Ratliff em (16}, que 
têm fórmulas semelhantes mas mais complicadas. 

Finalmente, em um apêndice, demonstramos os fatos não relacionados com sup 

e que são usados neste trabalho. Em uma primeira pa.rte.coleta.moe resultados gerais 
e na segunda pa.rte demonstramos resultados sobre ideais inteiramente fechados. 
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CAPiTULO I: Supremo de Ideais 

§0-PreUm~ 

Neste trabalho todos os anéis são noetheria.nos, comutativos e com urudade. Seja 
R um a.nel; Spec R denota o conjunto dos ideais primos de R. Por ser R um a.nel 
noetheriano, dado um ideal a de R, @ poesui uma decomposição primária, os 
ideais primos associados a essa decomposição dependem somente de Q e o conjunto 
desses ideais primos é denotado por Ass(O). A altura, a profundidade e a coaltura 
de um ideal @ são denotadas por alt a, pr f a e eoolt a respectivamente. 

Se (R, m) é um anel local denotamos por R• o completamento de R segundo 
a topologia m-ádica. Para facilitar a escrita, o completamento do anel R,, onde 
p E Spec R, é denotado por R; no lugar de (~)·. 

Seja.m <p : R --+ S um homomorfismo de anéis e O um ideal próprio de 
R. Denotamos p(O) S n R == p-1 (p(O)S), mesmo que <p não seja injetor. 
Em particular, se p E Spec R, C R, n R denota p-1 (so(O) R,), ficando o 
homomorfismo natural de localização 

subentendido. 

Conceito básico: 

tp:R-+R, 

a 
a~---+-

1 

Sejam @ um ideal do a.nel R e r e IV. Dizemos que os ele-
mentos a1, •• • , a, e R são independentes em relação a @, e escrevemos @.. 

independentes, se qualquer forma de R[X1 , .•• , X, J que se anula em a1 , ..• , a, 
tem todos os coeficientes no ideal a. Em particular, se (R, m) é um anel local, 
elementos m-independentes são denominadOl; analiticamente independentes. 

Dados os ideais O e b de R tais que b C ..;c, definimos sup ,. O como o 
número máximo de elementos de b independentes em relação a O. Em particular 

sup @ := sup o @ • 
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§1 ·Relação entre Supremo, Profundidade e Altura de um Ideal 

Neste parágrafo provamos que 

pr I o < 8Up a < alt o 

para qualquer ideal a de um anel R. Começamos com alguns resultados ele­
mentares, que serão utilizados também nos próximos capítulos. 

Proposição 1.1.: Sejam @ e b ideais do anel R e a1 , • •• , a,. E R. 
(i} Se O C b e a1 , •.• , a,. são O-independentes, então a1 , •• • , a,. sao 

h-independentes; em particular, sup a$ sup b. 

(ü) Se r ~ 2 e a1, ... , a, são 0- independentes, então a1, ... , a, E O. 
(ili) Se b C /(i então 8Up ~a= 8Up .ft @;em particular, 8Up ~ Q < 8Up a. 
(iv) Se (R, m) é um anel local e O é um ideal m-primário, então sup Q = 

= sup- a. 
Observação: Se r= 1 em (ü), a afirmação é falsa. Basta tomar O= p um ideal 

primo: todo a E R\ @ é @-independente. 

Prova: (i) É imediato. (ii) Para cada i = 2, ... , r consideremos a forma de 
R[Xt, ... , X,] definida por 

temos G,(al, . .. , a,.) =O. Como a11 ••• , a, são C-independentes, os coeficientes 
de G, estão em C, ou seja, ai E C para i = 2, ... , r e a1 E C. 

(iü) Como b C {6, ~mos que 8Up ~ Q ~ 8Up ...!' 0. Sejam a1, ... , a, E y'b 
elementos O-independentes; logo existem n1, ... ,, n, E IN tais que ai .. E b. 
Afirmamos que a~ 1 , • •• , a:' são O-independentes. De fato, seja F E R[X1 , ... , X: J 
uma. forma. que se anula em a~~, ... , a:' ; obtemos de F uma. forma de gra.u maior 
que anula a1 , ••• , a,. Assim, como a1 , ••. , a, são O-independentes, os coeficientes 
de F pertencem a O. Conseqüentemente sup b O = sup .ft O. Agora, como 
b C J0 , .j6 C /Õ. Logo 8Up • 0 : 8Up .ft < 8Up ,ft @ < Btlp .,Ja 0 = 8Up 0. 

(iv) Decorre de (iii) que sup"' a < sup a. Como np a< aup- a, iemos 
que BUp m 0 = 8Up Q. ~ 

; . 
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Proposição 1.2.: Sejam O um ideal de R e a1, ••• , a, e R. Dados um anel 
S e um homomorfismo tp : R -+ S, temos: 

(i) se tp{O)S n R e tp{a1), ••• ,tp(~) são tp(O)S-independentes, então 
a1, . .. , a, são O-independentes. 

(ü) ee S (via tp) é um R-módulo plano e a1 , • • • , a, são (}..independentes, então 
tp(ad, . . . , tp(a,) são cp(C)S-independentes; em particular, sup cp(Q)S ~ sup C. 

Prova: (i) Seja F(X1 , • •• , X,) E R[X1 , ••• , X,.] uma forma que anula a., . .. , a,. 
Então tp induz uma forma F~(X1 , ... ,X,) E tp(R)[X1, ... ,X,] c S[X1, ... , X,] que 
anula cp(ai), .. . , cp(a, ). Mas, cp(ai), ... , cp(a,) são cp(O)S-independentes; logo, 
os coeficientes de ~ estão em cp(Q)S e portanto os coeficientes de F estão em 
cp-1(tp(@)S) = @. Provamos, assim, que a1, . .. , a, são O-independentes. 

(ü) Seja F(XIt ... , X,) E S(X11 . .. , X,] uma forma de grau n que anula 
tp( ai), ... , tp( a,). O conjunto 

r 

l={(it, ... ,i,) /O<iiS ne l:i;=n} 
,r-:1 

dos multi-índices dos coeficientes de F é finito, portanto podemos ordená-lo e 
supor que 

e 

{8il, ... ,l, I (it, ... ,i,) E J} = {Sl, ... ,St} ~ s, 
onde t é o número de elementos de I e Si1 , ••• ,i, são os coeficientes de F. Nossa 
hipótese sobre esta forma pode então ser escrita assim: 

t 

L S, cp(At) = F(cp(a1), ... , cp(a,)) =o •. 
j:l 

t 

Como S é um R-módulo (via tp}, decorre que E A..Sj = O ; resta mostrar que 
•=1 

S; E cp(Q)S , i= 1, ... , t. Usando o fato de S ser um R-módulo plano, obtemos 
[9, Teorema 1 (6), pag.l8) k E N , Cai E R e di E S, I < j < k, tais que 

(I) 
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e 
l: 

Lc;;.d; = s, 
i=l 

(2) 

Por outro lado, pa.ra cada j E {1, .. . , k} existe uma forma G; de grau n 
t 

em R[X1, ... , X,] iaJ que G1(a1, ... , a,) = ~ Ci1 A, ; como a1, ... , a, são 

O-independentes, (1) implica c;; E O pa.ra j = 1, . .. , k e portanto c;;. d; = 
cp(c;; )d; E cp(O)S para j = 1, ... , k. Finalmente, de (2} decorre que Si E 
cp(O)S . ~ 

Corolário 1.3.: Sejam O um ideal de R , p um ideal primo de R que contém 
@ e a1, ... , a, E R. 

(i) Se a1 , ••• , a, são O-independentes então ;•, ... , aÍ são OR,-independentes; 
em particular, sup O< supOR,. 

(ü) Se ~ é ~ ideal p-primá.rio ,e ~~, ... , aÍ são QR,-independentes, então 
a1, •• • , a, sao Cl-mdependentes. Alem disso, sup@ =supOR,. 

(ili) a1, ... , a, são Q~-independentes se e s6 se a1, ... , a, são QR;-independen-
tes; em particular, sup C R, = sup O R;. 

(iv) Se b é um ideal de R e b C lã então sup b Q < sup bR; QR; . 

Prova: (i) Como R, é um módulo plano, (i) decorre da Proposição 1.2 (ü). 
(ü) Observemos que O sendo p-primário ~mos @" = (OR,) n R= O; assim 

basta aplicar a Proposição 1.2 (i). Como a1
, •.• , a, são CR,-independentes se e 

' a1 a, - A P · d d t ~1' 
8

f é · ~ I P bt so se T' ... , T sao ~.,;""•m epen en es, Ja que 
81 

mversJve em """' o emos 
sup O= sup CR, . 

(iü) Como R; é um R,·módulo plano e como (OR;)nR, = CR, [12, Corolário 

17.9] podemos aplicar a Proposição 1.2 (i) e (ü). 
(iv) Decorre de (i) e (ili). ~ 

t 

Corolário 1.4: Seja O = n q, uma decom~ção primária do ideal O de R, 
•=1 

com ..fiii = p, para i= 1, ... , t. Então: 
(i)Dados a1 , ••• , a, E R, a1 , • •• , a, são C-independentes se e só se, para cada 

i= 1, ... , t , a1 , ••• , a, são qiR;,-independentes. 
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c 
(li) Se M = U P•, então sup O = sup ORAl; em particular, se p ~ um ideal 

i=l 
primo de R então aup p = aup pR,. 

Prova: (i} Decorre facilmente da defi.nição de elementos independentes que 
a., .. . , a" são O-independentes se e só se, para todo i = 1, ... , t, a., .. . , a, são 
q1-independentes. Para cada i = 1, ... , t , o Corolário 1.3 (i), (ii) e (ili) garante 
que a1, • •• , a, são qi·independentes se e 8Ó se a1 , .•• , a, são q, R,. -independentes 
se e só se a1 , • • . , a, são qiR;,-independentes. 

(ü) Como R111 é uma localização de R, Rw é um R-módulo plano e, pela 
escolha de M, 0" = @. Assim, pela proposição 1.2, sup O= sup CRM. ~ 

Pa.Mamoe à prova de pr f @ < aup O. Para ial iniciamoe com caracterizações 
alternativas de elementos independentes. 

Proposiçãol.S: Sejam O umidealde R, a1, ... ,~E ReX1, ... ,X,,T 
indeterminadas. Então as seguintes afirmações são equivalentes: 

(i) Para toda. forma. F(X1 , •• • , X,) E R[X1 , ••• , X,], se F(a1, ••• , a,)= O então 
F(X1 , ... , X,) E @[X1 , ••• , X,]; ou seja, a1, ... , a, são @-independentes. 

(ü) Para todo i> O e para. toda forma F(X1, ... , X,) E R[X1, ... , X,) de grau 
i, se F(a1, ... , a,) E C(all .. . , a,)i então F(X1, ... ,X,) E O[X1, ... , X,]. 

(ili) 
. R{X1, ... ,X,J Êf7 (a1 , ••• ,~)i 

tp . O[X1, .. . , X,) --+ i=O C(a1, ... , a,)' 

definido, em cada forma ~ E R[X1, ... , X,J de grau i, por 

é um Í!'Omorfismo. 
(iv) 

tP . R X1, ... , X,) --+ R a1T, ... , a,T] 
. C X1, ... ,X, O a1T, ... ,a,T 

definido, em cada forma F, E R[X1 , ... ,X,J de grau i, por 

" (t F,(X,, ... , X,) + O[X, ... , X, I) = t F;( a,, ... , a, )T1 + O[a, T, ... , a,Tj, 
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definido,emcadaforma /1 eR(X1 , ••• ,X,} degrau i, por ~(/1 +(a1 , ••• ,a,)R) = 
= f( a1 , • •• , a,) + ( a1 , ••• , a, )i+1 R, é bijeção. Segue-se da Proposição 1.5 que 
a1 , ••• ,a, são (a1 , ••• ,a,)R-independentes. ~ 

Teorema 1.7.: Seja a um ideal do anel R. Então, pr J a < sup O. 

Prova: Suponhamos que pr f @ = n e sejam a1 , ••• , a. e Q tais que 
a1, • •• , a. é uma seqüência regular. Pela Proposição 1.6 sabemos que a1 , ••• , a. são 
(a1 , ... , a.)R-independentes; mas (a., ... , a.)R C O, portanto, pela Proposição 
1.1 (i), al , .. . 'a. são O-independentes. Assim n < sup a. ~ 

No restante deste capítulo provamos que 8Up a < alt a para um ideal qualquer 
C. O roteiro desta demonstração é o seguinte: primeiramente mostramos que a 

desigualdade é válida para ideais primos em dom.Ímios, depois a estendemos para o 
ideal máximo de um anel local reduzido, em seguida eliminamos a hipótese de anel 
reduzido, e finalmente, via localização, chegamos ao resultado desejado. 

Lema 1.8.: Sejam R um domÍmio e p um ideal primo de R. Então sup (p) < 
alt(p). 

Prova: Se p = {0), então sup p =O = alt p. Seja p :f. {O) e sejam a 1 , ••• , a, 

E R r elementos p-independentes. Pela Proposição 1.5((i) <::} (iv)) , 

(
R) (X X] .!!2_ = R[a1T, ... , a,T] 

1
' .. • ' ' ~ Rc R( T T) ' p p p a. , ... , a, 

(.1) 

onde C= (a1 , .. . , a,). Como R Ç Rc c R ( T ], temos que p C pRc C pR [ T] 
e pR [ T 1 n R = p, logo pRc n R = p. Por [24, Proposição 2, pag.326 1 obtemos 

alt(pRc) + gr tr t Ui) < alt p + gr trRRc . 

Como R C Rc C R [ T] , vale gr trRRc < 1 ; mas, por (.1), 

gr Ir f ( p~) = gr Ir f (: [X,, ... , X, J) = r . 
Além disso, alt(pRc) > O pois pRo :f. {0), portanto obtemos 

r < alt(p.Rc) +r < altp + 1 , 
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ou seja, r < alt p. ABBim 1up p ~ alt p . 

Sendo (R, m) um anel local denotamos sup R= sup m. 

Lema 1.9.: Seja (R , m) um anel local reduzido. Então sup R~ dim R. 

R Proya: Sejam P1, ... , p, os primos mínimos do anel R. Como - é um 

d f • • 1 l p . • 1 8 R < d. PR omumo pa.ra t = , ... , r, temos, pe a ropos1çao . , sup- _ tm - para 
Pi Pi 

i=l, .. . ,r. 
r R r 

Consideremos o homomorfiBmo cp : R - E9 - definido por cp( a) = E 'Pi (a) , 
i=l Pí J:l 

d R R , . - A • Co R , l red 'd on e 'Pi : --t - e a proJeçao canomca. mo e um ane uz1 o, p, 
r r n p, = O; portanto Nuccp = n p, = (O) e conseqüentemente cp é injetor. Seja 

i=l ·-k 
d = dimR. Sabemos que dim - < d para i = I, ... , r . Logo, ao considerarmos 

p, 
C:,t. 1 elementos de ~ a1 , ... ~Hl, sabemos q.ue tpí ( a1), .. . , :' ( a~+I) não ~ão 
- -mdependentes em - para t = 1, . .. , r. Ass1m, para cada t = 1, ... , r eXIste 
P• p, 
umaforma ~(Xt, ... ,XH!) E R[Xt, ... ,X.~+d \ m[Xt, ... ,Xr] degraus,, tal 

que <pi(.F.(a1 , ... ,a~+d) = O. Como m[Xt, ... , X.r+t] é um ideal primo, tem-
se que G(Xt, ... ,X.r+d = Ft(Xt, . . . ,X4+t)· . . : Fr(Xt, ... ,X.r+d é uma forma de , 
grau 8 =E 8j em R[Xl, . . . , x.~+t] \ m[Xl , ... , xll+l]· Mas, 

i=l 

cp(G(al' ... 'aHd) = cp (n F,(al, ... 'aHd) = 
J:l 

= t 'P; (ti Fi(at , ... , a41+1 )) = t (ti <p;(l:(at, . .. , a.r+1))) =O , 
J=l l=l 1= 1 1=1 

pois pelo menos um fator de cada produto é nulo. Como <p é injetor, 
G(a1 , • • • , aHd =O. Isto mostra que a1, .. . , a4+1 não são m-independentes. Con­
cluÍlmos que sup R < d = dim R . ~ 

A fim de eliminar a hipótese de anel reduzido mostramos o seguinte lema. 

Lema 1.10: Sejam p um ideal primo do anel R e rp: R-~ a projeção 
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canônica sobre o quociente. Sejam a1 , ••• , a, E R elementos p-independentes. 
Então, <p(a1 , • • • <p(a,) são <p{p)- independentes; em particular, aup {p) ~ aup (<p{p)). 

Prova: Sejam a1 , ••• , a, E R elementos p-independentes; queremos mostrar 
que <p(ai), ... , <p(a,) são <p(p)-independentes. Para isto, tomamOB uma forma 

G(X1, . .. , X,) E ~[X1, . .. , X,] de grau s, tal que G(<p(ad, ... , <p(a,)) =O. Seja 

F( X1 , ... , X,) E .R[X1, ... , X,) uma forma de grau a tal que <p( F( X1 , ... , X,)) = 
G(X1 , ... ,X,). Segue--se que <p(F(a1 , ... ,a,)) = G(<p(at), ... ,<p(a,)) = O 

e portanto, F(a1 , ... ,a,) E y'U;;. Tomemos tE IV tal que F 1(a1 , ... ,a,) = 
(F(a1 , ... , a,))' = O . Então Ft(X1, ... , X,) E R[X1, . .. ,X,] é uma forma de 
grau t .s que anula a1, ... , a,. Como a1, .. . , a, são p-independentes temos 
que Ft(X1 , ... , X,) E p[X1 , ... , X,}. Agora, p é um ideal primo de R, por-
tanto p[X1 , ... , X,) é um ideal primo de R[Xt, ... , X,], e conseqüentemente 
F(X1, . .. , X,) E p(X1, . .. , X,]. Isto prova que os coeficientes de G(X1, ... , X,) 
estão todos em <p{p) e portanto <p(ai), ... , <p(a,) são <p(p)-independentes. ~ 

Teorema 1.11: Seja Q um ideal do anel R. Então sup Q ~ alt Q. 

Prova: Basta mostrar para ideais primos. De fato, sejam p1 , ••• , p, os primos 
mínimos de @. Pela Proposição 1.1 (i) temos que sup Q < sup Pi para i= 1, . .. , r. 
Logo se sup Pi < alt p;, temos sup@ < sup P• < alt p; para i= 1, .. . , r. Como 
existe j E { 1, ... , r} tal que alt O = alt P;, pois Pi, ... , p, são primos mínimos 
de @,temos 

sup Q ~ alt P; = alt Q . 

Para mostrar o resultado para ideais primos, basta demonstrá-lo para o ideal 
máximo de um anel local. De fato, como R, é um anel local, teremos então 
sup p = sup p~ < alt p~ = alt p. 

Suponhamos finalmente que JR, m) é um anel local. Sabemos que ~ = 
n p , logo dim R= dim -,r e, pelo Lema 1.10 acima, sup R< sup !fF· 

' mi• R yvR yvR 
R 

Como Jõ; é anel local reduzido, o Lema 1.9 garante que 

R <d' R aup ,foR _ tm .;rrR ; 
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logo 
sup R < sup i < dim .,ft;; = dim R . 
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CAPÍTULO ll: O Teorema Central 

§2 - Majoração do Sup 

Neste parágrafo enunciamos o teorema central deste trabalho e com um exemplo 
mostramos que ~up a pode assumir qualquer valor entre pr f o e alt a. 
A demonstração do teorema central será feita no §3; neste parágrafo damos uma 
nova majoração para sup O que é ma.is fina que aquela dada por alt O e 
que representa um primeiro passo na direção do teorema central. Necessitamos da 
seguinte convenção. 

Sejam S um anel local noetheriano, I um ideal de S e J um subconjunto de 
t 

S. Fixemos uma decomposição primária n Q; de I. Consideramos a seguinte 
i=l 

cadeia ascendente de ideais 

U t (I) C U t (I) ~ ... c U/ ( J) c ... , 

onde UJ (I) := I e, para i~ 1, 

U/ (J) == n Q; , 
v"fiEA; 

com Â, = {P E Aaa(J) ; P ~ J e coaltP >i}. Caso Â, = 0, U/{1) :=S. 
Com essa convenção, podemos formular precisamente o teorema central: 

Teorema 2.1.: Sejam Q e b ideais do anel R tais que b C /ã. Então 

8up b@ = max {i> o; Uib (oR;) c @R;, para cada p E Ass(@)}. 

Esta caracterização nos possibilita construir, facilmente, exemplos de ideais tais 

que pr f a = r < 8 < t = alt Q e 8Up Q = 8, com r, 8, t E N arbitrariamente 
dados. 

Exemplo 2.2.: Sejam K um corpo, r, s E IV e X0 , X1, ••• , X,+, indetermina­
das sobre K. Definimos 

R·= Kl[Xo,X1, .. . , X,+,)} 
· (Xo) n(Xs,X{,XoXd n .. . n(X~,x;, ... ,x:,Xo ... X,) · 
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Sabemos que R é um anel local completo, com m = (X o, X1, ... , X,+,) seu ideal 
má.x.imo; também dim R = alt m = r + B e 

é uma cadeia. saturada. de ideais primoe de R. Por ser anel local completo, 

R é catenário [12, Teorema 34.4 (3 -t 2)], portanto alt(X0 , ••• , X;) = j e 
coalt(X0 , •• • , X;)= r+ s- j . Agora 

OR = (X o) n {X&, x;, XoXd n ... n (Xl, ... , x;, XO ... X,) 

é uma decomposição primária de OR, onde {X6, ... , X'f, XoX;" . . . Xj) é um 
ideal {X0 , ••• , X;) - primário para j = 1, ... , s (20, Lema 2]; resulta que: 

Ur(oR) = (Xo) n ~,X'f,XoXI)n ... n (Xf, ... ,'X2,+,-i,Xo ... X,+•-d 
se r< i~ r+ s , 

Ut(OR) =R se i> r+s. 

Mas, em K[[X0 , • •• , X,+,]], é fácil ver que 

(Xo) n (~,x;,XoXd n ... n(~, ... , Xj,Xo . .. X;) = 
= (~, Xox;, XoX1 JG, .. . , Xo ... X;-2Xj_1 , Xo . .. X;) 

para j = 1, . . . , 8. Logo, em R, para j = 1, ... ,8 temos 

(Xo) n (To,X':,XoXd n ... n ~, .. . ,~,Xo ... X;)= (Xo . .. X;). 

Assim, 

Ur (OR) = (Xo ... X,,...-i) se r< i< r+ s, { 

OR se O ~ i < r, 

R se i> r+ s. 

Pela Proposição 1.1 (iv), sup m" = sup .m" ; logo, aplicando o Teorema 2.1, 
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Observemos que se U;"(OR) Ç m• então O < i ~ r+' portanto r < 
3Up m• < r + 3. Como Xo ... xr+•-f e m• se e s6 se r+ 8 - i + 1 > n, ou 
seja i < r + s - n + 1, temos, 

• { r+s-n+l se I<n<s+l, 
sup m = r se n > s + 1. 

Quanto à profundidade e altura de m• temos: pr I m• = pr I m = r, pois 
X .-t1 , ••• , X,+, é seqüência regular maximal em m e alt m• = alt m = dim R = 
r+ 8. Resumindo, para 1 < n < 8+ 1 temos prl m• =r~ r+s- n+ I< r+8 = 
alt m•, com sup m• = r+ 8 - n + I . 6 

Passamos à seguinte majoração de sup C, majoração da qual decorre uma 
metade (a mais simples) do teorema central. 

Proposição 2.3.: Sejam R um anel local, a e b ideais de R com b c V@. 
Então 

8Up b@ < max{i > 0; U,b (OR) C 0}. 

A demon.stração desta proposição ocupa o restante deste parágrafo; a.ntes de 
apresentá-la, tiramos a desigualdade anunciada. 

Corolário 2.4.: Sejam a e b ideais do a.nel R tais que b c y'fi. ~tão 

sup b@ ~ max{i >O; U4b (oR;) C C R; para todo p e Ass(C)}. 

Prova: Primeiramente, notemos que 

Uib (o R;) = u:R; (o R;) , 

onde p é um idea.l primo de R, pois, dado P E Ass (OR;) , P ~ b se e só 
se P ~ bR;. Escrevemos {p1 , ... , p,} = Ass(O) e para cada j = I , ... , r seja. 

i;:= max{i ~O; U.'' (oR;J C@ R;). 
Denotamos k = mjn i; ; então 

1$15r 
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para cada j = 1, ... , r , pois a cadeia {Ut (OR)}i E ,. é crescente. Dai decorre 
que 

k E {i~ O; U: (OR;) ç;; C R; para cada p E Ass(C)}, 

logo 

k = max{i >O; U1
11 (OR;) ~ QR; para cada p E Ass(@)} . 

Por outro lado, como k =i; para algum j , a Proposição 2.3 garante que 

Assim, pela Proposição 1.3 (iv), 

Passamos pois, à prova da Proposição 2.3, na qual utilizamos os seguintes lemas. 

Lema 2.5: Seja C um ideal do ôllel R. Se a1, ... , a,E R são 0-inde~ndentes 
- ( · C) . - I t- R - (@ :C) e lfi _ ai + OR . para s - , .. . , r , en ao 'lf1, . . . 'lf, E (OR : C) sao (OR : C)-

-independentes. 

P S . F(X X ) - ~ .. Xil Xi, roya: eJa 1, .•• , , - L.J o,, ... i, 1 · • • , 
Eij=á 

uma forma de 

R 
fr~ C) ]X,, ... , X, J de grau 1:, com a;, .. .;. E R, que se anUla em lf,, . . . , lf,. 

e conseqüentemente, para cada c E O, E c.Bí1 ... i, a~' ... a!' = OR . 
Elj=k 

Assim, para cada c E c ' E C.Bi, ... ,,x:l ... x;· é uma forma de R[Xt, . .. , X, 1 
Eij:k 

que se anula em a1, • •• , a, . Como a1, . . . , a, são O-independentes, temos c.s,, ... ,, E 
. (Q: C) 

@ para cada c E O, portanto s,, ... ,, E (@ . O) e s,, ... ,, E (o R : O) . ~ 

Lema 2.6: Sejam (R, m) um ôllellocal, b e I ideais de R. Então 

00 

U:(I) = U (/: b") . 
•=I 
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' Prova: Fixemos uma. decomposição primária. n Q, do ideal J, .jQ'i = 
~1 

P1, Pi "l. b para i = 1, ... , 8 e P1 ::> b para i = 8 + 1, .. . , t . Por 
definição Ut(I) é a. intersecção de todas as componentes primárias de I cujos 
primos associados não contêm b e têm coa.ltura maior do que ou igual a 1. Mas 
o único ideal primo de R com coaltura zero é m e m :::> b, portanto 

Uf(I) = Q1 U ... U Q •. Dado z E Uf(I), vamos mostrar que existe N E N tal 

que x.bfi C I. Se i E {1, ... , 8}, temos x E Q. e portanto x.b ç; Q •. Se 
i E { 8 +I, ... , t} então b c P, = .;q;, logo existe n. E IV tal que IJ-i ç; Q., 
e portanto tal que x.b•· C Qt. Assim, N := max{ n; ; i= 8 + 1, ... , t} satisfaz 

' 00 

x.IJN ç n Q, =I. Desse modo Uf(I) ç U (I: b•). Mostremos, agora, a outra 
t=l •=1 

00 

inclusão. Dado x E U (I: b•), existe k E IV tal que x E (I:~). Temos 
•=1 

que x.ll E I C Qi para i= 1, ... , t. Se P, "l_ b então, como P, é um ideal 
primo, P, "l_ b• para todo s E N; como Q; é um ideal P,-primário, x E Qj . 
.A&gim, x E Q, para cada i tal que P; 'l. b, ou seja, x E Uf(I). Desse modo 

00 

Ut(I) ~ U (I: b"). ~ 
a=:l 

I.&ma 2.7.: Sejam (R, m) um anel local, O e b ideais de R com b C ,;6.. 
Se a1, ••. , a, E b são @-independentes então l%'1, ••• , ll, são @R-independentes, 

onde R= ud~R) e 'U = a+Ut(OR), a E R. Em particular, 8UP b c< 8Up b"R: aR. 

Prova: Seja F(Xl) . .. 'X,) = E liJ ... i. Xil ... x;· uma forma de grau k em 
:Eif=k 

RIX1 , .•• , X,] que se anula em 'lf1 , ••• , 'lf, e com B;,..... E R; logo 

00 

Mas, pelo Lema 2.6 , Ut(OR) = U (OR : b•), portanto existe N E N tal que 
•=1 
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Como a1 E b, a~ E lJH e então 

a~ ( E B11 •• .i, a~~ ... a!·) = O. 
z:, j::J: 

Assim, E Bl& ... l. x:a+N X~· . .. x:· é uma forma de grau k + N em R[Xl, .. . I X,. 1 
que se anula em a1, ... , a,; como a1, ... ; a,. são O-independentes obtemos Bt 1 ... t, E 

Ce~EOR. ~ 

Prova da Proposição 2.3.: 

Sejam r:= max{ i~ O; Ui&(oR) Ç Q} e C= (@: u:+1 (OR)) ; então C é 
um ideal próprio de R, já que U:+I (OR) ~ C. Sejam 

S ·- R ~ S 
.- (OR : Ur+1 (OR) e v := u:(Os) ; 

pelos Lemas 2.5 e 2. 7 obtemos 

(@ : u:+l (OR)) OS rf"l' 
8Up b @ < 8Up bS (OR : U~+1 {OR)} = 8Up bS $ 8Up ~v v. 

Além disso, pela Proposição 1.1 (iii) e 'Thorema. 1.13 temos 

sup ~ < sup C"S ~ alt (J8 < dim "8, 

e portanto 
sup " Q ~ dim "8; 

resta mostrar que dim "'S < r. 
Seja p = u!o um ideal primo de "8, p sendo um ideal primo de s que 

contém u:s(osr ~~ladefiniçãode u:5 (0s), P contém algum primo p E Ass(Os) 

tal que p '"}_ bS e coalt p > I. Pela definjção de S , p = (OR : J;:
1 
(o R)) com 

p' E Ass ((OR: u:+l (OR))). Pelo Lema 2.8, abaixo, coalt p' <r, já que p' ~ b 
pois p '"}_ bS, e portanto coalt p < r. Segue-se que coalt P <r, pois P ::> p, 
e então coalt P ~r. Podemos concluir, então, que dim "'S $r. ~ 

Lema 2.8: Sejam R um anel local e p, b ideais de R. Se p E Ass ((OR : 
: u:+I {OR)}) então p ::> b ou coalt p < r. 
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' Prova: Sejam (OR) = n Q~ uma decomposição primária de OR e r 
•=1 = {Q,; ..;rJ"i 2 b ou coolt /(J; ~r}. Observemos que 

n Q, Ç (On : u:+l (On)). 
o1er 

Seja p E Ass ((OR : u:+l (OR))) ; então 

p :> (OR : U:+l (OR)) :> n Qí, 
Q;EI' 

portanto p ;2 Q,o e p :> .;qi; para algum Q,o E f . 

Podemos precisar o resultado do Lema 2. 7 da seguinte maneira. 

ProPJfição 2.9.: Sejam Q e b i~ea.is do anel local R com b C .jõ. Seja 

R:= Ut(On). Se sup • @ > I, entao sup • Q = sup @R. 

Prova: Pelos Lema 2.7 e Proposição 1.1. (ili) temos 

Portanto basta mostrar que sup " a > BUp QR. 

Sejam lf1, ... ,tr, E QR elementos . aR-independentes. Seja c E b tal que 
c ft P para cada P E Ass (On) com P ~ b. Tal c E b existe pois, 

caso contrário, b estaria contido na união dos ideais primos de Ass (On) que não 

contém b e portanto b C P para algum P E Ass (On) com P "l, b, o que 
é impossível. Tomemos F ( X1 , .•• , X,) E R[ X1 , .•• , X,] uma forma qualquer de 
grau k que se anula em ca1, ... , ca, e mostremos que seus coeficientes estão em 
C; assim temos 8Up • a > r e consequentemente 8Up .a > 8Up aR. 

Começamos provando que da escolha de e decorre 
CIO 00 u ( 0 R : c-) = U (OR : b•). 

a+l a:l 

É claro que 
CIO 00 

U (OR: b•) C U (OR : c•); 
•=1 a=l 
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e 
provemos a outra inclusão. Seja (OR) = n Q, uma decomposição primária de 

•cl 

(OR) com /Q"i = P, , P; ~ b para i = 1, ... , t e P, :::> b para i = 8 + 1, ... , t 
00 

Dado z E U (OR : cA) existe n' E IN tal que z.c-' = O, portanto 
•=1 . 

x.c•' E Q, , i= l, ... ,t. Se i E {1, .. . ,8} então P, ~ b, e pela escolha de 
c , o elemento c fi P, , de modo que c-' fi P, e z E Qi ; em particular 
x.b• C Q, pa.ra todo n E IV. Se i E {8 + 1, ... , t}, então P, 2 b e existe 
n, E IN tal que b•· Ç Q, pois R é um anel noetheriano e P. = ..;q;. Tomando 
N = max {ni; i= s+ 1, .. . , t}, temos b" C Qi e portanto também x.ll' C Qh 

t 

para todo i E { 8 + 1, .. . , t} . Isto mostra que z.fiY C n Q, = (OR) e portanto 
4=1 

00 

que x E (OR: lf') C U(OR: b"). 
•=1 

Em seguida provamos que Uf(OR) C Q. Por hipótese, 8Up & @ > 1, de modo 
que podemos tomar a E b, O-independente. Do Lema 2.6 e do fato de que a E b, 
decorre 

00 00 

Ut(OR) = U (OR : b") Ç U {OR :a"). 
•=1 •=1 

Assim dado, a E ~(OR) , podemos escolher I E IV tal que a.a1 =O e portanto 
a forma a.X' E R[X] se anula em !L de modo que a E C. 

Finalmente mostramos que .os coeficientes de F pertencem a C. Temos 
O= F(ca11 . • • , ca,) =r! F(a11 •• • , a,) ,logo 

00 00 

F(a1, ... , a,) E (O: c'=) Ç U (OR : c•) = U (OR: b•) = Ut(OR). 
•=1 •=1 

Passando ao quociente, obtemos F(lf1 , ... , lf,) = U ; como lf1, . .. , 1.rr são aR­
independentes e Uf(OR) C @ , resulta que os coeficientes de F pertencem a 

R C+U~(OR) C d F 
C = Ut(OR) = Ut(OR), portanto os e a @. ~ 
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§3 • Conjunto Mulmal de Elementos Independentes 

Já sabemoe que 

3Up, O< max{i >O; u:(o.R;) C OR;, para cada p e Ass(O)} ; 

para demonstrar o Teorema 2.1, basta, portanto, mostrar a desigualdade inversa. 
f 

Fixemos uma decomposição primária @ = n q; de O, com /fi= P; , j = 1, ... t. 
1=1 

Tem06 a f?• c q; 'R• para j = 1, ... ) t , de modo que Ut(oR. ) c @ 'R• ... ..,, - ... ..,J 'J - ... ..,) 
implica U,b (OR;)) Ç qi R;J e portanto 

r:= max{i >O/ Ul (OR;) C q; R;J para todo j = 1, .. . ,t} > 

> max{i >O I Ui" (OR;) C C R;, para todo p E Ass(Q)} . 

Assim, para demonstrar o Teorema 2.1, basta provar que 

(•) eup,@ ~r:= max{i >O I Uf (OR;) C q; R;J para todo j = 1, . . . , t}. 

Para provar isto, é suficiente construir um conjunto C-independente com r ele­

mentos de b. Inkiamos com um Lema que dá condições suficientes adequadas para 
r elementos de b serem a-independentes. Em seguida exploramos as hipóteses 
deste Lema de modo a poder provar a desigualdade ( *), o que é feito na Proposição 
3.6. 

Lema 3.1: Sejam (R, m) um anel local e@ um ideal do anel R. Sejam r~ 1 e 
a1 , ••• , a, elementos de @ que satisfazem as seguintes condições: 

(i) Para cada. i E {1, ... ,r} eparacada p E Ass((a11 ... ,fli_t)), se a,~ p 

então a, ~ p; 
00 

(ii) U ((a1 , ... ,a,_I) :a!) C C. 
'=1 

Então a1 , . •• , a,_1 , a~ são 0-indep(-ndentes, para n suficientemente grande. 

Prova: Dividimos esta demonstração em dois casos. 
19 caso. Suponhamos que a, JlãQ é divisor de zero em R. Por ser R um anel 

noetheriano, a cadeia ascendente de ideais ( ( a1 , ••• , Br-1 ) : a,) C ( ( a1 , ••• , a,_1 ) : 

:a~) C ... C ((a1 , ••• , a,_1) :a~) C ... é estacionária, logo existe n e li tal que 
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CIO 

((a1, ... , a,_t): a~-1 ) = U ((a1, .. . , a,-1): a~). Como a, não é divisor de zero em 
t:l 

R, a!-• é um elemento do anel total de frações de R. Definimos ~i:= aj.a:-•, 
i= 1, ... , r- 1 e S := R[z1, • •• , z,_!] . 

Afirmação 1: 
CIO 

(xl, . .. 'Xr-1) s n R= u ((al, ... 'a,_i) :a~). 
t=l 

CIO 

De fato, dado a E U ((a1, ... , a,_t)) : a~), pelo visto acima, temos a.a~-1 E 
t=l 

r-1 

E (a1, ... , a,_I), portanto existem k1, ... , k,_t E R ta.is que a.a~-1 =E ki ai. 
4=1 

Multiplicando esta igualdade por a:-•, resulta que 
r-1 r-1 

a= a.(a:-1 a!-•) = E ki ai a:-• = L ki Zi E (z1, ... , x,_I)S. 
á:::l l=l 

Como a E R, provamos uma inclusão. Reciprocamente, dado fJ E (z11 ... , x,_I)S 
r - 1 

temos fJ =L ).i Xi com >.1, ... , ).,_1 E S. Por definição de S podemos escolher 
í=l 

ni tal que >.ia~•-l)a, E R e tomando N = maz{n,} obtemos ).i a!•-l)N E R 
ad . - 1 - 1 ... --. fJ (•-l)(N H) E ( )R rt t para c a t - , ..• , r . ~1m . a, a1, ... , a,_1 e po an o 

00 

(z1, ... ,z,_I)S n R C U ((a1, ... ,a,_t): a!), 
t::l 

concluindo a prova da Afirmação 1. 

Afirmação 2: M = (m, (z1 , • • • , z,_t)S)S é um ideal máximo de S. 

De fato, consideremos a aplicação tp : R[x1, ... , z,_t] ---... R definida por 
m 

p(L: ai1 ... i,_1 zil ... z!::-l) = ao ... o + m , onde ai1 ... i, E R. Observamos, primeira-
mente, que tp está bem definida, pois se 

bo ... o- Go ... o = L (aãt ... l,_1 - bh ... f,_,). z~' ... z!::-11 E (z1, ... , Zr-I)S . 
ÍJ ... Í,-1 -;. o ... o 
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Assim, bo ... o - a0 ••. o E ( Z1, ... , z,_t)S n R; logo, pela Afirmação 1 e condição 
(ii), temos bo ... o- ao ... o E O C m, provando que tp está bem definida. tp é 

obviamente um homomorfismo sobrejetor e N uc tp = ( m, ( z1 , ••• , z,_1 )S)S = M; 

portanto ! F::S ~ e conseqüentemente M é um id~al máximo de S. 

Afirmação 3: (x1 , ... ,z,_l, a,)SN n R c @. 

Defato,dado a E (xl! .. . ,z,_l,a,)SM n R, existem JI,Z E(x1, .. . ,z,_l)S, 
b E R e d rf. m tais que a(d + y) = z + b.a, ; como ad - ba, E R e 
z- ay E (x1 , ... , x,_1)S, temos que ad- ba, = z- ay E (x1 , •• • , z,_l)S n R. 
Pela Afirmação 1 e condição (ii) decorre que ad-ba, E O; mas a, E a, portanto 
ad E a, do que resulta que a E a, já que d é inversível. 

Afirmação 4: fi,. ::::: a,+ (x1 , ••• , x,_t)S não é divisor de zero em 

s 
(xll ... , x,_dS · 

R S De fato, seja tp · --+ definida por tp(r) = 
· Uoo(( ) . t) (xl, ... ,x,_I)S a1 , ••• , a,_1 • a, 

t:::l 
00 

= tp(r + U ((al, .. . , a,- 1) :a;)) = r+ (x1, ... , Xr-l)S = ji. Pela afirmação 1, temos 
t:::l 

tá he d fi.njd ' . . to Dad S - ~ •1 '•-1 que tp es m e a e e mJe ra. o 8 E , 8 - L- a,1 ... t,_1 z1 .. . z,-1 

com a,~ ... ir-1 E R e J = E !',, ... ir-1 ;r ... Z~':t- = 'lfo ... o = tp(lro ... o); logo tp é 
sobrejetora.. Como tp é obviamente um homomoformismo, temos 

R 
00 u ((ali ... ' a,_I) : an 

t=l 

Suponhamos, agora, que fi, é divisor de zero em (x11 ••• , x,_t)S · 
R 

e existe li' :1 O em 

s 

Assim lr, é divisor de zero em 00 

U((all ... , a,_ I): an 
t=l 

R 00 

00 

U((a1 , ... ,a,_I): a~) 
tal que lY . lr, = U; logo a.a, E U ((a1, ... ,a,_I): a~), e 

t=l 

t=l 
portanto existe N E IV tal que a.a, E (a1 , ••• , a,_1 ) :a~ , ou seja, a.a~+l E 
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CIO 

E(at, . .. ,a,_t). Dessemodo a E ((at, ... ,a,_t):a~+l) C U((a1 , ... ,a,_1) :a!) 
i:1 

e decorre então que lf = U, o que é impossível. 

Finalmente estamos em condições de provar o lç caso do Lema. Queremos 
mostrar que a1 , ... ,a,_1 ,a: são C-independentes. Para isso basta mostrar que 
Zt) .. . 'Zr-1, a, é uma seqüência. regular de s"' . De fato, a Proposição 1.6 garante 
que então z1, ••. , x,_11 a, são (x1 , ••• , x,_1 , a, )S~t~-independentes, do que decorre 
que a1 = a~-1 t1, . .. , a,_l = a:-1 

• z,_l , a: = a:-1 
• a, são (t1 , . . . , Zr-1, a, )S~rr 

independentes. Como a, E R, i = 1, ... , r, temos que a1, • •• , a,_., a: 
são (x1, ... , Xr-1, a, )SM nR-independentes; mas, pela Afirmação 3, acima., 
( x1' ... ) Xr- 1, a, )SM n R ~ a I de modo que a1' ... 'a,_1' a~ são O-independentes. 
Para mostrar que Z), ... ,x,_1, a, é uma seqüência regular de s}tl, começa-
mos provando que x1, .. . , Xr- 1 é uma. seqüência regular de ST, onde T := 
{1, a,., a;, ... } é um sistema multiplicativo de S. Observemos que: 

Sr = S [a~1 ] =R [a~1 ] = Rr, (x1 , ... , x,_t)S [a~1] = (at , ... , a,_1 )R [a~1 ] 

e 
00 00 

U ((a1, ... ,a,_t): a!) = U ((at, ... ,a,_t)R[a~1 }: a~) n R. 
t::.l t::.l 

Se a, E (a1 , ... ,a,_t)R [a;-1] então temos ((a1, . .. ,a,_1)R[a;-1]: a,)= R [a;-1), 
00 

portanto U ((a1 , ••• , a,_1): a~)= R o que, pela. condição (ii), não acontece. Assim, 
t=l 

a, ft (a1, ... ,a,_t)R(a;-1]=(:r~, . .. ,z,_I)Sr eportanto (x1 , ••• ,x,_t)Sr C Sr. 
Resta mostrar que x, ~ P' para cada P' E Ass ((xl, ... ,x,_l)Sr). Supo­
nhamos que existe P' E As8((xt, ... ,x;_t)ST) talque X; E P'. Como 
(z1, .. . , z,_t)Sr = (a1, ... , a,_t)Rr, existe P E Ass ((ab ... , a;_t)R) tal que 
P n T = 0 e P' = PT; mas, se P n T = 0 então a, ~ P, e portanto, 
pela. condição (i), ai ~ P, o que contradiz o fato de x. E P', uma. vez que 
xi =ai . a~-. Isto prova que x1 , ••• , x,_1 é uma seqüência regular em Sr. 

Passamos a proV'cLI' que xl I ••• I Xr- 1, a., é uma seqüência regular em s"'. Pela 

Afirmação 4, i não é divisor de zero em ( S )S, logo ifl, não é divisor 
z1, ... 'Zr-1 

de ~roem 

( ( z, ... ~ z,_, )s L "' ( ( z,, . . . ~~•-• )s., )-
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Com isto provamos que a,+ (z1, ... , z,_1)Su não é divisor de zero em 

SAl 
(xl, ... , Xr-dSAI . 

Resta provar, então que x1, ... , Xr-t é uma seqüência regular de SAJ. Denotemos 

É fácil verificar que 

I:= (x1, ... , z,_t)S; 

V := U P, com P E A88 (IM) ; 

H := u Q, com Q C M e Q E A8s (I) ; 

L:= u P, com P C Mr e P E Ass (Ir) . 

Pelo visto acima, x1, ... , z,_1 é uma seqüência regular de Sr, de modo que 
também o é de (Sr )L = (SM )v; decorre, pois do Corolário A4 do Apêndice, que 
X1, ... , Xr-t é uma seqüência regular de SM. 

2Q caso: Suponhamos que a, é um divisor de zero em R. Denotamos 

00 

C:= U {OR :a!), 
t::l 

R RI·-.-c 

e, como sempre, 1l := a + C para a E R; temos que 1!, não é divisor de zero 
em R 1 • De fato, se tf E R 1 é tal que tf . tr, = U então obtemos N E IV tal 

que a . a, E (OR : a~), ou seja a.a, .a~ = O ; desse modo, a E {OR : a~+1 ) C C 
e portanto 'lY = U. 

Queremos mostrar que a1 , •• • , ar_1 , a~ são @-independentes para n suficien· 
00 

temente grande. Como c c u ((al, ... ,a,_I) :a!) c a pela condição (ü), 
t::1 

podemos aplicar o Lema 1.2 parte (i) ao homomorfismo projeção R ---+ ~=R', 
e assim concluimos que basta provar que tr1, ... , tr,_l, ãf são @ R'-independentes. 
Como tr; não é divisor de zero em R 1, basta mostrar que tr1, ... , lr,. satisfazem 
as condições (i) e (ii) deste Lema e pelo primeiro caso temos, então, que tr1, ... , ãf 
são a R '·independentes para n suficientemente grande. 



Sejam i E {1\-: .. , r} e P E Ass (n-l! ... , tr4_I)R ') dados, com n, (/:. P. 
r+C 

Temoa que P = -c para algum P E Ass ((a1 , ••• , a,_x)R) e a, ~ P. 
Supondo que lft E P, tomamos a E P e /3 E C tais que a; = a + {J; como 
/3 E C, existe N E N tal que f3.a~ =O e portanto ai.a~ = a.a~ + fJ . a~ = 
a . a~ E P, pois a E P. Como a, (/. P, a, E P, o que contradiz a conrução 
(i). Desse modo, lr; (/. P e portanto lr1 , ••• , 71, satisfazem a condição (i). 

00 

Dado rr E U ((1r1, ... , 1f,_I)R' : ã;), existe N E IN tal que rr. ãf E 
t=l 

(n-11 ••. , lf,_I)R', ou seja, 

N + C E ( a1 + C, ... , a,_l + C) 
a a, C 

assim a . a~ E (a1 , ... , a,_1 , C) e portanto 

CIO 

(a1, ... a,_l, C) . 
c ' 

a E ((ah ... ,a,_1,0): a~} Ç U ((a1, ... ,a,_l,O): a!). 
t=l 

Se moatrarmos que 

00 00 

(t) U ((a1, ... , a,_h C): a~)= U ((a1, ... , a,_t): a~) , 
t::::l t=l 

CIO 

teremos o E U ((a1, ... , a,_I) : a!) e portanto o E Q, pela condição (ii) e 
t=l 

conseqüentemente 'lY E @R'. Desse modo 

00 

U ((lf11 ... ,lf,_I)R': ãf) c @R' 
t=l 

e portanto 'lf1, ... , 71, satisfarão a condição (ü). 
00 

Resta, pois, demonstrar a igualdade (t). Dado a E U ((a1, ... , a,_ I, C) : a~), 
t::l 

tomamos N E N tal que a. a~ E (a1 , ••• , a,_1 , C); então existem t; E R e 
r-1 

c E C tais que a.a~ = ~ t, .ai +c; mas c E. C, de modo que existe 8 E IN 

tal que c.a: = O. Assim, 

r-1 r-1 

a . a~+·= E t1ai.a; + c.a; =E t1aia; E (a1, ... , a,_ I) R , 
a;l a;l 
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portanto 
00 

a E (a1, ... , a,_t) :a~+- Ç U ((at, ... , a,_t) :a~) . 
t::l 

00 00 

Isto prova que U ((at, ... ,a,_t ,C) : a!) Ç U((at, ... ,a,_t): a!). A outra 
t::l t::l 

inclusão é óbvia. Q 

l&ma 3.2: Sejam (R, m) um anel local e @e b ideais de R tais que b c .;fi. 
Sejam r > 1 e a1, ... , a, elementos de @ n b que satisfazem as seguintes 
condições: 

(1) Para cada i E {1, ... r} e para cada p E Ass ((a1 , ... , a1_ 1)R), se 

p ~ b então a1 ~ p; 

(2) Ut ((a1, . .. , a,_!) R) Ç C. 
Então a1, ... , a,_1 , a~ são O-independentes para n suficientemente grande. 

Prova: Basta provar que (1), (2) implica (i), (ii) do Lema 3.1. Sejam i E 
{l, ... ,r} e p E Ass((a1 , ... ,ai_t)R) taisque a,(/. p; ora, a, E b,portanto 
p ~ b e obtemos ai ~ p por (1), provando (i). Para mostrar (ii), basta provar 

que 

De fato, desta igualdade decorre, pelo Lema. 2.6, que 

(X) 

U ((at, ... ,a,_t): a!)= U~ ((al, . .. ,a,_t)R) 
t=l 

00 

e, por (2), obtemos (ii). Provemos (t). Seja a E U((al, ... ,a,_t)R: a~) 
t:i:l 

f 

e tomemos k E N tal que a . a~ E (a1 , ... , a,_1)R. Seja n q; uma 
j:l 

decomposição primária do ideal ( a1, ... , a,_t) R, com ..[Q1 = Pi. Se Pi :) b 
então existe N; E IV tal que fl'i C q;; tomando N = maz {N1 ; Pi :::> b}, 
obtemos li' C q1 para todos esses índices. Se PJ ~ b, a hipótese (1) garante 
que a, ft PJ e portanto a: ft iiJ para cada n E IN. Mas a.a~ E q1 ; assim 
a E iiJ se Pi ~ b. Desse modo, Q.#l' C q,- para cada j = 1, ... , t; logo 
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. ~ 

o.tJN c n QJ =(ali ... I ~-dR e concluimos que o E U((al I ... I ~-l)R: b'). 
A outra ~)usão é óbvia. e:J ~ 

l&ma 3.3: Seja C um ideal do anel R. Sejam Q E Ass (OR) e P E Spec R 

tais que P 2 ( Q, O). Entâ.o existe um ideal primo P 1 tal que Q C P 1 ç; P 
e P 1 E A3s (C•) para iodo n suficientemente grande. 

Prova: Sabemos por [ 4 J que para n suficientemente grande, Ass (@•) = 
Ass (Q•+k ),para cada. k E N . Assim basta provar que para n suficientemente 
grande existe P 1 E Ass(O") tal que Q C P 1 C P. Dado Q E Ass (OR), 
como R é anel noetheriano, podemos escolher a E R tal que Q = (OR : a). 
Pelo Lema de Artin Rees [1, Corolário 10.10) existe r E N ta.l que para todo 
n suficientemente grande Q• n (a) = Q•-'(0' n (a)). Afirmamos que para 
tais n, (O• : a) C Q + Q•-r. De fato, se z E (0" : a) então z.a E 

• 0" n (a) = o•-'(0' n (a)); logo x.a = L tljVj, onde tlj E a•-r e 
i =O 

vi E (@' n (a)), de modo que vi = ~j.a E @' com ~i E R e i= 1, ... , k. 
k k k 

Segue-se que z.a = ~ u1a.À1 =a ~ u1À1 e portanto z.a- a ~ u,À, = O, ou 

seja., a (x- Ê ui).j =O. Assim z- f ui).i E Q e, como f ui).i E c•-r, 
~::0 (:; ~ 

obtemos z E Q + •-r, demonstrando a afirmação. 

Como P ::> (Q, @) :> Q + Q•-r resulta da afirmação que P ::> (@• :a) e 
portanto existe um primo mínimo P 1 associado a (@" :a) tal que P ::> P 1

; 

por ser P 1 associado a (@" :a), existe ). E R tal que P 1 = ·((O• :a): .l.). 
Como ((@• : a) : .l.) = (@• : a.l.), P 1 é também associado a. @• ; além disto, 
Q = (OR : a) C (0" : a) C P 1

• Provam08, pois, que P 1 E Ass (O•) e 
Q c P' c P. Q 

l&ma 3.4: Sejam (R, m) um anel local completo e a um ideal m-primário. 
Suponhamos que existem um inteiro i~ 1 tal que ui~l (OR) c c e um elemento 
a E b que satisfazem a. seguinte condição: para cada. primo Q E Ass (OR) tal que 
b ~ Q e coai t Q > i + 1, podemos encontrar um ideal primo P ::> ( Q, a) tal 
que P ~ b e coalt P > i. Então Uf (a• R) C @ para todo n suficientemente 
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grande. 

Prova: Pelo Lema A7 do Apêndice temos que {U: (a' R) }c é uma cadeia decres­
cente de ideais de R. Seja 

00 

Assim, {Ui'( a' R)} t é uma cadeia decrescente de ideais de R I e D Uf (a' R) = a. 
Portanto, pelo Teorema de Chevalley (24, Teorema 13, pag. 270] existe uma função 
S: N--+ N tal que .~ s(n) = oo e Ul(a•R) C m-<•> para cada n E IN. 
Como Q é um ideal m-primá.rio, podemos tomar N E N suficientemente grande 
tal que m•<•l C C para todo n > N. Então, para n > N, temos 

00 

0+ [1 U:(a'R) 
C '@ = -oo=--..;..1 __ _ 

0 Ul'(a' R) 

00 

Suponhamos que Q U,"(a' R) C @. Desse modo 

U:(a• R) 
co 

o 
Ç -=oo,....---- -n UJ'(a'R) n Ut(a'R) 

f;l t=l 

e portanto Uíb(a" R) C @ para todo n > N. Resta, então, provar que 
00 

[J Ut(a' R) C C. 

Como já foi observado anteriormente, Ass ( a• R) tem comportamento assintóti­
co {4}. Escolhemos, pois, N E IN tal que Ass (aH R) = Ass (aH+t R) para todo 
k E N e denotamos V:= {p E Ass (aH R); p 1J b e coalt p >i}; seja M o 

sistema multiplicativo M := R \ }J p de R. 

Afirmamos que U,b(a" R) = a" RM n R para iodo n > N. De fato, seja 
k 

a" R = n q1 uma decomposição primária de a• R, com /fi= p1. Sabemos que 
1=1 
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q1Rw ~ Ru se e 86 se P1 C U p, ou seJa q,R~.~ :# Ru se e s6 se p, E V. 

Então 
PEV 

e, assun, 

Como R é um anel noetheriano temos 
00 n (a"R~t~) n R=OR)I n R 

•=1 

e portanto, pelo acima afirmado, resulta que 
00 

.Q Uf(a" R) = OR)I n R . 

Queremos mostrar que 08 JJ n R Ç U;b+l {08 ). Como 08 JJ n R é a intersecção 
de todas as componentes primárias de OR cujos primos associados estão contidos 
em algum primo de V, basta mostrar que qualquer primo de Q E Ass (OR) 
com Q ~ b e coalt Q > i + 1 está contido em algum ideal primo de V; mas 
isto sempre ocorre pois, por hip6tese, para cada ideal primo Q E Ass (08 ) com 
Q ~ b e coalt Q > i + 1 podemos encontar um ideal primo P ~ ( Q, a) tal 
que P ~ b e coalt P ~i. Assim, pelo Lema 3.3 aplicado a P, Q e C = (a)R, 
existe P' tal que Q C P' Ç P e P' E Ass ( a• R) para n suficientemente 
grande. Como P ~ b temos então que P' ~ b e coalt P' > coalt P ~i, de 
modo que P' E V e Q C P '. Dessa maneira 

00 n Ui"( a" R) = OR)I n R ç Ui"+l (OR) c @. ~ 
•=1 

:Lema 3.5: Sejam @ e b ideais de R tais que b C y'õ. Existe um elemento a E b 
tal que, para cada ideal primo p E Ass (Q) e cada ideal primo Q E Ass (O.R;) 
com Q ~ b, valem as afirmações: 
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(i) a (/. Q; 
(ü) Se coalt Q ~ 2 então existe um ideal primo P 2 (Q, a) com P l b 

e coolt P = coolt Q - 1. 

Prova DenotaJnos Ass (@) = {p1, ... ,p,}. Para cada. j E {1, ... ,t} definimos 

V;:= {Q n Rf Q E Ass (OR· } e Q ~ b} ,, 

e 
W; := {P n R/ P E Spec (R;), P :> (Q, b) para algum 

Q E Ass (OR;) tal que Q "1, b e coalt P = coalt Q- 1 ~ 1} . 

Observamos que Vi) ... , V,, Wh .. . , W, são conjuntos finitos, portanto se existisse 
um índice j E {1, ... , t} talque p; estivesse contido na união de todos os ideais 
primos de V1 U ... u V, U W; então existiria um ideal primo q E V1 U .. . U Yt U W; 
tal que P; C q; mas isto não é possível. De fato: 

lo caso: P; Ç q E V1 u ... u V., ou seja, existe i E {I, ... , t} tal que 
P; C q E V,. Neste caso existe Q E Ass (OR;,) tal que q = Q n R e 
Q "1. b; mas b c /fi, logo IIJ ~ Q e, como Q é primo, a ~ Q. Dessa 
maneira @ ~ Q n R = q e portanto O ~ P;, o que não pode acontecer pois 
P; E ABB (@). 

22 caso: P; C q E W;, ou seja., existem P E Spec (R;) e Q E Ass (OR:) 
tais que q = P n R, Q "1, b, P :> (Q,b) e coalt P = roalt Q- 1 ~ 1. Neste 
caso, como Pi C q = P n R, temos que P; R,, = P é o ideal má.xino de R,, e 
obtemos O = coolt P; R,,. = coalt P > 1 , o que também não pode acontecer. 

Assim fica estabelecido que, para cada j E {1, ... , t} podemos escolher um 
elemento a; E P; tal que a;(/. q, qualquerquesejaoideal q E V1 U . .. UV, UW;. 
Também podemos escolher um elemento a' E b tal que a' (/. q, qualquer que 
seja o ideal q E V1 U ... U V,; de fato, dado q E V1 U ... U V, tomamos 
i E {1, ... , t} e Q E Ass (OR:,) tal que q = Q n R e Q l b e temos q l b, 
portanto b não está contido na união de todos os·ideais primos de V1 u ... u V,. 

Com estas escolhas de elementos a1 , •• • , a,, a ', definimos a := a1 ••• a, .a'. É 
claro que a E b e que vale (i). Mostramos, agora, que a satisfaz também (ii). 
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Seja Q E Ass (O~t;) com Q ~ b, coalt Q > 2 e j e {1, ... , t}. 
Queremos mostrar que existe P E Spec (R;,) tal que P :::> (Q, a), P 1J b e 
coalt P = coalt Q -1. Seja P um primo mínimo de (Q,a1); como a; (/. Q, o 

Teorema do ideal principal de Krull [ 1, Corolário ll.I7} aplicado a ~~ garante 

que alt ~ = I. Mas R;, é anel local completo, portanto catenário [I2, Teorema 

34.4 (3 => 2)] e alt P = alt Q + I. Desse modo, coalt P = coalt Q- 1 > I. 
Como P :::> (Q, a;) témos que P 2 (Q, a) e também que P ~ b, pois, caso 
contrário, P :::> (Q, b) e portanto P n R E W;, o que não ocorre pela escolha 
de a1. ~ 

Proposição 3.6: sup & @ > r . ( *) 

Prova: Se r= O não há nada a fazer. Suponhamos então, que r > 1; basta 
encontar r elementos a1 , ••• , a, E O n b que satisfazem a.s seguintes condições 

t 
(abaixo) relativas à decomposição primária @ = n q1, p1 = Vfj, fixada desde o 

J=l # • • 

InlClO: 

Para cada j E { 1, ... , t} , 
(I) para cada i E {I, .. . , r} e para cada p E Ass ((a1 , ... , a,_I)R;), se 

p ~ b então a, fi. p; 
(2) Ut((al, ... , a,_I)R;J Ç q; R;J . 

De fato, o Lema 3.2 garante que a1 , ••• , a,_1, a~ são Q; R;J -independentes para 
cada i E {1, .. . , t} e para n suficientemente grande; já o Corolário 1.4 (i) garante 
que a1, ... , a,_l, a~ são O-independentes para n suficientemente grande. 

Suponhamos que r = 1. Neste caso, temos Uf (OR;,) c q,- R;J para cada 
j E {1, ... , t}. Portanto a condição (2) é automaticamente satisfeita. Pelo Lema 
3.5 existe a E b tal que a rt Q para cada Q E Ass (OR;,) com Q "l. b; para 
tais ideais primos de Q e para todo n E N, a• ~ Q. Seja N E N tal que 
aN e@; tal N existe já que b c .;ri. Assim a1 := aN E b n @ satisfaz (I). 

Suponhamos agora que r > 2 e que, para cada 2 :5 8 tal que Cf!_1 (O .R;,) C 
fJi R,J para cada j E {1, . . . , t}, sabemos construir 8- 1 elementos de Q n b 
satisfazendo (1) e (2). Vamos supor, para usar indução, que u: (OR;) C q,. R;i 
para cada j E {1, ... , t} e provar que obtemos 8 elementos de @ n b que 
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satisfazem (1) e (2). 
Pelo Lema 3.5 existe a E b tal que, para cada j E {1, ... , t} e para cada 

primo Q E Ass (OR. ), com Q '2. b, são válidas: ,J 
(i) a rt Q ; 
(ü) se coalt Q ~ 2 então existe um ideal primo P 2 (Q, a) com P R. b e 

coalt P = coalt Q- 1. 

Podemos aplicar, então, o Lema 3.4 para cada anel local completo R;J (fazendo 
@ = qi R;J e pondo B = i). Assim, temos u:_1 (a" R;J c qi R;J para n 
suficientemente grande. Seja N E IV tal que aN E @ e 

(t) Ub (aN 1?• ) c q. 1?• •-1 .. ~J - ) ... ~) 

para cada j E {1, ... , t} . Denotemos a1 := aN, R'= a RR e I'= I ~~~R, onde 
I é um ideal de R e 1%; =a,+ a1R, onde ai E R. Note que a1 E a C P;· 
Seja 

Desse modo, (t) se torna 

u:~1 (oR',·) ç qj R;/ , i J 

para cada j E {1, .. " ' t}. Assim, por indução, existem l%'2, ... , lr, E (b n C) I= 
b I n a, tais que, para cada j E {1, ... , r}, valem: 

(1 ') para cada i E {2, ... , s} e para cada Q E Asa ((lr2 , ... , lr,_i)R;~·), se 

Q '1. b 1 então ll'i rt Q; 
(2 ') ut' ({lr2, ... , lr-d R;;·) c qj ~r 
Mas, se Q E Ass ((lr2 , ••• , lf,_1 ) R;,.), então existe 

) 

Q E Ass (((a2, ... , af-1) + (ai))R;) = Ass ((a1, ... , 41-I)R;) 

· tal que Q = Q 1• Como Q 1 R. b 1 se e e6 se Q '2. b e lf• ~ Q' se e só se 
ai fi. Q temos que ai , ... , a, satisfazem (I). Temos também que 

U
b' (( ) 11 , *) _ u: ((a1, ... , a,_l)R;J 
1 'lf:z, •• . ,lf,_l .&..,1. - R; 

J at . 
J 
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~im, por (2 '), temos que U:(a1 , ••• ,a._1)R;, Ç q, R;, para cada j E 
{1, .. . ,f} . Desse modo, a1, ... ,a. E C n b satisfazem (1) e (2); logo podemos 
escolher r elementos em O n b que satisfazem (1) e (2). ~ 
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CAPÍTULO UI: Aplicações 

§4 Coaltura de Primos Associados ao Zero do Completamen to de Anéis 
Locais 

Neste parágrafo R é sempre um anel local e m seu ideal máximo. Estudamos, 
aqui, a relação entre o número máximo de elementos independentes em ideais m· 
primários e a coaltura de ideais primos associados ao zero de R•. Começamos 
com uma fórmula para o número máximo de elementos m·independentes em um 
ideal b dado; ta.is elementos m·independentes são denominados anal.Íticamente 
independentes. 

Proposição 4.1: Seja b um ideal do anel R. Se b ~ ..j(JP. então sup o m =O. 

Se b ~ ..;rr; então aup 6 m = max {eoalt Q; Q E Ass (OR) e Q ~ b}. 

Prova: Pelo Teorema 2.1 temos que 

sup, m = max {i> O; ~6 (OR•) C mR'} = max {i~ O; Ui0 (OR•) #- R"}, 

onde a última igualdade decorre do fato de mR• ser o ideal máximo de R•. Por 
definição, Ut (OR·) "f; R• se e só se i= O ou {Q E Asa (OR·) ; Q ~ b e 
coaltQ > i} "f; 0. Segue-se que sup o m = max {i ~ O; i = O ou { Q E Ass (OR.) 
; Q R. b e eoalt Q >i} ::fi 0}. Se b Ç JO; · então b s6 possui elementos 
nilpotentes logo sup b m = O. 

Se b ~ JlfR então existe P E Ass (OR) tal que P l b; logo existe 
P E Ass (OR·) tal que P n R = P e P '1. b e portanto { Q E Ass (OR·) ; 
b ~ Q e coalt Q ~ i} ::fi 0 para algum i > 1. Assim, 

aup b m = max {coalt Q I Q E Ass (OR.) e b ~ Q}. 

Dado P E Ass (OR) tal que P "l. b, existe P E Ass (OR.) com P n R = P 
e coalt P = coalt P; naturalmente P 2 b. Por outro la.do, para. cada P E 

Spec (R•), coalt P < coalt P n R. Assim, 

max {coalt P I P E Ass (OR) e b ~ P} = max {coalt P I P E Ass (OR·) e b ~ P} 

e sup b m = max { coalt P f P E Asa (OR) e P R. b} ~ 

36 



Observação: Fazendo b = m , temos que 1up m = alt m. Ma.is geralmente 
temos que se p E SpecR então sup p = alt p , pois sup p~ = sup p < 
alt p = alt p~ = sup p~. 

A Proposição 4.1 diz que o número máximo de elementos analiticamente inde­
pendentes em um ideal b é a coaltura de algum ideal primo mínimo de OR que 
não contém b. Como conseqüencia temos : 

Corolário 4.2: Todos os ideais primos mínimos de um anel local R têm a mesma 
coaltura se e somente se para. cada. ideal b f/_ .;tr;., o número máximo de elementos 
analiticamente independentes em b é exatamente dim R, ou seja., se e somente se 
sup b m = dim R, para cada ideal b f/_ ..;rr;.. 

Prova: Suponhamos que sup • m = dim R para cada ideal b ~ vn;. Sejam 
{Pl, .. I, .Pt} o conjunto dos primos ntinimos de OR e ~ = n PJ, i= 1, ... 't. 

;~i 
t 

Como y'CJ; = n P, , pela escolha de ~ temos T, ~ y'CJ;; também pela 
s=I 

escolha de ~ sabemos que Pi é o único primo ntinimo de zero que nã.o contém 
1:. Assim, pela Proposição 4.1, sup Ti m = coalt P, , i= 1, ... , t e portanto , 
coalt P, = dim R para i = 1, ... , t, ou seja, todos os primos mínimos de OR têm 
a mesma coaltura. 

Suponhamos, agora, que todos os prim~ mÍnimos de OR têm a mesma coaltura, 
a. saber, dim R. Se b ~ .jrJR então sup • m = coalt P, onde P é um primo 
ntinimo de OR e P ~ b. Assim, sup • m = dim R. ~ 

Caracterizamos, a seguir, a coaltura de primos associados a OR·· 

Teorema 4.3: Seja r < dim R um inteiro não negativo. As seguintes condições 
são equivalentes: 

(i) Existe P E Ass (OR·) com coalt P = r. 
(ii) Existe um ideal u de R, m-primário e tal que aup u = r. 

Prova: Note que, por defirução, Uõ (OR·) = ÜR· ; logo, para i > o, ur (OR·) 
é a intersecção de todas as componentes primárias de O~ cujos primos associados 
têm coaltura maior que ou igual a i. Assim, existe P E Ass (OR•) tal que 
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coalt P = r se e só se U:' (OR.) ; U,+1 (O .R.). Como em um a.nellocal ca.da 
ideal é a intersecção de todos os ideais m-primários que o contém , temos que 
u,m (OR·) =F u~l (OR·) se e só se existe um ideal u de R·, mR• -primário, tal 
que u:n (OR.) ç u e U:+l (OR·) ~ u. Assim, se (i) é verdadeira, pelo Teorema 
2.1 temos sup mR• U = r; mas, sup mR• U = sup U, logo 3up U = r. Seja 
u = U n R; sabemos que pelo Lema A6 do Apêndice u é m-primário e uR' = U. 
Desse modo, sup U = sup u = r . Reciprocamente, se (ü) é verdadeira, ou seja se 
existe um ideal u de R, m-primário tal que sup u =r, então U = uR• é um 
ideal mR•-primário tal que 8tlp u =r. Logo u:- (OR·) c u e U;+l (OR·) ~ U; 
a.ssim, pelo observado anteriormente, existe P E Ass(OR.) com coalt P = r. ~ 

Um anel local é dito unmixed se coo.lt P = dim R para cada P E Ass (OR· ); 
neste caso, cada ideal primo associado a O.R. é primo mÍnimo. Do Teorema 4.3 
podemos obter a seguinte caracterização para anéis locais unmjxed. 

Corolá.rio 4.4: {5, Corolá.rio 1 ) R é um a.nel local unmixed se e somente se 
sup @ = alt Q para cada ideal @ de R. 

Prova: Suponhamos que R é um anel local unmixed. Por (lO,Proposição 6] 
R, também é ar, ~llocal unmixed para cada p E Spec R. Seja @ um ideal 
de R. Sejam p E Ass (C) e {P11 ... , P,} = Ass (OR;) ; já sabemos que cada 
A , i = 1, . .. , t, é primo mínimo. · 

Se Q R; C U Pt então existe j E {1 , ... , t} tal que O R; C P,· . Como 
ã=l 

alt P; = O , obtem-se alt @R;, = O • Segue-se que alt Q = O e resulta que 
O < sup @ < alt @ = O, ou seja

1 
sup @ =O = alt @. 

Suponhamos que @R; ~ U P;. Como para cada j E {1, ... , t} 
j:l 

coalt P; = dim R; = dim R, = alt p , 

temos que 
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Então, pelo Teorema 2.1 obtemos 

sup C= max {i> O; ~ (OR;) ~O R; , para cada p E Ass (O)}= 

= min {alt p; p E Ass (O) } = alt (O) . 

Reciprocamente, suponhamos que sup O = alt C para cada ideal C de R. 
Sejam P E Asa (OR·) e r = coalt P. Pelo Teorema 4.3 existe um ideal u de R, 
m-primário tal que sup u = r. Como sup u = alt u e u é m-primário temos 
que r = alt u = alt m = dim R. Assim, coalt P = dim R. Q 

Utilizamos agora o Teorema 4.3 para obter outra caracterização da coaltura de 
ideais primos associados ao zero no completamente de um anel local como segue: 

Proposição 4.5: Seja r < dim R um inteiro não negativo. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 

(i) Existe P E ABB (OR) tal que coolt P < r. 
(ii) Existe um ideal u de R , m-primá.rio e tal que m é um ideal primo 

associado a cada ideal @ C u que tem a seguinte propriedade: pr f R.p > r para 
cada ideal primo p ~ @ e p ;f m. 

(ili) Existe k E IN tal que m é um ideal primo associado a cada ideal@ C mk 

que tem a seguinte propriedade: pr f Rp ~ r para cada ideal primo p ~ a e p ;f m. 

Prova: (i) ~ (ii). Seja P E Ass (OR·) tal que coalt P < r. Então, pelo 
Teorema 4.3 existe um ideal u de R, m-primário, tal que sup u < r. Seja O C u 
um ideal de R como em (ii), ou seja, pr f R, > r para cada ideal primo p tal 
que p :::> @ e p :f m. Assim, pelo Lema A5 do Apêndice, podemos encontrar r 

elementos al' . .. 'a, E a tais que ai ~ p para todo p E AB8 ( ( al' ... ' ai-1)) 
com P :f:. m, i E { 1, ... , r}. Se m não é um ideal primo associado a C então 

u f/. U p ; de fato, caso contrário existiria P E A88 (@) tal que u C P e, r E .& .. (O} -

com0 u é m-primário, resultaria m = .jü Ç P, o que não pode acontecer. Assim, 

podemos escolher um elemento a,+l E u tal que ar+l não é divisor de zero de fi, 
logo (@ : a;+l) =@ para cada n > 1. Como ((a1, ... , a,) : a;+l) C (O :a;+~ , 
para todo n > 1, . temos ((a11 • • • , a,) : a:.1) C C C u, para todo n > 1, e 

00 

portanto U ( ( a1, ... , a,) : a~1) C u. Desse modo, a1, .. . , a,, a,+1 satisfazem: 
a;:l 
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(a) Para cada i E {1, ... , r+ 1} e para cada P E Ass ((a1 , ... a,_1)), se 
a,+t (/. P então ai (/. P ; 

00 

(b) U ((a1, ... , a,) : a:+1) Ç u . 
•=1 

Segue-se pelo Lema 3.1 que a1, ... , a: +I sao u-independentes para n suficiente-
mente grande. Dessa maneira supu > r+ 1, o que contradiz a hipótese inicial 
de supu < r. Isto prova que m é um ideal primo associado a C. 

(ii) => (iü). Tomamos k tal que mk Ç u ; assim (iii) é claramente satisfeito. 

(iii) => (i). Suponhamos que vale (iü). Basta provar que sup m• $ r , pois 
então pelo Teorema 4.3 existe P E Ass (OR•) tal que coalt P ~ r e obtemos 
a afirmação (i). Suponhamos, contrariamente ao desejado, que sup mk > r; 
então, pela demonstração da Proposição 3.6, podemos encontrar r + 1 elementos 
a1 , . . • , a,, a,+1 E mK que satisfazem: 

(l)Paracada i E {1, .. . ,r+l} ecada P E Ass((a11 ... ,ai-I)R•) se 
P =F mR• (ou seja, P R. m" ) então ai fi P; 

00 

(2) U ((al, ... ,ar)R• :a~+J Çm11R•. 
t=l 

Assim, em R os elementos a11 ••• , a, a,+I E mt satisfazem: 

(1') Para cada i E {1, ... , r+ 1} e cada p E Ass ((a1, ... , ai- dR) se p 1: m 
(ou seja, p ~ m11

) então ai fi p 
00 00 

(2') U ((a1, . .. , a,))R : a!+1) = U ((a1, ... ,a,)R• n R: a!+I) c mt R• n R= 
t=l t=l 

m" . 

00 
Desse modo, pr f RP > r para cada ideal primo P 1: m tal que P ;;;? 

U (( a1, ... , a,) : a~H) e, como vale (ili), segue-se que m é um ideal associado 
t::l 

00 

a U ((at, ... ,a,) : a~H) = U:•+l (at, ... ,a,). Mas U:•+l ((at, ... ,a,)) é, por 
t::l 

definição, a intersecção das componentes primárias de (a1, • • • , a, )R cujos primos 
associados não contém a,+t e com coaltura maior do que ou igual a 1 ; logo 
m não pode ser ideal associado a u:•+~ ((at, ... , a,)R) , que é a contradição 
procurada. Logo sup m• < r. ~ 

Concluímos este parágrafo com um resultado para dom.Úllos locais que também 
aparece em [ 14, Teorema 9 ] . 
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Corolário 4.6: Seja. R um domÍmio local. Existe um ideal primo de R• 
associado a. OR. e de coaltura 1 se e somente se existe k E IV tal que 
m é associado a. todo ideal C não nulo de R tal que O s; mt. 

Prova: Suponhamos que existe P E Ass (OR·) tal que coaltP = 1. Pela 
Proposição 4.5 existe k E IV tal que m E Ass (C) para cada. ideal O C mt 
com a seguinte propriedade: pr f R, ~ 1 para cada ideal primo p ~ O com 
p 1: m. Seja o um ideal de R com o c mk e a I OR· Como R é , 
dominio, a profundidade de qualquer ideal de R é maior do que ou igual a 1. Por 
outro lado para cada. ideal primo P temos que pr f P S pr f P R, = pr f R,; logo 
para cada ideal primo P :;) C, P 1: m temos pr f R, ~ 1. Portanto, pela 
Proposição 4.5, m E Ass (C). 

Reciprocamente, seja. k E N tal que m E Ass (@) para cada. ideal Q :f: OR 

com C C ma.. Se p ~ C :f: OR e p :f: m então pr f R, > pr f p > 1, 

já que R é domfruo. Assim, pela Proposição 4.5, existe P E Ass (OR.) tal que 
coalt P ~ 1. Como R é domímio, m ~ A88 (OR) logo mR• 't Ass (OR.) [12, 
Teorema 18.11 ] e portanto coalt P = I. ~ 
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§5 • Ideais Inteiramente Fechados e Primos Minlmos Associados ao 
Zero 

Nes~ parágrafo estabelecem06 uma relação entre o número máximo de elementos 
independentes de um ideal inteiramente fechado err... um anel local e a coaltura de 
primos associados ao zero de seu completa.mento. Também aqw R denota sempre 
um anel local e m seu ideal máximo. 

Primeiramente relembramos a definição de ideal inteiramente fecllado em R . 
Seja R 1 um anel que contém o anel R . Um elemento a E R 1 é dito inteiramente 
dependente em @ se existem n E IV e ai E @i , i E {1, ... , n} , tais que 
a• + a1 a•-1 + ... + a._1 a +a. = O. Dizemos que C é inteiramente fechado em R 
se O = @ , onde fi é o fecho inteiro de O em R , definido por '@ := { z E R ; z 
é inteiramente dependente em @}. 

Teorema 5.1 : Sejam @ um ideal de R inteiramente fechado em R e b um 
ideal de R tais que b C J'lj . Então 

3Up b 0 = max {i> O; JUl(O~t;) C fi1l; para cada p E A88 (0)} . 

Prova : Como O é um ideal inteiramente fechado em R , pela Proposição 
B9 do Apêndice podemos escolher uma decomposição primária de C ·em que cada 

f 

componente primária é inteiramente fechada. Seja C = n q1 uma decomposição 
!=1 

desse tipo, com /'fi= p1 para j E {1, ... , t}. 
Sabemos que se ~~~ (O~t;) Ç üR;] para cada j E {I, .. . , t} então Uf(OR;) C 

~ para cada j E {I , ... ' t} . Pelo Lema 5.2 a seguir temos que unoR. ) = ~~~) ~ 

,(tlf[õ;;J ; logo se uib(OR;) ~ CR;J então JUl(OR;!) ç ~ .. como, pelo 
feorem~ 2.1, aup & @ = max {t >O; U:(OR;J) C OR;) para cada J = 1, . . . , t} 

resulta 

8Up b a < max {i> O; Ut(OR;J) c tm;; para cada j = 1, ... 't} . 

Por outro lado, a Proposição 3.6. garante que 

aup b@ ~ max {i> O; U,b (O~t;) C q; R;i para cada j 1, ... , t }; 



mas 

logo 

sup & Q > max {i> O; U,b (OR;) Ç q1R;
1 

para cada j E {1, ... ,t}}. 

Como, para cada j = 1, ... , t, q1 é inteiramente fechado, então, pelos Lemas B8 e 
BlO do Apêndice, temos que q1 R;

1 
é inteiramente fechado e portanto q1 R;

1 
= 

q,- R;) ~ @ R;} . Desse modo 

Lema 5.2: Fixado i > O , temos 

t 

Prova : Seja OR = n Q,. uma decomposição primária de OR com ..jQ; = 
1=1 

P; , j = 1, ... , t . Reordenando, se necessário, os ideais primários, podemos 
escolher r e 8 E IV com 1 < 8 < r ~ t tais que 1 < j < r se e s6 se P; 'l b e 
coai t P; > i e P1, .. . , P, são os elementos mínimais de { P1, ... , P~} . Assim, 

r • uib (OR) = n Q,. e portanto Julb (OR) = n P; . Pan facilitar a demonstração 
J = l 1=1 

denotamos 
c= Ju,b (OR) e D = Uf (OR) . 

Sabemos que @ C '@ C ~ para todo ideal @ de R , logo D C C. Como 
u,b (OR) c D, temos que c= JCP( (OR) c .jU e portanto c= .jZJ . Para 
cada j E {1, ... , s} temos que 

c Rp1 = (P1 n ... n P,)Rp1 = P,. RPj = ~. 

Como D é inteiramente fechado, o Lema B1 do Apêndice garante que y'fJR C D; 
logo C Rp

1 
= ~ C D Rp

1 
• Mas D C C , portanto D RPj C C Rp

1
• Assim, 

para cada j E { 1, ... , s} , D Rpj = C Rpi. Queremos mostrar que D Rp = C Rp 
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para cada P E Spec R , pois disso decorre que D =C 11, Proposição 3.8]. Seja 
P E Spec R. Se P l. C então C Rp = Rp e, como C = J'U , P l. D e 
D RP = Rp. Assim, C RP = RP = D Rp. Se P ::> C então existe j E {1, . . . , s} 
tal que P ::> P; . Como D RP, =C RP, = P; Rr, para cada j = 1, ... , 8 , 

temos que (D Rp)r,R, =(C Rr)r,R, = (P; Rr}P,Rp pa.rd tais j acima; logo DRr 
e C RP são ideais primos de RP . Conseqüentemente 

D Rp = (DRP)P,Rr n Rp = (CRP)P,Rr n Rp = CRp. ~ 

Com ba.se no Teorema 5.1 podemos dar uma nova versão para o Teorema 4.3 

com ideais inteiramente fechados. 

Teorema 5.3 : Seja r < dim R um inteiro não negativo. As seguintes 
afirmações são equivalentes. 

(i) Existe um ideal primo mÍnimo P E Ass (OR·) tal que coalt P =r. 

(ii) Existe um ideal u de R, m-primário e inteiramente fechado tal que 
supu= r. 

Prova: Note que, por definição, u~ (OR·) = oR. ' que é a. intersecção de todas 
as componentes primárias de OR. j logo, para i ~ o, ur (OR.) é a. intersecção 
de todas as componentes primárias de OR· cujos primos associados têm coaltura 
maior do que ou igual a i. Desse modo, para i > O·, Jur (o R.) é a intersecção 
de todos os ideais primos mínimos de OR• que têm coaltura maior do que ou igual 
a i . Assim, existe um ideal primo mínimo P de OR. tal que coalt P =r se 
e só se u:n (OR.) 1 JU:+l (OR.) . Pelo Lemma 5.2 Jur (OR.) = ur (oR.) 

ur (OR·) é inteiramente fechado, portanto, pelo Lema B7 do Apêndice, 
r::-::----:--"'---7-ur (OR·) é a intersecção de todos os ideais mR•-primários inteiramente fechados 

que o contém. Dessa maneira JU,m (OR.} 1 JU:+1 (OR·) se e somente se existe 

um ideal U de R' , mR• -primário e inteiramente fechado tal que JU:n (OR.) Ç U 
e JU,+1 (OR·) (/.. U . Logo, se (i) é verdadeira. pelo Teorema 5.1, sup mR• U = r 
. Como sup mR• U = sup U (Proposição 1.1 (iv) ), temos sup U = r. Seja 
u = U n R ; u . é um ideal m-primário e inteiramente fechado sobre R. Pelo 
Lema A6 do Apên<lice, U = u R' , logo r = sup U = sup u . Reciprocamente, se 
(ii) é verdadeira, ou seja, se existe um ideal u de R , m-primário e inteiramente 
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fechado tal que 8Up u = r, então U = uR• é um ideal mR•-primário e 
inteiramente fechado tal que sup U = r . Logo JU,m (OR.) C U e JU-:+1 (OR.) ~ U 
; assim pelo observado anteriomente existe P E Ass(OR·) com coalt P = r . ~ 

Um anel local R é dito quasi-unmixed se coalt P = dim R para cada ideal 
primo mínimo P de OR·· Em particular, todo anel unmixed é quasi·unmixed. A 
reciproca é falsa; basta tomar k um corpo, X e Y indeterminadas sobre k e 

'd R k X,Y)) 
cons1 erar = X n X2, Y). 

Corolário 5.4 [ 14, Teorema 37): R é um anel local quasi·unmixed se e somente 
se 8Up a = alt o para cada ideal a de R inteiramente fechado. 

Prova: Suponhamos que R é um anel local quasi-unmixed. Sejam Q um ideal 
de R inteiramente fechado, p E Ass (C) e {P1, ••• , P,} o conjunto dos primos 
mínimos de OR;· , 

lQ caso: @R; C U P. ; então existe j E {1, ... , r} tal que @R; C P1 
i=l 

, logo existe p' E Ass (@ R;), p' primo minimo de @R; , tal que p' Ç P; . 
Como P1 é primo mínimo de OR; , temos que p' = P1 e alt P1 = O. Portanto 
alt (@ R,) = O e conseqüentemente alt (@) = O. Desse modo O ~ 8Up @ < 
alt @ = O e resulta sup @ = O = alt @. , . 

2o caso: @ R; ~ U P. . Por (11, Proposição 6], sabemos que R, é 
i=l 

um anel local qua.si-unmixeà para cada p E Spec R , logo para cada P1 E 

{P1 , ••• , P,}, coalt P1 = dim R,= alt p. Assim, como JUÍ0 (OR;) é a intersecção 
de todos os primos mínimos de OR; que não contém @ e com coaltura maior do 
que ou igual a i , temos que 

e 
se i > alt p então JU,0 (OR;) = R; . 

Assim, pelo Teorema 5.1, sup Q = max {i~ O ; JU,0 (OR;) C tr1l; para cada. 
p E Ass (O)} e, como ..J0 ç;; ~ (Lema. Bl do Apên<lice), temos que 
sup@ = min {alt p ;p E Ass (@)} = alt@ . 
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Suponhamos, agora, que 8Up a = alt a para cada ideal o de R inteiramente 
fechado. 

Seja P um ideal primo mínimo de OR. com coalt P =r . Pelo Teorema 5.3 
existe um ideal u de R inteiramente fechado tal que ~up u = r , logo ~up u = 
alt u e, como u é um ideal m-primário, alt u = dim R . Conseqüentemente 
coalt P = r = dim R e R é quasi-unmixed. ~ 

Observamos que se (R, m) é um anel local e r < dim R é um inteiro não 
negativo então pelo Teorema 5.3 são equivalentes: 

(i) Existe P ideal primo mínimo de OR· com coalt P < r. 
(ii) Existe um ideal u de R , m-primário e inteiramente fechado tal que supu ~ 

r . 
Assim a demonstração da Proposição 5.5 abaixo segue do Teorema 5.3 como a 

da Proposição 4.5 segue do Teorema 4.3. 

Proposição 5.5 : Seja r ~ dim R um inteiro não negativo. As seguintes 
afirmações são equivalentes: 

(i) Existe um ideal P primo mínimo de OR. tal que coalt P < r. 

(ii) Existe um ideal u de R , m-primário e inteiramente fechado tal que m é 

um primo associado a cada ideal @ C u. que satisfaz: pr f R, > r sempre que 
p ;f m é um ideal primo de R que contém O . 

(iH) Existe k E N tal que m é um primo associado ao ideal ~ para todo ideal 
não nulo @ Ç m' que tem a seguinte propriedade : pr f R, ;::: r para cada ideal 
primo p '2 C e p ;f m . 

McAdam em (8, Proposição 3.19] mostra que, se (R, m) é um dom 'Ínio local, 
a.s seguintes condições são equivalentes: 

(i) Existe n > O tal que m é um primo associado a todo ideal não nulo C 
tal que C Ç m* . 

(ii) Existe n ;::: O tal que m é um primo associado a todo ideal fi tal que 
O 1= @ C m• . 

Decorre dessa observação e da Proposição 5.5 o seguinte Corolário. 

Corolário 5.6 [15, Teorema 1] : Seja R um domínio local. Existe um primo 
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mínimo de OR. com coaltura 1 se e somente se existe k E IN tal que m é um 
primo associado ao ideal tf para todo ideal não nulo O de R tal que O Ç mt. 
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§6- Estabilidade Assintótica 

Neste parágrafo mostramos que min sup • o• depende apenas das coalturas 
• 

dos primos associados ao ideal nulo de R; , onde P E ABB ( a•) . Da mesma 
maneira, mostramos que min sup fii' depende apenas das coalturas dos ideais 

• 
primos mínimos associados ao ideal nulo de R; onde P E Ass (lf'). Por [ 4 ] 
sabemos que Ass (0") é estavelmente assintótico, ou seja, existe M E N tal 
que Ass (OM) = Ass (QM+k) para todo k E N . Ao longo deste parágrafo M 
denotará tal inteiro. 

Proposição 6.1 : Sejam (R, m) um anel local, @ e b ideais de R tais que 
b c Jfi e M como acima. Se existem um ideal primo P E Ass (OR) e um 
ideal primo p E Ass (OM) tais que b Ç P ç; p então ~n sup 6 0" =O . Caso 
contrário, vale rnjn sup b Q" = min {coalt P; P E Ass (OR;) e p E Ass (a.v)}. 

Prova: Sabemos que Q ::> 02 ::> .•. ~ Qi ;:2 . • • é uma. cadeia decrescente de 
ideais de R ; conseqüentemente sup 6 C > sup 6 0

2 > ... > sup • C' > . . . é 
uma seqüência de números naturais, limitada inferiormente por zero. Segue-se que 
existe n' E N tal que sup 6 @"' = sup • @"'+A- para todo k E N . Tomando 
N = max {n',M} , resulta min sup 6 Q" = sup 6 @N • 

" Pelo Teorema 1.1, dado k > O , Ul' (On;) C Qk R; para cada p E Ass (Qk) 
se e s6 se sup 6 @k > i . Como sup 6 @N = sup 6 @" para todo n > N temos 
que sup 6 @N 2:: i se e somente se sup 6 @" ~ i para todo n > N ; isto 
ocorre se e somente se u,• (On;) Ç @" R; para cada p E Ass (QN) e n > N . 

Desse modo, pelo Teorema 1.1, temos que 
sup 6 QN = max {i> O; Ul (OR;) Ç @N R; para cada p E ABs (@N)} = 
= max {i> O; Ui6 (On;) Ç O• R; para cada. p E Ass (QN) e n > N} ; 
mas, U: (OR:) Ç 0" R; para cada p E Ass (ON) e n > N se e somente se 
U,b (OR; ) ç n o• R; e, como R; é ar.ellocal noetheria.no, n o• R; = OR;· 

•>N a>N 
Assim, 

min sup 6 C" = sup 6 CN = 
• 

= max {i~ O ; Uf (OR;) = OR; para cada p E Ass (ON)} . 

Se existem um primo P E Ass (OR) e um primo p E A~~ (()N) ta.is que 
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b C P C p então, escolhendo P• E Ass (OR;) tal que P• n R, = P R, , 
terem06 p• :) b. Assim, existirá um primo p• E Ass (OR;) tal que P" :) b ; 
consequentemente ~~~ (OR.) :;. OR. para i > O e portanto min sup • Q" = O. , , . 
Se não existem P E Ass (OR) e p E Ass (OH) tais que b ~ P ~ p, então para 
cada p E Ass (@H) e para cada p• E Ass (OR;) , P• ~ b . Desse modo, 
U,11 (OR;) = OR; se e só se para cada p E Ass (QH) e para cada p• E Ass (OR;) 
coalt P· > i . Isto significa que Ui11 (OR;) = OR; para cada p E Ass (OH) se e 
só se para cada p E Ass (@") não existir P• E Ass (OR;) tal que coalt P• < i. 
Portanto, 
mjn sup b C" = max {i > O ; U,11 (0R;) = OR; para cada p E Ass (QH)} = 
max {i ~ O ; coalt p• > i para cada p E Ass ( QH) e para cada. p• E 

E Ass (OR;)} = min {coalt p• ; p• E Ass (OR;) e p E Ass (QH)} . ~ 

Corolário 6.2: mjn sup 0" = min {coalt p• ;P' E Ass (OR;) ,p E Ass (OM)} . 

Prova : Suponhamos que existam P E Ass (OR) e p E Ass (OH) tais que 
@ Ç P c p . Pela. Proposição 6.1 e Lema 6.2 basta mostrar que 

min { coalt p• ; p• E Ass (OR;) , p E Ass (QH)} =O. 

Como @ C P temos (@, P) C P ; logo, pelo Lema 3.3 (aplicado a P e @ ) 

existe P' E Ass (@H) tal que PC P' ~ P , ou seja P E A88 (QH) . Tomando 
p• = P R; temos p• E Ass (OR;) e coalt p• =O . O outro caso já é válido 
pelo Teorema. 6.1 . ~ 

Corolário 6.3: [5, Teorema 2] Sejam (R, m) um anel local e @ um ideal de 
R . Então 

II!!n sup @• = min {alt (í@J/")) ; P' E Ass (OR;) e p E Ass (@"') } . 

Prova: Seja 

r := min { alt (l@p:·)) ; P' E Ass (OR;) e p E Ass(@") } ; 

seJam p E Ass (QM) e p• E Ass (OR;) . É fácil ver que 

alt ((@, P•)) < eoalt p• · 
P• - ' 
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logo pelo Corolário 6.3, r < mJn sup ~ c· . Seja, agora , p E ABB (0, P•) 

tal que alt {f;) = r . Aplicando o Lemma 3.3 ao anel R; temos que existe 
P' E Ass (O R;) , tal que P• CP'~ P . Sejam S =(R;);, e Q' E Ass (P•S) 

tais que coalt Q' = dim p~ S . Como P' E Ass (OR;) , por [12, Teorema 18.11) 
temos que Q' E Ass (Os) . Mas 

logo 

Assim, 

d. s d' 
un P· S = 1m (~)·-d. ~- P' ~ -1m ~-altp.. 

P' p 
coalt Q' = alt P• < alt P• =r. 

Pelo Corolário 6.3 temos que 

rnjn sup @"R;=min{coaltQ; Q E Ass ((OR;);-) e 1' E Ass(@"'R;)}. 

Como P' E Ass (@AI R;) e Q' E Ass ((OR;)P') , coalt Q' > mJn sup @"R;. 
Pelo Lema 1.3, sup @ R, > sup @ , portanto 

r > coalt Q' > ~ sup @" R; > mJn sup @" . ~ 

A proposição a seguir é a versão da Proposição 6.1 para min sup b Qa . Por 
" [13, Proposição 5] sabemos que Ass ({F) é estavelmente assintótico. No restante 

deste parágrafo, T denotará um inteiro tal que Ass (W) = Ass (@f+l) para. cada. 
k E IV . 

Proposição 6.4 : Sejam C e b ideais do anel local R tais que b C ~ . Se 
existem P ideal primo mínimo de OR e p E Ass (W) tais que b Ç P Ç p , 
então min sup b ~ = O . Caso contrário, vale 

• 
min sup 6 Ui'= min { toalt r ; r é primo mínimo de OR. e p E Ass (W) } . , 

Prova. : Como @ :J @2 :J . .. :J Qi :J . . . , temos fi :J U2 :J ... :J W :J . . . ; 

conseqüentemente, sup b «i > sup ~ 'fi2 ~ ... > sup b til > . . . é uma seqüência 
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decrescente de números naturais, limitada inferiormente por zero. Assim, existe 
n ' E N tal que sup • F = sup • b• '+I para cada k E N . Tomando 
N = max {T, n '} , resulta que mjn sup • Uã = sup • W . Pelo Teorema 5.1, 

sup , W = max {i > O ; JUt" {OR;) C (iN R; para cada p E Ass (fi'N)} ; 
assim, de maneira. análoga à que foi feita demonstração da Proposição 6.1, mostra­
se que sup , W = max {i > O; Ui (OR;) Ç Q• J?; para cada p E Ass {W) 
e n > N} . É claro que ui• (OR;) ç O• R; para todo p E A88 (W) e 
n > N se e somente se 

para cada p E Ass (@N) . Pelo Lema B3 do Apêndice, 
00 n Q• R; = A ; mas Qll R; :> U•+I R; para todo n E N ' logo 

a =o 
n @• R; = A . Assim, Ju,• (OR;) c @• R; para cada p E A88 (Wl) e 

•'>k 
n > N se e somente se JU,b (OR;) = ~ para cada p E As8 (W) ; desse 
modo, 

mJn sup , ~ = max {i ~ O; JU: (OR;) = A para cada p E Ass (W1)}. 

A partir daqui a demonstração prossegue como a demonstração da Proposição 6.1, 

trocando P E Asa (OR) por P primo mínimo de OR e p E Asa (@N) por 
p E As8 (W') . ~ 

Corolário 6.5 : Seja C un ideal do anel R . Então 
min sup Ui' = min { coalt p• ; p• é primo mínimo de O R; e p E Ass (W)} . 
• 

Prova : Como @- C tF C .ftF = .jC temos que /(F = ../@ . Assim, 
pelo Lema 6.2 sup ~ = sup 0 tF e portanto min sup Ui' = min sup o ~ . • • 
Desse mC'do, a prova deste corolário segue diretamente do Corolário 6.3 assim como 
a prova da Proposição 6.5 segue da prova da Proposição 6.1. ~ 

Corolário 6.6 : Sejam (R, m) um anel local e Q um ideal de R . Então 

m,!n sup lJa = min {ali c op:·)) ; p• é primo mínimo de OR: e 1' E A e e (W")}. 

Prova: Decorre da do Corolário 6.4 fazendo as mesmas alterações que acima. ~ 
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APÊNDICE 

APÊNDICE A: MISCELÂNEAS 

O objetivo principal deste apêndice é demonstrar o Teorema A3, que usamos no 
§3 e que também se encontra em (6, Teorema 1]. Além disso, também mostramos 
alguns resultados que foram utilizados nos §§2, 3 e 4. 

Lema Al: Seja I= (!., ... , /.) um ideal do anel R com alt I= n. Então, 
• 

{f:' ... /!" / L i i= d} é um conjunto minimal de geradores de I~ . 
j:l 

Prova: Seja P um primo mínimo de I com alt P = n . Consideremos o a.nel 
local Rp . Sabemos que I RP é um ideal P Rrprimário e dim RP = alt P Rp = n . 

Como I Rp = ( {• , ... , {•) ~P temos que {• , ... , {• é um sistema de parâmetros 

de RP . Se {/f 1 
• •• f!" I L i1 = d} não é conjunto minimal de geradores de I~, 

i=l 
• 

então existem k1, ••• , k. com E k, = d tal que 
J=l 

f tl fk,. _ ~ r l'i1 fi,. 
1 ... J. -L- ., ... i,. J 1 ... J. ' 

• 
ondeasoma éfeitasobre2: ii=d, (i1, ... i.) ;f (k1, ... ,k.) e ri1 ... i,. E R. 

i=1 
Logo, 

f kl J,kn r Jil f i,. 
_1_ -·- = " ~ _ 1_ !..!.... 
I'"l L- 1 I"'l 

em R.p . Assim, 

!fi f!" fl Íl '·i,. - o -
1
- ... -

1
- - L ri1 , ... ,i ,. -

1
- ... -

1
- - l . 

Portanto existe F E R, [ X1 , •.• , X. ], uma forma de grau d, tal que 

F (
/1 /.) - O E I•H T, ... ,T - P · 

Assim, [ 1, proposição 11.20 J os coeficientes de F estão em P R, . Desse modo 
1 E P R.p , o que não acontece. Logo o conjunto 

{ (fl~ ... f.") I t, i; = d} 
J=l 
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é um conjunto minimal de geradores de I 4
• 

Lema A2: Sejam (A, m) um anel local e I = {!11 •.• , /.) um ideal de A . Se 

alt I= n , então 
A - {X11 ... ,X.] . 
m 

Prova: Sejam 

a proJeçao canônica e 

o homomorfismo definido em cada em cada forma de grau t 4'= ai 1 ...... X;1 
••• X!" 

• 
, onde t =L i; , por 

1=1 

'P ( 4= a,,. '· x:• ... X!·) = 4= a,, '· J:• ... f; + f+! . 

Consideremos 
gr1 A n o cp : A[X1, ... , X.] ---+ A 

m grr 

que é obviamente um homomorfismo sobrejetor. Assim, para mostrar este Lema, 
basta mostrar que Nuc (TI o <p) = m (Xh . .. ,X.]. Como A [X1 , ... ,X.] e 

grr A A são anéis graduados, então basta mostrar que se h é uma forma de grau 
m gr1 
d de A (X}J ... ,X.] , então h E Nuc(II o <p) seesóse /4 Em [X1 , . .. ,X. ]. 
Seja, então 

h=~ aia ... c,. Xta ... X!" . 
Temos que / 4 E Nuc (TI o cp) se e só se 

~ Gia ... i,. Jta ... f." + [4+l E m grr A . 

Como 

m gr1 A = m (ffi 1!:1 ) = EB ;!: , 
k::O k::O 
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temos que 

seesóse 

ou, equivalentemente, 

Sabemos que 

I' = ( { f,• ... t.· I t, i; = d}) , 
portanto f~ E Nuc (IT o cp} se e a6 se 

" 
Como alt I = n , pelo Lema Al, o conjunto {/t• ... f!" / 'E i; = d} é um 

J=l 

conjunto minimal de geradores de I~ . Logo ai, ... i,. E m para todas n-uplas 
• 

tais que E i i = d. 
J=l 

Desse modo, f~ E Nuc (IT o cp) se e s6 se h E m [X1 , ... , X.]. 
Assim, 

Teorema A3 [6, Teorema 1]: Seja I= (/1 , ... ,f.) um ideal do anel R tal que 
existe p E Spec R , primo mfnimo de I com alt p = n . Seja 

U=R\ 
P E .A., (/) 

Se ( ~:, ) é um ( ~) u -módulo livre para infinitos valores de k , então f,, .. . , f, 
é uma seqü~ncia regular em R . 
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Prova: Sabemos que R é um anel noetheriano, logo, por 19, Teorema 27 (iii)] 
basta mostrar que J1 , • •• , /. é uma seqüência quas~-regular de R . Ou seja, basta 

mostrar que cp : I [Xt, ... , X"] ---+ gr1 A defimdo por 

cp (L ~ X1' ... X~n) =E a,,, .. f, fl' ... f." + J'+l ' 

• 
onde E ii = t e %.J: = ai, .. J, +I , é uma bijeçã.o. ,_1 

É claro que cp é um homomorfismo sobrejetor. Mostremos entã.o que cp é 
injetor. Sabemos que 

Assim, aplicando o Lema A2 a I R, = I, temos 

~ 00 [k 

pR, [X1 , ... , X"] ~ ~ pR,' I; . 

Logo {/f' ... /!" + I, p, I t ii = k} é uma base de 1[! como ~-espaço 
j=l , p, p, 

• Jk 
·a~ P lad { /'i " Jk+l 1 ~ · - k} .....:L_ vetor1 . or outro o, 11• .•. '•" + , {:r 'i - gera /:+1 como 

R,-módulo e 
Jk _,_ 

Jk+l 
-:!--n p, I, 
Jk+l , 

[': 
~ ....2_· 

P ]1: ' , , 

" portanto, pelo Lema de Nak:ayama, {/f' ... /~" + I:+I I E i; = k} é um sistema 
,=1 

minima.l de geradores do R.-m6dulo ~t . Como I, c ann~~, ( r:t ) , temos 
• p 

que {/f' ... 1:" + 1:•1 I E i i = k} é um sistema minimal de geradores de 1~~~ pl f 

como ~·módulo. , 
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Seja 1: E N tal que u:,) u é um { ~) u -módulo livre. Então ( 1!:,) 
1 

é um (~),-módulo livre, já que ( /::, ), éuma localização de ~!+I )u . 
Assim, B = {/t' ... /!" + I;+1 I } i1 = k} é uma base do -1 -módulo 

~ , 
livre 1:t . Como 1:• ... f.· + J>+' E u:, ) , se t. i; = k então 

B' = {f.• .. . . . f.· + W' ; t. i;= 1:} é base do ( ~)u -módulo livre u:, )u . 
Sejam F, = {formas de grau k de 7 [X., . . . , X.J} e 'P• a restrição de <p à F,. 

Assim, (<p,)u : (F,)u - (/!+I )u , definida por ('P,)u ( ~) = 'P !') , é 

injetor pois B• ébase do ( ~)u -módulo livre ( 1!:i\ . 
Afirmamos que 'ft é injetor. De fato, seja f ~ Nuc 'P• : <p,(!) =O . 

Desse modo, (<p,) \ {) = 'P• 
1
(!) =O e, como (<p,)u é injetor, temos { =O 

em (F,)u . Assim, existe t E (R) \ • 1-J! .. , t~ que (1 + I) .f = O . 

Como t l/: U p , t + I não é divisor de zero em -I e portanto f = O . 
I' E A..a ( l ) 

Concluimos então que 'P11: é injetor. 
Se N uc rp '# O , então N uc IP1t: '# O a menos de um número finito de valores 

de k . Como N uc 1{)11: = O para infinitos valores de k , temos N uc rp = O . 

Conseqüentemente rp é injetor. Q 

Corolário A4 [6, Corolário 1]: Seja I= (/1, ... , f,.) um ideal do anel R. Seja 

U =R\ U p . Se /1, ... , /. é uma seqüência Ru-regular, então /1, ... , /. 
P E A•• (l) 

é uma seqüência R·regular. 

Prova: Se / 1 , .•• , /. é uma seqüência Ru-regula.r então 
(i) alt (P) = n para todo P primo mínimo de lu ; 

( .. ) (/1, ... '/.) /4; , 14; ód I 1:...-
11 (/ 1 )Hl 'Q__ e um -1 -m u o uvn::. }) .. ·,J• .li{! u 
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Mas, (i) é equivalente à alt (P) = n para todo P primo mínimo de J. Como 
!1, ... ' f. l ~ - ( /1 ' ... I/. k ) pod li 11' A 

/
1

, .•. ,/. k+l ~ -. / 1 , .. . , /. l+l u, M~m~ ap caro leorema 3 com 
I = (/1, ... , /.) . Ass1m, /1, . .. , !. é uma sequenc1a R-regular. O 

!&ma A5 : Sejam (R, m) um anel local, O um ideal de R e r E N ta.is 
que pr f Rp > r para todo ideal primo P :) O e P :F m . Então existem 
a1, ... ar E C tais que, para todo i= 1, ... r, a; fi. P para cada P :F m com 
P E A88 (aJ, ... aí-t). 

Prova: Faremos esta demonstração por indução em r. 
Suponhamos que pr f RP > 1 para todo primo P ;? @ e P -:/; m 

Afirmamos que O ~ D(OR) := ,~Pz , com X = {P E A8s(O); P -:/; m} 
De fato, caso contrário, existe P' E A88 (OR) tal que a c p I • Mas 

O= prf P' = prf P' RP' e como prf P' RP' = prf Rp,, temos O= prf RP, , 
o que não pode acontecer já que P' 2 O . Logo C ~ D(OR)· Portanto, existe 
a1 E @ tal que a1 fi. D(OR) · Assim, a1 çJ P se P "f; m e P E Ass (OR) . 

Suponhamos que se pr f RP > s - 1 para todo ideal primo P :J @ com 
P 'I m então existem a1, ••. , a,_1 E C tais que para todo i = 1, ... , s - 1 

a1 fi. P se P t= m e P E Ass (a11 ... ,ai_1). 

Seja @ um ideal de R tal que pr f Rr 2! s para todo ideal primo P 2 @ 

e P 'I m . Como pr f RP ~ 8 ~ 8 - 1 para todo ideal primo P 2 Q e 
P =F m , então existem a1, ... , a,_I E @ tais que ai çJ P se P :1 m e 
P E A88 {a1 , ... ,aj_1 ) com i= 1, ... ,8 -l . 

Seja {P11 ... ,P,} = {P E Ass (all ... ,a,_I) / P "f; m} . Sabemos que 
a1 a,_1 • M • • 1 · al d P. R 1 f P. R I' ... , -

1
- e uma sequenc1a regu ar max.Im e , P; , ogo pr i P, = 

pr f RP, = s- 1 para i= 1, ... , t . Então, como pr f Rp > s para todo ideal 
primo P :F m e P :J O , temos que @ rt P, qualquer que seja i= 1, . .. , t. 

' Assim, o \ u pi :f 0 . 
i:l 

t 
Seja a, E @ \ U P, . Pela escolha de a, , a, fi. P se P :f m e 

i=l 
P E Ass (a1, ... ,a,_t). ~ 

Lema A6: Sejam (R, m) um anel local e R• seu completamente. Seja Q• 
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um ideal de R· mR• ·primário. Então, o ideal Q = Q• n R é m-prim.ário e 
QR· = Q•. 

Prova : Como Q• é um ideal mR• -primário, existe n E N tal que 
m• Ir C Q•. Assim, m• R• n R C Q• n R , logo m• C Q . Portanto Q 
é m-primário. Seja b' E Q• ; pela estrutura de R• existe b E R tal que 
b' - b E m• R• . Logo b E Q• ; mas b E R , portanto b E Q• n R = Q . 
Temos que m• R• ç; QR' pois QR" é mR•-primário Oá que Q é m-primário) 
; assim b' - b E Q R• . Logo, como b E Q , b' E Q R" Desse modo, 
Q• c Q R• . A outra inclusão é trivial. O 

l&ma A7 : Sejam C, b e C ideais do anel R e i > O um inteiro. Se 
Q :) C então Ul' (O) c Ul (O) . Em particular Ut (Q•+x) c U,b (@") para 
todo n E IN. 

• • 
Prova : Sejam O = n Q; e C = n Q; decomposições primárias desses 

,=1 j=l 

ideais, com JQ; = P1 para i = 11 .. . 18 e jQj = p1 para i = 1, ... 1 tt . 

Observemos que 
n qj r~. u p/( 

,, ;;1 • ... p~ ~ •• 
C>HU ,J < i ~Ir Pt ~ i 

pois, caso contrário existiria k E IN tal que 

n qf c p/( 
'J ~ ! ~ \õ 

~lt 'J <I 

e portanto existiria j E IV tal que 9..; C P/( . Assim, P; c P" 1 o que não 
pode acontecer, já que P~c ~ b e coalt P~c > i e , por outro lado, p1 2 b ou 
eoalt Pi < i . Tomamos então um elemento 

cr E n qi \ U P~; 
,) ;2 • ... ,.~ ~ ' • 

ooalt ,J < I ~~~ Pt > i 

Dado x E U: (C) temos x E q; se Pi ~ b e coalt P; > i de modo que 
• • 

x.a E n Q; = C C C = n Q; e portanto x.a E Q; , j = 1, ... , s . Pela 
j:::l i=l 

escolha de a _segue-se que x E Q; se P; 1J b e coalt P,· > i ; portanto 
X E Ul (0). o 
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APÊNDICE B : SOBRE IDEAIS INTEffi.AMENTE FECHADOS 

Neste apêndice demonstramos os teoremas referentes a ideais inteiramente fe­
chados que são usados no §5; entre estes provamos que todo ideal inteiramente 
fechado possui uma decomposição primária em que cada componente primária é 
inteiramente fechada. Para obter esse resultado (Proposição B9) necessitamos saber 
que todo ideal inteiramente fechado em um anel local (R, m) é a intersecção de 
todos os ideais m-primários inteiramente fechados que o contém; isto é a Proposição 
B7. Iniciamos com alguns lemas. 

l&ma Bl : Seja C um ideal inteiramente fechado do anel R . Então 

Prova : Seja X E ..;rr; j logo existe n E IN tal que x· = o ' ou seja, 
x• + o = o e o E o· . Assim, X é inteiramente dependente sobre a . Como 
@ é inteiramente fechado, x E @ . O 

Lema B2 : Sejam A um domfnio noetheriano, K seu corpo de frações e 
I c A um ideal de A . Então existe um anel de valorização discreta (V, m v) 
de posto 1 tal que A ç; V c K e m v :::> I . 

Prova : Como A é domfnio noetheriano1 existe uma valorização w tal que 
w(a) > O para todo x E A e w(i) > O para todo i E I [10, Teorema 10.2]. 
Sejam i}, ... 1 i, E I tais que I= (i11 ••• 1 i;) e w(id = min w(i;) . Seja 

1 0~. 

B = A [~2 , ••• , ~·]· B é uma A-álgebra finitamente gerada e A é um domfnio 
'1 '1 

noetheriano, logo B é um donÚnio noetheriano. Como .w (::) = w( i1) -w( i1) ;:: O, 

temos w(b) > O para todo b E B. Como i;= i 1 ;~, temos i1B :::> I. 

Seja P nm primo m~imo de i 1 B ; pelo Teorema do ideal principal de Krull, 
alt P = 1 . Por outro lado, 

P :::> iB :::> I , logo P nA:::> I . Sejam B o fecho inteiro de B e 1' E Spec B 
tais que 1' n B = P ; logo alt 1' = 1 pelo Teorema do "Going Up". Então 
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V = B"? é anel de valorização discreta de posto 1 (24, Corolário 2, pa.g. 42) e mais: 

m v n A = PB"F n A = fPB"F n B) n A = ( \P1J"F n B) n B) n A = 

= (P n B) n A = P n A :::> I . ~ 

Lema B3: Sejam (R, m) um anel local e I um ideal de R . Então 
00 

.Q F= yfõ;. 

Prova : Pelo Lema B 1, /(5;. Ç F . para cada n E IV , logo 

A demonstração da inclusão recÍproca é feita em dois casos: 
lo caso : R domfruo. 
Seja V um anel de valorização discreta. de posto 1 tal que R C V C cf(R) 

e m v n R= m (Lema B2). Como IV é um ideal principal e V é inteiramente 
fechado , temos que FV = ]• V , logo 

para cada n E IN , de modo que 

00 

Mas, V é domfruo local noetheriano; logo n J•V = O.R pelo Teorema da 

Intersecção de Krull. Assim, 
•::0 

2o caso: R anel e P1 , ••• , P, os primos mÍnimos de o .R 
Pelo lg caso temos que para cada i = 1, ... , s, 
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ou seja, para cada i= 1, . .. , s, 

CIO 

-nF+P.=Pi. 
a :=o 

Portanto, para cada i = 1, .. . , s, 

logo 
00 ' n Fc n P,=/(5; . 

a=<l 1:1 

Corolário B4 : Sejam (R, m) um anel local e P E Spec R . Então P = 
00 ..,...._..__,~ n (P + @•) para qualquer ideal @ de R . 

a::() 

CIO ...,.._..____,~ 
Prova: Seja z E n (P + @•) , logo para cada n E IV existe s(n) = s E IN 

a::() 

tal que z' + a1x'-1 + ... +a, = O e a, E (@" + P)i , i = 1, .. . , s . Como 
(@" + P)i C @"i+ P , temos que 

Desse modo x + P E ~ para cada n E IV e portanto 

x+P E .Q (@•;p) = .Q (@~Pr . 

Como pelo Lema Bl 

ü c~ ~ pr == JõJ 
R é d 1 

• 'á. P é 'd -l • ~ ..... e p Oinl1llo, J que 1 e& pr1mo, ~mos que 

CIO (tHPr p .Q p =0, = p. 
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()onseqüentemente 

x+Pen -n --"' (o· + p) _ oo (o + p) • _ p 
a::o p ~=b p p 

e x E P . A outra inclusão é imediata. 

Definição : Seja G um grupo aditivo ordenado de números reais, unido com o 
elemento oo que satisfaz a + oo = oo , oo + oo = oo e oo > a para qualquer 
a E G . Uma valorização v de um anel comutativo com unidade R é uma função 
v : R -+ G tal que: 

(i) v(O) = oo e v(l) =O ; 
(ii) v(x- y) > min { v(x) , v(y)} ; 
(iii) v(xy) = v(x) + v(y) . 

Lema B5 : Sejam R um anel noetheria.no e I C R um ideal de R. Então 
existe uma valorização discreta de posto 1 , v : R --+ Z U { oo} , tal que v( x) > O 
para. todo x E R e v(x) > O para todo x E I . Além disto, se existir 
P E Spec R tal que I (/.. P e P+I :f R então existe x E I com v(x) E Z. 

Prova: Sejam P E Spu R e R'=~. R' é um dominio noetheriano. Seja 

I' := I t P . Pelo Lema B2 existe uma valorização. v' : K -+ Z U { oo} discreta 
de posto l , onde K é o corpo de frações de R' , tal que v'(x) ~ O para todo 
X E R' e v'(x) > o para todo X E I' . Sejam n :R --+ R' a projeção 
ca.nônonica e v= v'o n :R --+ Zu{oo} . Dado X E R 'v(x) = v'o ll(x) ~ o, 
pois II(x) E R' e dado x E I , II(x) E I' ; logo v(x) = v'(IT(x)) > O . É 
fácil ver que v é valorização de R , pois v' é uma valorização de K . 

Note.se que v(x) = oo se e só se x E P ; logo se I rt. P e P +I :f R , 
existe x E I tal que v(x) E Z . ô 

As idéias da. demoll5tração do Lema. a. seguir se encontram em [18] e [19]. 

Lema B6: Sejam (R, m) um anel local, s E IV e v: R --+ Z U {oo} uma 
valorização discreta de posto 1 , com v(x) > O para todo x E R e v(x) > O 
para todo x E m . 
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Então u := {d E R ; v(d) > a} é um ideal m-primário e inteiramente 
fechado. 

Prova Mostraremos, primeiramente, que u é ideal m-primá.rio. De fato, sejam 
r = mm v(d) e k E IN tais que k.r > ~ . Seja b E mt e seiam 

4E"' J 

• 
d1, ... 1 d. E m e i1, ... 1 i. E IN I com E i1 = k, tais que b = d~· ... d~" . 

i=l 
Assim, v(b) = i1v(di) + ... + i.v(d.) ; como v(d) ~ r para todo d E m , 
temos v(b) > i1r + ... +i. r= (it + ... + i.)r = k.r > s . Desse modo b E u 
e portanto m1 C u , o que mostra que u é ideal m-primá.rio. 

Mostramos agora que u é um ideal inteiramente fechado. Seja z E R um 
elemento inteiramente dependente sobre u ; logo existem n E N e ai E u; , i = 
1 t ' a a-1 + 0 A--' ( 1 

1 ••• 1 n aJ.Sque z +a1z ... +a.-lz+a. = . ~lm, z" =- a1 x•- + 
.. . + a,._1 x + a.) , portanto 

Ma.s v( -a,x"-1
) = v( -ai) + (n - i)v(x) e, como a, E u' 1 v(ad ~ is ; logo 

v( -a,.x•-1) ~ is + (n- i)v(x) . Desse modo, 

n.v(x) = v(x") > mjn (is + (n- i)v(z)) . 
~~-,~· -

Seja Í 0 E {1, ... 1 n} tal que Í0~ + (n- Í0 )v(x) = mjn (is + (n - i)v(x)) 
1 ~i<, 

logo n.v(x) > ioB + (n- io)v(z) e portanto io(v(z) - sl > O , de modo que 
v(x)- 8 ~ O . Assim v(z) ~ 8 e x E u. ~ 

Proposição B7 : Sejam (R, m) um anel local e Q C m um ideal de R 
inteiramente fechado. Então Q é a intersecção de todos os ideais m-primários 
inteiramente fechados que o contém. 

Prova: Se dim R= O , então ..;rr; = m , logo pelo Lema Bl temos que m 
é o único ideal inteiramente fechado. Portanto este Lema vale trivialmente. 

Suponhamos, então, que dim R > O . Mostramos, primeiramente, o caso 
em que Q é um ideal primo de R . Neste caso, o Corolário B4 afirma que 

00 

a = n (fi + 1•) para qualquer ideal I de R . Assim, tomando I tal que 
a :::O 
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O + I é m-primário temos O + I• m-primário para cada n E IV . Desse 
modo C+ I" é m-primário e inteiramente fechado para cada n E IV (Note que 
sempre podemos escolher I tal que O+ I é m-primário, basta tomar m = /) . 
Conseqüentemente a é a intersecção de todos os ideais m-primários que o contém. 

Seja @ um ideal inteiramente fechãdo qualquer de R . É óbvio que @ está 

contido na intersecção de todos os ideais m-primários inteiramente fechados que o 
contém. Demonstramos a seguir a inclusão redproca.. 

Seja c E m \ @ e mostremos que existe um ideal u de R m-primá.rio 
e inteiramente fechado que contém Q e .não contém c . Se c ft ../@ existe 
P um ideal primo nÚnimo de C tal que c (/. P ; logo pelo lQ caso existe u 
ideal m-primário de R e inteiramente fechado tal que u :J P e c (/. u . 
Assim u é um ideal m-primário e inteiramente fechado tal que @ Ç P Ç u e 
c (/. u. Suponhamos, então, que c E lO . Sejam O= (0, c) e S = R[OT, U} 
o a.nei de Rees, onde T é uma indeterminada e U = T-1 

• Lembramos que 
S = { L: c. T" ; c. E C" se n ~ O e c. E R se n < O} . Afirmamos que 

Ji J& i!.o 

o ideal homogêneo ( @T , U) não é irrelevante em S (um ideal homogêneo b de S 
é dito irrelevante se X C J1j , onde X é o ideal gerado pelos elementos homogêneos 
de grau estritamente positivo; neste caso (OT)S = X) . De fato, (@T, U) não 
é ideal irrelevante pois, caso contrár~o r c y(@T, U) e como cT E r , existe 
N E IV tal que cNTN E (@T, U) . Assim, existiriam ai E @ e f/;, xi; E R 

com y1 e Xtf E Oi se j ~ O , tais que 

~ TN = L a;.X;; TH1 + L Y;Tf-1 ; 
t ). J 

fiatut fiaiu 

logo 

~ TN = ~ a,xt ,N - 1 TN + f/N+1 TN = ( ~ a,.xf ,N-1 + f/N+l) .TN 
/fAfU. /fAfU 

e como a;.X; ,N -1 E Q QH-1 e fiNH E QNH temos que eN E @ QN-1 + QH+t. 

Queremos mostrar que CN c @ QN-I + QN+1 ; para tanto basta mostrar que 
r 

p = c'o.a~1 .. . a~· E QON-l +CN+l onde a, E a para i= 1, ... ,r e E i;= N. 
j:O 
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Se io = N , então fJ =c" E OON- 1 +CNH . Se i0 < N , então existe j > O 
tal que i; ':F O , logo 

Portanto GN C QCN-1 + GN+1 ; como C = (C, c) , temos QCN- I Ç CN 
desse modo CN = QCN-1 +CN+I . Segue-se, então, pelo Lema de Nakayama, que 
CN = QCN-1 , logo, por [12, pag. 34], D = ii , o que não o pode acontecer já. 
que Q é inteiramente fechado e c E C e c (/. @ • Isto prova que o ideal 
homogêneo (CT, U) é relevante. Seja ~ = {b Ç S f b é ideal homogêneo de S 
, b ~ (OT , U) e b é relevante } . 9 :f 0 pois (@T , U) E ~ , logo, como 
S é anel noetheriano, 9 possui elemento máximo P . Mostraremos a seguir, 

t 

que P é um ideal primo. Seja P = n Q, uma decomposição primária de P 
i::1 

onde cada uma das componentes primárias é um ideal homôgeneo [24, Teorema 9, 
pa.g. 153] e ..;q; = P, (que também são ideais homogêneos). Como P é um 

' t 
ideal relevante r ~ IP ; m.a.s IP = n P, ' logo r ~ n P. ; assim existe 

f=l f=l 

j E {1, ... , t} tal que X f/._ P;. Desse modo, P,· é um ideal relevante, homogêneo 
e P; ::> P ::> ( OT, U) , conseqüentemente P; E ~ e pela ma.xi.malidade de P 
temos que P = P; . Segue-se que P é um ideal primo homogêneo, relevante que 
contém (OT, U) e é máximo para essa propriedade. Mostraremos, a seguir que 
P ;;;;? mS . De fato, caso contrário, P + mS ~ P ~ (@T, U) e como P + mS 
é um ideal homogêneo [24, Teorema 8, pag. 152) pela. ma.xi.malidade de P temos 
que P + mS é um ideal irrelevante. Seja p,. = { d E R ; dT• E P} para 
n > 1 . Como p. c C• , temos que p. + mC" ç C• para cada n ~ 1. Seja 
N E IN tal que r N c p + mS (já que p + mS é irrelevante tal N existe 
). Seja. o E CN, logo oTN E (CT)N S = IN C P + mS . Como P e mS 
são ideais homogêneos temos que aTN = bj.,TN + dNTN onde bNTN E P e 
dNTN E mS , logo bN E PN e dN E mCN e portanto , o E PN + mCN . 
Assim, CN C PN + mGH e conseqentemente CN = PN + mOH . Segue-se, então, 
do Lema. de Na.kaya.ma. que CN = PN . Seja oTN E r ; como N > o ' 
a E CN = PN e desse modo a.TN E P e portanto X Ç P , o que contraria o 
fato de P ser relevante. Isto mostra que P ::> mS. 
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Como dim R > O temos que alt P > O , pois caso contrário P é um primo 
m.illimo de o. e conseqüentemente m = P n R é primo mfnimo de OR (10, pag. 
120J, o que contradiz dim R = alt m > O . Seja pois, P' um ideal primo mfnimo 
de s tal que P 1 c p . Como P 1 = p R[UJ{l,U,U' ... } n s ' onde p é primo 
mínimo de OR [lO, pag. 120} , temos que U f/. P 1 

• É fácil ver que cT f/. P , 
pois, caso contrário, P ::> (@T, cT) = (CT)S = X o que não acontece já que P 
é releva.nte. Assim, c ~ P' ; de fato, caso contrário c = cT.U E P' e como 
U ft P 1 

, cT E P' C P , o que é uma contradição. Podemos afirmar, então 
que @S rt. P 1 

• De fato, c E V'@, logo para cada p E Spec R temos que se 
c ~ p então @ rt. p . Assim, como c f!. p I n R temos que a rt. p, n R 
e portanto OS rt. P 1 

• Seja M = PSp o ideal máximo do anel Sp . Como 
M n S = P e P n R = m , temos M n R = m . Seja a E Q , como 
cT f_ P a = aT.c(cT)-1 E c.M , logo O C eM . Pelo Lema BS, tomando 
I = P 1 Sp , existe v uma valorização de SP não trivial com valores em Z u { oo} 
tal que v > O em Sp e v > O em M . Seja r= min v(d) e s = min v(d) 

- ~Em ~ ~o 

. Note que peJo Lema B5 como @S rt P 1 e OS+ P' Ç P , 8 é finito. Ja vimos 
qne Q C c.M , logo para cada a E O , existe m E M tq a = c.m ; assim 
v(a) = v(c) + v(m) . Conseqüentemente, min v(a) > v(c) + min v(m) , ou 

· •EO - ,.~N 

seja, s ~ v(c)+r ecomo r> O,s :> v(c). Seja u={d E H. ;v(d) > s}. 
Pelo Lema B6 u é um ideal m-primário e inteiramente fechado. Pela escolha de 
u,c~ue@Çu. Q 

Lema B8: Seja @ um ideal inteiramente fechado do anel R . Então @R, é 
inteiramente fechado para todo p E Spec. R. 

Prova: Seja p E Spec R . . Se O rt p então @R,= R, e não há nada a 
fazer. Suponhamos, então que @ C p . Seja o E R, um elemento inteiramente 
dependente sobre @ R, ; logo existem ai E Qi e Si f!. p para i= 1, ... , n tais 
que 

" Seja 8 =fi 8j , logo 8 ~ p . Como o E R, , existem r E R e 8• fi. p 
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tais que a= ;. . Assim multiplicando (*) por (8.8•)• , temos 

( )" + ss• a1 ( )•-l + + s•-I.s•l•-1
) .a._1 ( •)• a. _ 0 8r s.r . . . + 8.8 . - . 

81 Ba-1 8,. 

Pela escolha de 8 (s.s•)i.af E R e como a· E @i temos (s.s•)iaf E @J· . Desse 
1 I · J 8 · 

modo s.r E R é inteiramente dependente sobre O e como b é inteiramente 
fechado, 8.r (/. O . Portanto 

r r.e A R, 
cx=-=-E~ , 

s• s•.s 

já que s.s• E p . Assim, O R, é inteiramente fechado. - ~ 

Proposição B9 : Seja Q um ideal inteiramente fechado do anel R . Então O 
possui uma decomposição primária onde cada componente primária é inteiramente 
fechada. 

Prova: Observemos inicialmente que se q é um ideal p-primário e qR, é 
inteiramente fechado, então q é inteirmante fechado. De fato, seja x E R 
inteiramente dependente sobre q . Logo existem n E IN e a; E qi , i = 1, ... , n 

z a· . 
tais que x" + a1 z•-1 + ... + a.-1 z + a. = O . Mas I E R, , T E q' R, e 

·(:_)" + a1 (:_)"-
1 + + a.--1 :_ + a. = Q 0 

I I I . . . I 1 1 1 em -' ~ · 

Portanto Í é inteiramente dependente sobre q R, e q R, é inteiramente fechado. 
z 

Logo I E q R, . Como z E R , z E (q R,)'= q (já que q é p--primário). 
t 

Seja a = n q; uma decomposição primária de a com 0fi = p;. Seja 
i=l 

p E Ass (@). Se p é um primo minimo de @ então @ R, = q R, , onde 
.;q = p e pelo Lema B8, q R, é inteiramente fechado. Logo, pela observação 
acima, q é inteiramente fechado. Se p é um primo imerso, basta mostrar que 
podemos escolher a componente p-primá.ria de O inteiramente fechada no caso de 
p ser o único ideal máximo de R , pois neste caso teremos 
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onde Q 1 é um ideal p R,-primário e inteiramente fechado. Seja q 1 = Q 1 n R 
sabemos que q' é um ideal p-primá.rio e inteiramente fechado. Afirmamos que 

De fato, seja 

a = ( n q,) n q I • 

.ft c , 

z E ( n q,) n q I • 

../f c, 

Sabemos que Í E O R, , logo Í E q R, . Assim, existe b E q e s ~ p tal 

que Í = ~ . Logo existe 8 ' (/. p tal que x.s.s' = b.s' E q . Como 8.8' fJ. p 
t 

temos que z E q . Desse modo, z E n qi = C . A outra inclusão é óbvia. 

Desse modo, dado p um primo ime~~e O , se soubermos resolver o caso local 
poderemos substituir na decomposição primária de @ a componente p-primá.ria 
de @ por uma outra correspondente p-primá.ria inteiramente fechada. Seja então 
R um a.nel local com ideal máximo p um primo imerso de @ . 

Seja 

C= n 
.,fr. E .&u (O ) 

.;r.~ m 

Seja M = ~ . Então annR M = (C :C) . Mas (@ : C) = n (q, :C) = (q :C), 
•=l 

onde ..;q = p = m . Assim, annR M = (q : C) . Como q é m-primário, 
- ( C) ' . ' . P rt t R R ' I h . entao q : e m-pnmar10. o a.n o, M = f • C) e a.ne noet er1ano 

annR \q . 

e artiniano. Logo como M é um R M-módulo finitamente gerado, M é um 

R 6d 1 th . t' . annR " t M . fi . - m u o noe enano e ar m1ano, con.sequen emente tem comprimento mto. 
Consideremos os ideais u. = {@ + m") para todo n > 1 . Estes ideais são 

obviamente, m-primários e inteiramente fechados . Como M = ~ tem compri-

mento finito, existe no E JN tal que C ~ U..o - C n ~•o+k para todo k E IN 

. Logo c n u.o = c n Uao+é para todo k E IN . Seja u um ideal m­
primário e inteiramente fechado que contém @ . Logo, u 2 @ e existe n E IN 
tal que m• Ç u, portanto Q + m" Ç u . Como u é inteiramente fechado 
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u. = O + m• C tr = u. Assim, pela Proposição B7 temos que C é a. intersecção de 
todos os ideais u inteiramente fechados m-primários que o contêm, portanto, 

00 

a = n tlj . 
f= l 

00 

Como O = O n C , temos O = n ( u, n C) . Mas, 
•=1 

oo • o n ( u, n O) = n (ui n O) = u.o n C . 
i = l i:l 

Logo 

~ = ( n q;) n ""o ' 
..;r: C m 

onde u.0 é m-primá.rio inteiramente fechado. 

l&ma B 10 : Sejam (R, m) um anel local e @ c m um ideal inteiramente 
fechado. Se C é um ideal m- primário, então O R• é inteiramente fechado. 

Prova Sabemos que Q é um ideal m·primário, logo existe t E N tal que 
mt ç; O . Logo mtt ç; @i para todo i E N . Seja a E Ir um elemento 
inteiramente dependente sobre @ R• . Portanto existem n E IV , ai E 0 ' R• 
para i= 1, ... , n tais que a• + ala•-I + ... + a._1a +a .. = O. Pela estrutura de 
R• , podemos encontrar b, b1 , ••• , b. E R que satisfazem a - b E m"' R• e 

ai -bi E m•'R' i= 1, ... n. Mas, m•' R• ç; m'' R• C@' R• , então ai-bi E O' R• 
para i = 1, ... , n . Como ai E @' R• , bi E 0' R• n R = O' para i = 1, ... , n . 
Assim., a = b mod m"1 R• e a, = b, mod m"1 R• para i = 1, ... , n , com 
b E R e bi E @i . Multiplicando adequadamente tais congruências obtemos: 
a" = b" mod m"1 e a•-• a, = b"-i b, mod m"1 para i = 1, . .. , n . Somando 
estas duas últimas congruências temos 

Logo, b" + b1 b"-1 + ... + b.-1 b + b. E m"' R" n R = m"' C C• . Assim, 
b" + 61 b•-l + .. . + b._1 b + b. = u E @" . Mas b. E @• , então b. - u E @" 

e já sabemos que b, E @i , i= I , ... , n . Portanto b é inteiramente dependente 
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sobre O e O é inteiramente fechado. Logo b E O . Mas, a - b E m•' R·; , 
então a = b + x onde x E m•' R" Ç a• R• Ç CR• e portanto a E C R' . 
Desse modo, C R• é inteiramente fechado. ~ 
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