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RESUMO

Neste trabalho, uma versao recente do método de ordenadas discretas
é usada na solucao do chamado problema de salto de temperatura da dinamica
de gases rarefeitos, descrito por um modelo linearizado, com freqiiéncia de colisao
varidvel, da equacao de Boltzmann. Duas abordagens de tratamento do problema
sao apresentadas, ditas escalar e vetorial, para o caso onde a freqiiéncia de colisao é
proporcional a magnitude do vetor velocidade. Resultados numéricos de excelente
precisao sao obtidos, para perturbagao de temperatura, densidade e coeficiente de
salto, com avaliacao analitica e numérica da componente independente da varidavel es-
pacial das solugdes elementares, pela implementagao de um algoritmo em linguagem

FORTRAN da solugao em ordenadas discretas.
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ABSTRACT

In this work, a recent version of the discrete-ordinates method is used
in the field of rarefied-gas dynamics, to solve a version of the temperature-jump
problem that is based on a linearized, variable collision frequency model of the
Boltzmann equation. Two different approaches are used, the so-called scalar and
vector solutions, for the case where the collision frequency is proportional to the
magnitude of the velocity. Accurate numerical results are obtained from the FOR-
TRAN implementation of the developed solution, by using analytical and numerical
spatial-independent components of the elementary solutions, for the temperature

and density perturbations and the temperature-jump coefficient.
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1 INTRODUCAO

O estudo da dindmica dos gases, especialmente no que diz respeito
as equacgoes utilizadas na modelagem e descricao dos fendémenos, esta associado a
caracterizagao da rarefagao desse gas. Parametros como o chamado nimero de
Knudsen [26] ou a defini¢do de livre caminho médio das moléculas, distinguem di-
ferentes regimes no estudo do fluxo de um gés, que pode ser considerado como um
meio continuo, chamado regime hidrodinamico, ou mesmo estar no chamado regime
molecular livre. A caracterizacao do modelo, em geral, é mais dificil para valores
intermedidrios desses parametros, no dito regime de transicao, exigindo analise mais

criteriosa normalmente associada ao comportamento assintotico das solugdes [10].

Os fenémenos que envolvem a dindmica dos gases rarefeitos tem como
ponto de partida a equagao de Boltzmann e aparecem associados a diferentes aplica-
¢oes, como estudos aerodinamicos [1], sistemas microeletromecanicos [2, 25|, equipa-
mentos de véacuo [25]. No tratamento de modelos lineares associados & equagao de
Boltzmann, no contexto de métodos deterministicos, o chamado método de orde-
nadas discretas introduzido, segundo Chalhoub e Garcia [18], por Wick e Chan-
drasekhar na década de quarenta, tem sido amplamente utilizado. O método foi
estudado por Chandrasekhar [19] principalmente em problemas de transferéncia ra-
diativa e se baseia na aproximacao da integral angular do termo de espalhamento

da equagao de transporte por uma quadratura numérica e posterior solu¢ao do con-
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Junto de equagoes diferenciais ordindrias resultantes, para a funcdo de distribuicio

de particulas, nos pontos de quadratura.

Recentemente Barichello e Siewert [5] propuseram uma nova versio
para o método de ordenadas discretas, analitica em termos da varidvel espacial, que
difere basicamente da proposta anterior [19] no uso de um esquema de quadratura
mais arbitrario, e determinagao das constantes de separacao, a partir de problemas
de autovalores. Em aplicagoes associadas a dindmica de gases rarefeitos, essa nova
versao do método de ordenadas discretas foi inicialmente usada no tratamento dos
problemas cldssicos em canais planos [4, 6, 8, 9], geometria cilindrica [27], mistura
de gases [28] e recentemente modelos com freqiiéncia de colisdo varidvel come¢am a
ser investigados [3]. Lembrando que o modelo original que descreve a distribuicao
de particulas de gds é nao linear e que varias simplificacoes sao feitas para obtencao
das chamadas “equagoes modelo”, das quais se procura extrair resultados numéricos,
o tratamento da freqiiéncia de colisdo varidvel busca a obtencao de modelos que
representem de forma mais adequada as propriedades e comportamento fisico dos

sistemas representados.

Neste trabalho, propomos entdo, a solucao de um problema conhecido
como problema de “salto de temperatura”, baseado em um modelo da dinamica de
gases que apresenta a freqiiéncia de colisdao variavel, dito modelo CLF [3], derivado
do modelo BGK [32]. Para a descri¢do da freqiiéncia de colisdo aqui usada, dois

tratamentos sao possiveis: um dito escalar e outro vetorial.
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Assim, no capitulo 2 fazemos uma breve colocagao e descrigao fisica do
problema e apresentamos no capitulo 3 a formulacao matematica a ser utilizada. Nos
capitulos 4 e 5 descrevemos, respectivamente, as duas abordagem usadas, o trata-
mento escalar e o tratamento vetorial, para o célculo da perturbagao de densidade e
temperatura, e também para o coeficiente de salto de temperatura. Discutimos ainda
no capitulo 6, alguns aspectos computacionais e apresentamos resultados numéricos
obtidos para diferentes valores do coeficiente de acomodagao. No capitulo 7 fazemos

algumas consideragées finais sobre o trabalho.
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2 DINAMICA DE GASES RAREFEITOS
COM FREQUENCIA DE COLISAO
VARIAVEL

O estado de um gas monoatomico é descrito por uma fun¢io distribuicao
de particulas f(r,v), onde r é um vetor de coordenadas espaciais e v é a velocidade
das particulas. A funcao distribuicdo é definida tal que a quantidade f(r,v)drdv é
o nimero de particulas no espago de fase drdv perto do ponto (r,v). Quantidades
de interesse, relativamente ao fluxo desse gas, podem ser calculadas via essa funcao

distribui¢ao, como por exemplo, a densidade de particulas

n{r)i= ff(r,v)dv, (2.1)

a pressao, temperatura, fluxo de calor [26]. Ainda, a funcédo distribuicao de particulas

f(r,v) satisfaz a equacao integro-diferencial nao linear de Boltzmann

v V. f(r,v)=J(f". f), (2.2)

onde J é o operador de colisao como descrito por Williams [33], e para a qual
sao consideradas condicbes de contorno apropriadas que descrevem a interacao das

particulas com as paredes, por exemplo, de um canal.

Uma descri¢ao detalhada da derivacao e propriedades da equacao de
Boltzmann para gases rarefeitos encontramos, por exemplo, nos livros de Williams
[32] e Cercignani [16] e no trabalho de Sharipov e Seleznev [26]. Cercignani [16] apre-
senta também resultados quanto a existéncia, unicidade e convergéncia de solucoes,

basicamente associadas aos problemas cldssicos. E importante, contudo. salien-
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tar aqui alguns aspectos basicos para desenvolvimento da solu¢ao proposta neste
trabalho. Devido a complexidade do modelo, para tratamento de gases de
rarefagao arbitraria, foram desenvolvidas abordagens, ditas equagdes de modelo, que
se baseiam fundamentalmente na simplificagao e linearizacao do termo integral da
eq.(2.1). Um dos modelos mais conhecidos (BGK) foi introduzido por Bhatnagar,

Gross e Krook [11].

De forma geral, para situagoes fracamente fora do equilibrio, a funcao

de distribuicao € escrita na forma

£, v) = folr, V)1 + e, V)], (2.3)

onde h representa uma (pequena) perturbagao causada a distribuicao Maxwelliana

local fyo(r,v) pela presenca da parede. De forma particular, podemos considerar

m

m)aﬂe{-ﬁrﬂ) (2.4)

fo(r,v) = fo = no(
onde, segundo [26], i é a massa molecular, v é a magnitude do vetor velocidade, k&

é a constante de Boltzmann, ng e T sao, respectivamente, densidade e temperatura

de referéncia e finalmente, em termos adimensionais, fazemos

R, (2.5)

¢ =”(2kTG

resultando em uma equacao para h, relativamente a qual passam a ser calculadas

as quantidades de interesse.

Neste tabalho consideramos a equacao de balanco resultante, na forma

C,U.%h(x, c, l, X] =+ 1’?(0)}1(.’5) Ci AL X) —

oo rl 27 .
[0 flfo c?e™ K(c: c)h(w,d,p', x')dx'dp'dc’ (2.6)
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assumindo que o gds ocupa o semi-espago z > 0 (z adimensional), p € [-1,1],
c € [0,00), x € [0,27] e

K(cie)= %;V(C)V(c’)[fyo +mc- ¢ +7(c® — w)(c? - w)]. (2.7)

Ainda, V'(¢) é a freqiiéncia de colisdo,

1 3 Vo V5
= — = — e — = — 2
Yo .{/Ej‘ T ‘Vg, T2 VE]‘/:Q = ‘/'22 ew ‘/E}- (-8)
com
V, = /:o V(c)c* 2 de. (2.9)

Para especificarmos a forma como as particulas interagem com a parede,
consideramos que uma fra¢do de particulas (1 — «) é refletida especularmente e a
fracao restante « € refletida difusa. Como nao existe perda ou geracao de particulas
devido a presenca da parede, essa condicao de contorno € dita conservativa, e escrita

na forma

h(0,¢, p, x) — (1 = @)h(0,¢, —p, x + )
92 oo prl 2w
_$‘[u /{; [J cf3e—c2h(0’ Cr, _)'J:,, X!)#!dxrd#fdcf == 0? (210)
para p € (0,1], c€ [0,00) e x € [0,7] e
h(0,¢,p: x) — (1 — a)h(0,¢, —p, x — )
2& e X = _Cz 13 I r 4 ! ¥
—?/9 /0 /ﬂ e h(0,d, =, X ) pdx'dy'de =0, (2.11)

para p € (0,1], ¢ € [0,00) e x € [7,27], sendo « € (0,1] chamado o coeficiente de
acomodacao. Posteriormente, uma condi¢ao é imposta para o comportamento no

infinito. de tal forma que o problema fique completamente definido.
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Neste trabalho, em particular, estamos interessados em avaliar a per-
turbagdo de temperatura e densidade de um gas, conforme descrevemos na secio a

seguir, dados em termos de h, pelas equagoes

Twz/ / /ZT h(z, ¢, u, x)dxdpde (2.12)

27
t(z) 3773;2/ / / e~ (c* — 3/2)h(z, ¢, p, x)dxdpde. (2.13)

2.1 O problema do salto de temperatura

No processo de troca de calor entre um gds altamente rarefeito e uma
parede adjacente, de acordo com Welander [31], uma diferenca é observada entre a
temperatura 7y do gas bem proximo a parede e a temperatura 7,, da parede. Além
disso, a temperatura ndo varia linearmente perto da parede, mas se desvia de uma
distribuig¢ao linear do modo indicado na figura 2.1. O desvio é mais notado sobre a
regiao que se estende a uma distancia pequena [ da parede, e que pode ser chamada
de Regiao de Transi¢do. Dessa forma, o chamado “salto de temperatura” é definido
usualmente como sendo a diferenca entre a temperatura Tj, avaliada a partir de uma
extrapolacdo linear da curva de temperatura apés a regiao de transicao, e a tem-
peratura da parede (figura 2.1). Medidas do salto de temperatura sao normalmente
feitas, com a finalidade de, por comparagao com valores tedricos obtidos, avaliar
a troca de calor entre a parede e as moléculas de gds, usualmente caracterizada pelo

coeficiente de acomodagao.
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Figura 2.1: Coeficiente de salto de temperatura

No caso do problema de “salto de temperatura”, para efeitos de
avaliacdo das perturbacoes de temperatura, densidade e do salto (“jump”), modifi-

camos o problema basico definido pelas equacoes (2.6) a (2.11).

Comecamos integrando as egs.(2.6), (2.10) e (2.11) em relagdo a x e
introduzimos o termo azimutal

1 2
Cb(:l?, c, ﬂ) = T h(.‘l‘, C, [y X)dX (214)

27 Jo

e reescrevemos entao o problema na forma

2

a ! = 1 - ! I
cuo-9(z;c, 1) + V(e)p(z, ¢, ) =f0 f_lcﬂe K(c,p:c,p1)d(x,c, pu)dp'de,

onde

I i
K(c,p: ¢y p) = SV(QV() o +meud ' + Y2(c? — w)(c? = w)] (2.16)



(o <] 1 5
#(0,¢, 1) — (1 — @)p(0, ¢, —p1) — 4&/0 /0 Pe ¢(0, ¢, —p)p'dy'dd =0, (2.17)

para u € (0,1] e ¢ € [0,00). Temos agora, a perturbacéo de temperatura e densidade

definidas por

2 oo rl L
n(z) = mfo /-1 e ¢(x, ¢, p)dpdc (2.18)

(@) =5 || [ e = 3/20(w, ¢, w)dude (2.19)

Como as equagodes (2.6), (2.10) e (2.11) sao homogéneas, devemos es-
pecificar, como ja dito anteriormente, o comportamento no infinito. Neste caso,
impomos a condigdo de que a perturbacio de temperatura satisfaz a condicéo, de
acordo com Welander [31]

. d
lengo d—zt(sc) =R (2.20)

onde K é considerado conhecido, completando a defini¢ao do problema.
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3 FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo apresentamos ainda algumas transformacées convenientes
usadas para solugao do problema desejado, dado pelas equagées (2.15) e (2.17), na
busca da obtencao das perturbagoes de temperatura e densidade e do coeficiente de

{Gj umpﬂ ;
Comecamos considerando que
V(e) = on(c), (3.1)

onde o é um fator escalar a ser definido posteriormente e onde 7n(c) é um fator

associado a uma “forma”, que descreve a freqiiéncia de colisao. Introduzimos ainda
T=0x e Y(T,c,p) = ¢(7/0,c, it) (3.2)
e reescrevemos novamente nosso problema como
ar _OOIQ—C’Q R R Ly S B LN S A B
cuz-Y(rep) +n(QY(rep) = [ | e Flep:d,p)Y(r,c,p)dpdc,

(3.3)

considerando no contorno
00 1 2
Y(0,¢,u) — (1 —a)Y(0,¢,—p) — 4&/0 /u Pe Y (0,c, —p ) dpdd =0, (3.4)
para p € (0,1] e ¢ € [0,00). Aqui
! I 1 I o -
Fle,p:d,p) = 5??(6)7?(6 )[Bo + Brepc' i + Ba(c® — w)(c? — w)), (3.5)

onde

1 3
Bo=—, Bi=—, Ba= L‘g € W= h (3-6)
T2 Ta M2Te — 1 2
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com
Ry = fu n(c)c"e " de. (3.7)
De acordo com a transformacao (3.2) temos

T(r) =t(t/o) , N(7)=n(7/0) (3.8)

e assim reescrevemos também as eqs.(2.18) e (2.19) como

= / / e=<'Y (1, ¢, p)dude (3.9)

T(7) 7_1;2] f e (c® — 3/2)Y (7, ¢, p)dpde. (3.10)

Finalmente, completando a definicdo do nosso problema, reescrevemos

a eq.(2.20) como

d K
Neste ponto, verificamos que
Zo(1, ¢, 1) = (¢ = 5/2)[7 — cp/n(c)] (3.12)

é uma solucao da eq.(3.3), que é linear para 7, escrevemos

Y{(r.e )= %[Z(T, ¢, 1) + Zo(T, ¢, )] (3.13)

e buscamos uma solu¢do Z(7, ¢, p) limitada quando 7 tender ao infinito satisfazendo
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d 0 rl ,
C,u—a?Z(T, ¢, p) +n(e)Z(r, e, p) = fu /_1 ?e~"Fle,p: ¢, W) Z(r,d, p)du'de

(3.14)

o rl .
2(0,¢,1) = (1 = )2(0,¢,—p) 4o [~ [ %™ 2(0,¢, ~p)uldptde = Rc, ),

(3.15)
para p € (0,1] e ¢ € [0,00). Aqui F(c, p: ¢, p') é dada pela equacdo (3.5),
cp 4o
Rle. u) = (2 —a)(c® - 5/2)——+—T, 3.16
(0.1 = Q= a)(e = 5/2) 5+ (3.16)
onde
r /m (e 5/9)d (3.17)
= ——e ¢ (c* - c. A7
o n(c)
Agora, em termos da funcdo Z(7, ¢, 1), encontramos das equagdes (3.9)
e (3.10) que
K 2 co rl
N(r) = =-7+ =7 /0 [ e Z(r, ¢, ) dpude] (3.18)
e
o K 4 < rl 3 —e2; 2 :
T(r)=~lr+ Wﬂfo f_lc e~ (c? — 3/2)Z(r, ¢, p)dpdd]. (3.19)

Para determinacao da solucdao Z(7,c, ), necessaria para avaliacdo da perturbagéo
de densidade e temperatura do géds, dadas pelas egs.(3.18) e (3.19), propomos uma
abordagem em ordenadas discretas em duas formas, que chamamos “escalar” e “ve-

torial” e que sdao apresentadas nos capitulos a seguir.
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4 UM TRATAMENTO ESCALAR

Nossa proposta inicial para determinacao de uma solugao limitada para
o “problema Z ”, descrito pelas eqgs.(3.14) e (3.15), considerando 7(c) = ¢, se baseia
em uma decomposi¢ao proposta por Williams e Cassel [15], para o caso o = 1, que
determina a solugao do problema original em termos de um conjunto de problemas
que devem ser resolvidos sucessivamente (tratamento escalar). Diferentemente de
Williams e Cassel [15], que usaram a técnica de Wiener-Hopf, usamos aqui o0 método

de ordenadas discretas na solucao dos problemas escalares envolvidos.

Assim, inicialmente escrevemos, fazendo uma pequena variac¢ao a pro-

posta da ref. [15],
Z(7, ¢, ) = Go(7, ) + cuGi(7, 1) + (¢* = 2)Ga(7, ) (4.1)

e substituimos a eq.(4.1) nas egs.(3.14) e (3.15) resultando que as fungoes Gy, G; € Go

devem satisfazer, respectivamente, as equagoes

a
pa=Golr, ) + Galr.) = 5 [ [Golr Gim . (4.2)
d 1 9 1/2 9 1/2 . g
p5-Cr(r, 1) +Gi(r, ) = / T—Go(r, i) + 34/ (r, 1) + =G, 1)
(4.3)
e
0 1 1 3712 g . p
ﬁEGz(T,ﬁi)+G2(T:#)_§[ [ T wG(r, 1) + Go(r, p))dyt, (4.4)
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com condigoes de contorno

Go(0, ) = (1= @)Go(0, ~1) ~ 20 | Go(0, —)dy +

1 ; a—2 _
2[_16‘0(0, —u)pldp = 5—(k=2/3), (43)

G1(0, 1) + (1 = @)G1(0,—p) = 0 (4.6)

Ga(0, 1) — (1 — @)Ga(0, —p) = (2 - A, (4.7)

para p € (0, 1], que representam um problema acoplado. No entanto, se definimos
H (7, p) = Go(7, p) — 4Ga(7, 1) (4.8)
podemos deduzir das egs.(4.2) e (4.4) que
—6—H(T )+ H(T )*1/1 H(r, p)dy' (4.9
f‘l'aT s K s 1 _2 Ly ) M o, ¥ )
e ainda, usando resultados classicos para esse problema [14], temos que
1
| H(r, mudu = Hy =0. (4.10)

Esses resultados e o uso da condi¢do de conservacao de fluxo nos permitem deduzir

que
1 1
[_1 Go(T, p)pdp — 4f_l Go(T, p)pdp = H, (4.11)
e
! 3z'/2 1 2 1
- - 2
[, Golr.mudn+ = [ Gulr, wtdp = 3 (4.12)

e conseqlientemente simplificar o problema para G, dado por eq.(4.3) resultando

A

aG i e ] lC” R il
Hoo (7, 1) + 1(!:#)—5/_1 21 () dy —

27mw/?
128 °

(4.13)
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onde

81
A=3(1- ozem). (4.14)

Olhando de volta para eqgs.(3.18) e (3.19), escrevemos, em termos de Go, G, e G-

K S | 1 1 &
Nir)= —{—v% [1[530(7”, W) + g hGi(T, 1) = 7 G2(7, 1)ldu} (4.15)
=
K 11 /|
T(r) = —{r + [ [z HG1 (7, ) + 5Galr, wldus}. (4.16)
Neste ponto concluimos entao que devemos resolver
d _ ok L o i TR
pa=Galrop) + Galry ) = 5 [ Galr )y’ — = (4.17)
e
ad 1 /1 P
pg=Gr(r,w) + Gr(r.p) = 5 f_ Gur W) +Su(r), k=0e2,  (418)
onde
3 1/2 4
So(r) = = [ Gulr wudp (4.19)
ik
e
3xl/2 n
Sa(7) = g G (T, p)pudp (4.20)

sujeito as condigoes de contorno dadas pelas eqs.(4.5), (4.6) e (4.7), para p € (0, 1].

Agora, vamos olhar melhor para o problema “H”. Observamos que
H(7, ) satisfaz a eq.(4.9). Encontramos as condig¢des de contorno usando egs.(4.8),

(4.5) e (4.7), ainda com a condi¢ao H; = 0, obtendo

H(0, 1) — (1 — a) H (0, —p) — 2a /01 B0, — i) pidis = g(a C o) —2/3), (4.21)
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para p € (0,1].

Como o problema “H” é homogéneo e nao requer uma soluc¢ao parti-
cular, podemos, de forma bem simplificada, resolver a eq.(4.9), sujeita a condicao
de contorno dada pela eq.(4.21). Tendo resolvido o problema H e Gy, resolvemos
entdo, o problema G, e usamos a relagdo entre Gy e G, dada pela eq.(4.8) para
eliminar Go(7, 1) das nossas consideragoes . Assim, podemos reescrever as egs.(4.15)

e (4.16) como

N =& ‘CH e T Galr, w)d 4
N(r) = A=+ [ GH(u) + uGi(r ) + 7Ga(m wldp}  (422)
e
Tir)= i e Gi(T 1G’ d
(7) = 7+ [ [=7ahGa(r ) + 5Galr, wldu}. (423)
Queremos ainda salientar que, para avaliar F(c,  : ¢, p') usamos
=2 g, mpaill gt (4.24)
=G W= Rpma BL == .
e
60221 ﬁl=3: 16‘2=16w:2= (425)

uma vez que 7(c) = c.

4.1 O método de ordenadas discretas: solucoes

elementares analiticas

Para encontrarmos os desejados valores para N(7) e T(7) definidos nas

eqs.(4.22) e (4.23), devemos avaliar os trés problemas separadamente, ou seja, saber
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quem sao H, G; e G,. Definidos nas equagoes (4.9), (4.17) e (4.18), para k = 2,

quando em sua forma homogénea, podem ser escritos de maneira geral como
6 * ! ! '
ua-Glr ) + G(ro) = [ U()G(r, ). (4.26)

Para obtermos uma solu¢ao em ordenadas discretas desse problema, devemos primeira-
mente aproximar o termo integral por um esquema de quadratura. Portanto, seguindo
Barichello e Siewert [5, 6] e usando o fato de que a fungdo W(u) é par, reescrevemos
o termo integral da eq.(4.26) no intervalo [0, 1] e aproximamos por um esquema de

quadratura de Gauss [12]

0 N
»U:TEG(T: ) + G(1, ) = > wie¥ () [G(7, p) + G(7, — )] (4.27)
k=1
&
6 N
~pi=G(r, —p) + G(r, —m) = . wn¥(u)G(r ) + G(r,—me)]  (4:28)
k=1
com i = 1,...,N. Notamos que nas eqs.(4.27) e (4.28) estamos considerando N

pontos de quadratura {u} e N pesos {wy} definidos num intervalo [0, 1].

Buscando uma solucao do tipo exponencial para as eqs.(4.27) e (4.28),
temos

G(r,£p) = d(v, £ps)e™ ™" (4.29)

onde v é a constante de separacao e as funcoes ¢ denotam o que chamamos de
componentes independentes da parte espacial das solugoes. Neste capitulo essas

func¢oes sao determinadas analiticamente.
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Substituimos a solu¢ao sugerida nas eqs.(4.27) e (4.28) encontrando, na

forma matricial,

M3, () = (1- W), () - We_(v) (4.30)
e
_Ii'M'i’"(”) = (I- W)3_(v) - W&, (). (4.31)

Aqui, I é uma matriz identidade N x N,

M= dia’g{au'h 2y ey au'f\f}i (432)
(I)i(y) = [¢(ya :.:Jul)} (‘,ES(I/, d:,(lQ), ) ¢(V1 i.f-’f'_f\r)]?r‘ (433)

e
Wi = w; ¥ (), (4.34)

onde w; representam os pesos da quadratura. Somando e subtraindo as equagdes

(4.30) e (4.31), encontramos

1
;MV =(I-2W)U (4.35)
e
1
;MU =N (4.36)
onde
U=®_ . (v)+2_(v) (4.37)
e

V=28, -8_(v). (4.38)
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E assim, substituimos a eq.(4.36) na eq.(4.35), encontrando
1 MU = (D - 2M'WM)M, (4.39)
g

onde
D = diag{y3, 43, ..., ux }- (4.40)

Segundo [5] e [6], multiplicamos a eq.(4.39) pela matriz diagonal T, cujos elementos
da diagonal sdao dados por

T, = [wi® ()] 2. (4.41)

Escolhendo os elementos da matriz T desta forma, fazemos com que a parte
M~-'WM™! da eq.(4.39) se torne simétrica e assim, reescrevemos nosso problema

de autovalores na forma

%TMU = (D — 2M-'TWT-'M~')TMU (4.42)
ou
(D — 2227)X = MX, (4.43)
onde
X = TMU (4.44)
e

- \/wﬂl'(m) \/wz‘l'(#z) Vun¥(pn) ’

2 (4.45)
H H2 HN

Note que A = 1/v? e ainda, o problema de autovalores definido na eq.(4.43) é de uma
forma especial que encontramos, por exemplo, no método “divide and conquer” [21]

para determina¢ao de autovalores de matrizes tridiagonais. Algumas propriedades
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importantes referentes a esse problema sao apresentados no anexol. Notamos ainda

que devemos excluir do nosso esquema de quadratura o ponto zero.

Considerando que encontramos os referidos autovalores da eq.(4.43) e

impondo a condic¢do de normalizacio

> wie® () [B(v, ) + (v, — )] = 1, (4.46)

k=1
escrevemos nossa solucao em ordenadas discretas como

Jr\r
G(r,xm) = > [A;d(v, £u:)e™ ™Y + B;d(v, £u)e™™], (4.47)

J=1
onde definimos, para os casos onde os pontos de quadratura sao diferentes das

constantes de separacao,

i Vg
J i

As constantes arbitrarias {A4;} e {B;} sdo determinadas da avaliacdo das condigdes
de contorno nos pontos de quadratura e as constantes {v;} so o reciproco das raizes
quadradas positivas dos autovalores definidos pela eq.(4.43). Desta forma, definimos

completamente nossa solucao em ordenadas discretas.

4.2 O problema H.

Para resolvermos o problema H, definimos a funcao caracteristica

W () = 5 e seguimos os passos do método de ordenadas discretas anteriormente

1
2
exposto. Impomos ainda a condi¢ao de normalizacao

L&
; wr[d(v, 1) + o(v, —p)] =1 (4.49)

S|
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e escrevemos a solucao em ordenadas discretas como

N
Hir, £) = Z[qua‘)(v, tp;)e” T 4 Fip(v, i,ui)e""ﬁ”f]. (4.50)
=1
Definimos
v;
o(v, £u;) = 4.51
() = 2 (a51)

e lembramos, neste ponto, que segundo [14], problemas baseados na equagao (4.9)

sao conservativos, pois

[ ¥du=1 (452)
Sendo assim, esperamos que um dos autovalores definidos na eq.(4.43) tenda a zero
quando N tender ao infinito. Usando este fato, negligenciamos o maior valor dentre

os {v;} computados e reescrevemos a equagao (4.50) como

N-=1
H(r, %) = E+ F(rF ) + Y [Eio(v, 2p)e™ ™ + Fip(v, £ps)e™*).  (4.53)

=1

Considerando que estamos mum dominio semi-infinito, temos que as constantes F’

e {F;} sao todas iguais a zero e escrevemos a solugao como

N-1
H(r,2m) = E+ Y_[E;p(v, e "] (4.54)

=1
ou, de forma mais clara

N—

H(r,xp;) = E+ Z[E

e~ 7/v). 4.55)
=1 V; :F Hi ] (

Para definir as constantes E e { £}, substituimos a eq.(4.55) na condigao
de contorno, eq.(4.21), avaliada nos pontos de quadratura, encontrando assim, um

sistema de equagoes algébricas lineares da forma

N—-1

ZE[

; 2 N
— a)uvj + av;

2
L — 2ay; E s, = = == 4.
f/;* — 12 s kZIUkaJ g ] = ( — 2)(p 3) (4.56)
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para ¢ = 1,...,N. A resolucao deste sistema faz com que o problema H fique

completamente resolvido.

4.3 O problema G;.

Observando a formulacao do problema G, dada pela eq.(4.17), percebe-
mos que esta equacao ¢ nao homogénea, pois possui termo de fonte. Para tornar a

equacao homogeénea, propomos

2

Gi(T, ) = Gra(7, ) — 3172 (4.57)
encontrando entao
3 )\ . f 2 1
Ha-Gia(T, p) + Gua(m p) = 5 /-1 Grn(7, 1) " dp (4.58)
e
22-a)

Gin(0, 1) + (1 = @)G1p(0, —p) = (4.59)

3rl/2
Trabalhamos entdo com a versdo homogénea da equacdo, dada pela eq.(4.58), com
condicdo de contorno dada pela eq.(4.59). Para resolvermos o problema G ;, basta
definirmos a func¢ao caracteristica ¥(u) = p? e seguir os mesmos passos do problema

H. Impomos a condigdo de normalizagao

x
> wrpr]d(n, pk) + ¢(n, —px)] = 1 (4.60)
k=1

e escrevemos nossa solugao em ordenadas discretas como

N

Gin(T, xm) = Y [Cid(n, £p:)e™ ™™ + Dio(n, £p;)e™™]. (4.61)

=1
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Definimos

A ;
¢mEm) =3 = ?; = (4.62)
7 1

e como estamos num dominio semi-infinito, temos que as constantes {D;} sdo todas

iguais a zero e escrevemos a solu¢ao como

N
Gin(T ) = D [Cib(n, Eps)e™ ™M) (4.63)

j=1
ou, de forma mais clara

N

A n; :
Gip(r, 1) = Y [Cj=—2—e~ /M), 4.64

goml £ = L,u vu NV
Para definirmos as constantes {C} }, substituimos a eq.(4.64) na condicao

de contorno, eq.(4.59), avaliada nos pontos de quadratura {y;}, encontrando assim,

um sistema de equagdes algébricas lineares da forma

N 2
A (2 — a)n; + apin; 2~
ch_( g??j- > H "qJ - 2( (}!) (465)
j=1 2 Ty — Hy 3w
para i = 1,...,N. A resolucdo deste sistema faz com que o problema G, fique

completamente resolvido.

4.4 O problema Gs.

Observando a formulagido do problema G, dada pela eq.(4.18), com
k = 2, percebemos que esta equacao ¢ nao homogeénea, pois possui termo de fonte,

que neste caso é So(7), definida conforme eq.(4.20). Notamos, apés algumas
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manipulacoes algébricas, que

3 1/2
Sulir) = "’;2 /_ Gua(r, w)pdp (4.66)

Usamos nosso método de N-pontos de ordenadas discretas para resolver eq.(4.58)

sujeito a eq.(4.59), e assim escrevemos

N
Sa(r) =3 Sy 5”7/, (4.67)

i=1
onde {7;} sdo constantes de separacao do problema G, e 0 S;; ¢é considerado
conhecido uma vez que resolvemos o problema G,. Para convertermos eq.(4.18)

para a forma homogénea, escrevemos

G2 (T'.l ,U-) = G?,h (T: p’) B i G?,p(T: Ju')': (468)

onde G ,(7, ) € a solug@ao particular correspondente ao termo de fonte nao ho-

mogéneo dado pela eq.(4.67). Assim, temos que resolver

S Buntrid 2 @b a=a [ Gl ity (4.69)
.Uba 2,0\T, U 2,07, 1 —2/:1 2h\T, H)a[, :

sujeito a
Ga,n(0, 1) = (1= )G24(0, —pt) = —=G2p(0, p) + (1 — ) G2p(0, —p) + (2 — @) (4.70)
para p € (0, 1].

Uma vez conhecida uma solugao particular correspondente ao termo de
fonte dado pela eq.(4.67), determinamos G5, cuja formulagao, dada pela eq.(4.69),
¢ idéntica a formulacao do problema H, ja anteriormente visto, possuindo a mesma

fungao caracteristica e a mesma condic¢ao de normalizagao. Escrevemos nossa solugdo
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em ordenadas discretas para o problema G, ; da mesma forma que para o problema

H, como
A(

Gon(T, ) = Y [Aj0(v, £p:)e™™" + B;o(v, £;)e™). (4.71)

j=1

Este problema, assim como o H também é conservativo e portanto escrevemos

N-1
Gon(T, £u:) = A+ Z [A;0(v, :I:pi)e"rf"-’] (4.72)
i=1
ou, de forma mais clara
N-1 v;
Gon(T,£m) = A+ > [A;—L—e /4], (4.73)
=1 ViTm

com = L, i veyidVs

Para definir as constantes {A;}, substituimos a eq.(4.73) na condigao
de contorno, eq.(4.70), avaliada nos pontos de quadratura {yu;}. Neste ponto, ob-
servamos que necessitamos conhecer a G, para definir por completo a condicdo de

contorno. Consideramos entao, a solu¢ao particular do problema escrita na forma

j -

iﬁii

N
or GQ’p( :t’ui) + G2 p(T :l:'u‘ 5 Z K[GZ,p T, ,U,L) + G2 p( ,Uak)] =+ Sg,_:..'(3_"'-’;?}-’-T

l\.'J

(4.74)

onde S, ; vem do termo de fonte dado pela eq.(4.67).

Aqui, é importante salientar que, usando o método de ordenadas

discretas no termo de fonte dado por eq.(4.66) encontramos

S,(7) 3‘/_2 Z ALy "”’ _T;,,,‘ (4.75

32 j=1 =1 nJ
Lembramos que 7; e C; sao, respectivamente, os autovalores e coeficientes do pro-

blema G,. Assim sendo, observamos que, segundo as egs.(4.75) e (4.67). podemos
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definir S, ; como

3 Aw
By BT 3vm :Z——‘-“—*f@

(4.76
32 k=1 7?3 P’k )
e usando a condicao de normalizaciao dada pela eq.(4.49). encontramos
3 1
Sy ;= —‘/-—"_ch—. (4.77)
Propomos uma solugao do tipo
Gap(7, £p:) = F(Ep)e™ ™" (4.78)
e substituindo na eq.(4.74), encontramos
1 N
(n; — i) = 3 Z wiy[F (1) + F(—p)] + Sa5 (4.79)
e
N
(my + ) F(—pas) = Z i (i) + F(—pm)] + Sz (4.80)
Somando e subtraindo as equagoes (4.79) e (4.80), encontramos
i Saj
F(xu;) = ————=—, 4.81
) i F pi Unj) (4581)
onde
2 L w
Up)=1-n1) - (4-82)
k=1 nj

Portanto, seguindo as eqs.(4.78), (4.81) e (4.82) podemos escrever nossa solugao

particular do problema G, como

15 Sa j
Gop(T, ) = ———%

~7/n 4.83
€ . s
n; F pi nj) L)

Assim sendo, encontramos as constantes A; pois a condigao de contorno

dada pela eq.(4.70) estd completamente definida. Substituindo as eqs.(4.73) e (4.83)
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na eq.(4.70), encontramos um sistema de equagoes algébricas lineares da forma

=, [2— )i+ ov] N 8y (= 2)nu — an}
A; 2 I taA= + A i 1 (4.84
LA Wit Sy -l
para 1 = 1,...,N. A resolucdo deste sistema faz com que o problema G, fique

completamente resolvido.

Notamos que a constante E do problema H nao pode ser definida da

eq.(4.56). Logo, impomos uma condicao de normalizacao arbitraria na solugdo, que

-,li_{?o[N(T) +T(7)] =0. (4.85)

Considerando a eq.(4.85), concluimos que

B A (4.86)

Lembramos que as quantidades de interesse, perturbagao de densidade
e temperatura, respectivamente, N(z) e T'(z), definidas nas egs.(4.22) e (4.23), sao
agora escritas em termos de x, como
N—1

1 =
N(L’:) — K{—.‘I}——A;O’ﬁ— E[Z(‘EJ+ éAJ) e——:r:a-;’uj 4

F=1

7 S2 J wknj 5 ] _.Ia-/n) ]} (4.87)

Z[\/_Tb l QQ(WJ) k=1 773 i

1 N-1
T(z)=K{z+ Alo+ ;[Z A; el +
j=1

52 g N Wi 7?} —:ro' /1}';
2[3\”} L L e
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E importante observar que encontramos esta formulagao utilizando a integracao
analitica dos termos exatos da soluc@o e além disso, as condigdes de normalizagao

para simplificar as expressoes.
Conforme [32], definimos
Tasy(z) =2+ A/0, (4.89)

relativamente a qual o coeficiente de salto de temperatura ¢ resulta

d
Tasy(o) — C@Tasy(m) Iz=0 (490)
e entdo temos claramante que
£ = .4/0'. (4.91)

A decomposi¢ao em termos dos problemas escalares Gg, G e G usada
nesse capitulo é possivel apenas quando n(c) = c¢. Assim, no capitulo a seguir
desenvolvemos uma abordagem mais geral, independente do tipo de 7n(c). Para isso,

usamos também uma abordagem numérica para determinagao das fungbes ¢(v, ).
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5 UM TRATAMENTO VETORIAL

O tratamento apresentado no capitulo anterior para o problema de
salto de temperatura, considerando um modelo com freqiiéncia de colisdo variavel,
baseado na solu¢do de problemas escalares sucessivos, é possivel apenas quando
admitimos que a freqiiéncia de colisdo é proporcional a velocidade (n(c) = ¢).
Neste capitulo introduzimos uma abordagem vetorial que possibilita o tratamento
do referido problema de forma mais geral, uma vez que é vélida também quando
outras aproximagoes sdo usadas para descrever 7(c), conforme apresentado em [3],

tais como o modelo BGK cléssico e o modelo de esferas rigidas.

Dessa forma, voltamos a eq.(3.14), e introduzimos a mudanga de variaveis,

inicialmente proposta por Busbridge [13]

s SR -
e} o
v = sup{c/n(c)} (52)
e propomos entdo a decomposic¢ao
Z[r, ¢,&n(c) /el = Go(7, ) + En(c)Gi(7, €) + (¢ — w)Ga(T, ). (5-3)

Observamos que, a decomposicao expressa em (5.3) pode ser vista como
uma extensido de abordagens usadas anteriormente [5, 7], e resulta em uma impor-
tante reducao do nimero de variaveis envolvidas nos problemas a serem resolvidos,

como vemos a seguir, na derivagao apresentada.
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Encontramos, entdo, substituindo a eq.(5.3) na eq.(3.14), um conjunto

de problemas, descritos de forma geral como

fg;Gf(Ta £)+Gi(t,€) = /_:[1“5&,0(5’)610(7, &)+ i1 (€)G1(, &) +vi2(€)Ga(T, E)]dE,

(5.4)
parai=0,1,2. Aqui,
dool@) =3 [ ce el (5.5
woa§) = 2 [ e (o) 5:6)
wal®) = 3 [, e ~w)de (5.7
bale) = 25 e nie)de (5.8)
0@ =2 [ e 6.9)
wale) = 5F [ (0 - wide (5.10)
rol6) = 2 [ e (e - w)de (5.11)
una©) = B [ (o —w)de (5.12)
2
a2(O) = F [, e PN - ) (5.13)
onde
se ceM, = el ;. (5.14)

c
Determinamos também as condigoes de contorno, substituindo a eq.(5.3) na eq.(3.15)

e temos

Go(0,€) ~ (1 - @)Gol(0,~€) = A = 5 + (2 - a)(w = 5/2)¢, (5.15)
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G1(0,8) + (1 — a)Gi(0,—€) =0 (5.16)

G2(0,€) — (1 — @)G2(0, =€) = (2 — )€ (5.17)
para £ € (0,7]. Aqui, o termo de difusdo A é definido como

S8av

A=

/OT[%,O(f)GG(Ua &) — 10,1(§)G1(0, =€) + o 2(€)G2(0, —€)]€dE.  (5.18)

Introduzimos a notacao vetorial

GO (T': '5)
G(1,8) = | Gy(7,¢) (5-19)
L G2(T=£) i
e reescrevemos o problema como
a ! 1 ! e
£5-G(r6) +G(r.8) = [ T(E)G(r.£)de, (5.20)

onde a matriz W(£) de ordem 3 x 3 tem componentes ¥(£), como segue

Y0,0(8) Y0,1(8) o2(8)
W) = | ¥1o(€) ¥1a(E) ¥r2(6) |- (5.21)

Va0(€) ¥21(8) ¥22(8)
Para encontrarmos a condigao de contorno na forma vetorial, reescrevemos as egs.(5.15),

(5.16) e (5.17) como
G(0,6) - (1-2)SG(0,6) - 2a [~ D(E)G(0,-€)¢de' =R(E),  (5.22)
para £ € (0,v]. Aqui, S é dado por

S = diag{1,—1,1}, (5.23)



Yo0(§) —v0,1(§) o2(€)
D(§) = - 0 0 0 (5.24)

0 0 0

(2 - a)(w—5/2)¢+ (4/3)al’

R(¢) = 0 ; (5.25)

(2-a)

Sendo assim, buscamos uma solugéo limitada quando 7 tende ao infinito da eq.(5.20)

que satisfaz a eq.(5.22).

Observamos que o valor escalar de ¢ tem um efeito muito grande em
nossos resultados numeéricos. Mesmo havendo algumas inconsisténcias na literatura,

achamos apropriado usar o valor escolhido por Loyalka [23], definido como

16

o= ——0H1
1571/2

[ow 1 e)cte™ (¢ — 5/2)%dc. (5.26)

5.1 O caso especial: n(c) =c¢

Nas expressoes da se¢ao anterior escolhemos, conforme o objetivo deste
trabalho. ter

nle) = ¢ (5.27)

Escrevemos, como dito anteriormente, nosso problema na forma matricial

GD(T'J g)
G(7,§) = | G,(r,¢) (5.28)

GQ(T? &)
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e resolvemos o “grupo de trés” equagoes
9 e 86 )—/I\I"G "de!
‘58?_ T:f T:E - i (6) (Tag) 6,

onde
1 (3/4)m'/2¢ 0

(&) =5 | (9/8)m'/%¢ 3¢2 (9/16)71/2%¢

0 (3/16)7'/2¢ 1

sujeito a condi¢ao de contorno
G(0,€) - (1~ 0)SG(0,—€) — 2a [ D(E)G(0,~€)€'de’ = R(e)
para £ € (0,1] . Aqui definimos
S = diag{1,-1,1},

1 —(3/4)n'/%¢ 0-

DE)=1o0 0 g

0 0 0

(1/2)(a = 2)€ - (1/3)x
R(§) = 0

(2—-a)

e foi usado

y=1 I'=-1/4, w=2, fh=2e0c=

5?”2

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

E assim obtemos uma solugao para a eq.(5.29) satisfazendo a condi¢do de contorno

dada pela eq.(5.31).
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5.2 O método de ordenadas discretas: solucgoes

elementares numéricas

Assim como no método apresentado no capitulo 4, definimos nosso es-
quema de quadratura e a funcgao caracteristica, que aqui serd descrita através de
uma matriz. Notamos que a matriz caracteristica W(¢), definida pela eq.(5.30) é
nio simétrica. Portanto, ¥(£) # ¥(—£), e assim escrevemos a versao para o

problema em ordenadas discretas da eq.(5.29) como

N
:tfig;-G(T, +&) + G(7, £&) = > w[¥(&)G(7, &) + T(—&)G(T, —&)]  (5.36)

k=]

comi=1,2,...,N. Escrevendo as eqgs.(5.36), nés notamos que estamos considerando

N pontos de quadratura {£;} e N pesos {w;} definidos num intervalo [0, 1].

Buscando solugoes do tipo exponencial para as equacoes (5.36), defini-
mos

G(r, &) = (v, £&)e™ ™", (5.37)

Substituindo eq.(5.37) na eq.(5.36) temos
N
(v F&)B(v, £&) = v ) wi[P (&) R (v, &) + B (=€) 2 (v, —&)], (5.38)
k=1
paraz = 1,2,..., N. Consideramos que

&, (v)=[8"T(n.&) " (v,&) .. (v, W), (5.39)

2_(v)=[2"(v.-&) ®(v,—&) .. ®T(v,—&N)]" (5.40)

M = diag{&,1, &1, ..., Ex1), (5.41)
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onde I é matriz identidade de ordem 3. Complementando, definimos ainda que W ..

e W_ denotam matrizes de ordem 3N x 3V, onde cada 3 x 3V linhas sdo definidas,

respectivamente como

Ry =[w¥(&) w¥(&) .. wn¥(én)]

R_=[w¥(-&) w¥(=&) - wn¥(—&n)]

Assim escrevemos a equacio (5.38) como

v®,(v) —Me,(v) = v[W, 2, (v) + W_&_(v)]

v®_(V) +MP_(v) = v[W, D, (v) + W_&_(v))].

Neste ponto, achamos conveniente, ap6s algumas observacoes, escrever

s

W_ = DW_E_D’

onde a matriz D de ordem 3N x 3NN pode ser escrita como

D = diag{S,S, ..., S},

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.46)

(5.47)

onde S é dada pela eq.(5.32). Nés agora multiplicamos a equagao (5.45) por D e

reescrevemos as eqs.(5.44) e (5.45) como

V@, (V) — M&_ (v) = Y[W, &, (v) + DW.&_(v)]

vD®_(v) + MD®_(v) =v[DW_ & (v) + W, DP_(v)].

(5.48)

(5.49)
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Definimos

U

&.(v) + D&_(v) (5.50)

V=&,v)-D®_(v) (5.51)
e somamos as equagoes (5.48) e (5.49) obtendo
vI-(I+D)W, U = MV, (5.52)

onde, neste ponto, I é uma matriz identidade 3N x 3N. Podemos ainda determinar

a diferenca entre as equacoes (5.48) e (5.49), encontrando
v[I— (I-D)W,]V = MU. (5.53)

Eliminando V de nossas consideragdes, encontramos nosso problema de autovalores
definido por

AU = \U, (5.54)
onde A = 1/v% e
A=M1'I-(I-D)W, M I- (I+D)W,]. (5.55)

Sendo assim, determinamos nossos 3N autovalores v e respectivos autovetores U.
Neste ponto podemos observar que encontramos dois autovalores que tendem ao
infinito quando 7 tender a zero. Introduzimos, entao, trés solugdes linearmente

independentes do problema definido pela eq.(5.29), que séo
P;=[1 0 0, (5.56)

Py=[0 8 17 (5.57)
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P;=[0 1 0] . (5.58)
Temos entao
Gi(r) = [GT(r,£6) GT(r,£&) ... GT(r,x&)|" (5.59)

e portanto nossa solugao em ordenadas discretas pode ser escrita, apds excluirmos

todas as solugdes que nao sao limitadas quando 7 tende ao infinito, como

3N
Gi(r) = A1®1+ A2®,+ B35 + ) A; B (vs)e™M, (5.60)

i=3

onde B e A; sao constantes arbitrarias, para j = 1,2, ...,3N. Além disto,
&, =[P P .. Pil, §#=128 (5.61)
e ®.. sao avaliadas das equacdes (5.50), (5.51), (5.52) e (5.53). Encontramos entao

.. (v) = %{1 + M - 1+ D)W, ]}U, (5.62)

&_(1;) = 3D{I- M1~ (1+ D)W, }U,, (563)

onde U; sdao os autovetores dos correspondentes autovalores v;, retirados da eq.(5.54).

Substituimos a eq.(5.60) na condicao de contorno dada pela eq.(5.31) e

obtemos que

G(0,£) — (1 — @)RG(0, —€) — 20R4G(0, —€) = R.. (5.64)

Aqui é importante salientar que os termos associados as solucoes exatas foram in-

tegrados de forma exata e para os demais usamos nosso esquema de quadratura
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numérica. A matriz R, é definida como
R, = diag{8,8,..:5}, (5.65)

onde S é dada pela eq.(5.32), a matriz Rq é de ordem 3N x 3N e cada 3 x 3N linhas

sao definidas como

Rq = [i61D(§1) weéeD(&) ... wnénD(En)], (5.66)

onde D(¢) é dado pela eq.(5.33). O lado direito da equagao é dado por

R=[R"(&) RT(&) .. RT(&)), (5.67)

com R(&) definido na eq.(5.34).

Finalmente, notamos que a constante A; ndo pode ser definida da
equacao (5.64). Logo, impomos uma condigdo de normaliza¢ao arbitréria na solucao,

como ja feito no capitulo 4, que é

lim [N (1) + T(7)] = 0. (5.68)

T—00
Neste ponto, nés seguimos outros trabalhos, como [3] e [8] e concluimos, das egs.(4.15),

(4.16), (5.60) e (5.68) que

1

A1=*—§

s, (5.69)

Observamos que essa condi¢ao nao modificard, como veremos a seguir, o coeficiente

de jump.

Considerando agora as quantidades que queremos avaliar, substituimos

a eq.(5.60) nas eqs.(4.15) e (4.16), e usamos a eq.(5.69) para encontrar

| 3N
> AjINL®L () + N_®_(v)]e/"} (5.70)

N(1) = -[i{—’r - As +

7;-1/2



T(r) = %{T ol 3—?;21? > AT () + T2 ()™}, (571

onde
Ni = [iN(££) woN(££&) ... wyN(£éy)] (5.72)
Ti = [wlT(d:§1) ng(:tcEg) OJNT(:EfN)], (573)

com
N() =[(1/2)m'? ¢ —(1/4)x*? (5.74)
TE)=1[0 &/2 (3/4)7'7. (5.75)

Observamos novamente que para obter as eqs.(5.70) e (5.71), integramos analitica-
mente os trés primeiros termos da eq.(5.60), mas usamos nosso definido sistema de
quadratura para integrar os demais termos. Colocando as egs.(5.70) e (5.71) em

termos de z, encontramos

1 3
N(z) = —z — Ay/o + =y} D AN, (1)) + N_S_(v;)]e /¥ (5.76)

J=3

3N

2 —aTfv; = i 4
T(z) =z + Ao/o + 5—p 23 Aj[T . (v;) + T_D_(v;)]e” /" (5.77)
J:

onde impomos a condi¢ao de normalizagao K = 1.

Confome descrito no final da secdo 4.4, podemos ainda determinar o

coeficiente de salto de temperatura como

( = Az/o. (5.78)



6 ASPECTOS COMPUTACIONAIS E
RESULTADOS NUMERICOS

Na busca dos resultados numéricos para os problemas dos capitulos 4
e 5, formulamos um programa em linguagem FORTRAN. Para isto, seguimos os
passos basicos abaixo relacionados, que sao comuns para os dois casos, ou seja, para

o escalar e para o vetorial:

- incialmente temos de definir o esquema de quadratura. Como j4 tem
sido feito em outros trabalhos [3] - [9], o esquema escolhido foi 0 de Gauss-Legendre

[12], usando um simples mapeamento do intervalo [0,1] em [-1,1].

- determinamos as constantes de separacao {v;} pela resolucdo do
problema de autovalores dado pela eq.(4.43), no caso escalar, e eq.(5.54), no caso
vetorial. Aqui, é claro que, além da ordem dos sistemas serem diferentes, N no
caso escalar e 3N no caso vetorial, para o tipo especial de problema de autovalores
dado pela eq.(4.43) foi usada uma subrotina especifica [29], chamada UPDATER.

No outro caso, usamos a subrotina RG do pacote matematico EISPACK [30].

- resolvemos os sistemas lineares para determinacao das constantes ar-
bitrdrias da solu¢do. No caso escalar, estes sistemas estdo definidos nas egs.(4.56),
(4.65) e (4.84). Usamos para isto as subrotinas DQRDC e DQRSL (minimos quadra-
dos) do pacote matematico LINPACK [20], no problema H e as subrotinas DGECO
e DGESL (eliminacao Gaussiana), deste mesmo pacote, nos problemas G, e Go. No

caso vetorial, este sistema estd definido na eq.(5.64). Usamos as subrotinas DGECO
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e DGESL (eliminacao Gaussiana), do pacote LINPACK [20] para a resolucao deste

sistema.

E importante salientar que o tratamento escalar exige certo cuidado no
que diz respeito a& forma como estd definida a fungado ¢ (componente independente
da parte espacial da solugdo), uma vez que o denominador desta funciao pode se
anular quando os pontos de quadratura p forem iguais as constantes de separacao
v. Quando isso acontece, caso onde a fungao caracteristica ¥ (&) é zero do ponto de
vista computacional, usamos uma subrotina para fazer a comparagdo entre os pon-
tos de quadratura p e os autovalores v, eliminando do nosso esquema de quadratura
[5] os valores para os quais a igualdade acontece. Nos problemas tratados nesse
trabalho isso ndo ocorre e portanto nao foi necessario usarmos desse recurso. Ja
no tratamento vetorial, observamos que podem ocorrer autovalores repetidos, e por
isso a op¢ao em usarmos as autofungdes numeéricas, uma vez que a subrotina RG
fornece autovetores linearmente independentes. Esta pode ser uma das vantagens de
se usar o tratamento de solugoes elementares numéricas, ou seja, quando ocorrem
autovalores repetidos, este tipo de tratamento é simplificado pelo uso de autove-
tores numéricos. No entanto, é necessario salientar que a abordagem das solucoes
elementares analiticas também pode ser usada para o tratamento de problemas ve-

toriais, como j4 foi utilizada em problemas de outras dreas [7].

Apresentamos na tabela 6.1 a seguir os resultados encontrados para o
coeficiente de salto de temperatura, dado pela eq. (4.91), para diferentes valores

do coeficiente de acomodagdo «. Usamos diferentes valores de N, ou seja, pontos



de quadratura, e a formulacdo vetorial para gerar os dados mostrados na tabela a

seguir.

Tabela 6.1: Coeficientes de salto de temperatura  para diferentes o

N=d N=10 N=40
a ¢
0.1 21.19377 21.19359 21.19359
0.2 10.10750 10.10735 10.10735
0.3 6.406559 6.406418 6.406417
0.4 4.552007 4.551885 4.551884
0.5 3.436066 3.435961 3.435960
0.6 2689474 2.689384 2.689383
0.7 2.153973 2.153897 2.153897
0.8 1.750436 1.750372 1.750372
0.9 1.434900 1.434848 1.434848
1.0 1.180989 1.180947 1.180947

Salientamos que os resultados obtidos foram confirmados usando a for-
mulagdo escalar. Além disso, para a@ = 1.0, fazendo a devida adequagdo do valor
usado para sigma, o resultado obtido para o coeficiente de salto (£ = 0.799533)
pode ser comparado com o obtido por Williams e Cassel (¢ = 0,799), mostrando

boa concordancia .

Podemos observar melhor na figura (6.1) a seguir, a relagao entre o

coeficiente de acomodagdo e o de salto de temperatura.
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Figura 6.1: Coeficiente de acomodagao x Coeficiente de salto de temperatura

Nas tabelas 6.2, 6.3 e 6.4 a seguir, mostramos os valores obtidos
usando N =4, N =10e N =40, a2 = 0.2, a = 0.5 e a = 1.0 respectivamente para os
desvios de temperatura, T'(z) e densidade, N(z), conforme eqs.(4.87) e (4.88) no caso
escalar e eqs.(5.76) e (5.77) no caso vetorial. E importante salientar que os resultados
j4 sao bastante precisos (em torno de quatro a cinco digitos de precisao) para um
nimero de pontos de quadratura pequeno, por exemplo, N = 10. Salientamos
ainda que a execugao das rotinas leva menos de 5 segundos, num pentium 200 MHz
MMX. A figura (6.2) retrata os valores da tabela (6.2), onde podemos perceber o

comportamento analogo descrito, segundo Welander [31], na figura (2.1).

Apesar de nao termos prova rigorosa para convergéncia dos resul-
tados apresentados nas tabelas desse trabalho, usamos alguns procedimentos para
estabelecer confianca relativamente aos digitos mostrados. Além da implementagao

através do tratamento escalar e vetorial para esse caso, duas diferentes aborda-



gens também foram usadas para o modelo associado ao caso chamado BGK cldssico
(n(c) = 1) [3, 8], sendo que todos os resultados foram obtidos por implementacoes
computacionais independentes. Embora o problema aqui tratado seja considerado
um problema cldssico, obtivemos resultados ainda nao disponiveis na literatura,

através de uma formulagao que se mostrou eficaz e capaz de ser genérica.

Tabela 6.2: Perturbacdo de Temperatura e Densidade para o« = 0.2

N=4{4 N =10 N =40

T T(z) N(z) T(z) N(z) T(z) N(z)
0.0 9.69782 -9.90887 9.69786 -9.90881 9.69787 -9.90881
0.1 9.92584 -10.0712 9.92591 -10.0722 9.92599 -10.0722
0.2 10.0910 -10.2043 10.0857 -10.2015 10.0859 -10.2017
0.3 10.2318 -10.3242 10.2264 -10.3214 10.2264 -10.3214
0.4 10.3599 -10.4378 10.3564 -10.4360 10.3564 -10.4360
0.5 10.4811 -10.5481 10.4796 -10.5472 10.4796 -10.5472
0.6 10.5982 -10.6563 10.5981 -10.6561 10.5981 -10.6561
0.7 10.7125 -=10.7631 10.7132 -10.7633 10.7132 -10.7634
0.8 10.8246 -10.8689 10.8257 -10.8693 10.8257 -10.8694
0.9 10.9349 -10.9738 10.9361 -10.9743 10.9362 -10.9744
1.0 11.0439 -11.0780 11.0450 -11.0785 11.0450 -11.0786
2.0 12.0884 -12.0990 12.0881 -12.0987 12.0881 -12.0987
3.0 13.1008 -13.1046 13.1004 -13.1043 13.1005 -13.1043
4.0 14.1049 -14.1064 14.1046 -14.1062 14.1047 -14.1062
5.0 15.1064 -15.1070 15.1062 -15.1069 15.1063 -15.1069
6.0 16.1070 -16.1073 16.1069 -16.1071 16.1069 -16.1072
7.0 17.1073 -17.1074 17.1071 -17.1072 17.1072 -17.1073
8.0 18.1074 -18.1075 18.1072 -18.1073 18.1073 -18.1073
9.0 19.1075 -19.1075 19.1073 -19.1073 19.1073 -19.1073
10.0 20.1075 -20.1075 20.1073 -20.1073 20.1073 -20.1073
20.0 30.1075 -30.1075 30.1073 -30.1073 30.1073 -30.1073




Desvio deTemperatura

12,4 4

114 A

104 4

94 T T T T T

Variagio de x
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59

Tabela 6.3: Perturbagdo de Temperatura e Densidade para a = 0.5

N=4 N =10 N =40

z T(z) N(z) T(z) N(z) T(z) N(z)
0.0 3.10165 -3.27404 3.10167 -3.27399 3.10167 -3.27399
0.1 3.30397 -3.42466 3.30553 -3.42539 3.30560 —3.42542
0.2 3.45864 -3.55154 3.45434 -3.54933 3.45447 -3.54940
0.3 3.59193 -3.66779 3.58761 -3.66557 3.58758 -3.66556
0.4 3.71490 -3.77892 3.71213 -3.77748 3.71209 -3.77746
0.5 3.83232 -3.88732 3.83111 -3.88666 3.83110 -—3.88665
0.6 3.94635 -3.99405 3.94628 -3.99396 3.94628 -3.99397
0.7 4.05804 -3.09964 4.05865 -4.09989 4.05866 —4.09990
0.8 4.16795 -4.20437 4.16890 -4.20479 4.16891 -4.20480
0.9 4.27644 -4.30841 4.27748 -4.30888 4.27749 —4.30888
1.0 4.38375 -4.41188 4.38475 -4.41232 4.38475 -4.41233
2.0 5.42037 -5.42905 5.42014 -5.42888 5.42014 -5.42888
3.0 6.43053 -6.43366 6.43030 -6.43349 6.43030 -6.43349
4.0 7.43389 -7.43514 7.43377 -T7.43503 7.43378 ~-7.43503
5.0 843517 -8.43569 8.43507 -8.43559 8.43508 -8.43559
6.0 9.43568 -9.43591 9.43559 -9.43581 9.43559 -9.43581
7.0 10.4359 -10.4360 10.4358 -10.4359 10.4358 -10.4359
8.0 11.4360 -11.4360 11.4358 -11.4359 11.4359 -11.4359
9.0 12.4360 -12.4361 124359 -12.4359 12.4359 -12.4359
10.0 13.4361 -13.4361 13.4359 -13.4359 13.4359 -13.4360
20.0 23.4361 -—23.4361 23.4359 -23.4359 23.4360 -23.4360
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Tabela 6.4: Perturbacao de Temperatura e Densidade para a = 1.0

N=4 N =10 N =40

% T (z) N(z) T(z) N(z) T(z) N(z)
0.0 0.96544 -1.07667 0.96544 -1.07664 0.96544 -1.07665
0.1 1.13079 -1.20899 1.13168 -1.20941 1.13172 -1.20943
0.2 1.26586 -1.32622 1.26309 -1.32481 1.26318 -1.32486
0.3 1.38731 -1.43668 1.38458 -1.43529 1.38456 -1.43528
0.4 1.50217 -1.54387 1.50044 -1.54298 1.50041 -1.54297
0.5 1.61346 -1.64931 1.61274 -1.64892 1.61273 -1.64892
0.6 1.72257 -1.75368 1.72257 -1.75365 1.72258 -1.75366
0.7 1.83017 -1.85731 1.83060 -1.85750 1.83061 -1.85751
0.8 1.93662 -1.96038 1.93726 -1.96068 1.93727 -1.96068
0.9 2.04214 -2.06300 2.04284 -2.06333 2.04285 -2.06334
1.0 2.14690 -2.16526 2.14756 —2.16557 2.14757 -2.16557
2.0 3.17074 -3.17642 3.17062 -3.17633 3.17062 -3.17634
3.0 4.17737 -4.17942 4.17724 -4.17934 4.17725 -4.17934
4.0 5.17957 -5.18038 5.17951 -5.18034 5.17952 -5.18034
5.0 6.18040 -6.18074 6.18036 -6.18070 6.18037 -6.18071
6.0 7.18074 -7.18089 7.18070 -7.18084 7.18071 -7.18085
7.0 8.18088 -8.18095 8.18084 -8.18090 8.18084 -8.18091
8.0 9.18094 -9.18097 9.18090 -9.18093 9.18090 -9.18093
9.0 10.1810 -10.1810 10.1809 -10.1809 10.1809 -10.1809
10.0 11.1810 -11.1810 11.1809 -11.1809 11.1809 -11.1809
20.0 21.1810 -21.1810 21.1809 -21.1809 21.1809 -21.1809
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7 CONCLUSOES

Observando os resultados apresentados nesse trabalho para a solucao do
problema de salto de temperatura, baseado em um modelo com freqiiéncia de colisdo
variavel, verificamos que a versao do método de ordenadas discretas [5] aqui usada,
e baseada em um esquema de N pontos de quadratura para metade do intervalo
de integragao, mostrou-se eficiente e simples para ambas as abordagens, escalar e
vetorial, gerando resultados numéricos bastante precisos, incluindo casos, segundo
nosso conhecimento, ndao encontrados na literatura. Como ji observado em outras
aplicacgoes, além da ordem da matriz associada ao problema de autovalores se reduzir
a metade das abordagens usadas tradicionalmente, em muitos casos os problemas
de autovalores obtidos sao também mais simplificados. Além disso, a abordagem
permite que as componentes independentes da parte espacial, associadas as solugoes
elementares, sejam obtidas analitica ou numericamente. O segundo caso tem se

mostrado apropriado para o tratamento de autovalores repetidos.

Outros modelos para o fator 7(c), ou seja, para descrigao da freqiiéncia
de colisdo, ja foram estudados através dessa formulagéo [3], obtendo resultados igual-
mente satisfatérios para esse problema. No nosso entendimento o tratamento de
modelos com freqiiéncia de colisdao varidvel representa um avango importante no que
diz respeito aos problemas de gases rarefeitos, uma vez que essas “ equacoes modelo”

resultam de simplifica¢ées do modelo original, a partir de considera¢ées matematicas



62

e propriedades fisicas, sendo de extrema importancia o tratamento de modelos mais

complexos através de formulagGes mais simples.

Pretendemos agora investigar outros tipos de equagdes modelo, que
nio o CLF, como o modelo S [26], e também outras formas de interacao entre as
particulas e a parede, que de acordo com a literatura parecem melhorar significa-
tivamente a representacdo das propriedades fisicas da dinamica dos gases.
O modelo S é um modelo derivado do BGK, que segundo Sharipov e Seleznev
[26] determina melhores aproximagoes para parametros fisicos como, por exemplo,
o ntiimero de Prandtl, sendo que a principal modifica¢do relativamente a formulagao
aqui apresentada diz respeito a forma do termo integral associado as colisdes. No
caso da interacao gdas-superficie, 0 modelo conhecido como condi¢ao de contorno de

Cercignani-Lampis [16] é o que devera ser estudado.
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8 ANEXO

8.1 Um estudo dos autovalores de D + avv?

No capitulo 4, utilizamos um problema de autovalores cuja matriz tem
a forma D — 222”7, onde D e z estdo definidos conforme equacdes (4.40) e (4.45)
respectivamente. Algumas propriedades relativas a esse tipo de problema devem ser

enfatizadas.

Conforme podemos ver, por exemplo, em [24], os autovalores tém um
comportamento especial, ocorrendo um entrelagamento entre os autovalores de D e
os autovalores de D +avv”, ajudando na localizagdo dos autovalores de D + avv?.
Na verdade, é possivel mostrar [24] que, se o é real e ndo nulo, entdo os valores
da matriz D ndo sdo autovalores da matriz D + avv’ e ainda, os autovalores de

D + avvT sdo as solugoes da equagio secular f(€) = 0 definida por

v2

F6)=1+a¥ p (8.1)

i=1
onde \; sdo as componentes da matriz D. Todos esses fatos contribuem na deter-

minacéo dos autovalores de D + avvT.

Outro ponto importante nas consideragdes de Meyer [24] é o fato de
que o0s autovetores possuem uma forma especial, descrita como (D —&;I)"'v, a qual
estd associada com o autovalor &. Para mostrarmos tal situagao, partimos do fato

de que f(&) =1+ av?(D — &)~ 'v = 0 para escrever

(D 4+ avvh)(D - &I)"'v = D(D = £I)7'v + v(avT (D - 1) 1v) (8.2)
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e assim

D+ avvH)(D-&D)'v=D(D - &I) v —v. (8.3)

Podemos ainda observar que
D +avwl)(D-&I) v = (D — (D - &I)(D — £1) 7y, (8.4)

logo
(D+avw)(D -1 v =&(D - &)y, (8.5)

Concluimos entdo que a forma especial (D — &I)~'v é um autovetor de D + avv”

associado a &;.
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