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Resumo

Consideramos o problema de Cauchy associado & equagdo de Benjamin-Bona-Mahony

em R™ 1< n <3 com dissipac¢do do tipo Burger, da forma

g — Auy — aAu+ B.Vu+ ¢ (u) Vu=0

u(z,0) =ug(z), t>0, z€R"

onde o > 0 € constante, B é um vetor constante de R", ¢ é uma funcido vetorial de varidvel
real u, A é o operador Laplaciano n-dimensional e V é o operador Gradiente n-dimensional.
Provamos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua da solugdo em relacio
a0 dado inicial. Também, obtemos o decaimento da solu¢do nas normas de L? (R™) e H! (R")

paral <n < 3.

Abstract

Let’s consider the Cauchy’s problem associated to the Benjamin-Bona-Mahony equation

in R™, 1 < n < 3 with a burger dissipation, in the way

up — Auy — eAu+ B Vu+ ¢ (u) Vu=0

u(z,0) =uo(z), t>20, z€R"
where a > 0 is a constant, BE R™ is a constant vector, y is a vector valued function of the real

variable u, A is the n-dimensional Laplace operator, V is the n-dimensional gradient operator.
We prove the existence, uniquiness and continuous dependence of the solution.We analyse the

norm decay of the solutions in L? (R™) and H!(R") 1< n < 3.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho fazemos uma anédlise do problema de Cauchy e do comportamento assintético
da solucdo da equacao dispersiva e dissipativa do tipo Benjamin-Bona-Mahony-Burguer, da

forma

uy — Auy — alAu+ B.Vu+ ¢ (u) . Vu=0
(1.1)
u(z,0) =up(z), t=20, z€R"

Quando n = 1 e & = 0 a equagdo em (1.1) foi deduzida por Benjamin-Bona e Mahony [4]
como um modelo que descreve de modo aproximado a propagacao unidirecional de ondas de
agua em um canal cujo fundo é raso.

Este problema, no caso 1 < n < 3, foi estudado por L. Zhang [15]. No capitulo 3 deste
trabalho, provamos a existéncia e unicidade de solucdo global forte para o problema (1.1)
e a dependéncia continua da solugdo em relagdo ao dado inicial. Para isso, estabelecemos
primeiramente a existéncia de solu¢do local de (1.1) via a teoria de semigrupos e o principio

de contragao de Banach. A seguir, através de estimativas a priori, provamos a existéncia de

solugdo global.
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No capitulo 4 estudamos o comportamento assintético da solu¢do do problema (1.1). Nesta
parte, seguimos o método descrito em L. Zhang [15] que consiste, basicamente, em obter uma
boa estimativa para |i (y,t)|, sendo 4 a transformada de Fourier de u. O método consiste em
obter a forma integral da solugéo de (1.1), via transformada de Fourier, e depois estimar esta
integral em R", dividindo a mesma em intervalos convenientes.

No caso n = 1, Amich, Bona e Schonbeck [4] estudaram o problema (1.1) e primeiramente
consideraram o problema linear associado a (1.1) e obtiveram taxas de decaimento nas normas
de L*(R) e L*(R). Para isso, a transformacio de Cole-Hopf foi empregada. No caso n > 1
este método nao funciona, pois é dificil estudar a transformacdo de Cole-Hopf em funcées
mais complexas. Nesse caso (n > 1), estudamos o decaimento da solucdo seguindo a técnica
de separagdo de Fourier para estimar a solucéo do problema nio linear, nas normas de L? (R")
e H'(R™), para 1 < n < 3. Estes resultados obtidos por L. Zhang [15] incluem aqueles obtidos
em [4] para o caso n = 1. Assim o trabalho L. Zhang [15] generaliza o trabalho de [4] para o
caso 1 € n < 3 e fornece outra demonstracao para o caso n = 1.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo: no capitulo 2 apresentamos as definigoes
e os resultados basicos que utilizamos nos capitulos subseqiientes; no capitulo 3 estudamos a
existéncia e unicidade de soluc¢do e provamos que o problema é bem posto em relagdo ao dado

inicial; no capitulo 4 obtemos taxas de decaimento da solugdo para o problema (1.1).



Capitulo 2

Resultados Basicos

Neste Capitulo apresentamos os resultados bésicos que sdo utilizados nos capitulos sub-
seqiientes. Algumas demonstragées sao omitidas por se tratarem de resultados bem conheci-
dos, mas em cada caso, mencionamos alguma referéncia.

As proposigoes a seguir fornecem desigualdades que ser@o necessdrias nos capitulos 3 e 4.
Proposicao 2.1 (Desigualdade de Gronwall generalizada). Seja g(t) > 0, h(t) > 0 tal
que

i
go(t) SC+M(1+1t)? +/0 g(s)h(s)ds, 0<t< oo,

onde C > 0 e M > 0 sao constantes e h(t) satisfaz

foch(t)dt <K,
0

Entao

g(t) < [C'-i—Mr (1 -I—t)%] exp [fowh(t)dt] ; 0ET <

Demonstracao: Ver referéncia [15].
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Proposicao 2.2 (Desigualdade de Young). Sejam a, b nimeros reais ndo negativos.
Entao:

a? b
e — gl
P q

sempre  que +%=1 com 1< p < oco.

3 -

Demonstragao: Ver referéncia [1].
Definigao 2.1 Sejam p € R com 1 < p < oo e 2 um aberto do R", definimos:
i) LP () = {f : Q — R/f € mensurdvel e |f|F ¢ integrdvel a Lebesgue }.

Denota-se por :

1Al e = L[If (I)Ipdwl

a norma de f em L? ().
Quando p = 2 usamos || f||.. = || f]| .

Observamos que L?(2), na verdade, é formado por classes de equivaléncia, onde duas
fungdes estao na mensma classe se forem iguais quase sempre.

i) L*(Q) = {f:Q — R ,f é mensurdvel e tal que existe C > 0 com |f (z)| < C quase
sempre em Q}.

Denota-se por :

[ flloc = supess|f| =inf{C/|f(z)| < C g.sem Q}

a norma de f em L*(Q).

Tem-se que L*°(§2) é um espago de Banach.

(]



Proposicao 2.3 (Desigualdade de Holder). Se u € L? e v € LI, entao uv € L' e tem-se

f|uv|d$ < lell g 0]l 2o

para

1
4 =
q*—]..

- R

Demonstracao: Ver referéncia [1].

Proposigao 2.4 (Desigualdade de Minkowski). Se u,v € L? entao

llu +vlie < llullge + llvll 2

onde 1 < p < 0.

Demonstragao: Ver referéncia [1].
Proposicao 2.5 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg). Para todo p,q,7 € [1,00] €
para todo nimero natural m e k, existem constantes o € [0,1] e C > 0 tal que para toda
u € C§° (R") tem-se

[p*u|,, < CID™ g iz

onde
1 1-—
E—k:a(——m)+(1—-a)——, ~§3+( ce)’
P r P i q
€
Sr1+...+0n p
k r - 3 u
”D uan - Z ) 5 P Bn
Bi+..+fn=k |01 ---OTn " |[1p

Demonstragao: Ver referéncia [9].
Definicao 2.2 O espago de Schwartz ( ou das fun¢oes rapidamente decrescentes ) denotado

por S(R™) € a colecao das fungoes f : R® — C,C o corpo dos complezos, tais que:



i) f € C®(R™).
@) || fllos = sup Ix“@ﬁf(xﬂ < o0, para todo (a,8) € N x N.
zER™
Definigao 2.3 Seja f € S(R™). A transformada de Fourier de f € a funcdo dada por:

F(N©=F© =072 [ f)etda
Rn

n
onde z = (z1,...,Zn) ,& = (&1,...,&n) sao vetores do R™ e z.§ = Y z;€; € o produto interno
j=1

usual em R™.

Proposicao 2.6 A transformada de Fourier de f € L' (R™) € uma funcao continua e satisfaz:

I7]_ < @) ifll-

1)

Demonstracao: Note que

< (2m)72 [ 1f(=)ldz = (27) 2 ||l s para todo
€ € R™. A continuidade é consequéncia do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue.(Ver
Teorema 2.3 neste capitulo).

Definigdo 2.4 Se f,g € L}(R™), a convolugao de f e g € a funcdo dada por

(f*9) (@)= [ f@—v)s)dy.

er

LES

Proposicdo 2.7 Sejam f,g € L*(R"™). Entao (f = g)" (€) = (2n) FE)g(€),€ e R
Demonstragao: Ver referéncia [10].
Proposicao 2.8 Suponha que f € S(R™) entao f € 8(R™) e (D*f)" (€) = ieeef (¢) , € € R™.

Demonstragao: Ver referéncia [10].

Proposigao 2.9 Seja f € S(R"). Entao vale a formula de inversao :

Ffle) = f(a) = @m)F [ fe)e=ds
R™



e as propriedades :

i) | (2) =f (~2).
i) f=f=F.

Demonstragao: Ver referéncia [10].

Proposigdo 2.10 (Identidade de Parseval). Se f € S(R™) entdo | f|| 2 = ”;’\” .
LQ

Demonstragao: Ver referéncia [10].

Definigao 2.5 Seja s € R, s > 0. Denotamos por H* (R™) o espago de Sobolev de ordem s

H'(R") ={ue S'(R") / JsieL*(R")}

bl

, com a norma -

onde Js(z) = (1 + |:z:|2)

2

1712 = [ (1+16P)° |7 @) do-

Rm

Definicao 2.6 Sejam V' e H dois espagos de Hilbert, sendo V' um subespago de H. Diz-se que

V estd continuamente imerso em H quando: || f|lz < C ||f|l,, para toda f € V, sendo C > 0

constante, independente de f € V.

Notagao: V — H.

Teorema 2.1 (Teorema de imersoes de Sobolev).Seja Q aberto do R™ e

Wm™P(Q)={feLP(Q):D°f € LP(Q) para 0<|a|]<m}

onde D®f€ a derivada no sentido das distribuicoesde f.

Com esta notacao, temos as seguintes imersoes:

1) W™P(Q) — L2(Q) se m.p < n onde -(1; =1i_m

r n-

o ——

Ay - |
Pr- s YFRGS

Eéﬁ@" SISTEMA Mk BIBLIOYECUAS
1

3

£, BIBUOTECA SETORIAL DE MATEMATICA



2) WP (Q) — LI(Q) semp=n eq€ [2, ).

3) WmP(Q) — L*(Q) se m.p > n.

Observe que W™? ({2) com a norma

1y = 22 ID*FIZ
|al<m

é um espago de Banach.

Demonstragao: Ver referéncia [1].
Definicao 2.7 Seja X um espaco de Banach. Diz-se que uma aplicagao
S:R"Y — L(X) € um semigrupo de operadores lineares limitados de X se:

i) S(0) = I, onde I éoperador identidade de X.

i) S(t+s)=5(t)S(s), para todo t,s € R™T.

Diz-se que o semigrupo € de clase Cj se

ii1) zl—i-%i I(S (t) = I) z||x = 0 para todo z € X.
Proposicao 2.11 Se S € semigrupo de classe Cy entdo ||S (t)|| € uma funcdo limitada em
todo intervalo limitado [0,T].

Demonstragao: Ver referéncia [13].
Proposigao 2.12 Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo, isto €, set € R entao
lsiE%S(s)w = S(t)z para todo z € X.

Demonstracao: Ver referéncia [13]

Observe que, semigrupos de classe Cy sao também conhecidos por semigrupos fortemente

continuos.



Definigao 2.8 O operador A : D (A) — X, definido por

o
D(A) = {I € X/ lim 5th) J!r:.t' cra‘ste}
h—0
€
. S(h)—-1I
Az = _ ;
& hlftl)]+ ¢ para todo z € D(A),

€ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.
Proposicao 2.13 Seja S um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal de S. Se

z € D(A), entao S(t)z € D (A), para todot >0 e
d
aS (t)z = AS (t)z = S (t) Ax.

Demonstragdo: Ver referéncia [13].
Teorema 2.2 (Teorema de Hille-Yosida). Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que
um operador linear A : D (A) C X — X, X espaco de Banach, seja o gerador infinitesimal de

um semigrupo {T (t)} >, de classe Cq € que:

1) A seja fechado e D (A) = X;

1i) Existem constantes reais M e w tais que para A € R, A > w, se tenha A € p(A) e

M
||R(A,A)"us({—w, V neN.

Neste caso |T (t)]| < Me*t, V t>0.
Demonstragao: Ver referéncia [13].
Teorema 2.3 (Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (u,) uma

sequéncia de fungoes integrdveis em 2 C R™ ) aberto, convergente quase sempre para uma

10



fungao u. Se existir uma fungao integravel ug tal que |uy,| < ug quase sempre para todon € N,
entao u € integrdvel e tem-se:
/u = r}glgc Un.

Demonstragao: Ver referéncia [8].
Teorema 2.4 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja X um espago méirico completo
e S : X — X uma aplicagao tal que ||S (v1) — S (v2)||x < K |[v1 — v2| x para todo vi,va € X
com 0 < K < 1 entao S tem um wnico ponto fizo, isto € eriste u € X tal que Su = u.

Demonstragao: Ver referéncia [8].

Proposicido 2.14 Seja H € C'(R), H (t) > 0 tal que

Entao H (t) — 0 quando t — oo.

Demonstragao: Dado ¢ > 0 entédo existem M; = M;(¢) > 0 e My = My (e) > 0 tal que

Ve

oo € o | d
/MIH(t)dt<§ e sz aH(t) dt<—-:?—.

Sejam t e £ > M = max {M;, Mo} com t > t. Por integracdo por partes obtemos:

/;(s_s) 2 Hds = (t_a)H(t)_f;H(s)ds_
Dai

(1&—15).:‘.{(1‘5)=‘/fl£}-1'(.':?)ds-|—f{t (S—f) %Hds.

Portanto

d

(t—E)H(t)5£H(s)ds+(t—f)f; =H

.S

ds.

11
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Escolhendo  tal que t — f = 1/ segue que

ds.

< — — o e
H(t) < \/E/M H(S)d3+./M ‘dsH ds < \/E/MIH(S)ds-l»]Mz‘dsH

Assim obtemos H (t) < /e, como queriamos.

12



Capitulo 3

O problema de Cauchy

Introducgao
Neste capitulo estudamos o problema de Cauchy associado & classe de equacGes dis-

persivas e dissipativas do tipo Benjamin-Bona-Mahony-Burguer em R", com 1 < n < 3, isto

ug — Auy — alAu+ B.Vu+ ¢ (u) . Vu=0
(3.1)
u(z,0) = uo(z)
ondet>0,z€ R"(1<n<3).
Assumimos que:

A funcio ¢ € C! (R, R") e existe v > 1, v € Z, e uma constante C' > 0 tal que

< C|s|” paral1 < j < n, B=(By,..., B,) é um vetor constante do R™, a > 0 e o dado

562

inicial ug € H? (R")

[o3]
Hlo

Em (3.1) o operador A = En -6‘3—;5 é o operador Laplaciano e V = (—, ) é o vetor
gradiente.

O propoésito deste capitulo é discutir a existéncia e unicidade de solucao global para o

13



problema de valor inicial (3.1) e a dependéncia continua da solug@o em relagao ao dado inicial.

A existéncia e unicidade de solugdo local para o problema de valor inicial é estudado via a
teoria de semigrupos e do principio de contragao de Banach. Usando uma estimativa a priori,
obtida pelo método da energia, mostramos que a solucdo nao explode em tempo finito. A

existéncia global segue entdo via argumentos conhecidos.
Existéncia de solugao local

Consideremos o problema (3.1) e vamos escrevé-lo na seguinte forma
w—a(l=A)"Au=—(1-A)"[p(u).Vu+ B.Vy]
u(z,0) = ug (z)
em vista que (I — A) : H2(R") — L? (R™) é uma isometria.
Primeiramente vamos estudar certas propriededades do semigrupo associado ao problema

linear:

ut—a(l—A)_lAu=0, a>0
(3.3)

u(z,0) = ug(z).

Seja Qo =a (1l — A)—1 A, onde @, é o operador
Qa: D (Qa) C L*(R™) — L*(R™)
cujo dominio é dado por :
D(Qo)={uec H*(R") tal que a(l-A)"Auel? (R™)}.

14



Para o > 0, y € R" e ug € H*(R"), usando a transformada de Fourier em (3.3) vamos

definir:
aiyigr
Fo(t,y) = e T+Wi (3.4)
Eqo (t) uo = (Fa (t,y) ii0)" (3.5)

Com esta notacao temos o seguinte teorema:
Teorema 3.1 Seja o € (0,00). Entao:

i)Eq(t) € £(H?*(R™),H?(R™), V t>0 e satisfaz:

IBa () uolly < lluolly, ¥ uge H*(R"). (3.6)

ii)A familia E, () : H? (R™) — H?(R™) é um semigrupo de contracdes classe Cy.
Demonstragao: Vamos provar (i).

Se ug € H2(R™) temos:

1Ba @ uoll3 = [ (1+1y%)" |Eal®uo| dy =
Rn

2 _2al?t _ 2ajyl®t

/ (1 qe |y|2) e 1+l |%g (y)|2 dy < sepsluip (e 1+lyl ) ||u0||§.
y

Rn

Logo E, (t)ug € H*(R") e

| Ea (£) uolly < lluoll; -
Vamos provar (ii). Tem-se que:
1)Ea (0) uo = (Fa (0,) i0)” = uo

Logo E,(0) = I.

15



2)Eq (t) up = (Fa (t,y) @0)” = Fa (t,y)" * uo.

Assim:

Eo(t) Ea(s)uo = Fa(t,y)" * Ea(s)uo
= Fa(t,y) * Fa(s,y)" % uo
= (Fa(t,y) Fa(s,9))" *uo
= (Fa(t+s,))" *uo

. (Fa (t-i—s:-y)ﬁo)v — Ea (t +3) ug-

3)|Ea (£) olly = || (Fu (t, ) 20) ||, < lluolly-
Portanto para ¢t > 0,y € R" e a > 0, temos || E, (t)]], < 1.

Assim temos que E, (t) é semigrupo de contragdes, agora vamos mostrar que € de classe

Para isto note que a aplicagdo ¢ € (0,00) — E, (t) ug é continua de R* — H?(R").
De fato, para obtermos a continuidade em t = #g, vamos supor primeiramente ¢ > fg.

Tem-se:

|Ea(t)uo - Ea(to)uolld = [ (1+1u1%)" 1Fa (t:3) = Fa (to, )" I (1) dy

2 e
(14 1y1*) " 1Fa (to — t,y) = 11 |Fa ()1 |0 ()| dy.

I
e, T,

Note que quando t — t§, 0 termo |Fy (tg — ¢,y) — 1| — 0, para cada y € R™.
Logo

(1 + 16°)* 1Fa (to — t.9) = 1% |Fa (2,)1° [0 (0)]* — O (3.7)

16
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quando t — tg.

Do fato de |F, (t,y)| < 1 segue que:

(1+ 161)" 1Fa (to — t,9) = 117 |Fa (£, 9) P o (9) 2

< 1+ Wl ¢>o. (38)

Assim temos de (3.7) e (3.8) e usando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

(ver teorema 2.3 do capitulo 2) que:

J (+16P) 1P o = 9) = 1P 1Fa &, 0)1* 0 ()P dy — O
R

e dai || Eq (t) uo — Eq (to) uoll, — 0 quando ¢ — 5.

A continuidade a esquerda é feita de maneira andloga.

Logo E, (t) é continua. Fazendo t; = 0 obtemos que E, (t) é de classe Cj pois
lim || Ea (t) uo — Ea (to) uoll, = 0.

Como consequéncia tem-se:

Corolario 3.1 Seja ug € D (Q,) C H? (R™) entdo:
u(z,) = Ea (#) uo € C ((0,00), D (Qa)) N C* ([0 0) , H* (R))
€ a unica solugao do Problema de valor inicial (3.3).
Agora vamos considerar o problema n3o linear (3.2) e vamos mostrar a existéncia e unici-
dade de solugédo local em H? (R™).
Se u (z,t) é solugdo de (3.3) entdo podemos verificar facilmente u (z,t) satisfaz a equagéo

integral associada, isto é:

u(z,t) = Eq(t)ug— /Ot Eq(t—3s)(1—A) e (u) . Vu+ B.Vu]ds. (3.9)

17



Vamos provar que a equacao integral (3.9) possui uma tnica solugdo local em uma classe

conveniente de funcoes.

Teorema 3.2 Seja ug € H?>(R"), 1 < n < 3. Entdo eziste Ty > 0 e uma unica funcgao
u € C ([0,To), H2(R™)) solugdo da equacao integral (3.9).

Demonstracao: Fixamos R > 0 e definimos o espaco vetorial normado
Xp(T)={veC(0,71],H (R”)) ;sup [|v (t) — Ea (H)uoll, < R e v(z,0) = up(z)}

onde a norma é dada por:
V|l x.(ry = SUu vt 5

Note que Xy (T') com esta norma é um espaco métrico completo.

Seja v € Xg (T) e definimos a fungdo P : Xg(T) — C ([0,T], H? (R™)) dada por:
(Pv) (z,t) = Eq (t) uo (z) — _/: Ey(t—35)(1=A) "¢ (v).Vv+ B.Vv]ds, (3.10)

vt € [0, T].

Vamos mostrar que P estd bem definida; P : Xg(7T) — Xg(T) e P é uma contragdo se
T é escolhido suficientemente pequeno. A seguir usamos o teorema do ponto fixo de Banach
(ver teorema 2.4 do capitulo 2) para obter a existéncia de solucdo para (3.9).

Seja

Gv(z,s)=Ea(t—s)(1-A)"[¢(v).Vv+ B.Vy],

v € Xp(T).

Tem-se que:

19) G (v(z,s)) € H*(R") se s € [0,1],0<t < T ev € Xg(T).
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De fato,(usando a proposigdo 2.10 do capitulo 2) sabe-se que:
11 = &) vl = o], (3.11)
Logo de (3.6) e (3.11) obtemos:

IG (v (2, )l < lle (v) - Vv + B.Vu|| < [lo (v) . Vo]l + [| B.Vv]|.

I (@) 9ol = [ 1o (0).Vol2de < [[o]2 Vel
R»
Do fato de H%(R™) — L* (R™) se n < 4, (ver teorema 2.1 do capitulo 2) tem-se que:

e (v) . Vol < [lo]i3 lvll, < C 3T, C©>0 (3.12)

I1B.Vo| < |B]|lv]l,- (3.13)

Portanto

IG (v (2, s))ll5 < C II0l3* + 1Bl |v]l,-

29) A funcio G (v (z,s)) é continua em s com valores em H?(R™) para
0<s<tetel0,T].

Com efeito, seja £ > 0 tal que s + ¢ € [0,#]. Tem-se:

IG(w(s+¢€) =G @()lly < [[Eale)e(v(s+¢)).Vo(s+e)—o(v(s)) . Vu(s)

+||[Ea(e) B.-Vv (s +¢) — B.Vv(s)| - (3.14)
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Vamos mostrar que cada termo de (3.14) tende a zero quando & — 0%,
De fato:

Analisando o 12 termo do 22 membro de (3.14) .
IEa () w (v(s+¢)).Vu(s+e) —p(v(s)) . Vou(s)] <

|Ea(e) o (v(s+¢)) . Vv(s+e)—Ea(e)p(v(s+e)).Vu(s)| +

IEa () ¢ (v (s +¢)) . Vu(s) — ¢ (v(s)) . Vu(s)|.
De (3.6) segue que:
Ea () ¢ (v(s+¢)) . Vu(s+e) —p(v(s)) .Vu(s)] <
llo (v(s+e)).(Vo(s+e) - Vu(s))] +
I[Ea (€)@ (v (s +2)) — o (v(s)]-Vu(s)l. (3.15)

Vamos analisar o 12 termo do 22 membro de (3.15).Tem-se:

lo (v (s +€)). (Vo (s +e) = Vo) = fl@(v(8+€))|2|V(v(8+€)—v(S))Izdﬂ?
R"

lo (s + )2 IV (v (s +€) — v (DI

IA

Do fato de H? (R") < L* (R"), se n < 4 segue que:

le((s+¢)).(Vo(s+e)— Vo) < Clluv(s+e)|sllv(s+e) —v(s)lly, € >0. (3.16)

Como v € Xg(T) tem-se que o 12 termo do 22 membro de (3.15) tende a zero quando

e | L
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Agora vamos analisar o 2% termo do 22 membro de (3.15).
Usando (3.6) obtemos:
[Ea(e) @ (v(s+¢)) . Vu(s) —@(v(s) . Vu(s) < [l(p(v(s+e))—e@(s)) -Vols)l+

[(Ba(e) = 1) ¢ (v (s)) .V (s)]l.

Note que:

n ” 2
I (0 s+2) = @ () Te @I =3 [ lps(wle+e) =05 (0 (D || o

3$j

j=1Rn
Do teorema do valor médio para derivadas, segue que para cada j fixado e 7,7 € R temos
que existe 7; tal que

loj (1) = w5 (1)l = |¢5 (17)

onde 7* =7} e 7} = 0;7 + (1 — 6;) 1; 8; € (0,1). Logo

e (1) — @ (m)? —ZI%(T) ei (m)I —z:tqo_,,(r)(r—n)l

=1
Portanto
o (s +) = 6N ToOIF = % [loswls+e) -0 0|5 (f) dz
i=1gm
ov (s)
= Eik": (s+¢)—v () y dz

onde w} =fv(z,s+¢)+ (1 —0;)v(z,s) ef; € (0,1); j =1,2,3.

Para v € Xg (T) temos:

3 )| < |l9jU”XH(T) + “(1 == gj)U”XR(T} £ GJ

21



Onde GJ = CJ (R) T} “u0”2) *

Sendo ¢ € C* (R, R™) tem-se:

‘9’3} (w; (=, f))| < :e[o%fem |903- (w;'-‘ (m’t))’ < Cj

onde C; = C; (R, T, ||uo|,) -
Logo

n 2
(s +) = 0@EN) VoI < 36 [lls+e)—v(@)P | a

=1 fm Oz;
v (s +¢) — v ()% Vo ()12,

T

C = maxC;.

Tem-se entao:

[ Ea (€)@ (v(s +¢)).Vu(s) — ¢ (v(s) . Vo (s)l| < (3.17)

Cliv(s+e) = v (s)llzllvlly + (Ea (e) = Do (v (5)) . Vo ()l -

Como v € Xg(T) e E, é semigrupo de contracoes de classe Cj tem-se que (3.17) tende a
zero quando £ — 07,

Agora vamos analisar o 22 termo do 22 membro de (3.14). Tem-se:

|Ea(e) B.Vv (s +€) = B.Vu(s)]| < |B|[|Ea(e) (Vv (s+e) - Vu(s))ll +

I(Ea (e) — 1) .V (s)]l.
Usando (3.6) obtemos:
|Ea (£) B.Vu (s +&) — B.Vw ()] < Bl v (s + &) — v (), + | (Ea () = 1) . Vo (s)] . (3.18)
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Como v € Xg(T) e E, é semigrupo de contragdes, tem-se que (3.18) tende a zero quando
e — 0.

Logo tem-se que (3.14) tende a zero quando ¢ — 0" e portanto G (v (z,s)) é continua a
direita em s com valores em H?(R™).

A continuidade & esquerda segue de maneira andloga.

39) (Pv)(z,t) € C ([0,T],H?(R"™)), para todo v € Xy (T). Com efeito,

t
(Pv) (z,t) = B (£) ug — fo G (v(z,s))ds

é continua pois é composta de fungoes continuas.
4%) Vamos mostrar que existe Ty > 0 tal que P : Xg (7o) — Xr (7o) e que P é contracdo
se Ty é escolhido suficientemente pequeno.

Tem-se para v € Xg(T) :
t
1Py (6) = Ba @) ully < [ ll¢ (v) Vv + B.Vullyds.
Usando (3.12) e (3.13) vem que:
1P (£) = Ea (t) uolly < (Cllol% iz + 1Bl 0l xpery) T-
Mas
lolly < llv = Ea (t) uolly + lluoll, -

Entao

“U”XR(T) < R+ |luoll,-
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Portanto
|1Pv () — Ea () uoll, < KT (3.19)
onde K = K (v, R, ||ugll,), K > 0. Assim, seTp < (-};) entdo Pv € Xg(T).

Se v,w € Xg(T) entdo para t € [0, T] tem-se:

1Pv (&) = Pu @)y < [ (llp (2).90 = (w) . Vull + | B.Vv ~ B.Vul]) ds.

Note que:

o (v) Vv =@ (w) . Vul < llg (v). (Vo= Vw)|| + (¢ (v) = ¢ (w)) .Vl
Usando (3.12) e (3.17) segue que:

e ()0 - o (w).Vall < C (ol o = wlly + v = wl fwll), € >0,
Logo
1Po () = Pw@lly < [ (C ol +C lwlly + B 1o — wl, ds (3.20)
1P () = Pu ()l < Knllo = wll gy T (3:21)

K1 =K1 (1. R, ||uoll,) -

Tomando Ty < min (%, K%) tem-se de (3.19) e (3.21) que P : Xp(To) — Xr(Tp) e P é
contrag@ao. Do principio de contragao de Banach existe uma fun¢io u € Xy (Ty), ponto fixo
de P, isto é, solugdo da equacdo integral (3.9).

Vamos mostrar a unicidade da solugao.

Lema 3.1 Sejam u,v € C ([0, To], H* (R™)) solucdes da equagao integral (3.9) tal que

u(z,0) =v(z,0) = ug(z), comug(z) € H>(R™) .Entégou=v VYV tE€ [0, To)]-
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Demonstragao: Para ¢ € [0, Tp] tem-se de (3.21) que:

u (=0 @lly < & [ hu ol

K = K (v, R, ||uolly, To,), K >0.

Da desigualdade de Gronwall (ver proposigao 2.1 do capitulo 2), segue que u = v.

Vamos mostrar que a solugdo local da equagao integral (3.9) € solugdo do problema de
valor inicial (3.2).
Teorema 3.3 Seja up € H*(R™), 1 < n < 3. Entdo a fungao u obtida no teorema 3.2 €
tal que eziste 2, 2 € C ([0,To), H? (R™)) e u € a tnica solugdo do problema de valor inicial
(3.2).

Demonstragao: Tem-se que E, (t) é semigrupo de contragoes de classe Cp e Q4 € 0 seu

gerador, assim para ug € D (Q,) C H? (R™) segue que:

d

dt Eq (t) uy = QaFEa (t) g, (322)

t €[0,00).
Vamos definir para 0 <t < T

v(t) = ‘/: E,(t—s)(1- A)7! [Vu.p (u) + B.Vu]ds.

Para h > 0 tal que t + h € [0, Ty tem-se:

v(t+h)—v(t)
h

= B g - 6) (1~ A) (Vup () + BVu) s +
(Ea (h) =i

h ) [ Balt=5) (1= 8) (Vuip () + B.Vu) ds.(3.23)
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Vamos analisar o 12 elemento do 22 membro de (3.23). Do teorema 3.2 temos que o
integrando é funcdo contfnua em s com valores em H?(R™), portanto do teorema do valor

médio para integrais segue que:

v(t+h)—v(t)
h

= Ea(h)Ea(t—#)(1— A) ™ (Vu(t") .0 (u(t") + B.Vu () +
(E——(f’—-—)f Eg (t — 5) (1 — A)™ (Vi (u) + B.Vu) ds
para algum t* € (t,t+ h).
Logo

v(t+h)—v(t)

lim
h—0+

= (1= A (Vu () 0 (u(t) + B.Vu(t) + Qa ]0 "G (u(s))ds. (3.20)

Desse modo v € derivavel a direita.
De modo andlogo mostra-se que v é derivavel a esquerda.

Portanto para 0 < + < T tem-se:

ov

o= (1= &) (Vup (u) + B. Vu)+Qa/ G (u (5)) ds.

Note que u (z,t) = E, (t)up — v (t), entdo de (3.22) e (3.24) segue que:

% = 2 (Battyuo) - oo t).
Assim:
2 a(1-2)"A (Baiuo— [ G u(s))ds) = (1= )7 (Vup () + B.Yu).
Logo
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up — Auy — aAu + Vu.p (uv) + B.Vu =0
wilm:0) =wuslz).
Portanto a func¢ao  definida no teorema 3.2 satisfaz o problema de valor inicial (3.2) e
além disso % é func¢do continua, disto segue que u € C* ([0, Ty, H* (R™)).
Unicidade: Se consideramos v outra solugao do Problema de valor inicial 2.2; v € C* ([0, Tp) , H* (R™
com v (z,0) = ug (z), tem-se que v satisfaz a equagdo integral (3.9) e do lema 3.1 segue que

U

v.
Existéncia de solugao global e dependéncia continua

Nesta secao vamos estabelecer a existéncia e unicidade de solugao global para o problema
de Cauchy (3.2). Além disso estabeleceremos a dependéncia continua da solucdo em relacéo
ao dado inicial.

Lema 3.2 Seja ug € H?(R"), 1 < n < 3. Entdo ||u(t)|l; < lluoll, para todo t > 0 onde u
exista.

Demonstragao: Multiplicando a equagdo em (3.1) por 2« e integrando em R™ obtemos:
d
= / (juf? + [Vul?) dz + 2a f [Vul2dz = 0. (3.25)
L R"
Integrando em t tem-se:
[
2 2
u ()1 +2a [ 1Vu ()1 ds = fluoll}
0
Portanto [|u (#)]|% < [Juol|?.
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Teorema 3.4 Sejaug € H? (R™), 1 < n < 3. Entdo para cada T > 0 eziste uma unica funcao
u € C*(0,T, H%(R™)) e € solugdo global do problema de valor inicial (3.2).
Demonstracao: Multiplicando a equagao em (3.1) por —2Au e integrando em R™ obte-

mos:
d
= (I7u @I + 1A ()I7) + 20 | Au @) = 2 [ Aug (u) . Vudz. (3.26)
' Rn
Da desigualdade de Holder vem que:
d
= (||V’u. O + |Aw (t)[]g) +alAu@)|® <a™ f lo (1) . Vul® dz. (3.27)
) Rn
Vamos analisar o termo [ |¢ (u) .Vu]2 dz, quando n = 1,2, 3.
"
Se n = 1 tem-se que H' (R) — L* (R), logo
[lo @) . Vul do < [l [ 199 dz < [l [Val?.
R R

Do lema 3.2 tem-se que ||u (¢)]|; < ||uoll, , assim:

% (Ve O + 1Au @I%) +  lAu @7 < a7 luoll3” IV ()1
Logo
% (IVu @I + au (0)IF) < C lu @3, € >0. (3.28)

Adicionando (3.25) e (3.28) vem que:

< (IO + 2195 OIF + 18 ()IF) < € I OI

Do teorema de Parseval obtém-se que:

lu (811 + 2|V ()] + | Au ()] = [ (1+20e + ') la(®)*de  (3.29)
R™

= |l @3-
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logo
d
= (l@Iz) < Cllu@lz €>o0. (3.30)
Integrando de 0 a t obtemos:
t
I @13 < lluoll3 + € [ 1w ()13 s

para0<t<T.

Da desigualdade de Gronwall segue que:
lu ()1l < llwollz e (3.31)

para0<t<T, C>0eC=C (v |ull).

Se n = 2, usando a desigualdade de Holder com 2 % + 1 tem-se que:

[le @ . Val*dz < llp @l I Vulls
2
Usando a desigualdade a.b < 5;- + ’—’;— para a,b € R e a, b positivos obtemos:
/lcp (n) .Vul’dz < C |[ul| +C |]V*u,||L4

Do teorema de imersao de Sobolev temos H! (R?) — L*(R?) se s € [2,00), dai tomando

s =47 (1 £ v < o0) obtemos:
[le@) . Vuldz < C ullf" +C [ Vul}
Logo
d
= (IVa @I + 1A @) + e l2a @I < Clluol}? +

+C (IVu (8)11 + 1au (0)]1%)
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= (19O + 126 @IE) < € oll” +C u (A (3.32)
Adicionando (3.25) e (3.32) vem que:
= (e OIF + 2195 A + 186 OIF) < C uoll” +C . (2)12. (3.33)
De (3.29) e da desigualdade de Gronwall obtemos:
lu(®)ll7 < KeCT,

para0 <t<T, K>0 e K =K (|uol,,7.7T)-.

Se n = 3, usando a desigualdade de Holder para § = § + 3 tem-se:

[ 1o @) .Vl dz < lig ()l IVl s < € (llp ()3 + I Vul)
R3

Logo

= (I7u @IP + 18w (1) + &l Aw @I < € (I (D123 + 194 (1)

Do teorema de imersdo de Sobolev H! (R®) — L7 (R®) com q = 6 (y = 2). Usando o lema
3.2 obtém-se:

< (IVe @I + 18w @) < € lluolli+C 1w (I (3.34)

Adicionando (3.34) e (3.25) vem que
d
= (Il @17 + 292 O + 14w B)]%) < € Juolly + C llu () -
De (3.29) e da desigualdade de Gronwall segue que:
lu @3 < KeT (3.35)
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para0<t<T, K>0 e K=K (|Juwlly,”.T).
Portanto paran = 1,2, 3 tem-se que ||u (t)||, é limitada sobre t-intervalos limitados. O pro-
longamento da solugdo segue via argumentos conhecidos e tem-se que u € C* (0, T, H? (R™)).
Unicidade: Suponha que v € C*(0,T,H%(R")), 1 < n < 3 é outra solugdo global de
(3.2) tal que v (z,0) = ug (z)-

Seja w (z,t) = u (z,t) — v (z,t). Entdo w satisfaz o seguinte problema:

w; — Aw; — aAw + B.Vw + ¢ (u) . Vu— ¢ (v) . Vv =0
w(z,0) = 0.

Tem-se que w satisfaz a equacgdo integral:
w(z,t) = /0: Eq(t—s)(1—=A) ¢ (v).Vv+ B.Vv — ¢ (1) .Vu — B.Vu]ds.
Logo de (3.6) e (3.11) tem-se:
e (2 )z < [ (e ()99 = ¢ (u) -Vull + | B.Vo - B.Vul) ds.
De (3.12) e (3.17) segue que:

le () .o — ¢ (w).Vull < Jlp ).V (u =)l + (¢ (v) — @ (w)) .Vl

IN

C o3 wlly + C llwlly llull,

IA

(C 10117 + € llully) el -

Logo

()l < € [ o (s)]3ds,

onde C = C (v, T, |luoll,) -
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Da desigualdade de Gronwall segue que w = 0 e portanto u = v.

Vamos mostrar a dependéncia continua da solucdo em relagio aos dados iniciais.
Teorema 3.5 Sejam ul' e ug € H*(R®), 1 < n < 3 eu € C}(0,T,H*(R")), u™ €
C1(0,T,H%(R™)) soluges de (7?) e de

upt — Auf* — aAu™ + B.Vu™ + ¢ (u™) .Vu™ =0
u™ (z,0) = ug' (z),
meZem > 0.

Se ul — ug em H?(R™) entdo u™ — u em C (0,T, H* (R™)).

Demonstragao: Seja w(z,t) = v (z,t) — u (z,t). Entao w satisfaz o seguinte problema
de valor inicial:

wy — Awy — aAw + B.Vu™ — BVu+ ¢ (u™) . Vu™ — ¢ (u) Vu=0
w(z,0) = uf* (2) — uo(z) = wo (z).

Tem-se que w satisfaz a equacao integral:

w ('Tst) = Eq (f) wo (‘T) +

[ Balt = 5) (1= 8) o (u) .Vu+ BV = g (u™) .Vu" = BYw"] ds.
Logo
(2,0l < lhwoll, + [ (e (u) V= ¢ @) Fu™| + [B.Vu = B.Yuw™])ds.
e (3.6), (3.12) e (3.17) segue que:

I (2,0l < llwally + € [ 1w ()llpds
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Da desigualdade de Gronwall obtém-se:
llwlly < llwolly €%,
C=0C(7,T,||ugll,) , ou seja
lu™ = ully < C 14 — uoll, -

Portanto

Sl.lp ”um = ‘b‘.“2 S Cr C = C (‘T: T= "UOHQ) B
(0.1

Dessa forma, podemos dizer que o problema de valor inicial(3.1) é globalmente bem posto.
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Capitulo 4

Comportamento assintoético

Neste capitulo estudamos o comportamento assintético da solugao do problema de Cauchy

ug — Auy — aAu+ BVu+ ¢ (u) . Vu=0
(4.1)
u(z,0) = ug (z),
Em (4.1) tem-sequez € R",n = 1,2,3,¢t > 0, a > 0 é uma constante, B = (Bj, ..., B, ) éumuvetor

e a funcao ¢ € tal que satisfaz as seguintes condigoes:

5
=
IA

C |uf?, U; o(r)dr| < Clul*, se n=1 e |u| pequeno.
d
fow(‘r) T

el < cul', |[ e

lo ()] < Clul, <Cluf’, se n=23 e |u pequeno.

<Cll™, se n=2 e |u grande;y> 1€ Z.

Je) < Cluf, U‘; o(r)dr| < Clul®, se n=3 e |ul grande. (4.2)

O objetivo principal deste capitulo é obter taxas de decaimento da solugdo do problema
(4.1) quando 1 < n < 3. nas normas H!(R") e L?(R™). A idéia central consiste em obter

a forma integral da solucao de (4.1), via transformada de Fourier, e, a partir dai estimar a
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integral obtida dividindo-a em convenientes subintervalos.

Primeiramente obtemos estimativas de decaimento tomando o dado inicial ug € H? (R")
e a seguir tomando o dado inicial ug € L' (R*) N H?(R"), 1 < n < 3, obtemos estimativas
melhores para a solugdo do problema (4.1). Os lemas a seguir sao tteis para a obten¢ao dos
resultados que nos propomos.
Lema 4.1 Seja ug(z) € H?(R"),1 < n <3, ¢ (u) € C (R) nas condiges (4.2). Entao valem
as estimativas:

i) sup [l @l <c.

i) J5° [I1Vu (01 + 1 au ()] dt < C.

Demonstracao: Multiplicando a equagdo (4.1) por 2u e integrando em R" obtemos:

di / (|u|2 + IVTLF) dz + 2o / ]Vu|2 i =il
tR" A

Integrando de 0 a t, tem-se:

t
I ()1 +2a [ 170 ()1 dt = [l (4.3)
Desta igualdade segue que
2 2 = 2 ;
sup [lu (¢)]l; < lluolly e 2af [Vu ($)I° dt < [juolly (4.4)
0<t<oc 0

Se n = 1, do teorema da imersio de Sobolev tem-se H' (R) «— L* (R), logo

2 2
sup [lu(t)ll2 < sup Jlu (@) < [luolly-
0<t<o 0<t<eoo
Multiplicando a equacdo (4.1) por —2Au e integrando em R™ obtemos:

-:% / (|V:u'.|2 + ]Au|2) dz + 2a / ]A'.-,r,|2 doi=2 / Au [p (u) . Vu]dz.
? i R~ R»
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integral obtida dividindo-a em convenientes subintervalos.

Primeiramente obtemos estimativas de decaimento tomando o dado inicial ug € H? (R")
e a seguir tomando o dado inicial ug € L* (R*) N H%(R™), 1 < n < 3, obtemos estimativas
melhores para a solugdo do problema (4.1). Os lemas a seguir sdo 1teis para a obtencdo dos
resultados que nos propomos.
Lema 4.1 Sejaug(z) € H*(R™), 1< n <3, ¢ (u) € C (R) nas condigoes (4.2). Entao valem
as estimativas:

i) sup [lu(t)]%, < C.

0<t<co
. oa 2 2
i) f5° [IVa @))1* + llAu ()% dt < C.

Demonstragdo: Multiplicando a equacéo (4.1) por 2u e integrando em R"™ obtemos:

% f (|‘u|2 + |Vu[2) dz + 2a / IV’H,|2 dz = 0.
R® R»

Integrando de 0 a ¢, tem-se:

2 . B 2
I (1 + 20 [ 190 ()17 ar = ol (43)
Desta igualdade segue que
o0 t(4.4
sup [lu ()1 < uoll? e 2a [ [Vu @)]%at < fuolly Y
0<t<oo 0

Se n = 1, do teorema da imersdo de Sobolev tem-se H! (R) — L* (R), logo

2 2 2
sup |Jlu(t)llse < sup [lu(t)ll; < [luolly -
0<t<oo 0<t<oo
Multiplicando a equacdo (4.1) por —2Au e integrando em R"™ obtemos:

Fdf_ / ([Vu|2 - [AuiQ) dI -+ 2& f |Au_]2 d.:c =2 [ A?I. [(p‘ (11) ,Vu,] d.’L'.
”R" FA o
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2

Integrando de 0 a ¢, tem-se:
2 2 : 2
10 @1 + 12 O +2a [ [1Au ()| ds =
t
IVu0l* + 1Auol* +2 [ [ Aule (w).Vu] dads. (4.5)
Rn

Vamos analisar o termo 2 [ Au (¢ (u) .Vu|dz, quando n = 1,2, 3.
Rn

Se n = 1, usando a desigualdade de Holder, tem-se:

2

f @ (u) Uzptigrdz
R

< allus O +07 [lp () ual dz
R
< alluge @I + a7 o (w @) llue @)1

< alluzz (I + a7 e (uo)ll lluz (D11

Logo obtemos

t
oz (? + Ntz (I + @ [ otz (5)1Pds < toal® + lluoesl® +

o |l (wo)|I2, fo "l O2dt < C. (4.6)

Se n = 2 tem-se de (4.2) que |¢ (v)| < C|u|",y > 1e~v € Z, logo

2 Lf Au[p (u) . Vu]dz| < % [Au )]+ C llu @2 | Vu ()]

Usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos:
llu (B2 < € llu @I 17w @I [Au @)]] -
Logo

a [t 2 i 2
< 5 [ 1au@Pds+0 [ flu ) 1Vu ()1 1Au ()] ds

A:/Au [¢ (u) .Vu]dzds
R2

I

o [ au()Pds +C [ ) 176 ()1 ds.
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Portanto

IA

195 O + 180 @I +a [ 140 ()] ds

IV @I + 18w @1 +a [ 1Au(s)]?ds

IA

IA

IV @1 + 1w @I +a [ 1A () ds

IA

IV @I + 126 O +a [ 180 ()] ds

onde usamos (4.4).

Assim obtemos:

0<t<ocec

Vuol® + | Aug||® +

¢ [ lu () 19 ()| ds.

[Vuo||® + [ Augl|® +

¢ [ a I e ()I*72 19 (3)] .

I7uoll® + [ Auoll® +

4 $ 2
C lwolly” [ 19u (s)]*ds.

C,

sup [|au ()| +a [ lAu (1)) < C.

Se n=3 tem-se de (4.2) que |¢ (u)| < C |ul?, logo

2 L/ Aulp (u) .Vu]dz

< 5 18u@®I* +C @l IV @),

Usando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg obtemos:

lu (B)1IZ, < C llu @liZs lAu @I < C[Vu @I |Au @)

Logo

2

[Dz j‘ Au [p (u) .Vu]dzds
RS
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Portanto

IV O + 18w O +a [ [18u(@)Pds < [Vuol®+ | Aual® +

2 . 2 2
Clluolly” J IV ()™ lAu (s)]|ds.
Usando a desigualdade de Gronwall generalizada segue que
i
swp [Au@)’+a [ Au@)|?a < C. (4.8)
0<t<oo 0

Do fato de H2 (R™) — L*°(R™) se n < 4 tem-se:

sup |lu(t)]% < sup |u@)i<C . (4.9)
0<i<oco 0<t<oo

De (4.4), (4.6), (4.7) e (4.8) segue que
L Ive @l + 1au @i d < c,

paran = 1,2, 3.
Lema 4.2 Seja u (z,t) solugao da equagdo (4.1) com ug(z) € H?(R™),
1 < n < 3. Entao:

i) lim [[|Vu (£)]% + A (4)]|°] = 0.

i) Tim [|u (8], = 0.

Demonstragao: Da identidade (4.5) tem-se que:
d 2 2 2
= [IVu @I + 1Au ©IF] = ~20 | Au @) +2 / A o) Vil da.
Rn

Do lema (4.1) tem-se que:

sup |lu(t)] < C.
0<i<oc
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L7 9@ + haw @) de < .

Logo

d

= [IVu @I + 180 @] < ~allau @) +C |Vu @) € L* (0,00).
Portanto

S Ivu @I + 12 @] = 20 aw @) + (410)

2 / Aulp (u).Vuldz € L'(0,00).
R
Seja h (t) = ||[Vu (£)]|* + ||Au (¢)]|, tem-se que:

e} oo d
F)dt < i <
/0 h()dt<C e L Idth(t) dt < C,

logo pela proposicao 2.14 do capitulo2 segue que:
Jim [[[Va (8)]* + 4w (2)]7] = 0.
Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtém-se:
lu @)l < € lu @I'~% lu (1%,

paran =1,2.3.
Logo

Jim [[u (£)]|, = 0.
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Lema 4.3 Seja u (z,t) solugao da equagao (4.1) com ug(x) € H? (R™),
1 < n < 3. Suponha que | (u)| < |u|"™" para todo |u| <1 ondey =3 sen =1 e~ =2 se
n = 2,3. Entao tem-se:
lim [t2 |vu @)]l] = 0.
Demonstragao: Multiplicando a equacio em (4.1) por u; + B.Vu + o' [B.Vu,] e inte-
grando em R" obtemos a identidade

=S IVn @I + 5 BT O] + 190 I + e + B.90) () =

- / [us + B.Vu] [¢ (u) .Vu]dz — o™ f [B.Vuy] [ () .Vu]dz. (4.11)
Rn Rn

Multiplicando a equagdo (4.1) por 2y6u?7~1, onde § > 0 e integrando em R™ tem-se:
% [6 lu* dz + 2v (2y — 1) a6 / [u|*"? | Vul|® do =
o B

—2v(2y-1)6 / w72 Vu. Vudz. (4.12)
R®

Adicionando-se (4.11) e (4.12) temos

d

U 4
= [% IVu @I + 5~ |1B.Vu O +6 f |u.[2'*dx] +2y(2y—1)ab [ |u|? 2 |Vul? dz+
’ Rn Rn

Ve ()1 + l|(ue + B.V) O)° = - / [us + B.Vu] ¢ (u) . Vu] dz —
Rn

o f [B.Vuy] [@ (u) .Vuldz —
Rl’l

2y (2y = 1) / |27~ Vo Vugdz. (4.13)
R"
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Note que

L [ut + B.Vu] ¢ (u) .Vu|dz| < ||us + B.V%”2 + || (u) .Vu”2. (4.14)

a! L/ [ (u) . Vu] [B.Vusldz| < o} |B|||Vusll ||l¢ (x) . Vul

il

|BJ?

5oz llo () Vaul®. (4.15)

1
< §I|Vu¢[|2 S

2v(2y—-1)6 L[ *u]%-2 Vu.Vudz| < 2 (27 = 1) || V|| w2~ 2Vu

< %uw;lﬁ +29 2y = 128 [ Juf* ™ |Vl dz. (4.16)
Rn

Logo de (4.14), (4.15) e (4.16) obtém-se que

d i it
= %[]Vu (t)||2~+-2—~||B.Vu (¢)|J2+5/|u|2‘fdx] + 2y (2y — 1)aaf P72 |Vul?dz <
@ R" Rn
]B|2 & 2 2 2 4v—4 2
1+ —| lle (w) .Vu||*" + 29" (2y - 1)"6° | |u| |Vul®dz. (4.17)
2a? o
Seja

h(t) = %]]Vu O + E%I]B.Vu (t)]|2+c5/ lu[z"’d:c.
Rn

Do lema (4.2) temos que:

lim [l (£)] 0 = 0

Jfim [V ()1 + A ()]°] = 0

Logo

tlirgloh (t) =0.

41



Ainda da hipétese que | (u)] < M |u["™", Ju| < 1, e escolhendo 6§ > 0 suficientemente

grande e 7' > 0 tal que para t > T tenhamos

2
27 (27 — 1) aé > 292 (27 — 1)2 &% Jlu ()22 + M2 (1 + %) ;
o
obtemos d'dfh (t) <0 paratodot>T .
Por outro lado, temos que h (t) € L' (0,00).

De fato, da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtém-se em cada caso:

1)Sen=1entdoy=3e

[ tul®dz < Jlu @l e @I < € Ju @O IVu @I < C lluoll} 174 @1

Rn

2)Sen=2entdoy=2¢€

[ 1t de < Ju @I lu @1 < CIVu @I lu ) < C ol 1Vu ().
R®

3) Sen=23entdoy=2e

[lul'da <l @l @1 < € flu (8)]z6 1A @) 1 ()17
Rm

< ClIVu @)l lAu @) lx @)

< Cllu@®l [Ivu @1 + 1w #)]|°]

< Clluoll} [IVe @I + 1 Au @)1] .

Portanto se n = 1, 2, 3 tem-se:
fo h(t)dt < C

e daf h(t) € L (0, 00).

42

(4.18)

(4.19)

(4.20)



Como -é%h (t) < 0 temos que h (t) é decrescente e portanto

/:oh('r)d'rzfth(r)drz(t—s)h(t) (4.21)

para t > s e s suficientemente grande.

Logo
o0
/ h(r)dr > lim sup [ (£) ]
s t—oo
para s suficientemente grande.

Como h (t) € L' (0,00), o lado esquerdo da desigualdade pode ser tdo pequeno quanto se

queira, escolhendo s suficientemente grande. Logo
Jim [th ()] = 0.
Portanto
Ve () < ct2
0 que prova o resultado.

Assumimos que:

uo(z) € LY (R NH?*(R™),1<n<3

/ug(m)dm#ﬂ

Rn

Vamos empregar o método da separacido de Fourier que consiste em separar conveniente-
mente, em determinados subintervalos a integral em R™. O ponto chave deste método é obter

algumas estimativas para |u (€, 1)|.
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Lema 4.4 Sejaug (z) € L' (R")NH*(R™) 1 < n < 3, e u solugdo de (4.1)

relagoes sao validas:

#(E 1) = g ek [ﬁ.g (&) — /Ot eM&sg (&,s) ds] 5

B < Tuoll+Cll[ [ (o) as]

< luollp +CIEl5, se n=1,

@€l < luolly +Clel [ "l (s)[2 ds

S ”“‘U”Ll * C [5' f"r se n= 21 3}

onde

alé? +iB.€

h(€) = , g9(&t) =

1+ |¢]? 1+ |¢]?

. Entao as seguintes

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

iEF (3 o (r)dr] (6,1)

Demonstracao: Aplicando a transformada de Fourier & equacdo (4.1) obtemos:

(1+[el*) @+ aeffa+i€.Ba+ie.F (p(u)) = 0

(1+167) e (&, 8) + (|6 + i6.B) 2 (&, 1) + i F [ [D "o (r)dv-] (€t) = 0
) ‘:>:|£|2+z‘19.‘5)?1 i€.F (oo (r)dr] (&) _
‘Uz(ést)"'( T (&) + 11 P 0

i (6,1) +h () (6,8) +g(6,8) = 0
[ﬁ. (f,t]1=;’“(‘9t]t-i—gr(f,t)e"‘(e}t = [

Integrando de 0 a t obtemos:
t
@ (6,8) M — a(6,0) + [ g(&,5) M@ as =o0.
0
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Logo

i (€ t) = e MO [‘&o €) - [Dtg (& s) eh(‘f)sds] :

Ainda
i (€,1) = e~ RO [u (€) — €. /‘F o »:(+)|:|T](§ s) h(E)stJ
Portanto
tF o so(f)dr] &1,
1 + [6[ "f
Note que

Se n = 1, usando (4.2) e o teorema da imersdo de Sobolev tem-se:

< //Ouw(‘r)df
Rn

< ()l lle ()11 < Nz ()2l ()% [fu (s)]]

7 ["emar] )

dz < C’f|u]3dq:
R

< Cllua ()12 flu(s)]lE

Se n = 2,3, usando (4.2) obtém-se:

|F [f p(r)dr](fs

dz<C/|u| d:c(CH‘u(S)”

Do fato que ||if|,, < (27r)_'5 llull ., para u € L' (R") 1< n < 3, segue que:

Sen=1

B(E 01 < Nl +Clel [ lw ()12 () ds

ool + €16l (e 1P as) ([ (o ae)”
Juoll s+ lel (] ‘ds)iz

< Jfuoll 1+ C N4,

IA

IA
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Sen=23

2 : 2
@60 < luollps+Clel [ llu (o)l ds

< luollp + C €] ¢

Lema 4.5 Seja up (x) € L' (R")N H? (R™), e 1 < n < 3. As sequintes estimativas sao vdlidas

para o problema de valor inicial ({.1), onde N = max{2,n}:

(t+ N2:1)Nf (1+1€%) la (e, 1) dg < (NQ';I)N/ (1 + 1€I) lo () e+
e Rr

N[ [(3+N+1) /m“s—f;;; (1+|§|2) |11(§,s)]2d§] ds.

Demonstragao: Multiplicando a equacgdo (4.1) por 2u e integrando em R™ obtemos:

d 2 2 2
= (e @1 + V2 @) + 22 [Vu 0] =0.
Aplicando a igualdade de Parseval a esta equacao tem-se:

& (1@ + |[vato]) + 2 |vatof* = o

dtf(l+l51 ) tal? dﬁ*?a/m [i*dg = o. (4.26)

N
%‘;—1) tem-se:

(t—f— NQZI) ;tf(l-i—}g] ) [f* ¢ + 20 (t+N+1

Note que

Multiplicando a equacao (4.26) por (t i

N
) [erara=o @
R™

) [+t fumf]=(t+”2jl)i‘”g [ (1416l af e+

R® R™
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do

) /1+15 142 de.. (4.28)

Bn
Seja

Bif) = {5ER“I§] —1.:\;01‘}

_ a, l€l N
- {geR /1+]§’2SN+1+2at}'

Dai segue que

N+1 . .
i (** % ) R[ e |af?de = (N+1+2at>3(/) €12 |4 de +
t
+(N +1+2at) / €12 |a)? de
Blo)®
> f(N+l+2at)|§|2|ﬁ[2dE
B(t)°

> N [ (1+1eP) 1al de

B(t)

> m/ L+ |6f) fal*dg - N [ (1+1gP%) [l de.

B(1)
Logo

2a (t-!——) f].g[ |a|* d > Nf 1+ €] )]u] d¢ — N / 1+|§| )lu| d¢.  (4.29)

B(t)

N-
Multiplicando-se (4.29) por (t + -N;;—l) obtemos:

2a (t+

D (1 16) e -

R"
IO [ (1 i) s

B(t)

N;)NR[ it de > N (14

dan

Portanto em (4.27) tem-se:

| (2" [ ey apae] <o o+

IV (1 ) taae

B(t)
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Integrando de 0 a ¢, tem-se

(++ 55 1)N [ (e iel)tar ae < (55
R
8 [ s+ 55 1)‘“ [ (1+1er) |ﬁ|2d5} ds.

B(s)

Lema 4.6 Seja uo(z) € L' (R*) N H2(R™), e 1 < n < 3, entdo a seguinte estimativa de

DY [ (4 1?) ol e+

Rn

decaimento vale para a solugao do problema (4.1) com n = 1:

!Jl'-\)

lu (})113 < € [ln (e +8)]”

Demonstragao: Da identidade (4.26) tem-se:

= [ (1+1eP) 1 d&ﬂ-2af|€| o dg = 0.
R

Multiplicando esta equagio por [In (X + t)]i" onde A > 1 é solugéo da equagdo darln ) = 6
tem-se:

o (A + £)] %din 1+ [¢f?) [l de + 2a [In (A + 1)] g/|g| 4|2 d = 0. (4.30)

Note que

Sl.

%[unmtn%’ / (1+I£I2)}ﬁ|2dé] v+ 01 = [ (1+16l?) fal? de +

R R

i)

5[11'1()\+1*)§ 2
i !1+|§| |]|” de.

Logo, em (4.30) tem-se:
- {ﬂn (A + )3 R/ (1+1el?) |11|2d§] +2afln (A + 1) R/ l€1* il de =
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5[l (A + )

2\ (A2
— R(l+|§|)|u] de. (4.31)

Seja

]
B(f) = {fER/Iélzs 4Q(A+t)]n(,\+t)—-5}

= {feR/ lfl? < S }
1+ 6 ~ da(A+1)In (A +12)

Dai segue que

2ala(o) [lef e 2 g2 [ (1+16P) laf de
Rn

B(t)°

v

5 (A5+ ) [ (116 i ag -
R

2 &
mmft) (1 + |E|2) Ji|? de.

Logo

De (4.24) segue que
% [[In(nt)]% Z (1+1¢l) |ﬁ|2d5] <

2RO I (1 16P) [l + 11 3] <

.Z_II_HL:‘;_")]E [ilﬂolli: f: (1+ 1) dg+0t§f: (1+ %) lﬁlzdﬁl <

Clul? € . C
A+t A+t = A+t

onde A2=5[4a(A+t)In(A+1)—5]"eC > 0.
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Integrando de 0 a ¢

(i +e)f [(1+16P) [alds < fmE [ (1+16) lao () d +
R R
Chn(A+1).
Logo
/(1+|g| )liPde < Clln (A + 1) 7.
R
Portanto

lu@)]> < Clln(e+8)] 2.

Lema 4.7 Seja ug(z) € L' (R")NH?(R™); 1 <n <3. Sen=1 eu(z,t) € solugdo de (4.1),

entao tem-se a estimativa de decaimento:

o

lu @)lIf < € (1+2)7%.

Demonstracao: Usando o lema (4.5), tem-se neste caso que N = 2 e dai

o2 [ ()
2/ [( )AP{W (1+1¢l) |ﬁ.|2d§] ds;

Usando o lema (4.4) podemos escrever:

(t * 53:::) /[5]2.51+22M (1 + |€l2) |af? d¢ <
(t 7 532) ,/|]2<

2

[ (1+16P) lio (€)1 de+
R

N 2
o, (1) {uuonwcm ([ o)1 as) t%] dt <

(t+ %) [Iluolli: /:A (1+ &%) dg + Ct2 /_: (1+ 1) leP? (fot ||u(s)||5ds) dgl
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B3

onde A = (——2—)

1+2at
Logo

(t+32) fooe, (+IP)liPde<C (45 ) + [ @)l s

St

Portanto

(4 2) [ i) tiPas < () + [ (1+ 16 taalae +

R R
C(t+%)%+0tf llu (s)[I° ds.

Ou ainda

(t+%)[(1+|§|2) lal*de < (t+ %)-1 (%)2+f(1+|€|2) lito|? d€ +
R R
c (t+ %)% +C (t+ i)_}zf Il (5)]I° ds.

( )Rf (1+Iel*) 1al d§<C(t+2—3—) +cf Il (s)||° ds.

Logo

(t+1)

—

(1+ 1) lal*de < € 1+ )F +-C [ ()P ds.

Do lema (4.6) segue que:

(t+1)/(1+|§|2)|ﬁ|2d§ < C(t+1) h—c/ e ()1 [l (e + 8)] % ds
R

< C(t+l)§+C/0 (1+8) lu ()2 (1 +8) ™" [ln (e + )] % ds.

Fazendo

g(®)=(1+1) [ (1+1e) 12 dg = (1 +#) Ju DI}
R
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h(t)=C 1+t [In(e+1)]>

e usando a desigualdade de Gronwall tem-se

lu@®I? < C(1+t)Zexp Unm (1+4)" [In(e + )] at

B

< C(1+1t)”

pois a integral [5° (1 + t)~! [In (e + 15)]*2 dt é convergente.
Lema 4.8 Seja ug(z) € L' (R®")NH?(R™). Sen = 2 tem-se a estimativa de decaimento para
a solugcao do problema (4.1):

lu (&)1 < Clin(e+#)]7°.

Demonstragao: Multiplicando a igualdade (4.26) por [In (1 + t)]°, onde x > 1 é solugio

da equagao 2ap In g = 4, obtemos:

mup+ﬂﬁgéfr+mﬂmf&+aamuu+ﬂﬁimﬁwﬁﬁ=m. (4.32)

Tem-se que:

%[mum¢W¥(LwaﬂmF@]=:uMp+ﬂP§¥(LHaﬂmFﬁ+
3[In (u+ 1)

e (1+1¢1°) laf de.

R2

Logo em (4.32) temos:

2
%[[ln (p+t)]"’R[(1+r£J"‘) Jfal%&] - wﬁ%m (1+ I€f) lf® de+

R2
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+2 ln (u +0]° [ lef* 2l dg = 0.
RE
Seja

Bi) = {£€R2/|E| SQa(p+ﬁ)ln(#+t)_3}

= leer i 3
1+ 6~ 2a(p+t)ln(u+t) "

Dai segue que

%alln(u+0] [P laPde > —— [ (1+ 1) lalae
R2 B(t)¢
> — [(1+leP) e - — [ (1+16P) de
R? B(t)

Logo obtemos:

2
;j—t{un(wt)ls éf (1+ 1) 1&12-:15] < MErOL 1 jep)ap ae

t
Ferk B(t)

De (4.25) segue que

2 T
“ [(m (s +1)) Rf (1+1¢P) |a|2dg} <R OF [ [ (14 luolls + Ore? drao,

pAt
onde
A= ¢
20 (p+t)In(p+1t)—3
Logo

. [(m(,u 1) [

(1+l£|2)lﬁ-l"’dé}< € et g
R?

Tu+t) (pHt) T optt

Integrando de 0 a ¢ tem-se:

(I (u +1)° f (1+[¢%) [af* dé < in (u)? f (1+ 1) lizol* dg + C'n ( + ).
R2

R2
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Portanto

lu (@)} < Clin(e+8)]> < Cln(e+1) .

Lema 4.9 Seja ug(z) € L* (R*)N H?(R™). Se n = 2 tem-se a estimativa de decaimento para
a solugao do problema (4.1):

lu@?<C@+t)".

Demonstragado: Usando o lema (4.5), onde, neste caso N = 2 tem-se

(t+2) [ G ief)af e < (5) [ (1+16F) ao 1% e +

RZ

2£ [(s + ;’;) /Ws . (1+1eP) lﬁ.|2d§] ds.

1+2as

Usando o lema (4.4) podemos escrever:

(t = %) /iﬂzs , (1+1eP)1ard <

1+2at

(t * %) /Is.z{_z_ (1+1¢) [||“0||L1 +Clel [ 'l (3)||2dsrd§ <

—1+2at

(t+ -2%) /02“ f;ﬁ)i r(1+72) [nu,{,HU +Cr f; o (s)]|2ds]2d,rd9 &

C+ C]: llu (s)]|* ds.

Logo

(++ %)2 Rj (1+ 1) e < (5-) R/ (1+ 16 lio (€)2de + Ct + C [ fu ()] ds.

ou
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(++2) R[ L) it < (14 ) (=) R/ (1+ [€F?) o ()17 de +
& (t+§%)—lt+c (t-i—%)_lt/; llu (s)]|* ds
< C'+C/;I|u(s)||4ds.

Logo
(+1) [ (1+1eF) lal*de < © +c/0t lw (s)]|* ds.

R?
Do lema (4.8) segue que:

(t+1)/(1+|§|2) |a|? d¢ < c+c/0t(1+s) llu (s)I12 (1 + 5) " [In (e + 5)] 2 ds.
R2
Fazendo

9 ()= (t+1) [ (1+1¢) 1o de

R2

h(t)=C(1+t)" [In(e+1t)>

e usando a desiguladade de Gronwall obtém-se:

2\ 1412 = -1 =
(t+1)f(1+r§| )|u| d¢ < Cexp [Cf (1+¢) [In(e+t)] dt].
R? i
Logo
lu@l <c@+07".
Lema 4.10 Seja ug(z) € LY (R™) N H2(R™). Se n = 3 tem-se a estimativa de decaimento

para a solugao do problema (4.1):

luI2 < C(1+14)72
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Demonstragao: Usando o lema (4.5), onde, neste caso N = 3 tem-se

(+2) [ (+er)iaras < (2) [ (1) ol de +

R? R

3th [(s+ 2)2/15125 . (1+1eP) [ﬁng] ds.

1+2as

3

Do lema (4.4) vem que:

(t+§)2 Loy (1+167) |1},|2d5§(t+§~)2 Joe s (U167 lwoll s + € lel o7 de.

pE=r S1F2at

Logo

(t ¥ %)2 f,ﬂzs , (1+1eP)1alde <

1+2at

2\?% r2w g7 (1-!—32.0‘),} 2 2 2
(H _) f f / r? (1+72) [lluoll 2 + Crt]* senbydrd6ydf, <
« 0 0 Jo

A Dk 9 9 2 2,2
P / / / r? (1472 [Jugll%s + Cr??] sens, drdfydby <
(s} 0 0 JoO

1 =
2 2N 72
c(t+3) +c(t+—)2.
(8] x

Portanto

(+2) [ (et aras < (2) [ (1+16P) 1ol de +

RS R3

2\ 3 24\ 3
C(t+—)2+0(t+—)2
a «@
5
( 7]

IA
Q

Assim temos:



Lema 4.11 Seja uo(z) € L* (R™) N H2(R™). Se n = 3 tem-se a estimativa de decaimento
para a solugcao do problema (4.1):
3
lu@l <C@+t)72.
Demonstragao: Do lema (4.4) e (4.10) tem-se:
p & ~% 1
i (€, t)] < lluollp: +C |€|f0 (1+5)7%ds < [lugll, +C €] (1 +5)2 < C.

se |€|? (1 +t) < Cp para alguma constante Cg > 0.

Do lema (4.5) tem-se que:

3
[ (1+16P) tiof? de+

23 % $i. o 2
(¢+2) R[(Hlel )lafdg < (2) /
DA (G L B

+2as

&y R/ (1-+[€l%) liol2de-+

3/: [(”%)2 fmz{ , (1+1eP) [||uu||,,1+cm(1+s)%]2dg] i

(z_)a R{ (1+ 1) liwol* dg + C fot l(“"’ % %) fuz:?sl-ﬁz-; %

(%):{ (1 + [€1?) liof* dg +c/: (s + %)2/02”[/0(”%)% TQSenﬂldrdﬂldﬂg] ds <

(?.2:)3/ (1+ [€]?) lao|*dg + C (r+ %)2

R3

2

ds <

Logo

3

lu ()l < C(t+2)_3+0(t+§) :
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Corolério 1 Seja ug(z) € L' (R™) N H?(R™). Na norma de L? (R™) tem-se
lu@? < C(1+t)"%, ondel <n <3 eu € solugdo do problema (4.1):
Demonstragao: A demonstragio segue dos lemas (4.7), (4.9) e (4.11).
Coroldrio 2 A seguinte estimativa € vdlida: |a (€, t)| < C, desde que [§ P t) < Co para
alguma constante Cp > 0.

Demonstragao: Do lema (4.4), se n = 1 tem-se:

1
2 ,
t1

a6l < luollps +Clel | [ u (@) ds]

v ¥ 1 5
< luollp +Clél| [ (1+9) wes] £

< luollz: + C [€] :(1 + ff)"%]i ti <,

desde que |€|* (1 +t) < Cp para alguma constante Cg > 0.

Do lema (4.4), ne n = 2,3 tem-se:

AED] < Nl +Clel [l (o)1 ds
< fuallzs +Clel [ (1+5)7"ds

t ;
< Nuollp+Clel [ (1+s)Has <,

desde que | |2 (1+1t) < Cp para alguma constante Cq > 0.

Lema 4.12 Seja ug (z) € L' (R™) N H?(R™). Entado vale a estimativa:
IVu @O +Au (@B < CQ+)77F,
paral <n < 3.
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Demonstragdo: Multiplicando a equacdo em (4.1) por —2Au e integrando em R™ obte-

mos:
d
= f (|V'u.| + |Au| )dz+2a/|Au| dm—?/Au [ (v) .Vu]dz.
R»
Da desigualdade de Hélder vem que:

2 f Aulp (u) . Valdz < o f 1Auf? dz + o~ |l (u ()% / IVul? dz.
R™ R™ R®

Se n = 1 tem-se de (4.2) que |¢ (u)| < C |u|®, |u| pequeno.

Entao
o (u (¢))] / IVul|?de < C ||lu(t f |Vu|? dz.
Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se:
lle (@15 < T @1 Ve @11
Logo

le @I [ 1Vuldz < Clu@IPIVa @I < C lu @I |au @)
Rn

IA

C 1+t Au(@)?. (4.33)

Se n = 2 tem-se de (4.2) que |¢ (u)| < C |u|, |u| pequeno.

Entao
llo (u (% /[V'u| de < C ||u(# /]Vu| dz.
Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se:

[ (B)]1%, < C llu ()] | Au (2)]]
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Logo

o u@IZ [1vufde < Cllu@l V5 @I 18 @]
} i

IA

C llu (B | Au (£)] (4.34)
< ca+t)7HAaw@))®. (4.35)

Se n = 3 tem-se de (4.2) que |p (u)| < C |u|, |u| pequeno.

Entao

le @I [ IVuldz < Cllu@IZ, [ 1Vl da.
Rn Rn

Da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg tem-se:
lu (@)% < CIVu @)l | Au @]

Logo

lo (IZ, [ IVl dz < CITu @O IV @I Au @)
R"

IA

C llu @IV ()] 1A (2]

C(1+1)72 | Au @)

IA

< ca+t)7 MA@’ (4.36)
Assim, de (4.33), (4.35) e (4.36) segue que
% (I @I + 1au A1) + e |au @) < ¢ 1+ (IVu @1 + A ()]
Aplicando a igualdade de Parseval vem que:

;f; f (1+1€1) L€l 4] dé + @ f | lal?dg < C' (1 + )™ / (1+[¢) lel* o de.  (4.37)
) J /
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Multiplicando (4.37) por (1 + #)2" e usando o fato que:

d on 2 2 n d B B el
a{““’ R[ (1+1¢1%) lel* al dﬁ] = (1+1t)° z) (1 + 161®) el 1) de +

20 (1407 [ (14 [e) 6 1al de,
R

podemos escrever:

= [(1 + o [ (1+1eP) lel? |ﬁ|2de] +a(1+6)" R[ €I 1af* dg <

P

@n+C) L+ 077 [ (1+16P) lef ol de.

Rr
Fazendo atq = 2n + C’. Para t > t( seja

. n 2 2n+0’
) = {eeryif s ot l o

€ _2n+C
1+¢7 = a+at [

Il

{5 € R"/
Note que

a(1+1) [lelfalPde = (a+ot) [l laPde+(a+at) [ lel'1ald
R» B(t) B(t)*

> @n+C) [ (1+1P) lel ol dg

B(t)©
> (@n+C") [ (1+16P) 6 1ol de -
Rn
@n+C) [ (1+ 1) 6 laf de.

B(t)

Muliplicando (4.39) por (1 +#)*""" tem-se

a1+t [lef1alde 2 @+0" 7 @n+C) [ (1+16F) lgf il de —
R® Rn

A+ @n+ ) [ (1+16P) el el ds.
B(t)
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Logo de (4.38) vem que:

% [(1 +)*" ] (1+le?) el |ﬂ12d¢~] < (1+8)* 1 (2n+C") / (1+ 1€1%) ] laf? de.

L B(t)

Usando o coroldrio 2 obtemos:

L+ [ (1+1ef) e al’ dg| < C @ +2)*272

Rn

¥

d
dt

para todo ¢ > #g.

Para 0 < t < to usando o lema (4.1) e (4.38) segue que

4 l(l + t)%/ (1 -+ |£|2) |f|2 |?1|2 |l <c1+ t)Zn_z_% -

dt
R™

Portanto para todo ¢t > 0 tem-se:

d o ) 0T
a[(”‘ff (1+ 1) téIQIMIQd&}s(lw)? R

R"

Integrando de 0 a t obtemos:

(1+1)™ f (1 +1€1%) lel? |al® de < ] (1+[6P) a0l de +C (1 +)"F .
Rn Rn

Logo

IVu@IF+lAu@)P < CA+t) ™ +C1+t) <@+ 2
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Capitulo 5

Conclusao

Estudamos o problema de Cauchy e o comportamento assintdtico da solucao da equagao
generalizada de Benjamin-Bona-Mahony-Burger no espaco n-dimensional, 1 < n < 3.

Quando n > 3 e a > 0, ndo encontramos resultados provados na literatura consultada. O
cason > 1 e a = 0 é estudado pelo método da fase estaciondria. Quando n = 1 o problema
foi estudado por J. Albert [3] e quando n > 1 o resultado de decaimento foi obtido por P.
Biler [6].

Se consideramos o problema (1.1), com uma dissipagao localizada, isto é,

up — Auy — a (z) Au+ BVu+ ¢ (u) Vu=0

4 (2,0) =ug(z), t=20, =zeR"
onde a (z) €L* (), a(z) > ap > 0,  aberto do R™.

Se n = 1, o problema foi estudado por G. Perla Menzala, Enrique Zuazua, C.F. Vascon-
cellos. Os autores obtiveram resultados de decaimento exponencial da solugao periédica do
problema para o caso da equagao de KDV.

Se n > 1, o problema estd em aberto.
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