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APRESENTACAO

Este trabalho de dissertacao constitui-se ba-
sicamente do estudo de polindmios separaveis sobre anéis comuta
tivos com unidade, ou, equivalentemente, de algebras separaveis
gue sao quocientes de um anel de polindmios.

Os capitulos I, II e III referem-se a conteldos
gque sao pré-requisito a tal estudo. No Capitulo I desenvolvemos
os conteldos basicos utilizados, tais como produto tensorial,md
dules projetivos, posto de mdédulos projetivos e finitamente ge-
rados, Teoria de Galois de Corpos, etc. O segundo capitulo con
tém definicao e propriedades de algebras separaveis sobre um
anel comutativo com unidade. Nele & mostrado que este conceito
de separabilidade € uma generalizagao do conceito de separabili
dade envolvido na Teoria de Corpos. No Capitulo III, apresenta
mos um estudo detalhado sobre ExtensOes Galoisianas de Anéis
Comutativos.

O objetivo central deste trabalho é desenvolvido
no Capitulo IV. Nele, basicamente, apresentamos caracterizaﬁbs
distintas para a separabilidade de polindmios, e este contetdo
esta baseado fundamentalmente nos trabalhos de Elkins, Janusz e

Nagahara (ver bibliografia).



Fazemcs a seguinte convengao: uma citagao do tipo I.4.5
representa o 59 resultado da 42 secio do Capitulo I, enquanto que
4.5 representa o 59 resultado da 42 secao do capitulo gque esta

sendo apresentado no momento.



CAPTITULO I

INTRODUGAO

Neste capitulo apresentamos alguns dos conceitos
e resultados que serao utilizados ao longo deste trabalho. Mui
tos outros, no entanto, sao supostos conhecidos pelo leitor,co
mo, por exemplo, conceitos e resultados basicos de Teoria de
Gupos e Teoria de Anéis. Algumas questoes referentes a tais as
suntos podem, no entanto, ser consultadas em [19] e .[25]. Ao longo de todo
este capitulo, a maioria dos resultados citados nao sao acompa
nhados da respectiva demonstragao. O leitor pode consultar as
referéncias que serao feitas oportunamente.

Em todo este trabalho, os anéis considerados tém
unidade. Quando necessario, a unidade de um anel A sera deno

tada por 1, . Além disso, supomos que todo subanel considera-

A
do tem unidade igual 3 unidade do anel que o contém e todo ho-
momorfismo de anéis envia a unidade na unidade.

Ainda, U(A) e Aut(A) representam, respectiva
mente, o conjunto dos elementos inversiveis e o conjunto de to
dos os automorfismos do anel A . O anel dos inteiros & denota

do por Z e 3f denota o grau de um polindmio f .



Os assuntos abordados nesse primeiro capitulo sao:
modulos, os functores Hom e Produto Tensorial, definicao e e
xemplos de algebras, posto de mddulos projetivos, extensoes de
Galois de corpos comutativos e anéis semi-simples. A menos de men
cao em contrario, os anéis aqui considerados nao sao necessaria-

mente comutativos.

§ 1 . MODULOS

Se R €& um anel (com unidade), um R-MODULO A ES
QUERDA M & um grupo abeliano (com notagao aditiva), no qual es
ta definida uma aplicagao RxM-+M , denominada OPERACAO EXTERNA
DO R-MODULO, que associa a cada par (r ,m)€ RxXxM um elemento de
M qgque denotamos por r.m (ou simplesmente 1rm) e que satisfaz as

seguintes condigoes:

' a) r.(r'.m) = (rr').m

b) r.(m+m') r.m+r.m'
¢) (r+r'),m =r.m+r'.m

d) lR.m =m , para cada r,r'¢R , m,n'€eM .

Assim, se S é um subanel de R , entao R & um
S-médulo, onde a operagao externa & a propria multiplicacao do
anel R . Ainda, qualquer grupo abeliano & um mdodulo sobre o a-
nel dos inteiros.

Analogamente, define-se R-MODULO A DIREITA. Noen
tanto, a menos de mengao em contrario, o termo R-MODULO signifi-

cara para nos R-mnddulo a esquerda.



E facil verificar que se T €& um anel e ¢ :R->T
é um homomorfismo de anéis, entao T €& um R-mddulo e todo T-mo-

- dulo M & também um R-mddulo, se definimos r.m = (r.lT).m , Pa

racada r€ R , mé M . Neste caso, dizemos que M & o R-MODULO

INDUZIDO (PELA ESTRUTURA DE T-MODULO).

-

Um subgrupo aditivo N do grupo (M, +) & um
SUBMODULO do R-mddulo M se r.neN , para cada r€ R , nE N .

Se N, e N

1 sdo submddulos de um R-médulo M entdo o conjun

2

to N;+N, = {n, +n, |nl€ N, , n,€ N,} & também um R-submddulo de

M , e € denominado SUBMODULO SOMA DE Nl e N2 . Ainda, dizemos

que um R-submddulo N de M €& um R-SOMANDO DIRETO de M se e-

xiste um R-submddulo N' de M tal que N®N'=M ( @ represen-

ta uma soma direta, isto &, N+N'=M e NAN'=(0)).

A seguinte proposicao é de facil demonstracgao.

Proposicdo 1.1 (Iei Modular)

Se M e N sao dois R-médulos e M' € um R-sub

modulo de M entao M'N(M@EN) = M'® (M'NAN) .

Se M e N sao dois R-modulos, dizemos que uma
aplicacao f:M-+N & um R-HOMOMORFISMO DE M em N se f é&unm
homomorfismo dos grupos subjascentes tal que f(r.m) = r.f(m) ,
para cada r€R , m€M ., Quando um R-homomorfismo £ :M~+N € uma
aplicacao injetora, entao dizemos que f & um R-MONOMORFISMO e,
se f & sobrejetora, entao a aplicagao & denominada R-EPIMORFIS
MO. No caso em que f @& uma bijegcao entao ela é dita um R-ISQMOR

FISMO. A notacao HomR(M , N) representa o conjunto de todos os

R-homomorfismos de M em N .



Quando possivel, utilizaremos apenas o termo homomorfismo, ao in
vés de R-homomorfismo.

Podemos observar que se M e N sao dois R-md
dulos entao o conjunto HomR(M , N) €& um grupo a.faeliano, se con
siderarmos a adigao usual de fungoes. Além disso, se R € um
anel comutativo entao M e N sao R-mddulos a esquerda e a di

reita, e HomR(M, N) torna-se um R-modulo, se definirmos
(r.f)(m) = r.f(m) , para cada r€R , me€M , f€ HomR(M ; N) ,co

mo é facil verificar.

Uma seqgfiéncia de R-mddulos M, com i€I e R-

homomor fismos fi s Mi—l *M; , para cada i€ 1I (onde I denota um
: : £y fi-l-l
conjunto enumeravel de indices),..> M, > M, Mg
& denominada uma SEQUENCIA EXATA se Im fi = Ker fi+1 , Para ca
f

da 1i€I . Em particular, a seqliéncia 0 ->M—N € exata se e
sd0 se f & um monomorfismo, enguanto que a seqliéncia M~L»N > 0

- - - 3 . 3 f -
é exata se e sO se g é& um epimorfismo. Assim, 0-M—N->0 e

uma seqitiéncia exata se e sO se f & um R-isomorfismo.

Uma seqliéncia de R-modulos e R-homomorfismos da
forma 0-M-5>N-I»1, >0 & denominada SEQUENCIA CURTA, e & dita
EXATA A ESQUERDA se f & um monomorfismo e Imf = Kerg . Tal
seqliéncia é dita ainda EXATA X DIREITA se g € um epimorfismo
e Imf=Kerg , e € simplesmente EXATA se for exata a esquer-
da e a direita.

Dizemos que uma seqliéncia exata curta de R-mOdu
los e R-homomorfismos 0 = L-LM-S-'N* 0 CINDE se o R-submddulo

N'=Imf=Kerg de N é um R-somando direto de M . Com res-

peito a esta definigéo, temos o seguinte resultado, cuja prova



pode ser encontrada em [15].

Proposicgao 1.2:

Dada uma seqliéncia exata de R-médulos e R-homomor

fismos 0-+M-£*N—E+L-+O , as seguintes condig¢Oes sao equivalen-

tes:

(a) a seqliéncia cinde;

(b) existe um homomorfismo ¢ : N+M tal que
Vof =1id, ;

(c) existe um homomorfismo ¢ : L+N tal gque
god = idL ;

(d) existem R-homomorfismos Y :N->M e ¢ :L-+N

tais que Y of==idM e g =idL e foU + g = idN :

Nestas condigOes, N=*=M@L como R-mddulos.

Se m e um elemento de um R-modulo M entao o

-

conjunto de todos os "multiplos" da forma r.m com re€R &

um R-submodulo de M , denotado por R.m . Se M= izé_':I"B"mi g-on

de I & um conjunto de indices qualquer, entao o conjunto

{m;}; ¢ 1 € denominado CONJUNTO DE GERADORES DE M . Isto sig

nifica que cada elemento de M pode ser expresso (nac necessa
riamente de maneira unica) como uma combinagao linear finita
dos elementos mi(iein . Se M possui um conjunto finito de
geradores entao ele & dito um R-MODULO FINITAMENTE GERADO.
Dizemos que um R-m6édulo M & LIVRE se ele & iso

morfo a uma soma direta de R-mOdulos isomorfos a R , ou seja,



Mzi(gl Mi ; onde MizR ; para

junto de indices. Neste caso, é

R(I) para ig?I Mi . Ainda, se
elementos, a soma R®@...®R (n
Iema 1.3:

Um R-modulo M é

conjunto {bi}ie-I de M (para

i3 =

cada ieI , onde I & um con

comum utilizarmos a notagao

I & um conjunto finito com n

somandos) & denotada por R(n)

livre se e sO se existe um sub

algum conjunto de indices 1I)

que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) M==ié;1 R.bi , ou seja, todo elemento m&EM

pode ser escrito na forma m==j%;i,r.

I'é um subconjunto . finito de

(b) para cada subconjunto finito

I 3

onde cada r.€ R e

. ¥
- J

]

IYeT

iE;I' ri‘bi=0 implica ri=0 , para cada i« I'

Neste caso, 0 conjunto gerador

{b.}

T -
ifie 1 es

nominado BASE de M . Ainda, a decomposigao dada no item (a)

& tunica, para cada meM .

Quando

gue se um R-modulo livre

tos, entao qualquer outra base de

Neste caso, este inteiro n

M tem uma base finita com

R é um anel comutativo, pode-se mostrar

n elemen

M tem também n elementos.

€ denominado POSTO DE M (ver §4).

Ainda, & claro que um mb6dulo sobre um corpo & um espago vetori

al e, portanto, & livre.

A prova da seguinte porposicao pode também ser

encontrada em [25]:



Proposicao 1.4:

Se R é um anel comutativo e se L, e L, sao

. dois R-mOdulos livres de posto respectivamente iguais a m e

n , entao HomR(Ll,Lz) e men(R) sao R-modulos isomorfos e

livres, de posto igual a mn .

Concentramos agora nossa atengao nos chamados

modulos projetivos.

Proposicao 1.5:

Seja M um R-mbdulo. As seguintes condigoes
sac equivalentes:

(i) M é isomorfo a um R-somando direto de al-
gum R-modulo livre;

(ii) toda seqliéncia exata de R-m6dulos e R-ho-

momorfismos da forma 0->L—£+N—H*M-+O é uma seqliéncia que
cinde;
(iii) para cada diagrama de R-modulos e R-homo

morfismos da forma
g9

Ze—=

L—g* +0 , onde f é um R-epimorfis

mo, existe um R-homomorfismo h : M-+ 1 gque torna o diagrama
comutativo, ou seja, tal que fh= g ;

(iv) existe um conjunto de elementos mie M e
de R-homomorfismos fi t:M+R , onde ieI (I & um conjunto de
indices) tais que:

(a) para cada meM , fi(nU =0 gquase sempre (is

to &, com excegao de um nimero finito de indices i€ I);

(b) i‘g:I fi {m).mi=m , para cada meEM



Além disso, tal conjunto de indices I pode ser
escolhido finito se e s se M & um R-mddulo finitamente gera-

do.

Dizemos que M & um R-MODULO PROJETIVO (ou, sim
plesmente, que M & R-PROJETIVO) se é satisfeita alguma das con
digoes equivalentes da proposig¢do anterior.

E claro entdo que todo mddulo livre & projetivo.
Ainda, da alinea (iii) da proposicdo anterior, & facil ver que

se existe um R-epimorfismo f:R-+M entao M & R-projetivo se

e sO se existe um R-homomorfismo h:M->R tal que fh= idM §

O conjunto de elementos mie M e R-homomorfismos fi: M-+R (i€ I)
dados na alinea (iv) da proposigao anterior, sao chamadas COOR
DENADAS PROJETIVAS DO R-MODULO M .

Listamos a sequir mais algumas propriedades de
modulos finitamente gerados e de modulos projetivos. Maiores

detalhes podem ser encontrados nas referéncias citadas.

Proposicao 1.6 (Transitividade de modulos finita-

mente gerados e projetivos)

Sejam S um anel e ¢ : R>S um homomorfismo de

anéis. Seja M um S-médulo. Entao:

(i) se M & projetivo sobre S e S & projeti
vo sobre R entdo M & projetivo sobre R ;

(ii) se M é finitamente gerado sobre S e S
& também finitamente gerado sobre R entao M & finitamente
gerado sobre R ;

(iii) se M é finitamente gerado como R-mddulo

entao @ também finitamente gerado como S-modulo.



Proposicao 1.7:

Seja M um R-médulo e seja N um R-somando di

reto de M . Entao:

(i) se M & um R-mddulo projetivo entao N &
também um R-modulo projetivo;
(ii) se M & um R-moédulo finitamente gerado en

tado N @& também R-finitamente gerado.

Mais propriedades serdao dadas na prdxima secao.
Para encerrar esta seg¢ao, lembramos que se M @&
um R-modulo, entdo o R-ANULADOR DE M & o subanel de R forma

do pelos elementos r€ R que satisfazem r.M=0 , ou seja,

Anp (M) = {reR| r.M=0} . Se Anp (M) =0 , entdo

M & dito um R-MODULO FIEL. Quando R & um anel comutativo e
sem idempotentes . proprios (i.e., 0s unicos idempotentes de R
sao 0 e 1) entdo & valida a seguinte proposicao (ver coro-

lario 1.11, capitulo 1, de [7 ]).

Proposicao 1.8:

Se R & um anel comutativo sem idempotentes
proprios entao todo R-mddulo nao nulo, finitamente gerado e

projetivo & fiel.

§ 2 . CATEGORIAS E FUNTORES DE MODULOS

Neste trabalho fazemos uso das categorias cu-

jos objetos sao mddulos. Omitimos entao a definicao geral de



- TF =

CATEGORIA e nos restringimos apenas a categorias de mddulos
sobre um dado anel. Assim, por exemplo, dado um anel com uni

dade R , RM denota a categoria dos R-mddulos a esquerda.

Ou seja, os objetos de RM sao os R-modulos a esquerda e oOs

morfismos sao os elementos de HomR(M,N) , 1.6, os P-homomorfismos

de M em N (onde M e N sao dois quaisquer R-mbddulos a

esquerda) . Analogamente, M, denota a categoria dos R-m&du-

los 3@ direita e dos R-homomorfismos entre tais R-modulos.
Sejam C e D duas categorias de modulos.

Um FUNTOR COVARIANTE DE C EM D & uma correspondéncia

F dque associa a cada mddulo M de C um mdédulo F(M) de

D e a cada homomorfismo f :M=+>N de C um homomorfismo

F(f) : F(M) > F(N) de D , de tal modo que:
(1) Flady) = 1dp )

(ii) se £f,g sao homomorfismos de C tais

que o produto fg esta definido, entao F(fg) = F(£f)i(g)

Um funtor- F de € em D & dito EXATO A
ESQUERDA se para toda seqiéncia exata de modulos enm ¢
da forma 0+L+M>N-+0 , a seqliéencia 0~ F(L) - F(M) -~ F(N)
€ também exata em 0 . Analogamente, F & dito um FUNTOR  EXA
TO A DIREITA se para toda seqliéncia exata de médulos e homo-
morfismos de C O+L-+M->N-+0 , a seqiéncia F(L)~>F(M)-F(N)-0
é também uma seqliéncia exata em D . Se F & um funtor exa
to a direita e também a& esquerda entao dizemos simplesmente
gque F @& EXATO. Ou seja, F & exato se transforma seqlléncias
exatas curtas em seqliéncias exatas curtas.

De maneira analoga podemos definir funtor con

travariante: se C e D sao duas categorias de mddulos, en-



tdo um FUNTOR CONTRAVARIANTE DE C EM 0D @& uma correspondén
cia F' que associa a cada mdodulo M €C um mdédulo F'(ME D
e a cada homomorfismo f :M->N de C um homomorfismo
F*(f) : F(N) » F(M) , de tal modo que

(1) F'(idy) = idp, () 7

(ii) se £f,g sao homomorfismos de C tais que
o produto fg esta definido entao F'(fg) = F'(g)F'(£f).

A exatidao de um funtor ' contravariante define-
se de maneira analoga.

Neste trabalho, consideraremos varios exemplos

de funtores.

Suponhamos agora que F e F' sao dois fun-
tores covariantes de uma categoria de mdédulos C em nutra cate
goria de mdédulos 0 . Dizemos que F e F' sao FUNTORES NATU
RALMENTE EQUIVALENTES se, para todo mddulo M de C(C existe um

isomorfismo dm : F(M) »F'(M) em 0D tal que, para cada par de
modulos M,N de ‘C e para cada homomorfismo fé€ Hom, (M, N) ,

o diagrama
Fon—LEF )
¢M ¢N

Fron—E0 Fh oy

e comutativo.

Restringimos agora nossa atengao a dois fun-
tores que serdo utilizados por nos: o produto tensorial e o

Hom.



A. PRODUTO TENSORIAL

Sejam M um R-mddulo a direita, N um R-modulo a
" esquerda e L um grupo abeliano arbitrario. Uma aplicacgao

f:MXN ~+ L & dita uma FORMA R-BILINEAR se

i) f(m+m',n) = £(m,n) + £(m',n)

ii) f(m,n+n") f(m,n) + £f(m,n")

iii) ftm.rm) f(m,r.n) , para cada m,m'e M ,

n,n'ée N, reR .

Proposig¢ao 2.1l (Propriedade Universal do Produto Ten

sorial)

Sejam M um R-modulo & direita e N um R-mddulo &
esquerda. Entao existe um grupo abeliano, que vamos denotar por
M@R N , e uma Gnica aplicagao R-bilinear g :MxN - M®, N com
a seguinte propriedade: se G & um grupo abeliano arbitrario e

f:MxN + G & uma forma R-bilinear, entao existe um Gnicoc homo

morfismo de R-mdédulos £* :M®R N - G tal que f* g(m,n) =£f(m,n),
para cada mE€M , n€N . Aléem disso, tal grupo M®R N & unico,

salvo isomorfismo. Indicaremcs cada imagem g(m,n) por m® n.

O grupo abeliano M® N dado na proposigao acima

& denominado PRODUTO TENSORIAL DE M E N e & gerado pelos ele
mentos da forma m®n , com mEM , n€ N . Alem disso, como a
‘aplicagao g & uma forma R-bilinear, sao validas as seguintes
propriedades:

a) (m+m')®n = m®n + m'®@n

b) m®(n+n')=m®n + mn"'




¢) m.r®n = m®r.n , para cada m,m'€ M , n,n'€ N,
rER .
As vezes pode ser possivel dotar um produto tenso

rial M@R N de uma estrutura de mdodulo, como vemos a seguir.

Dado um anel S , denotemos por RMS a categoria

cujos objetos sao os modulos N gque sao R-modulos a esquerda,
S-mddulos & direita e que satisfazem ainda a seguinte proprie-
dade: para cada r€R , s€5 , né€N , (r.n).s=r.(n.s) . Os mor
fismos de RMS sao os homomorfismos de grupos que sao R-homo-
morfismos @ esquerda e S-homomorfismos & direita. Neste caso,

0s objetos de RMS sao denominados também de R-S~BIMODULOS.

Desta maneira, se M & um R-modulo a direita e se

NE Mg, entao o produto tensorial M@R N tem uma estrutura

de S-mbdulo a direita, cuja operagao externa dada por

e
n n
2 oy %
( = m;®ny).s = &4 m, @n;.s , para cada mi®nie M®R N,

SES .
B claro, portanto, que se R @& um anel comutativo,

entao o produto tensorial M@R N & um R-médulo 3@ esquerda e a

direita, ja que cada R-mddulo & um R-R-bimédulo.

NOTA: Geralmente, daremos uma definigao envolvendo elementos

de um produto tensorial M@R N em termos dos geradores m@n .,

De fato, estaremos utilizando a propriedade universal do produ

to tensorial para estender esta definigao, por linearidade, a

n

um elemento arbitrario 3._2::;_ mi®ni€ M@R N . Por exemplo, a de
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finigdo acima da operagao externa do S-modulo M® , N poderia

ter sido dado apenas em termos dos geradores, i.e.,

(m®n).s=m®n.s , para cada m@n 6M®R N , s€ S , da seguinte
maneira. Fixado s€S , a aplicagao f_:MxN »~ M®_, N dada
por fs(m,n) =m®n.s & uma forma R-bilinear e, portanto, exis
te um Gnico R-homomorfismo fs : M@, N > M@R N tal que
?s(m®n) = (f509) (mn) = m®n.s , para cada m@n&M@R N

Entao, sendo ?s um homomorfismo, & claro que

n n n

B = 25
( &= mi®ni).s = mi®ni.s , Para cada Y m, ®n,€ MO, N .

2
i i=1

A seguir listamos algumas propriedades que sao
resultados conhecidos sobre produto tensorial:

l. Se R e S sao aneis e LGMR , M ERHS_.,
N eSM , entdao os grupos abelianos (LO®, M) ®g N e LO (MO, N)
sdo isomorfos, através da aplicagao (2@m)®n » L@ (m@An) ,
para cada (28m) ®n €:I(L®R M) ®S N , como & facil verificar.

2. Para qualquer anel R e ME:RM , Os grupos M
e R@R M sao isomorfos, através da aplicagao r®@m - r.m , pa
ra cada r®me R®R M , cuja aplicagao inversa & dada por
m+1®m , para cada mé€M , como & facil constatar.

3., Dados M,M'€ M N,N'GRM e dois homomorfis

R ’
mos f¢€ HomR(M,M‘) e g€ HomR(N,N') , pode-se mostrar que a
aplicacao m@®n » f(m) ®g(n)e M'@R N' , para cada m®ne€e M@N ,

e bem definida e & um homomorfismo de grupos de M@R N em



M ®R N' . Costumamos denotar esta aplicacgao por fQ@g .

4. O produto tensorial "distribui-se" sobre uma
soma direta. Mais precisamente, se {Mi}iE 1 © {Nj}je J sao
colegoes de R-mddulos a direita e a esquerda, respectivamente
(onde I e J sao conjuntos de indices), entao
( 1@1 M) O ( j@J Ny) o= @p (M ®p Ny)

jed
5. Se fixarmos um R-médulo & direita M , entao

M@R ( ) pode ser considerado um funtor covariante da cate

goria RM na categoria dos grupos abelianos (ou seja, na ca

tegoria ZM dos modulos sobre o anel dos inteiros). De fato,
a cada NSRM associamos o Z-mddulo M@R N e a cada
£€ HomR(N,N') o homomorfismo idM ®f€ Homz{MG)R N, M@R Ry
Analogamente, ( )®R N & um funtor de MR em ZM , como
é facil verificar.

A seguinte proposicao & verificada, e sua prova

ode ser encontrada em | 2 (prop. 2.18, cap. 2) ou em |[24] .
P

Proposicao 2,2:

i) Se 0-+NI—£*N2—34N3-+0 € uma seqfléncia exata

de R-mddulos a esquerda entdo a seqliéncia

id, ®f id,®g )
MO Ny M®R Nz-———————a-MQR Ny » 0 & também exata, pa
ra cada R-modulo a direita M . Ou seja, M@DR ( ) é& um fun-

tor exato a direita;

(ii) se 0-+MI—£*M5—9+M3-*0 € uma seqliéncia exa



e

ta de R-modulos a direita, entao a seqtliéncia

1f®idM q;@idM
- -
M1®R N-——-—-——rMZG)R N———+M3®R N > 0 e também exata, pa

ra cada R-modulo a esquerda N . Ou seja, ( J@I{bl é um fun-

tor exato a direita;

(iii) se 0-+M-£%M2—3+M3-+0 é uma seqtiéncia

1
exata e cinde, entao a seqtiéncia

£Q1id, g®idy,
0+M1®R N—M, 0, Nm——M, @ N=+0 é também exata e

cinde, para cada R-modulo 3 esquerda N .

Se ( )_@RM e um funtor exato, i.e., se

( ) @)R M & também um funtor exato & esquerda, dizemos que

M & um R-modulo PLANO. Definigao analoga & feita para modu-
los a direita.
Nem todo R-modulo a esquerda & plano. No entanto,

€ valida a seguinte

Proposicao 2.3:

Todo médulo livre & plano. Mas ainda, todo mddu

lo projetivo @ plano.

No caso de ser R um anel comutativo, & valida

a seguinte

Proposicao 2.4:

Se R @& um anel comutativo, MEJMR e NGRM F

entao

i) se M e N sao R-mbdulos finitamente gerados,



- entao M@R N & também um R-mddulo finitamente gerado;

ii) se M e N sao R-projetivos entao M@RN

é também R-projetivo.

Mais detalhes sobre produto tensorial podem ser

encontrados em [5 ].

B. O FUNTOR HOM

Se M e N sao dois R-médulos, entao o conjun

to HomR(M,N) dos R-homomorfismos de M em N & um grupo

abeliano, se considerarmos a adigao usual de fungoes. Além

disso, se M (ou N) & um bimédulo, por exemplo, se ME:RMS

para algum anel S , entao HomR(M,N) pode ser tornado um

S-mddulo & esquerda, se definimos (s.f) (m) =f(m.s) , para
cada s€S , meM, fe€ HomR(M,N) . Para apresentar um segun
do exemplo, denotamos por R—SM a categoria de todos os md

dulos a esquerda sobre R e também sobre S , com a seguin

te propriedade: se MGR_SM , entao r.(s.m) =s.(r.m) , pa-
racada r€R , s€ S, mé€M . Entao, neste caso, HomR(M,N)

€ também um S-m6dulo a direita, onde a operagao externa &
dada por (f.s)(m)=£f(s.m) , para cada s€ S , me€M ,

fe HomR(M,N} .

Ainda, como ultimo exemplo, se NE€ R—SM , en

tao HomR(M,N) tem uma estrutura de S-mdédulo a esquerda,

cuja operagao externa € dada por (s.f)(m) =s.f(m) , para

cada s€S , meM, fe€ HomR(M,N) .
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Portanto, & claro que, se R & um anel comuta-

tivo, entao HomR(M,N) € um R-moédulo 3 esquerda e a direita.

Fixado um R-mdodulo M , podemos considerar o

funitor HomR(M,—) que associa a cada R-médulo N o grupo
abeliano HomR(M,N) e, a cada R-homomorfismo f :N->N' a
aplicagao ?==Homn(idM, f) :HomR(M,NJ > HomR(M,N') , dada
por HornR(i.dM , f)(g) =f0g , para cada g eHomR(M,N)

Analogamente, pode-se definir o funtor

HomR(-,N} da categoria RM na categoria dos grupos abelia

nos ZM . Este funtor & contravariante, como & facil veri-

ficar.
A prova da proposicao a seguir pode ser encon

trada em [ 2] (prop. 2.9, cap. 2).

Proposicao 2.5:

1) seja Ml—£+M—g+M" + 0 uma seqilléncia de
R-mddulos e R-homomorfismos. Entao ela & uma seqliéncia exa-

ta se e sO se, para cada R-modulo N , a seqfiéencia induzida
0-+HomR[M",NJ-E&HomR(M,N}—E+HomR(M',N) & exata. Em outras
palavras, HomR(—,N) € um funtor contravariante exato a es
querda, para cada R-mdodulo N .

ii) seja 0-+N'—£+N—9PN“ uma seqiiéncia de

R-modulos e R-homomorfismos. Entao esta seqlléncia & exata

se e sO se, para cada R-médulo M , a seqliéncia induzida

f -

0-+HomR(M,N’)—*+HomR(M,N)—3+HomR(M,N“) é exata. Ou seja,

Homp (M,-) & um funtor covariante exato a esquerda.



iii) se O0-+>N'+>N-+N"+0 é uma seqfiéencia exata

e cinde entao a seqtiéncia 0+HomR(M,N')—E*HcrnR(M,N)-—g-HomR(M,N“) +0

© @ também exata e cinde, para cada R-mddulo M .

Vemos entao que HomR(M,-) nao é necessariamen
te um funtor . exato a direita. De fato, Homp (M, -) é exato se

-

e sO se M é& um R-mddulo projetivo.
Outras propriedades que serao utilizadas também

neste trabalho saoc as seguintes:

1. Se Myreoe My Nypono Ny sao R-modulos

n k
quaisquer, entdo Homp (;@& M, , jgﬁ N, = GD-'HOmR(Mi:Nj) .

j) i,J

2. Para cada R-mddulo M , HomR{R,M) = M

r

através da aplicagao f**f(lRJ , para cada fe:HomR(R,M) "

Mais detalhes podem ser encontrados em [24].

§ 3 . DEFINICXO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES DAS ALGEBRAS

Nesta segao, R denota um anel comutativo
(com unidade). Dizemos que um anel A & uma ALGEBRA SOBRE R
(ou simplesmente, uma R-ALGEBRA), se existe um homomorfismo
de anéis 6 de R no centro do anel A . Se, aléem disso,
A & um anel comutativo, dizemos que A é uma R-ALGEBRA
COMUTATIVA.

E facil ver que uma R-algebra A pode ser con
siderada um R-médulo & esquerda e a direita. De fato, se

B:R+>A & o homomorfismo que caracteriza A como R-algebra,
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definimos r.a=8(r)a e a.r=af(r) , para todo réER e a€Aa .
Reciprocamente, se A & um R-modulo que satisfaz

r.(al a2) = (r.al)a2=a1(r . a2) , para todo ré€ R e €A ,

al,a2

entdo a aplicagao r » r.l para todo r€ R , € um homomorfismo

A I
de anéis de R no centro de A , como é facil verificar. Logo,
A & uma R-algebra.

Assim, & valida a seguinte

Proposicao 3.1l:

Um anel A & uma R-algebra se e s6 se A & um
R-modulo que satisfaz r.(a1a2}==(r.al)a2==al(r.a2) , para to

do r€R e al,aZEA.

Apresentemos agora alguns exemplos de R-algebras:

l. E obvio que o proprio anel R & uma R-algebra,
via o homomorfismo identidade. Mais geralmente, R(n) =R@...®R
(n copias do anel R) & tambéem uma R-algebra, via a aplicacgao
diagonal, que associa a cada r€ R , a n-upla (r,r,...,xr) .
Esta mesma aplicagéo diagonal torna o anel Rw==R><R><... , das

seqliéncias infinitas, uma R-algebra.

2. Tambem o anel Mn(R) das matrizes quadradas de
ordem nxn sobre R & uma R-algebra. De fato, basta-nos con-
siderar o homomorfismo de aneis que associa a cada elemento
r& R a matriz diagonal rI de Mn(R] , onde I representa a

matriz unidade de Mn(R) :

3. Dados um grupo multiplicativo G e um anel

com unidade S , lembramos que o ANEL DE GRUPO DE G SOBRE S



& o conjunto S[G] formado pelas séries formais gZQZG Sq9 r

onde cada Sg € um elemento do anel S , e onde o conjunto

{geac | sg#O} @ finito. Neste conjunto, estao definidas a ope

3 3 o > ¥
ragcao de adicao por e rgg ¥ JE€G sgg g€ G (rg+sg)g ’

para todo gze"G rgg i gEBZG Sgg €S|:G] , € a de multiplica-

¢ao por (rg g) (s,]51 h) = (rg sh)(gh) , para todos rg,shes [
g:h€G , junto com uma lei distributiva.

E facil ver que S[G:] tem unidade, e que & um
anel comutativo se e s6 se S & um anel comutativo e G um
grupo abeliano. Ainda, & facil verificar que, definindo o pro
duto externo por

s ( (s ngg , para todo

Z s = Z:
§ee g9’ = 4E6
s,55€ S e g €G , S[G] torna-se um S-médulo livre, com base
formada pelos elementos de G . Finalmente, o anel de grupo

R[G] & uma R-adlgebra, denominada ALGEBRA DE GRUPO DE G SO

BRE R .

4. E Sbvio que o anel de polindmios R[X] com
indeterminada X e coeficientes em R & uma R-algebra, via

a aplicagao inclusao.

5. Seja W um sistema multiplicativo de R . En

tao o anel localizado RW , formado pelos elementos da forma

r/f, com r€R , wEW , & um R-modulo a esquerda, cuja opera
cao externa & dada por A ¥ 5 r')/,, « para cada r,r'€ R,

weW . Além disso, sendo R um anel comutativo, torna-se Obvio
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que R & uma R-algebra comutativa (ver §4) .

Uma SUBALGEBRA de uma R-algebra A €& um subanel
S do anel A e que &, ao mesmo tempo, uma R-algebra, via o
mesmo homomorfismo 6 gque define a R-dlgebra A (i.e., S &
um subanel de A e um submddulo do R-médulo a esquerda A) .

Dadas duas R-algebras A e B , dizemos que uma
aplicagdao f :A-+B & um HOMOMORFISMO DE R-ALGEBRAS se f &
um homomorfismo de anéis e também de R-mdodulos. Equivalente-

mente, se BA t:R>A e BB : R+B definem as estruturas de

R-dlgebras de A e B , respectivamente, entao um homomorfis
mo de R-algebras de A em B & um homomorfismo de anéis

f:A+B tal que o seguinte diagrama & comutativo:

Podemos observar agora que, se B e C sao
anéis comutativos, se A & uma B-algebra e B & uma C-dlge
bra, entao &€ claro que A & uma C-algebra. Ainda, é& facil
ver que, se A e B sao duas R-dlgebras, definindo um pro-

duto em A@R B por (a®b)(a'®b')=aa'®@ bb' , para cada
a®b , a'@b'é‘A@R B, A@R B e uma R-algebra. Portanto, se

A e B sao R-algebras comutativas,as estruturas naturais de
A-mbdulo e B-médulo de A® B fazem com que este anel possa

ser considerado uma algebra sobre A e B , respectivamente.

Dados dois anéis A e B , relembramos que um



A-B-bimdédulo & um grupo abeliano dotado de estruturas de A-md
dulo @ esquerda e B-mdédulo & direita, satisfazendo ainda a se
guinte propriedade:

(i) (a.m).b = a.(m.b) , para cada a€A , b€ B ,
meM .,

Se, no entanto, A e B sao ainda R-algebras,
entao um A-B-bimédulo M que satisfaz

(ii) r.m=m.r , para cada r€ R , meé M (isto €,
as estruturas de R-mddulo induzidas em M coincidem), & denomi
nado um:.A-B-BIMODULO ‘SOBRE R .

No caso de termos A =B , um A-A-bimdédulo so-
bre R & também denominado A/R-MODULO BILATERAL. (Esta no-

menclatura sera empregada no proximo capitulo).

Suponhamos agora que A & um anel. Denotemos

0

por A o anel definido da seguinte maneira:

A=A" como conjuntos (i.e,, existe uma correspondéncia biuné
voca entre os elementos de A e A" . Denotemos por x’° o
elemento de A" que @ o correpondente de x€ A). Definimos
adicdo em A’ da mesma maneira que no anel A , isto &,
a’+b’=(a+b)? , para a’,b’c A’ , e definimos também neste
conjunto um produto, da seguinte maneira: a’b’=(ba)? , pa-
ra cada a’,b"e a’ .

Com estas operagoes, & facil verificar que
A’ & também um anel, denominado ANEL OPOSTO A A . Ainda, se
A & uma R-dlgebra, temos que A’ & também uma R-dlgebra, de
nominada ALGEBRA OPOSTA A A , e, se A & uma R-dlgebra comu
tativa, entao A =21 .

A definigcdo da algebra oposta A’ nos permite
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considerar o produto tensorial AG@R A" , gque sabemos ser uma

R-dalgebra., Denotamos tal R-algebra por A , e a denominamos
. ALGEBRA ENVOLVENTE DE A .

A partir de agora nao faremos mais distingao
entre um elemento a€ A e seu correpondente a’€ A’ , indi-
cando ambos por a , simplesmente. Logo, O produto em a® es
ta definido por (a®b)(a'®b') =aa'®b'b , para cada a®b ,
a'®b' e a® .

| Fagamos agora algumas observagoes sobre os
A-B-bimddulos sobre R e A/R-m6dulos bilaterais que nos se

rao Uteis no proximo capitulo.

l. Sejam A e B duas R-algebras e M um

grupo abeliano. Entao se M tem uma estrutura de A®, B’-

modulo & esquerda, pode-se definir sobre M uma estrutura de
A-B-bimédulo sobre R . E valida também a reciproca. De fato,

se M &um A®, B’-médulo 3 esquerda, entdo & possivel de-

finir uma estrutura de A-B-bimddulo sobre R , através das
igualdades a.m=(a®1l).m e m.,b=(1®b).m , para cada a€a ,
beB , mEM , como & facil verificar. Se M & um A-B-bimddulo
sobre R , entd3o, definindo uma operagao externa por
(a®b).m=a.m.b , para cada a®beA®, B , mEM , & imedia

to que M & um A®[ B’-médulo 3 esquerda.

Portanto, em particular, vemos que um grupo
abeliano M tem uma estrutura de A/R-modulo bilateral se e

- a - -
sO se M tem uma estrutura de A -moédulo a esquerda.

Dados uma R-algebra A e um A/R-mbédulo bilate

ral M , denotamos por MA o0 R-submodulo de M formado pelos



elementos m€M tais que a.m=m.a , para cada a€ A , ou
seja,

MA={meMlVa€A, a.m=m.a} g

Podemos entdao considerar a correpondéncia
t ¥, que associa a cada A/R-médulo bilateral M o R-sub
modulo MA , € a cada homomorfismo f :M-+N de A/R-mbdulos

bilaterais o homomorfismo de R-médulos f | Al M - NB , On
M

de f ]MA representa a restrigao de f ao R-submddulo M,

Com referéncia a esta aplicagao, temos o se

guinte resultado, cuja prova deixamos a cargo do leitor:

2, Se A @& uma R-algebra, a aplicagao ( )A

é um funtor covariante da categoria dos A/R-modulos bilate-

rais na categoria dos R-modulos.

Se A & uma R-algebra e g:M>N & um homo
morfismo de A/R-mSdulos bilaterais, entdao sabemos que existe

uma aplicacao g : Hom e(A,M) + Hom e(A,N) , dada por
A A

g(h) =goh , para cada he Hom o(A/M) . Considerando esta apli
A

cagao, podemos mostrar o seguinte

Lema 3.2

Sejam A uma R-algebra e M um A/R-médulo bi

lateral. Entao os R-médulos MA e Hom e(A,M} sao isomorfos.
A

Ainda, se N & também um A/R-modulo bilateral e g & um

A®-homomorfismo de M em N , entdao o seguinte diagrama de



R-mddulos & comutativo, onde as setas verticais sao os isomor

fismos correspondentes:

g
Hom _(A,M)—————sHom _(A,N)
e e
A A
1 9l a 1
MA M :—NA
Ou seja, os funtores. ( )A e Hom e(A,-}

s3o naturalmente equivalentes.

Prova:

Consideremos a aplicagao ¢M : Hom e(A,M)-*MA
A

dada por (f£) =£(1) , para cada homomorfismo £€ Hom e(A,M) .

¢
" A

E facil ver que € um isomorfismo de R-mddulos, cujo iso-

by

morfismo inverso € a aplicagao que associa a cada mEM o ho

momorfismo fm: A+M , dado por fm(a}==a.m  para cada a€ A .

O resto & de facil verificacgao. [:]
O seguinte corolario & claro:

Corolario 3.3:

Se A €& uma R-algebra entao o furtor

Hom e(A,—) & exato se e sO se o funtor ( }A é exato.
A
Ainda, como toda R-dlgebra A & um A/R-md

dulo bilateral, e como Aa é exatamente o centro de A ,

também & evidente o seguinte ,@T~;

Satorl '.t_'!_/:‘f/



Corolario 3.4:

Se A & uma R-algebra, entao existe um R-iso

morfismo candnico entre Hom e(A,A) e Z(A) , onde Z(A) de
A =

nota o centro do:anel A .

Apresentamos, a seguir, um resultado que en-

volve o conceito de produto tensorial e de algebra:

Proposicao 3.5:

Se M & um R-mSdulo projetivo (finitamente

gerado), entao, para qualquer R-algebra B , BQDR M €& um

B-mOdulo projetivo (finitamente gerado).

Apresentamos agora o conceito da funcao tra
¢o, que sera utilizada nos capitulos III e IV,

Sejam A uma R-dlgebra e M um A-médulo a
esquerda que & finitamente gerado e projetivo como R-mdédulo,

Sejam xl,...,xne:M e fl""'fne HomR(M,R} coordenadas

projetivas do R-médulo M . Entao a aplicacao ty:A>R da-

da por tM(x) = ?;i fi(x xi) , para cada x €A , & um homo-
morfismo de R-modulos, como e facil verificar, e & denominada
APLICACAO TRAGO DE A EM R INDUZIDA POR M .

Observemos que a aplicagao traco ty dada

acima independente da escolha das coordenadas projetivas do

R-médulo M . De fato, se yl,...,yme M e Gyreeer9y HomR(A,R)

sao também coordenadas projetivas do R-médulo M , entao, para
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m
cada 1€ {1,2,+es:0) i Xy = jz;i gj(xi)yj . Portanto, para

cada x€A ,

n i m n

= 551, i gj(xi)fi(xyj) o - | gj(xl = fi(xyj)) =
n m

_ e -

=53 8 ( = fi(xyj)xi)— =1 gj(xyj)

Além disso, & facil ver que se M pode ser es

crito como soma direta de R-mdodulos M=Ml®M2 , entao

tM=tMl+tM2 , onde tMl €& a restricao da funcao trago t ao

submoédulo M e t

1 M & a restricao de t ao submédulo M

2 2



§ 4 . LOCALIZAGAO E POSTO DE MODULOS PROJETIVOS E FINITAMENTE

GERADOS,

Na segdo 1 vimos que se R & um anel comuta-
tivo entao todas as bases de um R-mddulo livre e finitamente
gerado L tém um mesmo numero de elementos, e que este nﬁmg
ro & chamado posto de L .

0 que vamos mostrar nesta secao & que o con-
ceito de posto de um mddulo livre sobre um anel comutativo
pode ser generalizado para modulos projetivos e finitamente
gerados sobre um anel comutativo que nao possui idempotentes
proprios. Para tal, necessitamos do conceito de médulos e a-
néis de quocientes, que passamos a revisar brevemente. No que

segue, R denota um anel comutativo e (® significa ()R ;

Dizemos que um anel (comutativo) R & um ANEL
LOCAL se ele contém apenas um ideal maximal. Uma das proprie
dades mais tteis de um anel local & o fato de que os modulos
projetivos sobre tais anéis sao livres. Provamos este fato
para moédulos projetivos e finitamente gerados. Fagamos antes,
no entanto, algumas observacgoes.

Se A & um ideal de um anel R , entao é fa
cil ver que, para cada R-mdédulo M , o conjunto

n
A.M= {j_zz:l ai-mi | aie A r mie M} € um R"SmeédUlD de M, @ en-

tao podemos considerar o R-m&dulo quociente M/ p.mq - B facil
ver ainda que, definindo uma operacao externa por
(r+A).(m+A.m) =r.m+A.M , para cada reR , meéM , M/’

A.M
é também um R/A' - modulo.



Suponhamos agora que M & um R-médulo finita
mente gerado. Entao & claro que o R-modulo M/, i é também
finitamente gerado. £ facil ver também gue o mesmo conjunto

gerador do R-mddulo M/, ,,

-

gera O R/A—médulo M/A-H .

Se M & um R-médulo projetivo e {xi} M

. =
1€ 1

e {fi : M+ R} CZHomR(M,R) sao coordenadas projetivas do

ie I
R-modulo M , para algum conjunto de indices I , entao é

fdcil ver que as aplicagdes lineares g, :M/; \ » R/, dadas
por gi(m~kA.M)==fi(m)-+A sdo homomorfismos de R/,-mddulos,
para cada 1i€1I e que, junto com os elementos x, +A.M E‘M/A.M ;
definem um sistema de coordenadas projetivas de M/A.M sobre
R/y -

Finalmente, podemos observar que, se A & um
ideal maximal de R e se M & um R-mdédulo finitamente gera

do e projetivo, entao, sendo R/A um corpo, temos que M/A M
e um R/A-médulo livre.

Para a proxima proposigao, necessitamos do se

guinte

Lema 4.1(Lema de Nakayama generalizado) :

Se R €& um anel comutativo e M & um R-mddu
lo finitamente gerado, entao um ideal A de R verifica a

propriedade A.M=M se e sO se A+An (M) =R .

Prova:

Suponhamos que M =R.m 4-...4-R.mn , onde

1



ml,...,mneM , € que o ideal A de R satisfaz a igualdade

A.M=M , Como AnR(M) € um ideal de R , & suficiente mostrar

mos que 1p€ A+AnR(M) . Para concluirmos que A+AnR{M) =R .

Para tal, consideremos os submddulos M; =R.m; +R.m;_ .+ ...+R.m_,

para cada ie¢{1,2,...,n} , e seja M., =0 . Vamos mostrar
que, para cada i€ {1,2,...,n+l} , existe a, € A  tal que

(1-a;).MC M; . Utilizemos indugado sobre i .

..Pondo a1=0 , € claro que (1—al).M=M=Ml ¢

Seja ke{1,2,...,n} e suponhamos que exista akeA tal
que (l-ak).Mc:Mk . Entao (l-ak).M= (1—ak)A.M =

= A(l-ak).McA.Mk=A.mk+A.mk_+1+ ... +A.m_ . Assim, existem

elementos akje: A , para cada jei{k,...,n} , tais que

n n
- = - 2.
(1 ak)'mk-js;_;c akj'mj‘akk'mk*'j=k+ akj'mj , e, portanto,

n
B e 2y
(l--ak akk)'mk"j=k+1 akj'mje Mk+l , donde vemos que

(l-ak){l—ak—akk).MC (l—ak-akk}.MkC Mk+1 . Pondo en-
" _ L2 —
tao ak+1_2ak+akk-ak ap ay, s e facil ver que ak+l€ A

e l-a 3 = (l—ak-akk) (l—ak) , e, portanto,

+

(1 -ak+1) M C Mk+1 , ficando assim completo o processo de

inducao.
Concluimos entao que existe em A um elemento

a tal que (1—an+l).MC Mn+l=0 , ou seja,

n+1l

1—an+l€AnR(M) . Logo, lReA-i-AnR(M) .

Para provar a reciproca, suponhamos que

A+AnR(M) =R , e mostremos que A.M=M . E claro que A.MCM .



Sejam a€A e re AnR(MJ tais que a+tr=1p . Entao, para ca

“da mMEM , m=1lm=(a+r).m=a.m+r.m=a.m€EA.M , Assim,

MCA.M , o que completa a prova. [J

Proposicao 4.2:

Seja R um anel local com ideal maximal M .
Entdao todo R-mddulo finitamente gerado e projetivo e livre.

Além disso, se {m; +M.M, ..., m +M.M} & uma base do R/y-md

dulo livre M/M.M , entao {ml,...,mn} é uma base de M .

Prova:

Consideremos a aplicagao 1 : R(n) +M , dada

n

por w(al,...,an) = i%. a,.m, , para cada (al,...,un) ER(n)

E claro que ¢ & um homomorfismo de R-médulos. Vamos mostrar
que &€ um R-isomorfismo entre r(M) e M.
Pelas consideracgoes feitas anteriormente, sa

bemos que o quociente € um R-médulo finita-

M/R.m +...+R.m

3] n
mente gerado. Além disso, sendo que M/M ™ R. (ml+ MM) + o0e *
+ R. (mn+M.M) i R.(m1+M.M) + ... +R. (mn+M.M) +M.M=M , ou

seja, R.m +...+R.mn+M.M=M . Assim, M., (M/

1 R.m.+...+R.m_) =

1 n
= (M.M+R.m,y +... +R'mn)/R.ml+...+R.m = M/p.m+...4R.m_ " ©
n 1 n
entao, aplicando o Lema de Nakayama, vemos que
M/R‘m1+"'+R‘mn =0 . Ou seja, M=R.rnl+ +R.mn , donde se

gue -se que P & um epimorfismo.



Suponhamos agora que (al,...,un} Ker ¢y .

n

Entao 38

& ai.mi=0 , donde segue-se que i% (ai+M)-(mi+M.M) =

= M.M=0¢€ M/ .y - Sendo {mi-i-M.M}i'il uma base do mbédulo 1li
vre M/M M temos necessariamente que ai-i-MzM , ou ainda,

;€ M , para cada i€ {1,2,...,n} . Assim, vemos que

Ker yC M.R(n) %

Formamos agora a seguinte seqgliéncia exata de

R-modulos 0 -+ Ker wc—.R(MM+0 gue cinde, uma vez gque M

-

€ um R-médulo projetivo, Entdao Ker y & um R-somando direto

(n)

de R , € segue que Ker Yy €& um R-mGdulo finitamente ge-

rado. Mas como Ker ypC M.R(n)

(n)

, podemos escrever, aplicando

a lei modular, Ker yCM.R" " 'NKer v = M. (Ker y ® L)NKer y =

= (M. Ker y® M.L)NKexr v = M.Ker ¢y . Logo, Ker y = M.Ker ¢ ,

e aplicando novamente o lLema de Nakayama, conclui-se que
Ker ¢y = 0 ., Logo, y & também um R-monomorfismo, o que com-
pleta a prova. L]

Dizemos que um subconjunto W de R- {0}

€ um SISTEMA MULTIPLICATIVO de R se
i) lRCW H

ii) ww'e W , para cada par de elementos
W,W'EW .

Como exemplos de sistemas multiplicativos,
podemos citar o conjunto formado por todas as poténcias nao
negativas de um elemento nao nilpotente de R e o conjunto

formado por todos os elementos de R due nao pertencem a um



dado ideal primo (proprio) deste anel.
Se M & um R-mGdulo e W & um sistema multipli
cativo de R entao & possivel definir uma relagao em MxW ,

da seguinte maneira: (ml,wl) ~ (mz,wz) se e sO se existe wEW
tal que w. (wl.m2 —wz.ml) =0 , para cada par de elementos
(ml,wl) ‘ (mz,wz)e MxW . B facil ver que esta relagdao é de e-

quivaléncia. A classe de equivaléncia de um elemento (m,w)€ MxW
€ denotada por m/‘."‘T , € o conjunto destas classes & denotado

por Mw . Neste conjunto Mw , definimos soma e produto exter

no por ml/w1+m2/w2 = (_wz.ml+wl.m2)/ﬁlw2 e r.(m/wJ =r.rn/W 3

para cada re€R e ml/wl ) M,/M, €M, . Tais aplicagoes estao
bem definidas e dotam Mw de uma estrutura de R-modulo. Tal

R-médulo & chamado MODULO DE QUOCIENTES ou MODULO DE FRACOES.

Se, além disso, M & uma R-algebra, entao pode-

mos também definir um produto em M, por (rnlxwl) (m2/w2) =

(rnlru2 para cada par de classes ml/W 4 m2/ eMw

1

Com esta operagao, M, torna-se uma R-algebra, como & facil

W ey

verificar. Em particular, a R-algebra R, é denominada ANEL

DE QUOCIENTES DE R , e pode-se verificar que cada inversivel

deste anel & da forma w,/
1l WZ

da W=R~-P , onde P & um ideal primo de R , denotamos Ry,

, COm W, ,W, €W . Se tomamos ain

por Rp . Ou seja, Rp= {r/g | zer , sg P} .

Assim, por exemplo, temos que o conjunto

-

PRp = £pr/s' lzeR ; 8P , peP]={r/é |reP , sgP} & um

ideal de RP , € tem a propriedade de que todo elemento fora



dele & inversivel em Rp , como é facil verificar. Ou seja,
PRP é um ideal maximal de Rp . Mais ainda, ele € o unico
- maximal. Assim, Rp & um anel local, chamado ANEL LOCALIZADO
DE A PELO IDEAL PRIMO P , cujo ideal maximal & PIRP ‘

Estabelecemos agora alguns resultados que nos
serao uteis nesta segac e outros que serao utilizados nos ca

pitulos que seguem.

Iema 4. 3:

Sejam W e W' sistemas multiplicativos de R ,

tais que WCW' . Entao a aplicagao de R, em R,, dada por
::/W - r/W ., para cada r/wel?W é um homomorfismo de anéis (e,
portanto, induz em R,, uma estrutura de Rw—élgebra). Além

disso, Ry : é isomorfo a (RW)W'RW , onde W'RW={w'/w€RW]w'e W'}

€ um sistema multiplicativo de Ry -

Prova:

E facil ver que, do fato de ser W um subconjun
to de W' , temos que a aplicagao dada acima esta bem definida

e @ um homomorfismo de anéis. Ainda, € claro que W'R, e um
sistema multiplicativo de Rw . Para provar que RW' e (RW)W.RW
sao anéis isomorfos, basta-nos considerar a aplicagao que asso
cia a cada r4wle'RW. a classe (r/l)/(w./1J de (RW}W'RW 5

como & facil verificar. [J



Se W é& um sistema multiplicativo de R e M

€ um R-mSdulo, entdo o mddulo de quocientes M. & um Rw—mé

o dulo, onde a operagao externa & dada por (r/w).(m/w.J==r.m4”w|
para cada r/wE?Rw i m/w.e Mg - Além disso, a aplicacgao
a:MW+Rw®M definida por u(m/w) =1/w®m , para cada m/WEMW '
esta bem definida e & um isomorfismo de Rw-médulos, cujo iso
morfismo inverso & a aplicagdao B8: RW®M * Moo, dada por
B(_r/w®m) =1:.m/W , para cada r/w®meRw®M . Este isomorfismo

€ candnico, no seguinte sentido.
Fixado um sistema multiplicativo W de R , pode

mos considerar o funtor - ( )W da categoria dos R-mOdulos na
£ g

categoria dos Rﬁ-médulos, a saber: a cada R-m6dulo M esta as

sociado o Rwﬁﬁédﬁio' Mg » e a cada R-homomorfismo f :M-M'
esta associado o Rw-homomorfismo fW :MW-+Mﬁ , definido por
fwfm/wﬁ= f(m)_/w ,‘para cada mAWG:MW . Por outro lado, sendo
R, um R-modulo, podemos considerar o funtor RWC)__ da cate

goria dos R-mddulos na categoria dos Rw—médulos a esquerda.

O isomorfismo acima verifica a propriedade de que se f :M->M'
€ um homomorfismo de R-modulos, entdo o seguinte diagrama &

comutativo:
" e |
R, O@M———>R @M’
Logo, os funtores R, ® e ( )y sao natural

mente equivalentes e portanto, a partir de agora, nao faremos



= Bl -

mais distingao entre eles,

Com referéncia a tais funtores equivalentes,

. temos o seguinte

Lema 4.4:

Se W & um sistema multiplicativo de R , en

-

tao o funtor R,®__ & um funtor exato (ou ainda, Ry & um

R-mddulo plano).

Prova:

-

Resta-nos apenas mostrar que, se 0-»M-£*M' a

uma seqliéncia exata de R-mSdulos, entao a seqfiéncia de Rw—mé
id®f y = -

dulos dada por 0~ R, ®M-—>R ®M' & também exata (ou, e-

fu

quivalentemente, que a segliéncia 0 + M —>M) é também exata).
De fato, suponhamos que fw(m/w)==0 , para algum m/we Mw .

Entao, existe um elemento w'€ W tal que w'(w.0-1.f(m)) =0 ,
ou seja, 0 =w'.f(m) =f(w'.m) , o que implica w'.m=0 , ja
que f & um monomorfismo, por hipdtese. Mas entao m/, =0 ,

o que completa a prova. [J

Proposicao 4.5:

Seja M um R-m8dulo tal que, para cada ideal

maximal M de R, MM==0 . Entao M=0 .

Prova:

Para cada ideal maximal M de R e para cada



m€ M , sabemos, por hipdtese, que m/l==0€ My . Ou seja, para
cada ideal maximal M , existe um elemento wMe‘M tal que
" wy.m=0 . Assim, wM¢M e wy€EAnp(m) (onde anp(m) represen

ta o anulador do R-mdédulo gerado pelo elemento m). Podemos

entao concluir que AnR(m) nao é um subconjunto de nenhum

ideal maximal de R . Mas entao, sendo também um ideal, temos

.m=0 ,

gue a uUnica possibilidade é AnR(m)==R . Em particular, lR

ou seja, m=0 , o que completa a prova. []J

Lema 4.6:

Se M & um R-mo6dulo finitamente gerado e se W
€ um sistema multiplicativo de R entao M, =0 see sO se e-

xiste algum elemento WEW tal que w.M=0 .

Prova:

E claro que se w.M=0 , para algum WCEW , en

tao m/w' =0 , para cada rn/w. GRW . Reciprocamente, se MW=0

e se M=R.m,+...+R.m , entdo, para cada i€ {1,2,...,n} ,

1

temos que mi/l=0 . Ou seja, existe wie-w tal que wi.mi=0 4

(i=1,2,...,n) . Pondo entao WEW W, W é facil ver que

n

w.M=0 . O

Passemos agora a formulagao do conceito de pos
to de um médulo finitamente gerado e projetivo. Para tal, va-
mos supor que M & um R-m6dulo finitamente gerado e projeti-

vo. Entdo sabemos que, para cada ideal primo P de R, Rp



€ um anel local e & também uma R-algebra. Assim, por 3.5,
temos que MP==RP63M é um RP-madulo finitamente gerado e
projetivo. Logo, por 4.2, vemos dque MP & um RP—médulo 11
vre. Portanto, existe um inteiro positivo np, tal que

Rp®M = Mp € isomorfo a np copias do anel Rp . Tal intei

ro np & dito P-POSTO DO R-MODULO M , e & denotado por
postop M.
Dizemos que M tem POSTO (CONSTANTE) igual a

n se e sd se, para cada ideal primo P de R , postop,M=n .

Neste caso, escrevemos postoRbd= 7

Proposicao 4.7:

Sejam S uma R-algebra comutativa e M um R-mo
dulo finitamente gerado e projetivo de posto constante. En-
tao o S-mdodulo finitamente gerado e projetivo M®S tem pos

to constante, e postoS(M@S) =posto, M .

Prova:

Seja P um ideal primo de S . £ facil ver que

p={xeR|x.lSGP} é um ideal primo de R, e (R-p).l . CS-P

Entao a operagao (r/p}.(s/P.)==r.s/ para cada r€R ,

p.pl !

pg’p v SES ; p'ﬁ(P , esta bem definida e, por 4.3, dota SP
de uma estrutura de Rp—élgebra, como & facil verificar.

Portanto (pelos isomorfismos estabelecidos na se

¢ao 2), temos que, se n=pastoRM . (M@R S)P = (M@R S)@S Sp =

o M@R tS@S Sp} ~—~M®R SP--M@R {RP®RP sp} & (M@R RIJ}(@RP sP =



& s pi) - iy . (n)

ou seja, para qualquer ideal primo P de S , (MéDR S)p :(sp)(n)

e, portanto, postog (M® ; S) =n =postop M . ]

A seguinte proposigao pode ser mostrada facil

mente, e sua prova fica a cargo do leitor.

Proposicao 4.8:

Sejam M e N dois R-modulos finitamente gera

dos e projetivos, e seja P um ideal primo de R . Entao:
(1) postop(_MGN) = postop M+ postop N

(ii) postoP(M@HU =(postoPM){postoPN)

(iii) postop (Hom,(M, N)) = (postop M) (postop N)

Queremos mostrar a seguir que, quando R & um
anel sem idempotentes prdprios, entao o posto de qualquer
R-nddulo finitamente gerado e projetivo & constante. No entan
to, precisamos antes fazer algumas consideragoes.

O conjunto de todos os ideais érimos do anel co
mutativo R & denominado ESPECTRO DE R , e & denotado por
Spec(R) . Para cada subconjunto L de R , denotemos por
h(L) o subconjunto de Spec(R) formado por todos os ideais
primos de R que contém L . Ou seja: h(L) = {P€ Spec(R) |PDL} .
Neste conjunto Spec(R) esta definida a chamada TOPOLOGIA DE

ZARISKI, comO vemos no seguinte

Iema 4.9:

Spec(R) & um espago topoldgico, se considera-
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mos como fechados os conjuntos da forma h(L) .

Prova:

E claro que h(¢) =Spec(R) , h(R) =¢ , e que

I

() h(L;) = {PE Spec(R) | PDL; (i€1I)}={P€ Spec(R) |p:iL€JI s

ie &

= h( iLe)I Ly).

Além disso, sendo h(L) conjunto de ideais pri

mos, para cada subconjunto L de R , segue-se que, se L, e

L, sao dois subconjuntos arbitrarios de R , entao

h(Ll)Uh(Lz) = {P€ Spec(R) | PD L, ou PDOL,} =h{ﬂ.l£2]£l€Ll e L,EL

Assim, Spec(R) & um espago topoldgico. [J

NOTA: Toda vez que nos referirmos ao espago topoldgico Spec(R)
ou a4 topologia de Spec(R) , estaremos nos referindo a topolo-

gia de Zariski, definida acima.

Antes de analisarmos em que caso O espago
Spec(R) & conexo, lembramos um resultado sobre ideais comaxi
ais.

Dados um anel (comutativo) R e dois ideais Al

e A2 de R , dizemos que Al e A2 sao IDEAIS COMAXIAIS

se A1+A2=R "

A prova do lema a seguir pode ser encontrada

em [5] .

. <
~_So f:JﬂS_L;.l/



Lema 4.10;

Se Al e A2 sao ideais comaxiais de R en

. tao AT e Ag sao também ideais comaxiais, para quaisquer
m n m,n
. o A ”
inteiros m e n , e Alfj A2 Al 2
Para a prOxima prova necessitamos ainda da

proposigao a sequir, cuja prova pode ser encontrada em |[2 ]

(ver prop. 1.8).

Proposicao 4.11:

A interseccao de todos ideais primos de um
anel comutativo & exatamente o ideal formado por todos os

elementos nilpotentes do anel dado.

Proposicao 4.12:

O espago topoldgico Spec(R) & conexo se e

sO se R possui apenas idempotentes triviais.

Prova:

Lembramos aqui que um espago & desconexo se
e sO se existem dois subconjuntos nao vazios, fechados e dis
juntos do espago cuja uniao & todo o espago.

Suponhamos entao que R possui um idempoten
te proprio e , e provemos que Spec(R) & desconexo. Para
tal, consideremos os fechados h(e) e h(l-e) (onde h(x)
denota o conjunto h({x})). E facil ver que tais conjuntos

sao nao vazios, ja que Re#R e R(l-e) #R .
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Ccomo (l-e)e=0 , cada ideal primo do Spec(R)
contém um dos elementos l-e ou e . Assim, h(e)(Jh(l-e) = Spec(R)
. Além disso, como 1= (l-e)+e , & claro que h(e) e h(l-e)
sao conjuntos disjuntos. Logo, Spec(R) & um espago desconexo.

Reciprocamente, suponhamos que Spec(R) & um

espago desconexo. Ou seja, existem dois subconjuntos Ll e L2
de R tais que h(L;) e h(L,) sao disjuntos, nao vazios e

cuja unido & exatamente Spec(R) . Sejam A1=P€h(Ll)P ©

A )P o Entdo & facil ver que h(Al) =h(L1) b e

27 Pe h(L,
h(AZ) =h(L,) #¢ , donde, Al#R e Az#R . Ainda,

h(Al)nh(Az) =h(Ll)ﬁ h(Lz) =¢ , ou seja, nao existem ideais
primos de R que contenham os ideais Al e Az simultanea
mente. Logo, A1+A2:R v Lalieyg Al e A2 sao ideais comaxiais.
Além disso, como h(Al)Uh(Az) =Spec(R) , por hipdtese, & cla
ro que Alﬂ A, € a intersecgaode todos os ideais primos de

R . Assim, pela proposigdo anterior, Alﬁ A, € o ideal formado

por todos os elementos nilpotentes de R .

Ainda, como Al e A2 sao ideais comaxiais,

existem a,€ Al r a,€ A2 » tais que 1=a,+a, . Logo,
R=Ra, + Re, , i.e., Ra; e Ra, sao também ideais comaxi

ais. Além disso, a a,e AlﬂAz e, portanto, & um elemento nil

X
potente, Seja m um inteiro positivo tal que (alaz)m=0 ¢

m

m
1 e R a

Entao RalmﬂRazm =0 e, pelo Gltimo lema, Ra 2
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sao ideais comaxiais. Portanto, R=Ra{“ @ Razm , e esta decom

posigcao & nao trivial, De fato, se, por exemplo, Ralm=0 en

. tao a; e um elemento nilpotente e, portanto, &€ também um

elemento de A2 . Entao l=a1+a2€ AZ , uma contradigao.

Ou seja, R=Rai“ @ Raznl € uma decomposicgao

ndo trivial de R em uma soma direta de ideais. Mas entao
& facil ver que, neste caso, R possui idempotentes proprios

(de fato, se l=e+e' , onde eeRa{n g & Razm entao e

facil ver que e e e' sdo idempotentes préprios de R), O

que completa a prova. D

Ja sabemos que se M & um R-mddulo finita-
mente gerado e projetivo e se P & um ideal primo de R ,

entdo M, & um Rp-mddulo livre. A proposigdo a seguir mos-

tra que existem sistemas multiplicativos que sao subconjuntos
bem menores do que os sistemas da forma R-P , onde P &

um ideal primo de R , e tais que a mesma propriedade & valida.

Proposicao 4.13:

Sejam M um R-modulo finitamente gerado e pro
jetivo e P um ideal primo de R . Entao existe um elemento

«a€R-P tal que M., =R A6 ®M € um R(,)~m6dulo livre e fi

nitamente gerado, onde (a) representa o sistema multiplicati
vo de R formado por todas as poténcias nao negativas do ele-

mento «a B



= B2 =

Prova:

Consideremos o Rp-mddulo livre Mp , e supo

. nhamos que {ml/al""'mn/an} € uma base de M, sobre Rp .

E facil ver que {ml/l""'mn/l} é também uma base de Mp

sobre RP ¥

(n)

Além disso, a aplicagao ¢ :R +M dada por

n
@(rl,...,rn)== EE% r,.m, & um R-homomorfismo, como & facil

verificar. A seqfiéncia de R-mddulos 0 + Ker ¢G—+R{QL—E*M->M/ 0 (

Imd:+

é exata e, como Rp & um R-mdédulo plano, vem que
0 » (Ker ¢)P > (R(n))P + Mp » (M/Inl¢)P»'O € também uma se

gliéncia exata de Rp—médulos. Mas observemos que ¢(ei)==mi ’

}n

St € a base canodnica

para cada i€ 1{1,2,...,n} , (onde {ei

de R(n)), e entao o homomorfismo induzido @P: (R(n))P ’MP

leva base em base. Portanto, ele & um isomorfismo de RPvmédE

los. Assim, vem que (Ker ¢)P== 0 e (M/Im ¢)P =0 .

Além disso, como M & um R-m6dulo finitamen-

te gerado, M/Imtb & também um R-md&dulo finitamente gerado.

Entao, por 4.6, existe um elemento Re€R-P tal que B8.M/ 0 .

Im &
Portanto, (M/Inl¢%8)2'u'
Obtemos assim, de (*), a seguinte seqgiiéncia

exata

-+ (ﬂ) > -
0 (Ker¢)(8f—+(R )(B) M(B) 0

de R(B)-médulos a esquerda. Além disso, sendo M um R-mddulo
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projetivo, M(B) = R(B)GS'JM € um R(B)—médulo projetivo. Assim,
a seqliéncia acima cinde, donde (Ker ¢) (8) & um R(R)—-médulo

finitamente gerado.
Como (B)Jc R-P , aplicando 4.2, concluimos

que Rp & uma R(B’-élgebra. Assim, temos que

(Ker @) (g, ®R( Rp = (Ker 00 R(B’)®R(B) Ry = ker 0@ R @ e

B)

= Ker #x Rp = (Ker ¢)p= 0 .
Portanto, [(Ker ) (B}]P = 0 . Novamente, aplican

do 4.6, vemos gue existe um elemento u/ x € R(BJ _PR(B} tal
B

que (p/ k),,[Ker ¢(83] =0 ., B facil ver ainda que [R(B)] (u/s)
8 1

€ um anel isomorfo a R(UB) . Entdao podemos escrever

]
(8) (u/y) (&)

* (Kexr ¢ (1)
Além disso, como B[M/ ,]= 0, & claro que

(M/Im ¢) Gigy ™ 0 . Entdo, novamente de (*), obtemos a seguinte

seqliéncia exata de R(HB)—mGdulos

0 = R gy > B * 0

-

Assim, pondo o =uBf , temos que M(a) e um

R(a)-médulo livre e finitamente gerado. [J

Seja M um R-m6dulo finitamente gerado e pro

jetivo e sejam o€ R e P um ideal primo de R tais que
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o« ¢P e M & um R{a)-médulo livre de posto (constante)

igual a m , Observemos entdo que Rp, € uma R(aj—élgebra e

H

n

17 (m) "
8r, Rp = [Rig)) " B Ry =

M®Rp
(a) (a)

M®R ® Ry = M
(a) R(a) P (o)

= [R(u)GDR( RP](m} o [RP](m) , ou seja, M & um R-mddulo
a

tal que postoprd= m .

Denotando por N o conjunto dos inteiros posi

tivos, podemos provar agora o seguinte

Corolario 4.14:

Seja M um R-modulo finitamente gerado e pro-

jetivo. A aplicagdo 1V : Spec(R) *N dada por w(P}==postop(M) %

para cada PE€ Spec(R) , & uma aplicagao continua, quando consi

deramos N dotado da topologia discreta.

Prova:

Seja P um ideal primo qualquer de R , e supo-
nhamos postopbi= n . Pela proposigao anterior, existe um ele

mento a€ R-P tal que M) é um R(a)-médulo livre de posto

finito. Além disso, pela observacgao anterior, sabemos que tal
posto & igual a n . Consideremos entdo o conjunto aberto
Spec(R) ~h(a) , conjunto ao qual P pertence, e vejamos que

a imagem por | & exatamente n . De fato, se P' & um outro
ideal primo pertencente a Spec(R) -h(a) , entdao, como o ¢P'

pela observagao anterior, vemos que postop, M = n =postop M.

Entao concluimos que a imagem inversa de um inteiro nao nega
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tivo n & vazia ou € um conjunto aberto do tipo Spec(R) -h(a)

do espago Spec(R) . Logo ¢ & uma aplicagdo continua. []

Considerando a aplicagao ¢ dada no corolario

acima, podemos mostrar o seguinte

Teorema 4.15:

Seja R um anel comutativo sem idempotentes
proprios. Entao cada R-mddulo finitamente gerado e projetivo
M tem posto constante (ou seja, existe um inteiro nao nega-

tivo m tal que, para cada ideal primo P de R , postophl=nﬂ .

Prova:

De fato, se m e n sao imagens distintas de
Yy em relagao a tal R-mOdulo M , entao é facil ver que
Spec(R)==w-l(n)L)w-l(K) , onde K=N-{n} . Ou seja, como
me K , obtemos uma decomposigao nao trivial de Spec(R) co-

mo uniao de dois abertos disjuntos,uma contradigdao, uma vez que

Spec (R) € um espago conexo.



§ 5. EXTENSOES SEPARAVEIS E EXTENSOES DE GALOIS DE CORPOS

Nesta segao, apresentamos os resultados basicos
de extensOes separaveis e extensoes de Galois de corpos. No
entanto, omitiremos aqui a maioria das provas destes resulta-
dos, uma vez que esta teoria & generalizada nos capitulos II
e III. Mais detalhes podem ser encontrados em [1 | ,[10] e [27] .

Em toda esta segdo, E e K denotam dois corpos
(comutativos) arbitrarios. Quando EDK , [E:K] denota a di-
mensao do espago vetorial E sobre K , e dizemos que E é
uma EXTENSAO DE K , Se [E:K] <w , dizemos que E & uma EX-
TENSAO FINITA de K . Além disso, K[X] representa o anel de
polindmios sobre uma indeterminada X e com coeficientes no
corpo K , e G denota um grupo multiplicativo arbitrario.

Se E & uma extensao do corpo K e F & um
corpo tal que KCFCE , entao F & dito um CORPO INTERME-
DIARIO ENTRE E e K .

No que segue, faremos uso do seguinte resulta
do cuja prova pode ser encontrada na bibliografia citada:

Se E & uma extensao de K , F & um corpo
intermediario entre E e K e se as extensoes E sobre
F e F sobre K sao finitas entdao E & também uma exten
sdo finita de K . Reciprocamente, se [E:K| & finita, en
tdo [E:F] e [F:K] s8o finitas e vale [E:K] = [E:F][F:K] .

Dizemos que um polindmio f(X) € K[X] DECOMPOE-SE
LINEARMENTE SOBRE K[X] se £f(X) pode ser expresso como um

produto de fatores lineares f(x)==k(x-al}...(x-—un) , onde

k,al,...,anE'K . Neste caso, 0s zeros de f(X) em K sao
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precisamente al,...,an .

E claro que, dado qualquer polindmio f(X) € K[X] ,
. & sempre possivel encontrar um corpo EDK onde f(X) se de-
compoe linearmente. (De fato, basta-nos tomar E como sendo o
fecho algébrico de K). Mais ainda, o resultado abaixo nos mos
tra que a extensdao E citada pode até ser tomada de dimensao

finita sobre K , e sua prova encontra-se em [10] .

Proposicdao 5.1:

Seja f(X)€ K[X] um polindmio arbitrario, de
grau n3>1 . Ent3ao existe um corpo E , extensao de K , tal
que f(X) decompde-se linearmente sobre E[X] e [E:K]|gn! .

Seja f(X)€ K[X] . Dizemos que um corpo E ,
extensao de K, € um CORPO DE DECOMPOSICAO (ou CORPO DE RAIZES)
de f sobre K se:

(i) £(X) decompde-se linearmente sobre E[X] ;

(ii) se E' @ um corpo tal que KCE'CE e

f(X) decompde-se linearmente sobre E'[X] , entdo E'=E

Portanto, pela proposicao acima, podemos afir-
mar que o corpo de decomposigao E de qualquer polindmio
f(X)e K[x] de grau n2l existe e tem dimensao finita sobre
K :[E :KJ:Sn! .

£ Obvio também que, se E & um corpo de decom

posigdo de f£(X) € K[X] entao E=K(ay,e..,0 ) , onde og,...,0,

sdao as raizes de f(X) no fecho algébrico K de K (i.e., E

pode ser obtido pela adjungdao a K das raizes Oy reeer®y de

£(X) em K).
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Sejam K e K' dois corpos, 0 : K->K' um
isomorfismo de corpos e f(X)€ K[X] um polindmio irreduti
. vel. Suponhamos que o polindmio g(X)€ K'[X] @& o correspon
dente de £(X) por o . Entao & facil ver que g(X) & um
polindmio irredutivel de K'[X] .

Se a & uma raiz de f(X) no fecho algé-
brico de K e B & uma raiz de g(X) no fecho algébrico
de K' , ese F=K(a) e F'=K'(B) sao as extensoOes obti
das pelas adjungdes de o e B respectivamente, entdao po
de-se mostrar que o isomorfismo ¢ pode ser estendido a um
isomorfismo o0 :F-+F' tal que o(a) =B . Utilizando este
fato, prova-se, entao, que se E & um corpo de decomposigdo
de f sobre K e E' @& um corpo de decomposigdo de g so
bre K' entdo o isomorfismo o pode ser estendido a um iso
morfismo o' de E em E' . Aléem disso, o' transforma as
raizes de f(X) em E nas raizes de g(X) em E' .

Como uma conseqgliéncia importante deste fato

obtém-se o segquinte

Teorema 5.2:

O corpo de decomposigao de um polindmio qual

guer f(X)€ K[X] & fnico, a menos de isomorfismos.

O teorema acima justifica entao fazermos alu
sdo ao corpo de decomposigdo de um polindmio, e nao a um
corpo de decomposigao.

Ainda, este teorema nos assegura que a decom

posigao de um polindmio em fatores lineares independe do



corpo considerado. Ou seja, se E € E' sao dois COrpos ex
tensGes de K tais que um polindmio arbitrario f(X)eé€ K[X]
decompde-se linearmente em E[X] e E'[X] , entdo & facil ver
que existe uma correspondéncia biunivoca entre as raizes de
f(X) em E e em E' que preserva a multiplicidade das mes

mas.,

Dizemos que um polindmio £(X)€ K[X] & um POLI
NOMIO SEPARAVEL SOBRE K se f(X) nao possui raizes multi-
plas num corpo de decomposigao de f sobre K . Ou seja, no
corpo de decomposicao de f sobre K , f(X) & da forma

k(x-al)...(x-an) onde as raizes CGpreeesO sao todas dis

tintas.

Para polinOmios sobre o corpo dos reais, existe
um método standard para detectar raizes miltiplas: a diferen
ciagdo. Tal método pode ser generalizado para corpos arbitrd

rios, definindo-se derivaqao de maneira formal, como segue.

Seja f(x):=anxn-k...-+alx-ba0 um polindmio de

K[X] . Ent3o denominamos DERIVADA FORMAL DE f o polindmio

n-1

DE(X) = na X 4 ...+ 2a2X tae K[X] . Entd3o & ficil pro-

var que um polindmio ndo nulo £(X)e K[X] tem uma raiz
miltipla no corpo de decomposigao E de f sobre K se e
sO se f(X) e Df(X) tém um fator comum de grau maior ou
igual a 1 em E[X] .

A seguinte proposicdao caracteriza os polino-

mios irredutiveis que sdo separdveis em K[X] :
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Proposicao 5.3:

(i) Se K @& um corpo de caracteristica zero,
ent3o todo polindmio irredutivel de K[X] & separdvel sobre
K .

(ii) Se K & corpo de caracteristica p>0 ,
entdo um polindmio irredutivel de K[X] & ndo separdvel so
bre K se e sO se ele & da forma g(xP) ; para algum poli-

ndmio g(X) e K[x] .

Dado um corpo E extensdao de K , sabemos que
um elemento o €E & ALGEBRICO sobre K se existe um poli-
nomio g(X)€ K[X] tal que g(a) =0 . Neste caso, mostra-se
que existe um polindmio f£(X)é€ K[X] com carater minimal
para esta propriedade, isto &, f(a) =0 e, se g(a) =0 , pa
ra algum polindmio g(X)e€ K[X] , entdo f£(X) divide g(X)
em K[X] . Tal polindmio £(X) & denominado POLINOMIO MINI
MAL DE o . Dizemos ainda que a & um ELEMENTO SEPARAVEL
SOBRE K se o seu polindmio minimal & um polindmio separa
vel sobre K . Uma extensao algébrica E de K & SEPARA-

VEL SOBRE K se todo elemento de E & separavel sobre K .

Observacgao: Alguns autores utilizam outra definigao para po

lindmio separavel sobre um corpo (ver, por exemplo, [1]).

De acordo com esta outra definicdo, um polindmio £ (X)¢ K[X]
& dito separavel sobre K se cada fator irredutivel g(X)
de f(X) em K[X] n3o possui raizes maltiplas no corpo de
decomposigcao de f sobre K . Assim, por exemplo, se K

& um corpo de caracteristica zero, entdao qualquer poténcia
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de um polindmio irredutivel de K[X] seria um polindmio sepa
ravel sobre K . No entanto, veremos, no capitulo IV, que a
definigdo de polindmio separdvel sobre R[X] , onde R & um
anel comutativo . . ¢om , unidade "' . nao generaliza

a definigcdo dada por Emil Artin em [1 |, e sim & uma genera-

lizagao da definigcao dada inicialmente.

Antes de definirmos extensao de Galois de um
corpo K , necessitamos de alguns conceitos preliminares,
que passamos a apresentar. Lembramos que, nesta segao, G de
nota um grupo multiplicativo.

Dizemos que um homomorfismo de grupos o : G +K*
(onde K* denota o grupo multiplicativo K- {0}) & um
CARACTER DE G EM K . Logo, pela definigdo, o(x) #0 , pa
ra todo x€G .

Sejam agora Gl""'”n caracteres de G em

K, e Ayreeesdy elementos do corpo K . A aplicagao

n

n
: G+K dada por ( fg% aici)(x)==fga aioi(x) , pa

n
iglao

11

ra cada x€G , & denominada COMBINAGAO LINEAR dos caracte

res 0,,...,0, com coeficientes ays...0a_ , € e facil ver

que ela ndao & necessariamenteum caracter.

Suponhamos que OpreeesOy sao caracteres de
G em K . Entdo, se existem elementos @y nao to-

dos nulos no corpo K e tais que a combinacao linear

n
j%% a,ag € a aplicacao nula, entdao dizemos que os caracte

<

res dados sao LINEARMENTE DEPENDENTES (ou, simplesmente,
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DEPENDENTES) . Em caso contréario, Ogreeer0y sao ditos caracteres

LINEARMENTE INDEPENDENTES (ou, simplesmente, INDEPENDENTES) .
Ou seja, 01,...,cn sdo independentes se a unica possibili-
n
dade de ocorrer EE; a;0,=0 e quando cada a; (i=1,2y s 4,100)
€ nulo.
0 seguinte resultado e fundamen}al para o que

segue, e sua prova pode ser encontrada em [-1].
"Se OpresesOy sao caracteres de G em K dis

tintos dois a dois, entdo eles sao caracteres independentes."
Portanto, no caso em que o grupo G é da forma

E* (i.e., E-{0}) , para algum corpo E , torna-se Obvia a

seguinte

Proposicao 5.4:

Sejam OqreeesOy isomorfismos distintos dois
a dois do corpo E no corpo K . Entao Oyr--+,0, sa0 ca-

racteres independentes de E* em K .

A partir de agora, quando OqrevesOpy sao carac
teres distintos dois a dois, diremos apenas que Gqre-=s0,
sao caracteres distintos.

Suponhamos agora que Gj,...,0 sao isomorfis-

mos do corpoc E no corpo K . Dizemos que um elemento ac€ E

-

e um PONTO FIXO de cl,...,on se Gl(a)==...==cn(a) . Se

E=K e se, para algum ie€e {1,2,...,n}, oy € a identidade
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em K , entdao a€ K & um ponto fixo se oj(a}==a , para

cada j€{1,2,...,n} , o que justifica a denominagao de pon
to fixo.

Se o© sao isomorfismos do corpo E no

1;.--;011

corpo K entao o conjunto dos pontos fixos de Gyreeer0y e
um subcorpo de E , como & facil verificar, e & chamado

CORPO FIXO DE ol,...,an 5

O resultado abaixo & de fundamental importancia

no que segue, e sua prova pode ser encontrada em [101.

Proposicdo 5.5:

Se OyrevesOp sao isomorfismos (dois a dois)

distintos do corpo E no corpo K e se F & um subcorpo

de E contido no corpo fixo de 0,,...,0_  entdo a dimen-

sao de E como espago vetorial sobre F & maior ou igual

a n -

Como conseqliéncia desta proposigcao, pode-se

mOStrar que se Oy,...,0, sao automorfismos distintos do
corpo E ese K é o corpo fixo de cl,...,cn entao a

dimensdao de E como espago vetorial sobre K nao & menor
do que n .
Suponhamos agora que K & um subcorpo de
E eque o & um automorfismo de E . Dizemos que o DEIL
XA K FIXO se, para cada k¢ K , o(k) =k , ou seja, o |K==idK -

E facil entao verificar que, se K & um subcorpo de E , en-
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tao o conjunto dos automorfismos de E que deixam fixo K

e um subgrupo de Aut(E) , o grupo dos automorfismos de E .

Se G e um grupo de automorfismos de E (i.e.,

um subgrupo de Aut(E)), entdao o corpo fixo de G & denotado

por EG , ou seja,

EG={x8E]V0€G , 0(x) =x}.

Observacao: Podemos notar que o grupo G dos automorfismos

de E que deixam fixo K & determinado pelo corpo K , e

G ~ i
KCE . No entanto, nao ocorre, necessariamente, que O corpo

fixo de G @& exatamente K . Damos a seguir um exemplo que

ilustra tal fato:

Sejam K=Q e E=Q(}§)={a0+a19'2_+a2§’fzao,al,uzeo},

-

(onde 95' denota a raiz cubica real de 2). Se ¢ & um
automorfismo de Q(%?) que deixa fixo Q, entao, como [0 (3'2_) ] o
= 0(95'3)==0(2)==2 , concluimos que 0(%?) deve também ser
uma raiz cibica de 2 . Como a Gnica raiz cubica de 2 perten

cente a Q(?’f’) e 9"2_' , seqgue-se que 0(9’?) :QT e, portanto,
cr==idE . Ou seja, o unico automorfismo de E que deixa Q
fixo & a identidade. Logo, G=~Aut(E) = {id } e EG=E; K=0Q .
Suponhamos que E & um corpo extensao de K , e
que G & um grupo de automorfismos de E . Dizemos entao que

G

E @& uma EXTENSAO DE GALOIS DE K se o corpo fixo E~ for

exatamente igual a K e se a dimensao do espago vetorial E
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sobre K for finita (ou, em outras palavras, E & uma exten
sao finita de K). Neste caso, nos referimos ao grupo G da
do acima como o GRUPO DE GALOIS DE E SOBRE K .

Entdo, pelos resultados anteriores, e facil ver
que, se E & uma extensao de Galois de K , o grupo de Galois
de E sobre K e finito. Ainda, analisando estes mesmos re-
sultados, poderiamos nos perguntar se a dimensao de E sobre

K & exatamente igual 3 ordem de G . De fato, isto acontece

quando K==EG , como estabelece a seguinte

Proposicdo 5.6:

Seja G um grupo finito de ordem n de auto-

G

morfismos do corpo E , e seja K=E~ . Entdao a dimensao de

E como espago vetorial sobre X & n .

Da proposigdo acima, torna-se evidente que se
G & um grupo finito de automorfismos de E , entdao E &
uma extensdo de Galois do corpo fixo K==EG , € [E :K] =90 (G),
onde o(G) denota a ordem do grupo G . Alem disso, todo
automorfismo de E gque deixa fixo K estd em G . Portanto,
o grupo de Galois de E sobre K estd univocamente determi
nado. Pode-se ver também que se E & uma extensao finita de
K , entdo E & uma extensao de Galois de K se e sb se o
nimero de automorfismos de E que deixam K fixo & [E:K] .
Vejamos agora uma relacgao entre as extensoes

Galoisianas de corpos e as extensoes separaveis de um corpo

K . Nosso objetivo & enunciar o Teorema Fundamental da Teoria

de Galois para corpos.
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Proposicdo 5.7:

Seja E uma extensao de Galois de K . Entao
" E & também uma extensao separdvel de K . Alem disso, cada
elemento de E & raiz de um polindmio separavel e irreduti
vel sobre K que se fatora linearmente em E[X] .
Finalmente, o seguinte teorema caracteriza as

extensoes de Galois:

Teorema 5,8:

Uma extensac E do corpo K @& uma extensao
de Galois de K se e sO se E & o corpo de decomposicgao

de algum polindmio separdvel f(X)€ K[X] .

Prova:

Suponhamos que E & uma extensao de Galois
de K, e seja t a dimensao de E sobre K . Seja

{wl,...,wt} uma K-base de E . Ent3ao a proposicao acima nos
assegura que cada w; (i=1,2,...,t) & raiz de algum poli-
ndomio fi(x)e K[X] , separavel e irredutivel sobre K .

Sejam agora UyreeerOy todas as raizes distin
tas de fl(x),...,ft(X) , no corpo de decomposigao do polind
mio fl(x}fz(x)... £,.(X) . £ facil ver entao que o polindmio
£(X) =(X=-0y)...(X=-a)) & um elemento de K[X] , ja que cada
automorfismo do grupo de Galois permuta as raizes Cyreses@

n

de f(X) . Portanto, f(X) & um polindmio separavel sobre K
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£ claro que E contém o corpo de decomposicao

F de f(X) sobre K . Ainda, como cada wy (£=1,2,...,1%t)
e raiz de f£(X) , temos que cada w; é um elemento de F .

Logo, concluimos que E & exatamente o corpo F , o qual é

o0 corpo de decomposigao do polindmio separdvel f£(X) .
Reciprocamente, se E e o corpo de decomposi

¢do de um polindmio f(X)€ K[X] separdvel sobre K , entao

& claro que E=K(a1,...,an) , onde  ayp...,0p sao as raizes

distintas de f(X) em E que estao fora de K . Para mos-
trar que E & uma extensdo de Galois de K , utilizemos in
dugao sobre n .

Se n=0 entao E=K , que @& trivialmente uma
extensao de Galois de K . Suponhamos agora que n3>1 e que,
se E & um corpo de decomposigdo de um polindmio separavel
sobre um subcorpo K' de E com um nuimero de raizes fora

de K' menor do que n (i.e., E==K'(ai,...,a£) , com r<n)

entao E & uma extensao de Galois de K' .

Como f(X) tem pelo menos uma raiz fora de K ,
€ claro que, na decomposicao de £f(X) em fatores irreduti-
veis em K[X] , aparece algum polindmio £,(X)€ K[X] de grau

maior do que 1 . Seja s=23f (X)>1 . Entao alguma raiz

oy de f£(X), (i=1,2,...,n), & raiz de fl(x) . Podemos supor,

sem perda de generalidade, gque aq e esta raiz. Entao ay e
um elemento algébrico sobre K e fI(X) € o seu polindmio
minimal. Além disso, [K(a,;) :K]=s (ver [27]).

Consideremos agora K'==K(al) . Entao & claro
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que f£f(X) @ um polindmio separavel também sobre K' , e

E = K'(uz,...,an) @ ainda o corpo de decomposicao de £ (X)

sobre K' ., Mas agora f£(X) , considerado como polindmio se
pardvel sobre XK' , tem no maximo n-1 raizes fora de XK' .
Portanto, pela hipdtese de indugdo, E & uma extensao de
Galois de K' , donde segue-se que [E :K'] é finito. En-
tdo, [E: K] =[E:K'][K':K] @& também finito. Assim, E &
uma extensdo finita de K .

Para mostrar que E & uma extensao de Galois
de K , resta-nos mostrar que o grupo G de automorfismos
de E que deixam K fixo tem exatamente K como corpo

fixo. Por hipdtese, 8f1(x)==s . Suponhamos entao que

a] =0 ,3y/.0008g sao as raizes de £,(X) (fora de Kk , ja

que fl(x) @ irredutivel sobre K). Entao, pelos resulta-

dos anteriores, existem s isomorfismos distintos

oy :K{al)-+K(ai) (i=1,2,...,8) que sao extensoes da idK

(e caracterizados por oi(a1)==ai). Além disso, tais iso-

morfismos podem ser estendidos a automorfismos de E , auto

morfismos estes gue vamos representar por Ei (122,25 455 ;8)a
Entdo @ claro que cada extensao Ei deixa K fixo, ou seja,

o,€ G , para cada ie{1,2,...,s} .

Seja eé:EG . Queremos mostrar que e & um ele
mento de K . Observemos antes que tal elemento e nao pode

estar fora de K(al) . De fato, como E & extensdao de Galois
de K(al) » 0 corpo fixo do grupo de Galois G' desta exten

sao & exatamente K(a;) . Portanto, dizer que e nao esta



em K(al) significa dizer que existe um automorfismo &€ G'

tal que &(e) #e . Uma contradigao, ja que G'CG .

Portanto, e eK(al) ,» € pode ser escrito na for
ma e@=¢Cyt+cya, ... +cs_la?_-1 s com c; € K , para cada
ie{0,1,...,8-1} . Assim, para cada je({1,2,...,s8} ,

S- s-1
- o D - £. .7 5 i
=0y te) = o=b Sy Fylo) " =1 %Py -

Entao o polindmio p(X) de grau s-1 dado

s=1

por p(X) =c__;X t... .t X+ (cy-e)€ E[X] tem pelo menos

s raizes distintas em E (a saber: al,az,...,as} ;» O que im

plica que p(X) & identicamente nulo, ou seja, e=cy€ K ,

o que completa a prova. []

Para terminar, enunciamos agora o Teorema
Fundamental da Teoria de Galois para corpos. Sua prova pode
ser encontrada em [1] ou [10], ou também no capitulo III.

Seja E uma extensao de Galois de K , com
grupo de Galois G . Denotando por G(G) o conjunto de to
dos os subgrupos de G e por C(K,E) o conjunto de todos
os corpos intermediarios entre K e E , entao, a cada
corpo intermedidrio FEC(K,E) , podemos associar o subgru

po Gp={0€G | o|p =1id,} de G . Reciprocamente, a cada

subgrupo H de G podemos fazer corresponder um cCoOrpo
intermediario entre K e E , a saber, o corpo fixo de E
por H , EH .

Tal correspondéncia entre os conjuntos G (G)

e C(K,E) & biunivoca, como vemos a seguir.
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Teorema 5.9:

Se E & uma extensao de Galois de K com gru

po de Galois G , entao:

(i) a correspondéncia anterior entre G(G) e
C(K,E) & uma correspondéncia 1-1 (usualmente chamada de COR
RESPONDENCIA DA TEORIA DE GALOIS). Mais ainda, para cada coxr
po intermedidrio F entre K e E , a extensao E sobre

F & uma extensdao de Galois, cujo grupo de Galois & Gp &

(ii) um corpo intermedidrio F€ C(K,E) & uma

extensao de Galois de K se e sO se o subgrupo G, de G

F
e normal em G . Neste caso, o grupo de Galois desta exten-

sao & isomorfo a G/G H
F

(iii) para cada corpo intermediario F€ C(K,E) ,

[E : F]==u(GF) (onde o (G,) denota a ordem do grupo Gg),

e [F :K] e igual ao indice de Gp em G
NOTA: Com tal correspondéncia da teoria de Galois, & claro

que G =G e GK={1dE} )

§ 6 . MODULOS E ANEIS SEMI-SIMPLES

Nesta segdo, fazemos um resumo de conceitos e
resultados que vamos necessitar neste trabalho sobre mdédulos
e anéis semi-simples. Maiores detalhes, porém, podem ser en

contrados em [25] .



No que segue, R denota um anel com unidade e
M um R-mddulo d& esquerda. No entanto, todas as definigoOes
e resultados podem ser obtidos similarmente gquando M & um
R-modulo a direita.

Dizemos que M & um R-MODULO SIMPLES ou IRRE
DUTIVEL se M & nao nulo e se os unicos submddulos de M
sao (0) e M (i.e., M ndo possui submbédulos proprios).
O anel R & dito SIMPLES se ele prdprio, considerado como
R-médulo & esquerda, & simples. Ainda, M & dito um R-MODU

LO SEMI-SIMPLES se & uma soma direta de R-modulos simples.

Teorema 6.1:

Para que um R-modulo M seja semi-simples &
necessario e suficiente que cada R-submdédulo de M seja

um somando direto de M ,

Prova:

Suponhamos M=c¢é®ﬂ M, onde A & um conjun

to de indices e M, € um R-modulo simples, para cada o €A .

Para cada subconjunto TCA , cologuemos MI' =ugl‘ Mu , e de

notemos por M, o submédulo nulo de M: M¢ = (0) .

[
Seja N um submdédulo de M , e consideremos

o conjunto S = {ICA |MI,(1N= (0)} . E facil verificar que

SN é um conjunto indutivo. Logo, pelo Lema de Zorn, existe

em SN um elemento maximal, que vamos denotar por A . Assim,

M,NN=(0) . Queremos mostrar que M&GBN:M

Observemos que se ag A-A entao € claro que



AU{a}¢ Sy ¢ pelo carater maximal de A . Logo,
(MQ+M&)QN# (0) , ou seja, existem elementos méM, ,
mm»C-MOI , NEN tais que n#0 e m+m, =n , donde

m,=n-mE€M +N . Logo, (M

A +N)ﬂma#(0) . (De fato, se

A

w. =0 , entao n=m€MﬂﬂN= (0) , uma contradicao). Assim,

como (M6+N)ﬂMa € um submddulo ndao nulo de M, (que e
um modulo simples) temos necessariamente (Mﬂ +N)nMa=Ma .

Concluimos que se a & um elemento arbitra-

rio de A-4 , entdo M C (M,+N) . Assim M=G§A M, CM, +N ,

donde segue que M=M6+N .

Para mostrar a reciproca, suponhamos que todo
R-submdédulo de M & um somando direto de M , e sejam N
e P submddulos de M tais que P & tambem um submdédulo
de N . Entao sabemos que M=P®Q , para algum submddulo
Q de M . Aplicando a lei modular, podemos escrever
N=MANN=(PAQNN=P@®(QNN) , ou seja, P & também um so-
mando direto do A-mddulo N . Mas como P & um submddulo
arbitrario de N , concluimos que N tem a mesma proprie-
dade de M , (i.e., todo submddulo de N & um somando di
reto de N).

Mostremos agora que cada submédulo nao nulo
N de M contém um modulo simples. Para tal, suponhamos que
XEN & um elemento nao nulo. Podemos considerar a familia
F formada por todos os submdédulos N' de N tais que
x¢N' . E facil verificar que F & um conjunto indutivo

e, portanto, admite um elemento maximal, que sera denotado
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por P . Entdo P & um submddulo de N que nao comtém o ele
mento x de N . Mas N=P®Q para algum submodulo Q de
N . Vamos mostrar que Q & um médulo simples.
| De fato, se Q' & um submddulo proprio de Q ,
pela observagao feita sobre todos os submbdulos de M , vemos
que Q' @& um somando direto de Q , ou seja, existe T , um
submddulo de Q , tal que Q=Q'@T . Assim, N=P@Q=PBQ'®T .
Pelo carater maximal de P , P@Q' e P®T sao submdodulos
n3o pertencentes a F , ou seja, x€ (P@Q')N(P®T) . Entdo,
podemos escrever: x=p+q'=p'+t , para determinados elementos
p,p'€P , q'€Q' , teT . Assim, p-p'=t-qg'€ PN(T@Q") =
= PMNQ=(0) , ou seja, t=q'€ TNQ'=(0) , ou ainda, x=pEP ,
uma contradigao. Logo, Q & um mdodulo simples.

Finalmente, mostremos que M & uma soma direta de
modulos simples. Se S denota o conjunto de todas as familias

da forma {Sa}ae p onde cada S é um R-submdédulo simples

de M e a% S, & uma soma direta, entdao e facil verificar

que S & também um conjunto indutivo. Sejam {SB}BE pr seu

elemento maximal, Nzﬁg)l“' SB e P o submodulo de M tal

que M=N®P .

Observemos agora que se P & nao nulo, entdo
ele contém algum submédulo simples P' gque & ainda um somando
direto de P , Mas entdo neste caso & facil verificar que
N+P & tambem uma soma direta de modulos simples, o que con-

traria o carater maximal da familia {SB}BE‘F' . Logo,

M=N=B€£)I.. S, , 0 que completa a prova. D

B



Apresentamos a seguir um resultado que caracteriza
os anéis semi-simples., Observe-se que com O teorema anterior
. prova-se facilmente a equivaléncia (a)e»(b) , uma vez que os
.R-submédulos de um anel R sao exatamente seus ideais. O res-
to da prova pode ser encontrada em [251 (ver teorema 5.1, cap. 6) .

Para a definigao de mdédulo injetivo, pode-se consultar também

5] .

Teorema 6,2:

Seja R um anel com unidade. As seguintes condi
¢oes sdo equivalentes:

(a) R @ um R-mdédulo a esquerda semi-simples;

(b) cada ideal a esquerda de R & um somando di

reto de R

-

- -

(c) cada R-modulo a esquerda €& injetivo;

(d) todo R-mddulo a& esquerda & semi-simples;

(e) toda seqtiéncia exata 0 ->M'-+M->M" >0 de R-md
dulos a esquerda cinde;

(f) todo R-moédulo a esquerda € projetivo;

Quando um anel R verifica alguma, e, portanto,
todas, as condigdes do teorema acima, entao ele & denominado
um ANEL SEMI-SIMPLES.

Um elemento a de um anel R & dito NILPOTENTE
se existe algum inteiro n tal que a”=0 . Um ideal 3 esquer
da I de R & dito NILPOTENTE se existe um inteiro m tal

que I —— 0 % (Ou Seja’ para Cada X.l, M ,Xme I r xlxz' - 'xm = 0) =
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Lema 6.3:

Se R @ um anel semi-simples, entdo, para todo

. ideal 3 esquerda I de R, existe um elemento idempotente

e€I tal que Ie=Re=1 e I(l-e)=0.

Prova:

Como R & semi-simples, sabemos que, se I &
um ideal 3 esquerda de R , entdo existe um ideal a esquerda
I' de R tal que R=I@I' . Sejam e€I , e'€I' tais que
l=e+e' . Entao, para cada x€I , x=xe+xe' , donde segue-se
que xe=x e xe'=0, ou seja, ReCICIeCRe . Assim,
Ie=Re=1I , Além disso, da igualdade xe'=0 , & facil ver que

I(L-e)=0 . [

Lembrando que o radical de Jacobson J(R) de
um anel com unidade R @& a interseccao de todos os ideais

maximais 3 esquerda de R , podemos mostrar a seguinte

Proposicao 6.4:

Se R & um anel semi-simples,entiao o radical

de Jacobson J(R) de R & nulo.

Prova:

Sabemos que J(R) & um ideal & esquerda de R .
Entao, pelo lema anterior, existe um idempotente e E€J(R) tal
que x(l-e)=0 , para cada x€ R . Mas como eg€J(R), 1l-e &
um elemento inversivel, donde seqgue-se que x=0 , 0 que com-

pleta a prova. [ |



Proposicao 6.5:

Todo ideal d esquerda nilpotente de um anel arbi

" +rario R esta contido no radical de Jacobson de R .

Prova:

De fato, se I & um ideal a esquerda nilpotente
de R e M & um ideal maximal & esquerda de R , entao I+ M= M o

I+M=R . Observemos que, se I+M=R , entdo 1l=i+m , para

algum i€I , méM . Mas como i€I & um elemento nilpotente,

m=1-i & um elemento inversivel (cujo inverso & 1 +1i+ . +i0-1

-

se i"=0) , uma contradigao, ja que meM .

Entao I+M=M , donde segue-se que ICM . Como

M @ um ideal maximal a esquerda arbitrario, temos

M=g@® . [J

)

IC M maximal

x
a esquerda

Corolario 6.6:

Um anel semi-simples nao contém ideais nilpotentes

a esquerda, além do trivial.

Deste corolario, & facil mostrar a seguinte

Proposicao 6.7:

Se R @& um anel comutativo e semi-simples, en-

tdo R nao possui elementos nilpotentes.

Prova:

De fato, se x€R & um elemento nilpotente e se
né€Z & tal que xn=0, entdo (Rx)"=R"%x"=0 . Ou seja, o

jdeal Rx & um ideal 3 esquerda nilpotente e, portanto, pelo



corolario acima, Rx=0 . Logo, x=0 . D

Da prova acima fica claro que se R nao contém
elementos nilpotentes entao nao contém ideais nilpotentes nao
triviais, mas a reciproca s6 & valida se R & um anel comuta
tivo.



CAPITULO II

ALGEBRAS SEPARAVEIS E EXTENSOES SEPARAVEIS DE ANEIS

Neste capitulo, A§resentamos a teoria fundamental
das algebras separaveis, e supomos que todo o anel considerado
tem unidade e todo homomorfismo de anéis leva unidade em unida
de. Ainda, R denota um anel comutativo com unidade, e o simbo

lo ® significa ®R ;

§ 1. DEFINICAO E EXEMPLOS DE ALGEBRAS SEPARAVEIS

Antes de apresentar o conceito de algebra sepa-
ravel, definimos derivacdo e derivacdo interior.

Sejam A uma R-algebra e M um A/ R-mdédulo

bilateral. Uma R-DERIVAGCAO 03 :A-+M & uma aplicagao R-linear

(i.e., um homomorfismo de R-mdédulos) que satisfaz:

d(ab) =3(a).b+a.d3(b) , para todo a,beA .
Entao & facil ver que, neste caso, a(R.lA)==O "

Denotamos por DerR(A,M) o conjunto de todas

as R-derivacgOes da R-algebra A no A/ R-mOdulobilateral M .



Tal conjunto & um R-mddulo & esquerda se consideramos a adigao
de fungdes e a operagao externa dada por (r.3)(a) =r.3(a) ,
' para cada TreER , aefnerR(A,M) , acA , como & facil verificar.

-

Dizemos que uma R-derivagao 9 :A-+M & INTERIOR
se existe um meEM tal que 9(a) =a.m-m.a , para cada a€aA .

Denotamos por DerintR(A,M) o conjunto das Ruderivagaes inte-
riores da R-algebra A no A/R—m{:}dulq bilateral M . E féacil

ver que este conjunto & um R-submddulo de Derp(A,M) .

Sejam A uma R-dlgebra e A€ sua dlgebra envol

vente. A aplicagao linear : A > A definida por

p(a®b) =ab , para cada a®b c A®

r

esta bem definida e & um homomorfismo de A®-médulos i esquerda

(ou, equivalentemente, de A/R-mSédulos bilaterais). De fato,

considerando a aplicagdao h:AxA’+A , definida por
h(a,b) =ab , para todo par (a,b)e AxA° , temos claramente que
h & uma forma bilinear. Logo, pela propriedade universal do
produto tensorial sobre R , sabemos que existe um Unico homo-
morfismo h:A®A®°+A tal que h(a®b) =h(a,b) =ab , para to-
do a®bea® . Agora & claro que h=p . E ficil ver ainda que
o homomorfismo u @& um epimorfismo de A®-médulos. Tal aplica-
¢do & denominada HOMOMORFISMO CONTRAGAO .

Consideremos agora o nucleo do homomorfismo
e o denotemos por J ., Entao podemos formar a seguinte seqgtién
cia exata de A®-mddulos i esquerda

0+3-2a% 8 50 [1]

onde 1 representa a inclusao candnica.



Além disso, para cada acA , a®l-1®a & um

elemento de J , ja que u(a®l-1®a)=a-a=0 . Reciproca-

b |

- mente, se E'_% ai®bi & um elemento de J , entdao & claro

n
que iZ=1 aib =0 e, portanto,

r.l-

n
7

_ - 2o
0 = 01 =3 aib:i.@l , donde temos que

n n n n
22 >y 3. ab b [18b, -b.@1]
{01 3;®b; = £ 3;®b, - ( £y a;b, ®1) = £ (a;®1) [18b; ~b ]

Podemos concluir, entao, que J & exatamente o
ideal gerado por todos os elementos da forma 1®a - a®1l ,
com a€aA .

A partir de agora, denotaremos o homomorfismo
contracao pelo simbolo u , e J denotara sempre seu nicleo.

Observemos agora que a aplicagao & : A+J de-
finida por §6(a) =a®l - 1®a , para cada ac<cA , & uma R-de

rivagao. De fato, para cada a,bé A , reR ,
§(r.a+b) =(r.a+b)®¥1l -1¥(r.a+b) =r.a®l+b®1-1®r.a-1®b =

=r.(a®l-1®a) + (b&®1-1®Db) =r.8(a) +8(b) e

§(ab) =ab®1l-1®ab=ab®1l1l-a®b+a®b - 1¥ab =

a.(b®1-1®b) + (a®1-1®a).b=a.8(b) +d(a).b.

Além disso, se M & um A/R-mddulo bilateral,

entdo uma R-derivagao 0 :A-+M & interior se e sd se existe
um elemento mEM tal que 3d(a) =d8(a).m , para cada a€ A ,

como & facil verificar.,



Para mostrar o teorema que caracteriza as al

gebras separaveis, necessitamos do seguinte

Iema l.1l:

Sejam A e B anéis e M,N dois mdédulos da

categoria A”B . Entdio M & um somando direto de r copias

do A-B-bimddulo N se e sO se existem aplicagoes fl,...,fr

de M em N e gl,...,gr de N em M , todas elas homomor

X

R E i
fismos de A-B-bimddulos,tais que =1 9;0 fi = J.ciM "

Prova:

Suponhamos que M & um somando direto de y (T)
Denotemos por m e Jj , respectivamente, o0s homomorfismos

(r)

projegao candnica de N em M e a inclusao candnica de

M em N(r) . Para cada se€¢{l1l,2,...,r} , sejam iS :N~+N{r)

a inclusao candnica de N no s-esimo somando de N(r) e

T :N(r)-»N a projegao candnica de N(r) no s-ésimo somando
N . Entao, pondo ggo=Toig, e f,=7_03 , para cada

A ™
s€{1,2,...,r} , vem que ggi gg 0 fs = ois 0o Ty 0] =

=T, id 03 = id g
N(r) M

Para mostrar a reciproca, consideramos a apli

r
(r) 2

+M dada por n(nl,...,nr)=4—* g;(n;) , para

a mT: N £
cagao =

(x)

cada r-upla (nl,...,nrjc N . Entao, considerando também



o homomorfismo Jj :MA*N(r) dado por j(m)==(fl(m),...,fr(m)),
& facil verificar que 1w j =idM , ou seja, M & um somando

direto de N'T) | como A-B-bimddulo. L

Teorema 1.2:

Seja A uma R-algebra. Entdo as seguintes con-

digoes sao equivalentes:
(1) A & um A®-mSdulo projetivo;

(11) a seqliéncia exata de A®-mddulos 3 esquerda

0 % J—=sa®Han % 0 cinde;

(iii) existe um elemento e €A tal que ule) =1

e Je=0 ;
(iv) existem elementos xi,yiE.A (1=1,2, . o) ,

n n .
= xi@Dyix , para

2 - T _
tals que {35 x,¥; =1 e (O xx, @y, =

cada x€ A :
(v) A , considerado como A-moédulo bilateral, é

isomorfo a um somando direto de um numero finito de copias

do A-mddulo bilateral A% =A®A°;
(vi) a derivagao 6 :A~+J , definida por

§(a) =a®l - 1®a , para cada a€A , & interior;
(vii) para cada A/R-mbdulo bilateral M , to-

da R-derivagao 93 :A-+M @& interior.

Prova:

E claro que (i) e (ii) sao equivalentes.



Suponhamos que a seqléncia exata 0 - IJ-=p2f Hinn0
cinde, e seja v : A-+2% um homomorfismo de AS-mddulos i es-

. querda tal gque uv=idA . Pondo e=v(l) , temos que

p(e) =uv(l) =1 , Além disso, para cada gerador 1l®a - a®leJd ,
(1®a - a®l)e=(1®a - a®1)v(l) =v[(l®a).l - (a®1).1] =

= v(a-a) =0 ., Logo, Je=0 e, portanto, (ii) implica (iii).

Reciprocamente, se e cA® representa o elemen-
to dado em (iii), consideremos a aplicagao Vv : A+ A% definida
por v(a) = (a®l)e , para todo elemento a€ A . Utilizando a

hipotese de que Je=0 , vemos facilmente que Vv & um homomor

fismo de Ae—médulos. Além disso, para todo a€aA ,

uv(a) =u[(a®1)e] =(a®l)u(e) =a , ou seja, pv'-idA . Portan

to, a seqliéncia exata [1] de A®-mddulos i esquerda cinde.
Assim, (iii) implica (ii).

E facil ver que (iii) e (iv) sao equivalentes.

n
N o o
De fato, um elemento e={—=—__al xi®in 2% & tal que ul(e) =1
n
Y‘—‘!

= S £ = e
e Je=0 se e sO se iz1 ¥i¥y l e, para cada xc A ,

n n
<7 —r
(x®1 - 1®x) 5‘;1 xi®yi=0 , ou ainda, 2; X, ¥, = 1 e
n n
P 52 . -
=1 ¥X¥;®y; = i:\l x; ®yix . para cada X €A . A reciproca é

também evidente.

£ obvio que (ii) implica (v) e que (vii) im-
plica (vi).

Suponhamos entao que A é isomorfo a um so-

e

mando direto de r cdpias de A~ . Entao, pelo lema anteri-

or, existem homomorfismos de A®-mddulos i esquerda fl' - 'fr



- Bl =

e ;
de A em A° e Jyreeer9, de A em A , tais que

x
. _
iz 93f3 =19, .

Suponhamos agora que, para cada i€ {1,2,...,r} ,

57 ALY e U e _ . _
fi“‘"j aj (‘>:'Qb:j €A e qi(l(Z)l)--ci . Entao, para to

Ay TR 5 e 12 iumw et 4 rci=gi{r®1)=gi(l®r) =g, (18l)r=c;r ,

e, portanto, a aplicaq&o linear dada por a®b b—a-aci@)b , para

cada a®bec A® estd bem definida e & um homomorfismo de Ae—mg'i_
dulos.

Alem disso, para todo x€A ,

x@D (3 aflepit)) = xovE M) =f 0 £ MG -

I - & EP & 1)
(j ay ®bj ) (1® x)

Portanto, como

2 (i) (i) S 5 5T _ 1) (i) T
A 2 = < - 3 3 = =
concluimos que o elemento %—3 aéi)caﬁﬁbéi)G.AF satisfaz

as condigoes estabelecidas em (iii), ou seja, (v) implica (iii).

Suponhamos agora que a R-derivag¢ao 6 : A+J dada

n.
em (vi) é interior. Entao existe um elemento i}; ai @bie J
tal que, para cada X€EA ,
> 5
6(x) =x {3 ai®bi - {zy 3;®b; x, ou seja,

n n
4
(x®1 - 1®x) = x iZ=;L ai®bi - J%. ai®bix . Portanto, para
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cada XS A,
. 5.
x(1®1 - =1 ai®bi) = (1®1 - S ai®bi}x

-'\'\na'
Assim, pondo e=1®1 - ]{.;1 ai®bi , temos que

n
L
ex=xe , para cada XCEA , e u(e)=1 - I—=

quentemente, o0 elemento e €a® satisfaz as condigoes estabe
lecidas em (iii), ou seja, (vi) implica (iii).

Finalmente, mostremos que (iii) implica (vii).

3

De fato, se a= xi®yieAe € o elemento dado em (iii),

ey

entao sabemos que, para cada x€A , o X0y, = X; ®y, x .

)l

Além disso, se M é& um A/R-mOdulo bilateral e 3 :A-+M &
uma R-derivagao, entdo sabemos que a aplicagao 3®id: A®A° >M®A°

dada por (3®id)(a®b) =23(a)®b , para cada a®b cAS , esta

bem definida e, portanto, para cada xc¢ A ,

n n
b 1 - 5
=4 a(xxi)®yi = {—;1 a(xi)@)yix

Ainda, considerando a aplicagdo ¢ : M®A® » M
definida por ¢(m®a) =m.a , para cada m®acM®A’ , podemos

escrever, para cada xe€ A ,

n n

00 23 3lxx ) ®y,) = ¢( 22 3(x;,) ®y;x) , ou

n n

—

n
.y 2. * P
seja Ty B(x).xiyi * x.a(xi).yi = Ty atxi).yix , para

n

2
cada x€A . Mas como = | a(x).xiyi

9(x) , temos que



n X,
n

N\

cada x€A . Portanto, pondo n1=§%ﬁ a(xi}.yi , resulta que

3 & a R-derivagao interior definida pelo elemento m . 1

Dada uma R-algebra A , dizemos que A & uma
R-ALGEBRA SEPARAVEL (ou, simplesmente, que A ¢é R-SEPARAVEL)
se alguma (e portanto todas) as condigoes equivalentes do
teorema anterior & verificada.

Podemos observar que o elemento ec A® dado em

(iii) do mesmo teorema & um idempotente de 2% . De fato,

e2-e= (e-1®1l)e gque € nulo, ja que, e~1®1 & um elemento

de J , como € facil verificar. Portanto, e =e? , € & por isso
que, quando a R-dlgebra A & separavel, dizemos que tal ele-

mento e & um IDEMPOTENTE DE SEPARABILIDADE PARA A .

Apresentamos agora alguns exemplos de algebras
separaveis.

1, E Obvio que o prdoprio anel R €& uma R-alge-
bra separavel; mais geralmente, R(n) =R®...®PR € tambem uma

R-dlgebra separavel, para qualquer inteiro positivo n . De

fato, sabemos que os elementos e1==(1,0,0,...,0), ez==(0,l,...,0J,
povueiE p en==(0,0,...,1) de R(n) sao idempotentes ortogonais e
n
formam uma base do R-modulo R(n) . Entao, pondo e==§;1 ej(&ej ;
X
temos ara cada a=:—‘ r,.e GR(n)
¢ & =1 *1+%1 ;
n n
< 7
s =-zi: = s .
(a®1l1-1®a)e 3=1 (r].u.ei)ej®ej S = ej®ej(ri.ei)



n
= %L* (r..e.®e. - e.¥r..e.) =0
J=1 b I j
>
Por outro lado, ul(e) =j=1 ej =1(R“) .

2. Para mostrar que a R-algebra M_(R) das ma

trizes de ordem nxn sobre R & separavel, consideremos as

matrizes candnicas Eij para 1,3€4Y,2;¢ces0) » (Loas,
Eij = (e.rs) lsfcn , onde er5=‘5xjiﬁsj ), e definimos entao
l¢sgn
A
e==?-—h E,.®E onde o indice j é fixo. En-
i=1 ®1§ %41 ¢ ] .
n n
tac yu(e) = Z E,.E.; = Z E =1 Portanto, resta-nos
i=1 7ij J1 i=1 7ii * 3

provar apenas que Je=0 . Para tal, & suficiente mostrarmos

que (Ek£®I—I®Ek£)e=O , para k e & percorrendo o con-

junto {1,2,...,n} , como & facil verificar. Entao

. P
(E, @I -I®E ))e = (E I -IR®E ) (;/ Eyy®E;;) =

keEBi®Byy = By y®Ey By ,) =
= Ekj®Ej2 - Ekj®EjR = 0 , o que completa

a prova,
Observemos que, neste exemplo, fica claro que
o idempotente de separabilidade de uma algebra separavel nao

€ unico necessariamente.

3. Seja G um grupo multiplicativo finito, de

ordem n , tal que 11=r11R € um elemento inversivel em R .



Mostremos que, nestas condigdes, a R-algebra de grupo R[G]

e séparével sobre R . De fato, definindo e=% g%—.G g@g_l '
I L. L Z. j=i & 5
temos que ufle) =% dJ<G gg n §eG 8 n(n 1) lR[G] . Além

disso, para provarmos que Je=0 , & facil verificar que &
suficiente mostrarmos . que (h®1l)e=(1®h)e , para cada ele
mento h do grupo G ., Entao, para cada he G , fazendo a

mudanga de variavel w=hg no grupo G ,

<1 £ -1, _1 37 = T— ]
(h®le=2 >0 (hg®g ) =3 2-; (@ h) = Q®h: &

= (1®h)e , o que completa a prova.
Pode-se mostrar, reciprocamente, que, se R[G]
€ uma R-algebra separavel, entdo n & um elemento inversivel

em R .

4. Seja W um sistema multiplicativo do anel R .

Entao ja sabemos que o anel localizado Ry, =1/, |reR e we W}
€ uma R-algebra. Observemos agora que, para cada r/me Ry

r/,®w/, =w/ @/ = (ro-uwr).(1l/ ®1/) =0,

e entao & dbvio que a unidade w/w ® w/, da dlgebra envolvente
(%)e € um idempotente de separabilidade. Assim, o anel Ry

€ uma R-algebra separavel. Pode-se ainda mostrar que, neste
caso, o homomorfismo contragéo é um isomorfismo, o que deixa-

mos a cargo do leitor.

Finalmente, damos aqui um exemplo de uma algebra



que n3o & separdvel. Vimos no capitulo I que se K & um corpo
ent3o o anel de polindmios K[X] & uma K-algebra. No entanto,
. K[X] ndo & separdvel sobre K . De fato, sendo K um corpo,
& obvio que K[X] & um K-mddulo projetivo. Portanto, se K|[X]
& uma dlgebra separdvel sobre K , entdo K[X| & um K-mddulo

finitamente gerado (ver Proposigao 2.10), uma contradigao.

§ 2 . ALGUMAS PROPRIEDADES DAS ALGEBRAS SEPARAVEIS
Nesta segao, apresentamos alguns resultados sobre
as algebras separaveis, que nos serao uteis ao longo deste tra-

balho.

Proposicao 2.l:(Transitividade da Separabilidade)

Sejam S uma R-algebra comutativa e separavel,
e A uma algebra separavel sobre S . Entaoc A & também uma

R-dlgebra separavel,

Prova:

n 1,

Sejam 2. a. ®b, cA®. A" e 2% 0.@B,€S®E°
i=1 “1%"1 S j=1 75"

idempotentes que satisfazem as condigoes de separabilidade de
A sobre S e de S sobre R , respectivamente.

E facil ver que a aplicagdao ¢y :AxA’ » A®A’
m
N7

dada por Y (x,y) == xaj® Bj y estad bem definida e & uma

forma bilinear em relagao a S-algebra A . De fato, para cada
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s€S , (x,y)€ AxA’ ,
m, m, m,
v(xs,y =ﬁﬁ’$°j®8jy=mﬂ;ﬁiaj®syY=X{§;i“j®8fsy=
n
L

Portanto, pela propriedade universal do produto

tensorial sobre S , vemos que a aplicagao ¢ :A@S A% » A@A? ;

ME

dada por ¢(x®y) =j=l xmj@l Bj y esta bem definida. Além dis

so, tal aplicagao & claramente um homomorfismo de A/R-mddulos

bilaterais.
Representando por yu o homomorfismo contragao
n m
— = ﬁj ;‘j 1
referente a R-algebra A , e pondo R 521 aianJB o) 4
temos:
m n m
() =2 2= a,a.B.b, =2 a, ( T3 0.B.)b, =1
7 B = T e o T R T T s o T Rl
e, para cada ac€ A ,
a .5 s
- I " b " 2
f=1 =1 224 %4®B by = ¢l o a8, ®by) = o( 7y a;@b,a)
n m
. 3 9
i=1 3=1 alajCDB a , o0 que

mostra que A & uma R-dlgebra separdvel. [

Proposicao 2.2:

Sejam S uma R-dlgebra comutativa e A uma
S-algebra que & separavel sobre R , Entdo A & uma S-alge

bra separavel.
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Prova:
X
Seja e= gy a; @b ¢ A®A° um idempotente de

separabilidade de A sobre R . Observemos que, da proprie-
dade universal do produto tensorial sobre R e do fato de
ser S uma R-dlgebra, existe um homomorfismo de A®A°-modulos

esquerda o : A®A° > A® A° , dada por a(a®b) =a®beA® ¢ al

n
para cada a®be A®A’ . Entdo, o elemento e =a( %L—;‘l aj_@bi)
n
satisfaz a igualdade u(e)==£§i aibi==l e, para cada a€A ,
g S .
(a®1l)e =al i=1 aai®bi) = a in1 ai@bia) = (l®a)e.

Logo, A & uma S-algebra separdvel. LI

0 seguinte resultado & trivial:

Corolario 2.3:

Sejam A uma R-algebra separavel e S uma
R-subalgebra do centro de A . Entao A & uma S-algebra se-

paravel.

Como caso particular do resultado acima, temos
que toda R-3lgebra separavel & também uma algebra separavel
sobre seu centro. Na verdade, é valido o teorema abaixo, cuja

prova omitimos (ver Teorema 2.3 de [ 3])

Teorema 2.4:

-

Uma R-algebra A & separavel se e sO se A @

separével sobre seu centro 2Z(A) e Z(A) & separavel sobre R .
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Proposicao 2.5:

Sejam A e B duas R-algebras e f:A-+B um
epimorfismo de R-dlgebras. Se A & R-separavel entdo B &

também separdvel sobre R .

Prova:
n

-

e - :
Se €= xi®yi€ A € um idempotente de
separabilidade da R-algebra A , entao o elemento

n
B=i§l f(xiJ®f(yi) =(f®f)e, satisfaz = £(x,)f(y;) =

Vs

e

in1 xiyi) =1 ., Além disso, para cada beB , existe

a€e A tal que f(a) =b e, portanto,

o S
(l@b)eB = (1®f£f(a)) {i{:l f(xi) ®f(yi)) =i':-=-’if(xi) ®f(yi}f(a) =
n, n,
= (£®f) ({5 x;®y;a) = (£®f) ([ ax, P y,) =
5!17

= 7 £ E(x) ®f(y)=(£(a) ®l)ey = BB 1)e,
Logo, B & uma R-dlgebra separivel. ||

Antes de provarmos a proxima propriedade, fa-

gamos algumas observagdes. Se R, e R, sao anéis comuta-
tivos e 2, € uma Rl—élgebra, entdo A € também uma alge-

bra sobre R,®R, , se definimos a operagao externa por

(rl;rz).al= r,.a, , para cada par (rl,r2)€ Ry ®R, e para
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cada alé‘ A, , como & facil verificar. Analogamente, se A,

& uma Rz-éilqebra, entdao, definindo uma operagdo externa por
(ry,x,).a,=ry.a, , temos que A, & também uma algebra sobre
Fll(-BR2 . Portanto, podemos considerar a Rl@Rz—algebra Al@Az

E facil verificar ainda, que a algebra oposta

(Al@Az)o & exatamente A;@A% . Entao, pela distributividade

do produto tensorial sobre R, @R, em relagdo a soma direta,

podemos escrever, pondo R=R1@R2 ’

0 _ 0 - . -
(2, @A) ® (A, @A4,)° = (A; ®A,) ® (A]®A)) -Al®(A§@A5)@A2®(A°@A

0y -
12)_

~ 0 0 1] =
= (A1®A1) ® (A1®A2) @ (a,®A]) @ (AzwagJ

Ainda, & facil ver que existe um isomorfismo en

0
tre A1®A1 e A1®R A

0 _ A€ = 0 -
n l—Al e que também A2®A2 e isomor

fo a A2®R Al =A§ . Além disso, observemos que se alé??az

5 2

& um elemento de A1®A; entao

al®a2 =a,. (1,0) ®a2 =a,® (1,0) a,=a;®0 = 0,

ou seija, A1®A; =0 . Pela mesma razao, Ai@ A, =0 . Portanto,
- & . ) : 0 o A ayal
podemos concluir que (Al@AZ) = (Al@Az) ® (Al@Az) = Al(-'EAz i

através da aplicagdo de (A1®A2)e—mc'>dulos a esquerda

p s (Al@Az)e > A?@Ag dada por p[{al,az)@)(ai,a’)] = {(a]_@a]'_},(az@aé))

para cada elemento (al,a2)®(ai.aé)€ (A1®A2)e , onde cada

um dos tensores & considerado sobre R=Rl@R2 i B e R,

1 2

réspectivamente.
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Estamos agora em condigOes de mostrar a se-
guinte

Proposicao 2.6:

Sejam R, e R, anéis comutativos e A

i 1

e A, dlgebras sobre R, e Ry, respectivamente. Entao

Al@Az @ uma R-dlgebra separdvel se e sO se A, e A, sao

separaveis sobre Rl e R2 , respectivamente, onde R==R163R2.

Prova:

Denotemos por y; o homomorfismo contragao da
Ri-élgebra A (i=1,2), e por u o homomorfismo contrag¢ao da
RlEDRZ-élgebra A1@A2 . Entao, definindo a aplicagao
. @y, : A°®AS - A. @A, por

1 2 1 2 1l 2
] L} —— 1 ]

(ul@uz) (a,®a; , a,®a;) = (a,a;, aa;) , para

cada par (a1®ai p a2®aé)e Ai@h‘; , podemos observar que o

seguinte diagrama de (AlGBAz)e-médulos a esquerda & comuta

i VO :
| I'O ] R A 0
— - e
1 @ A

De fato, para cada (al,az)CQ(al,az)G.(Al@:Azi

[(uy®uy) 0 0] (a),a,) ®(a],a3)] = (u;Buy) (2, ®a) , a,@a}) =
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= (alai g azaé) = (al,az) (ai ’ aé) =

Il

ul(aj,a)®(a) ;a3 ] .

Suponhamos entao que A, e A, sao separa-

veis sobre R, e R, , respectivamente. Entao sabemos que

1

existem homomorfismos wl :Al - Ai e wz s A2 % A‘; tais que

ﬁ1¢1=idA e u2-1p2=idA2 . Portanto, a aplicagao
L

wl@wz s Al@AZ L2 (A1@A2)e ’ dada por (q)l@ 1112) (al’a?_) = (‘Pl(al) :wz(a-z)]

" =1 .
para cada (al'aZJE Al@A2 verifica Ho ¢ 0 {Lbl@wz} =ldAl®A2 .

Assim, pondo Y= p-l 0 (wl&)wzJ , temos que ¢ & um homomor-

fismo de (Al@Az)e—médulos a esquerda e py =id Ou

A1L9A2
seja, Al(-})Az & uma algebra separavel sobre RlL’-BR2

Reciprocamente, se Al@Az é separavel sobre
R, ®R, , entao sabemos que existe um homomorfismo

U Al@Az - (Al(-PAz)e tal que uy=id . Mostremos que,

AlC-BAz
neste caso, A, é Rl-separéivel. Observemos que através da apli

cacgao il : Al -> Al(-I-)AZ dada por il(al) = (al,O} , para cada

a, € A, , podemos considerar A; uma subalgebra de Al@Az

Alem disso, se LAY representa a projeg¢ao de Ai('BA; no pri-

meiro somando Ai‘ , entao & facil verificar que

Hy o (nl 0 poyo il) =idA1 . Como a composigao myopoYoiy
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€ um homomorfismo de Ai-m&dulos a esquerda, temos que A, é

uma Rl-élgebra separavel.

De maneira andaloga, mostra-se que A2 é sepa-

ravel sobre R2 O

Corolario 2.7:

Sejam A, e A algebras separaveis sobre R .

Entao Al(-BAz & uma R-3algebra separavel.

Prova:
Do resultado anterior temos que A, ®A, é sepa

ravel sobre R@R . Mas, pelo exemplo 1 de algebras separa-
veis, R®R & uma R-algebra separdvel. Logo, pela transiti-

vidade da separabilidade, temos que AléBAz € uma algebra

separdvel sobre R . L[]

Se A & uma R-dlgebra, entao todo A-mddulo M
torna-se um R-modulo, se definimos a operagao externa por

r.m==(r.1A).m , para cada r<€¢ R , mé M . Com referéncia a

esta estrutura, mostramos a seguinte

Proposicao 2.8:

Se A & uma R-dlgebra separavel entaoc todo
A-mddulo M que é projetivo como R-mddulo & também proje

tivo como A-modulo.

N

- Sotorie) £
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Prova:

Seja 0 +L-+N-"»M+0 uma seqfiéncia exata de
A-modulos. Entdo, podemos considera-la uma seqiiéncia exata
de R-mddulos e sabemos que, como tal, esta segliéncia cinde,
ja que M & um R-mOdulo projetivo. Logo, existe um homomor

fismo de R-modulos ¢ :M~+N tal que ny= idM . Queremos

modificar convenientemente esta aplicagao ¢ a fim de que
seja preservada esta propriedade, mas que a nova aplicacgao
seja tamb&m um homomorfismo de A-mbédulos.

Para tal, observemos antes que, sendo A uma
R-algebra e M e N dois A-mddulos & esquerda, entdo o

conjunto Homp (M,N) dos homomrofismos de R-médulos de M

em N & um AS-médulo & esquerda, cuja opera¢ao externa &
dada por [(a@a').f:] (m) =a.f(a'.m) , para cada (a®a')e Ae,
meM e para cada homomorfisme fe HomR(M,N) i

)
Seja agora e =J.’_};1 xi@ine A% um idempotente

de separabilidade da R-algebra A . Definimos y'=e.y ,
n

isto €, para todo meM , Y'(m) = (e.y¥) (m) =?:1 xi.w(yj_.m)

-

Sendo n um homomorfismo de A-modulos e como

u(e) =1 , para cada mEM , temos

() (m) =nlizmy *x5.0(y;.m) =79 % .nbly;.m = (73 xy,).m=m .

Portanto, nl,[:=j.dM .

Logo, resta-nos apenas mostrar que §' & um

A-homomorfismo. De fato, considerando que cada ac¢ A satis
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faz (l1®a-a®l)e=0 , podemos escrever:
(1®a-a®l).v'=(1®a-a®l).(e.y) =[(1®a-a®l)e|.p=0 ,
e, portanto, para cada mEM ,

[(1®a).¢'] m) = [(a®1).y'](m) , ou ainda,

Yy'(a.m) =a.9'(m) , para todo méM , o0 que

completa a prova. |

Corolario 2.9:

Se A & uma R-algebra separavel que & projetiva
como R-médulo entdo a adlgebra envolvente A€ & um A-médulo

projetivo.

Prova:

E Oobvio que a R-algebra oposta A’ & também um
R-modulo projetivo. Entdo, por I.2.4 , a adlgebra envolvente

e

A~ & um R-modulo projetivo. Logo, a proposicao acima nos ga-

rante que A® & um A-médulo projetivo. [

Utilizando este corolario, estamos em condigoes
de mostrar o seguinte resultado sobre as algebras separaveis

que sao projetivas como mddulos sobre o anel base:

Proposicao 2.10: (Villamayor e Zelinsky)

Seja A uma R-algebra. Se A & separavel so-
bre R e & um R-mddulo projetivo, entaoc A & um R-mddulo

finitamente gerado.
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Prova:

Seja I um conjunto de indices e sejam
{ai}ie 1CA e {fi}ie IC HomR(A,R) coordenadas projetivas

e

do R-mddulo A . B facil ver que os subconjuntos {1®ai}i<—: [CA

e “id@fi”ie IC HomA(Ae,A) sao coordenadas projetivas do

A-modulo projetivo 2® . Além disso, sabemos que se tal conjun
to de indices I puder ser escolhido finito, entao A €& um
R-modulo finitamente gerado. De fato, vejamos que isto aconte-
ce.

3

Seja e=j=1 xj®yj€ A% um idempotente de se-

parabilidade da R-algebra separdvel A . Escolhemos I' o sub

conjunto formado pelos indices i€ I tais que fi(yj) #0 ,

para algum j€ {1,2,...,n} . Ent3o & claro que I' & um conjun

to finito, ja& que fr (yj) é nulo, salvo um conjunto finito de

indices r €I ., Além disso, para cada elemento a €A e para

cada Indice i€I , (id®f;)[(1®a)e] = (id®f,)[(a®De] =

n

z = . '
= axj®fi (yj) , que & nulo sempre que i¢ I §

Finalmente, para cada elemento a da R-algebra

A , podemos observar que

11}

=u[(l®a)e] =u{i¥1 (id®f£,) [(l®a)e;|(l®ai)} =

n n
fe1r j=1 3§51 ¥ 1" 4 1 §

-1 fi(yja )xjai . Portan

to, o R-mddulo A é gerado pelos elementos X535 onde
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i e j wvariam em conjuntos finitos; logo, A & um R-mddulo

finitamente gerado. i

Vamos agora dar uma caracterizacao da separa

A 4efinido no capitulo I.

bilidade que envolve o functor ( )
Utilizando este argumento, mostraremos ainda mais algumas pro

priedades das adlgebras separaveis.

Proposicao 2.11:

Uma R-algebra A & separavel se e sd se o

A

functor ( ) & exato a direita.

Prova:

Basta-nos mostrar que se M—EvN—+O é uma se

qiéncia exata de A/R-modulos bilaterais entdo a seqtiéncia de

R-modulos MA~F£l-*NA + 0 & também exata, onde f| repre-

senta a restrigao de f ao R-submddulo u® . Pela definicao,
A & R-separdvel se e sO se o functor Hom e(A,-) é exato.

A
Ent3o a proposigdo & conseqliéncia imediata de I.3.3. I

Seja A uma R-algebra. Denotemos por (0 : J)

o anulador 3 direita em A% do nicleo J , isto e,

(O-J)—{Z_ri a,®b E.AelJ(fi ®b.) =0}
R = R | i=) S39244 7 '

Ent3ao & valida a seguinte

Proposicao 2.12:

Existe um isomorfismo de R-modulos entre
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(0:J) e Hom e(A,A?) . Além disso, se A & separavel sobre
A

R , entdo u(0:J) =2%(A), (Z(A) denota o centro do anel A .)

Prova:
n
R .
Observemos que um elemento { ~ a; ®a; esta
no R-submddulo (Ae)A se e sO se, para cada a& A ,

n n
Z >
L] — L]
a.(i=1 ai®ai) = ((:1 ai®a1).a , ou seja, para cada gerador

n
a®l=-1®aed , (a®l1-1®a) (iz-—-:l ai®a£) =0 . Assim, temos

que (Ae)A= (0 :J) , e, portanto,os R-mbdulos (0 :J) e

Hom e(A,Ae) sao isomorfos, por I,3.2.
A

Suponhamos agora que A é uma R-dlgebra se

paravel. Entdo o functor ( )A é um functor exato. ILogo,

a seqliéncia (Ae)Ail—»AA + 0 & também exata. Mas como

2%)RP=(0:3) e aP=2z(a) , temos que u|[(0:3)]=2(a) ,

ou seja, u(0:J) =2(a) . ||

Estamos agora em condigoes de mostrar mais

algumas propriedades das algebras separaveis.

Proposicao 2.13:

e S duas R-algebras comutati-

Sejam S 2

1

vas, e Al = AZ algebras separaveis sobre Sl e 82 i

respectivamente. Se A1®A2 nao € o anel nulo, entao & uma

dlgebra separivel sobre 51®52 .
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Prova:

Suponhamos A1®A2340 . Entao é facil ver que
este anel & um Sl®52-—m6dulo, cujo produto externo é dado
por distributividade e por (s,®s,) .(al®a2) =Sl'a1®52'a2 '
para todo 51®52€ Sl®52 e para todo al®a26 Al®A2 3

Mais ainda, por serem A, e A, algebras sobre S; e S, .

respectivamente, também A_.L@Az € uma Sl®52-élgebra.

Suponhamos que A, e A, sao separaveis sobre

uma

® A

§; e S, , respectivamente, e mostremos que A1®A2 a
o

Sl®82-5lgebra separavel, provando que o functor ( )

@ exato a direita.
Seja entao M-Eon =+ 0 uma seqliéncia exata de

A/s-modulos bilaterais, onde A=A1C>?-A2 e S=Sl(x“.-82 . E
facil ver que, através das igualdades a,.m= (al@-l) .m e

m.al=m.(a1®1) , para cada a, €A

1 1 ¢ mEc M , temos induzidas

em M estruturas de Al-médulo a esquerda e a direita, res-

pectivamente., Além disso, tais estruturas comutam, ja que

M €& um A/S-mddulo bilateral.

Para concluirmos que M & um Al/sl-médulo pi-

lateral, resta-nos mostrar que as estruturas de Sl—rnédulos

induzidas coincidem, Mas observemos que, para cada slesl ’
mEM ,

= = = ) =
Sq.m (sl.ll.m (sl.l®1) .m m.(sl.l(_,l) m.s, . Portanto,



como podemos fazer o mesmo raciocinio para o A/S-médulo bila

teral N , concluimos que M e N sao Al/_Sl-mc')dullosl bila-

terais. Como A, é Sl-élgebra separavel, a seqliéncia de
Aljsl—médplps bilaterais

Ay f| Ay
M ——>N + 0 e exata .

De maneira andloga, podemos definir em M estru

turas de Az-médulos a direita e a esquerda através das igual-
dades m.a2=m.(l®a2) e a,.m= (l@az).m , para cada mEM ,

a,€a, , e podemos também mostrar que M € um Az/Sz-méduJ,o

bilateral.
Observemos agora que as estruturas de modulo S0

bre Al () A2 em M comutam, ou seja, para cada alc—;Al "

a2€ Az , mMEM , al.(az.m) =a2.(al.m) , como & facil verifi-

A
car, Utilizando este fato, podemos concluir gque M 1 é um

A

A2—5ubm6dulo a esquerda de M . De fato, para cada mcEM 1 "

a;-(ay.m) =a,.(a;.m) =a,.(m.a,) =(1®a,). [m(aléif)l)] =
. 5 . Al
= [(1®a,) .m_l.(a1®l) = (aj.m).a; , ou seja, a,.meM !
o ; i .
Analogamente, M € um A,-submodulo a direita de M . Ain

2 ke
da, como M é um Az/S?-—médulo bilateral, € obvio que o

A
A,-submdulo M 1 também o &.



- 104 -

Portanto, como podemos fazer o mesmo raciocinio

para o Al/Sl-—_méd_ulg_ bilateral N , concluimos que a segliéncia

£] A
Ml——>N?'>0 & umaseqlidncia exata de A,/S,-mbdulos bila

terais. Logo, como A, € uma dlgebra separavel sobre Sy

temos que a seqfiéncia

A, A, £ A, A,
(M ) Te——<¥(N ) + 0 & uma seqliéncia exa-
ta.
Al AZ A1®A2
Mostremos, finalmente, que (M ™) =M g

A, A
De fato, se m€E (M 1) 2 entao, para todo elemento al®aze A1®A2 2

(a; ®a,) = 2y« (8y0m) = (m.a,) ay =m. (8, Bay)

A, A A1@9A2 A.(®A

ou seja, (M C M . Reciprocamente, se mec M 1 2 4

entao, para cada ale Al ) @j.m= (al®l) . =m. (al(zs»l) =m.a

l !
e, de maneira andloga, a,.m=m.a, , para cada a,e a, .

A, ®A A. A
Logo, M 2 2(‘_’(M 1) $ i
Uma vez que o diagrama

A
(M

A
)

£ | A

1.%2 1)"2

-+ 0

A, ®n, £ NA1®A2

M —_—

€ comutativo, segue-se

A1®A2 Al ®A2
: M + N é sobrejetora, o que

gue a aplicagao £

completa a prova. [ |
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Corolario 2.14:

Sejam A uma R-3algebra separavel e S uma
- algebra comutativa sobre R . Entaoc A®S & uma S-adlgebra

separavel.

Prova:
Pondo no resultado anterior Al =A , A2 = 82 =5 ,

e S, =R, conclui-se que A®S é uma algebra separavel sobre

Poderiamos agora nos perguntar sobre a validade
de uma reciproca para a ultima proposicao. Podemos provar a

seguinte

Proposicao 2.15:

Sejam Sl e S, dlgebras comutativas sobre

R e A, e A, algebras sobre S e S, , respectivamente,

1

tais que A, ®a, € uma 81@952—élgebra separavel. Se R é um

R-somando direto do R-mddulo A, . entao A, é uma Sl*élge—

bra separavel.

Prova:

Sejam M e N dois Al/Sl—médulos bilaterais,

e seja f:M->N um epimorfismo.

-

Observemos inicialmente que M®A2 e um

Alébhz/slcasé—médulq bilateral, como & facil verificar. Analo

gamente, NGDAZ € também um A15532/31,x52-m5du10 bilateral
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foid

e a seqgfliéncia M®A2 N®aA, » 0 é uma seqtiéncia exata

de A1®52/51®52'm5d“1°5 bilaterais. Portanto, como A1®A2

'~ & separavel sobre Sl®52 , a seqliéncia

A.®a, foidl

j S ®a,

Ry
(N®A,) »0 &

(M@Az)

também exata.

Por hipdtese, A, = R®L , para algum R-submddu

lo L de A, . Entao

M®A2=M®(R@L) ~ (M®R) ® (M®L) = M® (M®L) , ou seja, M é

um somando direto de M®A2 como Al/Sl_—médulo bilateral.
E facil ver que M®A, & também um Al/Sl-m'f)"

dulo bilateral. Entao considerando a projegao candnica
Ty * M®A2+M entre Al/Sl-mc')dulos bilaterais, temos que a ima

A.®A
gem do Sl®52-subm6du10 (M®a,) L™ por este epimorfismo € exata

Ay
mente M -

Fazendo o mesmo raciocinio para N , podemos

considerar o seguinte diagrama comutativo:

A1®A2 f®id A1®A2
(M®32) — (N®A,) + 0
TTM " 'HN

% f | A
o 2 ey W
A, s Ay
Portanto, a seqliéncia M "———> N -0 &

exata, ou seja, A é uma S,-algebra separavel. i
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Ievando em conta a proposigao acima, torna-se

obvio o seguinte

Corolario 2.16:

Sejam A, e A, duas R-algebras tais que

a1

A1C)A2 é uma R-algebra separdvel. Se R € um somando dire

to de A, como R-mddulo, entao Ay é separavel sobre R .

2

O proximo resultado tenta estabelecer uma re

ciproca para 2.14:

Corolario 2.17:

Sejam S wuma R-algebra comutativa que contém
R como R-somando direto e A uma R-algebra tal que A®S
€ uma S-3dlgebra separavel. Entdo A & separavel sobre R .

Além disso, se R.lAC)S € o centro do anel

A®S , entao R.lA é exatamente o centro de A .

Prova:

Para mostrar que A & R-separavel, basta-nos

aplicar a proposigéo anterior, pondo Al==A F A2==S==82 e

Suponhamos entao gque o centro Z(A®S) &

1®S . Logo, podemos escrever

A®S

(A®S) = Z(A®S) =R.1A®S . Agora, por ra

ciocinio andlogo ao desenvolvido na Gltima proposicdo, pode-
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mos concluir que A & um somando direto de A®S , ja que S
contém R como R-somando direto. Ainda, considerando a proje

cao candnica 7 :A®S-+A , sabemos que o submddulo (A® S)A®S

é projetado em AA=Z(A) . Logo, Z(A) =n[(A®S)A®S] =7(R.1®8) =

= R.lA . O que completa a prova. []

Verifiquemos agora o que acontece quando conside
ramos quocientes de algebras separaveis ou algebras sobre quo-

cientes do anel base R .

Proposicao 2.18:

Sejam A uma R-algebra separdvel e A um ideal

do anel A . Entao o guociente A/A é também uma R-dlgebra se

paravel .

Prova:
E facil ver que A/A € uma R-algebra, onde a

operagao externa de R-mdodulo € dada de maneira natural por
r.(a+A) =r.a+A , para todo a¢A , rc R . Entao basta-nos

considerar o epimorfismo de R-algebras Ty A+ A/ e aplicar

2.5 ., [

Suponhamos agora que A €& uma R-algebra e I

um ideal de R contido no anulador de A , i.e., I.lA==O >
Entao & claro que O quociente R/I € ainda um anel comuta-

tivo com unidade. Definindo de maneira natural uma operacao
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externa por (r+I).a=r.a , para toda classe r+I£'R/I e
todo elemento aCA , temos que A € um R/I-médulo. Entao
é claro que A & uma R/I-élgebra.

Ainda utilizando a propriedade universal do
produto tensorial, & facil mostrar que A®A’ & isomorfo

ao A-médulo bilateral A® R .
R/I

Nestas condigOes, temos a seguinte

Proposicao 2,.19:

Sejam A uma R-3algebra e I um ideal de R

contido no anulador Anp(A) de A . Entao A & uma R-dlge

bra separivel se e sO se A & separavel sobre R/; &

Prova:

E imediata, considerando 1.2, item (v). [ |

Proposicao 2.20:

Sejam A uma R-dlgebra separavel e A um

ideal de A . Entdao o quociente A/y é uma algebra separa

-

vel sobre R°1A/(R.1AFNA) , € 0 centro do anel A/A e

{Z(A)-FA)/A .

Prova:

Ja sabemos que o quociente A/A é uma R-al

gebra separavel., E facil verificar que R.1, € um anel
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comutativo com unidade e que A/A € uma R.lA-algebra. Ainda,

R.lAfﬁA é um ideal de R.lA g

-

Logo, por 2.2, concluimos que A/A € uma

R.1l-3algebra separavel e portanto, pela proposigao anterior,

A/, é uma algebra separavel sobre R.l/(R 1MA)  °

Resta-nos entdo mostrar a igualdade

z(n/,) = (2(n) +A)/, . Denotando por m a projecao candni-

ca de A no anel quociente A/A , temos que a seqiliéncia

A-E*A/A - 0 & uma seqilléncia exata de A/R-modulos bilaterais.

Entao, como A & separavel sobre R , a seqliéncia de R-sub

modulos Afh-—ﬂl*—'»(A./A)A + 0 & também exata.

Observemos agora que uma classe a+A €& um

elemento de (A/A)A se e sO se ab+A=ba+A , para todo

b& A , ou ainda, (a+A)(b+A) =(b+A)(a+A) . Portanto,

Z(A/A) = (A/A)A_-_«"(AA) =m(Z(A)) =7(2(A) + A) =Z(A) + A :

A

o que completa a prova. | |

Antes de finalizarmos esta segao, introduzimos
um conceito que serd bastante utilizado nos proximos capitu
los.

Sejam A e B dois anéis comutativos e f,g
dois homomorfismos de anéis de A em B . Dizemos que f e

g sao homomorfismos FORTEMENTE DISTINTOS se, para cada idem
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potente ndo nulo e¢ B , existe um elemento a€A tal que
f(a)e#g(a)e . E Obvio que dois homomorfismos fortemente dis
tintos sao diferentes e que a reciproca é valida quando B

nao possui idempotentes proprios.

Proposicao 2,21:

Sejam A wuma R-algebra comutativa e separa-
vel, e f:A+R um homomorfismo de R-algebras. Entao exis
te um Gnico idempotente ve A tal que £f(v)=1 e

l'aoo'fn

f(a).v=av , para cada ac€A . Além disso, se £
s3ao homomorfismos de R-algebras de A em R dois a dois
fortemente distintos, entao os respectivos idempotentes

Ul,...,unE.‘A sao dois a dois ortogonais e fi(uj) =Gij 2

para cada i,je¢{1,2,...,n} . (5ij representa a funcao

delta de Kronecker, i.e., Gij=0 , Se i#j e Gijle 3

se 1i=3j) .

Prova:

m
Seja e =j§l xj @yj ¢a® um idempotente de
m

separabilidade de A sobre R . Definamos u:=5:1 f(xj).ng;A "

e mostremos que tal elemento € o idempotente procurado,
em relagao ao homomorfismo f . De fato, podemos observar

que, sendo f um homomorfismo de R-algebras,

5° ez e BT - .
f(v)-j=1 (xj) (yj)-— ( 3=1 xjyj)-—l . Além disso, conside
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rando o homomorfismo f@idA de A®A em R®A=~A para

cada a€ A .,

m
3?:1 f(xj)® ayy= (f® id,) [(1®a)e] = (f®1id,) [(a®@1l)e] =

m "m'f “im‘l
- 24 f(ax.,)® ¥y donde segue-se que 2o Fi{x.) .ay. =%= flax.).y.
j=1 j A J=1 "%y BT Bk e
}L‘L m qn
= — < = )—.-*v ={\—.-—‘- . =
Portanto, f(a).v =f£f(a) % Elx:) Y. =2 1 f(axj) .yj e f(xj).ayJ av

3=l J 2 S b

Podemos observar ainda que, pondo a=v na ex
pressao acima, v=f{u).u='u2 . Ou seja, o elemento v defi
nido anteriormente € um idempotente.

Finalmente, se v'€ A & um idempotente que tam
bém satisfaz f(v')=1 e f£f(a).v'=av' , para cada a€aA ,
entao v=f(v').v=v'v=vv'=£f(v).v'=v' , o que completa a
primeira parte da prova.

Consideremos agora os homomorfismos f

l' = = 5 n
dados na hipotese, e sejam Vir+++,V € A Os idempotentes
por eles determinados. E facil verificar que, para cada

2.9 €T, 20 anyE 5 fi(vj) € um idempotente de R . Ainda,

para cada a€ A ,

fi(a)fj.(uj) =fi(a uj) = fi(fj(a) .uj} =fj(a) fi (_uj) . Portanto,

como f; e fj sao homomorfismos fortemente distintos, vem

que fi(uj) =0 ,se i#3j . Assim, fi(uj) =<’Sij , para cada

1s3€ £1:25uxs5n) &

Além disso, como uiuj=fj(uiJ.uj=Gij.uj 2

os idempotentes V;,...,v, sao dois a dois ortogonais, o

que completa a prova. | |
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Nesta se¢do, mostramos a relagao existente en-
tre o conceito de dlgebra separavel sobre um anel comutati-
vo com unidade e o de (corpo) extensao separavel de um cor-
po, conceito este apresentado no Capitulo I. Mais precisa-
mente, vamos mostrar que se S e R sao corpos, entdao S
& uma R-algebra separédvel se e sO se S & uma extensao fi
nita e separavel de R (no sentido apresentado no capitulo
I).

Observemos que, da proposigao 2.10, & claro
que se R & um corpo € S @& uma R-algebra separavel en-
tao S @& um espago vetorial de dimensao finita sobre R
Ainda, neste caso, & facil ver que S & um R-modulo fiel

e que o conjunto R0=={r.1s| r€ R} & um subconjunto do

centro do anel S e um corpo isomorfo a R . Logo, pode
mos supor RC S .

- Vemos entao que a nogao de R-algebra separa
vel sO pode generalizar o conceito de extensao finita e
separdavel de corpos. Por esta razao, nesta secgao trabalha
remos apenas com extensoes finitas de corpos. Para evitar
qualquer confusao, quando S e R forem corpos tais que
S @& uma extensao finita e separavel de R (no sentido do
capitulo I), diremos apenas que S & uma EXTENSAO CLASSI
CAMENTE SEPARAVEL DE R .

Apresentamos inicialmente o conceito de ex-

tensao primitiva de um corpo, a fim de mostrarmos uma pro

priedade que nos sera util sobre as extensoes classicamen

113 -
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te separaveis de um corpo K , para podermos, a seguir, abor
dar o problema principal desta secgao.

Sejam K um corpo e E uma extensdao de K .
Um elemento o E & dito um ELEMENTO PRIMITIVO SOBRE K se
E=K(a) . Neste caso, o corpo E & denominado uma EXTENSAO
PRIMITIVA DE K . Queremos mostrar que toda extensao classi
camente separdvel de um corpo K & na verdade uma extensao
primitiva e separavel de K . Para tal, precisamos antes fa
zer algumas observagoes.

Omitimos aqui a prova do resultado abaixo, mas

ela pode ser encontrada em [10].

Iema 3.1:

Seja K um corpo e G um subgrupo finito do

grupo multiplicativo K- {0} . Entdaoc G & um grupo cicli-

COo.

Nos resultados que seguem, E e K denotam

dois corpos (comutativos) quaisquer.

Proposicdo 3.2:

Seja E uma extensao finita de K . Entao E
€ uma extensdo primitiva de K se e sb se existe um numero

finito de corpos intermediarios.

Prova:

Suponhamos =[E:K] . Se E=K(a) , entdo

2 n - i :
{1,0,0",...,0a°} & um conjunto linearmente dependente e,
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portanto, existe um polindmio £(X)€ K[X] tal que £(a) =0 .
Ent3o, se F & um corpo intermediario (i.e., KCFCE), te-
mos que E=K(a) CF(a)C E(a) =E , ou seja, F(a) =E . Além
disso, f(X)€ F[x] . Seja g(X)E F[X] um fator irredutivel
de f(X) que tem a como raiz. Logo, € claro que o €& um
elemento algébrico sobre F cujo polindmio minimal & g(X) ,
e [E :F]==[F{a) :Eﬂ =93g . Seja F' o0 corpo obtido de K
pela adjungdo de todos os coeficientes do polindmio g(X) .
Entao KCF'CF e portanto E=K(a)CF'(a)CF(a) =E .

Sendo F' um corpo intermediario entre K e

E e sendo E de dimensao finita sobre K , temos que E

Dy

uma extensao finita de F' , Ainda, @ facil ver que g(X)

(1]

um polindmio irredutivel em F'[x] . Logo, g(X) @& tam-

bém o polindémio minimal de o sobre F' . Mas entao
[E;sF']=[F'(a) :F']=03g=[E:F]=[E:F'][F':F] , donde
segue-se que [F‘ : FI =1 . Logo, F'=F , ou seja o corpo

intermedidrio F estd univocamente determinado pelo poli-
némio g(X) , que & um fator irredutivel de f£(X) em F[X] .
Como o numero de tais fatores irredutiveis & finito, con-
cluimos que existe um nimero finito de corpos intermedia-
rios,

Reciprocamente, suponhamos que existe um na-
mero finito de corpos intermediarios entre E e K . Se
K & um corpo finito, entao & facil ver que E & também
finito, ja que [E :K|=n . Assim, temos que E - {0} &
um grupo multiplicativo finito e, portanto, pelo lema an

terior, E- {0} & um grupo ciclico. Se a & um gerador

de E-{0} , entdao & claro que E=K(a) .
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Suponhamos agora que K & um corpo infinito.

Como, por hipodtese, [E :K:] =n , vemos que, se {&1;...,an}

é uma base para o espago vetorial E scbre K , & claro

que E=K(a1,...,an) . Mostremos que, neste caso, E €& uma

extensao primitiva de K .

De fato, se a,BREE , consideremos Y=o +afB ,
onde a€K & um elemento a ser determinado, a fim de que
seja satisfeita a condicao K(a,B) =K(y) . Mas como Y€E ,
é imediato que KCK(Yy)C E e portanto, variando o valor
de a€EK , obtemos corpos intermedidrios; como tais corpos

sao em numero finito existem a;,a,€K , com alsﬁa2 e
tais que se Yl=a+a18 e Yz=a+a28 entao K(Yl)=1<(~,'2),

ou seja, 71-72=(a1-az}B€K(Yl) . Entao B e a=Y,-a)B

sao elementos de K(Yl) ,» ou seja, K(a,B)CK(y;) . Assim,
K(a,B) =K(Y1) .

Aplicando o Lema de Zorn, pode-se mostrar
que existe um corpo intermediario da forma K(8) gue é
maximal para a propriedade de ser um corpo intermediario
entre E e K e uma extensao primitiva de K . Mostremos
entao que E=K(8) . De fato, se &€ E-K(8) , entao é cla
ro que K(8,8) & um corpo intermedidrio entre E e K .
Assim, pelo raciocinio feito no paragrafo anterior, sabe-
mos que & possivel encontrar YEE tal que K(y) =K(8,8)DK(8) .
Mas pelo cardter maximal de K(6) , temos K(y) =K(8) ,
ou seja, §€ K(8) , uma contradicdao. Logo, E=K(8) , ou seja,

E é uma extensao primitiva de K . ]
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Estamos agora em condicoes de mostrar a seguin

te propriedade das extensOes finitas e separaveis de um cor

po:

Teorema 3.3(Teorema do Elemento Primitivo)

Seja E uma extensao finita de K da forma

E==K(a1,...,an) , onde g ,...0 sao elementos separa-

veis sobre K . Ent3ao existe um elemento 6€ E que & pri

mitivo sobre K , ou seja, E=K(68) .

Prova:

Sejam £,(X),...,f (X)€ K[X] os polindmios
minimais de al,...,an , respectivamente, e sejam
fl(x),...,fr(X) (r <n) todos os polindmios minimais distin
tos. Entdo todas as raizes de f,(X),...,f (X) sdo distin
tas. De fato, se o & raiz de fl(x) e fz(x) no fecho
algébrico de K , entao £,(X) e £,(X sao polindmios
minimais de o em K[X] . Mas entdo f,(X) =£,(X) , uma

contradigao. Assim, o polindmio p(X):=f1(X)...fr(X) é

um polindmio separavel sobre K . Logo, se F & o corpo
de decomposigdo de p(X) € K[x], - temos que F & uma
extensao de Galois do corpo K . Além disso, se G €& o
grupo de Galois de F sobre K , o Teorema Fundamental
nos diz que existe uma correspondéncia biunivoca entre os

corpos intermedidrios entre F e K e os subgrupos de
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G . Mas como o grupo G & finito, concluimos que existe ape
nas um numero finito de corpos intermediarios entre F e K .

Observemos agora que, COMO Oy« 0 sao rai-
zes de p(X) , temos necessariamente KC:E:=K(al,...,an)CZF .

Portanto, entre E e K existe também um nimero finito de
corpos intermediarios. Logo, pela proposigao anterior, E &

uma extensao primitiva de K . ]

Voltemos agora a considerar R um corpo e S
uma R-algebra que & finitamente gerada como R-médulo. Vimos,
no inicio desta segao, que neste caso S & um espago veto
rial de dimensao finita sobre R e que contém R . Mas en-
tao & claro que qualquer ideal de S & um R-subespago veto
rial de S . Aincda, como um espago vetorial de dimensao fi-
nita satisfaz a condigao da cadeia descendente (ccd) para
subespagos, temos que S €& um anel que satisfaz ccd . Por

tanto, € valido o seguinte

Iema 3.4:

Sejam R um corpo e S uma R-algebra que é
finitamente gerada como R-médulo. Entao S & um anel que
satisfaz ccd . Em particular, se S & uma R-algebra clas

sicamente separdvel, & também um anel que satisfaz ccd .

Finalmente, o proximo teorema estabelece o
resultado central deste paragrafo, e relaciona a definicao

de separabilidade classica e a de algebra separavel.

"Utorlal &0/,



- 118 =

Teorema 3.5:

Sejam R e S corpos tais que S €& um espago
- vetorial de dimensao finita sobre R . Entao sao equivalentes:
(i) S & uma R-algebra separavel;
(ii) s®p K € um anel semi-simples, para cada
corpo K extensao de R ;
(iii) S & uma extensao de R classicamente se
paravel (i.e., todo elemento de S & separavel sobre R);
(iv) existe um elemento s€ S tal que S =R(s)

e o polindmio minimal de s & separavel sobre R .

Prova:
(1)=(ii):

Seja K um corpo extensdo de R . Entd@o é cla

ro que K & uma R-dlgebra comutativa e, portanto, SéﬁR K
é uma K-algebra separavel. Dado um SG@R K-médulo M , & cla

ro que M é um K-mbdulo livre (e, portanto, projetivo). Lo-
go, aplicando o resultado 2.8, vemos que M & projetivo so-
bre S@R K . Assim, S®R K €& um anel semi-simples.

(ii)=>(iii):

E claro que S & uma extensao algébrica de R ,
jd que S €& um espago vetorial de dimensao finita sobre R .
Sejam o um elemento de S e f(X)€ R[X] seu polindmio
minimal. Ent3o & suficiente mostrar que f£(X) nao possui rai

zes multiplas no fecho algébrico de R .
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Para tal consideremos a extensao T =R(a)

Como TcsS , & facil ver que T®_ KCS®, K . Além dis-

so, como S@R K & um anel semi-simples e comutativo,

sabemos que nao existem elementos nilpotentes em S@p K .

Portanto, T®R K & também um anel (comutativo) sem elemen
tos nilpotentes. Logo, aplicando a reciproca de I.6.7, ve

mos que T®R K & um anel semi-simples, para cada corpo

extensdo K de R . Observemos agora que, sendo f(X)e R[X]
um polindmio irredutivel e a€S uma raiz de f(X) , te-

mos que O corpo R[x]/<f(X)> € isomorfo a T , através da

aplicagao g(X) +<f(X)>+—sg(a) , para cada g(X) € R[X] ,

como &€ facil verificar. Assim, sabemos que R[X]/ a0

<f(X)>

€ um anel semi-simples, onde Q denota o fecho algébrico

de R .
Mas R[X]/ ¢ x> ®Q= Sl[x_j/<f(x)> , através
n n
= > i 37 i
da aplicagao (yz, ryX +<f(X)>) Quk—(z; r;.0X") +<£(X)> ,

n
<7 .
para cada i/_-—:O rixle R[X] , como & ficil verificar. Assim,

concluimos que Q[x]/<f(X)> é um anel comutativo semi-sim

ples e, portanto, n3ao contém elementos nilpotentes, confor
me I.6.7,
Vejamos finalmente que £(X) & um polindmio

separavel sobre R . Para tal, suponhamos gue a=al,...,aseﬂ

sao todas as raizes disttintas de £(X) . Entao é claro que



n
n l'l2

1 S

, onde ni > 1

(i=1,2,...,s). Observemos no entanto que, se n; > 1l , para
algum i€{1,2,...,s} , entao o polindmio

n,-1 n

1 & (X-as) S & tal que

n
g(X) = (X=a;) ... (X=0q)

g(X) + <£(X)> & n3o nulo em Q[X]/ e & um elemento

<f(X)>
nilpotente neste anel, uma contradicao. Portanto,

£(X) = (x-al) eee (X-0g)E Q[X] n3o possui raizes miltiplas,

o que completa a prova.

(iii) = (iv):

E uma aplicacgao direta de 3.3

(iv) =>(1):

E facil ver que S®S €& um anel, onde to-
dos os elementos da forma x®y , com x,y€S- {0} sao

1 =d.

inversiveis: (x®y) =x-1®y
Vamos mostrar que S®S comtém um idempo-
tente de separabilidade. Seja f£(X)€ R[X] o polindmio
minimal de s €S . Entao, por hipotese, f(X) & um poli-
nomio separavel socbre R (no sentido estabelecido no ca-
pitulo I). Entao sabemos que f(X) =(X-s)g(X) , onde
q(X)e s[X] e aq(s) #0 , 33 que todas as raizes de f no

corpo de decomposigao de R sao distintas.

Consideremos agora as aplicagoes e;:5~» S®s

e e,: S +S®S dadas, respectivamente, por
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el(k) =k®1l e ez(k] =1®k , para cada kE€S.

E facil ver que e; e e, sao R-homomorfismos. Agora, pa

ra cada polindmio p(X) =i)—;0 aixle s[X] , denotemos por
[ei(p)l(x) , (1=1,2) , o polindmio de (S®S)[X] que resul
ta ao aplicarmos e; a cada coeficiente de p(X) . Ou seja,

n n
[el(p)](x) =1§0 el(ai)xi=fy—=:; (aiGJl)xl e

n
[ez(p}](x) =E___—30 (1®ai)xi . Assim, como f(X) tem coefici-

entes pertencentes a R , é facil verificar [el(f)] (X) =[e2(f)] (X) .

n

Além disso, se p(X) =i§'=:; aiXiES[X] entao [el(p)](el(s)) =
" _
4 T g

= j20 (3@l (s®1)" =/, a,;s"®1=p(s)®1 . Em particular,

como g(s) & um elemento nao nulo de S , vemos que
[el(q)] (e;(s)) & um elemento inversivel de S®S
i

m
Se qg(X) =§0 bix , definimos

m

" [i{'% ‘51@331)] [as) ®1] e s®@s .

e=[ey(@] (e (s)).{[e (@] (e (s))}"

Mostremos que este elemento satisfaz a condigao (iii) de 1.1.
E facil ver que se u representa o homomorfismo contracao

da R-algebra S , entao u(e)=1.

£
Observemos agora que, para cada 0‘:]2:0 rjs-3€ s ,
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t t
- = Z' j s ‘ Z J =
(a®1=-1®a)e = (j=0 er ®1 1®j=0 rjs )e
t L3 . .
- J—y_—__{) rj.[sj®1 e 1®sj:|e . Entao, como sl®1=(s®1)’

e ls‘;x‘c’?sfl = (l@s)j , vem que & suficiente mostrarmos que
(s®l)e=(1®s)e , para concluirmos que (a®1l - 1®a)e=0 ,
para cada a€ S . Ou ainda, vemos que € suficiente provar
que (s®1 - 1®s)[e,(a)](e;(s)) =0

Observemos agora que, como f(X) =(X-s)qg(X) ,
onde q(X)€ S[X] , podemos escrever
[e,(E) (e (s)) = [e (s) —e,(s)][e,(q) | (e (s)) . Ainda, como
[ez(f)](X) = [eltf)](x) , vem que
[e,(s) —e, (s)][ey(q) (e (s)) = [e, (£) ] (e (s)) =£(s) ®1=0
e, portanto, (s®1 - 1®s)e=0

Concluimos entao que S € uma R-dlgebra sepa

ravel. D
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CcAPITULO III

SOBRE A TEORIA DE GALOIS DE ANEIS

Em [ 3], M. Auslander e O. Goldman introduziram
o conceito de extensao de Galois de um anel comutativo. No en-
tanto, eles nao apresentaram nenhum resultado que generalizas-
se o Teorema Fundamental (I.5.9). Tal generalizagao foi apre-
sentada por S.U. Chase, D.K. Harrison e A. Rosenberg em i_s] "
Vamos mostrar aqui os resultados obtidos neste ultimo traba-
lho citado.

Continuamos a supor que todo anel tem unidade
e que ® representa ®Iz . Na Gltima secao, supomos ainda que
todos os anéis considerados sao comutativos.

Dizemos que um anel S & um ANEL EXTENSAO DE
R se S & uma R-dlgebra comutativa que é fiel como R-modu-

lo. E facil ver que, neste caso, o homomorfismo de anéis dado

por rH-r.lS , para todo ré€R , € um homomorfismo injetor.
Portanto, podemos identificar R com sua imagem R.ls : €

considerar R um subanel de S , (justificando assim o uso
do termo extensao). A partir de agora entao, sempre que nos

referirmos a S como uma extensao de R estaremos supondo



0

= 325

para simplificar notagoes, que R & um subanel de § .

Em todo este capitulo, estudamos anéis exten-

' soes do anel R . Em particular, aquelas que satisfazem uma

certa condig¢do sao chamadas extensoes de Galois. Os resulta-
dos obtidos serdao aplicados no proximo capitulo, quando estu

daremos dlgebras fortemente separaveis.

§ 1 . EXTENSOES DE GALOIS DE ANEIS COMUTATIVOS

Generalizando o conceito estabelecido no ca-
pitulo I, se S & um anel e se H denota um grupo de auto
morfismos de S , entao o conjunto de elementos de S que
sao deixados fixos por cada automorfismos de H & um subanel
de S , como @ facil verificar. Tal subanel & denominado
SUBANEL FIXO DE S POR H (ou, simplesmente, SUBANEL FIXO
DE H , quando nao had duavidas quanto ao anel considerado),

e & denotado por s? . Entdo

st = (xes|o(x) =x , Vo eH)

Suponhamos agora que S & uma extensao de
R . Observemos entao que todo automorfismo de S que deixa
R fixo @ um R-automorfismo. Reciprocamente, se H & um
grupo de R-automorfismos de S , entao Rc:SH .

No gque segue, denotamos por S uma extensao
de R, e G denota um grupo finito de automorfismos de S

tal que SG=R .
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Dizemos que D=D(S,G) & um PRODUTO CRUZADO
DE S COM G se D & a R-algebra definida da seguinte ma-
neira: D & um S-modulo @ esquerda livre, com geradores da

forma wu, , para cada 0€G , i.e., D==U§9G S.u  (observemos

que a soma direta & finita, ja que G & um grupo finito),
onde a soma e o produto externo sao definidos de maneira na-
tural. Além disso, o produto interno & definido por distribu

tividade e pela igualdade (s.uc)(t.uc)==so{t).u para

gE *
cada s,te€S , 0,€G . O leitor pode verificar facilmente
gque D & realmente uma R-3lgebra n3o necessariamente comuta
tiva.

Podemos definir, de maneira natural, uma estru

tura de S-m6dulo no conjunto HomR(S,S) dos R-homomorfismos

de S em S . Além disso, com a composicao de fungdes,

HomR(S,S) € um anel. Logo, & facil ver que Hom (S, 8) é

também uma R-dlgebra (mas nao necessariamente uma S-3lgebra).

Relacionamos agora as R-algebras D e HGHJSfS}

no seguinte

Iema 1.1:
A aplicagao j : D> Homp(S,S) , definida por
' g S
(3¢ ch s.uo)]{x) = e so(x) , para cada oé‘e'*G s.u_eD ,

X ¢S , € um homomorfismo de R-algebras e de S-mdodulos.



- 127 -

Prova:

B ficil ver que j estada bem definida e que &

um homomorfismo de anéis. Ainda, para cada s.u”tzb i X,8'E S

[3(s's.uj)](x) =s'sa(x) =s' [5(s.u )] (x) =[s". (3(s.u))] (%) .

Logo, j & um homomorfismo de R-dlgebras e S-médulos. [

Denotemos por E o conjunto de todas as fun-
¢oes do grupo G no anel S , e consideremos em E as ope
ragoes de adigdo e multiplicagdo de fungdes definidas de ma
neira natural. Definimos também um produto externo por
(s.f) (o) =sf(o) , para cada s€S , f¢E , ot G . Entao &
facil verificar que E & um anel comutativo, cuja unidade

-

é dada por 1.(0) =15 , para todo 0€G . Além disso, E &

também uma S-algebra, como & facil provar.

Denotemos por v, ©s elementos de E dados

por votc} =6,, » bara cada 0,;€G . Podemos cbservar que:

g

i) (v.)"=v_ , para cada 0€G . Ou seja, W

e um elemento idempotente do anel E ;

ii) VW, para cada 0,€G . Ou seja,

g =%y ¢

os elementos do conjunto {v_} sao dois a dois ortogo-

o' 0EG
nais;

$48Y 2i. v, =1

Concluimos entao que E= & S.v_ , isto &,
oe G o)
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E & gerado sobre S por idempotentes dois a dois ortogo-
nais. Logo, podemos calcular o produto em E da seguinte

maneira: para cada Y., € G , ag bCG:S 4

[(agevy) (bp.v )] (1) = (a8, ) (b8, ) =agh 8, , ou seja,

(ao.vc) (b .v ) “acbcﬁcc .

Relacionamos agora as S-algebras S®S e E

no seguinte lema, cuja prova deixamos a cargo do leitor.

Iema 1.2:

A aplicagao linear h : S®S+E dada por
[h(s@t)](c) =so(t) , para cada s®t< S®S , 0€G , € um

homomorfismo de S-algebras.

Lembremos agora o conceito de operacao de um
grupo sobre um conjunto.

Sejam G um grupoe M um conjunto. Dize-
mos que G AGE EM M (ougue G OPERA EM M) se existe
uma aplicagao que associa a cada par (o,m)€ GxM um ele-
mento de M (denotadd por ad.m) e que satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) para cada 0,;€G , meM , o.(g.m) = (0g).m ;

(ii) 1G.m==m , para cada mcEM .

Desta maneira, & facil verificar que se G age
em M , entdo existe uma aplicagdo ¢y de G no conjunto das

aplicagoes de M em M (que denotamos por MM}, definida da



. 128 =

seguinte maneira: [¢(0)](m) =0.m , para cada 0E€G , mEM .
Dizemos que G OPERA FIELMENTE EM M se esta aplicagao
- @ injetora.

Ainda, se M & um grupo abeliano e G age
em M , dizemos que M & um G-MODULO, se também & satisfei

ta a seguinte condigao:

(iii) o.(m+m') =0o.m+o0o.m' , para cada 0€G ,
m,m'e M .

Consideremos novamente o anel D=o§:BG S.u,
e seja M um D-mddulo. Entao & facil ver que, através da

igualdade g.m=u,.m , para cada 0O€G , mEM , M & um

G-mddulo. Por outro lado, M & também um S-mSdulo, cujo
produto externo € dado por distributividade e pela relacao

sS.m= (s.ul ).m , para cada s€ S , m€M , como & facil ve-
G

rificar; (logo, M & também um R-mS6dulo). Além disso, para
cada s€S , c€ G , me M , pode-~-se constatar que

s.(o.m) =0.(s.m) , Também a reciproca & verdadeira, i.e.,
se M & um G-modulo e.um S-modulo tal que s.(o.m) =0.(s.m)
para cada sS€S , 0€G , mEM , entao M & um D-mddulo, on
de o produto externo & definido por distributividade e pela

igualdade (s.uc) .m=s,.,(o.m) , para todo s€S , 0EG , meM ,

como & facil verificar.
Seja M um D-mddulo. Denotemos por ¢ o sub

conjunto de M formado por todos os elementos de M que per

manecem invariantes por G , i.e.:

MG={meM|vUEG , 0.m=m}
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Ent3o & facil ver que MC €& um R-submdodulo de

M . Além disso, temos o seguinte

Iema 1,3:

Se M @& um D-mddulo, a aplicagao linear
m:S®MG+M dada por w(s®m) =s.m , para cada s®m 6S®MG y

€ um homomorfismo de S-modulos.

Prova:

Observemos que w € induzida pelo produto ex-
terno do S-mddulo M . De fato, a aplicacao ¢ :S><MG-+M da
da por ¢(s,m) =s.m , para cada S€E S , meMG , € evidente-
mente uma forma bilinear sobre R . Logo, pela propriedade
universal do produto tensorial, w : S®MG+M dada por
w(s®m) =s.m , para cada s®m€S®MG esta bem definida.

O resto da prova é& claro. (]

Estamos agora em condig¢bes de mostrar o seguin
te teorema que caracteriza as extensoes de Galois de aneis
comutativos. Utilizamos aqui o conceito de homomorfismos for
temente distintos, apresentado no final da segao 2 do capitu

lo Il

Teorema 1l,4:

Sejam S um anel comutativo, G um grupo fini
to de automorfismos de S e R=S" . Ent3o as seguintes con
digdes sao equivalentes:

(a) S & uma R-dlgebra separavel e os elementos

de G sao dois a dois fortemente distintos;



(b) existem elementos xi,yie S (i=1,2,...,n)

n

-—_—

tais que j?—-;]_ xio(yi) =610 , para cada o0c¢€ G (onde 1 , na
expressao 815 ¢ € a identidade em S);

(c) S & um R-mbdulo finitamente gerado e pro
jetivo, e a aplicagao Jj (dada em 1.1) & um isomorfismo (de
R-algebras e S-mddulos) ;

(d) se M & um D-modulo a esquerda, entao a
aplicagdo w (dada em 1.3) & um isomorfismo de S-mddulos;

(e) a aplicagao h (dada em 1.2) & um isomor-
fismo de S-algebras;

(f) para cada ideal maximal M de S e cada

elemento o;élG , de G , existe um elemento s=s(M,c) em

S tal que s-o(s)ﬁlM .

Prova:

W
o

=

Para cada 0€G , definimos uma aplicagao 1i
near g :S®S~>S por. go(s®s‘)=[h(s®s'}](0) , para ca
da s®s'e S®S (onde h:S®S~+E & o homomorfismo conside

rado anteriormente). Portanto, & claro que : 5% esta bem

definida e & um homomrfismo de S-algebras tal que

gc(s®s')(cr) =gg(s') .

Ainda, como os elementos de G sao por hipd
tese dois a dois fortemente distintos, para cada idempoten

te nao nulo e€S e para cada par de elementos distintos

331 =
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0,€ G , existe um elemento s€ S tal que o(s)e#z(s)e .

Assim, go(loio s)e # gc(l(SJ s)e e podemos concluir que os ho-
E momor fismos 94 sao também dois a dois fortemente distintos.

Observemos agora que, por II.2.14, S®S & uma
S-algebra separdvel e comutativa. Entdo, por II.2.21, para

cada 0,L€G existem idempotentes ecr,,eg € S®S satisfazendo

go(e;)=6 ee =§ e g,(s@s').e =(s®@s')e, , para

ot ¥ To L og
todo s®s'e S®S , 0,€ G .

Se e;={> x; ®y; € S®S entdo para cada o0€G ,

B0 =9, ley) =i¢'___—al x;0(y;) , o que completa a prova.

b—c:

Para mostrar que S €& um R-mdodulo finitamente

gerado e projetivo, consideremos a aplicagao t :S~+R , da-

da por t(s) =05-_'€-G o(s) , para cada s€S . Observemos que,

para cada s€8 , t(s) é realmente um elemento de R . De

" 7 N ?
fato, se rE€G entao r(t(s)) =o)'é'G ro(s) =p¢€G p(s) =t(s)

G=

ou seja, t(s) €S R . E facil ver ainda que t & homomor

fismo de R-modulos.

Se existem xi,yies (i=1,2,...,n) tais que
n

3 -
{ xiotyi) =6

= , para cada 0€G , definimos aplicacoes

lo

f,:8>R por f,(s)=t(sy;), para cada s€S . Entao é



- 133 -

claro que fie HomR('S,R) . Ainda, para cada s€ S ,

Zn:l i(s)xi_lz’ t(sy )x 0{7(; 12-— o(sy }x

P’ln

= U"'c_"G o(s) U(yi)x ?“G 0(5)6 ;=S . Portanto, os
R-homomorfismos fi e os elementos x; €S (1=1:2;::+508)

sao coordenadas projetivas para o R-modulo S . Logo, S
€ um R-mddulo finitamente gerado e projetivo.
Resta-nos mostrar que o homomorfismo de S-md

dulos e R-Zlgebras j: D+HomR(_S,S) € um isomorfismo.

De fato, dada uma aplicacgao g € Homg (S,8) ,

podemos escrever, para cada x€S:

n n n
Z — T)’ ('"7
g(x) =g( =1 fi(x)xi) ==y fi{x)g(x ) = i’—;l ce G o(xyi)g(xi) =

R i
= oee iz 9dalxp]ota .

n
o
Entao, pondo so=12;1 G(yi)g(xi)es , para cada 0eG , te

/ .
temos que g(x) = g 5, 0(x) = [j(cec so.uo] (x) . Ou seja,
= - . - - .
g=3( cj“*e: G sc.uo) , donde concluimos que Jj e um epimorfis

mol
Finalmente, suponh dm 2o €
inalmente, suponhamos que = :;‘E‘G sc.u D

€ um elemento tal que 3j(d) =0 . Entao, para cada x€ S

r

= [j(d)] (x) = C%G s _C(x) . Em particular, i-j(dﬂ (x ) = % s q(x ) =0
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para i=1,2,...,n . Portanto, &€ claro que

n n
ade do. To. R Y .
0= &4 doa [CG G Sgt(xi)o(yi]_].uo S C/GG SCI'i/=l E(Xi}o(yi”'uc .
n n
Mas Zz (x;)o(y,) = (:z: X -10( )) =z (8 ) =¢(8_ ) =
f=1 sixglolygd =cl o9 %8 Y s Ll p =

Gcc . Assim, podemos escrever

0"0E‘G €6 (scaocj.uo-oe G S Yy d , o que mostra que j

& também um monomorfismo.

c=>d:

Seja M um D-mddulo a esquerda. Para mostrar
que, supondo (c), o homomorfismo de S-modulos w :Sé?MG—>M
€ um isomorfismo, vamos definir uma aplicagao inversa para
w . Antes, porém, fagcamos algumas observagoes que nos serao
necessarias.

Sejam fie HomR(S,R) e xiG g (221,22 punve )

coordenadas projetivas do R-mOdulo S . Como R & um sub

anel de S , podemos considerar cada fi um R-homomorfismo

de S em S , i.e., fie,HomR(S,S) , para vadd 1e 11,2544 A) &
Entao, sendo j um isomorfismo de D sobre HomR(S,S) "
existem elementos die D tais que j(di}==fi (1=1,2,;vew500)

Observemos entao que, para cada s€ S ,

['(f‘f?xd)]( . ['(d)()j-i' £, (8) = dond
b foy Fp-detd 180 = oy X (A HIS) ) Syny #yigta) =8, donde
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segue-se que j(1"=-:1 xi.di) =id, . Portanto, sendo j um

isomorfismo, temos que

b ety wily

i=1 *1°9 D

Além disso, para cada ¢c€G , i€ {1,2,...,n} ,
sES ,
[3(uza;)](s) = [3(uy)3(ag)] (s) = [3(u )] (£ (s)) =a(f;(s)) =
= £, (s) = [j(a;)](s) . Portanto, j(u,d;) =3(d4;) , ou ainda,
u,d; =d; . ja que j & um isomorfismo.

Considerando entao a estrutura de G-modulo

do D-mbdulo M , para cada 0€G , me€ M , temos que

o. (di.m) g % (di.m) = (ucdi) .m=d;.m . Portanto,
G :

di.mﬁ M~ , para todo 1€ {1.:2;.ve0}

Conseqllentemente, a aplicagao Yy :M~>S 2 MC
dada por Y (m) =§a xi®di.m , para cada mEM , esta bem
definida e & aditiva. Entao, para cada mec¢M , temos que

34 3 s

donde conclui-se que Wwy =idM

Observemos agora que, se d, = 5#_* s .u_ , en

tao para cada m@MG ;s BES ;

d;-(s.m) = [4;. (s.upTem= 22 [s.0(s)].m=[3(d,)](s).m=
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= f,(s).m . Portanto, para cada s®m <-'-'S®MG , resulta que
i

)-nr
£ xi®fi{s) L=

(yw) (s®m) =y(s.m) = f-r xi®di.(s.m) =

i=1

- [P B . i
= (i=1 xifi(s))®m s®m . Ou seja, yw ldS®MG ; O que

completa a prova.

d—e:

Para mostrar que o homomorfismo de S-algebras
h:S®S+E & um isomorfismo, vamos representa-lo como uma
composicao de dois isomorfismos de S-algebras.

Primeiramente & facil ver que a S-algebra

E =U?G S.v, pode ser dotada de uma estrutura de G-mddulo

se definimos (0.9) (Z) =0[g(0-1?;)] , para cada 0,L€G ,
g€E .

Portanto, podemos também definir sobre E uma estrutura
de D-modulo, cujo produto externo & definido por distri-

butividade e pela igualdade (_s.uo} .g=s.(0.g9) , para ca

da s€S , 0eG , g€E , como & facil verificar.

Assim, podemos obter um isomorfismo de S-mo
dulos w:S@EG+E , dado por w(s®g) =s.g , para cada
s®gecs®E® ,

Vejamos agora que os elementos de £° sHo
exatamente os G-homomorfismos de G em S . De fato, g

G

€ um elemento de E se e sO se, para cada 0€G , g=0.9 ,

1

i.e., para cada 0,z€G , g(z) = (0.9)(z) =o[g(o” B



lC) , para cada

Logo, g€ EC se e s se cr__l.[g(c,):[ =g(g”
c,€G , g€ E , ou, equivalentemente, g & um G-homomor
fismo.

Para cada s€S , 0€ G , cologuemos

[6(s)]Jo=0(s) . Entdo 6(s) & um elemento de E,e, para

cada o,z€ G ,
[6(s)](or) = (or) (s) =0 [g(s)] =a[6(s) ()] = [o6(s) (L) .
Portanto, 6(s) € um G-homomorfismo e, consequentemente,

6(s)€ E® . Fica assim definida uma fungao s +EC pela re
lagao anterior.
E facil ver que 6 & um R-homomorfismo.

Ainda, se U : E®+s & a aplicagao dada por Y(g) =g(lG) i

para cada g€ EG , entao (6vy) (g) B[g(lc)] e, para cada

geEG ,

[6v(g)] (o) =08[g(15)] (o) =0 [g(1)] = (0.9) (o) =g(0) ,

donde conclui-se que 6y =id . . Além disso, para cada
E
s€s , (y8)(s) =y[o(s)] = [e(s)]uG) =1ly(8) =8 , L.e.,

id Logo, 8 €& um isomorfismo de R-modulos.

I

we S -

Entao a aplicagao idg®s : 5®S - sS®E® &
um isomorfismo de S-mdédulos. Além disso, sendo w um iso
morfismo de S-mddulos, temos que a aplicagao composta
W o (idSG ) :S®S - E & também um isomorfismo de S-mdodu-
los.

Mas entao, para cada s®t€ S®S , ce€G ,

137 =
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{[wo (1a;®8)] (s ®t) }(0) = [wls®6(t))] (o) = [s.6(t)](0) =

= so(t) = [h(s®t)] (o) . Portanto, w, (idg®0) =h , o

gue completa a prova.

e—2a

Mostremos inicialmente que S € um S®S-md
dulo projetivo. Sendo {vo}ce g um conjunto ortogonal de

-

geradores (idempotentes) da S-algebra E =0?G S.v0 , €

facil ver que E= @ _ Ev_ , ou seja, S.v,=E v_ , para

vge G g o]

cada 0€G . Logo, S.v, € um E-somando direto de E e,

portanto, € um E-modulo projetivo.
Ainda, como por hipdotese as S-algebras E
e S®S sao isomorfas e como S & também isomorfo a

S.v, , para cada 0€ G , podemos concluir que S é um

S ®S-mddulo projetivo.
Resta-nos entao mostrar que os automorfismos
de G sao dois a dois fortemente distintos. Observemos

antes que, como h & um isomorfismo, pondo

n
h-l(vlJ = s xi®yi€S®S , temos que, para cada 0 CG ;

i=1
n n
5. =v.(8) = B~ w010 =hi P % B0 = 2o %05, )
gy = Pk ™ Varddlel =Rl 1oy % Ry ~i=1 BNy

Suponhamos entao que e €S é um idempotente
ndao nulode S , eque 0 e ¢ sao dois elementos distin

tos de G . Se, para todo s¢S , og(s)e=((s)e , em parti-



cular para cada ie¢ {1,2,...,n} ,

[oc_l(yi)]e = [Cc_l(yi)je =y;e . Além disso,

n
3 ; - . 5
pela observacao feita acima, vem que Glce =& xictyi)e
5‘3,
e, consequentemente, e = i=1 xiyi)e

Portanto, sendo o e ¢ distintos, temos

n
1 xi(yie) =[->: X, UCHl(yi)]e= § e=0 , uma

¥
Ll 1=1 ot

contradigao. Logo, 0 e [ sao homomorfismos fortemente

distintos.

b= f s

Sejam M um ideal maximal de S e ¢ um
elemento de G tal que c;élG . Suponhamos que para cada

s€S , s-o0(s) €& um elemento de M . Entao, em particular,

para cada ie¢{1,2,...,n} , y; —0(y;) € M e portanto,

n
57 _ o 4
21 % [yi oly;)] & também um elemento de M . Mas

n n n
_ T L = ke = = =
igl X [yi oly;) ] = 4=y %54 12;1 x;0(y;) =8,,-6 A -

i i=]1 “1%4 lo

que contraria o carater maximal do ideal M . Logo, existe

um elemento s €S tal que s-o(s)gM .

f=b:

Mostremos inicialmente que os elementos

139 -
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KyseossX o yl,...,yne-s dados em (b) existem, para cada

n

o€ G fixado. De fato, para cada 0©€ G , o#lG , consideramos

. o0 ideal I de S gerado por todos os elementos da forma
s-o(s) , com s¢€S . Entao, como para cada ideal maximal M
de S existe s'€S tal que s'-o(s')E€ M , temos que

IZM , i.e., I=S . Entdo existem elementos a; /b, € S(i=1,2,...,n) ,

n n n
g
tais que 1=f= a;[b, ~o(b,) | =2 ab, - 25 ajo(b,) .
n
o
Pondo a '—Zaa(b)eb =1
+1 i=1 i i n_+1 !
é claro que
n _+1 n _+1
o g
T i ow B |
=1 {0 = e = aiU(bi) =0 , ou ainda,
n_+1
3’
=i aic(bi) =61c . Observemos, no entanto, que os elementos

b

a; e by (i=1,2,...,n +1) sao determinados em fungao do

automorfismo o fixado. Vamos utilizar este fato para mos-

trar a existéncia de elementos X; /Y, € S que independem da

escolha do automorfismo em G e que satisfazem a condigao
estabelecida em (b).

Por hipotese, G & um grupo finito. Sejam m a
ordem de G e G' um subconjunto de G com k elementos.
Vamos utilizar indugcao socbre k para mostrar que & possivel
encontar elementos de S que satisfazem a condigao (b), pa
ra cada elemento de G' .

Se k=1, ja vimos, pela observagdo feita aci

ma, que tais elementos existem. Podemos entao supor, sem
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perda de generalidade que G' @& um subconjunto de G que

contém o elemento 1, . Suponhamos entao k<n e que exis

- tem elementos xJ!_,yJ.'_(—:S ; com 1€{1,2,«+PF ; Eals gue
P
15;1 x;0(yy) =8,, , para cada 0€G' . Seja r um elemento
de G nao pertencente a G' , e sejam aj,bje S , com

j=1,2,...,ml; elementos de S que satisfazem a igualdade

o Mz e, P i
Z _Z:' a xlylb = £ g (Z 21y j az b, =1 e
=1 J=1 "371717)  g=L "3°1=E) LT3 3=l U379 !
para cada o0€ G' , G;ElG ;
m m
p G P
5y SE
—= = a.x!o(y!b.)= i~ a.(=—

in(yi))O{bj) =0 .

Além disso, como ¢ Al o a; x; oy bj) =0 . Logo,

— 1] — L : -
os elementos xji —ajxi e yji_yibj ; Bom d1€11:2,..0,0}
I -
e jeil,2 n_} sao tais que 2 .Z o O s) =6
R S’ A i=1l j=1 s T & ji lc *

para cada 0€&€G'U{z} , o que completa a prova. ]

-

Seja S uma extensao de R . Dizemos que S é

uma EXTENSAO DE GALOIS DE R ou EXTENSAO GALOISIANA DE R ,
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se alguma das condigoes equivalentes do teorema anterior &
satisfeita. Neste caso, um conjunto de elementos

X;1¥;€ 8 (i=1,2,...,n) gque satisfaz a condigao (b) & deno

minado SISTEMA G-GALOIS DE COORDENADAS, enquanto que o dgru

po G dos R-automorfismos de S & chamado GRUPO DE GALOIS.

Facamos agora algumas observagoes a respeito do

resultado anterior:

NOTA 1: Se S (e portanto R) & um corpo, & facil ver que a
condicdao (f) do resultado acima & verificada. Logo, neste
caso, se R==SG para algum grupo finito G de automorfis-
mos de S , entao S & uma extensao galoisiana do corpo R ,
no sentido dado acima. Portanto, a condigao (c) nos assegura
que S & um R-modulo finitamente gerado, ou seja, S & um
espago vetorial de dimensdo finita sobre R . Entao a defi-

nigao dada acima & uma generalizacgdo da definigao usual pa-

ra corpos.

NOTA 2: Da prova de b==c acima e facil verificar que os

elementos X;,¥; € S dados em (b) e os R-homomorfismos

£, : 8> R dados por fi(x) =t(xyi} , para cada x€ S (onde

t:S8+R & o R-homomorfismo dado por t(s}==&%:G o(s) , pa

ra cada s€¢ S) , formam um sistema de coordenadas projeti-
vas para o R-mddulo S . Além disso, mostremos aqui que es

ta aplicagdo t & exatamente a fungdo trago t_:S->R in

duzida pelo R-médulo finitamente gerado e projetivo S ,
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definida na segao 3 do capitulo I. De fato, para cada x€ S ,

sabemos que

n n n

Portanto, concluimos que se S & uma extensao
galoisiana de R entdao a fungao trago da R-algebra S em
R induzida pelo R-mddulo finitamente gerado e projetivo S
€ dada por: t(x) =0}§:G o(x) , para cada x€S .

NOTA 3: Fica claro que, se S & uma extensao galoisiana de

R entdo S & uma R-algebra separdvel e um R-mddulo finita

mente gerado e projetivo.

NOTA 4: Se S & um anel sem idempotentes prdprios que &
uma extensao de Galois de R com grupo de Galois G , en
t3ao os elementos de G sao trivialmente dois a dois for-
temente distintos. Neste caso, a condigao (a) acima resu-
me-se simplesmente a ser S uma R-algebra separavel. E
claro que este € 0o caso se S & um corpo. lLogo, se S

nao tem idempotentes prOprios, S €& uma extensao de Galois
de R se e sO se SG==R e S & R-separavel.

Com referéncia s extensoes galoisianas de

anéis, podemos mostrar a seguinte

Proposicao 1.5:

Se S & uma extensao galoisiana de R com

grupo de Galois G , entdao existe um elemento cec S tal



que t(c) =lR . Além disso, R €& um R-somando direto de S

Prova:
Sejam xl,...,xn,yl,...,ynQ S um sistema

G-galois de coordenadas. Entao podemos escrever

n n

144 -

> _ & 5 o g X y
21 % vy = iy Xy e 9y O?T*-:"G =1 %390) =5 9654 -

Portanto, o ideal de S gerado pelo conjun

to t(s) & s, (i.e., St(sS) =8) . Além disso, sabemos
gque S & um R-mddulo finitamente gerado. Suponhamos entao

S = Rsl +.,..+Rs e mostremos que existe um elemento

m ’

ret(s) tal que (1l-r)S=0 . Isto implica 1l-r=0 e

portanto, pondo r=t(c) , estd completa a primeira parte
da prova.

Definamos entao Si = Rsi +Rsi+1+ cwah Rsm i
para cada i€ {1,2,...,m} e Sm+l =0,e,por indugao, deter

minemos um elemento zie t(S) tal que (1- ziJSC Si , pa-

ra cada 1€ {1,2,..,0%1F .
Para i=1 & facil ver que basta-nos tomar

zl==0 , Ja qgue ;=5 . Admitamos a seguir a existéncia de

um elemento zie t(S) tal que (1- zi)sc Si , para algum

i<m+1 . Entao, como S t(S) =S , podemos escrever

(1~ zi)SC (1- zi) St(s)C Si t(S) . Em particular,

(1 - zi)si€ Si t(s) , ou seja_, existem elementos tijc‘: t(S)

r
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=
1
yijesi (3=1,2,...,ni) tais que (l—zi)si=j§ yijtij

Alem disso, como Si=Rsi+Rsi+l+ +Rsm , temos que

existem elementos rijk €R (k=i,i+l,...,m) , tais que

m oom
5 e 1 3 5
Yij k=1 TigxSg ¢ e entao (1-2.08, =4 &= Fie®kbiy
n n
i m
= k=i ‘j=1 “ij%ijk’®k Tk=i Z%ik°k r °nce k= 4=1 “ij%¥ijk ’

para cada k€1{1,2,...,m} . Portanto

m

(-2, -z,.)s, = Lo

i : I s, k?i+1 =

s, €S X (%)

ik“k i+l

Definimos agora 2z de modo a ser satisfei

i+l

ta a seguinte igualdade: 1 - z,

l+1:(l-zi)(l—zi—z..) .

11

Entao, considerando (*), temos:

(-2, ,)8=(1-2,)8(1-2,-2,.) C (1-2;,-2;,)8,C S, .5 -

Resta-nos entao mostrar que € t(S) . Para tal, basta-

Z
i+l
nos observar que

o _ 2
l-zi+1—(1—zi)(l-zi—zii)-l 2zi zii+zi+zizii e

entiao z

- — 02
gy © 25 Rilg, SEERY Beg B RAED

Entao concluimos: (1- z =0 ou

m+l) e Sm-!-l

seja r==z satisfaz (1-r)S=0 e ret(s) .

m+1

Observemos agora que R é um R-modulo pro-

jetivo. Além disso, ficou provado acima que a seqliéncia de
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R-médulos S-S»R + 0 & exata. Logo, tal seqliéncia cinde e

R & um R-somando direto de S . [ |

Corolario 1.6:

Seja S uma extensao de Galois de R , com

grupo de Galois G . Entao:

(i) se T é uma R-algebra comutativa entao

T®S & uma extensao de Galois de T com grupo de Galois

G , onde G age linearmente em T®S via

para cada te€T , se€S , 0c€G ;

0.(t®s) =t®a(s) ,

(ii) o posto do R-mddulo S € igual a ordem

de G .

Prova:

(i) E facil ver que G opera em T®S . Além

disso, sendo R um R-somando direto de S , & claro que

T®S & uma T-algebra.

SEjam xlflco;xn’ylpolo,ynes

G-Galois de coordenadas; entao os elementos

um sistema

l®xl,. : .,l®xn B

1®y1,...,1®yn€ T®S sao tais que, para cada 0€G ,

n . n
PN

i=1

=1®8,,=6.5 .

Entao, para completar a prova,

trar que (TQS)G=T "

(1®x,)0(1®y,) = 2 (18x,) (1@0(y;)) =

n
(1® 2 x.0(y.)) =

resta-nos mos-
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Se t & um elemento de T , entao t=t®1 ,

e, para cada 0€ G , 0(t®1l) =t®o(l) =t®1=t . Logo,

Bt TC(T@S)G . Seja agora uE€ ('I'«*th*s)G , €8eja c€S tal que

t(c) =1 . Entao CFZE:G g(1l®@c) = ZE'__: 1®c(c) =1® ZG glc) =

oe G g€

k
= 1®1 , Assim, se u(l®c) =§1 ti®sie T®S , temos gque

n

5 > .
oec 9my £ ®sy)

u=u(l®1l) =UE35€;G c(1®c}J=U?G o[u(l®c)] =

K
] tj.@Z o(sy) =f>;_v; t, ®t(s;) =

i=

P

5
=1 &t

i)e T , onde t(si) denota a fungao trago apli-
cada a sie S . Assim, (T@S)G=T ;

(ii) E facil ver que HomR(S,S) € um R-mOdulo

finitamente gerado e projetivo. Além disso, as R-algebras

HomR(S,S) e D sao isomorfas, conforme 1.4 (c)

Suponhamos primeiro que R €& um anel local.
Sabemos entao que Hom,(S,S) e S sao R-médulos livres.

Assim,

: 2
[postoR s] =postoR[HomR(S,S)] =posto, D=m posto, S , onde

m € a ordem de G . Logo, postop, S=m .

Suponhamos agora que R & arbitrario e seja
P um ideal primo de R . Entdo sabemos que Rp € uma R-al

gebra comutativa, e G opera em Rp®S =5, . Entao, por (i)

’

Sutorisl %~



temos que S, € uma extensado de Galois de Rp , com gru
po de Galois G . Logo, sendo Rp, um anel local, ja sa-

bemos que m=PCS‘IORP(Sp) =POSTqQP(RP®S} . Ou seja, para

qualquer ideal primo P de R , o P-posto do R-modulo
S & m . lLogo, concluimos que o posto do R-mbédulo S

existe e & igual a m , a ordem do grupo G .[J

§ 2 - TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS PARA ANEIS

Queremos agora provar o resultado que gene-
raliza o Teorema Fundamental de Teoria de Galois para Coxr
pos. No entanto, para que tal resultado seja valido tam-
bém para anéis com idempotentes proprios, introduzimos
a seguinte definigao:

Seja S wuma extensao de Galois de R com
grupo de Galois G e seja T um subanel de S . Dizemos
que T & G-FORTE se a restrigao a T de dois quaisquer
elementos de G sao homomorfismos iguais ou fortemente
distintos de T em S . E facil ver que, se S nao pos
sui idempotentes proprios, entao qualquer subanel de S

é G-forte.

Teorema 2.1:

Seja S uma extensao de Galois de R com

grupo de Galois G . Sejam H um subgrupo de G e

148 -



r=s" . Entdo:

(i) 8 & uma extensao de Galois de T , com
grupo de Galois H ;

(ii) T & uma R-algebra separavel, e G-for-
te;

(iii) H & o conjunto de todos os elementos

de G que deixam T fixo, i.e., H={0€G|0|T=id ¥ a

T
Além disso, se H €& um subgrupo normal de G , entao T
é uma extensao de Galois de R com grupo de Galois iso-

morfo a G/H .

Prova:
Sejam XyrooesXps¥yreeas¥ € S um sistema

G-Galois de coordenadas. Entao sabemos que, para cada

n
("7
cE G , =i xic(yi) - 610 . Em particular, esta igualdade

é verificada para todo 0€H . Logo, S é uma extensao

galoisiana de SH=T , donde concluimos que (i) € veri-

ficada. Assim, como conseqtiéncia de (i), S € um T-mddu

lo finitamente gerado e projetivo. Se Aq7res .,ake S e
fl' ceerfp € HomT(S ,T) sao coordenadas projetivas do
T-mddulo S , entao é facil ver que os elementos

ai@}ajes e fi@fje HomT@JT(S(&sS , T®T) sao tais que

.38
1530 (£; Q£ (x®y) (a; ®ay) = (x®y) , para cada

X®y€ S®S . Logo, S®S €& um T®T-modulo projetivo.
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Ainda, é claro que S & um S®S-mddulo projetivo e, por-
tanto, é um T® T-médulo projetivo. Entao, sendo T um
T-somando direto de S , temos que T & também um

T® T-somando direto de S e, portanto, T & um T®T-md
dulo projetivo, ou seja, T & uma R-dlgebra separavel.

Antes de mostrarmos que T é G-forte, pro-
vamos parte de (iii).

Seja H' o subgrupo de G formado pelos
automorfismos em G que deixam T fixo. Queremos. mos-
trar que H'=H . £ claro que H'SH , ja que r=st |
Portanto, sic sf=q , como & facil verificar. Além dis
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so, podemos cbservar que Sl-I ={g8e S| YreH" , g(s) =s}>7 .

{ ]
Logo, SH=T=SH

, e entao, por (i), § & também uma ex
tensao de Galois de T com grupo de Galois H' . Sejam
m e m' as ordens de H e H' , respectivamente. En-

tao, por 1.4 (e) , os homomorfismes h:S®, S - E. e

T H
h'! :S®, S > Ey, sao isomorfismos de S-algebras. Além
disso, Ey e Eg, sao S-modulos livres, gerados, res-

pectivamente, por m e m' elementos. Logo,

EH::S@TS sEH. implica m=m' , ou seja, H=H' .
Para mostrar que T é G-forte, fagamos,

primeiro a seguinte observagao. Como S & extensao ga

loisiana de T com grupo de Galois H , por 1.6, exis

-
te c€S tal que C%H t(c) =1 . Por outro lado, sabe
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mos qgue existem elementos xl,...,xn ,yl,...,yn(_: S tais que,
n
- = =6 Entao, definindo
para cada O0€G , ;=2 xio(yi) 15 - En '

; <
=

xi peE H (i=1,2,...,n) , € claro

g iy
o(xic) e yi-§€ H c(yi)

n,
H_r . alénm disso, se oO0&EH , %l xio(yj'_) =

1 1
que xi,yies {

n

n
- 2% AL . .54 _
- C;OEH i.=l p{xiC)UC(yi} C,pGHp(c) i=l p(xi)UC(Yi) =

= OZGJZH p(c) =1 . Ainda, se og H , de maneira analoga po-

n

—_—

2 x.'cr(yj'.) =0 , ja que nunca ocorre

demos mostrar que i=1 %

p=0g , (pois do contrario teriamos 0=pc.—16 H , uma con

tradicao). Logo, resumindo: xj'_,yie T (i=1,2,...,n) € S3o tais
que, para cada 0¢€¢ G e x/0(y!) =6 onde ¢, =1

: i=1 i i Ho '’/ Ho
se 0 & um elemento de H e 5H0 =0 , caso contrario.

Suponhamos entao que o e [ sao dois ele

mentos de G tais que I;IT;!0|Tp e mostremos que tais

homomorfismos de T em S sao fortemente distintos.
Seja t'e T tal que ¢¢(t') #0(t') . Entao t’#c-lo(t') ’
ou seja, r,-lcffﬂ . Se e€S & um idempotente de S tal
que, para cada teT , t(t)e=o0(t)e , vejamos que, neste
caso, e=0 ., De fato, aplicando c_l na igualdade ante-

1

rior, temos tqﬁl(e) =c_lo(t) z "(e) , para cada teET
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Em particular, se t==yi , vem que y;_C_l(_e) =c—10{yj'_}c_l(e) -

e portanto,
(e) = [i% xiz;- o(yi)]c-l(e} =0 , ja que

c’k:#ii . Iogo, e=0 , o que mostra que T é G-forte.

Suponhamos agora que H € um subgrupo normal
de G . Os automorfismos de S pertencentes a G induzen,
através da restrigao a T , automorfismos de T . De fato,
para cada 0€G , t€T , LE€H ,

C(o(t))==(00_150)(t}==0(t) , ja que c_lcceii, ou seja,

c(t)e‘SH==T . Portanto, U‘T € um automorfismo de T .

Consideremos agora O grupo qguociente G/H ,

e seja X wuma classe de tal grupo, que contém os elementos

0,€ G . Entao sabemos que of "€ H , ou seja, ag"l(t]==t 5
para cada t€T , ou ainda, o(t) =z(t) . Desta observagéo
podemos concluir que O grupo G/H pode ser considerado
como um grupo de automorfismos de T da seguinte maneira:

a cada classe X do grupo quociente G/H , fazemos corres

ponder o automorfismo o, =0 | onde o & elemento arbi-

X ¢ il

trario de G tal que O©0€X . Desta maneira, & facil ver

gue O grupo G/H age fielmente em T .

G/
Mostremos entao que T H_Rr . B claro que

G/
v Hsp , J3 que todo automorfismo Ty é restrigao de um
G/H
elemento de G . Se te€T , para cada d©€EG , tzox(m =g(t) ,



ou seja, t & também um elemento de SG==R . Logo,

G/
r He R .

Finalmente, considerando novamente os ele

n
mentos xi,yie:T tais que fé; xic(y£)==6H0 , para cada

0E€ G , podemos observar que, se 0x=idT (ou seja, o€ H),

s

entao

Zs
i=1 i=1

©o Jue completa a prova. D

Estabelecemos agora uma reciproca para o

teorema acima.

Teorema 2.2:

Sejam S uma extensao de Galois de R com
grupo de Galois G e T uma R-subalgebra separavel de
S que é G-forte como subanel de S . Se H é o subgrupo

de G formado pelos elementos que deixam fixo T , entao

T=S" .

Prova:

E claro que sf5 1 . Resta-nos entdo mostrar

que sfcr . Fagamos antes algumas observagoes.
Sabemos, por 1.6, que S®S & uma extensao

de Galois de S com grupo de Galois G , onde G age em

S®S da seguinte maneira: o0.(s®s') =s®o(s') , para cada
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1 ¥ = . ~ 2 ' W
xiﬂx(yi) 1 e, se cx#ld , entao xicrx{yi) o ,

s®s'€e S®S . Mas, sendo S uma extensao de Galois de R ,



existe um isomorfismo de S-algebras h : S®S-+E = oe;@G S.v,
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Assim, E & uma extensao de Galois de S com grupo de Galois

.G , onde G opera em E através da igualdade (z.qg) (o) =g(oz) ,

para cada g€E , 0,;€ G , como pode-se ver facilmente.
Como T & um subanel de S e como o functor
S®_ & exato, & facil ver que S®T & um subanel de S®S
Além disso, sendo h um isomorfismo, podemos identificar
S®T com sua imagem h(S®T) .
Mostremos agora que ! & um subconjunto de

h(S®T) . Antes, porém, consideremos o conjunto quociente
G/H= {UJ._H}J._r=l . POdemos observar que g é& um elemento de

E:H se e sO se (g=9g , para cada & H , ou seja,

g(o) =t.g(0) =g(oz) , para cada O©0EG . Mas isto é equiva-
lente ao fato de que cada elemento de EH e constante so-

bre cada classe lateral de G/H z

Reciprocamente se gEE & constante sobre ca
da classe lateral oH , com 0E€G , entao, para cada

cl,cz‘aH , Sabemos que g(crclJ =g(0<;2) . Em particular, se
I;2=1G , Observamos que {Cl.g) (o) = (lG.g) (0) =g(o) , para

cada c1€H ., OEG , ou seja, gC-_EH . Concluimos, assim,

que EI_I é formado por todos os elementos de E que sao

constantes sobre cada classe lateral determinada pelo sub
grupo H .
Agora, para cada i€ {1,2,...,r} , definimos

um homomorfismo de S-algebras fi :E+S por fi (g) =g(oi)
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para cada gE€E . Como h(S®T) é uma S-subalgebra de

h(s®s) =E , podemos considerar as restrigoes de cada f,

- @ subdlgebra h(S®T) , que vamos continuar denotando por

fi (i=1;2,--o;r) .

Mostremos entao que tais restrigoes sao homo
morfismos dois a dois fortemente distintos. Sejam
i,je{1,2,...,x} , com i#j , e seja e€S um idempoten
te de S . Sendo 1 e 3j distintos, as classes laterais
o;H e UjH sao também distintas, ou seja, oi(T#ole ;
Portanto, como T & G-forte, concluimos que estas restri

gées o, e oj]T sao homomorfismos de T em S forte

mente distintos. Assim, existe um elemento te€ T tal que

ci(t)e;foj(t)e . Logo, podemos escrever f, h(1®@t) Je =

= [h(l@t)] (0;,)e =0, (t)e #oj(t)e =Th(1®t)] fnj)e = fj [h(1®t)]e .

Observemos agora que S&®T & uma S-algebra
separavel e, através da restrigao do isomorfismo h a
S®T , concluimos que h(S®T) ¢é também uma S-dlgebra se
paravel. Portanto, aplicando II.2.21 (com referéncia aos

homomorfismos de S-algebras fi :h(S®T) »8) , podemos de-
terminar Gnicos idempotentes w; € R{S®T) (1=0;2,:..:;:%) ;

tais que fi(wj)=6i. , Wy =86 (£33 8118, vunpyP}t) B

J %) ij

fi(x)wi = XW,

i + para cada xe¢€h(S®T) .

Vamos mostrar que este conjunto {ml,.. . ,wr}

constitui uma base para o S-mo6dulo livre EH . Para tal,
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é suficiente mostrarmos que mie EH , para cada ie€{1,2,...,r}
I
H e
e E C i:=1 S.wl "
Observemos, no entanto, que h(S&®T)C EH . De

fato, cada elemento de h(S®T) & constante sobre cada clas

se lateral, pois, para todo 0€G , (€EH , s®tesS@®T,

[h(s@t)l (0z) =sorg(t) =so(t) =h(s®t) (0d) . Logo, em parti-

cular, cada Wy € um elemento de EH (1=1;2 v enp Xl

Suponhamos agora que g & um elemento de g

Entao, como mi(cj) ==fj (mi) =Gij , para eada J€ {1,2,.c:,7)

r z
temos que [ glo)u;] (o) = 2= 9(0;)wy (o)) =g(oy) . Além

r

H

~ 7
disso, como 2 g(ci)wiEE , tal elemento é constante so

i=1
bre cada classe lateral. Como g também satisfaz esta pro

r

-~

priedade, concluimos que i'):l g(ci)wi=g . Assim,

b of
EH= .Z

Portanto, aplicando o isomorfismo inverso h_l :

temos que s®r>h~1(ER) =h-l([h(S®S)]H}. Mas é facil ver

que [h(s®s)]¥=n(s®s") e, portanto, s®@rToh t h(s®sh)] =

- s®s"
Aplicando na relagao anterior o homomorfismo

t®id e‘HomR(S@)S , S) , vem que

S

s r@st = (t®ids) (S@SH) c (t@idsl (S®T) =RET =T , ou
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seja, SHCZT , 0 que completa a prova. ri

Com estes dois ultimos resultados, podemos obter
o teorema fundamental. Se S & uma extensao de Galois de R
com grupo de Galois G , entao podemos associar a cada R-sub

dlgebra separavel e G-forte T de S um subgrupo de G , a

saber, Hp= {0€ G O = id,} . Reciprocamente, se H é um

T
subgrupo de G , podemos fazer corresponder a H wuma R-sub
dlgebra separdvel e G-forte T de S , isto &, T=s® . Es-
ta correspondéncia entre as R-subadlgebras de S que sdo se
paraveis e G-fortes e os subgrupos do grupo de Galois G &
chamada CORRESPONDENCIA DE GALOIS.

Resumindo, os dois ultimos resultados, temos a
seguinte generalizagao do Teorema Fundamental da Teoria de

Galois para corpos.

Teorema 2.3:

Seja S uma extensao de Galois de R , com
grupo de Galois G . Entao:

(i) a correspondéncia de Galois & uma corres
pondéncia 1-1 entre as R-subalgebras separaveis e G-fortes
de S e os subgrupos de G . Esta correspondéncia preser-
va a agao de G no seguinte sentido: se o & um elemento
de G e T uma R-subalgebra separavel e G-forte de S ,

- _ -1
entao HU(T)-UHTG :

(ii) um subgrupo H de G é normal em G
se e sO se o subanel st é tranformado sobre si mesmo por

cada elemento de G . Neste caso, gH é uma extensao de
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Galois de R , com grupo de Galois G/H :

Prova:

E facil ver que a correspondéncia de Galois
& biunivoca, pelos dois ultimos teoremas. Vejamos entao
que esta correspondéncia preserva a agao de G .

Sejam o€ G e T uma R-subalgebra separiavel

e G-forte de S . Entao, atraves da restricgao UIT ,» € cla

ro que o(T) €& também uma R-dlgebra separavel e G-forte.

Observemos entao que

Hoop) = (6€6 | €lgom =idU(T)}=.{C€G|Vt€T . B ga(E) =t} ,

_1_ _1 - - "1€ =1
e oHyo "= {opo |p|T J.dT} . Mas se ¥y =000 OH,0
entdo p=0—1TGeHT , Ou seja, para cada tE€T ,
t=p(t) = (cnlya) (t) . Logo, y(o(t)) =0(t) , para cada te€ T .
Assim, oH 0‘_1C.'H . Ainda, é facil ver que H C oH o_]‘
- o (T) 2 o(t) T '

e entao (i) esta provado.

Finalmente, seja T=SH . Entao H & um sub-

grupo normal de G se e sO se o_lno =H , para todo o0€G ,

ou equivalentemente, HU(T) =H , para cada o0& G . Aplicando
a correspondéncia biunivoca, a condigao anterior equivale a

Ho('I‘) =SH

o(T) =S =T , o que completa a prova, por 2.1,

parte (iii). L]
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CAPITULO 1V

POLINOMIOS SEPARAVEIS

O principal objetivo deste capitulo & estudar as
algebras separaveis e comutativas sobre anéis comutativos. Em
particular, introduzimos o conceito de polindmio separavel so-
bre um anel comutativo. O principal resultado deste trabalho é&
precisamente o teorema 2.8 , que caracteriza tais polinOmios.

O contetido deste capitulo se baseia nos trabalhos
de Janusz [13], Elkins [ 8] e Nagahara [18] e [19] .

Continuamos aqui a supor gue todos os anéis tém

unidade e sao comutativos. Além disso, ® significa ®R 3

Na primeira seg@o deste capitulo apresentamos re
sultados e conceitos introdutOrios para a segunda segao, onde

entao & abordado o problema essencial.

§ 1 . INTRODUGAO

Iniciamos introduzindo o conceito de algebra
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fortemente separavel sobre um anel comutativo R . Uma R-élgg
bra A & dita FORTEMENTE SEPARAVEL SOBRE R (ou, simplesmen-
te, R-FORTEMENTE SEPARAVEL) se A & R-separavel e um R-modu-
lo projetivo e finitamente gerado.

O teorema abaixo nos mostra a importancia da fun

cao trago (definida em I.3) no estudo das algebras fortemente

separaveis.

Teorema 1.1:

Seja S uma R-algebra que €& finitamente. gerada
e projetiva como R-modulo. Entao S & R-separavel se e sO se

existem uma aplicagao té€ Homg(S,R) e elementos

xl,...,xn,yl,...,ynéls tais que

n_

(1) §5§ *x5v5=1
n
e

(i1) ~

= xj.t(ij}==x , Para cada x€S .

wl

Neste caso, o homomorfismo t & a aplicacao

tragco de S em R,

Prova:

Fagamos inicialmente algumas observagoes. Se-
jam ayseeesa € S e fl""'fm€ HomR(S,R) coordenadas pro

jetivas do R-mdodulo S seja t a aplicagao traco de S

e
m
- L
em R , isto &, t(s)==f:1 £, (s ai) , Para cada s€¢ S .

Observemos que dado um R-homomorfismo £:S-=+R ,
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podemos considerar a aplicagao F = y, (idScSJ f) , onde

V:S®R~+S & o isomorfismo natural dado por (s® r) =s.r ,
para cada s®@re S® R . Portanto, F:S®S+ S & dada por
F(s®s') =s.f(s') , para cada s® s'€e S®S , e & um S-homomor
fismo & esquerda, como é facil verificar.

E ficil ver ainda que 1® ay,...,1® a ¢S®S e

Fl =9y, (1® fl) reees = Yo (18 fm) sao coordenadas projetivas

-

para S® S como S-m6dulo a esquerda. Logo, S®S & um S-modu
lo finitamente gerado e projetivo. Ainda, se T denota o

S-homomorfismo induzido pela fungao trago t:S-+R , temos:

m m
1 -— ' ] d = L !
T(s®s') =s.t(s') = s. £y £, (s'a;) =42 s.f,(s'a,)

Suponhamos agora que S € R-separavel e seja

n
e=f—;l xj®yj €ES®S um idempotente de separabilidade. Entao
T n,
:';—:l xjyj =1 . Além disso, para cada s€¢ S , :%;1 s xjco yj =

n

o

= 2 xj®yjs - Portanto, para cada f€ Hom,(S,R) ,

n n n

s 5 _ 5

PN . ) = s ®y.]= (1) [ & x.®y.s]| =

5= sx]® f(yj) (l®f}[3=l s xj® yj] (1® )[j=l X yjs]

L

= j/:l xj®f(yjs) , ou ainda, aplicando o homomorfismo contra
n n

cao, Z X - Flye.) = Z x..f(y.s) , para cada s€ S . Entao,
=1 J J J=1 73 J

se x€8S , podemos escrever
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T[(x@l)e] =T[j-;—l X X ®y ] J";l X X .t(yj) = i=lxj=l %.+£, (3.8,)
m n n m
M £ = 2 5 a f (y.) =
={21 §=1 %550y =4 xxy g - Yy S
>

Por outro lado,

n
t_"
(_...

T[(l@x)e] T[ 7 Xy ® Y. x:[—

i

T[(x®1)e] .t(ij) .

3
n
T? .
Portanto, para cada x€ES , j{__-*l xg-Elyyx) =% .

Para mostrar a reciproca, suponhamos que existem

uma aplicagao te;HomR(S,R) e elementos xl,...,xn,yl,...,yne“s

que satisfazem as condigOes (i) e (ii) do enunciado, e mostre-
n

mos que o elemento e = Jéj‘]’_ X @yjc S®S € um idempotente de

separabilidade para a R-algebra S . Para tal, é suficiente

I

mostrar que para cada X€S , j)?:l x.xj® Ty = j)— @3 yix .

(=]

De fato, se x€S entao

n n n n n

-7
. = {_i e v b = ‘/_J.. 2 =
=1 xj@’y]x =1 xj@ [i=l xit(yiij)] {1 4 lx s t(y y x)@x

n 2
. -t(yyx)]@x .>—:~1 Y X@® %, = Xy, Rx; .

i=1t3j=1
5 i
Entao se x=1 , obtemos = 3*=’1 xj® yj = jL=hl yjtzo Xj , e pode-

mos escrever (1l® x)e=(x® l)e , para cada x¢€S . Portanto,

S & uma R-algebra separavel.
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Antes de mostrarmos que esta aplicagao t & na
verdade a aplicagao trago do R-modulo S , observemos que ca-

da aplicagao t(yi-) :S+R dada por t(yi-)(x):=t(yix) € um

homomorfismo de R-mddulos, para cada i€ {1,2,...,n} , como &
facil verificar. Além disso, levando em conta (ii), & claro

que os elementos KyseeosX, @ t(yl—),...,t(yn-JE HomR(S,R)

sao coordenadas projetivas para o R-modulo S . Entao, se tr
denota a aplicagao trago do R-médulo S , temos, para cada

n n
v
tr(x) = £, tly;-) (xx) = t[iz_.:% y;xx | = t(x) , o que comple

ta a prova. E]

Para obter uma conseqliéncia do tecrema acima,
fagamos algumas observagoes. Se S & uma R-algebra, entao

podemos definir em Homp(S,R) uma estrutura de S-mddulo a

direita, da segquinte maneira: (f.s) (x) = f(sx) , para cada

Xx,8€8S e fe HomR(S,R) , como & facil verificar. Além disso,

€ claro que se S & um R-mddulo finitamente gerado e proje-

tivo e se t¢€ HomR(S,R) & a aplicacao trago de tal R-modulo,
entao t.S & um S-submddulo de HomR(S,R) . Ainda, nestas

condicgoes, se xl,...,xnes e fl,...,fnt-;HomR(S,R) sao

coordenadas projetivas de S sobre R entao é facil ver que
Homg, (S,R) & um R-modulo finitamente gerado e projetivo, a

n

<
saber, f=i’:-1 f(xi)fi , para cada fe¢ HomR(S,R) :
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Corolario 1.2:

Seja S uma R-algebra que é projetiva e finita
mente gerada como R-mddulo. Entao S & R-separavel se e sd
se a aplicagao trago t:S+*R € um gerador livre do S-modulo

a direita HomR{S,RJ .

Prova:

Suponhamos que S & uma R-algebra fortemente

separavel, e sejam KyseeorX a¥qreeas¥ € S elementos que sa

tisfazem as condigoes (i) e (ii) do teorema anterior. Entao,

para cada x€ S , fé€ HomR(S,R) p

2 2 n
— /__;.. -— e, =
£(x) = £({2y xpt(y;x)) =2~ ty 0 E(x) =2 £lx)y,x) . as
n
sim, pondo af=i§1 f(xi)'yi , temos gue f=t(af—) =t.ag ,
donde t gera o S-mddulo HomR(S,R) . Ainda, se t.a é o

homomorfismo nulo de HomR(S,R) (para algum a€¢ S) , entao

-

e podemos concluir que Homy(S,R) € um

S-modulo livre, com base {t} .
Reciprocamente, suponhamos que t & um gera-

dor livre do S-modulo Hom,(S,R) e denotemos por Xqrene ¥y

= fl,...,fmG'HomR(S,R) as coordenadas projetivas do R-modu

lo S . Sejam yl,...,yme;s elementos tais que fi==t.yi .
para cada i€ {1,2,...,m} . Entao, para cada s¢ S , podemos

escrever (utilizando a definigao de fungao trago) :
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m m m
7 —
[ta-Z %yl =t[(1- 2 xy)s] =t(s) - (3 xy;8) =

m m
= X7 i, -
=20 £ (sx) - t(2y xv,s)

m m
=i)T=‘l (toy;) (5%) - t(2y x¥,8)

Jn m
= ) - LT =
€l Y38 %) = £G4 x;¥y8) =0 .
Portanto, como t € livre sobre S em HomR{S,R) 2

m

o g
vem que l"i=1 XYy .

m
T’)
S = = =
Alem disso, para cada s€ S , s = fi(s)xi
o
= ﬁ»- t(yis)xi . Logo, pelo teorema anterior, S & R-separavel. []

1=1

Proposicao 1.3:

Seja S uma R-3algebra que é finitamente gerada

e projetiva como R-mddulo. Entao:

(i) 8 €é R-separavel se e sO se Sy € uma alge

bra separavel sobre RM , para cada ideal maximal M de R ;

(ii) S & R-separavel se e sO se S/M s € uma

algebra separavel sobre R/“ , para cada ideal maximal M de

R -

Prova:

Mostremos inicialmente (i). Para tal, considere

mos a aplicagao trago t€ Homy(S,R) do R-médulo finitamente

gerado e projetivo S , e a inclus3o candnica t.S¢~>HomR(S,R),
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que é um homomorfismo de S-mbdulos (e, portanto, de R-mddulos).

Entao, como _®RM é um funtor exato, para cada ideal maximal
M de R (ver I.4.4), a seqliéncia 0+t.S®RMc-—rHomR(S,R)®RM
é uma seqliéncia exata de médulos sobre S®R,= S, , como é fa

cil verificar. Ainda, sendo S um R-modulo finitamente gera-

do e projetivo, & claro que Sy é também um médulo finitamen
te gerado e projetivo sobre Ry, . Seja ty a aplicagao trago
de tal RM—médulo.

E facil ver que os SM—méduloé a direita

HomR(S,R)®RM e HomRM(SM,RM) sao isomorfos, e que o corres

pondente por este isomorfismo do SM—sumeJdulo t.SGE’JRM é
ty-Sy - Assim, vemos que a inclusao t.S<-Hom,(S,R) €& um e-

pimosfismo se e sO0 se a inclusao tM'SMC_’HomRM(SM’RM} de

SM—médulos € um epimorfismo, para todo M, donde t & um
gerador do S-mddulo Homp (S,R) se e sO se ty é um gerador

do SM—médulo Homp, (SM,RM) , para cada ideal maximal M de R .
M

Mostremos agora que t & livre se e sO se ty

é livre, para cada ideal maximal M de R . Suponhamos en-
tao que tM.s/m=0 , para algum s/me SM , € que t é livre
em HomR{S,R) . Como m/m € a unidade de SM , vemos que

tM.s/1=0 , ou, equivalentemente, t.s/l=0 . Assim, existe

y¢ M tal que t.sy=0 . Mas como t ¢é livre, segue-se que
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sy=0 , ou ainda, s/m=0 . Reciprocamente, se £y é livre,

para cada ideal maximal M de R e se t.s=0 para algum

s €S , entao t.s/l==tM.s/l==0 . Assim, como t é livre,
s/l==0 . Logo, para cada ideal maximal M de R , existe um

elemento yf£ M tal que s-y=0, donde seque que s=0 , como
é facil verificar.

O resto da prova de (i) &€ agora evidente, se le
varmos em conta o corolario anterior.

De maneira analoga, utilizando novamente a fun-
¢ao trago do R-médulo S e aplicando os métodos usuais da al

gebra comutativa, obtém-se (ii). []
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§ 2 - POLINDMIOS SEPARAVEIS

Nesta segao apresentamos caracterizagoes de poli
nomios separaveis sobre anéis comutativos arbitrarios, e algu-
mas conseqliéncias que derivam de tais resultados.

Em toda esta seg¢dao, R[X] denota o anel de poli-
ndomios na indeterminada X e com coeficientes no anel comuta-
tivo (com unidade) R . Além disso, <f(X)> denota o ideal gera
do pelo polindmio f(X)€ R[X] , e x=X+<f(X)> denota a clas
se de X mddulo f£f(X) .

Fagamos inicialmente algumas consideragOes gerais.

n-1

seja £(X) =X"+4r _ X “+...+r X+rye R[X] um

1 0
polindmio moénico. Entao & facil verificar que o anel quociente

R=R[x]/ é uma R-dlgebra que é livre e finitamente gera

<f(X)>
do como R-modulo, com base l,x,xz,...,xnﬂ , onde x=X+<£f(X)>
denota a classe de X em R . Isto &, R[}{:I/‘:f(x)):R.laﬁR.x@

n-1

® Rox°® ... BR.x Jsl

=R[x] , onde x"=-r cee S IIX-Xg,

1

e onde a operagao externa & definida distributivamente por

r.(rixl) = (rri)xl , para cada r,r; ¢ B, £€10,1,., «;x0~1l} .

Um polindmio f£(X)e R[X] & dito um POLINOMIO

SEPARAVEL (SOBRE R) se ele & mdnico e R[x]/<f(x)> é uma

R-algebra separavel. Mais adiante nesta segao, ficara claro
que esta definig¢ao de polindmio (mdénico) separavel sobre um
anel comutativo com unidade & uma generalizagao da nogao de
polindmio (mdnico) separavel sobre um corpo.

Seja A uma R-algebra. Entao & claro que um
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polindmio f£(X) =X  +r X" 14 ... +1r ¢ R[X] pode ser conside
n-1 0 i =

rado um polindmio pertencente a A[X] se o identificarmos com

n-1

.'oPolinémio Lt e de o 1)K + ...+ (xr,.1,)e A[X] . Esta o-
A n-1°"A 0 A -

bservagao sera util mais adiante.

Neste primeiro resultado que passamos a mostrar,
utilizamos a seguinte notagao: se A & uma R-algebra, G um
grupo de automorfismos deA e T uma R-subalgebra de A , en

tao GIT denota o conjunto dos elementos de G restritos a

R-subalgebra T (i.e., G]T= {cIT | 5 €eGl).

Iema 2.1:

Seja A um anel extensao de R tal que AG=R,

para algum grupo G de automorfismos de A . Seja aeA um
elemento tal que o conjunto {o(a) |oc€e G} & finitoe o(a)-aé
inversivel em A , para cada 0 €G que satisfaz o(a) #a . Se

ajs..+,a, Sa0 todos os elementos distintos de {o(a) |o¢ G}

e se f(X)=(X—al)...(X—an) entao:

i - ;
@) L a-apeum ;

i
(ii) o anel R[al,...,anl é uma extensao de

- -

Galeois de R , com grupo de Galois |
n

GIR[al,...,
(iii) £(X) € R[X] e as R-algebras R[X]/(HX)) e

Rla;] sdo isomorfas;

(iv) f£(X) é um polindémio separavel sobre R .



Prova:
Suponhamos que a=a; . Entao, por hipdtese,
a; —a) € u(a) , para cada i€ {2,3,...,n} . Ainda, para cada

je{1,2,...,n} , existe 0€ G tal que G(al) =ay » Entao, se

U(ai) =8y i temos que G(ai—al) =ak—aj€U(AJ , para cada

i,je{1,2,...,n} , com i#1l . E facil concluir daqui que

ai-ajeU(A) , para cada i,jc¢ {1,2,...,n} com i#3j . Por-

tanto, u =ii ]j (a; - aj) € U(A) . Mostremos agora que U € U(R) .

De fato, para cada 0€G , o(u) =£l;g [a(ai) -O{ajJ'_[ = u , pois

G

o permuta os elementos a; . Entao u €A7=R , e o(-u_l

) =

"l 2 tanbém um elemento de 2% =

= [c(u)]'1=u"1 , ou seja, u
Logo, W e U(R) , o que completa a prova de (i).

Seja T=R[al,...,an] .Se 0E€EG e

€ um elemento de T entdao ol(g) =

i i
LU(al)] l...[o(an)] N | Como ¢ permuta os a;
n

i,00.1
vemos que o0(g) € T . Logo, o conjunto GIT dos automorfismos

de A restritos a T € realmente um grupo de automorfismos
de T . Ainda, € facil ver que G}T € um grupo finito de or-

dem ndo superior a n! . Mostremos entao que T & uma exten-

sao de Galois de R com grupo de Galois G' =G[T

]
Inicialmente, se ge:TG , entao, para cada

L}
0OEG , g=0[T(g) =0(g) , ou seja, geAG=R . Logo, TG =R

- 170

r



= LY =~

Ainda, por (i), sabemos que u=i[ [j (ai—-aj) € U(R) , e entao

-1 _— e . e = = s
u [1‘—;2; (ai c(aj))] "slG,o . Por indugdao sobre n , & facil
constatar que esta relagao implica existirem elementos

. _ =1 T _ _
UpreeesUpsVysees,vp €T tais que 84 =1 [ialj (ai o(aj))]_.

G*°

a0,
= 5:1 uic(vi) . Portanto, por III,l.4, esta completa a prova
de (ii).
Para mostrar (iii), observemos inicialmente que

o polindmio f(X) =(X-a;)...(X-a) é realmente um elemento

de R[X] . De fato, £(X) =x"-o__. X" 14 .. 4 (-7

n-1 o

onde cada oy € uma fungao simétrica elementar dos a; . isto

<7 =
é’ o v = ] I . = v s e R‘a PR ,a ] r para Cada
n-i Jl<...<ji Jq Ji =1 n

fe1l,2,..«,m} » Entdo, para cada o€G , ola,_;) =
22 G
—-jl<:—.-_-;{jio(ajl) . ..U(ajij =a,.j - Portanto, o, € A" =R, para cada

i€{1,2,...,n} , dende f(x)€ R[X] .

seja y:R[X]+R[a;] a aplicagdo definida por
Y[g(x)] =g(a1) , para cada g(X)€ R[X] . Entdo & facil ver que

Y & um epimorfismo de R-algebras e, portanto, induz um isomor

fismo entre R[X]/KerY

I, A
Se h(X) =~ binGKerY entao 0=Y(h{X))=h(al) e, portan

i=0
to, para cada je {1,2,...,m} e para cada O0€G tal gque

B T
o(aj) =a; , 0=o(h(a))) =£ b;[o(ap]® =2y biat =h(ay) . Lo

go, aj € raiz de h(X) , para cada j¢ {1,2,...,n} . Entao

X+ (-1}n

e R[al] . Mostremos que Kery= <f(X)>

0 ’
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h(X) = (X-a;)q,(X) , para algum q,(X)e A[X] . Ainda, como

az—ale U(A) e h(az) =0 , temos g,(a,) =0 . Ou seja,
* BAIE) = (X-al) (X-a,)g,(X) , para algum q,(X)€ A[X] . continu-

ando este raciocinio, chega-se a h(X) = (X—al) (X—az) (X—an)qn(}() =
= £(X)q (X) , para algum q_(X)€ A[X] . Ainda, como

h(X),£(X) € R[X] e £(X) & ménico, & ficil ver que q_(X)ER[X].
Logo, h(X) € <f(X)> . Como a inclusao contraria é evidente, a

prova de (iii) fica completa.
Mostremos agora que £(X) & um polindomio sepa

ravel sobre R , i.e., que R[x]/<f(X)> =R[al] & uma R-alge-
bra separdvel. Consideremos novamente a R-algebra T=R[al,...,an]

Seja M um T-mddulo livre a esquerda, de base {dl,... ,dn} ; ona

seja, M=T.dl® - @T.dn . Definimos em M uma estrutura de
R[aﬂ -mddulo & direita induzida por di.g(al) =g(a;).d; , para
cada i€ {1,2,...,n} e para cada gla))e R[al] . Seja

e=d;+...+d €M . Vejamos que M=T.e.R[a1] .

Observemos inicialmente que, para cada

n n
. $ o BT i 57 i .
18 d)s 25 waaBE 3 e.a) =9 dj'al =53 3 .dj , ou seja, na for
ma matricial,
W ! 1 - 1 W !-dlqi: T e
| lg.|
al a2 an | id2l =] al
L. |
2 2 & bllel == 2 (*)
ay a5 s a; | .’ | | e.ay
I 1= i
| |- j
n-1 n-=1 n-] n-1|
La1 a2 a | [dnl le a;
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1 A T 1
a; a, ... @y
Por outor lado, a matriz A = .
ik gael | gk
=

& inversivel. De fato, tal matriz € uma matriz de Vandermonde,

cujo determinante vale * ;_D; (aj-a;) € T . Além disso, este de

terminante & um fator de (ai - aj) , que sabemos ser inver-

i#j
sivel em R . Entao & facil verificar que * 1T<-§ (a; - aj) c u(T) .

Assim, a matriz A @& inversivel em M_  (T)., e podemos obter

dl e

d2 = A_l e.a, . Logo, cada di (i=1,2440.,0)
) - pode ser escrito como combi=
d e.a

L) | ] nagao linear em T dos ele-

mentos e,e.al,...,e.ali_l , donde segue que die T.e.R[all , para

cada i€{1,2,...,n} . Assim, M=T.e.R[a,]

Consideremos agora a aplicagao ¢ : T® R[al] +M ,

dada por w[z t, ®g, (a )] >: A .e.gi(all , para cada

s
=
i’-—_:l ti® gi(al) €ET® R[al] . E facil ver que Yy esta bem definida

e € um homomorfismo de T—R[al]—bimédulos, e, pela observagao fei

ta acima, y €& sobrejetora. Ainda, é facil constatar que

n"'l}

{l®l,1®a1,...,1®al & uma base do T-mdédulo T® R{al] . Além

disso, o conjunto {e.ai}g;‘} € uma base de M , pela relacao (*).

Entao, como Y(1® ali) =1.e.al-e ar , para cada i€ {0,1,...,n-1} ,

il 1/
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vemos que y leva base em base, ou seja, M:rTaJR[al] .

(n)

Portanto, T@>R[al}==T como T-médulos. E fa

- cil ver ainda que tal isomorfismo & um isomorfismo de T-alge-

bras. Assim, T3>R[al] é uma T-algebra separavel. Ainda, sen-

do T uma extensao de Galois de R , sabemos, por III.l.5,
que R é um R-somando direto de T . Logo, aplicando II.2.17,
concluimos que R[al] & uma R-3lgebra separdvel, o que comple

ta a prova. []

Fagamos agora algumas observagoes. Sejam

B=R[X;,...,X |] o anel de polindmios a n indeterminadas e

S o subanel dos polindmios simétricos de B . Entao o polind

i = . =1 - =
mio U U(Xl,.. ,Xn) 175 (Xi xj) € um elemento de S e

nao & um divisor de zero em B , como é facil ver. Considere-
mos entao o sistema multiplicativo gerado por U em B , i.e.,

> [ : ~ _
{u’ | j=0,1,2,...,} e as localizagoes BU-—{g(Xl,...,xn)/US |

| 9(Xy4¢..,X)EB e §=0,1,2,...} e S Entdo SCBCB. e
1 n

L = U
SC:SUCIBU . como & facil verificar. Além disso, U & um elemen
to inversivel do anel Sy -

Consideremos o grupo de permutacgoes Sn . Entao

é claro que cada permutagao o€ Sn pode ser estendida a um au

tomorfismo de B (que vamos continuar denotando por o), defi=-

nido por u[ffxl,...,xn)1==f(x0(1),...,xc(n)) , para cada
f(xl,...,xn)e B . Se levamos em conta a propriedade universal

da localizagao (ver prop. 3.1 de [-é]), este automorfismo po-
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de estender-se a um automorfismo o* de BU » da seguinte ma

neira:

0*[f(xl,...,xn)/ 1 =(J[f(xl,...,xn)]/US , para cada

‘]5.

f(xl,...,xn)/ € BU , como & facil verificar. Denotemos entao

US

por S; o0 conjunto de todos os automorfismos o* :BU+BU on

de o€ sn . E claro que S; & um grupo finito de automorfis-

mos de BU . Ainda,
S* ;
n—' —
(By) © = {g(xl,...,xn)e By ] g(xo(l) reeer Xy TIX e, X ),

Y oe Sn} = SU .
No que segue, denotamos por F(X) o polindmio

de sU[x] definido por F(X) = (X-X;)...(X=-X)) .

Corolario 2.2:

0 anel BU & uma extensao de Galois de Sy

com grupo de Galois SX . Além disso, as S,-algebras

U

SU[X]/<F(X)> e Sy[X;] s3o isomorfas, e F(X) & um polind

mio separavel scbre SU .

Prova:

Vamos aplicar aqui o lema anterior com relagao

ao elemento X,€ By » Observemos que o conjunto kﬂ(xﬂ |o*esg}

é igual a {xl,...,xn} . Além disso, se 0*(Xl)5ﬂxl , entao o

elemento o*(xl)-x1==xj-xl , (para algum je {2,3,...,n}), é
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um inversivel em B, - De fato, X, -X é um fator de U , que

] : |
& um inversivel em By - Entao é suficiente aplicarmos o lema
- anterior, levando em conta que SU [xl,...,xn] =BU ’ D

Estamos agora em condigoes de provar a seguin

te

Proposicao 2.3:

Seja f£(X)€ R[X] um polindmio mdnico. Se exis
te um anel extensao de R que contenha e.leméntos @yrecesdy

tais que f(x)=(x—a1)...(x—an) e ;f;l; (ai—aj)e u(R) en-

tao f(X) & um polindmio separavel sobre R .

Prova:

Sejam xl,...,xn,x indeterminadas independen
tes, e seja U=gj (X, -Xj)€ B=R[X1... .,xn_]_ . Consideremos

a aplicagdo ¢ :B,[X]~ Rfa ... .a ] [X] dada por

r r
¢{f;0 {gi(xl“"'xn)/u.mi}x } = fn [gi(al,...,an) . jr;gk (ay-a,) ]xl .

E facil verificar que tal aplicagao ¢ esta bem definida e é

um homomorfismo de anéis. Ainda, @(SU) =R , onde S €& o suba-
nel dos polindmios simétricos de B . De fato, se qa .(X,....,X)

& a fungao simétrica elementar de grau i , entao
n

i - ;
a _j(@ay,...,a )X = J—_l____,{_) (X-a;) =£(X)¢€ R[X] , ou seja,

EF T
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a;(@a;s...,a ) sdo os coeficientes de f(X)é€ R[(X] , e, portan
to, sdo elementos de R . Assim, ¢[ai(xl,”.,xnxj= a;(@ase.ea JER .
. Logo, ¢(SU)==R , conforme o Teorema Fundamental das Fungoes Si

métricas (ver [28], pag. 79).
Consideremos novamente o polindmio

F(X) = (X-Xy)... (X=X )€ SU[X] gque & separavel sobre Sy + P&

lo corolario anterior. Além disso, @[?(X)SU[KJ]==f{X)R[}] , (a

imagem do ideal gerado por F(X) em Sy [X] pela restrigdo
¢lg [x] & exatamente o ideal gerado por £(X) em R[X[) . As
U -

sim, ¢| induz um epimorfismo de aneis
Sy [X]

9 : SU[X]/<F(x)>-*R[X]/<E(XJ> . Ainda, como SU[X1/<F(X)> e uma

algebra (separavel) sobre 8; e E(SU)==¢(SU)==R , @ claro que

RIX]/<f(X)> é uma R-algebra separdvel, se levarmos em conta

II.2.5(*). Assim, f(X) & um polindmio separavel sobre R . []
Antes de seguirmos adiante, necessitamos de um

resultado sobre ideais comaximais. Lembramos que dois ideais

M e N de um anel comutativo A sadao ditos IDEAIS COMAXIMAIS

DE A se M+N=A .

Lema 2.4 (Teorema do Resto Chinés)

Se M e N sao ideais comaximais de A entao

existe um isomorfismo de anéis e de A-mddulos entre

A/ (Man) © B/y®r/y -

(*) A proposigao II.2.5 pode ser generalizada no seguinte senti
do: Seja A um anel extensao de R que & separavel sobre
R.Se f£f:A+B & um epimorfismo de anéis entao B & uma
algebra separavel sobre f(R)
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Prova:
E claro que a aplicagao V{: A+A/,@1n/, dada

E por Y(a) =(a+M,a+N) , para cada a< A , esta bem definida,
e é um homomorfismo de anéis e de A-médulos. Além disso,
Ker y= MNN , como é facil verificar. Logo, resta-nos apenas
mostrar que 1 & sobrejetora.

Sejam a,bé A . Entao, como M+N=A , vem que

a=m1+nl e b=m2+n2 . onde ml,msz e nl,n2€N . En—
tao (a+M,b+N)=(n1+M,m2+N)=((n1+m2)+M,(nl+m2)+ N) =

= dﬂnl—sz) , © que completa a prova. []

Este lema pode ser generalizado para O caso em
que temos um numero finito de ideais dois a dois comaximais,
A prova desta generalizagao utiliza indugao e uma generaliza
gao de I.4,10. Maiores detalhes podem ser encontrados em [5 ]
(por exemplo, ver prop. 7, pag. A.I.102).

No que segue, se f(X) €& um polindmio com coe
ficientes sobre um corpo K , diremos que ele € um polindmio
CLASSICAMENTE SEPARAVEL se é sgparével no sentido estabeleci
do no Capitulo I. Além disso, denotaremos por K|[x| a K-al-

gebra K[x]/<(f(X)> , onde x=X+<f(X)> .

Iema 2.5:

Seja K um corpo, e seja f(X)€ K[X] wum poli
ndmio ménico arbitrario. Entao f£f(X) & separavel sobre K

(i.e., K[X]/ ¢x)» € K-separdvel) se e s& se f'(x) & um

elemento inversivel em K[x] e f£(X) & um produto de poli-
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ndémios irredutiveis e distintos de K[X]
Neste caso, cada um destes polindmios & também

- separavel sobre K .

Prova:

Facamos inicialmente uma observagao. Sendo
f(X)e XK[X] um polindmio ménico, existem polindmios mdnicos

e irredutiveis gl(X),...,gm(X)E K[X] , dois a dois distin-

L 2
tos, e inteiros positivos 9‘1“"'9“m tais que £f(X) =gll(x)...gm‘“(x) 4

Além disso, como cada 9 (X) é por hipotese irredutivel em
K[X] , o ideal <g,(X)> & maximal em K[X] . Entdo os ideais
<g; (X)> e <g (X)> sao comaximais, sempre que i#j , como é

facil verificar. Portanto, pela generalizagao de I.4.10,

L; L % | P
<g; (X) > = <gii(x)> e <gj(x)> J =<ng(X)> sao também coma
F‘ﬁ 'Q'i ?.1 E'm
ximais se i#j e {=1 <94 (X}>=<gl (X)...gm (X)> . Logo, pe

la generalizagdao do Teorema do Resto Chinés,

(H

KX/ g (x> =%IXl7 2 =& [x]7 2

m
<g11(x) i .gmm(X) > in«;ii (X) >

m
= 1@1 K[X]/ N ., como K-algebras, e tal isomorfismo (que
<gii(x)>

vamos denotar por TI) & dado por T (g(X) +<f(X)>) =(g(X) +

L L

* <911(X)>,...,g{x) +<gmm(X)>) . Ainda, pondo K[Xl/ 2 =

i
(gi (X)>
ri—l 1

_ 2 » i
= K[x; ] =K@Kx; ®Kx; ® ... ®Kx; , onde r,=23g;"(X) e

2
x; =X+ <gii (X)> , podemos escrever K/x] rK[xl] ®...8K[x_ ] .
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Suponhamos entao que f(X) € um polindmio sepa

ravel, e mostremos que Ri=1 , para cada i€ (1,2,...,m} .
. Sendo f(X) separavel sobre K , cada somando direto K[xij

& uma K-algebra separavel. Observemos entao que, neste caso,

K[x;] & um anel semi-simples. De fato, se M & um K[x,]-md

dulo, entao M ¢é também um K-mdédulo, e, como K & um corpo,
M & X-projetivo. Portanto, por II.2.8, M & projetivo scbre

K[x;] . Assim, por I.6.7, K[x;] n3o possui elementos nilpo-

%
tentes, para cada i€ {1,2,...,m} . Como gil(xi) =0 , con-

cluimos que P.i= 1l , necessariamente, para cada i€ {1,2,...,m}

-

(se 111}2 ¥ gi(xi) #0 €& nilpotente). Ou seja, f(X) & um

produto de polindmios irredutiveis e distintos de K[X] .

Mostremos agora que f£'(x)¢ U(K[x]) . Observe-

mos que f£'(x) =gi(x)gz(x) ...gm(x) +gl(x)g2'(x) ...gm(x) L SR

+ gl(x)gztx)...gr:l(x) . Portanto, aplicando o isomorfismo T

temos que T [f(x)] = (gi(xl) gz(xl) - .gm(xl) ,gl(xz)gé(xz) s .gm(xz) G
,gl(xm)gz(xm)...gl;l(xm).) . Observemos agora gque gi(xj)e U{K[xj]) 4
se i#j . De fato, gi(xj) #0 em KI__xj] , pois caso contrario,

gi(X) e gj(x) seriam ambos polindmios minimais de X5 em

K[xj] , donde segue que g, (X) =gj(x) , uma contradigdo. Assim

9; (x5) #0 e, como K[xj] & um corpo, g; (x4) € U(K[xj‘]) .

Como £f'(x) €& inversivel em K[x] se e sd se
cada i-ésima componente da m-upla [ [f(x)] €& inversivel em

K[xi] , temos que f£'(x)€ UK[x]) se e sd se g (%) e U(K[xi]) ’
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para cada i¢ {1,2,...,m} . Por outro lado, se gi(xi)¢ U(K[xi])
entao g{(xi)==0 , donde segue que gi(x) e gi(x} tém a raiz
comum x; em K[xi] . Mostremos que este fato nos leva a uma
contradigao. Sendo K[xi] um corpo extensao de K , podemos

aplicar II.3.5 e concluir que gi(X) € um polindmio classica-
mente separavel sobre K , e, portanto, nao possui raizes co-

muns com gi(x} , uma contradiqao. Logo, f'(x)e€ U{K[x]) "

Para mostrar a reciproca, suponhamos que

£(X) =g, (X)...gp (X) é uma decomposigao de f(X) em polindmi

os irredutiveis e distintos de K[X] . Entao pelas considera-

- . > m
¢Oes feitas inicialmente, K[x] =& K[x;] , onde cada K [x, ]

€ um corpo, pois <g; (X)> € um ideal maximal. Assim se
f'(x)€ K[x] , vemos que gi(xile LHK[xiJ} , para todo i .
Mostremos a seguir que gi(X) € um polinomio

classicamente separavel. De fato, se o corpo K tem caracte

ristica zero, entao por I.5.3, g; (X) & classicamente separd

vel sobre K , por ser um polindmio irredutivel em K[X] .
Se K tem caracteristica p>0 e se gi(x)==h(xp) para al-

gum h(X)e K[X] , entao gj{(X) =0 . Como g/(x;)¢€ UK x]) .

chegamos a uma contradigﬁo. Entao, novamente por I.5.3, ve-

mos que gi(x) € classicamente separavel sobre K , mesmo

gque K tenha caracteristica p#0 . Assim, K[xij é um cor

po extensao de K tal que o polindémio minimal de x; €

classicamente separavel sobre K . Logo, por II.3.5, K[xi]
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é uma K-algebra separavel, para cada i€ {1,2,...,m} . Portan

m
t6,; K[x]==£§a K[xi] é também K-separavel, o que completa a

prova. []

Da prova do lema acima, podemos obter as seguin
tes conclusdes. Se K & um corpo e f(X)€ K[X| & um polind-
mio ménico e separavel sobre K entao £f(X) é um produto de
polindmios irredutiveis, distintos e classicamente separaveis
de K[X] . Ainda., como tais fatores geram ideais dois a dois
comaximais de K([X| , & claro que ndo existem rafizes comuns
entre estes fatores, no fecho algébrico de -K . Assim, f(X) é
um polindmio classicamente separavel sobre K ., Reciprocamen-
te, se f(X) nao tem raizes maltiplas no fecho algébrico de
K entao é claro que £(X) €& um produto de fatores irreduti
veis e distintos de K[X] . Neste caso, pela prova anterior,

£'(x)€ UK[x]) . De fato, se £(X) =g;(X)...g (X) & a decom

posigao de f(X) como produto de fatores irredutiveis e dis

tintos de K[X]| , entdo K[x]==;%& K[x;] , onge x; =X+ <g, (X)>
e K[xil & um corpo extensao de K para cada ic¢ {1,2,...,m} .
Como cada gj(X) & o polindmio minimal de x; em K[X] , tem-
se que gi(xj)yfo sempre que i#j , e, portanto,

g; (x4) € U(K[xj]) . Além disso, como cada g;(x) & um polind-
mio classicamente separével sobre K , tem-se que gi(xi)‘#o

em K[xil ,» ou seja, g (x;)€ tHK{xi]J . Assim, analisando a

imagem de f'(x) pelo isomorfismo acima, vé-se que

f£'(x)e U(K[x]) . Logo, pelo lema anterior, f(X) & um polind-



- 183 =

mio separavel sobre K . Portanto, € valido o seguinte

Corolario 2.6:

Sejam K um corpo e f(X)€ K[X] um polindmio
monico. Entao f(X) & separavel sobre K se e s0O se f(X)

é classicamente separavel sobre K

Seja M um ideal maximal de R , e seja
f(X)€ R[X] wum polindmio monico de grau n . Denotemos por
£(X) o polindmio obtido de £(X) reduzindo seus coeficien

tes mGdulo M . Ent3o, se K=R/; , temos E(X)e K[X] . Ob-
servemos que as R-3lgebras R[XJ/MR[X]+<f(x)> e R[XJ/MR[x]

sao isomorfas. De fato, pelos teoremas de passagem ao quoci-

ente,

R[x]/yp ] = [R[X]/<f(.x) >]/M[R[x]/<f(_x} >] - [R[ﬂ&f(m >]/[’“R[x]+“fm 7/ <E(X) >]

=RDﬂ/hRDﬂ+<fOO> . Aldm disso, as K-algebras

K®R[x] =R/ ®R[x] e R[x]/MR[ﬂ sdo também isomorfas, como

é facil verificar.

Com estas consideragoes, enunciamos agora um re
sultado cuja prova pode ser encontrada em [26] (ver Lemme 4,
pag. 28), e que determina os ideais maximais de R[x] gquando

R €& um anel local.

Iema 2.6:

Se R €& um anel local com ideal maximal M e
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r S,

se ?(X)::fgl Hi *(X) , onde Hi(XJ é um polindmio irreduti

vel em K[X] =R/, [X] , entdo os ideais de R[x] dados por

Mi==<M,hi(x)>==MR[x}-+hi(x)R[x] sdo todos maximais, distin-

tos dois a dois e sd3o os Gnicos ideais maximais de R[x] .

Além disso, o quociente R[x]/M € isomorfo ao corpo
i

KLX]/<H;(X)> c

Com este resultado e com estas mesmas notacoes

utilizadas, mostramos a seguinte

Proposicao 2.7:

Se f(X)€ R[X] & um polindmio separavel, en-

tao f£'(X)€ U(R[x])

" Prova:

Suponhamos inicialmente que R ¢é um anel lo-
cal, cujo ideal maximal é M . Neste caso o polindmio

f(X)€ K[X] & separavel sobre K=R/, . De fato, sendo R[x]

uma R-algebra separavel, K® R[x] & uma K-algebra separavel.

Mas

KX/ x> =R X ey R/ [x] = R u1x))/ (erixtonx i ‘.XJ’ =
=R[x]/fR[X]+M[X] = R[x]/MR]_xj = R/M® R[X] =K®R[X] 7S

2ssim, K[X]/cf(x)> €é uma K-algebra separavel, ou, equivalen

temente, T(X)€ K[X] € um polindmio separavel sobre K==R/M .
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Portanto, por 2.5;ff(x+-<?(x)>)€7U{K[x]/<f(x)>l i U(R[x}/cu,f(x)>)

e T(X)=3,(X)...g (X) , onde os polindmios g (X)¢ K[X] sao

todos irredutiveis e distintos dois a dois. Mostremos que is-
to implica £'(x) € U(R[x]).
Pelo lema anterior, sabemos que os ideais de

R[x], M; =<M,g; (x)>, s3o todos distintos e sao os Gnicos ide-

ais maximais de R[x| . Ent3o, se f£'(x)¢ U(R[x]) , existe al

gum i€ {1,2,...,m} tal que f'(x)e Mi==<M,gi(x)> , ou seja,

£'(X) € <M,g, (X)> (ideal de R[X]) . Como

£(X)R[X]C M[X] + £(X)R[X]C M[X] + g9; (X)R[X] , podemos conside-

rar os seguintes homomorfismos candnicos

o1 0y Oq
R[XJ_*R[XJ/<f(x)> iR[x]/<M’f(){)> R[x]/ﬂ“,g.(}())
z

Entao, se 0=0300,00, , vemos que f£'(X)€ Ker ¢ , ja que
£'(X) € <M,g; (X)> . Por outro lado, U[f'(X]]==o3(?'(x)] , uma

contradigcao (pois neste caso f'(x) nao poderiaser um inver

sivel em R[X]/‘(M,f(}{)) ~ K[x]/<'f(x)>) :

Logo, f'(x)€ U(R[x]) , o que completa a prova
deste primeiro caso.
Se R € um anel arbitrario, f£'(x) & inversi

vel em R[x] se e s&se f'y(x)=£'(x)/, & inversivel em
(R[x])M , para cada ideal maximal M de R (ver NOTA a se-
guir). Podemos assim completar a prova facilmente. De fato,

se R[x] & R-separavel entao R[xJ@ﬂﬁi =RM[xJ==RM{XJ/<f (X) >
M
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é separavel sobre Ry . Logo, f'(x)/l € inversivel em

(R[x])M , para cada ideal maximal M de R , donde f£f(x) &

inversivel em R[x] . ]

NOTA: Se A é uma extensao comutativa de R entao um ele-

mento a€A é inversivel em A se e sO se a/l é inversivel

em Ay , para cada ideal maximal M de R . De fato, se
a€U(A), entao ab=1, para algum b€ A . Entao a/y b/1=ab/l=
= 1/, , donde segue que a/,€ U(A,) , para cada ideal maximal

M de R . Para mostrar a reciproca, observemos que O homomor

fismo de R-modulos fa : A>A daddo por fa(b)==ba , para cada

b€ A & um epimorfismo se e so se fa t Ay > Ay € um epimorfis
y S,

mo de RM—madulos, para cada ideal maximal M de R . Entao,
se a/le.U(AM) , para cada ideal maximal M de R , & claro

que fa é um RM-epimorfismo. Logo, existe be A tal que
M
fa(b) =1 , ou seja, a€Uu(ar) .

Se A e A' sao R-algebras, dizemos que A &
uma R-AI,GEBRA HOMOMORFICA a A' se existe um epimorfismo de
R-algebras de A em A' .

Agora podemos provar o seguinte teorema, funda-

mental para nosso objetivo.

Teorema 2.8:

Seja f(X)€ R[X] um polindmio mdnico tal que

f'(x) €& inversivel em R[X]/<f(x)> , onde x=X+<f(X)> &
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a classe de X mdodulo f(X) . Entao existe uma extensao de

Galois A de R com grupo de Galois G=S  que contém e-
lementos Aqreees a, tais que:

: - = e TT -
(i) £(X) = (X al)...(x an) e i3 (ai aj)GZU(R)

(ii) A==R[a1,...,an] é um R-mddulo livre de

posto igual a n! ;
(iii) se A' €& um anel extensao de R que

contém elementos a},...,a¥ tais que A'==R[ai,...,a;] e
f(X)==(X-ai)...(X-—a;) entao A & uma R-algebra homomor-
fica a A' , através da aplicagao g(al,...,an)r*g(ai,...,ag),
para cada g(al,...,an)€ A .

Além disso, o elemento de G correspondente

a cada permutagao o€ S, € o automorfismo de A denotado
¥* * "} e
por o* , onde o [g(al,...,an)J g(ao(l),...,ao(n}) , para

cada g(al,...,an)E A 4

Prova:

Suponhamos inicialmente que 38f=1 , ou seja,
f(X) =X+r , para algum r€ R . Neste caso, tomamos A=R,
gue € uma extensao de Galois de R com grupo de Galois

G=={idR} . O restante & trivial.

Suponhamos agora que 3f>1 . Seja X uma

1

indeterminada e seja a1==x1+-<f(x1)> . Entao & facil ver

Sotorial §° )

’
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gue as R-algebras R[xi]/<f(xl)> e R[al] sao isomorfas e,

portanto, os anéis de polindmios R[xlj/<f(xl]>[xl o

R[al][x] sao também R-algebras isomorfas. Entao, como a; €

raiz de £(X) em R[a;] , o polindmio f£(X)€ R[a;|[X] decom
poe-se da seguinte maneira: f(x)==(x-al)f2(x) , para algum
polindmio ménico f£,(X)€ R[al][x] - se 3f,>1 , utilizamos o
mesmo raciocinio acima. Seja X2 uma indeterminada e seja

a, =X, + <f,(X,)> a classe de X, em R[alj[xzj/<f2(xz)> :

Entdo a, & raiz de £,(X) em R[al][xz]/<f2(x2)>°’R[alJ[a2] ~

= R[al,az] e, portanto, fZ(X)==(X-a2)f3(x) , para algum po-

lindmio ménico f£,(X)€ R[al,az][xl de grau maior ou igaul a 1 .

]

Assim, por indu¢ao, obtemos uma extensao R[al,a,),...,an_1

do anel R no qual £(X) decompoe-se na forma

f(x)==(X-al)...(x-an_l)fntx) , onde fn(x) € um polindmio

mdnico pertencente a R[al,...,an_l][x] , cujo grau é 1, i.e.,
£, (X) =X-a, , para algum a € R[al,...,an_l] . Logo,
A==R[al,...,an]==R[a1,...,an_l] € uma extensao de R onde

f(X) decompoe-se num produto de fatores lineares.

Antes de completarmos a prova de (i), mostre-
mos as outras partes deste teorema. Do raciocinio acima fica
claro que A ¢é um R-mddulo livre. De fato, R[al] é um R-md

dulo livre com base {1,al,al,...,a1 , onde n=23f . Ainda,

3f,=n-1, e, portanto, R[al,az] & um R[al]—médulo livre
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2 =3 N ,
com base {l,az,az,...,ag } . Em geral, R[al,...,ai] e um

4 2 g _
R[al,...,ai_l]-modulo livre com base {l,a.l,.ai.....,.ai1 *}, pois

' afi=n—i+1 , para cada i€{1,2,...,n} . Logo, A=R[al,...,an]

é um R-mddulo livre cuja base possui n(n-1)(n-2)...2.1=n! e-
lementos (de fato, tal base € do tipo

il J'.2 in
{a1 a,"...a | 0 < ij s<n-j ,¥je{1,2,...,n} ). Fica assim comple
ta a prova de (ii).

Consideremos agora A' um anel extensao de R ,

que contém elementos aj},...,a* tais que A' =R|_'ai,...,a;] e
f(X) =(X~- ai) wioia bR a;) ', @ mostremos que vale (iii). Para tal,

utilizamos indugao sobre n=09f. Se n=1 , entao A=A'=R , e
nada ha a provar. Suponhamos entao que para algum m<n ,

Am=R[a1,...,am] € uma R-algebra homomorfica a %=R[ai,...,a;‘1]
através da aplicagao ¢ dada por !L[g(al,. .im ,am)] = g(ai,.. . ,ar":l)
para cada g(al,. ..,am)e Am . Entao esta aplicagao induz um e-

pimorfismo de R-algebras V:A [X]->a!la* .]

, dado por
K . K

- e = 2

Wiz 95(ayseeeq)X ] =2y g5(at,...oaf) (ak )

e , para cada

K
i§0 gi(al,...,am)xleam{xJ , como é facil verificar. Como vi-

mos acima, o polindmio £(X) em Am[x] decompoe-se na forma
£(X) = (X-aj)...(X-a)f . ,(X) , onde £ ,,(X) €A [X] . Entao

V[E(x)] =(x-a¥)...(x-a¥)P[f  ,(X)] . Por outro lado, como

m+1
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£(X) € R[X] , sabemos que Y[£f(X)]=£(X) . Portanto, em A'[X],

obtemos (x-ai)...(X—aI:)@l:fm+l(x)'|=(x-ai)...(}{-—ar"{} , ou

seja, IIJ.[an_l(X)] = (X~-a* )...(X—-a;{) . Assim, a* é raiz de

m+1 m+1

E[fmﬂ(x)] = [w(fm+1)](x) , donde f (X) € Ker Y. Logo, temos

m+1

un epimorfismo induzido de R-dlgebras 1§ : M {X!/<fm+l(X) >

= A,y > Aplar T=2n,, dado por Jlglay,....ay, )] =glaf,...,a% )

Portanto, existe um epimorfismo de R-dlgebras de A=R[a;,...,a,]

em A'=R[a},...,a*] nas condigBes de (iii).

Seja o wuma permutac¢idao de S, - Definindo
aj’f=a0(i) , para cada i€ {1,2,...,n} , vemos que R|a
e que existe um epimorfismo o* : R[al,.. i ja

dado por 0*[g(al,...,an):| =g(a*,...,a;) , para cada

g(_al,...,an)eA . Ainda, como ¢ é uma bijegao, é facil cons

tatar que o* & um automorfismo da R-algebra A .

Sabemos que f(X) = (X~- alJ fz(X) , onde
£,(x)€ R[a;][X] = R[Xl]/<f(xl)>|:){] . Entao £'(X) =£,(X) +(X-a) £ (X

e, portanto, f'(al) =f2(al) = (al—az) (al-a )...(al-—a ) + Co

3 n =

mo por hipdtese f' (al) = £'(X) + <£(X;)>) € inversivel em

J | -a.) & in-
= ]

n_
R[x;17, £(X))> © R{a;] , vem que £'(a;) =;ﬂ; (a)

versivel em A . Portanto, al—ajE u(a) , para cada jc{2,3,...,n} .
Ainda, dado i€{1,2,...,n} com i#3j , escolhemos 9, €8,

tal que 01(1) =i e oi(J) =3 . Entao ai-aj=0j’_‘(al—aj)€ u(a)
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Logo, il#lj (ai—aj)e: U(A) . Assim, ai#aj , sempre que 1i#3j .

Potanto, se G denota o conjunto de todos os automorfismos

. o* , i.e., G={o*| o€ Sn} , entao é facil verificar que G &

isomorfo a Sn .

G

Seja R'=A" . Entao existe um inteiro

me€{l,2,...,n-1} talque R'CA _CA . Seja r'€R'CA =
= [a__.] . Entao x'= oe b.(a_ )3 , onde b.cA

Ar-p-1%n-md - 3=0 P3%n-m!” ¢ 5€ Pp-mp-1 ¢
para cada j€{0,1,...,m} . Seja t wum inteiro tal que

n-m<tsn e seja o* um elemento de G tal que o*(an_m)=at

e 0*(ai)==ai , para cada i€ {1,2,...,n-m-1} . Entao, como

b.€ A 1 é claro que 0*(bj) =k,

3 i j para cada je€ {0,1,...,m} .

Assim, podemos escrever

m m m
Z j."".. ''=qg%* ) = Z j = g J =
f=0 bylan ) =5 =o*ir') = i bowta, 17 = Lo byay
L} m,
= b, + /= b.a) , donde j2=J'1 bjag+b0 -r'=0 , para cada intei

ro t que satisfaz a propriedade n-mstsn .
Considerando agora a matriz de Vandermonte de

ordem (m+1l)x (m+ 1)

1 a 2 am i
n-m 4n-m . n-m
2 m
1 n-m+1 an-—m+1 e Ry kY ”
: 2 m
_l a, a, Sl & a, |

vemos que ela é inversivel, pois seu determinante é



+ 3
T n=m<i<jgn

admite unicamente a solugao trivial. Portanto, b

cada

G
R
Logo, R'"=A"C An—m-l

G

A  =R'C AO =R . Assim, podemos concluir que

2.1, A & uma extensao de Galois de

G formado por todos os automorfismos de

- aj)E U(A) . Assim, O sistema

m
C T - an-m | 1%1 0
m
a-m+l °° @n-me1l | X2 ) 0
an . & w % ] -‘xm+l_‘ -Odr

j€ {1;2'.--;1“}

- P =
e b0 X

0 . Ou seja, r' =b, €A

. =0
J

; Para

n-m-1

. Entao, por indugao, temos que

AG=R ; €, por
R com grupo de Galois
A da forma 0* on

de oe¢ S, + © Jlj (ai-aj)é U(R) , ficando assim completa a

[

prova.

sultado principal deste trabalho. Ele resume os resultados an

teriores e apresenta outras caracterizagoes para um polindmio

separavel.

Estamos agora em condigOes de estabelecer o re

Teorema 2.9:

Seja

sao equivalentes:

(a)
(b)

(c) existe um anel extensao de

f(X)€ R[X] . Entao as seguintes condicgdes

f(X)
f(X)

& um polindmio separavel scbre

€ monico e

£'(x) € U(R[X]/

R

-

<f(x}>) ;

R que contém

192 -
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elementos’ al,...,an tais que f(X)=={X-—al)...(x—-an) e

EP) - 8,) € :

(d) existe uma extensao de Galois de R que

contém elementos aysreeeady tais que £f(X) = (X~ al)...(x-an)

e il Jl- (ai-aj)F.‘U(R) 3

(e) para cada ideal maximal M de R , a ima-

gem de £(X) €& um polindmio separavel sobre o anel local Ry i

(f) para cada ideal maximal M de R , o polind
mio obtido a partir de £(X) , reduzindo seus coeficientes mo-

dulo M , n3o tem raizes multiplas no fecho algébrico de R/M
(i.e.,, € um polindmio classicamente separavel sobre R/M) ;

(g) se t denota a aplicagao trago do R-mddulo

livre R[x]==R[X]/<f(x)> entao o determinante da matriz

(t(x %)), com 05i,j<3f , € um elemento inversivel de R .

Prova:

As implicagoes (a)=>(b), (b)=(d), (d)=>(c) e
(c)=>(a) sao conseqliéncias diretas de 2,.3,2.7 e 2.8, como &
facil verificar.

(a)e=(e) :
Como R[X]/,_ £(X) > é uma R-algebra finitamen

te gerada e projetiva como R-mddulo, podemos aplicar 1.4
Entao temos que £f(X) & um polindmio separdvel sobre R se

e sO se R[XJ/<f(X)> € uma R-algebra separavel, ou, equiva-

lentemente, R, ® R[XJ/<f(X)>::RM[XJ/<fM(X)> € uma RM-élgebra
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separdvel, para cada ideal maximal M de R .

(a)e=(£) :

Por 1.4, o quociente R[x]==R[X]/<f(x)> é R-se
paravel se e sO se R/Mtbﬂ[x]==R[x]/MR[xl é uma algebra sepa
ravel sobre R/ , para cada ideal maximal M de R . Por ou

tro lado, se f(X) denota o polindmio obtido a partir de £(X)

reduzindo seus coeficientes médulo M , temos que as R/M-élgg
bras R[k]/MR[xT e R/M[x]/<?(x)> sao isomorfas, conforme

foi mostrado na prova de 2.7. Assim, f(X) € um polindmio se-
paravel sobre R se e sd se f(X) & separavel socbre o corpo

R/y + i.e., T(X) & classicamente separavel socbre R/ -

(a)=>(g):
Sabemos que R[X]/<ftx)> é um R-mddulo livre

de base {l,x,...,xn-l}, onde x=X+<f(X)> e n=23f . Entao
é claro que as projegdes naturais :R[XJ/(E(X)>—+R formam,
_1}

; n ;
junto com a base {1,x,...,x , um sistema de coordenadas

projetivas para R[X]/<f{x)> . Portanto, a aplicagdo trago de
i
3

tal R-mdodulo pode ser dada por t(z)==f;b ﬂi(le) . Ainda, co

“p

mo R[x] =R[X]/ é R-fortemente separivel, por 1.2 esta

<f(X)>
aplicagao trago & um gerador livre do R[x|-mddulo a direita

HomR(R[x],R) . Em particular, para cada ic¢ {0,1,...,n-1} e-

=

n—
xiste um elemento zi--=k

M

0 rik.ka R[x] tal que ni==t(zi~) .
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Portanto, para cada i,j€¢f{0,1,...,n-1} , éij='ﬂi(x3) =t(zixj) =

< rikt(xkxj)

= £30 , donde resulta a seguinte equacao matricial:

< EV ; :
(rik) (tix = ))-Inxn , (onde I,«xpn Yepresenta a matriz unidade

de ordem nxn). Portanto, o determinante da matriz
€ um elemento inversivel de R .

(t(xkaJ)OSi'j<n

(g)=> (a)

Segqguindo exatamente o caminho inverso da prova

acima, vemos que ni=t(zi—) , para cada ie€ {0,1,...,n-1} ,

onde cada w; representa a projegcao candnica de

R[x] =R[x]/<f(x)> no i-8simo somando R.x . Ainda, se

f€ Homp (R[x],R) & um R-homomorfismo arbitrdrio de R[x] em

n-1
- i i ¥
R entao, para cada y=/7 rixle R[x| , temos que
n-1 \ n-1 n-1
£ly) = 2 v £(xh) = 00w ety = 2o £, (y) L donae
Y) =i{Tp Ty i "y f=p BxTmg(y) . do
n\:], n\:_], .
f=i/;-0 f(xi)ﬂj.:{___:o t(f(xl)zi-i . Portanto, a aplicagao trago

t:R[x] R & gerador do R[x]-mddulo a direita Homg(R[x],R).

Para mostrar que t é um gerador livre, suponhamos que t.a=0 ,
para algum acR[x| . Entdo t.a(z;) =t(az;) =0 , para cada

i €0, iiavan=1l) ; lOg0; ni(a) =t(zia) =0 , para cada i , e,

portanto, a=0 . Assim, por 1.3, a prova esta completa. D

O determinante da matriz (t(xixJ]] dada no
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item (g) do teorema acima e denominado DISCRIMINANTE DE f(X) .

Vejamos agora algumas conseqliéncias dos resulta

dos acima. Primeiramente, a seguinte nota é clara:

NOTA 1: Seja f(X)€ R[X] um polindmio ménico. Se existe um

anel A extensao de R gque contém elementos aysevesay tais
= - - =T_T e ey -

que £(X)=(X-ay)...(X-a)) e U 173 (a; aj) é€ um nao di

visor de zero de A entao £(X) € um polindmio separavel so

bre RU -

NOTA 2: Nas mesmas hipoteses do teorema 2.8, mostremos que

R[al,...,an] € imagem homomdrfica da R-algebra fortemente

separdvel R[X,]/ @ ..A@R[Xn]/Cf(xn)> . De fato, obser

<£(X,)>

vemos inicialmente gque existe um epimorfismo de R-algebras
o : R[xl,...,xn]-*R[al,...,an] , dado por ®[g(X,,...,X )] =
= g(a;,...,a,) , para cada g(X;,...,X )€ R[Xl,...,xn] ; €0
mo & facil verificar. Ainda, como f(Xi)E Ker ¢ , para cada
ie{1,2,...,n} (ja que f(ai)==0) , podemos considerar o epi
morfismo induzido de R-algebras

¢ : R[xl'""xn]/<f(xl},...,f(xn)>_*R[al’°"’anj . Mostremos

agora que as R-algebras R[xl"“'xnj/<f(x e

lfa»ofxn}>

R[Xl]/<f(x1)>@ "'Q‘R{xn]/<f(xn)> sao isomorfas. De fato,

é facil ver que a aplicacgao
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Vs RIR L g (g1 5D = on® R[% /e x )5 R[Xl""'xn-]'/<f{xl),...,f(xn)>

dada por ¥{[p)(X)+<E(X))>]®...& [p (X ) +<£(X)>]}=p, (X)) ...p (X)) +

+ <£(X) .0 E(X)) 2 é um homomorfismo de R-algebras que leva

a base
il in of-1
{xl ®...®xn }il'”"in=0 (onde xi=Xi+<f(Xi)>) de

R[x1]/<f(xl)>®""® R[xn}/<f(xn)> na base

i1 i af-1

n
{xl D N +<f(x11,...,f(xn)>}i de

1,ooo,in=0

R[xl""'xn]/<ftxl),...,f(xn)> . Assim, Yy é um isomorfismo

entre tais R-algebras. Ainda, como f(X)¢ R[X| & um polind

X = - » ~ g I
mio separavel, & claro que R[XlJ/cf{xl)ﬁﬁ"‘clexn]/<f(xn)>

é uma R-algebra fortemente separavel. Logo, Rfal,...,an[ é

imagem, por ¢ , de uma R-3lgebra fortemente separavel. Por

1I.2.5., segue que R[al,...,anj € também uma R-algebra se

paravel.
B facil observar agora que o raciocinio acima

pode ser feito para qualquer numero m de raizes Aqre-erdy

de f(X) em A . Torna-se claro entao o seguinte

Corolario 2.10:

Sejam f(X)€ R[X] e A uma extensao de R

que contém elementos ajs...0a, tais que f£(X) =(X-a;)...(X-ap))

n n

T - * * 0 3 T
e 1% (ai aj)e U(R) . Se afs....ap (m<») sao raizes ar
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bitrarias de f(X) em A , entao R[ai,...,a%] é imagem ho

momorfica de uma R-algebra fortemente separavel.

Os teoremas 2.8 e 2.9 tém como conseqliéncia o

seguinte

Corolario 2.11:

Seja f£(X)€ R[X] um polindmio monico. Entdo existe
um anel extensao de R due contém elementos ay,...,a,  ‘tais
que f(x)==(X-al)...(X-an) . Neste caso, f(X) & um polind

mio separavel sobre R se e sO se g;g (ai-aj)e U{R)

Prova:

Como na demostragao do teorema 2.8, tal exten

s3io de R & A==R[a1,...,an] » onde a; =X, +<f(X;)>€R[X,]/

<f(xl)>
a2=X2+<f2(x2}>€R[al][x2J/<f2(x2)> & £(X)=(x-a,)E,(x) ,
para algum polindmio £,(X)¢€ R[alj[X] , etc. Além disso, pela

equivaléncia (a)t=(c) do teorema 2.9, & facil concluir esta

prova. []

Corolario 2.12:

Sejam r€R e n um inteiro maior do que 1 .
Ent3o o polindmio X" -re R[X] & separadvel sobre R se e sd

se n.lR e r sao elementos inversiveis de R .
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Prova:

Seja f(X) =x"-r , @ consideremos o quociente

R[x] zR[X]/<f(x)> , onde x=X+<f(X)> . Entao sabemos que x

& raiz de f(X)¢ R[x][X] e, portanto, x"=r . Além disso,

n-1

f'(X) =nX . Assim, pelo teorema 2.9, f(X) =x"-r & um po

lindmio separavel sobre R se e sO se nx" " te U(R[x]) . Mos-

tremos entao que nx""Le U(R[x]) se e sb se n.lRCU(R) e

r € U(R) .

Se r€U(R) e n.lp€U(R) , entao x¢€ U(R[x])
(ja que x'=r), e & claro que " le U(R[x]) . Reciprocamen
te, se nx*"te U(R[x]) entao nx® Ik (x) =1 , para algum ele-

= S

. i = s __.h=-1 } i
mento k(x) =/ r;x eR[x] . Ou seja: 1=nx Ly L% =
n-1 n-1

= if:; nrixn+i_l=nr0xn—l+i>-;;; nrirxl_l , donde vemos que

nr,r=1, ja que R{x] & um R-mddulo livre. Assim, r ¢ U(R)

e n.lRGU(R} , © gque completa a prova. D

Corolario 2.13:

Seja R uma algebra sobre o corpo primo

GF(p) , (P#0) e seja £(X) =xP+r P D, o ®Pir Psrerx
m-1 1 0
onde m>1 e p>n . Entao

(i) se n=0 , f(X) nao é separavel sobre R ;
(ii) se n=1, £(X) & separavel sobre R se

e sO se rer(R) ;
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(iii) se n>1 , £(X) é separavel sobre R se

esdse r, e r sao inversiveis em R .

Prova:

Se n=0 , entao

£'(X) =pmxpm-l + p(m—l)rm_lxp(m_D + ... 4 prlxp_l =0 , pois R

é uma GF(p)=-algebra. Entao f'(x) nao é um elemento inversi-

vel de R[x]/<f(x)> , e, portanto £(X) nao & separavel so-

bre R .

Se n=1],

xp(m—l)-l

Y =r

+ ... +pr xP~1yr

i _ pm-1 -
f'(X) =pmX +p(m=1) 9 1 0

0 -
Entao pelo teorema anterior, f£(X) & separavel sobre R se

e sd se rO€U(R[x]) , onde x=X+<f(X)> ., Mas & facil ver
que, como R[x] € um R-mdulo livre de posto finito, rje€ U(R[x])

se e sO se r, € U(R) . Assim, fica mostrado (ii).

Finalmente, se n>1 ,

xp(m—l)--l+ n-1 n-1
1

pr-l —— prl}-{pml +nryX =nr,X

f'(X) =pmnX + p(m=1) S

Entao £(X) & separavel sobre R se e sd se nroxn-l & um

elemento inversivel em R [x] , ou, equivalentemente, se Nely o

r, e x sdo inversiveis em R[x] . cComo 1l<n<p , n.1, &

sempre inversivel em R , e, portanto, também em R [x| . 2lém

disso, rje U(R[x]) se e sd se ry € U(R) , como é facil verifi

car. Mostremos, finalmente, que x¢ U(R[x]) se e sd se re U(R) .

-1 pm-1

Suponhamos que x e€U(R[x]) , e seja x = Com-1%

+...+cyxtcy € R[x]
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=k

Entdo xx ~ =1 e considerando que f(x) =0 e que R[x] &

um R-modulo livre de base {l,x,xz,...,xpm-l} , @ facil ob~-

ter Cpm_lr-+l==0 . Assim, r€ U(R) . Reciprocamente, se

r € U(R) , entao

x (xPm1 +rm_lx£°(m'l)'l o +r1xp‘l+ rox""1) =-r e u(R)C U(R[x]) ,
donde x € U(R[x]) , o que completa a prova. L]

Vejamos agora algumas conseqliéncias para anéis

que nao possuem idempotentes proprios:

Proposicao 2.14:

Sejam A e R anéis sem idempotentes proprios,
e seja £(X)¢€ R[X] um polindmio separdvel e de grau n sobre
R . Entao £f(X) nao possui mais do que n raizes em A . Além
disso, se o,B sao raizes distintas de £f(X) em A , entao

a-BE€ U(A) .

Prova:

-

Como A & uma R-3lgebra comutativa e f(X) é

um polindmio separadvel sobre R , A® (R[X]/

<f(X)>) € uma
A-3lgebra separavel. Observemos que A@J(R[XJ/<f(X}>) é iso-
mor fo a A-algebra A[x]/cf(x)>=A|-X]/f{X)A|'XJ . De fato,

como R[XJ/<f(X)>=R.lGBR.x&)...@R.xn_l como R-mdédulo, en
tdo & claro que a A-algebra AGJ(RLX]/<f(X)>) é livre como

A-modulo, com base {18>xl}2:é , ou seja,
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A® (R[X]/ £ (x)>) =A- (10 1) @A(1® X) & ... ®A. (1© x" 1) . Ainda,
& claro que a A-algebra A[X]/<f(x)> & também um A-médulo 1li
vre, com base {1 , :'E,...,i"{n_l} , onde X representa a classe

de X no quociente Af_X]/<f(X)> . Ent3o existe um isomorfis-

mo natural de A-mddulos 1 : A[x]/cf(x)>+A® (R[X_J/‘(f(x)}) da

Q_: ~‘ n-‘ Lad - -
dado por Y {-;0 aixl) =iy___._—=.§ ai®xi . Tal aplicacao ¢ e ate

um homomorfismo de anéis, como e facil verificar. Portanto,

as A-algebras A® (R[X]/<f(x}>) e A[I_X]/<f,(x)> sao isomor-

fas, e entao Al__}{]/{f(x)> @ uma A-algebra separavel.

Sejam Oqreeer Op raizes distintas de f(X) em
A . Para cada ie{1,2,...,m} , consideremos a aplicacgao
- 3 A :
h‘i : Af__X_] +A dada por hj_(:.'/-;0 ajxj) :j%*—b aja?_ , para cada
r A
jS=_:0 aij&‘A[x] . E claro que cada h;, & um homomorfismo de

A-algebras. Além disso, hi[f(X)J -—-f(ui) 0 , donde F(X)€ Ker hi i

para cada i€ {1,2,...,m} . Assim, cada hi induz um homomor
fismo de A-algebras g, : A[x]/<f(}{) ,*A , dado por

g; (k(X)) =k(a;) , para cada k(X € A[X]/ gy, -

Observemos agora que se i,j sao elementos dis

tintos de {1,2,....,m} entao os homomorfismos 9; © 95

sao distintos. Assim, aplicando II.2.21 (notar que como R

nao possui idempotentes proprios g; e gj sd3o homomorfis-

mos fortemente distintos sempre que 1i# j), existem idempo-
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tentes e € A[X]/ eom 1e{d),2y....M} , dols & aois o

1 <£(X)> !
togonais tais que gi(ej) =6ij , € gil:k(i)].ej_:k(i'c}ei ; pa-

ra cada k(%) e A[X]/ . Entao, como postoA(A{_XJ/ ) =n

<f£(X)> <f(X)>

e iél (A[x]/<f(x)>)C.A[x]/<f(x)> , temos que

m
m < posto, [ @) (A[X]/ ¢ (x)s)] €n + o que completa a prova da
primeira parte.

Sejam o,B&€ A raizes distintas de £f(X) em

A . Podemos supor que a=a, e B = O‘j , Para 1i#3j , e consi

deremos novamente os idempotentes ortogonais obtidos acima ,
€reves€ € A[x]/<f(x)> . Entao sabemos que Xe, =g, (X)e, = ey o
para cada i€ {1,2,...,m} , ou seja, (x- ui}ei=0 . Assim,
<¥-ag> & um ideal contido no anulador de e, em E=A[XI/<f(X)> ;
Reciprocamente se p(?c)E‘AnK(ei) , entao p(i)ei=0 , € por-
tanto, aplicando o homomorfismo 9; - tem-se que p(ai} =0 ,
ja que g (e;) =1 . Assim, p(x) € <x - ;> , e, portanto,
<x - ai>=AnX(ei) , para cada i€ {1,2,...,m}

Mostremos agora que 0s ideais <X - > e
<X - ay> de A[X] sao comaximais para i#j . Vejamos antes
que <3":—ai> e <x—aj> sdo ideais comaximais de A . De
fato, (1 —ej-)ei =0 e, portanto, 1 -e;€ An—A-(ei) =<x - Ui> .
Assim, como eiE AnK(ej) , vem que 1= (1- ei) + eic‘;‘. <x - ui>+<§-cj> 1

ou seja, A=<X —oy> 4 <x - aj> . Entao existem elementos

p(X),q(X) € A tais que p(i)(ﬁ—ai) +q(5§)(3’<—on =1 , ou ainda,
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P(X) (X -a,)+ q(x)(x——aj)-1€2<f(x)> . Logo, como o e raiz de

f(X) em A, [b(x)-k(X)](X-ai)-*q(X)(X-—aj) =1 , para algum
- polindmio k(X)€ A[X] . Assim,<}(—ai> e <x-—cj> sao ideais

comaximais de A[X] . Portanto, aplicando o homomorfismo hi

na expressao acima, vem que q(ai)(ai-aj)==l , ou seja,

(ai-aj)E U(A) e a prova estd completa. ]

Corolario 2.15:

Se R & um anel sem idempotentes proprios e se

n & um inteiro maior do que 1 e tal gque n.lRETU(R) entao

R tem no mdximo n raizes n-ésimas da unidade.

Prova:

Pondo f(X) =X"-1€R[X] , por 2.12, vemos que
f(X) & um polindmio separavel sobre R . Entdo, fazendo A=R

em 2.14, seque que f(X) nao possui mais do que n raizes

em R . []

Queremos agora, para finalizar, analisar qual e
a relacdo existente entre os polindmios separaveis sobre R e
as imagens homomorficas de R[X] (i.e., imagens de R[X| por
um epimorfismo) , no caso de R nao conter idempotentes pro-
prios. Na demonstrag¢do, utilizamos um resultado de [13], cuja

prova omitiremos por razoes de espago.

Corolario 2.16:

Suponhamos que R nao possui idempotentes pro-



prios. Sejam T uma R-algebra fortemente separavel sem idem
potentes proprios e o um elemento arbitrario de T . Entao
. R[a] & uma R-subdlgebra separdvel de T se e sO se a &

raiz de algum polindmio separavel sobre R .

Prova:

E claro que se f(X) & um polindmio separavel
sobre R tal que f(a) =0 entido R[a] & também R-separa-

vel, pois & imagem homomdrfica da R-algebra separavel
RI:X]/<f(x)> 4

Suponhamos agora que R[o] @ uma R-algebra se
paravel. Sendo que T & uma R-algebra fortemente separavel,
existe uma extensao de Galois T' de R , sem idempotentes
proprios o que contém T (ver teor. 1.1 de [13]). Como R|a]
é uma R-subdlgebra de T , vemos que R[a] € também uma R-sub
algebra de T' . Entdo podemos supor, sem perda de generalida
de, que T & uma extensao de Galois de R .

Sejam G o grupo de Galois de T sobre R e
H o subgrupo de G que deixa R[o] fixo. Ent3o sabemos que
™ =R[d] , por III.2.2.

Sejam cl==idT,02,...,0r representantes de to-

das as r classes laterais 3 esquerda distintas de H em G

e seja f(x)==giz [X-di(aJ] . Podemos observar entao que, pa
r_

ra cada 0€ G , o[f(X)] =J_T=il (X - oo, (a)] . Alem disso, para

cada i€ {1,2,...,r} , existe um indice j e um elemento

gje H tais que oci==0jcj e & claro que, se 1i#j , entao

205

pastal 0
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00 e Uoj sao elementos de classes laterais distintas. Por
r r

o _ =t = o

tanto, off(x)]=;:!; [X—ojr;j(u)‘[—jz[ [x oj(a)_i—ftx) , don

 de segue-se que cada O€E G deixa os coeficientes de £ (X)

fixos. Assim, f(X)¢€ TG[X_] =R([X] . Ainda, como o,=id; , &

claro que f(a) =0 . Logo, resta-nos mostrar apenas que f(X)
@ um polindmio separavel sobre R .

Para tal, e suficiente mostrarmos que
oy (o) -Gj(u)€ U(T) , sempre que 1i#3j . Suponhamos que existam

i,je{l,2,...,x} , com i#3j e tais que o (a) -oj(c:)ﬁ’U(T) i

~ -1 -1,
Entao, pondo o5 cj=c , vem que a-o0(a) =oi [oi(a) —oj(a)]gfu('r) ;

Vamos chegar a uma contradigao, mostrando que o€ H .
Seja M um ideal maximal de T que contém o ele

mento a=-o0(a) . Entao, para cada inteiro positivo m ,

-2

Peo@™ =(0-0)) [a™L+d™ % (0) +a™ 3 o(0?) + ... +0 @™ H]eEM .
m m
. e i - > o i i
Assim, para cada B=i/—__:~0 ra € Rla] , B=0(R) =5p rylo —o(a))eM

Consideremos agora a fungao trago t:T >R , que &

i - @ -
dada por t(x) = p‘%"G p(x) , jJa que T e uma extensao de Galois

de R . Aléem disso, por III.l.5, existe um elemento c,€T tal

gue t(cO) =1 , e, por III.1.4., existem elementos xi,yie T

n

i,
(i=1,2,...,n) tais que 1>T=‘l xio(yi) =Glp , para cada PpPE€G .

Definimos entao E
— #
€= =1 Y'eg!
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N

w =y C(c xil
354 i € {1 }
Vi =tCH c(yi) , para cada i €il,2,...,n} . En

tao, como H & um subgrupo de G , & claro que Y{ui) =u; e

Y(vy) =v, , para cada YE€H , donde ui,viGTH=Rfc¢] . Ainda,

z, o,
para cada YEH , i/:l uiY(vi) = i/_;l uv, =
- 2. [Z ir > I ZD: N
= bken Hex iy =g, Fou {51 Slexy) nlyy) =
S .
57 ST i
= =2 r(e)s, =" zlec) =L £~ o, (cy) = S~ pleg) =1
n,Ze tn CEH zel =) 59 'Cg e G 0 ®

Por outro lado, se Y€ G-H , temos que Y=cj~n ’

para algum j#1 e mTEH , e entao

n n n

X OO y ; %7

< . = L & i) i ! = A 1S FAry o
f21 00 = ioldey Wexl ey iyl =n%eg i) Slex)nlyy)

]

>~ :
= n,ZeH C(c)GC,Yn-—O , pois ¢#yn , para r,neH .
S = = S
Logo, R Y(vi) 5HY , onde cSHY 1l , se
YEH, e SHY=0 , se Y£ZH . Portanto, se o¢ H , entdo
n n n
e >. T i
1= =1 uivi = gk uiO (vi) b | ui(vi - c(vi)) € , uma contra-

digao. Concluimos que OE€H , o que completa a prova. |_|

NOTA FINAL: Nos ultimos anos, varias pesquisas tém sido rea

lizadas abordando o estudo de separabilidade sobre anéis nao
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necessariamente comutativos. Em particular, problemas semelhan
tes aos assuntos abordados neste capitulo tém sido estudados
para o caso dos chamados "Skew Polynomial Rings" (ver [4} )
Rsultados correspondentes relacionados com a separabilidade,
neste caso, podem ser encontrados em (9], [11], [14], [16]

[12], [201, 211, 122] o [23l.
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RESUMO

Define-se algebra separavel sobre um anel comutativo
com unidade e mostra-se que este conceito generaliza o conceito
de separabilidade envolvido na teoria de corpos. Faz-se um es
tudo detalhado sobre as extensOes separaveis que sao quocientes
de anéis de polindmios. Em particular, obtem-se diversas ca-

racterizagoes de polindmios separaveis.

ABSTRACT

A separable algebra over a commutative ring is defined
and it is shown that this concept generalizes the one involved
in Field Theory. A detailed study of the separable extensions
which are quotients of polynomial rings is presented here. In
particular, one obtains several characterizations for separable

polynomials.
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