
I 
d 1 d Ri. o Grande do Sul Uni ve rsi daàe Fe e r a o 

Instituto de Matemática 

EXTENSÕES SEPARÁVEIS DE 

ANgiS COMUTATIVOS 

Dissertação de ~ .. ~strado * 

CYVARA SPERB CAVEVON 

Porto Alegre, novembro de 19 81. 

* Este trà.:la lho foi realizado rom bolsas cb estudo do CN?q e CAPES 



Dissertação realizada sob a orien

tação do Dr. MIGUEL A. FERRERO e 

apresentada ao Instituto de Matem~ 

tica da UFRGS em preenchimento paE 

cial dos requisitos para a obtenção 

do título de Mestre em Matemática. 



AGRADECIMENTO 

a todos os professores integrantes do Curso 

de Pós-Graduação deste Instituto, em esp~ 

cial a· meu orientador , Miguel Ferrero , por 

todo o envolvimento e dedicação com que sem 

pre me atendeu . 



SUMARIO 

.APRESENTAÇÃO 6 

CAPITULO I 

INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 

§1. MODULOS • . • • • • • • • • . • • • • • . . . . • . . • • . . • . . • • . • • • . . • • . . . . 9 

§2 . CATEGORIAS E FUNTORES DE M0DULOS .... ............. ~. 16 

§3 . DEFINIÇÃO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES DAS ÂLGEBRAS ... . 26 

§4. LOCALIZAÇÃO E POSTO DE MODULOS FINITAMENTE GERADOS E 

PROJETIVOS . • . . . . • . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 

§5. EXTENSÕES SEPARÂVEIS E EXTENSÕES DE GALOIS DE CORPOS 56 

§6. M0DULOS E AN~IS SEMI-SIMPLES . . . . . • . . . . . . . . . . • . . . . . . 70 

CAPITULO II 

ALGEBRAS SEPARAVEIS E EXTENSÕES SEPARÂVEI S DE AN~IS . ........ 78 

§1. DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE ÂLGEBRAS SEPARÂVEIS......... 78 

§2. ALGUMAS PROPRIEDADES DAS ÂLGEBRAS SEPARÂVEIS .. ...... 89 

§3 . ALGEBRAS SEPARÂVEIS SOBRE CORPOS .• •. ..... ... .. .. . .. . 113 

CAPITULO III 

SOBRE A TEORIA DE GALOIS DE ANgiS .• .. . .. .•. ...... ... . .. ..... 12 4 

§1 . EXTENSÕES DE GALOIS DE ANgiS COMUTATIVOS ........... . 125 

§2. TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS PARA ANP.IS . . 148 



.-• 

CAP!TULO IV 

POLINOMIOS SEP.ARAVEIS. • • • • • • • • • • • • • • • • • • . • • • • • • • • • • • • • • • . • • . 159 

§1. INTRODUÇÃO •••••• 159 

§2. POLINOMIOS SEPARAVEIS •••••••• ••• • ••••• • • • •.•• • • • • ••. 16 8 

RES UMO (ABSTRACT) ••••••• • •••••••••. • •... • •.•• . .•. ••. ..•.... 209 

BIBLIOGRAFIA •••••• • ••••• ••• •• • • • ••••••••• • •••••• • •• • ••• • •••• 210 



- 6 -

APRESENTAÇÃO 

Este trabalho de dissertação constitui - se ba-

sicamente do estudo de polinômios separáveis sobre anéis comuta 

tivos com unidade, ou, equivalentemente, de álgebras separáveis 

que sao quocientes de um anel de polinômios. 

Os capítulos I, II e III referem-se a conteúdos 

que sao pré-requisito a tal estudo. No Capítulo I desenvolvaocs 

os conteúdos básicos utiliz ados , tais como produto tensorial,~ 

àulcs projetivos, posto de módulos projetivos e finitamente ge

rados, Teoria de Galois de Corpos, etc. O segundo capítulo con 

tém definição e propriedades de álgebras separáveis sobre um 

anel comutativo com unidade . Nele é mostrado que es te conce ito 

de separabilidade é uma generalização do conceito de separabil~ 

dade envolvido na Teoria de Corpos. No Capítulo III , apresent~ 

~os um estudo detalhado sobre Extensões Galoisianas de Anéis 

Comutativos. 

O objetivo central deste trabalho· é desenvolvido 

no Capítulo IV. Nele, basicamente, apresentamos caracteriza~s 

distintas para a separabilidade de polinômios, e este conteúdo 

está baseado fundamentalmente nos trabalhos de Elkins , Janusz e 

Nagahara (ver bibliografia) . 
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Fazemos a seguinte convençao: uma citação do tipo I.4.5 

a - ... representa o 59 resultado da 4- seçao do Cap1 tulo I 1 enquanto que 

4.5 representa o 59 resultado da 4~ seção do capítulo que está 

·sendo apresentado no momento. 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

Neste capítulo apresentamos alguns dos conceitos 

e resultados que serão utilizados ao longo deste trabalho . Mui 

tos outros, no entanto, são supostos conhecidos pelo leitor, <.:Q 

mo, por exemplo, conceitos e resultados básicos de Teori a de 

GupÓs e Teoria de Anéis. Algumas questões r eferente s a t ai s as 

suntos podem, oo entanto, ser consultadas em [.1,0 J e .[25] . Ao longo de todo 

este capítulo, a maioria dos resultados citados não sao acomp~ 

nhados da respectiva demonstração. O leitor p ode consultar as 

referências que serao feitas oportunamente. 

Em todo este trabalho, os a néi s considerados têm 

unidade. Quando necessário, a unidade de um a ne l A será de no 

tada por lA . Além disso, supomos que todo s ubanel considera-

do tem unidade igual à unidade do anel que o c ontém e todo ho

momorfismo de anéis envia a unidade na uni da de . 

Ainda , U(A} e Aut(A) representam, respecti v~ 

mente , o conjunto dos elementos inversíveis e o conjunto de tQ 

dos os automorfismos do anel A . O anel dos inteiros é denot a 

do por Z e âf denota o grau de um polinômio f . 
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Os assuntos abordados nesse primeiro capítulo sao: 

módulos, os functores Hom e Produto Tensorial, definiçã o e e 

. xemplos de álgebras , posto de módulos projetivos, extensões de 

Galois de corpos comutativos e anéis semi - simples. A menos demen 

çao em contrário, os anéis aqui considerados não são necessaria

mente comutativos. 

§ 1 . M(>DUIJOS 

Se R é um anel (com unidade), um R-M6DULO À ES 

QUERDA M é um grupo abeliano (com notação aditiva), no qual es 

tá definida uma aplicação R x M-+ M , denominada OPERAÇÃO EXTERNA 

DO R-M6DULO, que associa a cada par (r f m) C R x M um elemen to de 

M que denot.amos por r.m (ou simplesmente rm) e que satisfaz as 

seguintes condições : 

a) r. (r 1 
• m) = {rr 1

) .m 

b) r. (m + m 1 ) = r.m+r.m 1 

c) {r+r 1 ).m = r.m+r 1 .m 

d) lR . m = m , para cada r,r 1 8 R , m,m ' 8 H 

Assim , se S é um subanel de R f então R é um 

S- módulo, onde a operaçao externa é a própria multiplicação do 

anel R . Ainda, qualquer grupo abeliano é um módulo sobre o a

nel dos inteiros. 

Analogamente , define-se R- M6DULO Â DIREITA. No en 

tanto, a menos de menção em contrário , o termo R-MÚDULO signifi

cará para nós R-tn5é!ulo à esquerda . 
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F! fácil verificar que se T é um anel e cp : R-+ T 

é um homomorfismo de anéis, então T é um R-módulo e todo T-mó

dulo M é também um R-módulo, se definimos r.m = (r.lT) .m , p~ 

ra cada re R , m€ M • Neste caso, dizemos que M é o R-MODULO 

INDUZIDO (PELA ESTRUTURA DE T-M0DULO) . 

Um subgrupo aditivo N do grupo (M , +) e um 

SUBMODULO do R-módulo M se r.ne: N , para cada r€ R , n8 N . 

Se N
1 

e N
2 

são submódulos de um R-módulo M então o conjun 

to N1 + N2 = {n
1 

+ n 2 I n 1E:. N1 , n 2 € N2 } é também um R-submódulo de 

M , e é denominado SUBM0DULO SOMA DE Nl e N2 . Ainda, dizemos 

que um R-submódulo N de M é um R-SOMANDO DIRETO de M se e

xiste um R-submódulo N' de M tal que N $N' = M ( $ represen

ta urna soma direta, isto é, N + N' = M e N(\N' = (0)). 

A seguinte proposição é de fácil demonstração. 

Proposiç~o 1.1 (Lei ModulA.r) 

Se M e N sao dois R-módulos e M' e um R-sub 

módulo de M então M'f"'\(MEf)N) = M'EB (M'I')N) 

Se M e N sao dois R-módulos, dizemos que uma 

aplicação f :M-+ N é um R-HOMOMORFISMO DE M em N se f e um 

homomorfismo dos grupos subjascentes tal que f(r.m) = r.f(m) 

para cada r € R , m € M . Quando um R-homomorfismo f : M-+ N é uma 

aplicação injetora, então dizemos que f é um R-MONOMORFISMO e, 

se f é sobrejetora, então a aplicação é denominada R-EPIMORFIS 

MO. No caso em que f é uma bijeção então e la é di ta um R-ISO<:OR 

FISHO. A notação HornR(M, N) representa o conjunto de todos os 

R-homomorfismos de M em N . 
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Quando pos sí ve 1, utilizarerros apenas 

vês de R-homomorfismo . 

o termo homomorfismo, ao in 

Podemos observar que se M e N sao dois R-mó 

dulos então o conjunto HomR(M , N) 
~ 

e um grupo abeliano , se con 

~ 

siderarmos a adição usual de funções. Além diss o , se R e um 

anel comutativo então M e N são R-módulos à esquerda e à di 

reita, e HomR(M , N) torna-se um R-módulo, se de f inirmos 

(r. f) (m) = r . f(m) , para cada r€ R , m € M , f € HomR(M, N) co 

mo é fácil verificar . 

Uma seqiiênci a de R-módulos Mi com i E: I e R-

homomorfismos f . : M. 1 -+ M. , para cada i € I (onde I denota 
~ ~- ~ 

f. fi+l 
conjuntÓ enunerável de mcices),. •• -+ Mi_ 1---=~~ Mi--=..:...::~Mi+l -+ · · · 

um. 

é denominada uma SEQU~NCIA EXATA se Im fi = Ker fi+l , para ca 

da i ê I • Em particular, a seqilência O + MLN é exata se e 

só se f é um monomorfismo, enquanto que a seqilência M~N +O 

é exata se e só se g é um epimorfismo. Assim, O+ M..f..N -+ O e 

uma seqüência exata se e só se f é um R-isomorfismo. 

Uma seqüência de R-módulos e R- homomorfismos da 

forma O -+ M_,4N...S..,L +O é denominada SEQOONCIA CURTA, e é di ta 

EXATA A ESQUERDA se f e um monomorfismo e Im f = Ker g . Tal 

seqüência é dita ainda EXATA A DIREITA se g e um epimorfismo 

e Im f= Ker g , e é simplesmente EXATA se for exata à esquer-

da e à direita. 

Dizemos que uma seqüência exata curta de R-mód~ 

los e R-homomorfismos O + L.....f.M_54N -+ O CINDE se o R- s ubmódulo 

N • = Im f= Ker g de N é um R-somando direto de M . Com res-

peito a esta definição, temos o seguinte resultado, cuja prova 
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pode ser encontrada em [15 ] . 

Proposição 1 . 2 : 

Dada uma seqüência exata de R-módulos e R-homomor 

fismos O-+ M~N~L-+ O , as seguintes condições são equivalen-

tes: 

(a) a seqüência cinde; 

(b} existe um homomorfismo t)i N-+ M tal que 

t)i o f = idM i 

(c) existe um homomorfismo 4> L-+ N tal que 

g o 4> = idL i 

(d) existem R-homomorfismos t)i : N -+ M e 4> : L -+ N 

tais que t)i 0 f = idM e g o 4> = idL e f o t)i + 4> o g = id. 
N 

Nestas condições, N ~ M $L como R-módulos . 

Se · m é um elemento de um R-módulo M então o 

conjunto de todos os "múltiplos" da forma r . m com r 8 R é 

um R- submódulo de M , denotado por R.m . Se M = i~JL~ t · o~ 

de I é um conjunto de índices qualquer, então o conjunto 

{mi} i € I é denominado CONJUNTO DE GERADORES DE M . Isto si.s_ 

nifica que cada elemento de M pode ser expresso (não necess~ 

riamente de maneira única) como uma combinação linear finita 

dos e l ementos mi (i e I) • Se M possui um conjunto finito de 

geradores então ele é dito um R-MODULO FINITAMENTE GERADO . 

Dizemos que um R- módulo M é LIVRE se ele e iso 

morfo a uma soma direta de R-módulos isomorfos a R , ou seja, 
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M = i <f I Mi , onde Mi = R , para cada i t: I , onde I e um con 

junto de índices. Neste caso, é comum utilizarmos a notação 

R(I) para ir I M1 . Ainda, se I é um conjunto finito com n 

elementos, a soma RG> ••• @R (n somandos) é denotada por R(n) 

lema 1. 3: 

Um R-módulo M é livre se e só se existe um sub 

conjunto {bi}i€ I de M (para algum conjunto de índi ces I) 

que satisfaz as seguintes condições: 

(a) M=i~I R.bi, ou seja, todo e lemento mE:M 

pode ser escrito na forma m=j~I'rj.bj, onde cada rj€R e 

I I é ,um swoçnt untQ .: finito de I i 

C.b) para cada subconjun to finito I •c I , 

iL;J..I 1 ri .bi =O i mplica ri = O , para cada i r I • . 

Neste caso, o conjunto gerador {bi }iE I é de-

nominado BASE de M . Ainda, a de composição dada no item (a) 

é única, para cada me- M . 

Quando R é um anel comutativo, pode-se mostrar 

que se um R-módulo livre M tem uma base fini ta com n e l emen 

tos, então qualquer outra base de M tem também n elementos. 

Neste caso, este inteiro n é denominado POSTO DE M (ver § 4) . 

Ainda, é claro que um módulo sobre um corpo é um espaço vetori 

al e, portanto, é livre . 

A prova da s eguinte porposição pode também ser 

encontrada em (.25] : 
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Proposição 1. 4: 

Se R é um ane l comutativo e se L
1 

e L2 sao 

dois R-módulos livres de posto r espectivamente iguais a m e 

livres, de posto igual a mn . 

Concentramos agora nossa atenção nos chamados 

módulos projetivos. 

Proposição 1. 5: 

Seja M um R-módulo. As seguintes condições 

sao equivalentes: 

(i} M é isomorfo a um R-somando direto de al-

gum R-módulo l ivre; 

(ii ) toda seqüência exata de R- módulos e R-ho-

momorfismos da forma O -+ L..LN~M ->- O é uma seqüência que 

cinde; 

(iii} para cada diagrama de R- módulos e R- homo 

morfismos da forma t-L 
f !'g 

L----.N -+O , onde f é um R-epimorfi~ 

mo , existe um R- homomorfismo h : M-+ L que torna o diagrama 

comuta tivo, ou seja, tal que fh= g ; 

(iv) existe um conjunto de elementos mi G M e 

de R-homomorfismos 

índices) tais que : 

f. : M -+ R 1 onde i € I (I e um conjunto de 
1 

(a) para cada m € M , fi (m) = O quase sempre (is 

to é, com exceçao de um núme ro finito de índices i€ I); 

.........,. 
(b) i 'e i fi (m) . mi = m 1 para cada m G M . 
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Além disso, tal conjunto de índices I pode ser 

escolhido finito se e só se M é um R-módulo finitamente gera-

do. 

Dizemos que M é um R-MODULO PROJETIVO (ou, sim 

plesmente, que M é R-PROJETIVO) se é satisfeita alguma das con 

dições equivalentes da proposição anterior. 

~ claro então que todo módulo livre é projetivo . 

Ainda, da alínea (iii) da proposição anterior, é fácil ver que 

se existe um R-epimorfismo f : R-+ M então M é R-projetivo se 

e só se existe um R-homomorfismo h : M-+ R tal que f h = idM . 

O conjunto de elementos m.€ M 
l. 

e R-homomorfismos f.:M-+R(iei) 
l. 

dados na alínea (iv) da proposição anterior, são chamadas COOR 

DENADAS PROJETIVAS DO R-MODULO M . 

Listamos a seguir mais algumas propriedades de 

módulos finitamente gerados e de módulos projetivos. Maior es 

detalhes podem ser encontrados nas referências citadas. 

Proposição l.6(Transitividade de módulos finita

mente gerados e projetivos) 

Sejam S um anel e <f> : R -+ S um homomorfismo de 

anéis. Seja M um S-módulo. Então : 

(i) se M é projetivo sobre S e S e projet! 

vo sobre R então M é projetivo sobre R 

(ii) se M é finitamente gerado sobre S e S 

é também finitamente gerado sobre R então M é fini tamente 

gerado sobre R ; 

(iii) se M é finitamente gerado como R-módulo 

então é também finitamente gerado como S-módulo . 
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Proposição 1. 7. : 

Seja M um R- módulo e seja N um R- s omando di 

reto de M . Então: 

(i) se M é um R-módulo projetivo então N e 

também um R- módulo projetivo; 

(ii) se M é um R-módulo fini t amente gera do en 

tão N é também R-finitamente gerado. 

Mais propriedades serao dadas na próxima seçao. 

Para encerrar esta seção, lembramos que s e M e 

um R- módulo, então o R- ANULADOR DE M é o sub anel de R forma 

do pelos elementos r€R que satisfazem r.M = O, ou seja, 

AnR (M) = {r € R I r .M =O } Se AnR (M) =O , então 

M é d ito um R- MODULO FIEL. Quando R é um anel comutativo e 

sem idempotentes ·. próprios (i.e. , os únicos idempotente s de R 

sao O e 1) então é válida a seguinte proposição (ve r coro

lário 1.11, capítulo 1, de [7 J). 

· Proposição 1 . ~: 

Se R é um anel comutativo sem idempotentes 

próprios então todo R-módulo não nulo , finitamente ge rado e 

projetivo é fiel. 

§ 2 . CATEGORIAS E FUNTORES DE M0DULOS 

Neste trabalho fa zemos uso das c ategor i as cu

jos objetos são módulos . Omitimos então a d e f ini ção ger al de 
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CATEGORIA e nos restringimos apenas a categor i as de módulos 

sobre um dado anel. Assim, por exemplo, dado um a nel com uni 

dade R , RM denota a categoria dos R-módulos à esquerda. 

Ou seja, os objetos de RM são os R- módulos à esquerda e os 

morfismos são os elenentos d: HomR (M,N), i.é, os P.-homomor fismos 

de M em N (onde M e N são dois quaisquer R- módulos à 

esquerda}. Analogamente, MR denota a categoria dos R-módu-

los à direita e dos R-homomorfismos entre tais R-módulos . 

Sejam C e V duas categorias de módulos. 

Um FUN•TOR COVARIANTE DE C EM V é uma correspondência 

F que associa a cada módulo M de C um módulo F(M) de 

V e a cada homomorfismo f : M-+ N de C um homomorfismo 

F(f} F(M}-+F(N} de V de tal modo que: 

{i} F(idM} = idF(M) 

(ii) se f,g sao homomorfismos de C tais 

que o produto f g está definido, e ntão F (f g) = F (f) r= (g) 

Um funtor · F de C em V é dito EXATO A 

ESQUERDA s e para toda seqfiência exata de módulos em c 

da forma O -+L-+M-+N-+ O , a seqüência O + F(L) -+ F(M) + F(N) 

é também exata em V. Analogamente, F e dito um FUN~OR · EXA 

TO A DIREITA se para toda seqüência exata de módulos e hemo

morfismos de C O -+L-+ M + N-+ O , a seqüência F (L) -+ F (M) -+ F (N) + O 

é também uma seqüência exata em V • Se F é um funtor · exa 

to à direita e também à esquerda então dizemos simplesmente 

que F é EXATO. Ou seja, F é exato se transforma seqfiências 

exatas curtas em seqüências exatas curtas. 

De maneira análoga podemos definir fun·.tor con 

travariante: se C e V são duas categorias de módulos, en-
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tão um FUNTOR CONTRAVARIANTE DE C EM V é uma correspondê~ 

cia F 1 que associa a cada módulo M s C um módulo F 1 (M) e V 

e a cada homomorfismo f : M ~ N de C um homomorfismo 

F 1 (f) : F(N) ~F{f\1} , de tal modo que 

(ii) se f,g são homomorfismos de C tais que 

o produto f g está definido então F' (f g) = F 1 (g) F 1 (f). 

A exatidão de um fun~or · contravariante define -

se de maneira anál oga . 

Neste trabalho , consideraremos vários exemplos 

de funtores . 

Suponhamos agora que F e F' sao dois f un-

tores covariantes de uma categoria de módulos C em ~utra c ate 

goria de módulos V • Dizemos que F e F ' sao Fm~.TORES ~ATU 

RALMENTE EQUIVALENTES se, para todo módulo M de C e xiste um 

isomorfismo <PM : F {M) ~ F 1 (M) em V tal que, para cada par de 

módulos M, N de · C e para cada homomorfismo f € Homc (M , N) 

o diagrama 

F {M} F {f) 

$Ml 
F I (M) F

1
(f) 

é comut ativo . 

Restringimos agora nossa atenção a dois fun-

tores que serao utilizados por nós: o produto tensorial e o 

Hom . 
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A. PRODUTO TENSORIAL 

Sejam M um R-módulo à direita, N um R-módulo à 

esquerda e L um grupo abeliano arbitrário. Urna aplicação 

f : M x N -+ L e di ta urna FORMA R-BILINEAR se 

i) f(rn+rn ', n) = f(rn , n) + f(rn',n) 

ii) f(rn ,n+n' ) = f(rn ,n ) + f(rn ,n' ) 

iii) f(rn . r,n) = f(rn,r.n) , para cada rn,rn ' G M, 

n,n'€N, r€R. 

Proposição 2.l(Propriedade Universal do Produto Ten 

serial) 

Sejam M um R-módulo à direita e N um R-módulo à 

esquerda. Então existe um grupo abeliano, que vamos denotar por 

M ®R N , e urna única aplicação R-bi 1 inear g : M x N -+ M ®R N com 

a seguinte propriedade: se G é um grupo abe liano arbitrário e 

f : M x N -+ G é urna forma R-bilinear, então existe um único horno 

morfismo de R-módulos f i*: M®R N -+ G tal que f* g(rn,n) = f(rn,n) , 

para cada me: M , n e: N . Além disso, t a l grupo M ~R N é único 1 

salvo isomorfismo. Indicarerncs cada imagem g(rn, n) por m@ n. 

O grupo abeliano M®R N dado na proposição acima 

é denominado PRODUTO TENSORIAL DE M E N e e gerado pelos el~ 

mentes da forma rn@n , com rn€ M 1 n€ N . Além disso, corno a 

aplicação g é urna forma R-bilinear, são válidas as seguintes 

propriedades : 

a) (rn + rn 1 l®n = rn®n + rn'®n 

b) m® ·(n+n ' )= rn @n + rn@n ' SISHM~ 

(

BlllliO I t.CAS 

\ 
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c) m.r®n = m®r.n 1 para cada m,m ' e M , n,n'8 N, 

rG R • 

As vezes pode ser possível dotar um produto tens~ 

rial M~R N de uma estrutura de módulo, como vemos a seguir . 

Dado um anel S 1 denotemos por RMS a categoria 

cujos objetos são os módul os N que sao R- módulos a esquerda, 

S- módulos à di r eita e que satisfazem ainda a seguinte proprie-

dade: para cada re R 1 s € S , n G N , (r.n) . s =r. (n.s) . Os mor 

fismos de RMS sao os homomorfismos de grupos que são R- homo

morfismos à esquerda e S-homomorfismos à direita. Neste caso , 

os objetos de RMS são denominados também de R-S-BIMCDULOS. 

Desta maneira , se M é um R- módulo à direita e se 

N € RMS , então o produto tensorial M ~R N tem uma estrutura 

de S- módulo à direita , cuja operação externa é dada po r 

n ~ 0'2:1 mo @no) . s = l.o =l ml.o ® nl.o . s , para cada l.= l. l. 

s € s . 

n 

t:1 mi ®ni E: M@R N , 

~ claro , portanto , que se R é um anel comutativo, 

então o produto tensorial M ®R N é um R-módulo à esque rda e à 

direita , já que cada R-módulo é um R- R- bimódulo. 

NOTA: Geralmente , dar emos uma definição envolvendo elementos 

de um produto t ensori al M ®R N em termos dos geradores m ® n . 

De fato , estaremos utilizando a propriedade universal do prod~ 

to tensorial para estender esta definição, por linearidade, a 

n 

um elemento arbitrário i~ mi ®ni ~ M® R N . Por exemplo, a de 
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finição acima da operaçao externa do s-módulo M® R N poderia 

ter sido dado apenas em termos dos geradores, i.e., 

(rn@n) . s ;::mG>n . s 1 para cada rnG>n €'M~R N , se S , da seguinte 

maneira. Fixado se S a aplicação fs : M x N + M 0 R N dada 

por fs{rn,n) ;::rn®n.s e urna forma R- bilinear e , portanto, exis 

te um único R- homomorfismo fs : M®R N + M®R N tal que 

fs(m®n) = (fs 0 g) (rn , n) = rn®n.s , para cada rn®ne M@R N . 

Então , sendo fs um homomor fismo , é claro que 

n n n 

{;1 rni€>ni).s = ~1 rni@ni.s, para cada ~ rni ®ni G M~ R N • 

A seguir listamos algumas propriedades que sao 

resultados conhecidos sobr e produto tensorial: 

1. Se R e S são anéis e L€ MR, ME: RM5,. , 

N e SM I então os grupos abelianos (L® R M) ® s N e L® R {M@ s N) 

são isomorfos 1 através da aplicação ( Q, ® rn) ® n + Q, @ (rn@ n) , 

para cada (,9,®rn) @nE:(L®R M)® 5 N 1 como é fácil verificar . 

2. Para qualquer anel R e M € RM , os grupos M 

e R& R M são isomorfos 1 através da aplicação r® m + r. rn , p~ 

ra cada r®rn e R® R M 1 cuja aplicação inversa é dada por 

rn + 1@ rn 1 para cada rn€ M 1 corno é fácil constatar . 

3. Dados M 1 M ' €MR 1 N 1 N'eRM e dois hornomorfis 

mos f€HornR(M , M') e g€HomR(N 1 N ' ), pode-se mostrar que a 

aplicação rn&n >+ f(rn)®g(n)€ M ' ®R N ' , para cada m®neM@N 1 

é bem definida e é um homomorfismo de grupos de M® R N em 
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M' ®R N' . Costumamos denotar esta aplicação por f& g . 

4. O produto tensorial "distribui-se" sobre uma 

soma direta. Mais precisamente, se {Mi}i~ I e {N j }j€ J sao 

coleções de R-módulos à direita e à esquerda, respectivamente 

(onde I e J são conjuntos de índ ices) , então 

(. i~I Mi) ®R ( j~J Nj) ::: i~I (Mi &R Nj} 
j e J 

5. Se f ixarmos um R-módulo a direita M , então 

pode ser considerado um funtor covariante da cate 

goria RM na categoria dos grupos abelianos (ou seja, na c~ 

tegoria ZM dos módulos sobre o anel dos inteiros). De fato, 

a cada N €. RM associamos o Z-módulo M ®R N e a cada 

Analogamente , ) ®R N é um funtor de MR em ZM , como 

é fácil verificar . 

A seguinte proposição é verificada, e sua prova 

pode ser encontrada em [ 2] (prop . 2 .18 , cap. 2) ou em [24 ] 

Proposição 2.2: 

i) Se O -1- N1~N2~N3 -1- O é uma seqüência exata 

de R-módulos à esquerda então a seqüência 

ra cada R- módulo à direita M . Ou seja, M(3l R ( é um fun -

tor exato à direita; 

(ii) se O-~- M~M2--.S4M3 -1- O e uma seqüência exa 
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ta de R-módulos a direita, então a seqüência 

ra cada R-módulo à esquerda N . Ou seja, ) @R N é um ·fun-

ter exato à direita; 

(iii) se O-+ M1--kM2~M3 -+ O e uma seqüência 

exata e cinde , então a seqüência 

f®idM g®idM 
O -+ Ml ®R N M2 ®R N M3 @ R N -+ O é também exata e 

cinde , para cada R- módulo à esquerda N . 

Se é um funtor 
I 

exato, i.e., se 

) ®R M é também um funtor exato à esquerda, dizemos que 

M e um R-módulo PLANO. Definição análoga e feita para módu-

los à direita. 

Nem todo R- módulo à esquerda é plano. No entanto, 

é válida a seguinte 

Proposição 2 . 3: 

Todo módulo livre e plano. Mas ainda, todo módu 

lo projetivo é plano . 

No caso de ser R um anel comutativo, e válida 

a seguinte 

Proposição 2.4: 

Se R é um anel comutativo, M€ MR e N € RM , 

então 

i) se M e N sao R-módulos finitamente gerados, 
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então M® R N é também um R-módulo fini tarnente gerado; 

ii) se M e N sao R-projetivos então M(?S) R N 

é também R-projetivo. 

Mais detalhes sobre produto tensorial podem ser 

encontrados em [ 5 J . 

B. O FUNTOR HOM 

Se M e N sao dois R- módulos, então o conju~ 

to HornR(M , N) dos R- hornornorfisrnos de M em N e um grupo 

abeliano, se consi derarmos a adição usual de funções. Além 

disso, se M (ou N) é um birnódulo, por exemplo, se ME; RMS 

para algum anel S 1 então HornR(M,N) pode ser tornado um 

S- módulo à esquerda, se definimos (s.f) (m) =f(m . s) , para 

cada se S , m€ M 1 f € HornR(t-1,N) • Para apresentar um segu.!! 

do exemplo, denotamos por R-SM a categoria de todos os mó 

dulos à esquerda sobre R e também sobre S , com a segui~ 

te propriedade: se M~ R- SM , então r. (s . rn) = s. (r.rn) , pa-

ra cada ·r € R , s E; S , rn € M • Então , neste caso, HomR (M, N) 

é também um S- módulo à direita, onde a operação externa e 

dada por (f . s) (rn) =f (s .m) , para cada se S , rn eM , 

f G HornR (M , N) 

Ainda, corno Úl tirno exemplo, se N E R-SM , e!! 

tão HomR(M, N) tem urna estrutura de s-rnódulo à esquerda, 

cuja operação externa é dada por (s.f) (m) =s . f(m) , para 

cada s €. s , me M , f e HornR (M, N) 
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Portanto, é c laro que, se R é um anel comuta-

tivo , então HomR(M,N) é um R- módulo à esquerda e à direita. 

Fixado um R- módulo M , podemos considerar o 

fur.tor HomR(M,- ) que associa a cada R-módulo N o grupo 

abeliano HomR(M , N) e, a cada R- homomorfismo f :N -+N ' a 

aplicação f=HomR(idM,f) :HomR(M,N) -+ HomR(M,N'), dada 

por HomR ( idM , f) (g) =f o g , para cada g € HomR (M , N) 

Analogamente, pode- se definir o funtor 

HomR(-,N) da categoria RM na categoria dos grupos abelia 

nos ZM . Este funtor · é contravari ante , como é fácil veri-

ficar. 

A prova da proposição a s eguir pode ser encon 

trada em ( 2] (prop. 2.9, cap. 2). 

Proposição 2.5 : 

i) seja M '~M~M" -+ O uma seqüência de 

R-módulos e R- hornomorfismos. Então ela e urna seqüência exa-

ta se e só se, para cada R- módulo N , a seqüência induzida 

palavras , HornR( - ,N) é um funtor contravariante exato à es 

querda, para cada R- módulo N . 

ii) seja O -+N'LN~N" uma seqüência de 

R-módulos e R- homornorfisrnos. Então esta seqüência é exata 

se e só se, para cada R- módulo M , a seqüência induzida 

I -
O -+ HornR(M,N' )~HomR(M,N)~HornR(M,N") é exata. Ou seja, 

HomR(M,-) é um funtor covariante exato a esquerda. 
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iii) se O-+ N ' -+ N-+ N" _._O é urna seqüência exata 

e cinde então a seqüência 0-+H~(M,N')LHaTR(M,N)._i.H~(M,N") -+O 

e também exata e cinde , para cada · R- módulo M . 

Vemos então que HornR(M,-) nao é necessariamen 

te um funtor. . exato à direita. De fato , HornR(M,-) é exato se 

e só se M e um R- módulo projetivo. 

Outras propriedades que serao utilizadas também 

neste trabalho são as seguintes : 

quaisquer, então 
n k r.. 

Horn ( ,4'\ M. , .@
1 

N.) z .~.:I:~. · HornR(Mi, NJ.) 
R l.~ l. J= J l. , J 

2. Para cada R-módulo M , HornR(R,M) ~ M , 

através da aplicação f» f ( lR) , para cada f €: HomR (R, M) 

Mais detalhes podem ser encontrados em ~ 4 ] . 

§ 3 • DEFINIÇÃO, EXEMPLOS E PROPRIEDADES DAS ALGEBRAS 

Nesta seçao, R denota um ane l c omutativo 

(com unidade) . Dizemos que um anel A e urna ÂLGEBRA SOBRE R 

(ou simplesmente, urna R- ALGEBRA) , se existe um homomorfismo 

de anéis e de R no centro do anel A . S~ além disso, 

A é um anel comutativo, dizemos que A é urna R-ÂLGEBRA 

COMUTATIVA. 

~ fácil ver que urna R-álgebra A pod e ser con 

siderada um R- módulo à esquerda e à direita . De fato, se 

e : R-+ A é o homomorfismo que caracteriza A corno R-álgebra , 
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definimos r . a =e (r) a e a . r = a e (r) , para todo r e R e a € A . 

Reciprocamente, se A é um R-módulo que satisfaz 

então a aplicação r~ r.lA , para todo r€ R , é um homomorfismo 

de anéis de R no centro de A , corno é fácil verificar . Logo, 

A é urna R-álgebra. 

Assim , é válida a seguinte 

Propos·ição 3 .1: 

Um anel A é uma R- álgebra se e só se A é um 

R-módulo que satisfaz r. (a
1 

a
2

) = (r.a
1

)a
2 

=a
1 

(r.a
2

) , para to 

do r8R e a 1 , a 2f:A. 

Apresentemos agora alguns exemplos de R-álgebras: 

1. ~ óbvio que o próprio a nel R é uma R-álgebra , 

( n ) /';"\ via o homomorfismo identidade. Mais geralmente, R =R@ ... ~X~ R 

(n cópias do anel R) é também urna R-álgebra, vi a a aplicação 

diagonal, que associa a cada re R, a n-upla (r,r, . .. ,r) 
00 

Esta mesma aplicação diagonal torna o anel R = R x R x • • • , das 

seqfiências infinitas, urna R- álgebra. 

2. Também o anel M (R) 
n 

das matrizes quadradas de 

ordem n x n sobre R é wna R- álgebra. De fato, basta-nos con-

siderar o homomorfismo de anéis que associa a cada elemento 

r 8 R a matriz diagonal ri 

matriz unidade de Mn(R) . 

de M (R) , onde 
n 

I r epresenta a 

3. Dados um grupo multiplicativo G e um anel 

com unidade S , lembramos que o ANEL DE GRUPO DE G SOBRE S 
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é o conjunto s[G] formado pelas séries formais L s g· g e: G g 

onde cada s 
g 

e um elemento do anel S , e onde o conjunto 

{g € G I sg ~O} e finito. Neste conjunto, estão definidas a op~ 

raçao de adição por ~ ge G s g 
g 
=~ 

g € G 
(r +s )g , 

g g 

para todo z 
g€ G 

s
9 

g € S [Gj , e a de multiplica-

çao por (rg g) (~ h) = {rg sh) (g h) , para todos e 

g' ,ri € G , junto com uma lei dist r ibu'civa. 

~ fácil ver que S(G] tem unidade, e que é um 

anel comutativo se e só se S e um anel comutativo e G um 

grupo abeliano. Ainda, é fácil verificar que, definindo o pr~ 

duto externo por 

s ( LG g€ s g>- L. g - 9€ G (s sg) g , para todo 

s,s € s e g €G , s[G] torna-se um S-módulo livre, com base g 

formada pelos elementos de G . Finalmente,o anel de grupo 

R(G] é uma R-álgebra, denominada ÂLGEBRA DE GRUPO DE G SO 

BRE R • 

4. ~óbvio que o anel de polinômios R[x] com 

indeterminada X e coeficientes em R é uma R-álgebra, via 

a aplicação inclusão . 

S. Seja W um sistema multiplicativo de R . En 

tão o anel localizado Rw , formado pelos elementos da forma 

r lw com r € R , w € W , e um R-módulo à e squerda, cuja oper~ 

çao externa é dada por r 1 r 1.· = (r r 1 
) ; · par a c a da • w w ' r , r't;: R , 

w e W . Além disso, sendo R um anel comutativo, torna-se óbvio 
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que I\v é uma R- álgebra comuta ti v a (ver § 4) . 

Uma SUBÂLGEBRA de uma R-álgebra A e um subanel 

S do anel A e que é, ao mesmo tempo , uma R-álgebra, via o 

mesmo homomorfismo e que define a R-álgebra A (i.e., S .. 
e 

um subanel de A e um submódulo do R-módulo a esquerda A) 

Dadas duas R- álgebras A e B , dizemos que uma 

aplicação f : A+ B é um HOMOMORFISMO DE R-ÂLGEBRAS se f é 

um homomorfismo de anéis e também de R-módulos. Equivalente-

mente , se e A: R+ A e e8 : R+ B definem as estruturas de 

R- álgebras de A e B , respectivamente, então um homomorfis 

mo de R-álgebras de A em B é um homomorfismo de anéis 

f : A+ B tal que o seguinte diagrama é comutativo : 

Podemos observar agora que , se B e C sao 

anéis comutativos , se A é uma E-álgebra e B e uma c - álge 

b r a , então é claro que A é uma c-álgebra. Ainda , é fácil 

ver que , se A e B sao duas R-álgebras, definindo um pro-

duto em A®R B por (a0b) (a '@ b') = aa'® bb ' , para cada 

a®b 1 a ' ®b ' € A®R B 1 A® R B é urna R-álgebra. Portanto , se 

A e B são R-álgebras comutativas 1 as estruturas naturais de 

A-módulo e B-módulo de A® R B fazem com que este a nel possa 

ser considerado uma álgebra sobre A e B , respectivamente. 

Dados doi's anéis A e B , relembramos que um 
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A-B-bimódulo é um grupo abeliano dotado de estruturas de A-mó 

dulo à esquerda e B-módulo à direita, satisfazendo ainda a se 

guinte propriedade: 

(i) (a.m) .b = a. (m.b) , para cada a C A , b€ B , 

me M • 

Se, no entanto, A e B sao ainda R-álgebras, 

então um A-B-bimódulo M que satisfaz 

(ii) r.m =m .r , para cada r t R , me M (isto é, 

as estruturas de R-módulo induzidas em M coincidem) , é denomi 

nado um::.A-B-BIMODULO ·SOBRE. R . . 

No caso de termos A= B 1 um A-A-bimódulo so

bre R é também denominado A/R-MODULO BILATERAL . (Esta no

menclatura será empregada no pfoximo capítulo) . 

Suponhamos agora que A é um anel. Denotemos 

por A0 o anel definido da seguinte maneira: 

A= A 0 como conjuntos (i .e., existe uma correspondência biuní 

voca entre os elementos de A e A0 
• Denotemos por x 0 o 

elemento de A0 que é o correpondente de x~A). Definimos 

adição em A0 da mesma maneira que no anel A , isto ê , 

a 0 +b 0 =(a+b) 0 
1 para a 0

1 b 0 eA 0
, e definimos também neste 

conjunto um produto 1 da seguinte .maneira: a 0 b 0 = (b a) 0 
, pa -

ra cada a 0 ,b 0 € A0 
• 

Com estas operaçoes 1 é fácil verificar que 

A0 é também um anel , denominado ANEL OPOSTO A A . Ainda, se 

A é uma R-álgebra, temos que A0 e também uma R- álgebra, de 

nominada ÂLGEBRA OPOSTA A A 1 e, se A é uma R- álgebra corou 

tativa, então A0 =A . 

A definição da álgebra oposta A0 nos permite 
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considerar o produto tensorial A0R A0 
, que sabemos ser uma 

R-álgebra. Denotamos tal R-álgebra por Ae , e a denominamos 

ALGEBRA ENVOLVENTE DE A • 

A partir de agora nao faremos mais distinção 

entre um elemento a€ A e seu correpondente a 0 € A0 
, indi 

cando ambos por a 1 simplesmente. Logo, o produto em Ae es 

tá definido por (a@ b) (a' ®b 1 ) =a a 1 ® b 1 b , para cada a0b , 

a'®b' e Ae 

Façamos agora algumas observações sobre o s 

A-B-bimódulos sobre R e A/R-módulos bilaterais que nos se 

rão úteis no próximo capitulo. 

1. Sejam A e B dua s R-álgebr a s e M um 

grupo abelia no. Então se M tem urna estrutura de A®R B0
-

módulo à esquerda, pode- se definir sobre M uma estrutura de 

A-B-bimódulo sobre R . ~ váli d a também a reciproca. De fato , 

se M e um A®R B0 -módulo à esquerda, então é possivel de-

finir uma estrutura de A-B-bimódulo sobre R , através das 

igualdades a.m = (a® 1) .m e m.b = (l®b) . m , para cada a e A , 

b € B , m € M 1 como é fácil verificar. Se M é um A-B - b imódul o 

s obre R 1 então, definindo urna operaçao externa por 

(a ® b) .m = a.m .b, para cada a®b€A®R B0
, mêM, é imedia 

to que M .é um A®R B0 -módulo à esquerda . 

Portanto, em particular, vemos que um grupo 

abeliano M tem uma estrutura de A/R-módulo bilateral se e 

só se M tem uma estrutura de e - .. A -modulo a esquerda. 

Dados urna R- álgebra A e um A/R-módulo bilat~ 

r al M , denotamos por MA o R-s ubrnódulo de M formado pelos 
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elementos rnE:M tais que a.rn=rn.a, para cada aeA, ou 

seja, 

MA = {rn e M I V a € A , a . m = m. a} 

Podemos então considerar a correpondência 

)A , que associa a cada A/R-módulo bilateral M o R-sub 

módulo MA , e a cada homomorfismo f : M-+ N de A/R-módulos 

bilaterais o homomorfismo de R-módulos f I A : ~ -+ NA , on 
M 

de f I ~ representa a restrição de f ao R-subrnódulo MA . 

Com referência a esta aplicação, temos o se 

guinte resultado, cuja prova dei·xamos a cargo do leitor: 

2. Se A é urna R-álgebra, a aplicação )A 

é um funtor covariante da categoria dos A/R-módulos bilate-

rais na categoria dos R-módulos. 

Se A é uma R-álgebra e g : M-+ N é um homo 

morfismo de A/R-módulos bilaterais, então sabemos que existe 

urna aplicação g : Horn (A,M) -+ Hom (A, N) , dada por 
Ae Ae 

g (h) = g o h , para cada h~ Horn (A ,M) . Considerando esta apli 
A e 

caçao, podemos mostrar o seguinte 

Lema 3. 2 

Sejam A urna R-álgebra e M um A/R-módulo b~ 

lateral. Então os R-módulos e Horn (A,M) 
A e 

são isomorfos. 

Ainda, se N e também um A/R-módulo bilateral e g e um 

Ae-hornomorfismo de M em N , então o seguinte diagrama de 
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R-módulos é comutativo, onde as setas verticais sao os isomor 

fismos correspondentes: 

g 
Hom (A, M) 

A e 
Hom (A,N) 

A e 

t g I A t M M N 

Ou seja, os funtores -· 

sao naturalmente equivalentes. 

Prova: 

e Hom (A,-) 
A e 

Consideremos a aplicação <f>M : Hom (A,M) -+ ~ 
A e 

dada por <f>M (f) =f (.1) , para cada homomorfismo f C Hom (A,M) 
A e 

g fácil ver que <f>M é um isomorfismo de R- módulos, cujo iso

morfismo inverso é a aplicação que associa a cada mêM o ho 

momorf i smo fm : A-+ M , dado por fm (a} =a .m , para cada a € A . 

O resto é de fácil verificação. [] 

o seguinte corolário é claro : 

Corolário 3 . 3 : 

Se A é uma R-álgebra então o fuPtor 

Hom (A , -) é exato se e só se o funtor 
A e 

) A é exato. 

Ainda , como toda R- álgebra A é um A/R-rn~ 

dulo bilateral , e corno AA é exatamente o centro de A , 

também é evidente o seguinte 

[ · 

t ~llúltCAS 
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Corolário 3 .4: 

Se A é uma R- álgebra, então existe um R-iso 

morfismo canônico entre Hom (A, A) 
A e 

nota o centro do~anel A . 

e z (A) , onde z (A) de 

Apresentamos, a seguir, um resultado que en-

volve o conceito de p r oduto tensorial e de álgebra: 

Proposi ção 3 . 5: 

Se M é um R- módul o projetivo (finitamente 

gerado) , então, para qualquer R- álgebra B , B ®R M é um 

B- módulo projetivo (finitamente gerado) • 

Apr esentamos agora o conceito da função tra 

ço, que será utilizada nos capitulos III e I V. 

Sejam A uma R-álgebra e M um A-módulo à 

esquerda que é finitamente gerado e projetivo como R- módulo. 

projetivas do R-módulo M • Então a aplicação tM : A + R da-

da por , para cada X e A , é um homo-

morfismo de R-módulos , como é fácil verificar, e é denominada 

APLICAÇÃO TRAÇO DE A EM R INDUZIDA POR M . 

Observemos que a aplicação traço tM dada 

acima independente da escolha das coordenadas projetivas do 

são tarnbérr. coordenadas projetivas do R-módulo M , então , para 
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cada x e A , 
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~ 
j =l 
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tz.t (x) = f: fi (xxi) = ~ fi(x ~ g . (x.)y . ) = i=l i=l j =l J l. J 

n rn m n 

= L z g j ( xi ) f i ( x y j) = E g . (x. z f.(xy.)) = i=l j=l j=l J l. i =l l. J 

Além disso, é fácil ver que se M. p ode ser es 

cri to corno sorna dire t a de ·R-módulos M = M1 ®M2 1 então 

tM = tM + tM , onde · t M é a r estr ição d a função traço t ao 
1 2 1 

subrnódulo M1 e é a res trição de t a o subrnódulo M2 . 
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§ 4 • LOCALIZAÇÃO E POSTO DE MODULOS PROJETIVOS E FINITAMENTE 

GERADOS. 

Na seçao 1 vimos que se R é um anel comuta

tivo então todas as bases de um R-módulo livre e finitamente 

gerado L têm um mesmo número de elementos, e que este núme 

ro é chamado posto de L • 
~ 

O que vamos mostrar nesta seçao e que o con-

ceito de posto de um módulo livre sobre um anel comutativo 

pode ser generalizado para módulos projetivos e finitamente 

gerados sobre um anel comutativo que não possui idempotentes 

próprios. Para tal, necessitamos do conceito de módulos e a-

néis de quocientes , que passamos a revisar brevemente. No que 

segue, R denota um anel comutativo e 0 significa ® R 

Dizemos que um anel {comutativo) R é um ANEL 

LOCAL se ele contém apenas um ideal maximal. Urna das propri~ 

dades mais úteis de um anel local é o fato de que os módulos 

projetivos sobre tais anéis são livres. Provamos este fato 

para módulos projetivos e finitamente gerados. Façamos antes , 

no entanto , a lgumas observações. 

Se A é um ideal de um anel R , então e fá 

cil ver que, para cada R-módulo M , o conjunto 

n 
A . M = { t;1 ai .mi I ai ê A , rni e M} é um R-submÓrlulo de M , e en-

tão podemos considerar o R- módulo quociente M/ A.M . ~ fáci l 

ver ainda que, definindo uma operaçao externa por 

{r+A).(m+A.m) =r . m +A.M, para cada r€R, m€M, M/A . .r.i 

é também um R//... - módulo. 
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Suponhamos agora que M é um R-módulo finita 

mente gerado. Então é claro que o R-módulo M/A.n e também 

finitamente gerado. ~ fácil ver também que o mesmo conjunto 

gerador do R- módulo M/A . M gera o R/A-módulo M/A .. M 
Se M é um R-módulo projetivo e {xi} i t Ic M 

e {fi : M~ R}ie 1c HomR(M , R) sao coordenadas projetivas do 

R- módulo M , para algum conjunto de Índices I , então é 

fácil ver que as aplicações lineares gi : M/A.M ~ R/A dadas 

por gi (m + A.M) =fi (m} +A são homomorfismos de R/ A - módulos, 

para cada iêi e que , junto com os elementos xi +A .ME"M/A.M, 

definem um sistema de coordenadas projetivas de M/A.M sobre 

Finalmente , podemos observar que, se A .. 
e um 

ideal maximal de R e se M e um R-módulo finitamente ger~ 

do e projetivo, então , sendo R/A um corpo , temos que M/A . M 

é um R/A-módulo livre . 

Para a próxima proposição , necessitamos do se 

guinte 

Lema 4 . l(.Lema de Nakayama generalizado): 

Se R é um anel comutativo e M é um R- módu 

lo finitamente gerado, então um ideal A de R verifica a 

propriedade A .M = M se e só se A+ AnR (M) =R 

Prova : 

Suponhamos que M = R. m1 + . . . + R. mn , onde 
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m
1

, ..• ,mne M, e que o ideal A de R satisfaz a igualdade 

A .M = M • Como AnR (M) é um ideal de R , é suficiente rrostrar 

para concluirmos que A+ AnR (M) =R • 

Para tal, consideremos os submódulos M. = R.m. + R.m . +l + ... + R.m , 
~ ~ ~ . n 

para cada i~ {1,2, ••. ,n} , e sej a Hn+l = O . Va mos mostrar 

que, para cada · i E.: {1,2, •.. ,n+l} , existe a . E A 
~ 

( 1- ai) .M c Mi • Utilizemos indução sobre i . 

tal que 

.. P.ondo a
1 

=O , é claro que (1- a 1 ) .M = M = M1 . 

Seja k e {1,2, ••• ,n } e suponhamos que exista ak € A tal 

= A(l- ak) .McA .Mk = A.mk + A.~+l + • .. + A. mn . Assim, exi stem 

elementos akjE: A , para cada j E {k , •.. ,n } , tais que 

n ~ 
(1- ak) .mk = ~ akj"mj =akk"~ + j=k+l akj.mj , e , po r t anto, 

n 

( 1 - ak- akk) .mk = j>;~+l akj .mj E ~+l , donde vemos que 

tão 

( 1 - ak+l) .M c Mk+l , ficando assim completo o processo de 

indução. 

Concluimos então que existe em A um elemento 

an+l tal que (.1 - an+l) .Me Mn+l =O , ou seja, 

Para provar a recíproca, s uponha mos q ue 

A 'f'Ann(M) =R , e mostremos que A.M o=M . g claro que A.McM . 
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Sejam a € A e r € AnR(M) tais que a+ r= lR • Então , para ca 

da m e M , m = 1. m = (a + r) • m = a • m + r • m = a. m r:: A • M • Assim I 

M C A.M , o que completa a prova. O 

Proposição 4.2: 

Seja R um anel local com ideal maximal M • 

Então todo R- módulo finitamente gerado e projetivo é livre . 

Além disso, se {m1 + M.M, ••• , mn + M.M} é uma base do R/M- m-ª 

dulo livre M/M.M, então {m
1

, ••. ,mn } é uma base de M. 

Prova: 

Consideremos a aplicação llJ R (n) -+ M , dada 

n 

por llJ (ex 1 , ... , an) = i~ a .• m. , para cada 
~ ~ 

( n) 
( ex 1 , ••• 1 an) E: R • 

t claro que llJ é um homomorfismo de R-módulos. Vamos mostrar 

que é um R-isomorfismo entre R(n) e M • 

Pelas considerações fe i tas anteriormente, s~ 

hemos que o quociente M/ é um R- módulo finita-
R. m1+ • •• +R.mn 

mente gerado. Além disso, sendo que MIM .M =R. (m 1 + M.M) + ••• + 

+ R. (mn + M.M) , R. (rol+ M.M) + ••• +R. (mn + M. M) + M. M = M , ou 

seja , R.m
1 

+ ••• + R.m + M .M = M • Assi m, M. (M/R ) 
n . m1+ ••. +R . mn 

- (M M +R m + +R. m } I = M/ , e 
- · · • 1 · · • n R. m 1 + •• • +R. mn R. m 

1 
+ . .• +R. mn 

então, apli'cando o Lema de Nakayama, vemos que 

M/R + +R = O • Ou seja, M = R.m1 + •• . + R . m 1 donde se 
.ml • • • ·llb n 

gYê - t?e que 1JJ é um epimorfismo. 
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Suponhamos agora que (~ 1 , ... , ~n) Ker ~ . 

n 

Então ~ i=l ~i .rni =O , donde segue- se que i~ ( ~i +M)·(rni +M. M) = 

= M.M = Õ ê M/M.M • Sendo 
n {rn. + M. M}. · 1 urna base do módulo li 

l. l.= 

vre M/M.M I temos necessariamente que a . + M = M 
l. f ou ainda, 

a i€ M I para cada i€ {1,2, •.. 1 n} . Assim, vemos que 

Ker tjJ C M.R(n) 

Formamos agora a seguinte seqüência exata de 

R-módulos O -+ Ker ~~R (n) tjJ M-+ O que cinde 1 urna vez que M 

é um R-módulo projetivo. Então Ker tjJ é um R- somando direto 

de R(n) , e segue que Ker tjJ é um R-módulo finitamente ge

rado. Mas como Ker tjJ C: M.R(n) , podemos escrever, aplicando 

a lei modular , Ker tjJ CM.R (n)()Ker ~ = M.(Ker tjJ@L) nKer ~ = 

= (M . Ker ljJ <!I ALL)n Ker ~ = M.Ker tjJ • Logo, Ker ~ = ALKer ~ , 

e aplicando novamente o Lema de Nakayarna , conclui-se que 

Ker ~ = O • LOgo, ~ é também um R-monornorfismo , o que com-

pleta a prova. [] 

Di zernos que um s ubcon junto W de R - {O } 

é um SISTEMA MULTIPLICATIVO de R se 

ii) w w 't: W , para cada par de elementos 

w,w '~ W • 

Como exemplos de sistemas multiplicativos , 

podemos citar o conjunto formado por todas as potências não 

negativãs de um elemento não nilpotente de R e o conjunto 

formado pc,r todos os elementos de R que nao pertencem a um 
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dado ideal primo (próprio} deste anel. 

Se M é um R-módulo e W é um sistema multipl~ 

cativo de R então é possivel definir uma relação em M x W , 

da seguinte mane i ra : (m1 ,w1 ) - (m2 ,w2 ) s e e só se existe wew 

tal que w. <w
1

. m2 - w2 . m
1

> =O , para cada par de elementos 

<m
1

,w
1

) 1 (m2 ~w2 ) € M x W • ~ fác il ver que esta relação é de e -

qui valência. A classe de equiválência de um elemento (m ,w ) e M X w 

é denotada por m/w , e o conjunto nestas classes é denotado 

por Mw • Neste conjunto Mw , definimos soma e produto exte~ 

no por m1 / +m2;w . = (w2 .m1 +w1 .m2 )/· e r. (m/w) =r.m/w , 
wl 2 wlw2 

para cada r E: R e m1;w1 1 m2;w2 €' ~ • Tais aplicações estão 

bem definidas e dotam Mw de uma estrutura de R- módulo . Tal 

R-módulo é chamado MODULO DE QUOCIENTES ou MODULO DE FRAÇÕES. 

Se, além disso, M e uma R-álgebra , então pode-

mos também definir um produto em Mw por (m1/ ) (m2i ) = 
wl W2 

= (m1m21/(w
1
w

2
} , para cada par de classes m1;w

1 
1 m2;w

2 
€ Mw . 

Com esta oper ação , Mw torna-se uma R-á l gebra , como é fácil 

verifi c ar. Em particul ar , a R-álgebra ~ e denominada k~EL 

DE QUOCIENTES DE R , e pode- se verificar que cada inversivel 

deste anel é da forma w1 ;w
2 

1 com w1 , w2 E:W . Se t omamos ain 

da W = R- P , onde P é um idea l primo de R , denotamos Rw 

por Rp . Ou seja, Rp = {r/ s I r e R 1 s f/ P } . 

Assim , por exemplo, temos que o conjunto 

PRp = ~pr/~ lre: R, stfP 1 pE'P}={r/~ l r~P 
~ 

e um 

ideal de Rp 1 e tem a propriedade de que todo elemento fora 
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df~le é inversível em Rp , como é fácil verificar . Ou seja , 

P Rp é um ideal maximal de Rp • Mais ainda , ele e o único 

maximal. Assim, Rp é um anel local, chamado ANEL LOCALIZADO 

DE A PELO IDEAL PRIMO P , cujo ideal maximal é P Rp 

Estabelecemos agora alguns resultados que nos 

serao úteis nesta seção e outros que serão utilizados nos ca 

pitulos que seguem. 

Lema 4 . 3 : 

Sejam W e W' sistemas multiplicativos de R , 

tais que wcw• • Então a aplicação de Rw em Rw• dada por 

r/w-+ r ./w, para cada r/~GRw é um homomorfismo de anéis (e, 

portanto, induz em ~ · uma estrutura de ~-álgebra) . Além 

disso, Rw• .- é isomorfo a , onde W' Rw = {w'/w E:Rw I w ' e W' } 

é um sistema multipl icativo de Rw . 

Prova: 

~ fácil ver que, do fato de ser W um subconjug 

to de W' , ternos que a aplicação dada acima está b em definida 

e é um homomorfismo de anéis . Ainda, é claro que w·~ 
~ 

e um 

sistema mul tiplicativo de ~ • Para provar que ~ · e ( Rw>w·~ 

sao anéis isomorfos, basta-nos considerar a apli cação que ass2 

cia a cada r/w , € Rw• a classe de 

como é fácil verificar . [] 
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Se w é um sistema multiplicativo de R e M 

é um R- módulo , então o módulo de quocientes MW e um ~-m~ 

dulo , onde a operaçao externa é dada por (r/w). (m/w 1) =r .m/w w 1 

para cada· r/w€ l\-J , m/w 1e ~ • Além disso, a aplicação 

a : Mw-+ Rw®M definida por a (m/w) = 1/w ®m , para cada m/ w e Mw , 

está bem defi nida e é um isomorfismo de l\v- módulos, c ujo iso 

morfismo inverso é a aplicação B : Rw@ M -+ Mw , dada por 

f3(.r/w®m) =r . m/w , para cada r/w®m€'Rw@M. Este isomorfismo 

é canônico , no seguinte sentido. 

Fixa.dç> um sistema multiplicativo W de R , pod~ 
' . . 

mos consider.ar·. ó. ;un-tc;>r · ( ) W da categoria dos R-módulos na 

categoria dos 1\J-m_ó~ulos , a saber: a cada R-módulo M e stá as 

sociado o Rw·-.m~dulo ' Mw , e a cada R- homomorfismo f : M-+ M 1 

está assoc·iado o Rw-homomor f i smo fw : ~ + ~ , definido por 
.,-) 

fw (m/ w)= f (ml I w , para cada m/ w C .r.1W • Por outro l ado , sendo 

Rw um R-módulo , podemos considerar o f untor ~~-- da cate 

gori a dos R- módulos na categoria dos Rw- módulos à esquerda . 

O isomorfismo acima verifica a propriedade de que se f : ~~ + M 1 

é um homomorfismo de R- módu los , então o seguinte diagrama é 

comutativo: 

Logo , os funtores Rw ® _ _ e ) ~'l sao natural 

mente equivalentes e portant o , a partir de ~gora, na o faremos 
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mais distinção entre eles. 

Com referência a tais funtvren equivalentes , 

temos o seguinte 

Lema 4.4: 

Se W é um sistema multiplicativo de R , en 

tão o funtor Rw®_ é um funtor exato (ou ainda, Rw 
, 
e um 

R-módulo plano) • 

Prova: 

Resta- nos apenas mostrar que, se O-+ MLM' é 

uma seqfiência exata de R-módulos , então a seqfiência de ~-m~ 

dulos dada por O-+ Rw®M id®:f,.Rw®M' é também exata (ou , e 

fw 
qui valentemente, que a seqtiência O -+ ~-M~ é também exata) . 

De fato, suponhamos que fw(m/w) =O , para algum m/w€ ~ . 

Então, existe um elemento w' ~ W tal que w' (w. O - 1. f (m)) =O , 

ou seja, O=w'.f(m) =f(w'.m) , o que implica w' . m=O, já 

que f é um monomorfismo , por hipótese. Mas então m/ =O , 
w 

o que completa a prova. CJ 

Propo·sição 4. 5: 

Seja M um R-módulo · tal que, para cada ideal 

maximal M de R , MM = O . Então M:: O . 

Prova: 

Para cada ideal maximal M de R e para cada 



- 45 -

me M , sabemos, por hipótese, que m/1 =O ê MM • Ou seja, para 

cada ideal maximal M , existe um elemento w M f/ M tal que 

ta o anulador do R-módulo gerado pelo elemento m) . Podemos 

então concluir que AnR(m) não é um subconjunto de nenhum 

ideal maximal de R • Mas então, sendo também um ideal, temos 

que a única possibilidade é AnR (m) =R . Em particular, lR.m =O , 

ou seja, m = O , o que completa a prova. O 

Lema 4.6: 

Se M é um R-módulo finitamente gerado e se W 

é um sistema multiplicativo de R então ~ = O se e só se e 

xiste algum elemento w € W tal que w. M =O . 

Prova: 

g claro que se w.M =O , para algum w e w 1 e~ 

tão m/ 1 = O , para cada w m/ w I e~ . Reciprocamente I se ~=0 

e se M= R.m
1 

+ ••• + R.mn , então, para cada i e {1 , 2 , ... ,n } 1 

temos que mi/l =O • Ou seja, existe tal que w .• m.=O, 
1 1 

(i=l,2, •. . ,n) • Pondo então w =w 1w2 .•• wn 1 é fácil ver que 

w.M=O . 0 

Passemos agora à formulação do conceito de po~ 

to de um módulo finitamente gerado e projetivo. Para tal, va-

mos supor que M e um R-módulo finitamente gerado e projeti

vo. Então sabemos que, para cada ideal primo P de R 1 Rp 
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é um anel local e é também uma R- álgebra. Assim, por 3.5, 

temos que Mp ~ Rp69 M é um Rp- mÓdulo finitamente gerado e 

projetivo. LOgo , por 4.2, vemos que Mp é um Rp-módulo li 

vre. Portanto, e xiste um inteiro positivo np tal que 

Rp@M ~ Mp é isomor fo a np cópias do anel Rp . Tal inte!_ 

ro np é dito P- POSTO DO R-MODULO M 1 e é denotado por 

postop M . 

Dizemos que M tem POSTO (CONSTANTE) igual a 

n se e só se , para cada i deal primo P de R 1 pos top M = n . 

Neste caso , escr evemos postoR M = n 

Proposição 4.7 : 

Sejam S uma R-álgebra comutativa e M um R-mó 

dulo finitamente gerado e projetivo de posto constant e. En-

tão o s - módulo fin i tamente gerado e projetivo M ~ S tem po~ 

to constante 1 e postos (M@ S) = postoR M 

Prova: 

Se j a P um ideal primo de S . ~ fácil ver que 

p={xeRix . ls€P} é um ideal p r imo de R 1 e (R-p) . lscs-P 

Então a operaçao (r/p} . (s/p , ) =r.s/p.p ' 1 para cada ré R 1 

p (, p , se s I p ' tj p I está bem definida e , por 4 . 3 , dota Sp 

de uma estrutura de Rp- álgebra , como é fácil verificar . 

Portanto (pe l os isomorfisrnos estabelecidos na se 

çao 2) , ternos que , se n = p:;s~ t1 
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::: M ®R Sp ::: R(n)@ Sp ::: (Rp<?9 R s ) (n) ::: (S ) (n) 
p Rp p p p p p 

ou seja, para qualquer ideal primo p de s f (M@R S) p::: (Sp) (n} 

e, portanto, postos (M@ R S) = n =.postoR M . o 

A seguinte proposição pode ser mostrada facil 

mente , e sua prova fica a cargo do leitor. 

Proposição 4.8: 

Sejam M e N dois R-módulos finitamente ger~ 

dos e projetivos, e seja P um ideal primo de R . Então: 

Ci) postop (M~N} = postop M + postop N 

(i i) postop (M® N) = (postop M) (postop N) 

(iii} postop (HomR(M, N)) = (postop M) (postop N) 

Queremos mostrar a seguir que , quando R e um 

anel sem idempotentes próprios, então o posto de qualquer 

R-módulo· finitamente gerado e projetivo é constante. No entan 

to , precisamos antes fazer algumas considerações . 

o conjunto de todos os ideais primos do anel co 

mutativo R e denominado ESPECTRO DE R , e é denotado por 

Spec(R) . Par a cada subconjunto L de R , denotemos por 

h(L) o subconjunto de Spec(R) formado por todos os ideais 

primos de R que contêm L . Ou seja: h (L)= {PE; Spec(R) I P~L} 

Neste conjunto Spec(R) está definida a chamada TOPOLOGIA DE 

ZARISKI , como vemos no seguinte 

Lema 4.9: 

Spec(R) é um espaço topológico, se considera~ 
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mos como fechados os conjuntos da forma h(L) . 

Prova: 

E: claro que h( <j>} =Spec(R} , h(R} = <j> , e que 

ir:) h (Li) = {P e Spec (R) I p .:>Li (i €" I) } = {P e Spec (R) I p .:::> iYI Li } = 

=h C iYr Li)· 

Além disso , sendo h(L) conjunto de ideais pr.!_ 

mos, para cada subconjunto . L de R , segue - se que , se e 

L2 são dois subconjuntos arbitrários de R , então 

Assim, Spec(R) e um espaço topológico. [] 

NOTA: Toda vez que nos referirmos ao espaço topológico Spec(R) 

ou à topologia de Spec(R) , estaremos nos referindo à topo lo-

gia de Zariski, definida acima. 

Antes de analisarmos em que caso o espaço 

Spec(R) é conexo, lembramos um resultado sobre ideais comaxi 

ais . 

Dados um anel (comutativo) R e doi s ideais A1 

e A2 de R , dizemos que A1 e A2 sao IDEAIS COMAXIAIS 

A prova do lema a seguir pode ser encontrada 

- em [ 5 J • 
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Lema 4ol0: 

tão e 

Se A
1 

e A2 sao ideais comaxiais de R en 

sao também ideais comaxiais, para quaisquer 

inteiros m e n , e 

Para a próxima prova necessitamos ainda da 

proposição a seguir, cuja prova pode ser encontr a da em [2 ] 

(ver propo 1. 8) o 

Proposição 4oll: 

A intersecção de todos ideais primos de um 

a nel comutativo é exatamente o ideal formado por todos os 

elementos nilpotentes do ane l dado . 

Proposição 4ol2: 

O espaço topológico Spec(R) -e conexo se e 

só se R possui apenas idempotentes triviais. 

Prova: 

Lembramos aqui que um espaço é desconexo se 

e só se existem dots subconjuntos não vazios , fechados e dis 

juntos do espaço cuja união é todo o espaço. 

Suponhamos então que R possui um idempote~ 

t e próprio e , e provemos que Spec(R) é desconexo . Para 

tal, consideremos os fechados h(e) e h(l-e) (onde h(x) 

denota o conjunto h({x })) o g fácil ver que tais conjuntos 

são não vazios, já que Re f R e R(l- e) f R . 
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como (1- e) e== O , cada idea l primo do Spec (R) 

contém um dos elementos 1 -e ou e . Assim, h (e) Uh (l-e) == Spe c (R) 

Além disso, como 1 == (1- e) +e , é claro que h (e) e h (1 - e) 

são conjuntos disjuntos. Logo, Spec(R) é um espaço descone xo. 

Reciprocamente, suponhamos que Spec(R) e um 

espaço desconexo. Ou s e ja, existem dois s ubconjuntos L1 e L2 

de R tais que h(L1 ) e h(L2 ) são disjuntos, não vazios e 

cuja união é exatamente Spec(R) Sejam A 1 == P Q (L ) P e 
1 

primos de R que contenham os ideais A1 e A2 simulta nea 

mente. Logo, A1 +A2 ==R, i.e., A1 e A2 sao ideais c omaxiais. 

Além disso, como h(A1 )Uh<A 2 ) = Spec( R) , por hipótese , é e l a 

roque A1nA2 é a intersecçãode t odos os ideais primos de 

R • Assim, pela proposição anterior, A1f\A 2 é o ideal formado 

por todos os elementos nilpotentes de R . 

Ainda, como Al e A2 sao ideais comaxiais, 

existem a 1ê A1 
, a

2
e A2 ' tais que 

R= R a 1 + R a-.2 I i.e., Ra1 e R a 2 são também idea i s comaxi 

ais. Além disso, a1a2 ~ A1nA2 e, portanto, é um elemento nil 

potente. Seja m um inteiro positivo tal que 

- m"' m Entao R a 1 1 , R a 2 = O e, pelo último l ema, 
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m ID m são ideais comaxiais. Portanto, R= R a 1 ct; R a 2 , e esta decoro 

posição é não trivial . De fato, se, por exemplo, R a
1
m =O en 

tão a 1 é um elemento nilpotente e, portanto, é também um 

elemento de A2 • Então 1 = a 1 + a 2 E: A2 , uma contradição . 

m m Ou seja, R = R a 1 (!) R a 2 é uma decomposição 

nao triv ial de R em uma soma direta de ideais . Mas e ntão 

é fácil ver que, neste caso, R possui i dempotentes próprios 

(de fato, se l=e+e', onde e€Ra{', e ' Rà;' então é 

fácil ver que ·e e e• são idempotentes p r óprios de R), o 

que completa a prova. [] 

Já sabemos que se M é um R- módulo finita -

mente gerado e projetivo e se P é um ideal primo de R , 

então Mp é um Rp-mÓdulo livre. A proposição a seguir mos-

tra que existem sistemas multiplicativos que são subconj untos 

bem menores do que os sistemas da forma R - P , onde P e 

um i dea l primo de R , e tais que a mesma propriedade e válida . 

Proposição 4.13: 

Sejam M um R- módulo finitamente gerado e pro 

jetivo e P um ideal primo de R . Então existe um elemento 

a ê R - P tal q ue M(a) :: R( a) ®M é um R( a ) - módulo livre e f~ 

nitamente gerado, onde (a) representa o sistema multiplicat! 

vo de R formado por todas a s potências não negativas do ele-

mento a 
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Prova : 

consideremos o Rp-módulo livre Mp , e sup~ 

nhamos que {m
1
/a , •• • ,mn/a } é uma base de Mp sobre Rp • 

1 n 

sobre Rp 

Além disso, a aplicação 4> : R (n) + H dada por 

n 
E: 4> <r1 , •.. , rn) = i=l r i .mi é um R-homomorfismo, como é fácil 

verificar. A seqüência de R-módulos O-+ Ker 4> '--R (n~M -~ M/ Im 4>-+ O 

é exata e, como Rp é um R-módulo plano, vem que 

O-+ (Ker 4>) p -+ (R(n)) p -+ Mp -+ (M/Im 4>} p-+ O é também uma se 

qüência exata de Rp-módulos. Mas observemos que 4>(e.) =m. , 
l. l. 

para Cada i e {1,2, o oorn} 1 (onde 
n 

{e.}. 
1 

é a base canônica 
l. l. = 

de R (n)) , e então o homomorfismo induzido 4>p : (R ( n) ) p -+ Mp 

leva base em base. Portanto , ele é um isomorfismo de Rp-mód~ 

los. Assim, vem que {Ker 4>) p = O e (M/ Im 4>) p = O 

Além disso, como t-1 é um R-módulo fini tamen-

te gerado, M/ Im 4> é também um R- módulo finitamente gerado. 

Então, por 4.6, existe um e l emento BeR - P tal que B . M/Im4>=0 

Obtemos assim, de (*), a seguinte seqüência 

exata 

(n) 
O -+ ( Ker <P) ( B )~ {R ) ( B) -+ M ( B) -+ O 

de R(B) -módulos à esquerda . Além disso, ·sendo M um R-módulo 
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projetivo, M( S) z R( l3 ) ®M e um R( S) - módulo projetivo. Assim, 

a seqüência acima cinde, donde (Ker Q> ) (S) 

finitamente gerado. 

Corno ( B )C R - P , aplicando 4. 2 , cone luirnos 

que Rp é uma R( 8 )-álgebra. Assim, ternos que 

z Ker 4> x Rp z (Ker 4>) p, = O 

Portanto, [<Ker 4>) (f3)]p =O • Novamente , aplica!!_ 

do 4.'6, vemos que existe um elemento JJ/ k€ R( 8)- PR(f3) tal 
8 

que (JJ/ k).(Ker<I>(g)] =O . ~ fácil ver ainda que 
8 

é ·um anel isomorfo a R( JJS) • Então podemos escrever 

O-= [Ker <l>(S )] (JJ/l) -::: (Ker <!>® R(S) )(g)R( S) (R( I3 )) ( JJ /l) z Ker <I>& R(JJ S) -::: 

z (Ker Q>) (!JS) 

Além disso, corno 13 [M/ Irn <I>] = O , é claro que 

(M/Im 4> ) (JJS) = O • Então, novamente de (*) , obtemo s a seguinte 

seqüência exata de R( 1JI3) - módulos 

(n) 
O -+ (R ) (1Jf3) -+ M()JI3) -+ O 

Assim, pondo a = 1J 8 , ternos que M (a ) 
; 

e um 

R(a)-módulo livre e finitamente gerado.[] 

Seja M um R-módulo finitamente gerado e pr~ 

jetivó e sejam a € R e P um ideal primo de R t a is que 
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a 1P e M( a) é um R(a)-módulo livre d e posto (constante) 

igual a rn • Observemos então que Rp e uma R(a)-álgebra e 

=: M (a) ® R Rp =: 
( a ) 

[Rp] 
(rn) . M , ou seJa, é um R-módulo 

tal que postop M = rn 

Denotando por N o conjunto d os inteiros pos! 

tivos, podemos provar agora o seguinte 

Corolário 4 . 14: 

Seja M um R- módulo finitamente gerado e pro-

jetivo. A aplicação \jJ : Spec (R) ~ N dada por \jJ (P) = postop (M) 

para cada P€ Spec(R) , é urna aplicação contínua , quando consi 

deramos N dotado da topologia discreta . 

Prova: 

Seja P um i deal primo qualquer de R , e supo-

nhamos postop M = n . Pela proposição a nt e r ior , existe um e le 

mente ae R - P tal que M( a) é um R(a ). - rnódulo livre de posto 

finito. Além disso, pela observação anterior , sabemos que tal 

posto é igual a n • Consideremos então o conjunto aberto 

Spec (.R) -h (a ) conjunto ao qual P pertence , e vejamos que 

a imagem por \jJ é exatament e n . De fato , se P ' e um o utro 

ideal primo pertencente a Spec(R) - h( a ) , então , como a (j_P ' 

pel a observação anterior, vemos que postop , M = n = postop M . 

Então concluimos que a imagem inversa de um inte iro não nega 
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tivo n é vazia ou é um conjunto aberto do tipo Spec (R) -h (a) 

do espaço Spec(R) • Logo ~ é uma aplicação continua. [] 

Considerando a aplicação ~ dada no corolário 

acima, podemos mostrar o seguinte 

Teorema 4.15: 

Seja R um anel comutativo sem idempotente s 

próprios. Então cada R-módulo finitamente gerado e projetivo 

M tem posto constante (ou seja, existe um inteiro nao nega-

tivo m tal que, para cada ideal primo P de R , postop M = m) . 

Prova: 

De fato, se m e n sao imagens distintas de 

IP em relação a tal R-módulo M então 
.. fácil ' e ver que 

Spec (R) = ~ -l (n)U ~-l (K) I onde K = N- {n} . Ou sej a , como 

mE" K , obtemos uma decomposição não trivial de Spec (R) co-

mo união de dois abertos disjuntos,.uma contr,adição, uma vez que 

Spec (R) é um espaço conexo. 
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§ 5 . EXTENSÕES SEPARÂVEIS E EXTENSÕES DE GALOIS DE CORPOS 

Nesta seçao, apresentamos os resultados básicos 

de extensões separáveis e extensões de Galois de corpos. No 

entanto, omitiremos aqui a maioria das provas destes resulta-

dos, uma vez que esta teoria é generalizada nos capítulos II 

e III. Mais detalhes podem ser encontrados em (1] , (10 ] e [27 1 

Em toda esta seçao, E e K denotam dois corpos 

(comutativos) a rbitrários. Quando E::>K , [E: K] denota a di-

mensão do espaço vetorial E sobre K , e dizemos que E 

uma EXTENSÃO DE K • Se [E : K] < oo , dizemos que E ~ 

e uma EX-

TENSÃO FINITA de K • Além disso, K[X] representa o anel de 

polinômios sobre uma indeterminada X e com coeficientes no 

corpo K , e G denota um grupo multiplicativo arbitrário. 

Se E e uma extensão do corpo K e F ~ e um 

corpo tal que K C F C E , então F é di to um CORPO I NTERME-

DIÂRIO ENTRE E e K . 

No que segue, faremos uso do seguinte result~ 

do cuja prova pode ser encontrada na bibliografia citada: 

Se E é uma extensão de K , F e um corpo 

intermediário entre E e K e se as extensões E sobre 

F e F sobre K sao finitas então E e também uma exten 

sao finita de K • Reciprocamente, se [E : K] é finita, e!! 

tão [E: F] e [F: KJ são finitas e vale [E : KJ = [E :F] [F:KJ 

Dizemos que um polinômio f (.~0 G: K [x] DECOMPÕE-SE 

LINEARMENTE SOBRE K[X] se f(X) pode ser expresso como um 

pr oduto de fatores lineares f (X) = k (X- a
1

) ... (X - an ) , onde 

k,a1 , •• • ,anê K . Neste caso, os zeros de f(X) em K sao 
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~ claro que, dado qualquer polinômio f(X) e K(X] , 

é sempre possível encontrar um corpo E:::> K onde f (X) se de

compÕe linearmente . (De fato, basta-nos tomar E como sendo o 

fecho algébrico de K). Mais ainda, o resultado abaixo nos mos 

tra que a extensão E citada pode até ser tomada de dimensão 

finita sobre K , e sua prova encontra-se em [10] 

Proposição 5.1: 

Seja f(X)€ K[X] um polinômio a rbitrário, de · 

grau n ~ 1 . Então existe um corpo E , extensão de K , tal 

que f (X) decompõe-se linearmente sobre E [x] e [E : K] ~ n ! 

Seja f(X)€ K[x] • Dizemos que um corpo E , 

extensão de K, ~um CORPO DE DECOMPOSIÇÃO (ou CORPO DE RA!ZES) 

de f sobre K se: 

(i) f(X) decompõe-se linearmente sobre E[xj 

(ii) se E' e um corpo tal que KCE 1 C E e 

f (X) decompõe-se linearmente sobre E • [x] , então E ' =E 

Portanto, pela proposição acima, podemos afir

mar que o corpo de decomposição E de qualquer polinômio 

f (X) € K [x) de grau n ~ 1 existe e tem dimensão finita sobre 

K : [E : K] ~ n! • 

~ óbvio também que, se E e um corpo de deco~ 

posição de f(X)êK[Xj então E=K( a 1 , ... , an) , onde a 1 , .. . , an 

são as raizes de f(X) no fecho algébrico K de K (i .e., E 

pode ser obtido pela adjunção a K das r a ízes a 1 , ... , a n de 

f (X) em K). • 
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Sejam K e K • dois corpos, a : K -+ K • um 

isomorfismo de corpos e f(X)ê K[X] um polinômio irredutí 

vel. Suponhamos que o polinômio g (X) e K • [x] 
~ 

e o correspo~ 

dente de f(X) por a • Então é fácil ver que g(X) é um 

polinômio irredutível de K'{x] . 

Se a é uma raiz de f(X) no fecho algé

brico de K e S é uma raiz de g(X) no fecho algébrico 

de K' , e se F=K(a) e F' =K ' (S) são as extensões obti 

das pelas .adjunções de a e S respectivamente, então po 

de-se mostrar que o isomorfismo a pode ser estendido a um 

isomorfismo a : F-+ F I tal que cr (.a) = B • Utilizando este 

fato, prova-se, então, que se E é um corpo de decomposição 

de f sobre K e E' é um corpo de decomposição de g so 

bre K' então o isomorfismo a pode ser estendido a um iso 

morfismo o' de E em E' • Além disso , o • transforma as 

raízes de f(X) em E nas raízes de g(X) em E ' . 

Como uma conseqüência importante deste fato 

obtém-se o seguinte 

Teorema 5.2: 

O corpo de decomposição de um polinômio qual 

quer f(X)~ K[x] é único, a menos de isomorfismos . 

O teorema acima justi fica então fazermos alu 

sao ao corpo de decomposição de um polinômio, e não a um 

corpo de decomposição. 

Ainda, este teorema nos assegura que a decom 

posição de um polinômio em fatores lineares independe do 
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~orpo considerado. Ou seja, se E e E ' sao dois corpos e~ 

tensões de K tais que um polinômio arbitrário f(X) e K{x] 
decompõe - se linearmente em E[X] e E ' [x] , então é fác i l ver 

que existe uma correspondência biunívoca entre as raízes de 

f(X) em E e em E' que preserva a mult i plicidade das mes 

mas. 

Dizemos que um polinômio f(X) e K[x] é um POLI 

NOMIO SEPARÂVEL SOBRE K se f(X) não possui raízes múlti-

plas num corpo de decomposição de f sobre K . Ou seja, no 

corpo de decomposição de f sobre K , f (X) é da forma 

k (X - a 1 ) ••• (X - a n) onde as raizes sao todas dis 

tintas. 

Para polinômios sobre o corpo dos r eais , existe 

um método standard para detectar raízes múltip las : a diferen 

cia ç ão . Tal método pode ser generalizado para corpos arbitrá 

rios, definindo-se derivação de maneir a fo r mal, como segue. 

Seja um polinômio de 

K(x] . Então denominamos DERIVADA FORMAL DE f o polinômio 

n-1 2 [ l - -Df (X) = nan X + ••• + a
2
x + a1 e K X_ . Entao e fácil pro-

var que um polinômio não nulo f(X)e K[xJ tem uma raiz 

múltipla no corpo de decomposição E de f sobre K se e 

só se f(X} e Df(X} têm um fator comum de grau maior ou 

igual a 1 em E[x] . 

A seguinte proposiç ão car acteri za os polinô

mios irredutívei s que s ão separáve i s em K[XJ : 
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Proposição 5.3: 

(i) Se K é um corpo de característica zero, 

então todo polinômio irredutível de K[x] é separável sobre 

K • 

(ii) Se K é corpo de característica p > O , 

então um polinômio irredutível de KfxJ é não s eparável so 

bre K se e só se e l e é da forma g(X?) , para algum poli -

nômio g (X) e K (xJ • 

Dado um corpo E extensão de K , sabemos que 

um elemento a e E é ALG~BRICO sobre K se existe um poli 

nômio g (X) € K [x] tal que g (a ) = O • Neste caso, mostra-se 

que existe um polinômio f(X} c K[XJ com carat e r minimal 

para esta propriedade, isto é, f( a ) =0 e , se g (a) =O I p~ 

r a algum polinômio g(X)€ K[X] I então f (X) d ivide g (X) 

KixJ Tal polinômio f (X) ~ denominado POLINOMIO MINI em . e 

MAL DE a . Dizemos ainda 
~ ELEMENTO SEPARÂVEL que Ct e um 

SOBRE K se o seu polinômio minimal é um polinômio separ~ 

vel sobre K . Uma extensão algébrica E de K é SEPARÂ-

VEL SOBRE K se todo elemento de E é separável sobre K . 

Observação: Alguns autores utilizam outra definição para p~ 

linômio separável sobre um corpo {ver, por exemplo , [1 ] ). 

De acordo com esta outra definição, um polinômio f(X)~ K[X] 

é dito separável sobre K se cada fator irredutível g(X) 

de f(X) em K[X] nao possui raízes múltiplas no corpo de 

decomposição de f sobre K . Assim, por exemplo, se K 

é um corpo de característica z ero , então qualquer potência 
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de um polinômio irredutlvel de K[x] seria um polinômio sep~ 

rável sobre K • No entanto, veremos, no capítulo IV, que a 

definição de polinômio separável sobre R[X] , onde R e um 

anel comutativo ;·· . com . unidade nao generaliza 

a definição dada por Emil Artin em [ 1 ] , e sim e uma genera

lização da definição dada inicialmente. 

Antes de definirmos extensão de Galois de um 

corpo K , necessitamos de alguns conceitos preliminares, 

que passamos a apresentar. Lembramos que, nesta seção, G de 

nota um grupo multiplicativo. 

Dizemos que um homomorfismo de grupos a : G ~ K* 

(onde K* denota o grupo multiplicativo K- {O } ) é um 

CARACTER DE G EM K . Logo, pela definição, a (x) cf O , p~ 

ra todo x € G . 

Sejam agora a 1 , .•. , an caracteres de G em 

K, e a 1 , ... ,an elementos do corpo K . A aplicação 

n 
[:: 
i=l aia i G ~ K dada por 

n n 

i~ a i a i) ( x) = };)_ a i a i ( x) , p~ 

ra cada x~G, é denominada COMBINAÇÃO LINEAR dos caracte 

res a 1 , ... , an com coeficientes a 1 , ... , an , e é fácil ver 

que ela não é necessariamenteum caracter. 

Suponhamos que a 1 , •.. , a n sao caracteres de 

G em K. Então, se existem elementos a 1 , ... ,an nao to-

dos nulos no corpo K e tais que a combinação linear 

é a aplicação nula, então dizemos que os caract~ 

res dados sao LINEARMENTE DEPENDENTES (ou, simplesmente , 
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-DEPENDENTES} • Em caso contrário, o 1 , ... , o n sao di tcs caracteres 

LINEARMENTE INDEPENDENTES (ou, simplesmente, INDEPENDENTES). 

Ou seja, o
1

, • .• ,on são independentes se a única possibili

n 

dade de ocorrer L: i=l ai o i = O é quando cada ai ( i=l, 2, ••• , n) 

é nulo. 

O seguinte resultado é fundamental para o q ue 
1 

segue, e sua prova pode ser encontrada em [ ~1 J. 

"Se são caracteres de G em K dis 

tintos dois a dois, então eles são caracteres inde pendentes ... 

Portanto, no caso em que o grupo G é da forma 

E* Ci.e ., E-· {O}) , para algum corpo E , torna-se óbvia a 

seguinte 

Proposição 5.4: 

Sejam o 1 , •.• , on isomorfismos distintos dois 

a dois do corpo E no corpo K. Então o 1 , ... , o n s ao ca-

racteres independentes de E* em K . 

A partir de agora, quando o 1 , ... , on s ao c ara c 

teres distintos dois a dois, diremos apenas que o 1 , . .. , o n 

são caracteres distintos. 

Suponhamos agora que o1 , .. . , on sao isomorfis-

mos do corpo E no corpo K . Dizemos que um elemento a~ E 

é um PONTO FIXO de o1 , .. . , on se o 1 (a) = . .. = on (a) . Se 

E = K e se, para algum i~ { 1, 2, ... , n } , o i é a i d ent ida de 
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em K , então a e K é um ponto fixo se o j (a) =a , para 

cada j e {1,2, ••• ,n } , o que justifica a denominação de po~ 

to fixo. 

Se o
1

, .. . , on sao isomorfismos do corpo E no 

corpo K então o conjunto dos pontos fixos de 
; 

e 

um subcorpo de E , como é fácil verificar, e é chamado 

O resultado abaixo é de fundamental importância 
I; 

no que segue , e sua prova pode ser encontrada em (10) . 

Proposição 5.5: 

Se o
1

, • • . , on sao isomorfismos (dois a dois) 

distintos do corpo E no corpo K e se F é um subcorpo 

de E contido no corpo fixo de o 1 , ... , on então a dimen-

sao de E como espaço vetorial sobre F é maior ou igual 

a n 

Como conseqfiência desta proposição, pode- se 

mostrar que se o 1 , ••• , on sao automorfismos distintos do 

corpo E e se K é o corpo fixo de o 1 , ... , o n então a 

dimensão de E como espaço vetorial sobre K não é menor 

do que n • 

Suponhamos agora que K é um subcorpo de 

E e que o é um automorfismo de E . Dizemos que o DEI 

XA K FIXO se, para cada k~ K , o (k) =k , ou seja, o K =idK 

E fácil então verificar que , se K é um subcorpo de E , en-
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tão o conjunto dos automorfismos de E que deixam fixo K 

é um subgrupo de Aut(E) , o grupo dos automorfi smos de E . 

Se G é um grupo de automor fismos de E (i . e. , 

um subgrupo de Aut(E)), então · O corpo fixo de G é denotado 

por EG , ou seja, 

EG = { x € E I V a € G , a ( x) = x} . 

Observação: Podemos notar que o grupo G dos automorfismos 

de E que deixam fixo K é determinado pelo corpo K , e 

KCEG • No entanto, não ocorre, necessari ame nte, que o corpo 

fixo de G é exatamente K . Damos a seguir um exemplo que 

ilustra tal fato: 

(onde rr denota a raiz cúbica real de 2) . Se a ~ 

e um 

automorfismo de Q crn que deixa fi xo Q, então, o::>no [a ( ffl J 3 = 

= a (fi 3 ) = a ( 2) = 2 , concl uimos que a ( t2') deve também ser 

uma raiz cúbica de 2 Como a única raiz cúbica de 2 perteg 

cente a Q (h'> .. 
e 1'2' , segue-se que a (fi> = h e, portanto, 

a= idE . Ou s eja, o único automorfismo de E que deixa Q 

fixo é a identidade. Logo 1 G = Aut (E) = {idE} G e E =E ~K=Q. 

Suponhamos que E é um corpo extensão de K 1 e 

que G é um grupo de automorfismos de E . Dizemos então q ue 

E é uma EXTENSÃO DE GALOIS DE K s e o corpo fixo EG for 

exatamente igual a K e se a dimensão do espaço vetorial E 
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sobre K for finita (ou, em outras palavras, E é urna exten 

são finita de K) . Neste caso, nos referimos ao grupo G da 

do acima corno o GRUPO DE GALOIS DE E SOBRE K . 

Então, pelos resultados anteriores, é fácil ver 

que, se E é urna extensão de Galois de K , o grupo de Galois 

de E sobre K é finito. Ainda, analisando estes mesmos re-

sultados, poderíamos nos perguntar se a dimensão de E sobre 

K é exatamente igual à ordem de G . De fato , isto acontece 

quando K = EG , como estabelece a seguinte 

Proposição 5. 6: 

Seja G um grupo finito de ordem n de auto

morfismos do corpo E , e seja K = EG . Então a dimensão de 

E como espaço vetorial sobre K -e n 

Da proposição acima , torna- se evidente que se 

G é um grupo finito de automorfismos de E , então E e 

urna extensão de Galois do corpo fixo K = EG , e [E KJ = ~ (G) , 

onde o (G) denota a ordem do grupo G . Além disso, todo 

automorfismo de E que deixa fixo K e stá em G . Portanto, 

o grupo de Galois de E sobre K está univocarnente deterrni 

nado. Pode-se ver também que se E é urna extens ão finita de 

K , então E é urna extensão de Galois de K se e so se o 

número de automorfismos de E que deixam K f i xo e (E : K] 

Vejamos a gora uma relação entre as extensões 

Galoisiana s de corpos e as extensões s e paráveis de um corpo 

K • Nosso objetivo é enunciar o Teorema Fundamental da Teoria 

de Galois para corpos. 
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Proposição 5.7: 

Seja E uma extensão de Galois de K . Então 

E é · tarnbém uma extensão separável de K . Além disso, cada 

elemento de E é raiz de um polinômio s e parável e irredutí 

vel sobre K que se fatora linearmente em E[x] . 

Finalmente, o seguinte teorema caracteriza a s 

extensões de Galois: 

Teorema 5.8: 

Uma extensão E do corpo K é uma extensão 

de Galois de K se e só se E é o corpo de decompo sição 

de algum polinômio separável f(X}~ K[X] . 

Prova: 

Suponhamos que E é uma extensã o d e Galoi s 

de K , e seja t a dimensão de E sobre K . Se j a 

{w1 , ... ,wt} uma K- base de E. Então a proposição a cima nos 

assegura que cada wi (i=l,2, ... ,t) é raiz de algum poli-

nômio fi(X)€ K[X] , separável e irredutível sobre K . 

Sejam agora a 1 , • .. , a n todas a s raíze s d i stin 

tas de f 1 (X), ... ,ft(X) , no corpo de decomposiç ão do po linª 

mio f 1 (X) f 2 (X) ••• ft(X) . ~fácil ver então que o polinômio 

f (X) = (X- a 1 ) •.. (X- an) é um elemento de K [x] , j á q ue cada 

automorfismo do grupo de Galois permuta a s r a íze s a 1 , . .. , a n 

de f(X) • Portanto, f(X) é um polinômio separável s ob r e K . 
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t claro que E contém o corpo de decomposição 

sobre K • Ainda, como cada w . (i=l,2, ... ,t) 
l 

f(X) , temos que cada w. 
l 

e um elemento de F 

Logo, concluímos que E é exatamente o corpo F , o qual é 

o corpo de decomposição do polinômio separável f( X) 

Reciprocamente, se E é o corpo de decompos~ 

çao de um polinômio f(X)ê K[X] separável sobre K , então 

é claro que E=K(a1 , • . . ,an) , onde a 1' . .. , a n sacas raízes 

distintas de fCX) em E que estão fora de K . Para mos-

trar que E é uma extensão de Galois de K , utilizemos i n 

dução sobre n • 

Se n =O então E= K , que é t r ivialmente uma 

extensão de Galois de K • Suponhamos agora que n ;;:. 1 e que, 

se E e um corpo de decomposição de um polinômio separável 

sobre um subcorpo K' de E com um número de raízes fora 

de K' menor ' do que n (i.e. , E=K ' (ai, . .. ,a;), com r < n) 

então E é urna extensão de Galois de K ' . 

Como f(X) tem pelo menos uma raiz fora de K , 

é claro que, na decomposição de f(X) em fatores irredutí

veis em K(x] , aparece algum polinômio f 1 (X)E K[xJ de gr a u 

maior do que 1 . Seja s = a f 
1 

(X) > 1 . Então alguma raiz 

de f (X), (i=l, 2, •• . , n), é raiz de f 1 (X) . Podemos supor, 

sem perda de generalidade, que a 1 e e sta raiz. Então a 1 é 

um elemento algébrico sobre K e f 1 (X) e o seu polinômio 

minimal. Além disso, [K (a1 ) : K] = s (ver L27 J). 

Consideremos agora K ' = K (a ) . Então e c lar o 
1 
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que f(X) é um polinômio separável também sobre K' , e 

E= K' (a
2

, • •• , a n) é ainda o corpo de decomposição de f(X) 

sobre K' • Mas agora f(X) , considerado como polinômio se 

parável sobre K • , tem no máximo n - 1 raízes fora de K 1 
• 

Portanto, pela hipótese de indução, E é uma extensão de 

Galois de K' , donde segue-se que [E : K 1 J é f in i to. En

tão, (E: K] =[E: K' ] [K': K] é também finito. Assim, E e 

urna extensão finita de K • 

Para mostrar que E é uma extensão de Galois 

de K , resta-nos mostrar que o grupo G de automorfismos 

de E que deixam K fixo tem exatamente K como corpo 

fixo. Por hipótese, a f l {X) = s • Suponhamos então que 

a
1 

= a
1
,a2 , ••• ,as são as raizes de f

1 
(X) (fora de K , já 

que f 1 (X) é irredut!vel sobre K). Então, pelos resulta-

dos anteriores, existem s isomorfismos distintos 

oi K(a 1)-+K(ai) {i=l,2, ... ,s) que são extensões da idK 

(e caracterizados por o. (a1) =a .). Além disso, tais iso-
1 1 

morfismos podem ser estendidos a automorfismos de E , aut~ 

morfismos estes que vamos representar por o . (i=l,2, ... ,s). 
1 

Então é claro que cada extensão o i deixa K fixo , ou seja , 

ã. € G , para cada i € { 1, 2, ... , s } . 
1 

Seja e e EG • Queremos mostrar que e é um ele 

mente de K • Observemos antes que tal elemento e não pode 

estar fora de K{a 1 ) • De fato, como E é extensão de Galois 

de K{a 1 ) , o corpo fixo do grupo de Galois G ' desta exten 

sao é exatamente K(a1 ) . Portanto, dizer que e não está 
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em K(a
1

) significa dizer que existe um automorfismo õe G' 

tal que ô(e) t-e. Urna contradição, já que G'CG . 

. Portanto, e tK(a
1

) , e pode ser escrito na for 

s-1 ma e= c0 + c 1a 1 + ••• + cs_ 1a 1 , com ci e K , para cada 

i € {O , 1 , ••• , s -1 } • Assim, para 

s-1 

cada je{l,2, ... , s } , 

L' 
i=O 

i c.a. 
l. J 

Então o polinômio p (X) de grau s - 1 dado 

tem pelo menos 

s raízes distintas em E (a saber: a 1 ,a2 , ... ,as) , o que i~ 

plica que p(X) é identicamente nulo, ou s e ja, e=c0 € K, 

o que completa a prova. O 

Para terminar, enunciamos agora o Teorema 

Fundamental da Teoria de Galois para corpos. Sua prova pode 

ser encontrada em [ 1] ou [10], ou também no capítulo III. 

Seja E urna extensão de Galois de K , com 

grupo de Galois G • Denotando por G(G) o conjunto de to 

dos os subgrupos de G e por C(K,E) o conjunto de todos 

os corpos intermediários entre K e E , então, a cada 

corpo intermediário F~ C (K,E) , podemos associar o subgr~ 

po GF = {o e G I O' I F = idF} de . G . Reciprocamente' a cada 

subgrupo H de G podemos fazer corresponder um corpo 

intermediário entre K e E , a saber , o corpo fixo de E 

H por H , E • 

Tal correspondência entre os conjuntos G(G) 

e C(K,E) é biunívoca, corno v emos a seguir . 
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Teorema 5.9: 

Se E é uma extensão de Galois de K com gr~ 

po de Galois G , então: 

(i) a correspondência anterior entre G(G) e 

C(K,E) é uma correspondência 1-1 (usualmente chamada de COR 

RESPOND~NCIA DA TEORIA DE GALOIS). Mais ainda, para cada cor 

po intermediário F entre K e E , a extensão E sobre 

F é uma extensão de Galois, cujo grupo de Galois é GF 

(,ii) um corpo intermediário Ft:C(.K,E) e uma 

extensão de Galois de K se e só se o subgrupo GF de G 

é normal em G • Neste caso, o grupo de Galois desta exten-

são é isomorfo a G/G 
F 

(iii) para cada corpo intermediário F~ C(K,E) 

[E : F] =o (GF) (onde o (GF) denota a ordem do grupo GF), 

e [F : K] é igual ao índice de GF em G . 

NOTA: Com tal correspondência da teoria de Galois, e claro 

que G =G 
E 

§ 6 • MODULOS E ANgiS SEMI-SIMPLES 

Nesta seçao, fazemos um resumo de conceitos e 

resultados que vamos necessitar neste trabalho sobre módulos 

e anéis semi-simples. Maiores detalhes , porém, po dem ser en 

centrados em (25] . 
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No que segue, R denota um anel com unidade e 

M um R-módulo à esquerda. No entanto, todas a s definiçõe s 

e resultados podem ser obtidos similarmente quando M é um 

R-módulo à direita. 

Dizemos que M é um R- MÚDULO SIMPLES ou IRRE 

DUTIVEL se M é não nulo e se os únicos submódu l os de M 

sao (0) e M (i.e., M nao possui submódulos própr ios) . 

O anel R é dito SIMPLES se ele próprio, conside r a do como 

R-módulo à esquerda , é simples. Ainda, M é di to um R- t-1CDU 

LO SEMI-SIMPLES se é urna soma direta de R-módulos simples. 

Teorema 6.1: 

Para que um R-módulo M seja semi-s imples é 

necessário e suficiente que cada R-submódulo de M seja 

um somando direto de M • 

Prova: 

Suponhamos M =a.~ A Ma. , onde A e um conju_!! 

to de índices e Ma. é um R-módul o simpl e s, para cada a. e A • 

Para cada subconjunto rc:A I coloquemos M = @ M , e de r a. E: r a. 

notemos por M~ o submódulo nulo de M : M<P = (O) 

Seja N um submódulo de M , e consideremos 

o conjunto SN = {fC A I Mr nN =(O) } • t: fácil verificar que 

SN e um 9onjunto indutivo. Logo, pelo Lema de Zorn , existe 

em SN um elemento maximal, que vamos denotar por 6 . Assim , 

H6 () N = (O) • Queremos mostrar que M
6 

G)N = N . 

Observemos que s e a. G A - 6 então é c l a ro que 
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t, U {a} f SN , pel o cara ter. maximal de t::. • Logo, 

(M +M )ni.'1f. (O) , ou seja , existem elementos mt;MA , 
Ct t::. L.l 

m € M , n€ N a a 
tais que n#O e m + m = n , donde a 

ma=n - meM
6

+N . Logo, (M
6

+N)nMal (0) • (De fato , se 
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ma =O 1 então n = m € 1-1
6 

n N = (O) , uma contradição) . Assim, 

como é um submódulo nao nul o de M (que é 
Ct 

um módulo simpl es) temos necessariamente (MA + N) () M = M • 
L.l Ct Ct 

Concluimos que se a é um e lemento arbitrá-

rio de A - t::. , então Ma C (M6 + N) . Assim M =a~ A Ma C r16 + N 

donde segue que M = M6 + N • 

Para mostrar a recíproca, suponhamos que todo 

R- submódulo de M é um somando direto de M , e sejam N 

e P submódulos de M tais que P é também um submódulo 

de N . Então sabemos que M = P(f)Q , para algum submódulo 

Q de M . Aplicando a lei modular, podemos escrever 

N=MnN= (P&Q)()N=P(±>(QnN> 1 ou seja, P é também um so-

mando direto do A-módulo N . Mas como P é um submódulo 

arbitrário de N , concluimos que N tem a mesma proprie-

dade de M , (i.e . 1 todo submódulo de N e um somando di 

reto de N). 

Mostremos agora que cada submódulo nao nulo 

N de M contém um módulo simples . Para tal, suponhamos que 

x e N é um elemento não nulo. Podemos considerar a familia 

F formada por todos os submódulos N' de N t ais que 

x~ N' • E: f ácil verificar que F é um conjunto indutivo 

e, portanto , admite um elemento maximal, que será denotado 
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por P • Então P é um subrnódulo de N que nao corntérn o ele 

rnento x de N • Mas N = P@Q para algum subrnódulo Q de 

N . Vamos mostrar que Q é um módulo simples . 

De fato , se Q1 é um subrnódulo próprio de Q , 

pela observação feita sobre todos os subrnódulos de M , vemos 

que Q1 é um somando direto de Q , ou seja , existe T , um 

subrnódul o de Q , tal que Q = Q' $T . Assim , N = P@Q = P@Q' $T . 

Pel o cara ter maxi mal de P , P<i} Q 1 e P Ef)T são subrnódulos 

não pertencentes a F , ou seja , xE' (P$Q ' ) í) (P$T) . Então, 

podemos escrever : x = p + q 1 = p 1 + t , para determinados elementos 

p , p ' f'P , q 1 ~Q 1 , tf_T. Assi m, p - p 1 =t - q 1 E'Pn(T@Q')= 

= p n Q = (0) , ou seja I t = q I r T n Q I = (o) , ou ainda, X = p e p I 

urna contradição. Logo , Q é um módulo simples. 

Final mente , mostremos que M é urna sorna direta de 

módul os simples. Se S denot a o conjunto de todas as famílias 

da forma {Sa}ae r onde cada Sa é um R-subrnódulo simples 

de t-1 e ~ S é urna sorna direta, então e fácil verificar 
a~ a 

que S é também um conjunto indutivo. Sej arn {s8 } 
8 

e: r 1 seu 

elemento maximal , N = 8 ~r 1 S 8 
e P o subrnódulo de M tal 

que M = N(±)P • 

Observemos agora que se P e nao nulo, então 

e l e contém algum subrnódul o simples P ' que é ainda um somando 

direto de P • Mas então neste caso é fácil verificar que 

N + P é também urna sorna direta de módulos simples, o que con-

traria o cara ter maxi mal da família {S B} B E' r , . Logo, 

M = N = 8 ~r , s
6 

, o que completa a prova. O 
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Apresentamos a seguir um resultado que caracteriza 

os anéis semi-simples. Observe- se que com o teorema anterior 

prova- se faci lmente a equivalência (a)~(b) , uma vez que os 

R- submódulos de um anel R sao exatamente seus ideais. O res -

to da prova pode ser encontrada em [25} (ver teorema 5.1 , cap. 6) . 

Para a definição de módulo injetivo, pode-se consultar também 

[15] . 

Teorema 6.2 : 

Seja R um anel com unidade. As seguintes condi 

çoes sao equi valentes: 

(a) R é um R- módulo à esquerda semi-simples; 

(b) cada ideal à esquerda de R é um somando di 

reto de R ; 

(c) cada R- módulo a esquerda e injetivo; 

(d) todo R-módulo à esquerda e semi-simples; 

(e) toda seqüência exata O -+ M' -+ M -+ .M" -+ o de R-rró 

dulos a esquerda cinde; 

(f) todo R-módulo à esquerda é projetivo; 

Quando um anel R verifica alguma , e , portanto, 

todas , as condições do teorema acima, então ele é denominado 

um ANEL SEMI-SIMPLES. 

Um elemento a de um anel R é dito NILPOTENTE 

se existe algum inteiro n tal que an =O • Um ideal a esqueE_ 

da I de R é dito NILPOTENTE se existe um inteiro m tal 

I rn =O . (Ou seJ·a , para cada c-r O) que x1 , .. . , xm .._ , x1 x 2 . . . xm = . 
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Lema 6.3 : 

Se R é um anel semi-s imples, então , para todo 

i dea l à esquerda I de R, existe um elemento idempotente 

ef:I tal que Ie=Ae=I e I(l-e) =0 . 

Prova: 

Como R é semi-simples, sabemos que, se I é 

um ideal à esquerda de R , então existe um ideal à esquerda 

I' de R tal que R=I$I' • Sejam e€ I, e ' E: I' tais que 

1 =e+ e' . Então, para cada x€ I , x = xe + xe' , donde segue-se 

que xe =x e xe ' =0 , ou seja, ReCICieCRe . Assim, 

Ie = Re =I . Além disso , da igualdade xe • =O , é fácil ver que 

I(l- e) =O 0 

Lembrando que o radical de Jacobson J (R) de 

um anel com unidade R é a intersecção de todos os ideais 

maximais à esquerda de R 1 podemos mostrar a seguinte 

Proposição 6. 4: 

Se R é um anel semi - simples,então o radical 

de Jacobson J(R) de R é nulo. 

Prova: 

Sabemos que J(R) é um ideal à esqu:erda de R . 

Então 1 pelo lema anterior 1 existe um idempotente e € J {R) tal 

que x ( 1 - e) = O , para cada x f' R . Mas como e 12 J (R) , 1 - e e 

um elemento inversível, donde segue-se que x = O , o que com

pleta a prova. [] 
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Proposição 6.5: 

Todo ideal à esquerda nilpotente de um anel arbi 

trário R está contido no radical de Jacobson de R 

Prova: 

De fato, se I é um ideal à esquerda nilpotente 

de R e M é um ideal maximal à esquerda de R , então I + M = M O\ 

I + M =R . Observemos que , se I + M = R , então 1 = i + m , para 

algum i e I , m G M • Mas como i €. I é um elemento nilpotente , 

m = 1- i é um elemento inversível (cujo inverso é 1 +i+ . . . +i n - l 

se in= 0} uma contradição, já que rn G M • 

Então I + M = M , donde segue-se que I C M • Corno 

M é um ideal maximal à esquerda arbitrário, temos 

I C M c::drnal M = J (R) . 0 
à esquerda 

Corolário 6 . 6: 

Um anel semi- simples nao contém ideais nilpotentes 

à esquerda, além do trivial. 

Deste corolário, é fácil mostrar a seguinte 

Proposição 6.7: 

Se R é um anel comutativo e semi-simples, en-

tão R nao possui elementos nilpotentes. 

Prova: 

De fato , se x ~·R é um elemento nilpotente e se 

n€Z é tal que xn=O , então (Rx)n=Rnxn=O . Ou seja, o 

ià@àl Rx ~ um ideal à esquerda nilpotente e , porta nto , pelo 



,, 
' 

- 77 -

corolário acima, Rx = O • Logo, x =O . O 

Da prova acima fica claro que se R nao contém 

elementos nilpotentes então não contém ideais nilpotentes não 

triviais, mas a recíproca só é válida se R é um ane l comuta 

tivo. 
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CAP!TULO II 

ALGEBRAS SEPARAVEIS E EXTENSÕES SEPARAVEIS DE AN~IS 

Neste capítulo, apresentamos a teoria fundamental 

das álgebras separáveis, e supomos que todo o anel considerado 

tem unidade e todo homomorfismo de anéis leva unidade em unida 

de. Ainda, R denota um anel comutativo com unidade, e o símbo 

lo ® significa ®R • 

§ 1 . DEFINIÇÃO E EXEMPLOS DE ALGEBRAS SEPARAVEIS 

Antes de apresentar o conceito de álgebra sepa-
.. 

ravel, definimos derivação e derivação interior. 

Sejam A uma R-álgebra e M um A/ R-módulo 

bilateral. Urna R-DERIVAÇÃO a : A-+ M é uma aplicação R-linear 

(i.e., um homomorfismo de R-módulos) que satisfaz: 

a (ab) =a (a) .b +a. a (b) , para todo a,b € A . 

Então é fácil ver que, neste caso, a (R. lA) =O 

Denotamos por DerR(A,M) o conjunto de todas 

as R-derivações da R-álgebra A no A/ F.-módulo bilateral M . 
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Tal conjunto é um R-módulo à esquerda se consideramos a adição 

de funções e a operação externa dada por (r . a ) (a) =r.ô(a) 

·. para cada r f' R , ô € Der R (A,M) , a € A , como é fácil verificar . 

Dizemos que uma R-derivação ô : A-+ M é I NTERIOR 

se existe um mC~1 tal que ô(a) =a.m-m.a, para cada a ê A. 

Denotamos por OerintR(A,M) o conjunto das R-derivações int e-

riores da R- álgebra A no A/R-mÓdulo bilateral M . f: fácil 
,' ~ 

ver que este conjunto é um R-submódulo de DerR(A,M) 

Sejam A uma R-álgebra e Ae sua álgebra e nvol 

vente. A aplicação linear u : Ae-+ A definida por 

u (a®b) = ab 1 para cada a ® b E: A e 

está bem definida e é um homomorfismo de e ~ 
A -modulas a e squerda 

{ou, equivalentemente, de A/.R-módu~os bilaterais). De fato, 

considerando a aplicação h : A x A 0 -+A , de f in ida por 

h (a 1 b) = ab 1 para todo par {a,b) f: A x A 0 
, temos claramente que 

h é uma forma bilinear. Logo, pela propriedade universa l do 

produto tensorial sobre R , sabemos que existe um Único homo-

morfismo h: A®A 0 -+A tal que h{a@ b) =h(a,b) = ab , para to

do a®b ~ Ae • Agora é claro que h= u . ~ fácil ver ainda que 

o homomorfismo u é um epimorfismo de Ae-módulos. Tal aplica-

ção é denominada HOMOMORFISMO CONTRAÇÃO . 

Consideremos agora o núcleo do homomorfismo u 

e o denotemos por J • Então podemos formar a seguinte seqüê~ 

. e • 1 , 
c~a exata de A -modu os a esquerda 

I)J 

onde i representa a inclusão canônica. 
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Além disso, para cada a~ A , a @ 1- 1 ® a é um 

elemento de J ). a~ que 11 (a® 1- 1 ® a) =a -a =O . Reciproca-' .. 
mente, se 

que 

é um elemento de 

e, portanto, 

n 

J , então é claro 

o = 0@1 2: = i=l aibi~ l , donde temos que 

n 

~i/_ .. 1 (a .®1) r·l®b. -b .~1] 
- l. - l. l. 

Podemos concluir, então, que J é exatamente o 

ideal gerado por todos os elementos da forma 1 ~a - a @ 1 , 

com a € A • 

A partir de agora, denotaremos o homomorfismo 

contração pelo símbolo l! , e J denotará sempre seu núc l eo. 

Observemos agora que a aplicação ô : A-+ J de

finida por ô (a) =a ® l- l ®a , p a r a cada a E: A , é uma R-de 

rivação. De fato, para cada a,b€ A , r c:: R , 

ô(r.a+b) = (r.a+b)~l-l&(r.a+b) =r.a®l+b ® l-l® r.a-l@ b = 

=r. (a ® 1- 1(3) a) + {b®l - l @ b) = r. ô (a) + ô (b) e 

ô {.ab) = ab@ 1- l ®ab = ab@ l- a®b + a ® b - lQ<) ab = 

=a .(b @l-l ® b) + (a®l-l®a).b=a.ô(b) +ô(a).b. 

Além disso , se M é um A/R-módulo bilateral , 

então uma R-derivação a : A~ M é interior se e só se existe 

um elemento me M tal que a (a) = ô (a) .m , para c ada atA , 

como é fácil verificar . 
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Para mostrar o teorema que caracteriza as ál 

gebras separáveis , necessitamos do seguinte 

Lema 1.1: 

Sejam A e B anéis e M,N dois módulos da 

categoria A~.{B • Então M é .um somando direto de r c ópias 

do A- B- bimódulo N se e só se existem aplicações fl, ... ,fr 

de M em N e g
1

, •• • ,gr de N em M, todas elas homomor 

fismos de A-B-bimódul~ , tais que 

Prova: 

Suponhamos que M é um s oman do direto de N(r) 

Denotemos por TI e j , respectivame nt e, os homomorfismos 

projeção canônica de N(r) em M e a inclusão canônica de 

M em N(r) • Para cada se {1,2, ... ,r} , s e jam is: N +N(r) 

a inclusão canônica de N no s - ésimo somando d e N{r) e 

71's: N(r) -+N a projeção canônic a de N(r) no s - ésimo somando 

N . Então, pondo g =TI O s 

s~{1,2, ••• ,r} , v em que 

- n o id (r) o j = idM 
N 

is e f s 

± 
s=l g s o 

=TI s o j , para cada 

f = t: TI O i O TI o j = s S=l s s 

Para mostrar a recíproca, consideramos a apl~ 

r 

caçao TI : N (r) -+ M dada por 
~ 

TI(n1 , •• . ,nr) = ~l gi (ni) , para 

cada r-upla 
(r) 

(n1 , • • • ,nr) C N . Então, considerando também 
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o homomorfismo j : M-+ N(r) dado por j (m) = (f1 (m) , ... , fr (m)) , 

é fácil verificar que TT 0 j = i~ , ou seja, M é um somando 

direto de N(r) , como A-B-bimódulo. [] 

Teorema 1.2: 

Seja A uma R-álgebra. Então as seguintes con

dições sao equivalentes: 

e Je =O ; 

tais que 

cada x €. A : 

( ~> A - Ae -a 1 · t· ~ e um -mo u o pro)e ~vo; 

(ii) a seqüência exata de Ae - rnódulos à esquerda 

i e u O -+ J--+A ~A -+ O cinde; 

( iii) existe um elemento e ~ A e tal que u (e) = 1 

(iv) existem elementos x.,y. t:. A (i=l,2, ... ,n), 
~ l 

n .n 
'5:: L i<;;'"l x xi ® y i = i =l xi ® y i x ' para 

(v) A , considerado como A-módulo bilateral , é 

isomorfo a um somando direto de um número finito de cópias 

do A-módulo bilateral 

(vi) a derivação ô :A -+ J , definida por 

ô (a ).= a ® 1 - l®a , para cada a E: A , é inte rior; 

(vii) para cada A/R-módulo bilateral M , to-

da R-derivação a : A-+ l-1 é interior. 

Prova: 

~ claro que (i) e (ii) sao equivalentes. 
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Suponhamos que a seqfiência exata i e u O-+ J-A ~A-+ O 

cinde, e seja v :A-+ Ae um homomorfismo de Ae-rnódulos a es-

querda tal que uv =idA • Pondo e = v ( 1) , ternos que 

ll (e) = uv (1) = 1 • Além disso, para cada gerador l ® a - a @ 1 E: J , 

(l(g)a- a®l)e= (l®a- a@l)v(l) = v[ (l®a) .1- (a ® l) .1] = 

= v(a-a) =O • Logo, Je=O e, portanto, (ii) implica (iii). 

Reciprocamente, se e E: A e representa o elemen

to dado em (iii), consideremos a aplicação v : A-+ Ae definida 

por v(a) = (a®l)e , para todo elemento ae A • Utilizando a 

hipótese de que Je =O , vemos facilmente que v é um hornomor 

fisrno de A e-módulos. Além disso, para todo a e A , 

lJV(a) =JJ[(a®l)e 1 = (a@l)u(e) = a, ou seja, lJV =idA . Portan 

to, a seqüência exata [1] de Ae-rnódulos à esquerda cinde. 

Assim, (iii) implica (ii). 

g fácil ver que (iii) e (iv) sao equivalente s. 

n 
De fato, um elemento e=L x. @ y .~ Ae 

i=l 1 1 
é tal que lJ(e) = 1 

e Je =O se e só se e, para cada x C2 A, 

n n 
Z ':L (x®l - l®x) i =l x1 ®y1 =O , ou ainda, i=l x1y 1 = l e 

n n >: ~ 
i=l x xi ® Y i = f;l xi ® y i x , para cada x E: A . A recíproca é 

também evidente • 

g óbvio que (ii) implica (v) e que (vii) irn-

plica (vi). 

Suponhamos então que A é isomorfo a um so

mando direto de r cópias de Ae . Então, pelo lema anteri

or, existem homornorfisrnos de Ae-rnódulos à esquerda f
1

, ... ,fr 
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de A em Ae de em A 1 tais que 

.r: 

El 9 i fi= idA 

Suponhamos agora que, para cada i E { 1, 2 , • • • , r} 1 

do r f R , i e { 1, 2 , ••• , r} , r c i = g i ( r ®l) = g i ( l óS?r) = g i ( 1® 1) r = c i r , 

e, portanto, a aplicação linear dada por a ®b ~ac. ® b , para J. 

cada a®b € Ae .. - e .. esta bem definida e e um homomorfismo de A -mo 

dulos. 

Além disso, para todo X e A , 

= ( ~ a~i) ® b~i)) (1 ® x) 
J J J 

Portanto, como 

conc1uimos que o elemento 2:::: 
i,j 

1 , 

satisfaz 

as condições estabelecidas em (iii), ou seja, (v) implica (iii). 

Suponhamos agora que a R-derivação ô : A-+ J dada 

n 
em (vi) é interior. Então existe um elemento ~ ai ® bi G. J 

tal que, para cada x 12 A , 

n 

ô (x) = x ~ a
1
. ® bi J.=1 

n n 

(x®l - l®x) = x f;i ai ® bi - .E_ ai ® bi x . Portanto, para 
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f:. x ( 1 ® 1 - . 
1 

a . ®b . ) l.= l. l. 

"~ Assim, pondo e= 1 ® 1 - ~l ai ® b 1 1 temos que 

n 
'7 

ex=xe, para cada x<=A, e )J(e) =1- .t~i aibi =1. Canse-

quentemente, o elemento e €' A e satisfaz as condições estabe 

lecidas em (iii), ou seja, (vi) implica (iii). 

De fato, se 

Finalmente, mostremos que (iii) implica (vii). 

A 
e = L xi ®yi e A e i=l é o elemento dado em (iii) 1 

n n 
ç--"7 )' 

e ntão sabemos que, para cada xe"> A L.... x x N\y - ~ x r"" y x 
"- I i =l i I.C>' i - i=l i 'C/ i • 

Além disso, se M é um Aj.a-módulo bilateral e a :A -+ M e 

uma R-der i v ação 1 então sabemos que a aplicação a <8' id : A® A 0 -+ M ® A 0 

dada por (a ® id) (a®b) =a (a) ® b , para cada a®b G. Ae 1 está 

bem definida e, portanto, para cada x E A 1 

n n 

{;1 a (X Xi)@ Y i = ~ a (xi) @ y i X 

Ainda, considerando a aplicação <P : M ® A 0 -+ M 

definida por <Pfm®a) =m.a , para cada m®aE. M@ A0 
1 podemos 

escrever, para cada x E A , 

se ja 

n 
<P < >--.: a(xxl..)®yi) = l.=l 

n 

n 
<P ( F:l a ( X i ) @ y i X) 

n 

""""' 

1 OU 

t;1 él (x1 > .y1 x , para 

cada X~ A • Mas como ~ a (x) .xiyi = a (x) , temos que 
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n 
~ 
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rn= /~ a(x.;) .y,, resultaque 
i=l .... .... 

a é a R-derivação interior definida pelo elemento rn . r-1 

Dada urna R-álgebra A , dizemos que A e urna 

R-ALGEBRA SEPARAVEL (ou, simplesmente, que A é R-SEPARÂVEL) 

se alguma (e portanto todas) as condições equivalentes do 

teorema anterior é verificada. 

Podemos observar que o elemento e e A e dado em 

(iii) do mesmo teorema é um idempotente de Ae . De fato, 

2 
e -e= (e-l®l)e que é nulo, já que, e-1 ® 1 é um elemento 

de 2 
J , corno é fácil verificar . Portanto, e =e , e é por isso 

que, quando a R-álgebra A é separável, dizemos que tal ele-

rnento e é um IDEMPOTENTE DE SEPARABILIDADE PARA A 

Apresentamos agora alguns exemplos de álgebras 

separáveis. 

1. ~ óbvio que o próprio anel R é urna R- á l ge 

bra separável; mais geralmente, R(n} = R EB ... $R é também urna 

R-álgebra separável, para qualquer inteiro positivo n . De 

fato, sabemos que os elementos e
1 

= (1,0,0, ... , O) , e 2 = (0,1 , ... ,O), 

, • •• , en = (O, O, • •• , 1) de R (n) sao idempotentes ortogonais e 

formam urna base do R-módulo R(n) . Então, pondo 

ternos, para cada 

n 

" e= ~l e. ® e. , 
J= J J 

n n 

(a ® 1- . 1 @a )e= ·.~ 1 (r . . e.)e. ® e. - , L,"J~l e . ® e.(r .. e.) 
~,J= ~ ~ J J .... J J ~ ~ 
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n 

=:;' (r .. e.®e .- e.~r .. e.) =O 
J=l J ) ) J ) J 

2. Para mostrar que a R-álgebra Mn(R) das ma 

trizes de ordem · n x n sobre R é separável, consideremos as 

matrizes canônicas para i , j E: {1 , 2 , • .. ,n } , (i .e., 

Eij = (e.rs) 1~ ·r<n , onde ers= ô.:t;iô$j ) , e definimos então 

l~s~n 

,14 

e = bJ. Eij ® Eji , onde o índice j é fixo. En-

n n 
~ 

taõ "(e) = L E ,;- · ... i=l i j +" ji_ ~ E 
i=l ii = I • Portanto , resta-nos 

provar apenas que J e =O . Para tal, é suficiente mostrarmos 

que (Ek.t ®I - I ® Ek R. ) e =O , para k e R. percorrendo o con-

j unto {1,2, •.• ,n} 1 como é fácil verificar. Então 

n 

= ::_:1 ( Ek n E . . ®E . . - E . . ® E . . Ek n ) = 
• N ~) )~ ~) )1 N 

a prova. 

Observemos que, neste exemplo, fica claro que 

o idempotente de separabili dade de uma álgebra separável não 

é único necessariamente. 

3 . Sej a G um grupo multiplicativo finito, de 

ordem n , tal que n = nl R é um elemento inversível em R . 
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Mostremos que, nestas condições , a R-álgebra de grupo R[G] 

é separável sobre R . De fato, definindo e = ! L 
n g e. G 

ternos que lJ(e) 1 =-n 
1 -1 g g =n 
~ i"GG 1 = 

1 
n(n 1) = 

-1 
g ® g 

lR (G] . Além 

disso, para provarmos que Je =O , é fácil ver ificar que é 

suficiente mostrarmos , que (h & 1) e= ( 1 ® h) e , para cada ele 

mente h do grupo G • Então, para cada h s G , f a zendo a 

mudança de variável w = hg no grupo G , 

1 (h@l)e=
n 

'\"' -1 1 
~ (hg®g ) =-ge G n 

L -1 
we. G (w®w h)= 

= (l®h}e , o que completa a prova. 

Pode-se mostrar, reciprocamente, que, se R[G] 

é urna R-álgebra ·separável, então n é um elemento inversível 

em R • 

4. Seja W um sistema multiplicativo do anel R . 

Então já sabemos que o anel localizado ~ = {r/w I r € R e w e W} 

é urna R-álgebra. Observemos agora que , para cada r/w~ ~ 

r/ ® w/ - w/ GÇ r/ = (rw - wr).(l/ ® 1/) =O , w w w w w w 

e então é óbvio que a unidade w/ ® w/ w w da álgebra envolvente 

(~)e é um idempotente de separabilidade. Assim, o anel ~ 

é urna R-álgebra separável. Pode-se ainda mostrar que, neste 

caso , o homomorfismo contração é um isomorfismo, o que deixa-

mos a car go do leitor. 

Finalmente, damos aqui um exemplo de urna álgebra 
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que nao é separável. Vimos no capítulo I que se K 
~ e um corpo 

então o anel de polinômios K[xJ é uma K-álgebra. No entanto, 

K[X) não é separável sobre K . De fato, sendo K um corpo, 

é óbvio que K[X] é um K- módulo projetivo. Portanto, se K[X] 

é uma álgebra separável sobre K , então K[Xj é um K-módulo 

finitamente gerado (ver Proposição 2.10), uma contradição. 

§ 2 • ALGUMAS PROPRIEDADES DAS ÂLGEBRAS SEPARÂVEIS 

Nesta seçao, apresentamos alguns resultados sobre 

as álgebras separáveis, que nos serão úteis ao longo deste tra-

balho. 

Proposição 2.1: (Transitividade da Separabilidade) 

Sejam S uma R-álgebra comutativa e separável, 

e A uma álgebra separável sobre s . Então A e também urna 

R- álgebra separável. 

Prova: 
n ...ID.. 

Sejam {;1 ai ®bi E A® s A 
0 e ' G a . GS>!3 . E. S ® S 0 

j=l J J 

idempotentes que satisfazem as condições de separabilidade de 

A sobre S e de S sobre R , respectivamente . 

E: fácil ver que a aplicação 1JJ : A x A 0 
-+ A ® A 0 

rn 

dada por !J>{x,y)={;i xaj ®!3 jy está bem definida e é uma 

forma bilinear em relação à S-álgebra A . De fato, para cada 
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ljl{xs 1 y) 
~ ·~/ , m7 

= .L.-:.
1 

xs a. ® 8 . y = xs ( (- .. 
1 

a . @ B . ) y = x ( <- a . ® 8 . ) sy = 
J= J J J= J J J = l J J 

m 
= {"~ x aj ® 8j sy = ljl(x,sy) 

Portanto, pela propriedade universal do produto 

t ensorial sobre S 1 vemos que a aplicação <t> : A® S A 0 
+ A® A 0 

, 

m 

dada por <t> (x ® y) = j~ x a j ® 8 j y está bem definida. Além dis 

so, tal aplicação é claramente um homomorfismo de A/R~módulos 

bilaterais. 

Representando por ~ o homomorfismo contração 

n m 
referente à R-álgebra A 1 e pondo 

, .. _,. ~ 
e - ~ /-- a . a . ® B . b . 
. - i =1 j =1 1 J J 1 

temos: 
n m n m 

" (e) - ~ ..L a "' 0 b - ~: a ( :?__: "' 0 ) b 1 .. - i=l j=l i""j iJ j i- i=l i j=l u.jpj i = I 

e, para cada a<:: A , 

A m n 

i~ ~1 a a i a j ® 8 j b i = <P ( f-l-1 a a i ® b i ) = 

n m 

n 
., l 

<t> ( f;l ai ® bi a) = 

= E: 2 ;_ ®B b · 1 · 1 a· a · x • . a 1 o que 
1= J= 1 J J 1 

mostra que A é uma R-álgebra separável. [] 

Proposição 2.2: 

Sejam S urna R-álgebra comutativa e A uma 

s-álgebra que é separável sobre R . Então A e uma s-álg~ 

bra separável. 



Prova: 

Seja 
~ 

e = L.,. ai ® b 
1
. e A ® A 

0 

i=l 
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um idempotente de 

separabilidade de A sobre R . Observemos que , da proprie

dade universal do produto tensorial sobre R e do fato de 

ser S uma R-álgebra, existe um homomorfismo de A ® A Lm5dulcs à 

esquerda a: A®A0 -+ A® S A 0 
, dada por 

para cada a®b€A®A 0
• Então, o elemento 

n 

a(a<29b) = a®b é A [Jp S A 0 
, 

n 
"' ." e =a( L a JO.. b) i=l i~ i 

satisfaz a igualdade ~( e) = f;1 ai bi = 1 e , . para cada a e A , 

R 
(a®l)e=cd b'í aai @bi) 

Logo, A é uma s-álgebra separável. I~ 

O seguinte resultado é trivial: 

Corolário 2.3: 

Sejam A uma R- álge bra separável e S uma 

R-subálgebra do centro de A . Então A é uma s-álgebra se

parável. 

Como caso particular do resultado aciMa, temos 

que toda R-álgebra separável é também uma álgebra separável 

sobre seu centro. Na verdade, é válido o teorema abaixo, cuja 

prova omitimos (ver Teorema 2.3 de [ 3 ] ) 

Teorema 2.4: 

Uma R-álgebra A é separável se e só se A e 

separável sobre seu centro Z(A) e Z(A) é separável sobre R . 
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Proposição 2.5: 

Sejam A e B duas R-álgebras e f : A -+ B um 

epirnorfisrno de R-álgebras. Se A é R-separável então B 

também separável sobre R . 

Prova: 
n 

Se eA = E-1 xi & y i E: A e é um idempotente de 

separabilidade da R-álgebra A , então o e l emento 

n 

e 8 = &;_ f(x1 > ®f (yi) = (f ®f )eA satis f a z 

Â 
' = f ( .f::1 xi y i) = 1 . Além disso, para cada b e B , existe 

a e A tal que f (a) = b e, portanto , 

p, 
( f ® f) ( !---<> a x

1
. ® y

1
.) = 

J.=l 

Logo, B é urna R-álgebra separável. rl 

~ 

e 

Antes de provarmos a próxima propriedade , fa-

çarnos algumas observações. Se R
1 

e R2 são anéis comuta-

tivos e A
1 

é urna R1-álgebra, e ntão A
1 

e t ambém uma álge -

bra sobre R1 tB R2 , se definimos a operaçao externa por 
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cada a1~ A1 , como é fácil verificar. Analogamente , s e A2 , 

é uma R
2
-álgebra, então, definindo uma operaçao externa por 

R
1

®R
2

• Portanto, podemos considerar a R
1

<±:> R
2
-álgebra A

1
Et1 A

2
• 

g fácil verific ar ainda, que a álgebra oposta 

é exatamente . Então, pela distributividade 

do produto tensorial sobre ' em relação a soma direta, 

podemos escrever, pondo R = R
1 

<±> R
2 

, 

Ainda, é fácil ver que existe um isomorfismo en 

Al®R Ao= Ae 
1 1 1 

e que também A2 ®A~ 

fo a • Além disso, observemos que s e 

é um elemento de A1 ®A~ então 

e isomor 

ou seja, A1 ®A~= O • Pela mesma razão, Ai Q9 A2 = O . Portanto , 

através da aplicação de CA1 EtlA2) e-módulos à esquerda 

um dos tensores é considerado sobre R= R
1 

®R2 , R
1 

e R2 , 

iê§l'Jeêtd:.vamente. 
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Estamos agora em condições de mostrar a se-

guinte 

Proposição 2 . 6: 

anéis comutativos e A1 

álgebras sobre R1 e R2 , respectivamente. Então 

A
1 
~ A

2 
é uma R-álgebra separável se e só se A1 e A 2 sao 

separáveis sobre R1 e R2 , respectivamente , onde R= R1 $ R2 . 

Prova: 

Denotemos por ~i o homomorfismo contração da 

Ri-álgebra Ai (i=l,2), e por ~ o homomorfismo contração da 

R1 $ R2-álgebra A1 $A2 • Então, definindo a aplicação 

por 

cada par Ca1 ®ai, a 2 ®a2)E A~@A~, podemos observar que o 

seguinte diagrama de (A1 G1A2)e-módulos à esquerda é comuta 

tivo: 

De fato , para cada 
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Suponhamos então que A
1 

e A2 sao s epará-

veis sobre R
1 

e R2 1 respectivame nte. Então sabemos que 

existem hornornorfisrnos ~J~ 2 : A2 ~ A~ tais q ue 

• Portanto, a aplicação 

para cada 

Assim, pondo é um homomor-

fisrno de (A
1 

(f) A
2

) e - módulos à esquerda e • Ou 

seja, A1 @ A2 é urna á lgebra separável sobre R
1 

ff) R
2 

Reciprocamente 1 se A
1 

& A2 é separável sobre 

R1 ® R2 , então sabemos que existe um homomorfismo 

ll~Ji = i dA ® A . Hos t remes que , 
1 2 

neste caso, A1 é R1-separável. Observemos que através da apli 

a
1 

€ A1 , podemos considerar A1 urna subálgebra de A1 @ A2 

Além disso, se n 1 representa a p r o jeção de A~ ~ A; no pri-

rneiro somando A~ , então é fácil verificar que 
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é um homomorfismo de A~-módulos à esquerda , temos que A1 e 

uma R1-álgebra separável. 

De maneira análoga , mostra-se que A2 
~ e sepa-

rável sobre R2 CJ 

Corolário 2.7: 

Sejam A1 e A2 álgebras separáveis sobre R . 

Então A1~A2 é uma R-álgebra separável. 

Prova: 

Do resultado a nterior temos que A1 (B A2 e sep~ 

rável sobre R~R • Mas, pelo exemplo 1 de á~gebras separá

veis, R®R é uma R-álgebra separável. Logo , pela transiti 

vidade da separabi lidade, temos que A1 G3 A2 é uma álgebra 

separável sobre R • [] 

Se A é uma R-álgebra , então todo A-módulo M 

torna-se um R-módulo, se definimos a operação externa por 

r.m= (r.lA) . m, para cada r t. R , me M. Com referência a 

esta estrutura , mostramos a seguinte 

Proposição 2.8: 

Se A é urna R-álgebra separável então todo 

A-módulo M que e projetivo corno R-módulo é também proj~ 

tivo corno A-módulo. 

!......, 
!:'.1! MA 

ü::. 
fJ:.lLIOlECAS 

Cl 

.::= 
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Prova: 

Seja O-+ L-+ N___n.M-+ O urna seqüência e xata de 

A-módulos. Então, podemos considerá-la urna seq~ência exata 

de R-módulos e sabemos que, corno tal, esta seqüência cinde, 

já que M é um R-módulo projetivo. Logo, existe um hornornor 

fisrno de R-módulos 1jJ : M-+ N tal que T)ljJ = i dM . Queremos 

modificar convenientemente esta aplicação 1jJ a fim de que 

seja preservada esta propriedade, mas que a nova aplicação 

seja também um homomorfismo de A-módulos. 

Para tal, observemos antes que, sendo A uma 

R-álgebra e M e N dois A-módulos à esquerda, então o 

conjunto HomR(M,N) dos homomrofi smos de R-módulos de M 

em N é um Ae-módulo à esquerda, cuj a operaçao externa e 

dada por f<a®a') .fJ (m) =a.f(a ' .m) , para cada (a ® a') t: Ae 
r 

m € M e para cada homomorfismo f e HomR (H,N) 

Seja agora 
n 

e = L x 10\ Y ~ Ae i=l i ~ i c. um idempotente 

de separabilidade da R-álgebra A . Definimos tjJ ' =e. tJ! , 

n 

isto é, para todo m f: M , ljJ ' (m) = (e. IJJ) (m) = f;;1 x1 . IJJ (yi .m) 

Sendo n um homomorfismo de A-módulos e como 

JJ (e) = 1 , para cada me M , temos 

f-r 
( ~1 xi y i) . m = m • 

Portanto, nt/J =i~ 

Logo, resta-nos apenas mostrar que w' e um 

A-homomorfismo. De fato, considerando que cada a E: A satis 
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faz (.1 ®a - a® 1) e = O , podemos escrever: 

(l®a-a@l}.llJ' = (l®a-a®l).(e.llJ) = [ (l ® a-a ® l)e] . llJ =O, 

e, portanto, para cada m G M , 

[(l~a} . llJ '] (m) = [(a®l) . llJ 'J (m) , ou ainda, 

llJ ' (.a .m)=a. llJ '(m), paratodo meM,oque 

completa a prova. O 

Corolári·o 2 . 9: 

Se A é uma R-álgebra separável que é projetiva 

como R- módulo então a álgebra envolvente Ae é um A-módulo 

projetivo. 

Prova: 

~ óbvio que a R-álgebra oposta A0 é também um 

R-módulo projetivo. Então, por I.2.4 , a álgebra envolvente 

Ae é um R-módulo projetivo. Logo, a proposição acima nos ga

rante que Ae é um A-módulo projetivo. [] 

Utilizando este corolário, estamos em condições 

de mostrar o seguinte resultado sobre as álgebras separáveis 

que são projetivas como módulos sobre o anel base: 

Proposição 2.10: (Villamayor e Zelinsky) 

Seja A uma R-álgebra. Se A é s eparável so-

bre R e é um R-módulo projetivo, então A é um R-módulo 

finitamente gerado. 
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Prova: 

Seja I um conjunto de índices e sejam 

{ai}if ICA e {f.}. € 
~ ~ 1c HomR (A, R) coordenadas projetivas 

do R- módulo A . ~ fácil ver que os subconjuntos {l@a.}.~ 
~ ~ - I 

C Ae 

e { (id®fi) lu:; 
1
c HomA (Ae ,A) são coordenadas projetivas do 

A-módulo projetivo Ae • Além disso, sabemos que se tal conjun 

to de índices I puder ser escolhido finito, então A é um 

R-módulo finitamente gerado. De fato, vejamos que isto aconte-

ce . 
n 

Seja e=~ xj ®y j E A e um idempotente de se-

parabilidade da R- á l gebra separável A. Escolhemos I' o sub 

conjunto formado pelos índices i t: I tais que f, (y •) t! o 1 
~ J 

para algum j t. { 1, 2, •• • , n} . Então e claro que I ' é um conj ug 

to finito , já que fr {yj) é nulo, salvo um conjunto finito de 

índices r € I . Além disso , para cada elemento a € A e para 

cada índice i € I , {id®fi) [ {1 ®a) eJ = {id® fi) [ (a ® 1) eJ = 

n 

"" = [;;1 a xj ®fi {y j) , que é nulo sempre que i r r' 

Finalmente, para cada elemento a da R-álgebra 

A , podemos observar que 

to , o R-módulo A é gerado pelos elementos x. a. 1 onde 
J ~ 

Portan 



- 100 -

i e j variam em conjuntos finitos; logo, A e um R-módulo 

finitamente gerado. [] 

Vamos agora dar uma caracterização da separ~ 

bilidade que envolve o functor )A definido no capítulo I. 

Utilizando este argumento, mostraremos ainda mais algumas pr~ 

priedades das álgebras separáveis. 

Proposição 2.11: 

functor 

Uma R-álgebra A é separável se e só se o 

)A é exato à direita. 

Prova: 

Basta-nos mostrar que se f M __,..N ~O e uma se 

qüência exata de A/.R~módulo? bilaterais então a seqüência de 
' • I ' 

R-módulos MA fi ~NA~ O é também exata , onde f i repre-

senta a restrição de f ao R-submódulo MA . Pela definição, 

A é R-separável se e só se o functor Hom (A,- ) 
A e 

é exato. 

Então a proposição é cémseqüência imediata de I . 3 . 3 . 1-::::J 

Seja A uma R-álgebra. Denotemos por (0 J) 

o anulador à direita em Ae do núcleo J , isto e, 

Então é válida a seguinte 

Proposição 2.12: 

Existe um isomorfismo de R-módulos entre 
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(O: J) e Hom e(A,Ae) • Além disso, se A e separável sobre 
A 

R 1 então ll (O : J) = Z (A), (Z (A) denota o centro do anel A • ) 

Prova: 
n 

"" Observemos que um elemento L - a ® a • está i=l i i 

no R-submódulo (A e) A se e só se, para cada a f. A , 

n 

a. ( E-1 ai® ai) = 

n 
~ 

( P. a ®a') a ou se)· a, para cada gerador 1=1 i i . , 

n 

a®l-l®a E. J, (a@l-l®a) cf:1 ai ® af.> =O. Assim, temos 

que (Ae)A = (O : J) 1 e, portanto, os R-módulos (O : J) e 

e Hom (A 1 A ) são isomorfos, por I.3.2. 
A e 

Suponhamos agora que A é uma R-álgebra s~ 

parável. Então o functor )A é um functor exato. LOgo, 

a seqüência (Ae)A lll .,. AA -+ O é também exata. Mas como 

e AA = z (A) , temos que )J I [ (o : J) J = z (A) I 

ou seja, ll (O : J) = Z (A) • 

Estamos agora em condições de mostrar mai s 

algumas propriedades das álgebras separáveis. 

Proposição 2.13: 

Sejam s
1 

e s 2 duas R-álgebras comutati-

vas, e A
1 

e A2 álgebras separáveis sobre s
1 

e s 2 , 

respectivamente. Se A1 ®A2 nao é o anel nulo, então é uma 

álgebra separável sobre s
1 

®S 2 
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c 

Suponhamos A
1 

®A2 i O . Então é fácil ver que 

este anel é um s
1 

®s
2
-módulo, cujo produto externo é dado 

Mais ainda, por serem A
1 

e A2 álgebras sobre s1 e s 2 , 

respectivamente, também A1 ®A2 é uma s1 ®s 2 - álgebra. 

Suponhamos q ue A
1 

e A2 sao separáveis sobre 

s1 e s 2 , respectivamente, e mostremos que A
1

0 A
2 

e uma 

s1 G9s 2-álgebra separável, provando que o functor 

é exato à direi t a . 

Seja então M_f_N ~ O uma seqüência exata de 

A/S-módulos bilaterais , onde A=A1 ® A2 e S= s 1 ® s 2 . g 

fácil ver que, através das igualdades a
1

. m = (a
1 

® 1) . rn e 

rn.a1 = rn . Ca
1 

® 1} , para cada a 1 €. A
1 

, mE: M , ternos induzidas 

em M estruturas de A
1

-rnódulo à esquerda e à direita, res-

pectivarnente . Além disso, tais estruturas comutam , j á que 

M é um A/S- módulo bilateral. 
-' 

Para concluirmos que M é um A1/s 1- módulo b i-

lateral, resta-nos mostrar que as estruturas de s 1-módulos 

induzidas coincidem. Mas observemos que, para cada s 1 E. s 1 , 

m <S M , 
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como podemos fazer o mesmo raciocínio para o A/S-m0dul~ bil~ 

teral N , concluímos que I-1 e N sao A1/~.1-módu~.o~ bila-

terais. como A
1 

é s
1
-álgebra separável, a seqüência de 

De maneira análoga, podemos definir em M estru 

turas de A2-módulos à direita e à esquerda através das igual-

bilateral. 

Observemos agora que as es truturas de módulo so 

bre A
1 

e A2 em M comutam, ou seja, para cada a
1 

E:. A
1 

, 

car. Uti lizando este fato, podemos concluir que 

A2-submódulo à esquerda de M • De fato , para cada 

e um 
A 

m <:: M 1 

a
1

• (a 2 .m> =a2 • (a1 .m) =a2 • (m . a 1 ) = (l®a2 ). [m< a1 ® 1)] = 

- - . Al = l<l®a2) .m_l.(a1 ®1) = (a2 .m).a1 , ou seJ a , a 2 .m E M 

Al 
Analogamente, M é um A2-submódulo à direita de M . Ain 

da, como H é um A2 /s
2

-n:õdulÇ> bilateral , é óbvio que o 

Al 
M também o é. 

(},r 
.. / 0 
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c 
Portanto, corno podemos fazer o mesmo raciocínio 

para o A1;sl-~ód~l? bilateral N , concluimos que a seqüência 

Al f I Al 
M __ ...,.. N -+ O é uma seqüência exata de A2/~ 2-rnódulo~ bi la 

terais. LOgo, corno A2 é urna álgebra separável sobre s 2 , 

ternos que a seqüência 

A A fi A A 
(M 1) 2 ----~ (N 1 ) 2

-+ O é uma seqüência exa-

ta. 

Mostremos , finalmente , que 

A A 
De fato, se me (M 

1) 2 então, para todo e l emento a
1 

®a2e A
1 

®A
2 

, 

ou seja , • Reciprocamente, se 

então, para c a da a
1
eA

1
, a

1
.rn= (a

1
® l).rn=m.(a

1
® 1) =m.a

1
, 

e, de maneira a ná l oga, a 2 • m = m. a 2 , para cada a
2
e A2 . 

A ®A A A 
Logo, M 1 2 C (M 1) 2 

Urna vez que o diagrama 

que a aplicação é sobrejetora, o que 

completa a prova. (_] 
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Corolário 2.14: 

Sejam A uma R-álgebra separável e S uma 

álgebra comutativa sobre R • Então A ® S é uma S- álgebra 

separável. 

Prova: 

Pondo no resultado anterior A1 =A 1 A 2 = s 2 = s 1 

e s
1 

=R , concluí-se que A® S é uma álgebra separável sobre 

R@S ~ S 

Poderíamos agora nos perguntar sobre a validade 

de uma recíproca para a última proposição. Podemos provar a 

seguinte 

Proposiçã·o 2·. 15: 

Sejam s 1 e s2 álgebras comutativas sobre 

R e A1 e A2 álgebras sobre s1 e s2 , respectivamente, 

tais que é uma s1 ®s2-ãlgebra separável. Se R 
~ 

e um 

R-somando direto do R-módulo A2 , então A
1 

é uma s 1-álge-

bra separável. 

Prova: 

Sejam M e N dois A1/$1-módulo$ bilaterais , 

e seja f : r-1-+ N um epimorfismo. 

Observemos inicialmente que M® A
2 

é um 
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f @id 
e a seqfiência M ® A

2 
N @A2 -+ O é uma seqiiência exata 

é separável sobre s 1 ® s 2 , a seqüência 

A @ A f ® id l A ® A 
(M®A ) l 2- ---<N ®A ) l 2 

-+ O 
2 2 

é 

também exata. 

Por hipótese, A
2 

=R@ L , para algum R-submódu 

lo L de A2 • Então 

M®A2 =M ® (R~ L) =< (M®R) (t)( M® L ) z ~·1$ (M® L) , ou seja , M é 

um somando direto de M®A2 como A
1
/Sr-módulo bilateral. 

t! fácil ver que M® A
2 

é também um A1;s~-mó-

dulo bilateral . Então considerando a projeção canônica 

nM : M® A 2 -+ M entre A1 / S1-módúlos bilaterais, temos que a ima 

gero do S 
1 

® S 2 -s ubmódulo 
Al ® A2 

(M®A2 ) por este epimorfismo é exata 

A 
nente M 1 

Fazendo o mesmo raciocínio para N , podemos 

considerar o seguinte diagrama comutativo: 

A ® A f ® id A 0 A 
(M®A2) 1 2 ---~ (N ® A2) 1 2 -+ O 

f i 

Portanto, a seqüência 

r A 
N 1 

exata, ou seja , A1 é uma s 1- álgebra s eparável. Cl 

~ 

e 



- 107 -

Levando em conta a proposição acima , torna-se 

óbvio o seguinte 

corolárib 2. 16: 

Sejam A
1 

e A2 duas R-álgebras tais que 

A
1 

®A
2 

é uma R-álgebra separável. Se R é um somando dire 

to de A2 como R-módulo, então A1 é separável sobre R . 

O próximo resultado tenta estabelecer uma re 

cíproca para 2.14 : 

Corolário 2.17: 

Sejam S uma R-álgebra comutativa que contém 

R como R-somando direto e A uma R-álgebra tal que A ® s 

é urna s-álgebra separável. Então A é separável sobre R . 

Além disso, se R. lA ®S é o centro do anel 

A® S , então R.lA é exatamente o centro de A . 

Prova: 

Para mostrar que A é R-separável, basta- nos 

ap licar a proposição anterior, pondo A1 =A , A2 = S = s 2 e 

S =R 
1 

Suponhamos e ntão que o centro z (A ® S) é 

1 @S . LG>go , podemos escrever 

(A®S)A® S = Z(A ® S) =R. lA ® S . Agora, por r~ 

cioc!nio análogo ao desenvolvido na última proposição , pode-



- 108 -

mos concluir que A é um somando direto de A® S , já que S 

contém R como R-somando direto. Ainda, considerando a proj~ 

- ~C~ ub ~ ( ) A® S ção canonica 1T : AllY S-+ A sabemos que o s modulo A® S 

é projetado em AA= Z(A) Logo, Z(A) = n((A®S )A ® S] =n(R.l ® S) = 

= R. lA , o que completa a p rova . CJ 

Verifiquemos agora o que acontece quando consid~ 

ramos quocientes de álgebras separáveis ou álgebras sobre quo-

cientes do anel base R . 

Proposição 2. ·18: 

Sejam A uma R-álgebra separável e A um ideal 

do anel A • Então o quociente A/A é também uma R- álgebra se 

paráve l . 

Prova : 

g fácil v e r que A/A é · uma R- álgebra, onde a 

operaçao externa de R- módulo é dada de maneira natural por 

r. (a+ A) = r .a +A , para todo a c A , r G R . t:ntão basta-nos 

considerar o epimorfismo de R- álgebras 1T :· A -+A/A e aplicar 

2.s . !I 

Suponhamos agora que A é urna R- álgebra e I 

um ideal de R contido no anulador de A , i . e., I .lA= O . 

Então é claro que o quociente R/I é ainda um anel comuta-

tivo com unidade. Definindo de maneira natural uma operaçao 
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externa por (r+I).a=r.a, para toda classe r+I C R/I e 

todo elemento a G A , temos que A é um R/ I-módulo. Então 

é claro que A é uma R/I-álgebra. 

Ainda utilizando a propriedade universal do 

produto tensorial, é fácil mostrar que A fi) A 0 é isomorfo 

ao A-módulo bilateral A® R/ A0 

I 

Nestas condições, temos a seguinte 

Proposição 2.19: 

Sejam A uma R-álgebra e I um ideal de R 

contido no anulador AnR(A) de A • Então A é uma R-álg~ 

bra separável se e só se A é separável sobre R/I . 

Prova: 

~ imediata, considerando 1.2, item (v) . [] 

Proposiç·ão 2'. 20: 

Sejam A uma R-álgebra separável e A um 

ideal de A • Então o quociente A/A e uma álgebra separ~ 

vel sobre , e o centro do anel AIA , 
e 

( z (A) +A) I A 

Prova: 

Já sabemos que o quociente A/A é uma R-ál 

gebra separável. g fácil verificar que R.lA é um anel 
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comutativo com unidade e que A/A é · uma R.lA-álgebra. Ainda, 

R. lA n A é um ideal de R. lA 

Logo, por 2.2, concluimos que A/A 
~ 

e urna 

R.l-álgebra separável e portanto, pela proposição anterior, 

A/ A é uma álgebra separável sobre R.l/ (R . l ()A) 

Resta-nos então mostrar a igualdade 

Z (A/ A) = ( Z (A) +A) I A • Denotando por n a projeção canôni-

ca de A no anel quociente A/A 1 temos que a seqüência 

7T 
A _.A/ A -+ O é uma seqüência exata de A/R-mÓdulos bilaterais. 

Então, como A é separável sobre R , a seqüência de R-sub 

módulos AA n I ~ (A/ A) A -+ O é também exata. 

Observemos agora que uma classe a+ A e um 

elemento de (A/A)A se e só se ab +A =ba +A , para todo 

b é A , ou ainda, (a+ A) (b +A) = (b +A) (a+ A) . Portanto, 

I 

o que completa a prova. I I 

Antes de finalizarmos esta seçao, introduzimos 

um conceito que será bastante utilizado nos próximos capít~ 

los. 

Sejam A e B dois anéis comutativos e f , g 

dois homomorfismos de anéis de A em B . Dizemos que f e 

g são homomorfismos FORTEMENTE DISTINTOS se, para cada idem 
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potente não nulo e e B 1 existe um elemento a r; A tal que 

f (a) e -F g (a) e • g óbvio que dois homomorfismos fortemente dis 

tintos são diferentes e que a recíproca é válida quando B 

não possui idempotentes próprios. 

Propo·sição ·2. 21: 

Sejam A uma R-álgebra comutativa e separá-

vel, e f : A-+ R um homomorfismo de R-álgebras. Então exis 

te um único idempotente v~ A tal que f (v) = 1 e 

f(a) .v= av , para cada a E: A • Além disso, se f 1 , ... ,fn 

são homomorfismos de ·R-álgebras de A em R dois a dois 

fortemente distintos, então os respectivos idempotentes 

v 
1

, • •• ,vn ~A são dois a dois ortogonais e f.(v.)= 6 . . , 
1 J 1) 

para cada i,j C {1,2, ••• ,n } • ( ô .. 
1) 

representa a funçã o 

delta de Kronecker, i.e., ó .. =o 
l.J 

, se 

se i = j) • 

Prova: 

Seja 
rn 

e="?: x. @y. ( Ae 
J=l J J 

e ó .. = lR , 
1.) 

um idempotente de 

m 
~ 

separabilidade de A sobre R • Definamos V= ~l f (x.) .y. r A , J = J J c 

e mostremos que tal elemento é o idempotente procurado, 

em relação ao homomorfismo f . De fato, podemos observar 

que , sendo f um homomorfismo de R-álgebras, 

m rn 
"V ~ 

f(v} = j=l f(xj) f{yj) =f( ~l xjyj) = 1 . Além disso , conside 
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rando o homomorfismo f~>'idA de A@ A em R® A ~ A para 

cada a€ A • 

m 

= .L: f(a x .)® y. , donde segue-se que 
.A ~--
6 f ( x.) . a y. = ç_..,..1 f(ax.J .yJ. 

j=l J J j =1 J J J= J 

m m .,m,. 
Portanto, f(a) .v= f(a) ~>l f(x.) .y. = >-=

1 
f( ax.) .y. =~1 f(x.) .a". =av 

) = J J J = J J J= J :Z J 

Podemos observar ainda que, pondo a= v 

pressao acima, v= f(v) .v= v2 • Ou seja , o elemento 

nido anteriormente é um idempotente. 

v 

na ex 

de fi 

Finalmente, se v '€ A é um idempotente que t~ 

bém satisfaz f(v') =1 e f(a) .v' =av' , para cada aE:.A, 

então v=f(v').v=v'v=vv' =f(v).v ' =v' , o que completa a 

primeira parte da prova. 

Consideremos agora os homomorfisrnos f
1

, ... 1fn 

dados na hipótese, e sejam v11 • • • 1Vn E A os idempotente s 

por e les determinados. ~ fácil verificar que, para cada 

i,j E. {1,2 1 ••• 1n} 1 fi (vj) é um idempotente de R • Ainda, 

para cada ae A 1 

f. (a) fi (v . ) = fi (a v . ) = f. (f. (a) • v . ) = f. (a) f. (v . ) • Portanto 1 
l. J J l. J J J l. J 

corno fi e f, 
) 

sao hornomorfisrnos fortemente distintos, vem 

que f i (v j) = O 1 se i ;-!.j • Assim, f. (v . ) = ô . . , para cada 
l. J l.J 

i,j E {1,2, ••• 1n}. 

Além disso, como v. v . =f.(v . ) .v. = ô . .• v. 
l. J J l. J 1.) J I 

os idempotentes v 11 •• • ,vn são dois a dois ortogonais , o 

que completa a prova. I 1 
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· § 3 • ALGEBRAS SEPARAVEIS SOBRE CORPOS 

Nesta seçao, mostramos a relação existente en

tre o conceito de álgebra separável sobr e um anel comutati

vo com unidade e o de (corpo) extensão separável de um cor-

po, conceito este apresentado no Capítulo I. Mais precisa-

mente, vamos mostrar que se S e R sao corpos, então s 

é urna R-álgebra separável se e só se s é uma extensão fi 

nita e separável de R (no sentido apresentado no capítulo 

I) • 

Observemos que, da proposição 2 . 10, é claro 

que se R é um corpo e s é uma R-álgebra separável en-

tão s é um espaço vetorial de dimensão finita sobre R 

Ainda, neste - fácil ver que s - um R-módulo fie l caso, e e 

e que o conjunto R0 = {r .ls I r € R} e um s ubcon junto do 

centro do anel S e um corpo isomorfo a R . Logo, pod~ 

mos supor RC S • 

Vemos então que a noçao de R-álgebra separ~ 

vel só pode generalizar o conceito de extensão finita e 

separável de corpos. Por esta razão, nesta seção trabalh~ 

remos apenas com extensões finitas de corpos . Para evitar 

qualquer confusão, quando S e R forem corpos tais que 

S é urna extensão finita e separável de R (no sentido do 

capitulo I), diremos apenas que S é uma EXTENSÃO CLASSI 

CAMENTE SEPARÂVEL DE R • 

Apresentamos inicialmente o conceito de ex-

tensão primitiva de um corpo, a fim de mostrarmos uma pr~ 

priedade que nos será útil sobre as extensões classicamen 

. 
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te separáveis de um corpo K , para podermos, a seguir, abor 

dar o problema principal desta seçao. 

Sejam K um corpo e E urna extensão de K . 

Um elemento a E é dito um ELEMENTO PRIMITIVO SOBRE K se 

E= K ( a ) • Neste caso, o corpo E é denominado urna EXTENSÃO 

PRIMITIVA DE K • Queremos mostrar que toda extensão classi 

carnente separável de um corpo K é na verdade urna extensão 

primitiva e separável de K • Para tal, precisamos antes fa 

zer algumas observações. 

Omitimos ~qui a prova do resulta do abaixo, mas 

ela pode ser encontrada em [lo]. 

Lema 3.1: 

Seja K um corpo e G um subgrupo finito do 

grupo multiplicativo K- {O} • Então G é um grupo c í cli -

co. 

Nos resultados que seguem, E e K denotam 

dois corpos (comutativos) quaisquer. 

Proposição 3.2: 

Seja E urna extensão finita de K . Então E 

é uma extensão primitiva de K se e só se existe um número 

finito de corpos intermediários. 

Prova: 

Suponhamos n = [E : K] . Se E= K (a ) , então 

2 n 
{l, a , a , ••• ,a} é um conjunto linearmente dependente e , 
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portanto, e·xiste um polinômio f (X) e K f.xl tal que f (a.) =O . 

Então, se F é um corpo intermediário (i.e., KCFCE), te

mos que E=K(a)CF(a)CE(a) =E, ou seja, F"(a ) =E . Além 

disso, f(X)€ F[x] • Seja g(X)€ FrxJ um fator irredutível 

de f (X) que tem a como raiz. Logo, é claro que 
# a e um 

elemento algébrico sobre F cujo polinômio minimal é g(X) , 

e [E :F] = [F(a.) : F1 = âg • Seja F' o corpo obtido de K 

pela adjunção de todos os coeficientes do polinômio g(X) . 

Então K c F • C F e portanto E = K (a) c F ' (a ) C F (a) = E 

Sendo F' um corpo intermediário entre K e 

E e sendo E de dimensão finita sobre K , temos que E 

é uma extensão finita de F' • Ainda, é fácil ver que g(X) 

é um polinômio irredútivel em F' [x} . Logo, g(X) é tam

bém o polinômio minimal de a. sobre F ' . Mas então 

(E: F']::; [F' (et} :F')= óg =[E: F]= (E F ' ] [F ' :F] donde 

segue-se que (F ' : F] = 1 . Logo, F' =F , ou seja o corpo 

intermediário F está univocamente determinado pelo poli -

nômio g(X) , que é um fator irredutível de f(X) em F [ X] 

Como o numero de tais fatores irredutíveis é finito, con-

cluimos que existe um número finito de corpos intermediá-

rios. 

Reciprocamente, suponhamos que existe um nú-

mero finito de corpos intermediários entre E e K . Se 

K é um corpo finito , então é fácil ver que E e também 

finito, já que (E: K] =n . Assim, temos que E- { O } 
# 

e 

um grupo multiplicativo finito e , portanto, pelo l e ma an 

terior, E- {O} é um grupo cíclico . Se a. é um gerador 

de E- {O} , então é claro que E= K (a) 
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Suponhamos agora que K é um corpo infinito. 

como, por hipótese, [E: KJ =n , vemos que , se {a 1 , .•. , a n } 

é uma base para o espaço vetorial E sobre K , é clar o 

que E = K (a 
1

, •• • , an) • Mostremos que , neste caso, E e uma 

extensão primitiva de K • 

De fato , se a , B e E , consideremos y = a + aB , 

onde a e K é um elemento a ser determinado, a fim de que 

seja satisfeita a condição K(a,B) =K(y) • Mas como y t"E 

é imediato que K C K (y)C E e portanto, variando o valor 

de a E: K , obtemos corpos intermediários ; c omo tais corpos 

sao em número finito existem a 1 , a 2 t K , com a
1 

I a 2 e 

tais que se y 1 = a +a1 6 e y 2 =a+a26 então K( y
1

) =K( y
2
), 

ou seja, y 1 - y2 = Ca1 - a 2 ) B € K(y 1 ) . Então B e a = y
1

- a
1
B 

são elementos de K(y
1

) , ou seja, K(a , 6)CK(y
1

) . Assim , 

Aplicando o Lema de Zorn, pode-se mostrar 

que existe um corpo intermediário da f orma K( 8 ) que é 

maximal para a proprie.dade de ser um corpo intermediário 

entre E e K e uma extensão primitiva de K . Mostremos 

então que E=K( 8 ) • De fato , se Ôf'E - K(8) , então e ela 

roque K( 8 , ô ) é um corpo intermediário entre E e K . 

Assim, pelo raciocínio feito no parágrafo anteri or, sabe-

mos que é possível encontrar yf; E tal que K( y ) = K( 8 , 6)::>K(8) 

Mas pelo caráter maximal de K c e> I temos K( y ) =K( 8) , 

ou seja, ô€ K( 8) I uma contradição. Logo, E =K( 8 ) I ou seja , 

E é uma extensão primitiva de K . o 

. 
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Estamos agora em condições de mostrar a seguig 

te propriedade das extensões finitas e separáveis de um cor 

po: 

Teorema 3.3(Teorema do Elemento Primitivo) 

Seja E uma extensão finita de K da forma 

E =K(a
1

, ••. , an) , onde a
1

, •• • ,an , são elementos separá-

veis sobre K Então existe um elemento a e E que é pr~ 

mitivo sobre K , ou seja, E= K (8) 

Prova: 

Sejam f 1 (X), .•. ,fn(X) € K[X] os polinômios 

minimais de a 1 , ••• ,an , respectivamente , e sejam 

f 1 (X) , •.. , f r (X) (r ~ n) todos os polinômios mini mais distin 

tos. Então todas as raízes de f 1 (X) , ... ,fr (X) sao distin 

tas. De fato, se a é raiz de f
1

(X) e f 2 (X) no fecho 

algébrico de K , então f
1

(X) e f 2 (X) são polinômios 

minimais de a em K (x] • Mas então f 1 {X) = f 2 {X) , uma 

contradição. Assim, o polinômio p(X) = f 1 {X) ... fr(X) é 

um polinômio separável sobre K . LOgo, se F e o corpo 

de decomposição de p (X) €: K [x],. . temos que F é uma 

extensão de Galois do corpo K . Além disso , se G e o 

grupo de Galois de F sobre K , o Teorema Fundamental 

nos diz que existe uma correspondência biunívoca entre os 

corpos intermediários entre F e K e os subgrupos de 
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G • Mas como o grupo G é finito , concluímos que existe ap~ 

nas um número finito de corpos intermediários entre F e K . 

Observemos agora que, corno a 1 , .. . , a n sao raí-

zes de p(X) , temos necessariamente KCE = K( a 1 , . .. , a n) CF . 

Portanto, entre E e K existe também um número finito de 

corpos intermediários. LOgo, pela proposição anterior , E e 

uma extensão primitiva de K • [] 

Voltemos agora a considerar R um corpo e s 

uma R-álgebra que é finitamente gerada corno R-módulo . Vimos , 

no inicio desta seção, que neste caso S é um espaço veto 

rial de dimensão finita sobre R e que contém R . Mas en-

tão é claro que qualquer ideal de S e um R- subespaço vet2 

rial de S • Ainca, como um espaço vetorial de dimensão fi -

nita satisfaz a condição da cadeia descendente (ccd) para 

subespaços, temos que s ~ 

e um ane l que s atisfaz ccd . Por 

tanto, é válido o seguinte 

Lema 3 . 4: 

Sejam R um corpo e s uma R-álgebra que é 

finitamente gerada como R-módulo. Então S é um anel que 

satisfa z ccd • Em particular, se S é uma R-álgebra elas 

sicamente separável, é também um anel que s atisfaz ccd • 

Finalmente, o próximo teorema estabelece o 

resultado central deste parágrafo, e relaciona a defini ção 

de separabilida de clássica e a de álgebra separável. 

I 

I ' \ 

1 ro c.is 
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Teorema 3. 5: 

Sejam R e S corpos tais que S é um espaço 

vetoria l de dimensão finita sobre R . Então sao equivalentes: 

(i) S é urna R-álgebra separável; 

(ii) S ®R K é um anel semi-simples, para cada 

corpo K extensão de R ; 

(iii) S é uma extensão de R classicamente se 

parável (i.e., todo elemento de S é separável sobre R); 

(i v) existe um elemento se s tal que s = R{s) 

e o polinômio rninirnal de s é separável sobre R . 

Prova: 

(i).=:;.(ii): 

Seja K um corpo extensão de R , Então é ela 

roque K é urna R-álgebra comutativa e, portanto, S ® R K 

é urna K-álgebra separável. Dado um S <29 R K-módulo M , é ela 

ro que M é um K-rnódulo livre {e, portanto, projetivo). Lo

go, aplicando o resultado 2.8, vemos que M é projetivo so

bre S ®R K • Assim, S ®R K é um ane 1 semi-simples. 

(ii)~(iii): 

g claro que S é uma extensão algébrica de R , 

já que S é um espaço vetorial de dimensão finita sobre R • 

Sejam a um elemento de S e f(X)€ R[x] seu polinômio 

rninimal. Então é suficiente mostrar que f(X) não possui raí 

zes múltiplas no fecho algébrico de R . 
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Para tal consideremos a extensão T =R( a ) 

Como Te S , é fáci 1 ver que T® R K c s ®R K • Além dis-

so, como S@R K é um anel semi-simples e comutativo, 

sabemos que não exi:stem elementos nilpotentes em S~ R K 

Portanto, T®R K é também um anel (comutativo) sem elemen 

tos nilpotentes. Logo, aplicando a recíproca de 1.6.7, v~ 

mos que T ®R K é um anel semi-simples, para cada corpo 

extensão K de R • Observemos agora que, sendo f(X)€ R[x] 

um polinômio irredutível e a. e s uma raiz de f(X) , te

mos que o corpo R[X]/<f(X) > é isomorfo a T , através da 

aplicação g(X). + <f (X) > ~g( a) , para cada g(X) € R [x] 

como é fácil verificar. Assim, sabemos que R[X] /< f ( X)>~H~ 

é um anel semi-simp les, onde n denota o fecho algébrico 

de R • 

Mas R [X] /<f(X)> ® n::: n[xJ ; <f(X) > I através 

n n 

da aplicação <Eo riXi+<f(X)>)® w ~<{-;0 ri . wXi) + <f(X)> , 

n 

para cada '"' i {~o rix e R[x} , como é fácil verificar . Assim, 

concluimos que n[x)/<f(X) > é um anel comutativo semi-sim 

ples e, portanto, não contém elementos nilpotentes, confor 

me !.6.7. 

Vejamos fin almente que f(X) é um polinômio 

separável sobre R • Para tal, suponhamos que a=a1 , ... , asE: n 

são todas as r a ízes disttintas de f(X) • Então é claro que 
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(i=l,2, ••• ,s ). Observemos no entanto que, se n. > 1 , para 
1 

algum i € { 1, 2, •• • , s} , então o polinômio 

n 1 ni-1 ns 
g(X)=(X-a

1
) ••. (X-ai) ••. (X- a s) étalque 

g (X) +<f (X) > é não nulo em Q [x ] I <f (X)> e é um elemento 

nilpotente neste anel, uma contradição . Portanto, 

f(X) = (X-a1 ) ••• (X-as)€ n [ x] não possui raízes múlti plas , 

o que completa a prova. 

(iii) => (i v) : 

~ uma aplicação direta de 3.3 • 

(iv) ==>(i): 

~ fácil ver que S®S e um ane l , onde to-

dos os elementos da forma x ® y , com x,y t.. s- {O} sao 

Vamos mostrar que S ® s comtém um idempo

tente de separabilidade. Seja f(X) € R[x] o polinômio 

mini mal de s f S • Então, por hipótese, f (X) é um poli-

nômio separável sobre R (no sentido estabelecido n o ca-

pitulo I). Então sabemos que f(X) =(X - s)q ( X} , on de 

q(X)cs [x ] e q(s);iO, já que todas as raize s de f no 

corpo de decomposição de R sao distintas. 

Consideremos agora as aplicações e 1 S -+ S @ S 

e e
2

: S-+S®S dadas, respectivamente, por 
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e
1

(k) =k®l e e
2

(k) =1 @k, para cada k E S . 

g fácil ver que e sao R-hornomorfismos. Agora, p~ 

n 

ra cada polinômio p (X) =§o ai Xi e s [x ] , denote mos por 

[ei (p)] (X) , (i=l,2) , o polinômio de (S®S) [x} que resu_! 

ta ao aplicarmos e. 
1 

a cada coeficiente de 

n n 

[e 1 ( p) ] ( X) = 1L;0 e 
1 

( a1 ) x1 = F:o ( ai ® 1) xi e 

n 

p (X) . Ou seja, 

[e2 (p)j (X) =J;0 (l®ai >x1 
• Assim, corno f(X) tem coefici-

entes pertencentes a R , é fácil verificar [e1 {f}] {X)= [e 2 <f>] {X) 

n 

Além disso, se p(X) =lJo aiXiE:s[x] então [e 1 Cp> J <e1 {s)) = 

,.I 
n 

) i f: i 
= i~O (ai ®1) (s® l ) =i~O ais ® 1=p(s) ® 1 . Em particular, 

corno q(s) é um elemento nao nulo de S , vemos que 

[e 
1 

(q)] <e
1 

(s)) é um elemento inversíve 1 de S ® s . 

Se 

rn 

q (X) .= r:. b. Xi , definimos 
1=0 1 

rn 

e = r e 2 ( q) J (e 1 ( s ) ) • { r e 1 ( q ) ] (e 1 ( s ) ) } - l = [ ~ ( si® b i ) J [ q (s) ® 1 J -1 E. s ® s 

Mostremos que este elemento satisfaz a condição (iii) de 1.1. 

S fácil ver que se ~ representa o homomorfis mo contração 

da R-álgebra s , então ~(e) = 1 . 

Observemos agora que, para cada 
t 

a = L r. s · j E: S , 
J =O J 
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t t 

(a ® l-l®a )e= (j~ rjsj~l- 1®~ rjsj )e= 

Então , como s j @ 1 = ( s ® 1) j 

e l ® sj= (l ® s)j, vem que é suficie nte mostrarmos que 

(s ® l)e = (l®s)e 1 para concluirmos que (a ® 1 - 1 @a.) e= O , 

para cada a t S • Ou ainda, vemos que é suficiente provar 

que ( s ~ 1 - 1 ® s) [e 
2 

( q) j (e 
1 

( s ) ) = O 

Observemos agora que, como f(X) = (X - s)q(X) , 

onde q (X) t S [x] , podemos escrever 

[e 2 Cf>]Ce1 (s)) = [ e 1 (s) -e2 <s>J[e 2 Cq> J <e 1 (s)) • Ainda, como 

[e
2 

(f) ] (X) = [e
1 

(f) ] (X) 1 vem que 

[ e
1

(s) -e
2

<s> J[e
2

Cq> ] <e
1

(s)) = [e
1

(f) -1Ce
1

(s)) =f(s) ® 1 = 0 

e, portanto, ( s @ 1 - 1 ® s) e =O • 

Concluímos então que S é uma R-álgebra sepa 

rável. O 

• 
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CAPtTULO III 

SOBRE A TEORIA DE GALOIS DE AN~IS 

Em [ 3 ] , M. Auslander e O. Goldrnan introduziram 

o conceito de extensão de Galois de um anel comutativo. No en-

tanto, eles não apresentaram nenhum resultado que generalizas-

se o Teorema Fundamental (!.5.9). Tal generalização foi apre

sentada por S. U. Chase, D.K. Harrison e A. Rosenberg em [ 6 J . 
Vamos mostrar aqui os resultados obtidos neste último traba-

lho citado. 

Continuamos a supor que todo anel tem unidade 

e que ® representa ®R • Na Última seção, supomos ainda que 

todos os anéis considerados são comutativos. 

Dizemos que um anel S é um ANEL EXTENSÃO DE 

R se S é uma R-álgebra comutativa que é fiel como R- módu-

lo. t fácil ver que, neste caso, o homomorfismo de anéis dado 

por r>+ r .15 , para todo r €: R , é um homomorfismo injetor. 

Portanto, podemos identificar R com sua imagem R.l8 , e 

considerar R um subanel de S , (justificando assim o uso 

do termo extensão). A partir de agora então, sempre que nos 

referirmos a S como uma extensão de R estaremos supondo 
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para simplificar notações, que R é um subanel de S • 

Em todo este capitulo, estudamos anéi s exten-

soes do anel R • Em particular, aquelas que satisfazem urna 

certa condição são chamadas extensões de Galois. Os resulta

dos oótidos serão aplicados no próximo capítulo , quando estu 

daremos álgebras fortemente separáveis. 

§ 1 • EXTENSOES DE GALOIS DE AN~IS COMUTATIVOS 

Generalizando o conceito estabe l ecido no ca-

pítulo I, se S é um anel e se H denota um grupo de auto 

morfismos de S , então o conjunto de elementos de S que 

sao deixados fixos por cada automorfismos de H é um subanel 

de S , corno é fácil verificar. Tal subanel é denominado 

SUBANEL FIXO DE S POR H (ou, simplesment e , SUBANEL FIXO 

DE H , quando não há dúvidas quanto ao anel cons i derado) , 

.. H -e e denotado por S • Entao 

S H = · { x ê S I cr Cx) = x , 1:/ cr E H } 

Suponhamos a gora que S é uma extensão de 

R . Observemos então que todo automorfismo de s que deixa 

R fixo é um R-automorfismo. Reciprocamente, se H é um 

grupo de R-automorfismos de S , e ntão R csH 

No que segue, denotamos por S urna extensão 

de R , e G denot a um grupo fini to de automorfismos de s 

tal que G S =R • 
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Oi zemos que O = O ( S , G) é um PRO DUTO CRUZADO 

DE s COM G se o é a R-álgebra definida da seguinte ma-

neira: D é um s-módulo à esquerda livre, com geradores da 

forma u
0 

, para cada at:G , i.e., D = @ s . u
0 

(observemos 
a e- G 

que a soma direta -é finita, já que G é um grupo finito), 

onde a soma e o produto externo são definidos de maneira na-

tural. Além disso, o produto interno é defini do por distribu 

tividade e pela igualdade (s.u
0
)(t.u r,;) =s cr (t) . u

0
r,; , para 

cada s,t E: S, cr,r,;e:G. O l e i tor pode verificar facilmente 

que O é realmente urna R-álgebra não necessariamente comuta 

tiva . 

Podemos definir, de maneira natural , uma estr~ 

tura de s-módulo no conjunto HomR(S,S) dos R- hornomorfisrnos 

de S em S . Além disso, com a compos i ção de funções, 

HomR(S,S) é um anel. Logo, é fácil ver que HomR(S ,S ) 
, 
e 

também uma R-álgebra (mas não necessariamente urna S-álgebra) . 

Relacionamos agora as R- álgebras D e H~(S,S) 

no seguinte 

Lema 1.1: 

A aplicação j : D + HornR (S , S) , definida por 

x ~ S , é um homomorfismo de R-álgebras e de s-módulos . 
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Prova: 

~ fácil yer que j e stá bem definida e que e 

um homomorfismo de anéis. Ainda, para cada s . u
0 

€ D , x , s ' G S , 

[j(s's.ua >J<x> =s'sà(x) = s' [ j(s.ua >] Cx ) = [s ' .(j(s . ua >>] ( x ) . 

Logo, j é um homomorfismo de R-álgebras e s-módulos . CJ 

Denotemos por E o conjunto de todas as fun-

çoes do grupo G no anel S e conside remos em E as op~ 

rações . de adição e multiplicaç ão de f unções de finida s d e ma 

neira natural. Definimos também um produt o e xte rno por 

(s.f) (a) = sf(a) , para cada s ~ S 1 f e:: E , aG. G . Ent ão é 

fácil verificar que E é um anel c omuta t ivo , cuja unidade 

é dada por lE (a ) = 15 , para todo a e G • Além disso , E e 

também urna s-álgebra, como e fácil provar . 

Denotemos por v a os elementos d e E da dos 

por v a ( i; ) = ó a i; 1 para cada a , i; € G . Podemos obse rvar q ue : 

i) a ~ G . Ou se j a , v a 

é um elemento idempotente do anel E . 
I 

ii) v a v ç = óaç , para c a da a , ç ~ G . Ou seja , 

os elementos do c onj unto {va}a € G s a o dois a dois ortogo-

nais; 

Concluimos então que E= <±) s.v , i s to é, 
a e. G a 
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E é gerado sobre S por idempotentes dois a dois ortogo

nais. Logo, podemos calcular o produto em E da seguinte 

maneira: para cada Y1cr 1 ç e: G 1 a
0 

, b ç f: S 1 

Relacionamos agora as s-álgebras s ® s e E 

no seguinte lema, cuja prova deixamos a cargo do leitor. 

Lema 1. 2: 

A aplicação linear h : s ® S -+ E dada por 

[h(s®t>] (o) =so(t) , para cada s ®t€ S®S 1 o E G 1 e um 

homomorfismo de s-álgebras. 

Lembremos agora o conceito de operaçao de um 

grupo sobre um conjunto. 

Sejam G um grupo e M um conjunto. Dize

mos que G AGE EM M (ou que G OPERA EM M) se existe 

urna aplicação que associa a cada par (o 1 m) ~ G x M um ele

mento de M (denotado por o.rn) e que satisfaz as seguintes 

propriedades: 

(i) para cada <J 1Ç E:G 1 rne:M 1 cr .( ç .rn) = (crç) . m; 

(ii) lG.m =m , para cada rn <:: M . 

Desta maneira, é fácil verificar que se G age 

em M 1 então existe urna aplicação ~ de G no conjunto das 

aplicações de M em H (que denotamos por MM) , definida da 
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seguinte maneira: [ 1J1 (o)] (m) = a . m 1 para cada a E. G 1 mE M 

Dizemos que G OPERA FIELMENTE EM .H s e esta aplicação 1jJ 

é injetora. 

Ainda, se M é um grupo abeliano e G age 

em M , dizemos que M é um G-MODULO, se também é satisfei 

ta a seguinte condição: 

( iii) o . (m + m •) = o. m + o . m' , para cada a E: G , 

m,m'€ M • 

Consideremos novame nte o anel D- $ S u - aE:G . a ' 

e seja M um o-módulo. Então é fácil ver que , a través da 

igualdade a • m = u
0

• m , para cada a e G , m € M , M ~ 

e um 

G- módulo. Por outro lado , M é também um s-módulo, cujo 

produto externo é dado por distributividade e pela relação 

s.m= (s . u1 ).m, para cada s E: S, m E: M, como é fácil ve
G 

rificar; (logo, M é também um R-módulo) . Além disso, p a ra 

cada s t. S , a ( G , m~ M , pode-se consta tar que 

s. (o .m) = o . (s.m) • Também a recíproca é verdade ira, i.e., 

se M é um G-módulo e um S- módulo tal que s.(a.m) = a .(s. m) . 
para cada s f · S , a € G , m € M , então M é um o-módulo, o~ 

de o produto externo é definido por distributividade e pela 

igualdade (s.u
0
).m=s.( o.m) , para todo se-S , a ~G , roeM , 

como é fácil verificar. 

Seja M um D-módulo . Denotemos por MG o s ub 

conjunto de M formado por todos os elementos de M que peE 

manecem invariantes por G, i.e.: 

MG = {mE M l V a € G , a. m = m} 
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Então é fácil ver que MG é um R-submódulo de 

M • Além disso, temos o seguinte 

Lema 1 . 3: 

Se M é um D- rnódulo, a aplicação linear 

w: S®MG-+M dada por w(s®m) =s.m , para cada s ® m E:. S QS:I MG , 

é um homomorfismo de s-módulos. 

Prova : 

Observemos que w é induzida pelo produto ex-

G terno do s - rnódulo M . De fato I a aplicação <P : s X M .... M da 

d ..+.( ) d S G - .d a por 'I' s , rn =s.m, para ca a s€ , rnE:M , e evJ. ente-

mente uma forma bilinear sobre R . Logo , pela propriedade 

universal do produto tensorial , w : S ® MG-+ M dada por 

w(s®m) = s . m , para cada s®m E. S ® MG está bem de finida. 

o resto da prova é claro. CJ 

Estamos agora em condições de mostrar o seguin 

te teorema que caracteriza as extensões de Galois de anéis 

comutativos. Utilizamo? aqui o conceito de hornomorfismos for 

temente distintos , apresentado no final da seção 2 do capít~ 

lo II. 

Teorema 1.4: 

Sejam S um anel comutativo , G um grupo fini 

to de automorfismos de S e R= SG . Então as seguintes con 

dições são equivalentes: 

(a) S e urna R-álgebra separável e os elementos 

de G sao dois a dois fortemente distintos; 
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(b) existem elementos x. ,y. t'S {i=l,2, ... ,n) 
1. 1. 

n 

tais que z i=l x1 cr (y i) = ó lcr , para cada cr ~ G (onde 1 , na 

expressao o
10 

, é a identidade em S); 

(.c} S é um R-módulo finitamente gerado e pr.2_ 

jetivo, e a aplicação j (dada em 1.1) é um isomorfismo (de 

R-álgebras e S-módulos); 

(d) se M é um O-módulo à esquerda, então a 

aplicação w (dada em 1. 3) é um isomorfismo de S-módulos; 

(e) a aplicação h (dada em 1.2) é um isomor-

fismo de s-álgebras; 

(~) para cada ideal maximal M de S e cada 

elemento cr~lG , de G, existe um elemento s=s(M,cr) em 

s ta 1 que s - cr ( s ) f M • 

Prova: 

a===*b: 

Para cada cr e G , definimos uma aplicação li 

near g
0

: s~s-~-s por . g
0

(s®s') = [h(s®s')] (cr) , para ca 

da s ® s' € S ® S (onde h : S® S--~> E é o homomorfismo conside 

rado anteriormente). Portanto, é claro que g
0 

está bem 

definida e · é um homomrfismo de s-álgebras tal que 

g
0

(s®s') (cr) =scr(s') 

Ainda, como os elementos de G sao por hip~ 

tese dois a dois fortemente distintos, para cada idempoten 

te não nulo e E: S e para cada par de elementos distintos 
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cr , 1; é G , existe um elemento sE. S tal que cr (s) e 'I ç (s) e 

Assim, g
0

( 1® s)e-1 g l; (l® s)e e podemos concluir que os ho-

momorfismos ga são também dois a dois fortemente distintos . 

Observemos agora que, por II . 2. 14 , s ® s e uma 

s-álgebra separável e comutativa. Então, por II.2.21, para 

cada cr , I; ~G existem idempotentes e a , e r;; E: S ® S satisfazendo 

todo s ® s ' € s ® S , cr , z; ~ G • 

n 

Se e 1 = {;;1 xi @y i é S@S então para cada a E G 1 

~· 
61a = g a (el) = (~l xi a (yi) , o que completa a prova. 

b~c: 

Para mostrar que S é um R-módulo finitamente 

gerado e projetivo 1 consideremos a aplicação t : S -+ R , da-

da por t (s) = ~T G cr (s) , para cada s €. S • Observemos que , 

para cada s €: S , t (s) é realmente um e l emento de R • De 

fato, se "' ~ 1; f G então 1; ( t ( s) ) = a~ G r; cr ( s) = P7: G P ( s) = t ( s ) 

ou seja 1 t (s) €" SG = R • ];! fáci 1 ver ainda que t é homomor 

fismo de R-módulos. 

Se existem 
n 

x . 1 y . € S ( i =l,2 1 •• • ,n) tais que 
~ ~ 

{;1 xi cr (y i) = ô lcr 1 para cada cr € G , definimos aplicações 

fi s-+ R por f. (s) = t (s y.) , para cada s 8 S . Então é 
~ ~ 
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claro que f i € HomR rs I R} • Ainda I para cada s E. s I 

n 

if;l fi (s)xi = ~ t("syi)xi = cr~G k cr(s yi)xi = 

R-homomorfismos f
1 

e os elementos xi E: s (i =l, 2, ... , n) 

são coordenadas projetivas para o R-módulo S • Logo, S 

é um R-módulo finitamente gerado e projetivo. 

Resta-nos mostrar que o homomorfismo de S-mó 

dulos e R-álgebras j: D-+HomR(S,S). é um isomorfismo. 

De fato, dada uma aplicação gCHomR(S,S) , 

podemos escrever 1 para cada x f S : 

n n 

g(x) =g( i~l fi(x)xi) =E-1 fi(x)g(xi) =&1 cr~G cr(xyi)g(xi) = 

n 

Então, pondo s 0 =~1 cr(yi)g(xi)E:S, para cada crE: G, te 

temos que "-"" 
g (x) = L s cr(x) = 

<1€G <1 
"" [j ( / ê G s 

0 
• u 

0
] ( x) • Ou se j a , 

g = j ( };;G s
0

• u
0

) , donde concluimos que j 
~ 

e um epimorfi~ 

mo. 

Finalmente, suponhamos que 

é um e lemento tal que j ( d) = O . Então, para cada x E" s , 

O=[j(d)](x) = )"""" s ç ( x) Em particular I [J' (d) l (x.) = ~G s r r (x. ) =o ç€G ç . - l. .,e. .,"' l. 



- 134 -

para i=l,2, ••• ,n . Portanto, é claro que 

Mas 

= ô0 ~ • Assim, podemos escrever 

é também um monomorfismo. 

Seja M um D-módulo à esquerda. Para mostrar 

que, supondo (c), o homomorfismo de s-módulos G w :S @ M ~M 

é um isomorfismo, vamos definir uma aplicação inversa para 

w • Antes, porém, façamos algumas observações que nos serao 

necessárias. 

Sejam f i € HomR ( S, R) e xi f: S (i= l1 2 I •• • In) 

coordenadas projetivas do R-módulo S . Como R é um sub 

anel de S , podemos considerar cada f. 
~ 

um R-homomorfismo 

de s em S , i.e., fi €. HomR(S,S) 1 para cada i E: {1,2 1 ••• ,n} 

Então , sendo j um isomorfismo de D sobre HomR(S 1 S) 1 

existem elementos di € D tais que j (di) = fi (i=l 1 2 1 ••• 1 n) . 

Observemos então que, para cada s e S 1 
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segue-se que um 

isomorfismo, temos que 

Além disso, para cada o c G , i € {1,2, ••. ,n} , 

S € s 1 

[jCu
0
di)](s) = [jCu

0
)j(di>]Csl= (j(u

0
l]Cfi(s)). =o(fi(s)} = 

= fi(s)=(jCdi)}Cs}. Portanto, j(u
0
di)=j(di}, ou ainda, 

Considerando então a estrutura de G-módulo 

do o-módulo M 1 para cada o E: G 1 m ~ M 1 temos que 

di .m € MG , para todo i t {1 12 1 ••• ,n} 

Conseqüentemente, a aplicação y : M-+ S ® MG 

n 
dada por y (m) = k xi ®di .rn 1 para cada mE M , está bem 

definida e é aditiva. Então 1 para cada m t M , temos que 

donde conclui - se que wy = idM 

Observemos agora que, se 

tão para cada G mE.'M 1 s ES 1 

d = 2 s u 
i O E. G a · o , en 
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= f . (s) . m 
~ 

Portanto , para cada s&mE.' S®MG 1 resulta que 

(yw) (s®m) =y(s.m) =/!;_
1 

x. ®d . . (s . m) = .f:1 x. ®f. (s) .m= 
• ~ ~ ~= ~ ~ 

s ® m • Ou seja, yw = i d G , o que 
S®M 

completa a prova. 

d==>e: 

Para mos t rar que o homomorfismo de S-álgebras 

h : S ® S +E é um isomorfismo, vamos representá-lo como uma 

composição de dois isomorfismos de s-álgebras . 

Primei r amente é fácil ver que a S- álgebra 

E = cr ~ G s . v cr pode ser dotada de uma estrutura de G-módulo 

se definimos (o . g) (l;;) =a [g(cr ... 1ç ) ] , para cada a , ç E. G , 

g E: E • 

Portanto , podemos também definir sobre E uma estrutura 

de O- módulo , cujo produto externo é definido por dis t ri-

buti vidade e pela igua l dade (.s. ua) . g = s. ( a . g) , para ca 

da s€ S , crE. G , gE: E , como é fácil verificar. 

dulos 

Assim , podemos obter um isomorfismo de s - mó 

G w : S®E + E , dado por w(s QS> g) = s . g I para cada 

Vejamos agora que os elementos de sao 

exatamente os G- homornorfismos de G em S . De fato, g 

é um elemento de EG se e so se , para cada a E. G 1 g = cr . g , 

i . e ., para cada - -1 
a , l;; t G , g ( l; ) = ( cr . g) ( ç ) = a Lg (a z; )~ • 
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a , 1; E G 1 g € E , ou, equivalentemente 1 g e um G- homomor 

fismo . 

Para cada sE: S 1 a € G , co loquemos 

[ e <s>Ja =a{s) • Então e(s) é um elemento de E,e, ·para 

cada a , z:; € G , 

[ e ( s) J (a ç) = (a ç) ( s) = a [ ç ( s) ] = a [e ( s) ( ç) J = [a e ( s) J (l; ) 

Portanto, e(s) é um G-homomorfismo e , conseq uentemente , 

e (s)~ EG • Fica assim definida uma função S-+ EG pela re 

lação anterior. 

g fácil ver que e é um R-homomorfismo . 

Ainda, se ljJ : EG-+ S e a aplicação dada por ljJ {g) = g ( lG) 1 

para cada G -g€ E , entao e, para cada 

a € G , 

donde conclui - se que e lji = id G . Além disso, para cada 
E 

s E s , < ljie ) < s > = 1jJ [e < s) J = [e < s) J < 1G) = 1G < s) = s , i . e . , 

\fJ 8 = ids • Logo I e é um isomorfismo de R-módulos . 

Então a aplicação id8 ®s: S®S ->- S ® EG e 

um isomorfismo de s-módul os. Além disso, sendo w um iso 

morfismo de S- módulos , temos que a aplicação composta 

w o (idS ~ e ) : S ® S -+ E é também um isomorfismo de S-módu

los . 

Mas então, para cada s~ tE: S ® S 1 a E: G , 



- 138 -

{ [ w o (i d
8 

® e) ] ( s ® t) } (a) = ( w ( s t&> e < t) ) J <a ) = [ s • e { t) J ( a ) = 

= s a {t) = [h {s ®t) J (o) . Portanto I w o ( ids ® e) =h I o 

que completa a prova. 

ec=>a 

Mostremos inicialmente que S é um S ® S- mó 

dulo projetivo. Sendo {v
0

}
0

e G um conjunto ortogonal de 

geradores (idempotentes) da s-álgebra E = tf> Sv e ... 
O€G . o I 

fácil ver que E =a~G Ev
0 

, ou seja, S .v
0 

=E v
0 

, para 

cada a € G • LOgo, S. v 
0 

e um E-somando direto de E e, 

portanto, é um E-módulo projetivo . 

Ainda, como por hipótese as s-álgebras E 

e S ® S sao isomorfas e como S é também isomorfo a 

S. v a , para cada o € G , podemos concluir que s e um 

S@ S-mÓdulo projetiVO . 

Resta- nos então mostrar que os automorfismos 

de G sao dois a dois fortemente distintos. Observemos 

antes que, como h é um isomorfismo, pondo 

ô la =v 1 (o) 

Suponhamos então que e € s é um idempotente 

nao nulo de S , e que o e ~ são dois elementos distin 

tos de G . Se, para todo sE: S , o (s)e = ~ (s)e , em parti-
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cular para cada i E: { 1, 2 , .. . , n } , 

fa r,: - 1 (y. ) ] e= [r,: r,: - 1 (y. ) ] e = y.e . Além disso, - ~ ~ ~ 

:11, 
pela observação feita acima, vem que ô

1
ae = {--;;

1 
xi a (yi)e 

n 
)' 

e, consequentemente, e = ( i=l xi Y i) e 

Portanto , sendo a e r,: distintos, temos 

n n 

q ue e = .L: Xi ( Y. e ) = [. i:l X. a i'; -l ( y . ) ] e = Ô e 0 a ~=1 ~ ~= ~ ~ a r,: = , um 

contradição . Logo, o e ç são homomorfismos fortemente 

distintos. 

Sejam M um ideal maximal de S e a um 

elemento de G tal que a~ lG . Suponhamos que para cada 

sE: S , s- a (s) é um elemento de M • Então, em particula r, 

para cada i e {1,2, ... , n} , yi- a (yi) f M e portanto , 

n 
L: x (y - a (y ) -J e~ tambe~m um elemento de M • Ma s 

i=l i i i 

n n n 

{;l xi [yi - a (yi) J = &1 xiyi- ir(;l xi a (yi) = 611- 0l a = 1 ' 0 

que contraria o caráter maximal do ideal M • Logo, existe 

um elemento sE:: S tal que s - a (s) IM . 

Mostremos inicialmente que os eleme ntos 
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a € G fixado. De fato 1 para cada a~ G , a t- lG , consideramos 

o ideal I de S gerado por todos os elementos da forma 

s - a (s) 1 com s € S . Então 1 como para cada ideal maximal M 

de S existe s 1 E: S tal que s 1 
- a (s 1

) r/. M , temos que 

I rj M , i .e. 1 I= s . Então existem elementos a. ,b . E. s (i=l, 2, ... , na ) 1 
l. l. 

tais que 

é claro que 

n +1 
f-, 

n +1 a 
\' 

e b +l = 1 , 
n a 

[-;;"'! ai cr( bi) =O , ou ainda , 

{-;1 aicr(bi) =ô 10 • Observemos, no entanto, que os elementos 

e b. (i=l,2, . . . ,n +1) 
. J. a são determinados em função do 

automorfismo a fixado . Vamos utilizar este fato para mos-

trar a existência de elementos x. ,y. (" S que independem da 
l. l. 

escolha do automorfismo em G e que satisfazem a condição 

estabelecida em (b) . 

Por hipótese , G é um grupo finito. Sejam m a 

ordem de G e G 1 um subconjunto de G com k elementos. 

Vamos utilizar indução sobre k para mostrar que e possível 

encontar elementos de S que satisfazem a condição (b), p~ 

ra cada elemento de G 1 
• 

Se k=l , já vimos , pela observação f eita aci 

ma , que tais elementos existem. Podemos então supor, sem 
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perda de generalidade que G' é um subconjunto de G que 

contém o elemento lG . Suponhamos então k < n e que exis 

tem elementos xi_ , Yi_ E:S , com i € {1 , 2 , . . . , p} , tais que 

p 

[;.1 xj_a(yi_} =ô 10 , para cada a<:G ' • Seja z:: um elemento 

de G nao pertencente a G' , e sejam a. , b. E: S , com 
J J 

j=l,2, •.• , m
4 

elementos de S que satisfazem a igualdade 

- ~ 
o 

1 
a. r (b.) = ô 

1 J = J"' J ç 

Observemos então 

mç mç p p 
\' E "" a.( :~:?l ~ a.x!y ! b.= ~ 
i=l j=l J ~ ~ J j =l J ~= 

para cada a € G' , a ~ lG , 

~ 

que 
m 

~ 
x !y!)b.= /

1 ~ ~ J J= 

p 

"" 

a.b. = 1 
J J 

p 

" L.. 
i=l a. x! cr (y! b . ) = {--....

1 J ~ ~ J )= 
a. ( .~1 x! a (y .') ) a (b.) =O • 

J ~ = ~ ~ J 

e, 

Além disso , como ~ 
j=l a . x ! Z:: ( y .' b . ) = O • Logo, 

J ~ ~ J 

os elementos 

e 

X -a x' ji- j i e y . . = y ! b . , com i € { 1, 2 , .•. , p} 
)~ ~ J 

p 

sao tais que ~ i=l x o • a ( y .. ) = o l o , 
]1 )1 

para cada a e G' U { ç} , o que completa a prova. O 

Seja S uma extensão de R . Dizemos que S é 

uma EXTENSÃO DE GALOIS DE R ou EXTENSÃO GALOISIANA DE R , 
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se alguma das condições equivalentes do teorema anterior e 

satisfeita . Neste caso , um conjunto de elementos 

xi,yic S (i=l,2, ... ,n ) que satisfaz a condição (b) é deno 

minado SISTEMA G-GALOIS DE COORDENADAS, enquanto que o gr~ 

po G dos R- automorfismos de S é chamado GRUPO DE GALOIS. 

Façamos agora algumas observações a respeito do 

resultado anterior : 

NOTA 1: Se S (e portanto R) é um corpo, é fácil ver que a 

condição (f) do resultado acima e verificada. Logo, neste 

caso, se R= SG para algum grupo finito G de automorfis-

mos de S , então S é uma extensão galoisiana do corpo R , 

no sentido dado acima. Portanto, a condição (c) nos assegura 

que S é um R-módulo finitamente gerado, ou seja , s e um 

espaço vetorial de dimensão finita sobre R . Então a defi 

nição dada acima é uma generalização da definição usual pa-

ra corpos. 

NOTA 2: Da prova de b~c acima é fácil veri ficar que os 

elementos x. ,y . e s dados em {b) e os R-homomorfismos 
]. ]. 

fi: S-+R dados por fi(x) =t(xyi), para cada x~S (onde 

t : S -+ R é o R-homomorfismo dado por t ( s) = crrç;G cr ( s) , pa 

ra cada se S) , formam um sistema de coordenadas projeti-

vas para o R- módulo S . Além disso, mostremos aqui que es 

ta aplicação t é exatamente a função traço ts : s + R in 

duzida pelo R-módulo finitamente gerado e projetivo s , 



- 143 -

definida na seçao 3 do capítulo I. De fato , para cada x é S , 

sabemos que 

n 

ts(x) = F:1 fi (x xi) 

Portanto , concluímos que se s é uma extensão 

galoisiana de R então a função traço da R-álgebra S em 

R induzida pelo R- módulo finitamente gerado e projetivo S 

é dada por : t (x} = E G <1 (xl , para cada x E: s . 
<1€ 

NOTA 3 : Fica claro que , se S é uma extensão galoisiana de 

R então S é uma R-álgebra separável e um R-módulo finita 

mente gerado e projetivo . 

NOTA 4 : Se S é um anel sem idempotentes próprio s que e 

uma extensão de Galois de R com grupo de Galois G , en 

tão os elementos de G são trivialmente dois a dois for-

temente distintos . Neste caso , a condição (a) acima resu

me-se simplesmente a ser s uma R-álgebra separável. ~ 

claro que este é o caso se S 
~ e um corpo. Logo , se s 

nao tem idempotentes próprios, S é uma extensão de Galois 

de R s e e só se e s é R-sepáravel. 

Com r eferência às extensões galoisianas de 

anéis , podemos mostrar a seguinte 

Proposição 1. 5: 

Se S é uma extensão galoisiana de R com 

grupo de Galois G , então existe um elemento c E:' S tal 
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que t (c) = lR • Além disso , R é um R-somando direto de S . 

Prova: 

G-galois de coordenadas. Então podemos escrever 

Portanto, o ideal de S gerado pelo conju~ 

to t(S) é S , (i.e. , S t(S) = S) . Além disso, sabemos 

que S é um R-módulo finitamente gerado. Suponhamos então 

S =R s 1 + ... +R sm , e mostremos que existe um elemento 

r E: t(S) tal que (1 - rlS =O • Isto implica 1- r= O e 

portanto, pondo r = t (c) , está completa a primeira parte 

da prova. 

Definamos então S.=Rs.+Rs.+1 + ... +Rs, 
J. J. J. m 

para cada i ê {1 , 2, •• • , m} e Sm+l = 0 , ~,por indução, deter 

minemos um elemento z.E:t(S) 
l. 

ra cada i~ {1 , 2, •.. , m+l} . 

tal que ( 1 - z i) S C Si , pa-

Para i=l é fácil ver que basta-nos tomar 

z
1 

=O , já que s
1 

= S • Admitamos a seguir a existência de 

um elemento z.€ t(S) 
J. 

tal que (1-z.)SCS. ,paraalgum 
l. J. 

i < m + 1 • Então , como s t (S) = S , podemos escrever 

(1-zi)SC(l-z.) St(S)CS. t(S) • Em particular, 
J. J. 

(1-z.)s.E: S. t(S) 
J. J. J. 

, ou seja , existem eleme ntos t .. E: t(S) 
l.J I 



ni 
y . . E: S . {j=l , 2, ••• , n

1
.) tais que (1- z. )s. = .>' y .. t .. 

l.J l. l. l. J~ l.J l.J 

Além disso , como Si =R si +R si+l + ••• +R sm , temos que 

existem elementos 

m 

r . 'k€R (k=i , i+l, •.. , m) , tais que 
l.J 

Y = >: 
ij k=i r ijk sk , e então 

m 
~ 

n. 
~ 
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tijrijk)sk =f;;i ziksk , onde Z - ~ t r ik- j =l ij ijk , 

para cada k€{1,2, ••• , m}. Pottanto 

m 

(1 - z. - z .. )s. 
l. l.l. l. 

=E k=i+l 
( *) 

Definimos agora zi+l de modo a ser satisfei 

ta a segui nte igualdade: 1- zi+l = ( 1- zi) (l- zi- zii) . 

Então, considerando (*),temos: 

< 1 - z . + 1 > s = ( 1 - z. ) s < 1 - z. - z .. ) c < 1- z. - z .. ) s. c s
1
. +l 

l. l. l. . l. l. l. l. l. l. 

Resta-nos então mostrar que zi+l€ t(S) . Para tal , basta-

nos observar que 

então 2 . z. 
1

=2z.+z .. -z. - z.z .. E:t(S) 
l.+ l. l.l. l. l. l.l. 

Então concluímos: ( 1- zm+l) s C sm+l =O ou 

seja r= zm+l satisfaz (1- r) S =O e r € t (S) 

Observemos agora que R é um R-módulo pro

jetivo. Além disso, ficou provado a cima que a seqüência de 
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R-módulos S~R ~ O é exata. Logo, tal seqüência cinde e 

R é um R-somando direto de s . O 

Corolário l. 6: 

Seja S uma ~xtensão de Ga lois de R , com 

grupo de Galois G . Então: 

(i) se T é uma R- álgebra comutativa então 

T@ s é uma extensão de Galois de T com grupo de Galois 

G , onde G age l inearmente em T@S via o . (t®s) =t@o (s) , 

para cada t é T , s e S , a G G ; 

(ii) o posto do R-módulo S é igual à ordem 

de G • 

Prova: 

(i) :g fácil ver que G opera em T®S . Além 

disso, sendo R um R-somando direto de S , é claro que 

T ® S é uma T- álgebra . 

Sejam x 1 , • .. , xn,y
1

, •. . , yn E:. S um sistema 

G-Galois de coordenadas; então os elementos l®x1 , . . . ,1®~ , 

1 ®y 
1

, •.. ,1 ®y n e T ® S sao tais que, para cada a f: G , 

= 10 ó l o= 6 1o 

n 

= ( 1 ® .~ x
1
. a (y

1
.) ) = 

J.=l 

Então, para completar a prova, resta-nos mos

trar que (T~ S) G = T 
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Se t é um elemento de T , então t = t@ 1 , 

e, para cada crE: G, cr(t®l) =t®o(l) =t®l=t. LOgo, 

TC(T®S)G Seja agora u E: (T® S) G , e seja c € S tal que 

k 
= lGS>l • Assim, se u(l®c) = {;

1 
ti ® si E T®S , temos que 

n 

u = u ( 1 ® 1) = u ~~G o ( 1 @ c >j = ; t. 'G o [ u ( 1 ®c) ] = k G a ( ~ ti ® si ) = 

K K K 

= {;1 ti®f';G o(si) =~ ti®t(si) =~ tit(si)®l= 

K 

= jÇl tit(si)€ T, onde t(si) denota a função traço apli-

cada a s.E. S. Assim, (T®S)G=T 
1 

(ii) ~ fácil ver que HomR(S,S) é um R-módulo 

finitamente gerado e projetivo. Além disso, as R-álgeb ras 

HomR(S,S) e D sao isomorfas, conforme 1.4 (c) . 

Suponhamos primeiro que R é um anel local. 

Sabemos então que HomR(S,S) e S sao R-módulos livres. 

Assim, 

m é a ordem de G • Logo, postoR s = rn 

Suponhamos agora que R é arbitrário e seja 

P um ideal primo de R • Então sabemos que Rp é urna R-ál 

gebra comutativa, e G opera em Rp@S ~ Sp . Então, por (i) , 

[;::. 

, · 110·~ · ~ 



temos que Sp é uma extensão de Galois de Rp , com gr~ 

po de Galois G • Logo, sendo Rp um anel local, já sa-

bemos que m=PCS'IQR (Sp) =PC6'1Xk (Rp®S) . Ou seja, para 
p p 

qualquer ideal primo P de R , o P-posto do R-módulo 

S é m . Logo, concluímos que o posto do R-módulo S 

existe e é igual a m , a ordem do grupo G . CJ 

§ 2- TEOREMA FUNDAMENTAL DA TEORIA DE GALOIS PARA AN-eiS 

Queremos agora provar o resultado que gene-
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raliza o Teorema Fundamental de Teoria de Galois para Cor 

pos . No entanto, para que tal resultado seja válido tam-

bém para anéis com idempotentes próprios, introduzimos 

a seguinte definição: 

Seja s uma extensão de Galois de R com 

grupo de Galois G e seja T um subanel de s . Dizemos 

que T é G-FORTE se a restrição a T de dois quaisquer 

elementos de G sao homomorfismos iguais ou fortemente 

distintos de T em S • ~ fácil ver que , se S nao po~ 

sui idempotentes próprios , ~ntão qualquer subanel de s 

é G- forte. 

Teorema 2.1: 

Seja S uma extensão de Galois de R com 

grupo de Galois G . Sejam H um subgrupo de G e 
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T=SH . Então: 

(i) S é urna extensão de Galois de T , com 

grupo de Galois H i 

(ii) T é uma R-álgebra separável, e G-for-

te i 

(iii) H é o conjunto de todos os elementos 

de G que deixam T fixo, i.e., H= {at: G I a IT = idT} . 

Além disso, se H é um subgrupo normal de G , então T 

é urna extensão de Gal o i s de R com grupo de Galois iso-

rnorfo a G/H 

Prova : 

G-Galois de coordenadas . Então sabemos que , para cada 

t a f G , i=l xi cr (y i) = ô l a • Em particular , esta igualdade 

é verificada para todo a c H . Logo, S é uma extensão 

galoisiana de H s = T , donde concluimos que (i) é veri-

ficada. Assim, corno conseqtiência de (i) 1 S é um T-módu 

lo finitamente gerado e projetivo . Se a 1 1 ... 1ak € s e 

f 1 1 ... 1fk €" HomT(S 1T) são coordenadas projetivas do 

T- módulo S , então é fácil ver que os elementos 

~ 
l. 
. .c:,· J~l (f. ®f.) (x®y) (a . ®a.)= (x®y) 1 para cada 

l. J l. J 

x®yc S®S . Logo , S®S e um T ®T-módulo projetivo. 



Ainda, é claro que S é um S ® S-rnódulo projetivo e 1 por

tanto , é um T®T-rnódulo projetivo. Então , sendo T um 

T- sornando direto de S , ternos que T é também um 

T® T-sornando direto de S e, portanto 1 T é um T ®T-mó 

dulo projetivo , ou seja, T é urna R-álgebra separável. 

Antes de mostrarmos que T é G-forte, pro-

vamos parte de (iii). 

Seja H' o subgrupo de G formado pelos 

automorfismos em G · que deixam T fixo . Queremos . mos

trar que H' =H • ~ claro que H'-=' H 1 já que T = SH 

Portanto, SH ~ SH = T , como é fáci 1 verificar . Além dis 
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so, podemos observar que sH ' ={S E: s I v ç~ H ' I ç (s) =s }:::>T . 

H H' 
Logo, S = T = S 1 e então, por (i) , S é també m urna ex 

t ensão de Galois de T com grupo de Galois H' . Sejam 

m e m' as ordens de H e H ' , respectivamente . En-

tão, por 1.4 (e) , os homomorfismos h : S®T S-+ EH e 

h' : S ®T s -+ EH I são isomorfismos de S- álgebras. Além 

disso, EH e EH' são S-módulos livres, gerados, res-

pecti vamente, por m e m' elementos. LOgo, 

EH ~ S c» T s ~ EH I implica m=m ' , ou seja, H=H ' 

Para mostrar que T é G-forte , f açamos , 

primeiro a seguinte observação. Como S é extensão g~ 

loisiana de T com grupo de Galois H , por 1 . 6 1 exis 

t e c ê S tal que 
~ 

z:;TH Ç {c) = 1 . Por outro lado 1 sabe 
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mos que existem elementos x
1

, .. . ,xn,y
1

, ... ,yn f · S tais que , 

n 
v 

para cada a € G , {-;;1 xi a (y i) = ô la . Então, def inindo 

~ ~ 
x! = ~ p (X; c) e y ' - ~ ,... (y ) 
~ p~H ..... i- z; CH "' i (i=l , 2, .. • ,n) , é c laro 

n 
que x! , y! t: sH = T . Além disso , se a E: H , 

~ ~ 
Z x !a (y .' ) = 
i=l ~ ~ 

= ;..;. H p (c) = 1 • Ainda, se ar/. H , de maneira análog a po-

n 

demos mostrar que Z x! a ( y .' ) = O 1 já que nunca ocorre i=l ~ ~ 

p = a ç , (pois do contrário teríamos 

tradição). Logo, resumindo: x.' , y .' € T 
~ ~ 

-1 
a = pç E: H I uma co!!_ 

(i = 1 , 2 1 • • • , n ) e s ão tais 

que, para cada 
n ' / a ~ G , ..> · x~ a ( y

1
• ) = ô 1 onde _G;1 ... Ha ô = 1 H a 

se a é um elemento de H e ôHa = O , caso contrário. 

Suponhamos então que a e 1; são dois ele 

mentes de G tais que 1; I T 'I a I T, e mostremos que tais 

homomorfi smos de T em S são fortemente distintos. 

Seja t'~ T tal que l; (t') f. a (t') . Então t' f. ç - 1a (t' ) 

ou seja, ç- 1a_t H • Se e f: S é um ide mpot ente de S tal 

que, para cada t E: T , z; (t}e= a (t)e 1 vejamos q ue , nes t e 

caso , e= O • De fato , aplicando z; - l na igualdade ante-
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e portanto , 

1 ~ 1 [ A - 1 J - 1 ç - (e)= i~ xi_Y i_ l:- (e)= i~l xj_ Ç a(yj_) _ ç (e)= O , já que 

ç- 1aFj.H . Logo , e=O , o q ue mostra q ue T é G-forte . 

Suponhamos agora que H é um subgrupo normal 

:de· G • Os automorfismos de S pertencentes a G induzem , 

atr avés da restri ção a T , a utomorfismos de T . De fato, 

par a cada a E: G , ·t G T , z; e. H , 

ç (a (t}} = (aa - 1z;a} {.t) =a {t } , j á que - 1 a ça€H , ou seja , 

a (t} e SH = T • Portant o , a I T é um automorfismo de T • 

consi deremos agora o grupo quociente G/H 

e seja X uma classe de tal grup o , que contém os elementos 

a, r; E: G . En tão sabemos que 1 OU 

para cada t € T , ou ainda, a ( t} = ç ( t) . Desta observação 

podemos conc lui r que o grupo G/H pode ser considerado 

como um grupo de automorf i s mos de T da seguinte maneira: 

a cada c l asse X do gr upo quociente G/H , fazemos corres 

ponder o automorfismo ax =a IT , onde a e elemento arbi -

trário de G tal que a € X • Desta maneira 1 é fáci 1 ver 

que o grupo G/H a ge fielmente em 

Mostremos então que 

T • 

G/H 
T = R . :8 claro que 

G/ 
T H~R , já que todo automorfi smo ax e restrição de um 

G/ 
elemento de G . Se t€ T H , para cada aE G 1 t= ax(t) = a (t} 1 



ou seja, t é também um elemento de 

G/ 
T H C R 

G S =R. LOgo, 

mentes 

Finalmente, considerando novamente os ele 

x! ,y! e: T tais que 
~ ~ 

n 
Z x.'cr (y .') = ó , para cada i=l ~ · ~ Hcr 
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cr E G , podemos observar que, se crx = idT (ou seja, cr E H), 

então 
~ 
6.. X! (J (y! ) = 1 i=l ~ X . ~ e, se 

o _que completa a prova.[] 

crx ~ id , então 
f4 
.c-. x.'crx(y!) =0 i=l ~ ~ I 

Estabelecemos agora uma recíproca para o 

teorema acima. 

Teorema 2. 2: 

Sejam S uma extensão de Galois de R com 

grupo de Galois G e T uma R-subálgebra separável de 

S que e G- forte como subanel de S . Se H 
~ e o subgrupo 

de G formado pelos elementos que deixam fixo T , então 

Prova: 

g claro que SH~ T . Resta-nos então mostrar 

que SHC T • Façamos antes algumas observações. 

Sabemos 1 por 1. 6 1 que S ® S é uma extensão 

de Galois de S com grupo de Galois G 1 onde G age em 

s ~ s da seguinte maneira: a . (s ® s ') = s ®cr (s ') 1 para cada 

s ® s ' E S ®S . Mas 1 sendo S uma extensão de Galois de R , 
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existe um isomorfismo de S-álgebras h : s~ s -+ E = EB s. v 
ae G a • 

Assim , E é urna extensão de Galois de s com grupo de Galois 

G , onde G opera em E através da igualdade (ç . g) (a ) = g(crç ) 

para cada g E" E , a, z;; <= G , corno pode-se ver facilmente. 

Corno T é um subanel de S e corno o functor 

SQS)_ é exato, é fácil ver que S~T é um subanel de S ~ s • 

Além disso, sendo h um isomorfismo, podemos identificar 

S ®T com sua imagem h (S ®T) • 

Mostremos agqra que EH é um subconjunto de 

h (S ® TJ • Antes, porém , consideremos o conjunto quociente 

r 
G/ H= {a i H} i=l • POdemos observar que g é um elemento de 

EH se e só se z;; g = g , para cada ç G: H , ou seja, 

g ( a ) = z;; . g (a) = g (a z;;) , para cada a E G Mas isto é equiva-

lente ao fato de que cada elemento de EH é constante so-

bre cada classe lateral de G/H • 

Reciprocamente se g E: E é constante sobre ca 

da classe lateral oH , com a E: G , então , para cada 

z;; 2 = lG , observamos que (z;;
1

. g) (a)= (lG.g) (cr) = g( cr ) , para 

cada H 
z;; 1 E: H , a €:. G , ou seja, g E E . Concluímos, assim, 

que EH é formado por todos os elementos de E que sao 

constantes sobre cada classe lateral de terminada pelo sub 

grupo H • 

Agora, para cada i € { 1 , 2, . . . ,r } , definimos 

um homomorfismo de s - álgebras f. : E -+ S por f. ( g) = g ( a . ) 
l. l. l. 



p a ra cada g € E • Como h (S ® T) é uma S-subálgebra de 

h{S®S) =E , podemos considerar as restrições de cada f. 
J. 

·. à subálgebra h (S ® T) , que vamos continuar denotando por 

fi {i = l,2, .•• ,r) . 

Mostremos então que tais restrições sao homo 

morfi smos dois a dois fortemente distintos. Sejam 

i,j E"{ l, 2 , . • . ,r}, com i-Fj, e se j a e€S um idempoteg 

te de S • Sendo i e j distintos, as classes laterais 
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Portanto, como T é G-forte, ·conc l uimos que estas restri 

çoes a iiT e a jiT são homomorfismos de T em S forte 

mente distintos. Assim, existe um elemento t € T tal que 

a . {t)e;r!a.(t)e . Logo, podemos escrever f
1
. [h(l69t)}e = 

J. J 

Observemos agora que S @ T é uma s -álgebra 

separável e, através da restrição do isomorfismo h a 

S® T , concluimos que h (S ® T) é também uma S - álgebra se 

parável. Portanto , aplicando II.2.2l (com referência aos 

homomorfismos de s-álgebras 

terminar únicos idempotentes 

f. : h(S®T) -+S) , podemos de
J. 

w.E:h(S®T) (i=l , 2 , . . . , r) 
J. 

tais que fi ( W • ) = 6 • • I W • W • = 6 • • ( i 1 j 6 { 1 I 2 1 • • • 1 r } ) 
J l.J J. J l.J 

e 

f. (x) w. =xw. , para cada x E::h( S @T) 
J. J. J. 

Vamos mostrar que este conjunto {w1 , ... , wr } 

constitui uma base para o S- módulo livre EH . Para tal , 
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é suficiente mostrarmos que H w. é E , para cada 
~ 

i € {1,2, ... , r} 

e 

Observemos, no e n tanto, que h(S®T) C EH . De 

fato, cada elemento de h (S ® T) é constante sobre cada elas 

se late r a l, pois, para todo o fSG , çE.H , s~t E S @ T, 

[h(s®t> J (oç) =soç(t) =so(t) =h(sgt) (o) . Logo, em parti 

cular, cada w
1 

é um elemento de EH (i=l , 2, ... ,r). 

Suponhamos agora que g é um elemento de EH . 

Então, corno w1 (o j) = fj (w1 ) = ôij , para cada j€ {1,2, • . . , r} 

ternos que [.Z1 
g(o

1
) w. J (o.)= t'

1 
g(o.)w. (o.) =g(o.) . Além 

1= 1 J ~ = ~ 1 J J 

r 

disso, corno 
.>-:_ H 
i =l g(o1 >wi e: E , tal e l emento é constante so 

bre cada classe lateral. Corno g também satis faz esta p r2 

priedade, concluirnos que 

r 
EH = ~l S • w . c. h ( S ® T) • 

1 = 1 

Portanto , aplicando o isomorfismo inverso - 1 
h I 

ternos que S ® T.::,)h-l(EH) =h-l( [h(S ® S) j H). Mas é fácil ver 

que [h(S ® S) ] H =h(S®SH) e, portanto, S ®T:Jh- l[h(S®SH)] = 

H = S ®S • 

Aplicando na relação anterior o homomorfismo 
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seja, SHC T , o que completa a prova . [l 

Com estes dois últimos resultados , podemos obter 

o teorema fundamental. Se S é uma extensão de Galois de R 

com grupo de Galois G , então podemos associar a cada R-sub 

álgebra separável e G-forte T de S um subgrupo de G I a 

saber, HT = {crê G I CJ I T = idT} . Reciprocamente 1 se H e um 

subgrupo de G , podemos fazer corresponde r a H uma R-sub 

álgebra separável e G-forte T de S ;sto e- T = SH . Es-1 .L I 

ta correspondência entre as R-subálgebras de S que sao se 

paráveis e G-fortes e os subgrupos do g rupo de Galois G é 

chamada CORRESPONDgNCIA DE GALOIS. 

Resumindo, os dois Últimos r e sultados , temos a 

seguinte generalização do Teorema Fundamental da Teoria de 

Galois para corpos. 

Teorema 2. 3: 

Seja S urna extensão de Galois de R 1 com 

grupo de Galois G • Então: 

(i) a correspondência de Galois é uma corres 

pendência 1-1 entre as R-subálgebras separáve is e G-fortes 

de S e os subgrupos de G • Esta correspondência preser-

va a açao de G no seguinte sentido: se a é um element o 

de G e T uma R- subálgebra separável e G- forte de S , 

então HCJ ( T) = oH o 
-1 

T 

(i i) um 

se e só se o subanel 

cada elemento de G • 

subgrupo H de G é normal em G 

SH - tranformado sobre si e mesmo por 

H Neste caso, S e urna e x tensão de 
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Galois de R , com grupo de Galois G/H . 

Prova: 

g fácil ver que a correspondência de Galois 

é biunívoca, pelos dois Últimos teoremas. Vejamos então 

que esta correspondência preserva a ação de G . 

Sejam O€ G e T uma R- subálgebra separável 

e G-forte de S • Então , através da restrição oiT f é cl~ 

roque o(T) é também uma R-álgebra separável e G-forte. 

Observemos então que 

e -1 -1 
Y = apa c:: aH a 

T 

então p=o-1yotHT , ou seja, para cada t € T f 

t = p( t) = (a- 1ya) (t) • Logo , y(cr(t)) =cr(t) f para cada t€ T . 

-1 
Assim , crHTa C H

0 
( T) • Ainda, é fáci 1 ver que 

e então (i} está provado. 

Finalmente, seja H T = S . Então H é um sub-

grupo normal de G se e só se a - lHo =H f para todo a € G 

ou equivalentemente f H
0 

(T) =H , para cada a e. G . Aplicando 

a correspondência biunívoca f a condição anterior equi vale a 

rr(T} -- SHcr(T} -- SH -- T 1 t 2 1 v , o que comp e a a prova, por . , 

parte (iii). O 
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CAP!TULO IV 

POLINOMIOS SEPARÂVEIS 

O principal objetivo deste capítulo é estudar as 

álgebras separáveis e comutativas sobre anéis comutativos. Em 

particular, introduzimos o conceito de polinômio separável so

bre um anel comutativo. O principal resultado deste trabalho é 

precisamente o teorema 2.8 , que caracteriza tais polinômios. 

O conteúdo deste capítulo se baseia nos trabalhos 

de Janusz [13}, Elkins [ 8 ] e Nagahara [18] e [19 ] . 

Continuamos aqui a supor que todos os anéis têm 

unidade e sao comutativos . Além disso, ® significa @R . 

Na primeira seçao deste capítulo apresentamos re 

sultados e conceitos introdutórios para a segunda seção, onde 

então é abordado .o problema essencial. 

§ 1 . INTRODUÇÃO 

Iniciamos introduzindo o conceito de álgebra 



fortemente separável sobre um anel comutativo R . Uma R-álge 

bra A é di ta FORTEMENTE SEPARÂVEL SOBRE R (ou , simplesmen

te, R-FORTEMENTE SEPARAVEL) se A é R-separável e ~ R-rnódu-

l o projetivo e finitamente gerado. 
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O teorema abaixo nos mostra a importância da fug 

çao traço (definida em I.3) no estudo das álgebras fortemente 

separáveis. 

Teorema 1 . 1: 

Seja S urna R- álgebra que é -finitarrente .. gerada 

e projetiva como R-módulo . Então S é R- separável s e e só se 

existem uma aplicação teHomR(S , R) e elementos 

n 
~ 

(i) L.,. X .y. = 1 
j=l J J 

n 

"" (ii) ~ 
j=l X~ S • 

Neste caso, o homomorfismo t é a aplicação 

traço de S em R • 

Prova : 

Façamos inicialmente algumas observações. Se-

coordenadas pr~ 

jetivas do R- módulo s e seja t a aplicação traço de S 

m 
" em R, isto é, t(s) =[;:-1 fi(sai) , para cada s <:: S . 

Observemos que dado um R-homomorfismo f : S -+R , 



podemos considerar a aplicação F= 1J! o (ids® f) , onde 

~J~ : SI&> R-+ S é o isomorfismo natural dado por 1JI ( s@ r) = s. r , 

para cada s& r E S® R • Portanto, F : S® S -+ S é dada por 
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F(s®s') = s .f(s ' ) , para cada s@ s' E: S®S 1 e e um S-homomor 

fismo à esquerda, como é fácil verificar. 

~ fácil ver a inda que 1 ® a 1 , •.. 1l® aro E: S® S e 

F
1 

= 'ljlo (l®f
1

> , • •• ,Fm= 'ljlo (1@ fm) são coordenadas projetivas 

para S@ s como s-módulo à esquerda . Logo, s® S é um s-módu 

lo finitamente gerado e projetivo. Ainda, se T denota o 

S- homomorfismo induzido pela função traço t : S -+ R 1 temos : 

m m 
T(s®s ' ) =s .t(s ' ) = s . {:;1 fi(s'ai) =§1 s . fi(s'ai) . 

Suponhamos agora que s é R-separáve l e seja 
n 
~ 

e=i--;;;1 xj®yj E S®S um idempotente de s e parabilidade . Então 

n 
\"' 
w x y = 1 - Além disso , para cada j=l j j -

n 

= J;. x. ® y .s • Portanto , para cada 
j:=J. J J 

~ 

n 

sf S , r::l s x . Q{.J y. = 
J = J J 

f E: HomR ( S 1 R) , 

n 

(l®f> L/;~'1 xj ® yjsJ = 

= L. x .® f(y .s) , ou ainda , aplicando o homomorfismo contra 
j=l J J 

se x f. S 1 podemos escrever 
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n m n 
= E-

1 
X X • • t (y.) = ?-:

1 
X :J":l X • • f. (y. a. ) = 

J= J J 1 = J= J 1 J 1 

m n n 
~xz "' = ~1 . :.....;..1 a. x .. f. ( Y . } = .~1 1= )= ~ J ~ J J = 

n 

=X z. X Y = j=l j j X • 

m 

X x. 
J 

)" 
;~l a . • f. (y . ) = 
.... ~ ~ J 

Por outro lado, 
m n 

T[Cx®l}~ = T l(l.® x>e] = T [ ,;;.l xj® yjx] = j~ xj.t(yjx) 

~ 
Portanto, para cada X € S 1 • .6.

1 
X •• t (y ·X) = X • 

J= J J 

Para mostrar a recíproca, suponhamos que existem 

urna aplicação tE:: HomR(S,R) e elementos x 1 , .•. ,~,y 1 , ••. ,yn E: S 

que satisfazem as condições (i) e (ii) do enunciado, e mostre

n 

mos que o elemento e = .b.l .x . ® y . E S@ S 
)= J J 

é um idempotente de 

separabilidade para a R-álgebra s . Para tal , é suficiente 

A n 
mostrar que para cada .x f' S, ~l x.x.@y. = l:, x.®y.x . 

J = J J J =l. J J 

De fato, se x e S então 

n n f: ~ n 
.L.l .x.®y.x= .'Z.l .x.® [ .~1 .x.·t(y.y . x) ] = .~1 .2 lx .. t(.y .y.x) ® .x. = 
J= J J J= J 1= ~ ~ J J = 1 = J 1 J ~ 

Então se 

n n ~ ~ ->-:r Z' :x.•t(y.y.x)]® x. = ) ,' y.x ® x. = [-...:>... x y .; ® .X.; . 
- i=l j=l J J 1 1. ~ 1 1 1 = l. J.. J.. 

x = 1 , obtemos 
f n 

e = ,'-">

1 
x . ® y . = .L

1 
y . ® .x . , e pode

J= J J J = J J 

mos escrever ( 1 ® .x) e= (.x~ 1) e , para cada x G. s . Portanto , 

S é uma R- álgebra separável. 
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Antes de mostrarmos que esta aplicação t e na 

verdade a aplicação traço do R-módulo S , observemos que ca-

da aplicação t (y.-) : s -+-R dada por t (y.-) ( x) = t (y. x) 
~ ~ ~ 

é um 

homomorfismo de R- módulos, para cada i~ {1,2, •.. ,n} , como é 

fácil verificar. Além disso , levando em conta (ii), é claro 

que os elementos x1 , ..• , xn e 

sao coordenadas projeti vas para o R-módulo S . Então, se tr 

denota a aplicação traço do R-módulo S 1 temos, para cada 

X € S 1 

~ 
tr ( x l = {~ 1 t Cy i-) Cx xi ) = 

n 

t [ i';). y i x xi 1 = t ( x) , o que compl~ 

ta a prova . O 

Para obter uma conseqüência do teorema acima, 

façamos algumas observações. Se S é uma R- álgebra , então 

podemos definir em HomR(S , R) urna estrutura de S-módulo à 

direi ta, da seguinte maneira: (f. s) (x) = f (sx) , para cada 

x,s € S e f€. HomR(S,R) , como é fácil verificar. Além disso, 

é claro que se S é um R- módulo finitamente gerado e proje-

ti vo e se t E· HomR { S, R) é a aplicação traço de tal R-módulo, 

então t . S e um S- submódulo de HomR(S,R) . Ainda, nestas 

condições , se x 1 , . •. ,xn e S e f 1 , .• . , fn E. HomR (S ,R) sao 

coordenadas projetivas de s sobre R então é fácil ver que 

HomR(S,R). é um R- módulo finitamente gerado e projetivo, a 
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Corolário l. 2: 

Seja S uma R-álgebra que é projetiva e finita 

mente gerada corno R-módulo. Então s é R-separáve l se e só 

se a aplicação traço t : S + R é um gerador livre do S-rnódulo 

à direita HornR{S,R) 

Prova: 

Suponhamos que S é urna R-álgebra fortemente 

separável, e sejam x1 , ••. 1 ~,y1 , ••. , ynCS elementos que s~ 

tisfazern as condições {i) e {ii} do teorema anterior. Então , 

par a cada x €' S , f € HornR (S , Rl 1 

n 

sim, pondo af = F:1 f(xi}.yi, ternos que f= t(af-) = t . af 

donde t gera o S- rnódulo HornR{S 1 R) . Ainda, se t.a é o 

homomorfismo nulo de HornR(S,R) (para algum a ~ S) , então 

n 

a = j;;t xi t (a y i). = O 1 e podemos conclui r que HornR ( S , R) é um 

s - rnódulo livre, com base {t} • 

Reciprocamente, suponhamos que t 
~ 

e um gera-

dor livre do s-rnódulo HornR(S,R) e denotemos por x 1 , ... ,xrn 

e f
1 1 

• •• 1 frn f HornR(S 1 R) as coordenadas projetivas do R- rnódu 

lo S . Sejam y 1 , •.• 1 yrn € S elementos tais que f • = t •Y • I 
1 1 

para cada iê{l,2, .•• ,rn}. Então, para cada s e s 1 podemos 

escrever {.utilizando a definição de função traço): 
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m m m 
[t Cl- § 1 xiy i) J (s) = t [ ( 1 - {~ xi y i) s J = t (s) - t ( J)_ xi y i s) = 

m m 
= k fi (s xi) - t<f;í xiyi s) = 

m m 

=k (.t.yi } (s xi) - t< l.;). xiyis) = 

Portanto , como t é livre sobre S em HornR{S,R) , 

rn 

vem que 1 = {;1 xi y i • 
rn 

Além disso , para cada s E S , s = j;1 fi (s) xi = 
rn 
)' = i~l t(yis}xi • Logo, pelo teorema anterior , s é R-separável. [] 

Proposição 1. 3 : 

Seja S urna R-álgebra que é fini tarnente gerada 

e projetiva corno R-módulo . Então: 

{i ) s é R- separável se e só se SM e urna álg~ 

bra separável sobre RM , para cada ideal maximal M de R 

(ii) S é R- separável se e só se ~ 

e urna 

álgebra separável sobre R/AI , para cada ideal maximal M de 

R • 

Prova: 

Mostremos inicialmente (i). Pa ra tal, consider~ 

mos a aplicação traço tE HornR{S,R) do R-módulo finitamente 

gerado e projeti vo S , e a inclusão canônica t . SC->HomR{S,R) 
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que é um homomorfismo de S-mó?ulos (e , portanto, de R-módulos). 

Então, como - @RM é um funtbr . exato, para cada ideal maximal 

M de R (ver I.4.4), a seqüência O+ t.S@RM ~HomR(S ,R)®RM 

é uma seqüência exata de módulos sobre S@RM ~ S M , como é f~ 

cil verificar. Ainda, sendo S um R-módulo finitamente gera-

do e projetivo, é claro que SM é também um módulo finitamen 

te gerado e projetivo sobre RM • Seja tM a aplicação traço 

de tal RM-módulo. 

~ fácil ver que os SM-módulos à direita 

sao isomorfos, e que o corres 

pendente por este isomorfismo do SM- submódulo -e 

tM.SM . Assim, vemos que a inclusão t. S<-+HomR ( S, R) é um e-

pimosfismo se e só se a inclusão tM.SM~HomR (SM,RAI) de 
M 

SM-módulos 
.. 

um epimorfismo, para _todo ·M, donde t e e um 

gerador do S-módulo HomR(S,R) se e só se tM é um gerador 

do s.A4-módulo HomR (SM,RM) 1 para cada ideal maximal M d8 R • 
M 

Mostremos agora que t é livre se e só se tM 

é livre, para cada ideal maximal M de R . Suponhamos en-

tão que tM.s/m =O 1 para algum s/ mE' SM , e que t é livre 

em HomR(S,R) • Como m/m é a unidade de SM , vemos que 

tM. s/ 1 = O 1 ou, equivalentemente 1 t. s/ 1 =O . Assim, existe 

Yf/M tal que t.sy=O. Mas como t é livre, s egue-se que 
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s y = O , ou ainda , s/ m =O • Reciprocamente , se tM é livre , 

para cada ideal maximal M de R e se t. s =O para algum 

s € S , ent ão t . s/1 = tM . s/1 =O . Assim, como tM é livre, 

s/ 
1 

=O • Logo , para cada ideal maximal M de R , existe um 

elemento y ~ M tal que s ·y =O , donde segue que s = O , como 

é fáci l verificar . 

O r esto da prova de (i) é agora evidente, se le 

varmos em conta o corolário anterior . 

De maned.ra análoga, utilizando novamente a fun

çao traço do R-módulo s e aplicando os métodos usuais da ál 

gebra comutativa , obtém- se (ii). [] 
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§ 2 - POLIN0MIOS SEPARÂVEIS 

Nesta seçao apresentamos caracterizações de pol~ 

nômios separáveis sdbre anéis comutativos arbitrários, e algu-

mas conseqüências que derivam de tais resultados. 

Em toda esta seçao 1 R [X] de nota o anel de poli -

nômios na indeterminada X e com coe ficiente s no ane l comu ta-

tivo (com unidade) R. Além disso, <f(X)> denota o ideal ge r~ 

do pelo polinômio f (X) e R [x] 1 e x =X+ <f (X)> denota a elas 

se de X módulo f(X) 

Façamos inicialmente algumas considerações ge rais. 

Seja f (X) = xn + rn-l xn-l + ... + r 1x + r
0 

e; R [x ] um 

polinômio mônico . Então é fácil verificar que o ane l quoci e nte 

R= R [x] I <f (X) > é uma R- álgebra que é livre e finitamente ge r~ 

do como R- módulo , com base 
2 n-1 l,x 1 x , •.. 1 x , on de x = X +<f (X)> 

denota a classe de X em R. Isto é , R [X] / <f(X) >= R.l e1 R.x ® 

2 n-1 [ J $ R.x 61 ••. gjR .x =R x , onde n n-1 
X = -rn-l X - ••• - r l X- r 0 1 

e onde a operação externa é definida distributivamente por 

i i 
r. (r i x ) = (r r i) x , para cada r 1 r i E. R 1 i E {O , 1 1 ••• , n - 1} . 

Um polinômio f(X) E R (X] é dito um P OLINOMI O 

SEPARÂVEL (SOBRE R) se ele é mônico e R[ X]/< f(X) > e uma 

R- álgebra separável. Mais adiante nesta seçao, f ica rá claro 

que esta definição de polinômio (mônico) sepa rável s obre um 

anel comutati vo com unidade é uma genera lizaç ão da noçao de 

polinômio (mônico) separável sobre um c o rpo. 

Seja A uma R- álgebra . Entã o é claro que um 
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n n - 1 . [ -] polinômio f{X) = x + rn_
1
x + . . . + r 0 E. R _X pode ser consid~ 

rado um polinômio pertencente a A[X] se o identificarmos com 

. .n n - 1 
· o polinômio lAx + (rn_ 1 .1A) X + 

bservação será útil mais adiante. 

Neste primeiro resultado que passamos a mostrar, 

utilizamos a seguinte notação: se A é urna R- álgebra, G um 

grupo de automorfismos de A e T urna R-subálgebra de A , e!}_ 

tão GIT denota o conjunto dos elementos de G restritos à 

R-subálgebra T (i.e. , GIT= {criT I creG}). 

Lema 2 . 1: 

Seja A um anel extensão de R tal que G 
A =R I 

para algum grupo G de automorfismos de A . Seja a € A um 

elemento tal que o conjunto {a(a) I cre G} é finito e o (a) -aé 

inversível em A , para cada a E G que satisfaz o (a) ~a • Se 

a 1 , • .• , an sao todos os elementos distintos de {o (a) I a~ G} 

e se f {X) = ( X - a 1 } ..• (X - ~ l então : 

(i i) o ane l R [a1 , ... , anJ é uma extensão de 

Galois de R , com g r upo de Galois G I r 1 · R t_al, . . . ,an ' 

(iii) f(X) € R [X] e as R- álgebras R [X]/<f(X) > e 

R [a 1J sao isomorfas; 

{iv) f{X) é um polinômio separável sobre R . 



Prova: 

Suponhamos que a = a 1 . Então, por hipótese, 

ai- a 1 é U(A) 1 para cada i €. {2,3, .•. ,n } • Ainda, para cada 

j € {1,2 , ••. 1 n} ., existe a c G tal que a (a
1

) = aj . Então, se 

a(ai) = ak 1 ternos que a(ai - a 1 ) = ak - aj 8 U(A) , para cada 

i,j e: {1 , 2 1 •• • ,n} , com i '11 . g fácil concluir daqui que 

a. - a. € U(A) 1 para cada i,j ~ {1,2, ..• 1 n} com i f j . Por-. 
~ J 

tanto 1 u = il'lj (ai - aj) € U (A) • Mostremos ago:ra que u E. U (R) . 

De fato, para cada aeG, a (u) =ilf~ [a(ai) - a(aj>] = u, pois 

a permuta os elementos - G ai • Entao u € A = R , e 

= [a{U)] -l=Ú-1 I 
. -1 

ou seJa, u é também um elemento de 

Logo, u E: U(R) , o que completa a prova de (i) . 

Seja T =R [a
1

, . .. , ~] . Se a E: G e 

il in 
g = Z b. . a 1 • •• a é um elemento de T então a (g) = 

~ 1" • • ~n n 

i 1 i 
b. . [a ( a

1
)] ••. [a (a ) J n . Corno 

~ 1" • • ~n n 
a permuta os 

vemos que a(g) ET. Logo, o conjunto G IT dos automorfismos 

de A restritos a T é realmente um grupo de automorfismos 

de T • Ainda, é fácil ver que GjT e um grupo finito de or-

dern nao superior a n! • Mostremos então que T é urna exten-

sao de Galois de R com grupo de Galois G' = G I T . 

Inicialmente, se g e TG' , então 1 para cada 

G G' a € G , g = a I T ( g) = a ( g) , ou seja 1 g e A = R . Logo ., T = R 
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- 171 -

Ainda, por (i), sabemos que u =V. (a . - a .) € U (R) 1 e e ntão 
~,...) ~ J 

u- 1 tJT. (a.- o(a .))]=o
1 0

• Por indução sobre n I é f á cil 
~~j ~ J G' 

constatar que esta r elação implica e xisti r em elementos 

u1 , ... ,\)n,v1 , .. . ,vm € T tais que o
1 

=u- 1 [~ . (a.-o(a.}) ]= 
G1 o i~J 1 J 

~ = ~l uio{vi} • Portanto , por III.l.4, e s tá completa a prova 

de {ii } . 

Para mostrar (iii), observemos inicialmente que 

o polinômio f (X) = {X- a
1

) •.. (X- an) é realmente um elemento 

[ J n n-1 n -1 n 
de R X • De fato, f{X} =X - o·n-lx + •.• + ( - 1) alX+ (-1) ao I 

onde cada a i é uma função simétrica e l e mentar dos a. , isto 
l 

~ 
é , ex • = . /~ . a .... a . E: R ra

1
, . . . ,a ) , para cada 

n-1 Jl<. • . <Ji Jl Ji - n 

i E: {1,2 , ... , n} . Então , para cada oE'G o( cx .) = 
' n-1 

~ G 
=. ~ . . a(a .) ••• cr (a. ) ==a . • Portanto , o. .€: A =R , para cada 
Jl<. • . <J i Jl Ji n-~ 1 

i e { 1 , 2 , • •• , n } , de nd e f ( x) E: R [ x ] • 

Seja y : R[X] ~ R [a 1 ] a aplicação definida por 

y [g{ X) ] = g(a
1

} , para cada g{X} E. R [x] . Então é fácil ver que 

y é um epimorfismo de R-álgebras e, portanto, induz um isomor 

f i smo entre R [X]/Ker Y e R[a
1

] • Mostremos q ue Ker y = <f(X) > • 

Se 
..m, 

h ( X) = .L b . xi e Ker y 
1=0 1 

então O = y (h (X) ) = h (a 
1

) e, porta!! 

to, para cada j € {1 ,2, . .. ,m} e p a r a cada o E G tal que 

~ i ~ i 
O=o(h(a

1
>> ={---o b. [o<a1>] = .L__,.0 b.a. =h( a.) . Lo 

1 = 1 1= 1 J J 

go, a j é raiz de h(X) , para cada j E. {1 ,2, ... ,n } . Então 
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h(X) = (x - a
1

>q
1

(X) , para algum q 1 (X} E. A[X] . Ainda , como 

a
2

- a
1

€ U(A) e h(a
2
)=0 , temos q 2 <a2 )=0. Ouseja , 

·. h(X) =(x-a
1

)(X - a 2 )q 2 (X), para algum q 2 (x) ~ A [x] . Continu-

ando este raciocínio , chega-se a h (X) = (X- a 1 ) (X-a2 ) • • • (X- a n)qn (X) = 

= f(X)qn(X) , para algum qn(X) € A[X] . Ainda, como 

h(X) , f(X) € R[XJ e f (X) é mônico, é fácil ver que q (X) € R [X] 
n 

Logo, h (X) ~ <f (X)> • Como a inclusão contrária é evidente, a 

prova de (iii ) fica completa. 

Mostremos agora que f(X) é um polinômio sep~ 

rãvel sobre R , i .e ., que R [x] I <f (X)> ::: R [a1] é uma R- álge -

bra separável. Consideremos novamente a R- álgebra T =R la
1

, ... ,an] • 

Seja M um T- módulo livre à esquerda, de base {d
1

, ... ,dn} , ou 

se j a, M=T.d1 G) ••• IDT . dn . Definimos em M uma es trutura de 

cada i €' {1 , 2 , ••• ,n} e para cada g(a1 ) é: R[a
1

] . Seja 

e=d1 + • • • +dn€ M . Vejamos que M = T.e.R [a
1

] . 

Observemos 

n 
iE: {1,2, ••• ,n} I 

i- 2: 
e. al - j=l 

ma matricial, 

1 1 

al a2 

2 
al 

2 
a2 

inicialmente que , 

n 

dj . a 1 
i z i .d. = j=l 

a. 
J J 

a~ 1 
dl 

d2 

2 
an 

para cada 

I 

= 

ou seja, 

í e 

I e . a
1 

2 e.a
1 

n - 1 
e . a 1 , 

n a for 

( *) 



1 1 

Por outor lado, a matriz A = 
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1 

n-1 a 
n 

é inversível. De fato, tal matriz é uma matriz de Vande rmonde, 

cujo determinante vale ± TT. (a. - a.) E T . Além disso , este d~ 
~ < J ~ J 

terminante é um fator de il;l~ (ai - aj) , que sabemos ser inver

sível em R • Então é fácil verificar que ± i-q (ai - aj) ·~ U(T) 

Assim, a matriz A é inversível em Mn x n (T) · , e podemos obte r 

dl e 

d2 = 
-1 

A e.a
1 

Logo, cada di (i=l,2, .. . , n) 

dn 
n -1 

e.a1 

pode ser escrito como combi-

nação linear em T dos ele -

mentes n-1 e , e.a
1

, ... ,e .a1 , donde segue que 

cada i E {l,2 , ••. ,n } . Assim, M= T. e.R[a
1

] . 

Consideremos agora a aplica ç ão ~ : T® R [a 1J -+ M , 

dada por 
s s 

wr~l t. ® g, (al)j = ,r;l t . . e.g. (a1 ) t para Cada 
-~- ~ ~ ~ - ~ ~ 

e é um homomorfismo de T- R[a
1

] - bimódulos, e , pela observação fei 

ta a cima, 1jJ é sobrejetora. Ainda , é fácil constatar que 

n-1 [ J {l® l,l®a
1

, •.. ,1 ® a 1 } é uma base do T- módulo T® R a
1 

. Além 

disso, o conjunt o i n-1 
{e . a 1 }i=O é urna base de M , pela relação (*). 

Então , corno i i i 1)J(l®a1 ) =l.e . a
1 

= e.a
1

, para cada i C {O,l, . .. ,n-1}, 
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vemos que ljJ leva base em base, ou seja, M ~ T® R [a 1] . 

[ ] 
( n) 

Portanto , T® R a 1 ~ T como T-módulos. ~ fá 

cil ver ainda que tal isomorfismo é um isomorfismo de T-álge

bras. Assim, T® R [ a 1 ] é uma T- álgebra separável. Ainda, sen-

do T uma extensão de Galois de R , sabemos, por III .l. 5 , 

que R é um R-somando direto de T . Logo, aplicando II.2 . 17 , 

concluimos que R[a1] é uma R-álgebra s e parável , o que compl~ 

ta a prova. D 

Façamos agora algumas observações. Sejam 

B = R[x1 , •. • ,xn] o anel de polinômios a n indeterminadas e 

S o subanel dos polinômios simétricos de B . Então o polinª 

mio U= U(X1 , •• • ,X) =)]:" (X. - X.) 
n ~rJ ~ J 

e um elemento de s e 

nao é um divisor de zero em B , como é fácil ver. Conside re-

mos então o sistema multiplicativo gerado por u em B , i.e ., 

{Uj I j=O, 1, 2, . •• , } e as localizações B
0 

= { g < x
1

, • •• , x > 1 n 
0

s 

se s0 c B0 , como é fácil verificar. Além disso, u e um elemen 

to inversível do anel s 0 . 

Consideremos o grupo de p ermutações S . Então 
n 

é claro que cada permutação a € Sn pode ser estendida a um au 

tomorfismo de B (que vamos. continuar denotando por a ), defi -

f(X1 , •. . ,Xn)€ B . Se levamos em conta a propriedade universal 

da l OCalização (ver pr0p. 3.1 de r'2J> 1 este autOmOrfiSmO po-
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de estender-se a um automorfismo o * de BU , da seguinte ma 

neira: 

o* [f ( x
1

, ... , X ) I 1 = o [f tx1 , ... 1 X ) ] / s 1 para cada 
n Us n U 

f(X
1

, ..• ,X }/ € Bu, como é fácil verificar. Denotemos então 
n Us 

por 

de 

S* o conjunto de todos os automorfismos n 

cr E: s • g claro que 
n S* é um grupo finito de automorfis n 

mos de Bu • Ainda, 

S* 
(Bu} n={g(Xl, ..• ,Xn} e 8 u g(Xo(l)' ... ,xo(n)) = g(Xl l·•·,xn) 

Y o E: sn} = su 

No que segue, denotamos por F(X) o polinômio 

de SU[x] definido por F(X) =(X - Xl) ... (X- Xn) 

Corolário 2.2: 

O anel BU é uma extensão de Galois de SU 

com grupo de Galois S~ • Além disso, as SU-álgebras 

su[x]/<F(X)> e su[xiJ são isomorfas, e F(X) é um polinô 

mio separável sobre SU • 

Prova: 

Vamos aplicar aqui o lema anterior com r e laç ão 

ao elemento x 1 ~ Bu • Observemos que o conjunto {o * (x1> I o*E: S~} 

elemento o*<x1 > -x1 =Xj-x1 , (para algum j€ {2 1 3, ... 1 n }), é 
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um i.nversível em BU . De fato, Xj -x
1 

é um fator de U, que 

é um inversível em Bu • Então é suficiente aplicarmos o lema 

anterior 1 levando em conta que su [x1 1 ••• , xn ] == Bu . O 

Estamos agora em condições de provar a seguin 

te 

Proposição 2 .3 : 

Se j a f(X)C R[X] um polinômio mônico. Se exis 

te um anel extensão de R que contenha elementos a 1 1 ••• , an 

tão f (X) é um polinômio separável sobre R • 

Prova: 

Sejam x 1 , ••. ,Xn,X indeterminadas independe~ 

tesl e seja u = i?j (Xi - Xj) e B = R[ x1 I •• • ,xn] • consideremos 

a aplicação ~: Bu[x] -+ R [a 1 , ••• ,an] (x ] dada por 

~ lit r gi (Xl,. o o' Xn) I u'\ l xi} = to [ gi ( al ,. o o ,an) o Nk (aj -"k ) -mi] ,2- . 

g fácil verificar que tal aplicação ~ está bem definida e é 

um homomorfismo de anéis. Ainda, ~ (Su) =R 1 onde s é o suba-

nel dos polinômios simétricos de B . De fato, se a . (X
1

, ••• , X ) 
n-~ n 

é a função simétrica elementar de grau i , então 
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ai (a
1

, . · .• , an) sao os coeficientes de f (X) e R [x} , e , portaE_ 

to, são elementos de R • Assim, ~ [ai (X1, •.• ,~)] = a: i <a1 , ... ,an) E R · 

Logo , ~(SU) =R, conforme o Teorema Fundamental das Funçõ es Si 

métricas (ver [28], pág. 79). 

Consideremos novament e o polinômio 

F (X) = (X- x
1

) .. . (X - xn) ~ s
0 

[x ] que é s e parável sobre s
0 

, p~ 

lo corolário anterior. Além disso, ~CF (X) s0 [xJJ =f (X) R [x] , (a 

imagem do ideal gerado por F(X) em s 0 [x J pela restrição 

~lsu[x] é exatamente o ideal gerado por f(X) em R [X] ) . As 

sim, ~I Su [x] i .nduz um epimorfismo de anéis 

~ : su [x] I <F (X)> -+ R [x ] I <f (X)> . Ainda , corno su [x ] I <F (X) > e uma 

álgebra (separável) sobre s
0 

e $(s
0

) =~(Su) =R, é claro que 

R[X] I é urna R-álgebra separáve l, se l evarmos em conta <f(X) > 

( *) !! .2.5 • Assim, f(X) é um polinômio s eparável sobre R . O 
Antes de seguirmos adiante, necessitamos de um 

resultado sobre ideais comaximais. Lembramo s que dois ideais 

M e N de um anel comutativo A são ditos IDEAIS COMAXIMAIS 

DE A se M + N = A • 

Lema 2.4(Teorema do Resto Chinês ) 

Se M e N sao ideais comaximais de A então 

existe um isomorfismo de anéis e d e A-módulos entre 

(*) A proposiçao II.2.5 pode ser generalizada no seguinte sent i 
d o: Seja A um anel extensão de R que é separável sobre
R . Se f : A-+ B é um e pimorfismo de anéis e n tão B é uma 
álgebra separável sobre f(R) . 
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Prova: 

1:'! claro que a aplicação ljJ : A -+ A/ M (f> A/ N dada 

por ljJ ( a) = (a+ M, a+ N) , para cada a c. A , está bem definida, 

e é um homomorfismo de anéis e de A-módulos. Além disso, 

Ker ljJ= MnN , como é fácil verificar. LOgo, resta-nos apenas 

mostrar que 1lJ é sobrejetora. 

Sejam a,bE: A • Então, como M + N =A , vem que 

tão (a+M,b+N) = (n
1 

+M,m2 +N) = ((n
1 

+m
2

) +M,(n
1 

+m2 )+ N) = 

= ljJ(n
1 

+ m2 ) , o que completa a prova. O 

Este lema pode ser generalizado para o caso em 

que temos um número finito de ideais dois a dois comaximais. 

A prova desta generalização utiliza indução e uma generaliz~ 

ção de I. 4. 10. Maiores detalhes podem ser encontrados em [ 5 ] 

(por exemplo, ver prop. 7, pág. A.I.l02). 

No que segue, se f(X) é um polinômio com co~ 

fi cientes sobre um corpo K , diremos que éle é um polinômio 

CLASSICAMENTE SEPARÂVEL se é separável no sentido estabeleci 
' 

do no Capítulo I. Além disso, denotaremos por K [x ] a R-ál 

gebra K[Xj/<(f(X)>, onde x=X+<f(X)>. 

Lema 2. 5: 

Seja K um corpo, e seja f(X) e K[ X] um poli 

nômio mônico arbitrário. Então f(X) é separáve l sobre K 

(i.e., K[X]/<f(X) > é K-separável) se e só s e f ' (x) e um 

elemento inversível em K[x] e f(X) é um p roduto de poli-
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nôrnios irredutíveis e distintos de K [x] 

Neste caso, cada um destes polinômios e também 

separável sobre K . 

Prova: 

Façamos inicialmente uma observação. Sendo 

f(X)e K[X] um polinômio mônico, existem polinômios mônicos 

e irredutíveis g
1

(Xl , ••. , gm(X) € K[XJ , dois a dois distin-

tos, e inteiros positivos 
t l tm 

tais que f(X) =g1 (X)· · ·~ (X). 

Além disso, como cada gi CX) é por hipótese irredutível em 

K [x] , o ideal <g. (X)> é maximal em K[X] • Então os ideais 
~ 

<gi (X)> e <g.(X)> sao comaximais, sempre que i#j , como é 
J 

fácil verificar. Portanto, pela generalização de I . 4 . 10, 

L t. t. t . 
<g. (Xl > ~ = <g. ~ (X)> e <g. (X)> J = <g .J (X)> são também coma 

~ ~ J J n t i R, 1 R,m 
ximais se i;ij e i=l <gi (X)>= <g 1 (X) •.. gm (X) > . Logo , p~ 

la generalização do Teorema do Resto Chinês, 

m 
= i~l K[XJ/ t. , como K-álgebras, e tal isomorfismo (que 

~ <gi (X)> 

vamos denotar por f) é dado por r ( g (X) + <f (X) >) = ( g (X) + 

R,l R, 
+ <g

1 
(X)>, ..• ,g(X) +<gmm(X)>) . Ainda, pondo 

2 ri - 1 
= K r xi J = K $ K X. @ K X. e ... EB K X. I onde 

- 1. 1. 1. 

K(X}/ í . 
< g.~(X)> 

1. 

e 

= 
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Suponhamos então que f (X} é um polinômio sep~ 

rável, e mostremos que R.. = 1 1 para cada i €: {1,2, ... ,m} . 
~ 

Sendo f(X) separável sobre K , cada somando direto K [ xiJ 

é uma R-álgebra separável. Observemos então que, neste caso, 

K[xi] é um anel semi- simples. De fato, se M é um K [xi ] -m§ 

dulo, então M é também um K-módulo, e , como K é um corpo, 

M é K-projetivo •. Portanto, por II.2.8, M é projetivo sobre 

K[xiJ • Assim, por I.6.7, K[xi] não possui elementos nilpo-

tentes, para cada i~ {1,2, • • . ,m} • Como 
R. i 

g . ( x . ) = O , con-
l: 1. 

cluimos que L =1 , necessariamente , para cada i E. {1 ,2, ... ,m} 
~ 

(se ii ~2 , gi (xi) ~O é nilpotente) . Ou seja, f(X) é wn 

produto de polinômios irredutíveis e distintos de K [x] . 

Mostremos agora que f I (x) e U(K [x J ) . Observe 

mos que f'(x) =gi(x)g2 (x) • . • gm(x) +g1 (x)g2(x) . . . gm( x) + ... + 

+ g 1 (x)g2 (x) .•• g~(x) • Portanto, aplicando o isomorfi smo f 

,g
1 

(x ) g
2 

(x ) ... g' (x ) ) . Observemos agora que 
m m m m . g. (x.)e u<K[x. ] > 

~ J J 

em K [x. ] , pois caso contrário, 
J 

e seriam ambos polinômios minimais de x. em 
J 

K [xj] I donde segue que gi(X) =gj(X) I uma contradição. Assim 

g. (x.) ~o K [xj] 
~ 

g. (x.) E U(K (x. l ) e , como e um corpo, . 
1. J 1. J J 

Como f 1 
( x} é inversível em K [x ] se e só se 

cada i - ésima componente da m-upla r ( f(x) ] e inversível em 

K [xi ] , temos que f ' <x>€u<K rxJ > se e só se g.1 (x.) é" U(Kfx.]) 
1. 1. - ~ 

I 

I 
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para cada i e {1,2, ••• ,m} . Por outro lado, se gj_ (xi) ~ U(K [xi ] ) 

então g! (x.) =O , donde segue que 
l. l. 

g. (X) 
l. 

e gi_ (X) têm a raiz 

comum xi em K[xi] • Mostremos que este fato nos leva a uma 

contradição. Sendo K[xi] um corpo extensão de K , podemos 

aplicar II.3.5 e concluir que g. {X) 
l. 

e um polinômio classica-

mente separável sobre K . , e, portanto, não possui raízes co-

muns com gi(X) , uma contradição. Logo, f ' (x}€ U(K [ x] ) 

Para mostrar a recíproca, suponhamos que 

f(X) = g
1 

(X) .•. gm(X} é uma decomposição de f(X) em polinôrn!_ 

os irredutíveis e distintos de K [x] . Então pelas considera
m 

çoes feitas inicialmente, K [x] ~ i~l K [xi ] , onde cada K [xi J 

é um corpo, pois <g. (X)> é um ideal maximal. Assim s e 
l. 

f' ( x) € K [x] , vemos que gj_ (.xi) ~ .U(K [xi]) para t odo i . 

Mostremos a seguir que g. (X) 
l. 

é um polinômio 

classicamente separável. De fato, se o corpo K tem caracte 

rística zero, então por I.5.3, gi (X). é classicamente separá 

vel sobre K , por ser um polinômio irredutível em K [x j . 

Se K tem característica p >O e se g. (X) = h (XP) 
l. 

para al-

gum h(X) G K[xl , e ntão gi (X) =O • Como g : ( X. ) E: U( K Í x1> 
l. l. 

I 

chegamos a uma contradição. Então, novamente por I.5.3, ve-

mos que gi(X) é classicamente separável sobre K , mesmo 

que K tenha caracterÍstica p "I 0 . Assim, K l X. j 
. l. 

po extensão de K tal que o polinômio minimal de 

é um cor 

x. 
l. 

e 

classicamente separável sobre K • Logo, por II.3.5, K [x. ] 
l. 
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é uma K- álgebra separável, para cada i e {1,2, .. . ,m} . Portan 

m 
to, K [xJ = i~l K f xiJ é também R-separável, o que completa a 

prova. o 
Da prova do lema acima, podemos obter as segui~ 

tes conclusões . Se K é um corpo e f(X)e K[ X} e um polinô-

mio mônico e separável sobre K então f(X} 
~ 

e um produto de 

polinômios irredutíveis, distintos e classicamente separáveis 

de K[X] . Aindà · , como tais fatores geram ideais dois a dois 

comaximais de K[X] , é claro que não existem raízes comuns 

entre estes fatores, no fecho algébrico de K • Assim, f(X} é 

um polinômio classicamente separável sobre K . Reciprocamen-

te, se f(X) não tem raízes múltiplas no fecho algébrico de 

K então é claro que f(X} é um produto de fatores irredutf 

veis e distintos de K[X] . Neste caso, pela prova anterior, 

f'(x}E: U(K[x]} • De fato, se f(X) =g1 (X) •• • gm(X) é a decoro 

posição de f (X) 

tintos de K [x] , 

como produto de fatores irredutíveis e dis 
m 

então K[xl = .<!J
1 

K[x.] , onde x. =X+ <g. (X)> 
- l.- l. l. l. 

e K [xi 1 é um corpo extensão de K para cada i E: { 1, 2, . •• ,m } . 

Como cada g j (X} é o polinômio minimal de x. 
J 

em K [x] , tem-

se que gi ( xj) ,;é O sempre que i;-!j , e, portanto, 

g . (X . } t U ( K fx . ] } 
l. J J 

Além disso, como cada gi (x} e um polinô-

mio classicamente ~eparável sobre K , tem- se que g.'(x.) ;-!O 
l. l. 

em K[xil , ou seja , g.' (x. } E: U(K lx. J> • Assim, analisando a 
- l. l. l. 

imagem de f'(x) pelo isomorfismo acima , vê-se que 

f' (x}€ U(K[xl> • Logo, pelo lema anterior, f(X) e um polinô-
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mio separável sobre K • Portanto, é válido o seguinte 

Corolário 2.6: 

Sejam K um corpo e f(X)e K[x] um polinômio 

mônico. Então f(X) é separável sobre K se e só se f(X) 

é classicamente separável sobre K . 

Seja M um ideal maximal de R , e seja 

f (Xl ( R [X] um polinômio mônico de grau n . Denotemos por 

f(JC) o polinômio obtido de f(X} reduzindo· seus coeficien 

tes módulo M • Então, se K = R/M , ternos f(X} € K [x] . Ob-

servemos que as R-álgebras R[XJ/MR[X]+<f{X)> e R [xJ/MR [ x ] 

são isomorfas. De fato, pelos teoremas de passagem ao quoci-

ente, 

[J _r,[J l -[R [X] / ] = 
R x /MR[x]- LR X /<f(X).>_IM[R[Xl/<f(X)>]- <f(X) > 1[\iR[x] +<f(X)>/<f(X) >J 

= R[X]/MR[X] +<f(X) > . Além disso 1 as R-álgebras 

K®R [x } = R/M® R [x] e R[x]/MR[x] são também isomorfas 1 como 

é fácil verificar. 

Com estas considerações, enunciamos agora um r~ 

sultado cuja prova pode ser encontrada em [26] (ver Lernrne 4 1 

pág. 28} , e que determina os ideais maximais de R [ x J quando 

R é um anel local. 

Se R é um anel local com ideal maximal M e 
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r s. 
se f (X) = il=ll h i 1 (X) 1 onde h. (X) 

l. 
e um polinômio irr edutf 

vel em K [x] =R/ M [x] , então os ideais de R [xj dados por 

M
1 

= <M,hi (x) > = MR[x] + hi (x) R[x] são todos maximais, distin-

tos dois a dois e sao os únicos ideais maximais de R[xJ 

Além disso, o quociente R [x] /~L é isomorfo ao corpo 
1 

K[X]/<h .(X) > 
l. 

Com este resultado e com estas mesmas notações 

utilizadas, mostramos a seguinte 

Proposição 2. 7: 

Se f (X) e R [x] é um polinômio separáve 1, en

tão f'(Xl~U CR[x]l. . 

· Prova: 

Suponhamos inicialmente que R é um anel l o-

cal , cujo ideal maximal é M • Neste caso o polinômio 

1CXl8 K[X] é separáve l sobre K = R/M . De fato , sendo R [x] 

uma R-álgebra separável, K® R [xJ e uma K-álgebra separável. 

Mas 

::: R[X]/ fR [X]+M (x) ::: R(x] /~ffi l_xj ::: R/M® R(x] =K® R[x) . 

~~sim~ K[X]/<f( x)> é uma K- álgebra separável, ou , equivaleg 

temente, f(X) € K[X] é um polinômio separável sobre K =RIM . 
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Portanto, por 2.5 ,f/(X+ <f(X)>) C U{K [X] / <f(X) >) = U{R [X] /<M,f(X)) 

e f (X) = g 
1 

(X) •• • gm (X) 1 onde os polinômios sao 

todos irredutíveis e distintos dois a dois. Mostremos que is-

to implica f' (x) € U (R [x]} • 

Pelo lema anterior, sabemos que os ideais de 

R[x], Mi = <M , gi (x) > , são todos di stintos e são os únicos ide -

ais maximais de R[x} • Então, se f' (x) f UCR [x ] ) , existe a_! 

gum i e {1 , 2 , • •• , m} tal q ue f ' (x) €: M. = <M,g. (x) > , ou seja , 
1 1 

f ' CX) €' <M 1 gi (X) > (ideal de R [x] ) • Como 

f(X)R[x]cM[x] +f(X)R[x]cM[x] +gi(X}R [X] , podemos conside-

rar os seguintes homomorfismos canônicos 

Então, se a =a 3 o a 2 o a 1 , vemos que f ' (X) e Ke r a , já que 

f ' (X} c <M, gi (X} > • Por outro l ado , a [ f ' (X) ] = a 
3 

[ f 1 
{ x) J , uma 

contradição (pois neste caso f' Cx) nao poderia ser um inver 

sível em R[X]/<M,f(X) > = K [X}/<f(X)) • 

Logo , f ' (x)~ U(R[x] ) , o que completa a prova 

deste primeiro caso. 

Se R é um anel arbitrário , f 1 (x) é inversi 

vel em R [x] se e só se f' (x) =f 1 {x) I é inversive 1 em M 1 

CR[x]) M , para cada ideal maximal M de R (ver NOTA a se-

guir). Podemos assim completar a prova facilmente. De fato, 

se R[x] é R-separávelentão R [ x j ®RM = RM [ xJ =RM[x J ; <f (X)> 
M 
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é separável sobre RM . LOgo, f ' (x)/
1 

é inversíve 1 em 

(R(x])M I para cada ideal maximal M de R I donde f ( x) é 

inversível em R [x] o 
NOTA: Se A é urna extensão comutativa de R então um ele-

mento a €' A é inversível em A s e e só s e a/ 
1 

é inversí vel 

em AM , para cada ideal maximal M de R . De fato , se 

a €' U (A) 1 então ab = 1 , para algum b € A • Então a/ 
1 

b/ 
1 

= ab/ 
1 

= 

= 111 , donde segue que a/1 ~ U(AM) , para cada ideal maximal 

M de R • Para mostrar a recíproca , ob s ervemos que o homomo~ 

fismo de R-módulos f a : A-+ A daddo por f a (b) = ba , para cada 

b € A é um epimorfismo se e só se f aM : AM -+ AM e um epimorfi~ 

mo de RM-módulos , para cada idea l maximal M de R . Então , 

se a/1 E U(AM) 1 para cada ideal maximal M de R , e claro 

que f é um RM-epimorfismo. Logo 1 existe b E. A tal que 
aM 

fa(b) =1, ou seja , aeUC.Al • 

Se A e A 1 s ao R-álgebras 1 dizemos que A é 

uma R-Ar~GEBRA HOMOMORFICA a A 1 s e existe um epimorfismo de 

R-ál gebras de A em A' • 

Agora podemos prova r o seguinte t e o r ema , funda-

mental para nosso objetivo . 

Teorema 2. 8: 

Seja f(X) € R [X} um polinômio mônico tal que 

f 1 (x) é inversível em R [X] /<f(X) > 1 onde x=X+ <f(X) > e 



a classe de X módulo f(X) • Então existe uma extensão de 

Galois A de R com grupo de Galois G ~ S que contém e -n 

lementos a 1 , ••• , an t ais que: 

(ii) A= R [a
1

, ••. 1 an] e um R-módulo livre de 

posto Lgual a n! 

(iii) se A' é um anel extensão de R que 

contém elementos a~>· ·· ~a~ tais que A' =R [ai, ••• ,a~J e 

f (X) = ("X- af) ••• (X- a~) então A é uma R-álgebra hornornór-
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fica a A' , através da aplicação g(a1 , •.. 1 an)--+ g(ai,· .. ,a~ ) , 

Além disso, o elemento de G correspondente 

a cada permutação (j e: s 
n 

Prova: 

é o automorfismo de A denotado 

Suponhamos inicialmente que a f = 1 I ou seja , 

f(X) =X+ r 1 para algum r e R . Neste caso , tornamos A= R, 

que é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois 

G = {idR} • O restante é trivial. 

Suponhamos agora que a f > 1 . Seja x
1 

uma 

indeterminada e seja a 1 = x1 + <f(X1 ) > • Então é fácil ver 

.. 

Tf: 

!Jt 
... uo E ~ 

. ' 
'<• ~ 

,. s., t~rl~ 
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que as R- álgebr as R[x1];<f(X }> e R [a1] sao i somorfas e, 
1 

por tanto, os anéis de polinômios R [_x1 .J;<f(X }>[xj e 
1 

-sao também R- álgebras isomorfas. Então , como e 

rai z de f(X) em R [ a
1

] , o polinômio f(X) €: R [a 1J [x] decoro 

poe - se da seguinte maneira: f(X} =(X- a
1

) f 2 (X) para algum 

polinômio mônico f2 (X} c R [al] (x ] • Se af2 > 1 I uti lizamos o 

mesmo raciocí nio aci ma . Seja x 2 uma indeterminada e seja 

a classe de 

Então a 2 é raiz de f
2 

(X} 

:: R [a
1
,a2 ] e , por tanto, f 2 (X} =( X- a 2}f

3
(X} , para algum po-

linômio mônico f 3 (X} e R[a1 , a 2] [x } de grau maior ou igaul a 1 . 

As s im, por indução, obtemos uma extensão R [a
1
,a2 , ... , a n_ 1] 

do a nel R no qual f(X) decompõe-se n a forma 

f(.X} =(X- a 1 ) .• • (X - an- l} fn (X} 1 onde fn (X) é um polinômio 

môni co pertencente a R [a 1 , . .. 1 an_ 1] [x] 1 cujo grau é 1, i.e., 

fn(X) =X - ~ , para algum ~€' R [a 1 , •.. , an_ 11 . Logo, 

f(X} decompõe-se num produto de fatores l ineares. 

Antes de completarmos a prova de (i), mostre-

mos as outras partes deste teorema. Do raciocínio acima fica 

claro que A é um R- módulo livre . De f ato , R[a1] e um R- mó 

dulo livre com base 
· 2 n-1 

{l , al l al , .•. , a1 } I onde n = af . Ainda, 
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com base 2 n - 2 r J {l ,a
2

,a2 , •.• , a 2 } • Em geral, R_a 1 , ... ,ai e um 

[ 1 - . b { 1 2 n - i } . R a
1

, ... ,a . 
1 

- modulo l1vre com ase ,a . ,a., ... ,a. , po1s 
1- - 1 1 1 

ati =n-i+l I para cada i€ {1,2, ... ,n}. Logo , A=R [al , ... ,an] 

é um R-módulo livre cuja base possui n(n-1) (n-2 ) ... 2.1 = n! e

lementos (de fato, tal base é do tipo 

il i2 in 
{a1 a 2 • •• an I O~ ij ~ n-j , ~ j € {1,2, • . . ,n } ) . Fica assim compl~ 

ta a prova de (ii). 

Consideremos agora A 1 um ane 1 extensão de R , 

que contém elementos * a* al' ••• ' n tais que e 

f(X) =(X - ai) ••• (X - a~) · ,e mostremos que vale (iii). Para tal, 

utilizamos indução sobre n = at. Se n = 1 , então A= A 1 =R , e 

nada há a provar. Suponhamos então que para algum m < n , 

Aro.:::: R[a1 , ••• , am] é uma R- álgebra homornórfica a ~=R[ai, · .. ,a;J 

através da aplicação 1J: dada por 1j{g<a1 , •.. , aro) ] = g(ai, .. . , a~) 

para cada g(a1 , •.. ,arn) C Am . Então esta aplicação induz um e-

pimorfismo de R- álgebras ""ijj: Aro [xJ -+ A~ [a~+l] , dado por 

K 

i'"f-0 gi Ca1 , ••• , am) ~E: Aro [x] , como é fáci 1 verificar. Como vi -

mos acima, o polinômio f(X) em Aro [ X] decompõe- se na forma 

f(X) =(X - a 1 ) •.• (X - ~)fm+l(X) , onde fm+l( X) E. l\n [x] . Então 

~[f<x>J = (X-ai) • .. (X - a~)~[frn+l(X) ] . Por outro lado , corno 
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f(X) € R [X] , sabemos que 1 Íf(X)j = f(X) . Portanto , em A ' [xj, 

obtemos (X - ai) ••• (X- a~) ~[fm+l(X) ·1 =(X - a i > ... (X- a~) , ou 

seja, ~[fm+l (X) J = (X- a~+l) ••• (X- a~) . Assim, a~+l é raiz de 

w[fm+l(X)] = [lJ!( fm+l) ](x) I donde fm+l(X)t: Ker tjl . Logo, temos 

um epimorfismo induzido de R-álgebras ~: Am [x j I <f (X) > = 
m+l 

Portanto, existe um epimorfismo de R-álgebras de A = R [ a
1

, .. . ,~] 

em A ' =R[ai, • • • , a~] nascondiçõesde (iii). 

Seja a uma permutação de sn . Definindo 

ai = a
0 

(i) , para cada i E {1,2, . . . ,n } , vemos que R [ai , .. . ,a~] = A 

e que existe um epimorfismo a* : R [ a
1

, . .. , an] -+ R [ai, ... 1 a~] 

dado por o * [g(a1 , . . . ,an) ] = g(aÍ, . .. ,a~) , para cada 

gta
1

, ... ,an). E:. A • Ainda, como a é uma bijeção, é f ácil cons 

tatar que o* é um automorfismo da R-álgebra A . 

Sabemos que f (X) = (X- a
1

> f 2 (X) , onde 

f 2 (X)ê· R [a1J[xJ ::: R[X1]/<f(Xl} >[X] . Então f '(X) =f2 (X) +(X -a1) f2(X) 

e, portanto, f ' (a
1

) = f 2 (a
1

> = (a1 - a 2 ) (a
1

- a 3 ) ... (a1 - an) . Co 

mo por hipótese f'ta
1

> =f'(X
1 

+<f(X
1

) >) é inversível em 

é in-

versívelem A. Portanto, a 1 - aj E:' U{A) 1 para cadaj G:{2,3, . .• ,n}. 

Ainda, dado i E. {1,2 , .• . ,n} com i:/ j , escolhemos cr i € Sn 

tal que a. ( 1) =i e 
.J. 
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Logo, -rí
1
J. (a. - a . }fS U(A) 
r) ~ J 

• Assim, a. :/;a . , sempre que 
~ J 

i ;i j . 

Potanto, se G denota o conjunto de todos os automorfismos 

o* , i.e., G={o* loe- s}, então é fácil verificarque 
n 

isomorfo a S 
n 

Seja R 1 = AG • Então existe um inteiro 

G 
~ 

e 

me {1,2, ••• ,n-1} tal que R 1 C A c: A • Se j a r 1 E: R 1 c A = n- m n - m 

Então r 1 = _t b . (a ) j , onde b . b A 
1 J =U J n -m J n-m-

para cada j ê {O, 1 , ••• ,m } • Seja t um inteiro tal que 

n - m ~ t ~ n e seja o* um elemento de G tal que o *(a )=a n-m t 

e o*(ai) =ai , para cada i€ {1,2, .• . ,n-m-1} • Então, como 

b.ê A 1 , é claro que o* (bJ.) =bJ. , para cada j€' {O,l, ..• ,m}. J n-m-

Assim, podemos escrever 

m m m 
E b . (a ) j = r 1 =o* (r 1 ) = 1-=

0 
b J o *( a ) 1 j = ?-:..

0 
b aj = 

j =O J n-m J = :r- n-m - J= j t 

m v 
j~l bja~ + b 0 - r 1 =O , para cada intei 

ro t que satisfaz a propriedade n-m ~ t ~ n • 

Considerando agora a matriz de Vandermonte de 

ordem (m+ 1) x (m+ 1) 

1 
2 m a an-m a n-m n-m 

1 a~-m+l m 
an-m+l an-m+ l I 

1 
2 m 

an ~ a n 

vemos que ela é inversível, pois seu determinante é 
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± I I. 
n-m~i<J~n 

( ai - aj ) t. U (A) . Assim, o sistema 

1 an-m ... m 
a n-m xl o 

1 an-m+l 
m 

an-m+l x2 o 
= 

1 o 

admite unicamente a solução trivial. Portanto, b. =O , para 
J 

cada j E: {1 ,2, • •• , m} e b 0 - r'= O • Ou seja , r ' =b0 e An-m-l • 

Logo, R'= AGC A • Então, por indução, temos que n- m-1 

AG =R •c Ao= R • Assim, podemos concluir que G A =R , e, por 

2.1, A é uma extensão de Galois de R com grupo de Galois 

G formado por todos os automorfismos de A da forma a* on 

de ae Sn , e "llj (ai- aj) é. U(R} , ficando assim completa a 

prova. li 

Estamos agora em condições de estabelecer o r~ 

sultado principal deste trabalho. Ele resume os resultados a!!_ 

teriores e apresenta outras caracterizações para um polinômm 

separável. 

Teorema 2 . 9 : 

Seja f(X)€ R[X] . Então as seguintes condições 

sao equivalentes: 

(a) f(X) é um polinômi o separável sobre R ; 

(b) f(X) é mônico e f' (x) f: U(R [X] / <f(X) > ) 

(c) existe um anel extensão de R que contém 
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(d) existe uma extensão de Galois de R que 

contém elementos a
1

, ••. ,an tais que f(X) =(X - a 1 > • • • (X- an) 

e V.ca.-a.) € U(R); 
l.rJ l. J 

(e) para cada ideal maximal M de R , a ima

gem de f(X) é um polinômio separável sobre o anel local RM ; 

(f) para cada ideal maximal M de R , o polinô 

mio obtido a partir de f(X) , reduzindo seus coeficientes mó-

dulo M 1 não tem raízes múltiplas no fecho algébrico de RIM 

(i.e., é um polinômio c l ass i camente separável sobre RIM) ; 

(g) se t denota a aplicação traço do R-módulo 

livre R[x] = R[X]/<f(X) > então o determinante da matriz 

(t(xixj)) 1 com O~ i,j < af , é um elemento inversível de R • 

Prova: 

As implicações (a)~(b), (b) =9 (d), (d) =*(c) e 

(cl~(a) sao conseqllências diretas de 2.3 ,2. 7 e 2 . 8, como é 

fácil verificar. 

(a)~(e): 

Como R [X]I< f(X)> é urna R- álgebra finitamen 

te gerada e projetiva como R- módulo, podemos aplicar 1.4 . 

Então temos que f(X) é um polinômio separável sobre R se 

e só se R[xj;<f(X)> é uma R-álgebra separável, ou, e quiva-

lentemente, RM ® R [x] I <f (X)> ~ RM [x ] I <f (X)> é uma RM-álgebra 
M 
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separáve l, para cada i deal maximal M de R • 

(a}~(f}: 

Por 1 .4, o quociente R [x] = R [Xj /<f(X) > 
~ 

e R- se 

parável se e só se R/M ®R[x] ~R[x]/MR [x l é uma álgebra sep~ 

rável sobre R/M 1 para cada ideal maximal M de R . Por ou 

tro lado, se f(X} denota o polinômio obtido a partir de f(X} 

r eduzindo seus coeficientes módulo M , temos que as R/ M-âlg~ 

bras R [x]/MR (xl e R/M[X]/<f(X} > sao iso~orfas, conforme 

foi mostrado na prova de 2.7. Assim, f(X) e um polinômio se

parável s obre R se e só se f(X} é separável sobre o corpo 

R/ M , i. e. 1 1 (X} é classicamente s eparáve 1 sobre R/ M • 

(a}=}(g}: 

Sabemos que R [X]/<f(X}> é um R-módulo livre 

n-1 de base {l ,x, •.• , x } , onde x=X+<f(X) > e n= af. Então 

é claro que as projeções naturais ni: R[X] / <f(X) >-+R formam, 

junto com a base 

projetivas para 

n-1 {l,x , ••• ,x } , um sistema de coordenadas 

R[X]/<f(X}> • Portanto , a aplicação traço de 

n- 1 

tal R- módulo pode ser dada por 
~ i 

t ( z) = {--;;-0 n i ( z x ) . Ainda, co 

mo R [x] =R [X]/< f ( X) > é R- fortemente separável, por 1.2 esta 

aplicação traço é um gerador livre do R[~ -módulo à direita 

HomR(R [ x] 1 R) • Em particular, para cada if: {O ,l, .. . ,n-1 } e 

n-1 
'\'" k 

Z i = k-;-0 r i k • X € R l X J tal que n. =t (z. - ) 
1 1 

xiste um elemento 
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Portanto, para cada i ,j E. {O,l, •.. ,n-1 } , ô .. = ·rr. (xj) =t(z xj) = 
l.J 1. i 

~ k. 
- L. r t(x xJ) donde resulta a seguinte equaçao matricial: - k=O ik 

k . 
(rik) (t(x xJ))= Inxn 

1 
(onde In x n representa a matriz unidade 

de ordem n x n) • Portanto, o determinante da rnatri z 
k . 

( t (x xJ))O~i~j<n é um elemento inve rsível de R . 

(g}~ (a) 

Seguindo exatamente o caminho inverso da prova 

aci ma, vemos que n1 = t(zi-) 1 para cada i € {O ,1, ... , n - 1} 

onde cada n1 representa a projeção canônica de 

R [X] = R L X] I< f ( X) > no i-ésirno somando i R.x . Ainda, se 

fE. HornR(R[x] ~ R) é um R-homomorfismo arbitrário de Rrxl em 

n-1 
~ . 

y = :'-O r. x1 
€ R f xj· 

1.- 1. . 
então , para cada , ternos que R 

n- 1 n-1 n::~ . 
~ i '\"' i \ 1. 

f ( y) = {~ r i f ( x ) = i~ n i ( y) f ( x ) = {=ô f ( x ) n i ( y) , donde 

n=.J, n;::J;. 
~ i ' i f={-;;"o f(x )ni =~o t(f(x )zi-). Portanto , a aplicação traço 

t: RrxJ-+ R é gerador do R [x] -módulo à direita HomRCR[x] , R). 

Para mostrar que t é um gerador livre, suponhamos que t. a =O , 

para algum a € R [x } • Então t • a ( z. ) = t ( az . ) = O , par a cada 
1. 1. 

i E: { o 1 1, • • • 1 n-1} Logo, n1 Ca) =t(zia) =O, para cada i , e, 

portanto, a=O . Assim, por 1.3 , a prova está comp l eta . O 

O determinante da matriz (t(xixj)) dada no 
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item (g) do teorema acima e denominado DISCRIMINANTE DE f(X) . 

Vejamos agora algumas conseqüências dos resulta 

dos acima. Primeiramente, a seguinte nota é clara: 

NOTA 1: Seja f(X)C R[x] um polinômio mônico. Se existe um 

anel A extensão de R que contém elementos a
1

, .. . ,an tais 

e U = i l). (a. - a . ) 
rJ 1 J 

é um não di 

visor de zero de A então f(X) é um polinômio separável so 

bre Ru : 

NOTA 2: Nas mesmas hipóteses do teorema 2.8, mostremos que 

R[a1 , ..• ,an1 é imagem homomórfica da R-álgebra fortemente 

vemos inicialmente que existe um epimorfismo de R-álgebras 

c!> r g ( xl, ... I X ) J = 
- n 

g < x1 ,. • "'x > E: R [x
1

, • •. , x ] , co n n -

mo é fácil verificar. Ainda, como f (X. ) e Ker c!> , para cada 
1 

i e {1,2, .•• ,n} (já que f(ai) = 0) , podemos considerar o ep!_ 

morfismo induzido de R- álgebras 

. Mostremos 

agora que as R-álgebras R[Xl, ..• , X ] / <f(X X) > e n 1, ... , n 

R[x1]/< f(X ) > ~ .•. ~ R [Xn]/< f(X ) > sao isomorfas. De fato, 
1 n 

é fácil ver que a aplicação 
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w : R [X 1 J I< f ( X 1) > ® • • • ~ R [ xn J I< f ( xn ) > -+ R [X 1 , . . . ' xn J I < f ( Xl) ' ••. 'f ( xn) ::: 

dada por \j! { li>1 (X1)+<f(X1) >]® ••• & [Pn (Xn) + <f(Xn) > 1} =p1 <x1> • • ·Pn (Xn) + 

+ <f(X
1

) , .•• ,f(Xn)> é um homomorfismo de R-álgebras que leva 

a base 

il i é)f-1 
{x

1 
Q9 •• • ® xnn }1 . =O (onde 

1 I • • • I ~n 
x. = X. + <f(X.) >) 
~ ~ ~ 

de 

il i é)f-1 
{ x1 ••• x n + <f < x

1
1, ... I f < x ) > }. . _

0 n n ~ 11 ... ~~n-
.de 

R[xl, ••• ,xn]l<f(X) f( )> As· '' ' 
1 , . • • , xn . s ~ m , "' e um isomorfismo 

entre tais R-álgebras. Ainda, corno f (X) é' R [ xJ é um polin§. 

mio separável, é claro que R[x1] 1 <f(X )>® ••• ® R [ Xn] l <f(X ) > 
1 n 

é urna R-álgebra fortemente separável. Logo, R[a 1 , . .. ,anl é 

imagem , por i 1 de urna R-álgebra fortemente separável. Por 

II.2.5., segue que R [a 11 ••• ,an] é também uma R- álgebra se 

parável. 

g fácil observar agora que o raciocínio acima 

pode ser feito para qualquer número rn de raízes a 1 , . .. ,arn 

de f(X) em A • Torna-se claro então o seguinte 

corolário 2 . 10: 

Sejam f(X) f' R [X] e A uma extensão de R 

que contém elementos a
1

, ... ,an tais que f(X) = (X- a
1

) .. • (X- an) 

e i'ij (ai- aj) c U(R) • Se ar I ••• ,a~ (m < oo ) são raízes ar 
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bitrárias de f(X) em A , então R[ai,·· .,a;J é imagem ho 

momórfica de uma R- álgebra fortemente separável. 

os teoremas 2.8 e 2.9 têm como conseqüência o 

seguinte 

Corolário 2.11: 

Se j a f (X) € R [ X J um fX)linômi.o IrÔnico. Então existe 

um anel extensão de R que contém elementos al' ... , an t ais 

que f(X} =(X - a 1 ) •.. (X - an) • Neste caso, f(X) é um polinª 

mio separáve l sobre R se e só se :T}. (a. - a . ) é- U ( R) • 
~r] ~ J 

Prova: 

Como na demostração do teorema 2.8, tal exte~ 

sao de R e A=R[a1 , ••• , an] , onde a 1 =x1 + <f(X1 ) >E:R [ x 1J l<f(Xl)> 

para algum polinômio f 2 (X) c R[a 1] [x1 , etc. Além disso, pela 

equiva l ência (a)<==:>(cl do teorema 2.9 , é fácil concluir esta 

prova. O 

Corolário 2.12 : 

Sejam r E: R e n um inteiro maior do que 1 • 

Então o polinômio Xn - r € R[xJ é separável sobre R se e só 

se n.lR e r são e l ementos inversíveis de R . 
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Prova: 

Seja f (X) = ~ - r , e consideremos o quociente 

R[x] ~R[X]/<f(X)> 1 onde x=X+ <f(X) > . Então sabemos que x 

é raiz de f(X) e R[x] [x] e, portanto, xn =r • Além disso, 

f' (X) = n xn-l • Assim, pelo teorema 2. 9, f (X) = Xn - r é um PQ 

linômio separável sobre R se e so se nxn-l ~ U(R [x] ) . Mos

tremos então que nxn- l€ U(R [x]) se e só se n . lRCU(R) e 

r f u (R) • 

Se r €: U(R) e n.lR € U(R) , então x E: U(R{x]) 

n n-1 [- J (já que x =r) 1 e é claro que nx E:. U(R x ) . Reciprocame!! 

te, s e n-1 [ l nx CU(R x_l então n-1 nx k ( x) = 1 , para algum ele-

n-1 n-1 

k ( ) - I: i r J" . n-1 ; i menta x -i=O rix ~Rx. Ou seJa: l=nx i~O rix = 

n-1 n-1 
\"' n+i-1 n-1 Y": i-1 = (~ nri x = nr0 x + i-;'i nri rx , donde vemos que 

nr1r=l, já que R [x] é um R- módulo livre. Assim, r <::" U(R) 

e n.lR E. U(R) , o que completa a prova. O 

Corolário 2.13: 

Seja R uma álgebra sobre o corpo primo 

- pm p ( m- 1) . .P _n r J GF(pl , (p # 0) e seja f(X) -X + rm_ 1x + . . . +r1x~ +r0x +r€R _X , 

onde m ~ 1 e p > n • Então 

(i) se n =O , f(X) nao é separável sobre R ; 

(ii) se n = 1 1 f(X) é separável sobre R se 
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(iii) se n > 1 , f(X) é separável sobre R se 

e só se e r sao inversíveis em R . 

Prova: 

Se n =O , então 

f' (X) =pmXpm-l +p(m-l)rm_
1

xp(m- l) + .. . + pr
1
xP-l =O , pois R 

é uma GF(p) - álgebra. Então f' (x) nao é um elemento inversí

vel de R[X]/<f(X)> , e, portanto f(X) não é separável so-

bre R • 

Se n = 1, 

f ' (.X) =pmX~rn- l+p(m-l)rrn_ 1xp(m- l) - l+ • •• +pr
1

xP- 1 +r
0 

=r
0 

. 

Então pelo teorema anterior, f(X) é separável sobre R se 

e só se r 0 c U(R[x]) , onde x =X+ <f(X) > • Mas é fácil ver 

que, corno R[x] é um R-módul o livre de posto finito, r 0 € U(R [x] > 

se e só se r 0 C U(R) • Assim, fica mostrado (ii). 

Finalmente , se n > 1 , 

f '(X) = pmXpm- 1 + P (rn-1 ) rrn- 1 xP (m- 1) - 1 + • •• + pr 1 xP-1 + nroxn- 1 = nroXn-1 

Então f (X) é separável sobre R se e só se 

elemento inversível em R [x] , ou , equivalentemente, se n. ~ , 

r 0 e x são inversíveis em R [xl • como 1 < n < p , n • l.R 
~ 

e 

sempre inversíve l em R , e, portanto, também em R [x ] . JUém 

disso, r 0 eU(R [x]) se e só se r 0 € U(R) , como e fácil verifi 

car. Mostremos, finalmente , que x ( U (R [x] ) se e so se r c u (R) • 

Suponhamos que x € U (R [x]} , e seja 
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Então xx -l = 1 e considerando que f (x) =O e que R [x} e 

2 pm- 1 , 
um R- módulo liv re de base {l,x,x , . .. ,x } , e fácil ob-

ter c 
1

r + 1 =O • Assim, r ê U (R) . Reciprocamente, se 
pm-

r € U(R) , então 

x(xpm- l+rm-lxp(m- 1) - l+ ... +r
1
xp-l+r

0
xn-l) = - r €' U(R) C: U(R[x] ) , 

dond e x € U (R [x]) , o que completa a prova. O 

Vejamos agora algumas conseqüências para anéis 

que nao possuem idempotentes próprios : 

Proposição 2 .14 : 

Sejam A e R anéis sem idempotentes próprios , 

e seja f(X) C R[XJ um polinômio separável e de grau n sobre 

R . Então f(X) não possui mais do que n raizes em A . Além 

disso , se a , B são raizes distintas de f(X) e m A , então 

a - SE:U(A) . 

Prova : 

Como A e uma R-álgebra comutativa e f(X) 

um polinômio separável sobre R , A ® (R [x] I <f (X) > ) e uma 

A- álgebra separável. Observ emos que A ® (R [x] I <f (X) >) é iso--

mor f o à A- álgebra A [x] I <f (X) > =A [x] I f (X) A [x] . De fato , 

[ J n - 1 
como R X I< f (X) > = R . 1 EB R . x EB . . . $ R . x como R-módulo, e~ 

tão é claro que a A-á lgebra A® (R [ Xj/<f(X)>) é livre como 

A- módulo, com base {1® x1 }~=~ , ou seja , 
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n-1 . 
A® (R I_X]I< f(X) >) = A. (1(8) 1 ) ~A(l® x) 67 • •• $A. (1® x } . A1nda , 

é claro que a A-álgebra A[X] I<f(X)> e também um A-módulo li 

- -n-1 vre 1 com base {l 1 x 1 •• • , x } 1 onde -x representa a classe 

de X no quociente A[X}I<f(X)> . Então existe um isomorfis-

mo natural de A- módulos ljJ : A[X] I <f(X)> + A® (R [X-j l <f(X) >) da 

dado por ~1 
-i = ~ i I)J( ~O ai x ) i =O ai® x . Tal aplicação ljJ e até 

um homomorfismo de anéis, como é fácil verificar. Portanto, 

as A- álgebras A® (R [x] I <f (X)>) e A [X l i <f· (X)> são isomor -

fas 1 e então A[Xj l<f(X)> e uma A-álgebra s eparável. 

Sejam a1 , ... , a m raízes distintas de f (X) em 

A . Para cada i c { 1, 2, ... , rn} , consideremos a aplicação 

tli: A(X] +A dada por 
~ J' >.I, J. 

h ( ~ a . X ) = '--"- a a 
i j=O J j=O j i 1 para cada 

r 
L a . xj e A l-xj

j=O J 
~ claro que cada h. 

1 
é um homomorfismo de 

A- álgebras. Além disso , h. L-f (X) ] =f (a .) = O 1 donde F (X) e Ker h. 1 . 1 1 

para cada i€ {1,2 , •.. ,m} . Assim, cada h . 
1 

induz um homomor 

fismo de A- álgebras gi : A[.X] I <f (X)> + A , dado por 

Observemos agora que se i ,j sao elementos dis 

tintos de {1,2 , •••. ,m} então os homomorfismos gi e gj 

sao distintos. Assim, aplicando 11 . 2.21 (notar que como R 

nao possui idempotentes próprios gi e g. 
J 

são homomorfis-

mos fortemente distintos sempre que i -1- j) , existem i dempo-
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tentes ei € A [X] I<f(X)>, com i €{1,2, ... ,m}, doisadoiso.E_ 

togonais tais que g . (e.) = ô . . , e 
~ J ~J 

g . ,-k ( x) J . e . = k ( x) e . , pa-
~ . ~ ~ 

ra cada k(x)C2A[X]I<f(X)> . Então , como postoA(A [X] I<f(X)>) =n 

e i ~l (A [X] I< f (X) >)C A [x] I< f (X) > , temos que 

m 
m ~ posto A [i~l (A [x] I <f (X) >) J ~ n , o que completa a prova da 

primeira parte. 

Sej aro o: , S t: A raizes distintas de f (X) em 

A • Podemos supor que o:=a. 
~ 

e 6 = o:j , par.a i f j , e consi 

deremos novamente os idempotentes ortogonais obtidos acima , 

e 1 , •• • ,emeA[X]/<f(X)> . Então sabemos que X e, = g • (X) e • = a . e. 1 
~ ~ 1 l ~ 

para cada iE {1 , 2, • • • ,m}, ou seja , (x - a .)e. =O . Assim, 
~ ~ 

<x - o: i> é um ideal contido no anulador de e i em A = A [x 1 I <f (X)> 

Reciprocamente se p(x) e AnA(ei) , então p(x)ei =O , e por -

tanto, aplicando o homomorfismo gi , tem- se que p( o:i) =O , 

já que gi (ei) = 1 . Assim , p(x) E <x- o:i> , e, portanto, 

<x- o: .>=AnA-(e.) , para cada i € {1 , 2, . .. , m} . 
~ l. 

Mostremos agora que os ideais <X- o:.> e 
~ 

<X- o:j > de A [xJ são cornaximais para i =1 j . Vejamos antes 

que <x - o:.> 
~ 

e <x-o:.> 
J 

são ideais comaximais de A . De 

fato, (1 - e.)e. =O e, portanto, 1-e .EAnA-(e . ) = <x- ú. .> . 
~ ~ ~ ~ ~ 

Assim, como e. ~ AnA- (e.) , vem que 
~ J 

1 = ( 1 - e,) +e, ê <X- a · >+<x- C. • > 1 
~ ~ ~ J 

ou seja , A= <x - o:.> + <x- o:.> . Então existem elementos 
l. J 

p(x) ,q(x)e Ã tais que p(X) (x - a, ) +q(X) (x- o: .) = 1 1 OU ainda , 
~ J 
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p(X) (X-a.)+ q(X} (X-a.) -lE:<f(X}> . Logo, como a . e raiz de 
1 J 1 

f(X) em A, [p(X) -k(X)](X- ai) +q(X)(X- a j) = 1, para algum 

polinômio k(X)C A[X) • Assim, <X -a. > 
1. 

e <X- o . . > 
J 

são ideais 

comaximais de A [x] Portanto, aplicando o homomorfismo 

na expressao acima, vem que q(a:i) ( ai- a j) = 1 , ou seja, 

(a .. - a.) E:' U (A) e a prova está completa. O 
1. J 

Corolário 2.15: 

h. 
1 

Se R é um anel sem idempotentes próprios e se 

n é um inteiro maior do que 1 e tal que n .lR C u (R) então 

R tem no máximo n raízes n-ésimas da unidade. 

Prova: 

Pondo f (X) = Xn- 1 t: R [xJ , por 2.12, v e mos que 

f (X) é um polinômio separável sobre R • Então, fazendo A= R 

em 2.14, segue que f(X) não possui mais do que n raízes 

em R . O 

Queremos agora, para finalizar, analisar qual é 

a relação existente entre os polinômios separáveis sobre R e 

as imagens homomórficas de R[X] (i . e., imagens de R[x] por 

um epimorfismo) , no caso de R não conter idempotentes pro-

prios. Na demonstração, utilizamos um resultado de [13 ] , cuja 

prova omitiremos por razões de espaço. 

Corolário 2.16: 

Suponhamos que R nao possui idempotentes pró-
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prios. Sejam T uma R-álgebra fortemente separável sem ide~ 

potentes próprios e a um elemento arbitrário de T . Então 

R [a] é uma R-subálgebra separável de T se e só se -a e 

raiz de algum polinômio separável sobre R . 

Prova: 

~ claro que se f(X) é um poli nômi o s eparável 

sobre R tal que f (a) =O então R [a] é também R-separá-

vel 1 pois é imagem homomórfica da R- álgebra separáve l 

R[X]/<f(X) > 

Suponhamos agora que R [~ é uma R-álgebra s~ 

parável . Sendo que T é uma R- álgebra fortemente separável , 

existe uma extensão de Galois T' de R , sem idempotentes 

próprios o que contém T (ver teor. 1.1 de [13 ] ) . como R[a] 

é uma R- subálgebra de T , vemos que R[ a] é também uma R-sub 

álgebra de T' . Então podemos supor, sem perda de generalid~ 

de, que T é uma extensão de Galois de R . 

Sejam G o grupo d e Galois de T sobre R e 

H o subgrupo de G que deixa R [a] 

TH =R r al I por I I I. 2. 2. 

fixo . Então s a bemos que 

das as r classes laterais ã esquerda distintas de H em G , 
r 

e seja f (X) = TT [x - cr . (a)] . Podemos obse rvar então que , p_a 
~=1 1 

r 

ra cada cr€. G 1 cr [f(X)] = l~r [x - crai ( o:)] • Além disso, para 

cada i E: {1, 2, ... ,r} , existe um Índice j e um elemento 

ç. E. H 
J 

tais que crer. = cr. ç . 
1 J J 

e é claro que , se i I j , então 
',. ..... . ~. ~ 

'· 
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e aa. sao elementos de classes laterais distintas. Por 
J r r 

tanto, a[f(X)] = .1_11 [x-a.ç.(a)l = 1} rx - a .( an =f(X) I don-
J- - J J j '=i L" J -

de segue-se que cada aE G deixa os coeficientes de f(X) 

fixos. Assim, f(X) E: TG [x] = R [x ] . Ainda, como a 1 = idT , é 

claro que f (a) =O • Logo, resta-nos mostrar apenas que f (X) 

é um polinômio separável sobre R . 

Para tal, é suficiente mostrarmos que 

ai(a). -aj(cdE: U(T) , sempre que i~j . Suponhamos que existam 

i, j G" { 1, 2, ..• , r } , com i i j e tais que ai· (a ) - a j ( a )</ U(T) • 

Então, pondo 
-1 a . a . = a , vem que 
l. J 

a - a ( a ) = a ~ 1 [a . (a ) - a . ( a ) ] /J U ( T) 
l. l. J y-

Vamos chegar a uma contradição, mostrando que a E: H • 

Seja M um ideal maximal de T que contém o ele 

mente a- a (o. ) • Então, para cada inteiro positivo m , 

m m 
Assim, para cada 1: i - ., "' i i 13 = i~O r i a e R I_ a J , 13 - a ( 8 ) = {~o r i ( a - a ( a ) ) e M 

Consideremos agora a função traço t : T + R , que é 

dada por "\" 
t ( x) = 6€G P ( x) , já que T e uma extensão de Galois 

de R • Além disso, por III . l.S, existe um elemento c
0 

e T tal 

que t (c0 ) = 1 , e , por III .1 . 4., exis tem elementos x.,y.e.T 
l l 

n 

(i=l,2, •.• ,n) tais que 7 i~ xi P (y i) = ô l P , para cada 

Definimos então 
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"\>" 
vi =z:TH l;{yi) , para cada i f{ l,2 , ... ,n } . En 

tão , corno H é um subgrupo de G , é claro que y(u.) =u. e 
1. 1. 

Y(v .) =v. , para cada YC H, donde u. , v. f:TH=R [a.] . Ainda, 
1. 1. 1. 1. 

para cada u.v. = 
1. 1. 

Por outro lado , se Y <2 G - H , ternos que y = a j n , 

para algum j -1 1 e n e H , e então 

n n 

z < ) "r= i= 1 u i y v i = {-;;' 1 l; € H 

pois c: -1 yn , para ç , n E H . 

~ 
Logo, .~1 u. y( v.) =oH , onde oH = 1 , s e 

1,= 1. 1. y y 

Y E H , e o HY =O , se yf- H . Portanto , s e ai- H , então 

dição. Concluímos que a€ H , o que completa a prova . I I 

NOTA FINAL: Nos últimos anos, várias pesquisas têm s ido rea 

lizadas abordando o estudo de separabilidade sobre anéis não 
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necessariamente comutativos. Em particular, problemas semelha~ 

tes aos assuntos abordados neste capítulo têm sido estudados 

para o caso dos chamados "Skew Polynomial Rings " (ver [ 4 ] ). 

Rsultados correspondentes relacionados com a separabilidade, 

neste caso, podem ser encontrados em [9 ] , [11 }, [14 ] , [16 ] 

[17 ], [.2o], (21 ], [22] e [2 3}. 
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RESUMO 

Define- se álgebra separável sobre um anel comutativo 

com unidade e mostra-se que este conceito generaliza o conceito 

de separabilidade envolvido na teoria de corpos. Faz- se um es 

tudo detalhado sobre as extensões separáveis que são quocientes 

de anéis de polinômios . Em particular, obtem~se diversas ca

racterizações de polinômios separáveis. 

ABSTRACT 

A separable algebra over a commutative ring is defined 

and it is shown that this concept generalizes the one involved 

in Field Theory. A detailed study of the separable extensions 

which are quotients of polynomial rings is presented here. In 

particular , one obtains several characterizations for separable 

polynomials . 
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