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Abstract

We show a relation of several different concepts of stability (permanence,
asymptotic stability and VL-stability) for the Lotka-Volterra equations and
certain algebraic properties of the Interaction Matrix. We analize the satu-
rated equilibrium points.



Resumo

Estuda-se a relagao entre virios conceitos de estabilidade (permanéncia, es-
~ tabilidade assintética e VI1-estabilidade) para a equagdo de Lotka-Volterra e
certas propriedades algébricas da Matriz de Interagdo. Analisa-se os pontos
de equilibrio saturados.
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Introducao

1.1 Equagao de Volterra em dimensao 2

1.1.1 Histoéria do problema

Nos anos posteriores a primeira guerra mundial, a quantidade de peixes
predadores no mar Adriatico, estava consideravelmente maior do que antes
da guerra. As hostilidades entre Austria e Italia tinham interrompido a pesca
numa grande extensio, mas por que isto foi mais favoravel para os predadores
que para as suas presas? Quando esta pergunta foi colocada para o famoso
matematico Volterra, este propos un sistema de equagoes diferenciais em
duas varidveis = e y, que representam as densidades de presa e predador
respectivamente: Volterra assumiu que a taxa de crescimento da populagio
de presa, em auséncia de predador, era dada por uma constante a, mas
decrescia linearmente como fungao da densidade de predador, y. Isto fornece
a equacgao : _

§=a—by (a,b> 0).
Além do mais, foi suposto que a presa era a fonte fundamental de alimento
do predador, de forma que em auséncia da primeira, a segunda deveria mor-
rer o que significa uma taxa de crescimento negativo; mas esta taxa seria
proporcional a densidade de presa, ou seja:

-;- = —c+dz (c,d > 0).

As duas equagoes juntas fornecem o sistema:

z = z(a — by)
{ i = y(—c+ do) e



onde, por razoes bioldgicas, tanto  quanto y ndo podem ser negativas, ou
seja,
(‘T'Iy) € I:{'?I-- = {(xsy) LY 2 0}

Tomando alternadamente z = 0 e y = 0, vé-se claramente que os semi-
eixos positivos, Oz e dy, sao trajetdrias, sendo assim conjuntos invariantes,
enquanto a origem € um ponto de equilibrio. Existe um unico ponto de
equilibrio interior, ou seja, em ntR%, que é

€ a

p= (i',?,_l") - ('3?3 A

Os sinais de ¢ e y dependem de y ser maior que g, ¢ & maior que Z.
Assim :ntR} se divide em quatro regides IILIILIV, como mostra a figura 1.1.

Figura 1.1

Vejamos que p é rodeado por drbitas periédicas que viajam de I para
I1, de IIT para III, etc...no sentido contrario ao dos ponteiros do relogio.
Se multiplicamos

T

= B

T < Y
porc—dz e

E=—c-{-d.’}:
Y

por a — by, somando obtemos

(g - dE+( - b =0



ou

%{clnm—d:p—l—alny—by):ﬂ. (1.2)

Fazendo

H(z)=2zlhz—2z, Gly) =glny—y (1.3)
e

V(z,y) = dH(z) + bG(y),
obtemos d
S V(1,51 =0,

ou seja

V(z(t),y(t)) = cte, (1.4)

onde (z(t), y(t)) representa uma solucao de ( 1.1). Assim V é uma constante
de movimento para ( 1.1) em intRY , logo, as drbitas de ( 1.1) sao as curvas
de nivel de V.

Dado que
gl  F d*H z

gl gm=g<h

H atinge o seu maximo em z = &. De maneira completamente analoga, G
atinge o seu maximo em y = . Entao V tem um maximo estrito global em
p. E fécil, entdo , ver que os conjuntos de nivel de V sao curvas fechadas
em volta de p, logo as érbitas de ( 1.1) sdo periddicas. O célculo do sentido
das orbitas decorre facilmente de um estudo dos sinais de & e y nas regides
correspondentes.

1.1.2 Principio de Volterra

Pelo feito na segao anterior, as densidades de predador e presa, na
equagao ( 1.1), oscilam periodicamente, com freqiiéncias e amplitudes de-
pendendo das condicoes iniciais. O tempo médio das densidades, porém,
permanecera constante e igual aos correspondentes valores de equilibrio, isto
é:

%j:rx(t)dt= . %f:y(t)dt =i (1.5)



onde T' é o periodo da oscilagao. Este é o chamado principio de Volterra, em
homenagem a quem o demostrou. Com efeito,

d B
a(lnm) i a — by,

e, integrando em [0, 7],
T
Inz(T) — In2(0) = aT — b/ y(t)dt; (1.6)
0

dado que z(T') = z(0),
1 /T a

Um resultado analogo vale para a densidade z(t). Concluindo o raciocinio.

A explicagao que Volterra deu para justificar o crescimento do predador
e a diminuigao da presa durante a guerra, foi a seguinte:

A pesca reduz a razdo de crescimento da presa de a, para uma razao,
digamos a — k (supondo que a taxa de pesca é constante), e aumenta a
razao de decrescimento dos predadores de ¢ para ¢ + m (com m > 0), por
diminuigio de alimento. Porém, as constantes de interagao, d e b, ndo trocam.
A densidade media de predador pasara entdo a ser a — k/b e assim, menor
que no estado ndo perturbado (sem pesca). De maneira andloga, a densidade
de presa serd ¢ + m/d e entdo maior que no estado nao perturbado.
Observagaol. O mesmo arumento que explica o crescimento do predador
no caso da pesca, mostra que uma praga que é o alimento basico de uma
ave, por exemplo, pode ter incentivado o seu crescimento pela utilizagao de
insecticidas (este seria o fator externo que faria as vezes da pesca no outro
caso).

Observagao2. Como veremos no proximo capitulo, o principio de Volterra
permanece valido para uma classe de equagbes mais realistas (ver a secao
abaixo).

1.1.3 A equagao predador-presa com competicao

Na equagéo ( 1.1) tem lugar o fato nao realista de que, em auséncia
de predadores (b = 0) a populagao de presa cresce exponencialmente, ou
seja, nao esta limitada. Uma suposigao mais realista, é assumir que no seio



da especie existe competigao pelo habitat (espago, alimento). Ha um mo-
delo matematico simples para isto. Tal modelo presupde que a competicao
manifesta-se acarretando uma perda na taxa de crescimento da presa, que é
proporcional com a propria densidade, ou seja,

2 =x(a—ex) (e >0).
Um raciocinio andlogo vale para o predador, e assim ( 1.1) torna-se

z = z(a — ez — by)
{ i = y(—c+da — fy) B

onde e > 0 e f > 0. De novo R} é invariante, e igualmente intR%. O bordo
OR% de R} , consiste de cinco érbitas, a saber: dois pontos de equilibrio,
0 = (0,0) e p = (a/e,0); dois intervalos, (0,a/c) e (a/c,o0) do eixo z positivo
e o eixo y positivo.

Apontando a analise do que acontece em ntR, ou seja, na presenca
das duas populagdes, nés olhamos para as iséclinas

&=0, §=0.

A iséclina z € o conjunto onde & = 0, quer dizer, onde o campo vetorial
associado a ( 1.7) é vertical, isto é, onde

ex + by = a. (1.8)
De forma semelhante, o campo é horizontal no conjunto
dz — fy =c. (1.9)

Dependendo dos parametros, as iséclinas podem ou nao se cortar em
intR}. Nés estudaremos separadamente os dois casos.
Caso 1: As iséclinas nao se cortam em intRY.

intR] fica dividido em trés regides,LII e III, (ver figura 2.1). Em I,
dado que # < 0, o campo aponta para a esquerda, logo, dado ¢ = (zo, y0) em
I, a érbita por ¢ tem que atravesar § = 0 e passar para II. Com efeito, de
outra forma a érbita ficaria no compacto limitado pelo eixo z,y = 0 e z = z,
e isto contradiz o teorema de Poinaré-Bendixson, que nessas condigoes as-
segura a existéncia de pontos de equilibrio nesta regiao, o que é impossivel.



Concluimos pois, que toda 6rbita que comega em I, passa a II.

Em II as duas derivadas sao negativas. Um argumento parecido com o
usado acima faz concluir que toda drbita que comega em 11, passa a III, ou
converge a p.

Finalmente, em III, 2 > 0 e § < 0, logo III é invariante positivamente,
ou seja, nenhuma érbita pode abandona-lo. Assim, toda érbita em III, con-
verge a p.
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Figura 2.1

Caso 2: As isoclinas intersetam-se num ponto p = (Z,7) em intR].

p é um ponto de equilibrio de ( 1.7). Neste caso, intR’} é dividido em
quatro regides, I, II, ITII e IV (ver figura 3.1).

Seja

V(z,y) = dH(z) + bG(y)

a fungao de ( 1.3).
ov. a9V
oy

= d(Z ~V)z(a by —ez) + b(-g- — gl == Fy).

V(z,y) =

Dado que z, 7 sao solugdes de ( 1.8) e ( 1.9), podemos trocar a e ¢ por ez + by
e dT — fy, respectivamente. Isto fornece

—elleg) = HE—~NpEe byt —g)l-dE f ol 1)
= de(z—z)’ +bf(5—y)* 20. (1.10)
Pelo teorema de Liapunov, todo conjunto w-limite de uma érbita em

intRY, esta contido em {(z,y) : V(z,y) = 0}. Para f > 0, isto consiste



s6 do ponto p. Se f = 0, o tal conjunto é a semi-reta positiva T = z, que
denotamos por L. Mas o conjunto w-limite deve ser um invariante em L.
Como L tem dimensao um e y < 0 ali, p serd o tinico ponto w-limite, e assim,
p seré assintéticamente estavel.

Além do mais, a anélise dos sinais permite observar que as solugoes
convergem em espirais até p.

Figura 3.1

Com isto, damos por concluida esta introdugdo aos problemas que abor-
daremos nas partes posteriores. Para sermos mais precisos, neste trabalho fa-
remos uma analise mais profunda da dindmica da equagio de Lotka-Volterra
em dimensdo n. Isto serd feito em duas grandes etapas. Na primeira, es-
tudaremos a permanéncia de tal equagdo , dando condigbes necessirias e
suficientes para tal fenomeno acontecer, em termos de certas propriedades
algébrico-geométricas tanto da matriz de interagdo (e as suas submatrizes
principais) quanto da matriz jacobiana do campo associado a equagdo . Fi-
nalmente, relacionaremos varios conceitos de estabilidade com diferentes pro-
priedades algébricas da matriz de intera¢ao. Para tudo isto, no que se refere
a qualquer conceito de sistemas dinamicos remetemos o leitor a referencia

(1]



Parte 1
Permanéncia na equacao de

Lotka-Volterra

2.1 Equacao de Lotka-Volterra em dimensao
n

2.1.1 Generalidades

A equagdo de Lotka Volterra para n populagbes, ¢ um sistema de
equagoes diferenciais da forma:

:i:,-::t:,-(r,-+2a,-jxj); i"--"l,...,n (2.11)
i=1

onde z; denota a densidade e r; a taxa de crescimento ou decaimento (segundo
o seu sinal) intrinseco da i-ésima populacao respectivamente; a;;, por sua vez,
descreve o efeito da j-ésima populaga@o sobre a i-ésima, cujo sinal sera positivo
ou negativo se tal efeito incentiva ou inibe o crescimento respectivamente. A
matriz A = (a;;) chama-se a matriz de interagao, sendo as suas entradas, por
isso chamadas coeficientes de interagao.

O espago de estados é o octante R} ={xe R}: z; > 0, i=1,...,n }.
Os pontos do bordo, R’} , de R} estdao nos planos coordenados z; = 0,
que correspondem aos estados onde a i-ésima especie encontra-se ausente.
Estas faces sao invariantes, dado que z;(t) = 0 é a tnica solucao da i-ésima
equagao em ( 2.11), satisfazendo z;(0) = 0. Neste modelo pois, imigracao nao
é possivel. Assim JR’} e conseqiiéntemente R , sao invariantes. O interior



intR} de R7} , também resulta invariante, e desta forma, se z;(0) > 0, entao
z;(t) > 0 para todo t.
Observagaol. A restri¢do de (2.11) a uma face qualquer do bordo, novamente
¢ uma equagao de Lotka-Volterra.

Antes de dar qualquer conceito referente a equagao ( 2.11), veremos
que ela é equivalente a seguinte equagao da dinamica de jogos

& = zi{(Az)i—z- Az ; 1=1,...,m (2.12)

no conjunto Qm ={ %€ R™: T2iai=1,:20Y1 2, >0} comm
= n+1. Para ver isto, observemos primeiramente que se adicionamos uma
constante ¢; na j-ésima coluna da matriz A em ( 2.12), esta ndo é alterada.
Com efeito, se B é a matriz A alterada na j-ésima coluna, entao

(Bz)i = (Az)i + cjz;
e dai

Bz = Az + CjT;

logo
z+ Bz = x-Az + ¢;z;(d_ zi);
i=1

como (1%, z;) = 1, concluimos que
z;((Bz): — z.Bz) = zi((Az); — z.Az)

e com isto a afirmagao.
O que foi feito acima nos permite supor que a iltima linha em A é
composta de zeros.
Agora, facamos y,4+1 = 1 e consideremos a transformagao y ~ z dada
por
Ti= = i=1,...,n+1
31=1 Y;

que leva o conjunto

{r e B™ vy =19 2 0,i=1...,n)}

10



em Sp4+1. Evidentemente, tal transformacao é inversivel, e a sua inversa é

dada pelas relagoes
yi= Yi _ o R Y
Yn+1 Tn1

de onde decorre que as duas sdo diferenciaveis. Pela regra do quociente:

= z y= Ti  TiTpsl
: R - — 2 .
Tnt1 T4l Tnt1

Pela nossa suposicao com respeito a ultima fila de A e usando a equacgao
( 2.12), concluimos que

Tpgl = —Tpa1 T+ Az
e dai
y Z;
yi = (Az);
Tnil
n+1

= Ui Z &i5T5
i=1
Se fazemos agora a mudanga de variaveis t = s/z,41 € denotamos

2(s) = y(s/zn41)

entao & p
Z'; - Tnt1
de modo que
dz; ¥
ETS_ B Tl

n
= 2i(@ins + ) aij2;)

i=1
pois yYn41 = 1. Se r; = @41, obtemos uma equagio do tipo da equagio
( 2.11), a saber:

dz.- s f
T - zi(ri + _Eaijzi) (2.13)
=1

onde ai; = a;j, neste caso. Analogamente desenvolve-se o argumento na
dire¢ao contraria, e com isto, temos provado o seguinte:

11



Teorema 2.1.1..1 Eziste um difeomorfismo de 5',;.1_1 sobre R} que leva as
solugées da equacdo ( 2.12) sobre as solugées da equagdo ( 2.11).

Q.E.D.

Observagao2. O infinito em R} corresponde a z,4; = 0 em S',;H.
Observacao3. Em geral, na equagao ( 2.13)

)
Ti = Qint1 € at-j = Qi — Qnyl,j-

2.1.2  Equilibrio interior

Definigao 2.1.2..1 Um ponto de equilibrio da equagdo (2.11) chama-se de
equilibrio interior se pertencer ao conjunto iniR’ .

E imediato que tais pontos sdo as solugoes de:

rit D aiz; =0; i=1,...,0. (2.14)

7=1

cujas componentes sao positivas.
Para a equacao de Lotka-Volterra, vale o seguinte:

Teorema 2.1.2..1 intRY contém pontos a ou w-limite se e s6 se existe um
ponto de equilibrio interior.

Prova. A volta é trivial, pois 0 mesmo ponto de equilibrio coincide com seu
a e w-limite.
Para a ida, seja L a aplicagao afim x ~ y em R", definida pelas

equagoes
n

y;:rg+Za;ja:j; t=T1...0n (2.15)
i=1
e seja K o convexo que resulta de aplicar L ao conjunto intR7 .
Suponhamos que todo ponto de equilibrio de ( 2.11) nao é interior, ou
seja, 0 € K. Pelo teorema de Hahn-Banach, existe um hiperplano H por 0,
disjunto de K. Entao, existe ¢ = (¢1,...,¢,) em H*, tal quec-y > 0, V

12



ye K.
Definimos V:intR} —R como sendo

Viz) = Zc; Inz;.
i=1

Se z(t) é uma solugao de ( 2.11), entao

. T;
V = ZC,‘;

ondec-y > 0,Vyc K.

Por outro lado, se z,z€ intR™ sdo pontos tais que z € w(z), entdo
V(z) = 0 pelo teorema de Liapunov, o que fornece uma contradigio. Analogo
para afz).

Q.E.D.

Observagaol. Em geral, ( 2.14) admitira solucdo em intR™ ou nao ad-
mitird soluciao alguma, devido as restrigoes biologicas. Ademais, s6 no caso
degenerado, em que detA = 0, existirda mais de uma solucado nao trivial: ha-
vera um continuo de pontos de equilibrios.

Se existe um 1nico ponto p de equilibrio interior e se nenhuma das
especies extingue-se ou cresce desmedidamente, entdo as densidades de po-
pulagao, em media, convergem a p. Iste € o principio de Volterra, cujo
enunciado matematico é o conteido do nosso préximo teorema.

Teorema 2.1.2..2 Seja z(t) uma solu¢io da equagdo de Lotka-Volterra,
( 2.11). Suponhamos que ( 2.11) tem um inico ponto de equilibrio interior,

13



Pp.
Se eristem constantes a e A, tais que 0 < a < z; < AVieVi>0

entao .
lim = / TE) R
T Jo

n—oo

Prova. Escrevamos ( 2.11) na forma
(ln :I:;)' = Z Qi T;
J

e integremo-la entre 0 e T'. Logo ao dividir por T', obtemos

In a:,-(T);ln wl) _ 4 " ayz(T) (2.16)

onde
1 T
zj(T) = T-/(; Ij(f)di.

Obviamente temos que a < z;(T') < A para todo j e todo T > 0.

Agora consideremos uma sequéncia arbitraria T} convergendo a +oo.
A seqiiéncia limitada z;(T}) admite uma subseqiiéncia convergente. Por “di-
agonalizacao”obtemos uma seqiéncia — que continuamos a denotar 7} — tal
que z;(T}) converge para todo j a um limite que denotaremos z;. A seqiliéncia
Inz;(T%) — In z;(0) também é limitada. Passando ( 2.16) ao limite, temos

0=mr; + Z aijZ;.
j

Entdo o ponto z; = (Z1,...,%,) € um equilibrio. Dado que z; > a > 0, ele
pertence a intR’; e entao coincide com p. Isto conclui a prova.

Q.E.D.

Observacao3d. A unicidade de p é crucial.

Observacaod. A prova do teorema da um método para obter pontos de
equilibrio interior da equacao ( 2.11), quando valerem as hipéteses do teo-
rema.

14



2.1.3 A equacgao de Lotka-Volterra para cadeias de

alimentos
Uma comunidade de n espécies diz-se que tem estrutura trofica em ca-
deia, ou que forma uma cadeia de alimentos, se existe uma ordem nela, tal
que a espécie j-ésima serve de alimento para a (é presa da) espécie j+1-ésima.
Assumindo coeficientes de interagao (tanto intra quanto extra-especificos)
constantes na comunidade, as equagdes que regem a dinamica da mesma sao:

I = 1!?1(7‘1 —anr — ﬂuxz)

g = zi(—rj+ ¢ — 65T — 6541%41)

...............................................

Il

j:n xn(_rn + an.n—lmn—l = ann:cn)

onde ri,a;; > 0, V i=1,...,n e j=2,...,n-1. Diz-se que tal sistema é um
sistema com estrutura tréfica (para ampliar o conceito de estrutura tréfica
ver [2, pag 87]).

Teorema 2.1.3..1 Se o sistema com estrutura tréfica admite um inico ponto
p de equilibrio inlerior entdo ele ¢ assintdticamente estdvel.

Prova. Escrevemos o sistema acima na forma #; = z;w;. Vejamos que a
expressao

n

V(z) =) a(z: — pilnz), (2.17)
=1
fornece uma fungio de Liapunov para tal sistema em certo ponto ¢ =
(Brys oo Bip)s
Para isto,

V(@) = Pati-nl)
= iCs(x;w;—p;w;)

=1

= gci(«"«'i — pi)wi

15



ou seja:

n

V(z) =Y ci(ei — pi)wi (2.18)

=1

Dado que p é um ponto de equilibrio, temos
T = @55-1Pj—1 — 45541P5+1 — &jiPj
para j=2,...,n-1 e uma expressao analoga para j=1,n. Isto implica
w; = a;,-1(Tj-1 — pj-1) — a55(z; — P;) — a0 (Tjx1 — Pis1)-

Pondo y; = z; — p; e usando ( 2.18), obtemos

n n-1
V==Y ciajiyi + D yiyiri(—citsim + Cinraj,;)- (2.19)
i=1 i=1

Por ultimo, escolhemos as constantes ¢; > 0, tais que

c. a--
3+1 G55+ .
mae ot e Lyweoym
Cj Ajt1,5

e assim, ( 2.19) implica
V=-3 aji(z; —p;)* < 0.
3=1

FFinalmente, pelo teorema de Liapunov, o conjunto w-limite de toda érbita
em intR", consiste do equilibrio p.

Q.E.D.

Observagdo. Em ausencia de competicao intra-especifica (a;; = 0, 5 =
1,...,n), p continua sendo atrator global em intR%} , pois, neste caso V
resulta uma integral primeira (V = 0), a qual fornece estabilidade.
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2.1.4 O principio de exclusao

O principio de exclusdo assegura que se n populagdes dependem li-
nearmente de m recursos, com m < n, entao, pelo menos uma delas vai se
extinguir (em [3, pag 49] se fazem comentarios interesantes a respeito da
aplicabilidade do mencionado principio).

A hipétese da dependéncia linear dos recursos, significa que a taxa de
crescimento da i-ésima populagao, é da forma

T :
— = bgi+...+bmBRpn—a; ; 2=1,...,n (2.20)
i
onde as constantes a; > 0, indicam as taxas de decaimento em ausencia
de qualquer recurso. R} ¢ a abundancia do k-ésimo recurso, e depende das
densidades evidentemente. Se tal dependéncia é linear, ou seja, se

R.=R-— Z:Iz‘ﬂki (2.21)
i=0

onde Ry ,ar; > 0; entdo ( 2.20) é um caso especial da equagio de Lotka-
Volterra. Nés nao assumiremos ( 2.21), mas somente pedimos que os recursos
sejam esgotaveis, ou seja, que as densidades permanegam limitadas o tempo
todo e que os parametros a; sejam genéricos.

Teorema 2.1.4..1 Se m < n, e z(t) € uma solugdo limitada de ( 2.20),
entio existe 1€{1,...,n} tal que limr_ zy(T) = 0.

Prova. Por ser m < n, o sistema

Zc;b,-_,- = 0 9= Liwayih

=1

possui um subespago de dimensao n —m > 0 de solugdes ¢ = (¢1,...,¢) né0
triviais.Podemos entdo, por generecidade, escolher ¢ tal que

Zc,-cr,- =a>0

i=1
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onde os a; sao como em ( 2.20).

Portanto
c(lnzif = EC;E
i=1 i=1 Ti
— Zc;(z bij R — o)
=1 1=1
m T n
= Y I cbij)R; — Y ciai
j=1 i=1 i=1
= —a.
Integrando em [0, 7],
I ,z:(T)* = Cexp(—aT) (2.22)

para alguma constante C.
Se T tende a infinito, o lado direito da equagdo ( 2.22) tende a zero.
Como os z; sao limitadas, existe iy tal que liminfy_.o, z;(T") = 0.

Q.E.D.

2.2 Permanéncia e persisténcia para a equagao
de Lotka-Volterra

2.2.1 Critérios para permanéncia

Definiremos os conceitos de permanéncia e persisténcia, para uma classe
de equacoes diferenciais que contém como caso particular a equagao de Lotka-
Volterra.

Definigao 2.2.1..1 Chamamos de equagdo ecologica a toda equagdo do tipo
:I'I,' = .’L’,’f,‘ 3 i=l,...,n (223)

comz em R} , e onde f = (f1,..., fx) € tdo regular quanto for necessdrio.
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Observagaol. Se A é uma matriz,er = (r1,...,r,) um vetor de R", entao o
caso f(z) = r+ Az fornece a equagao de Lotka- Volterra como caso particular.

Definigdao 2.2.1..2 Sejam uma equagdo diferencial
& =g(z) (2.24)

definida em um subconjunto B de R"™ e um subconjunto aberto U de B. Di-
zemos que ( 2.24) € permanente em U, se existe um subconjunto compacto
K de U tal que K contém w(z) para todo x € U.

Quando U = B dizemos simplesmente que ( 2.24) é permanente.
No caso da equagao ( 2.23) considerada en intR7%, a definicao acima é
equivalente a dizer que existem § > 0 e D > 0 tais que se z;(0) > 0 Vi entdo

litl'ﬂéélf:z:;(t) > 6 Wi (2.25)
0 < limsupzi(t) < D Vi (2.26)
t—o0

Definigao 2.2.1..3 Se z; > 0 V i, implica ( 2.26), dizemos que a orbita de
z = z(0) € uniformemente limitada.

Observagao2. ( 2.25) significa que toda espécie que estiver inicialmente pre-
sente ndo sera extinta e que, se alguma aparecer por causa de uma mutagao,
prosperara.

Definigao 2.2.1..4 ( 2.23) diz-se fortemente persistente, se vale ( 2.25) com
§=0, e (2.26). Se no lugar de ( 2.25) colocamos limsup,_, ., zi(t) > 0 para
toda orbita em intRY , entdo ( 2.23) diz-se persistente.

En seguida, mostramos un critério de suficiéncia para permanéncia
em ( 2.23), mas antes necessitamos de uma definigao.
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Definigdo 2.2.1..5 Consider-se a equagdo diferencial
4 = g(2) (2.27)

definida num aberto G de R", e P uma fung¢do real definida em G tal que P
€ positiva em G e se anula em 0G.

P chama-se uma Fung¢ao Média de Liapunov para ( 2.27) se eziste uma
fungdo continua ¥ : G— R, tal que:

P(z) _ ,
P = ) VeeGie (2.28)
T
[ U(z(t))dt >0 Yz € G, para algum T. (2.29)
0
Se além disso, 0G € compacto,
g 4
/(; U(z(t))dt >0 Vz € w(y), y € G, para algumT > 0, (2.30)

onde z(t) € solugdo de ( 2.27).

Observagao3d. O valor P(z) “mede” a distancia de z ao bordo. Se néds
tivessemos ¥ > 0 em 9G ( e assim, por continuidade, valeria ( 2.29)), entao,
numa vizinhanga de G teriamos P(z) > 0, e com isso P cresceria ao longo
das orbitas, ou seja, estas seriam repelidas pelo bordo. Neste caso P atuaria
como uma fungdo de Liapunov. Porém, é bastante dificil achar uma tal
funcao . A versdo mais fraca definida acima atua “em tempo medio” como
uma fungao de Liapunov.

Para comegar, provaremos um teorema mais geral de permanéncia e
logo deduziremos o nosso resultado como corolario.

Teorema 2.2.1..1 Seja S, = { z€R*: Yoz =1, z; 2 0 Vi} e conside-
remos um sistema dinamico em Sy, que deize o bordo invariante. Se exriste
uma fun¢do media de Liapunov, entdo o tal sistema é permanente em intS,,.
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Prova. Seja W como na defini¢io acima e z € 35, um ponto arbitrario. Se
existe T > 0 tal que

/0 " W(a()dt > 0

entao existe Ty tal que

[P uemyd > 0ew@m) £ 0

Logo, d T
= fo U(z(t))dt) |e=1, = ¥(z(T0))

que é nao nulo. Assim, T' pode ser escolhido, localmente, como uma fungao
continua T'(z) de 8S,. O infimo 7 de T' em 85, é positivo, pois 35, é
compacto.

Para h > 0, definimos

= {2 €5 3T>Ttalque-/ (z(t))dt > h};

e para = € Uy, definimos
T i seis I dt > h
w(z) = inf{ >T.Tf0 U(z(t))dt > h}.

Agora vejamos que U}, é aberto e que T}, € semi-continua superiormente,
ou seja que Vz € Uy, a > 0, existe um § > 0 tal que

lz—-y|<é
para algum y € S,, temos
y € UpeTh(y) < Tu(z) + c. (2.31)
De fato, para a e z, hd um
T € [7,Th(z) + @)
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pela condic¢ao do infimo.
Pela continuidade uniforme de ¥, dado € > 0 existe &, > 0 tal que

lz—yl<éo = | ¥(z) - ¥(y) [<e

Como as solugoes de uma equagao diferencial dependem de forma continua
das condigoes iniciais, existe 5 > 0, tal que

lz—y|<n = |a(t)—y(t) |< bo
com0<1<T,edal
| W(z) = U(y) < 0 S LT
Por tanto
1 (T 1 (T
T/o V(y(t)dt > ?/0 U(z(t))dt — e
= &

e assim conclui-se ( 2.31), ja que automaticamente y esta em Uy.
Por ( 2.29), {Ux : h > 0} é um recobrimento por abertos do compacto
0S5, tal que
hi < hy = th C Ukl

logo existe h > 0 tal que Uy é uma vizinhanga de 95, (em S,).
Sp\Ur também é compacto, entio P atinge o seu minimo neste con-
junto. Se escolhemos p > 0 menor que este minimo, entao

= 42 €85,:0< P(z) £p} C Uy
Vejamos agora que se z € I,, entdo existe ¢ > 0 tal que
z(t) & I,.
z(t) € I, V1 > 0, logo z(t) € Up Vi > 0

logo, para tais x(t), existira um 7" > 7, tal que

Tj U((t+s))ds = T[ U(z(s))ds

> h.
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Mas ¥ = (In P) em intS,,, e assim

1 [T+t )
ho< ?f, (In P)(z(s)) ds
. %[InP(m(T-I—t)) — I P(2(1))]
e darl

P(z(t))expTh < P(z(T +1t)),

ou seja

P(z(t))exphr < P(a(t))exphT < P(z(T +1t)).

Isto mostra que P é nao limitada, o que fornece uma contradigao.
Denotamos por I, ao conjunto I,|JdS,. Para concluir a prova, basta
mostrar que existe um ¢ € (0,p) tal que

2(0) ¢ I, => z(t) & I,, ¥t >0

pois

Vz € intS,, Ip: = ¢ I,

Seja tg 0 minimo do conjunto
{t>0: z(t) € I},

T uma cota superior da funcio T}, em I, (compacto) e z(to) = y. E claro que
P(y) =p.
Seja m o minimo do conjunto

{¥(z):z € S,}.

Se m > 0 o teorema ¢ evidente pois P nao decresce ao longo de z(t). Se
m < 0, fazemos ¢ = pexpmT. Para t € (0,7),

-l-fw(y(s))ds 2

t

e entao , como acima

P(y(t)) > P(y)expmt > expmT = q.
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Portanto, y(t) nio entra em I,, para t € (0,7). Mais ainda, dado que y € I,
existe um tempo T" € [7,T) tal que

P(y(T)) > pexphr > p
ja que

1 (7T
h < —/ U(z(t))dt < mer<T

T Jo

e com isto
exphr < exphl < exphm.

Em um tempo ¢ + 7', entdo , a 6rbita de z deixa I, sem ter entrado em I,.
Reiterando o argumento acima, se conclui que a 6rbita nao atinge nunca

I(q).

Q.E.D.
Observagiod. E claro que se P e U estao definidas em S, e {z, = 0}NS. é
repulsor, o teorema vale.

Como corolario da prova temos o seguinte lema que nos serd util mais
adiante

Lema 2.2.1..1 Na defini¢do acima, ( 2.29) é redundante, quando G € com-
pacto.

Prova. Usando o mesmo argumento da prova do teorema, existe h > 0 tal que
Ui € uma vizinhanga de w(z) (em S,) Vz € 05,. Existe ¢, tal que z(t) € U,
Vi > t;. Seja y = z(ty). y € Uy logo existe T > 0 tal que

T/ (y())d Tf S

Fazendo a mudanga de variaveis u = t + t;, obtemos

1 t2
[ w(a@w)du > b,
t2 == t]_ 131
onde t, — t; = T'. Por recorréncia existe t; > t,_; + 7 tal que
1 t
—-——/* U(e(u))du > h, VE=2,....
b — tio1 Jtoey

Se k é grande, em tempo médio

% / * U(e(w))du > 0.
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Q.E.D.

Teorema 2.2.1..2 Suponhamos que a equagdo ( 2.23) verifica as seguintes
hipdteses:

1. Existem solug¢ées uniformemente limitadas.
2. Eziste uma fungio media de Liapunov para ela.

Entdo € permanente.

Prova. Seja P a funcdo de Liapunov media, tal que P/P = ¥ ¢é continua no
interior de R} . Se g : Sny1 — RZ ¢ a conjugagdo do teorema ( 2.1.1..1),
definimos uma fung¢io Q em S,y com valores reais, como sendo Q(z) =
(P og)(z). E claro que Q é diferencidvel no interior de S.41 € continua em
Sps1. além do mais,

Qz) = dQ(z) &

(Pog)(w) T
dP(g(z)) - dg(z) - &
dP(g(z)) -y

= {’(y)
= P(g(z))

entao

Q(z) = Pg(z))
= P(g())¥(g(z))
logo a fungdo ¢ = ¥ o g, verifica Q/Q =1 em intS',H.l. Concluimos entao ,
que @ é uma fungao de Liapunov estrita em S,4;. Pela hipdtese da limitagao

uniforme, o conjunto {z,4+; = 0} (] Sp41 € um repulsor e dai, pela observagao
4 ao pé do teorema ( 2.2.1..1), a prova esta completa.

Q.E.D.
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2.2.2 Um teorema do indice para sistemas permanen-
tes

Nesta segao vamos relacionar a permanéncia de ( 2.23) com o indice do
seu campo vetorial associado. Para defini¢io de indice de um campo com

respeito a um conjunto e as suas propriedades basicas indicamos as referen-
cias [4, pags 162-164] e [5].

Teorema 2.2.2..1 Seja U um subconjunto aberto arbitrdrio de intR? con-
tendo todos os ponlos w-limites interiores da equagdo ( 2.23), e seja f o
campo vetorial associado a tal equagdo . Se ( 2.23) é permanente, entao f
tem grau (-1)" com respeito a U. Em particular, eziste um ponto de equilibrio
em miRY .

Prova. Pela permanéncia, existe um subconjunto compacto K de intR7 tal
que
w(z) CintK, Vz € intR}.

Seja 7(z) o tempo da primeira entrada em K:
7(z) = inf{t > 0:2z(t) € intK};

claramente 7 esta bem definida em intR%, pela escolha de K. Pela conti-
nuidade do fluxo 7 é semi-continua superiormente, e com isso, localmente
limitada. Assim 7 ¢ limitada em K (compacto) e faz sentido definir 7' como
o seu maximo em I{. T sera o tempo maximo necessario para que as 6rbitas
que deixam K, retornem a K.

Seja

Kt = {2(t): z€ K, 0<t<T}

a imagem de Kx[0,7'] pelo fluxo de ( 2.23); Kt é compacto positivamente
invariante.

Seja B um subconjunto de intR’} homeomeorfo a uma bola fechada,
contendo K*t; o tempo de entrada 7(2) atinge novamente uma cota superior
T’ em B.

Se h é o campo vetorial associado com ( 2.23), definimos a seguinte

homotopia:
. 2 h(z) se t=0
: H=(t) —2(0)) set>0

26



Se = € 9B,
3 ¢’ tal que z(t') € K (w(z) C K).

z nao é de equilibrio, ja que se fosse estaria em K; e z(t) # z(0) V¢ > 0 pois
nao existem pontos periédicos em dB. Desta forma

h(z) # 0 Vz € 8B, t € R.

Pelo feito acima, concluimos, fazendo uso da invarianca homotoépica
do indice, que o grau do campo h; esta bem definido para t € [0,7"] e é
independente de .

Parat =T", z(t) € K Yz € 0B
logo h; aponta para dentro de dB e dai
deg ho(z) = deg hy(z) = degh(z) = (—1)"
em qualquer conjunto aberto limitado que contenha K.
Q.E.D.

Este é o que chamaremos teorema do indice, dado que no caso dos pontos de
equilibrio de f em U serem isolados (e finitos), o grau de f com respeito a
U sera igual a soma dos indices dos pontos de equilibrio.

2.2.3 Pontos de equilibrios saturados e um teorema
geral do indice

Definigao 2.2.3..1 Seja p um ponto de equilibrio da equacao ( 2.23),
& = .’.I:,'f,' 3 = 1,...,1’1.
Diz-se que p € saturado, se fi(p) < 0 quando p; =0V 1.

Observacgaol.

a). Para p; > 0, fi(p) = 0 evidentemente,e entao todo ponto de equilibrio
em intR% ¢é trivialmente saturado.

b). Para pontos de equilibrios de R} , a saturagao significa que a selegao
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nao incentiva espécies que nao estao ai.

A saturacao traduz-se numa condigao nos valores préprios da matriz
jacobiana do campo associado com a equagao ( 2.23), pois o coeficinte 25 da
jacobiana em p é da forma

= 850i0) + pig (o) (232)

323_,'

Fazendo ¢ = j e 1 # j respectivamente, junto com p; = 0, concluimos que
fi(p) é o valor préprio do vetor préprio (esquerdo) e;. Nés chamamo-lo de va-
lor préprio transversal. Ele mede a razao de aproximagao a face z; = 0, perto
do ponto de equilibrio p. Assim, equivalentemente, um ponto de equilibrio
serd saturado se e sé se todos os seus valores proprios transversais sdo nao
positivos.

Daqui em diante ( 2.23”) sera ( 2.23) com solugbes uniformemente li-
mitadas. A mesma notagao sera utilizada para qualquer uma das equagao
goes.

Teorema 2.2.3..1 FEziste pelo menos um ponto de equilibrio saturado para
a equagdo ( 2.23°). Além do mais, se todos os seus pontos de equilibrios sdo
requlares, a soma de seus indices € (-1)" (e entdo seu numero € impar).

Prova. Pela limitacao uniforme existe D > 0, tal que
r € intR]} = w(z) C Q
onde @) é o paralelepipedo
D S0 ; y=1a:0

Perturbemos levemente o campo associado a equagdo ( 2.23’) ao somar uma
perturbagao €k, onde € > 0 e h € um campo em intR} tal que a sua coorde-
nada z seja positiva em uma pequena vizinhanga da face : de Q (em R} ) e
zero em outra parte (ver figura 1.2 ). Obtemos a equagao perturbada

Bi= :z:;f;(a:) Fiehe 1= lyowe s (2.33)

28



Figura 1.2

Se ¢ > 0 é pequeno, a equagao ( 2.33) é permanente.Pelo teorema do
indice, para cada ¢ > 0, existe pelo menos um ponto critico p(¢) em intRY,
ou seja

fip(e))p(e) = —chi(p(e))

(ofen) =  chip(€))
filp(e)) = )

Por continuidade, qualquer p ponto de acumulacio de p(€) com € — 0, ve-
rificard f;(p) < 0, o qual mostra a primeira afirmagao.

Se todo ponto de equilibrio de ( 2.23’) é regular, havera s6 uma quan-
tidade finita destes pois deverio estar em um compacto pela limitacao uni-
forme. Seja g° o campo associado a equagao ( 2.33). Derivando temos

e entao
{0, (2.34)

Jgi = Jg? +eJh.

Se p é um ponto de equilibrio regular de ( 2.23’), o ponto (p,0) sera solugao
de gf(z) = 0 e se € é pequeno det Jg;* # 0 em uma vizinhanga de (p,0). Pelo
teorema da fungdo implicita, o ponto p sera limite de uma familia (dnica)
p(€) de pontos de equilibrio regulares (e interiores) de ( 2.33). Como o indice
ndo muda (pela regularidade) quando € tende a zero

ind(g°) = ind(¢°) = (=1)".
Q.E.D.

Observagao2. O € >0 pequeno, biologicamente representa uma imigragao.
Observagdo3. O fato dos pontos de equilibrios saturados serem regulares,
traduz-se no fato dos valores préprios transversais f;(p) serem distintos de
zero; para ver isso basta calcular a jacobiana do campo em um desses pontos.
A situagdo com pontos de equilibrios saturados “degenerados” (com
pelo menos um valor préprio transversal igual a zero) é mais complicada,
como mostra o seguinte exemplo.
Exemplo . Consideremos a equagdo de Lotka-Volterra na reta, a saber

T=ax+7T.

29



O tnico valor préprio transversal é r, e o espago de fases é a semireta positiva.
E claro entdo que se r = 0, o retrato de fases pode ser constante com érbitas
pontuais ou a origem e uma 6rbita convergindo assintéticamente nela ou
a origem e uma orbita divergindo ao infinito repelida por ela, segundo o
coeficiente a seja zero, negativo ou positivo respectivamente.

Definigdo 2.2.3..2 A equagdo ( 2.23)
o = x‘ff 3 1= 1,...,m,

diz-se robustamente persistente, se existir um ¢ > 0, tal que, para toda fungao
g : U — R, diferencidvel, se
af 9y

| f(z) = g(z) [<e | af,%(x) - aT-,-(x) |<e€ Vi j, Vo e U =intR],

entdo = = g(x) € persistente.

A definigdo acima diz que ( 2.23) é persistente se pequenas perturbagdes da
f na topologia C' continuam persistentes.

Observagdo5. No caso f(z) = Az + r, ( 2.23) sera robustamente persistente
se e sO se continuar persistente com pequenas perturbagoes dos a;;.

Agora estendemos o teorema do indice para sistemas robustamente per-
sistentes.

Teorema 2.2.3..2 Se a equagdo ( 2.23°) é robustamente persistente, entdo
existe um ponto de equilibrio interior. Mais ainda, o seu grau é (-1)* com
respeito a qualquer subconjunto aberto U de intRY, que contenha todos os seus
pontos de equilibrios interiores.

Prova. Para comecar mostramos que nao ha pontos de equilibrio saturados
no bordo. Se p # 0 for um tal ponto, entdo perturbamos ( 2.23) na forma:

:z':,-::z:;(f.-(:r)-—e,-), = 1,...,?1 (2.35)
onde

_— se pi =0
710 sep; >0
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sendo € > 0.

Se € é pequeno, o sistema perturbado sera persistente, mas em p tera va-
lores préprios transversais negativos; assim p, que continua sendo de equilibrio,
sera hiperbodlico nas diregbes transversais, ou seja existem pontos interiores
cujas orbitas convergem a p, o qual contradiz a persisténcia.

Se p = 0 é saturado, por ( 2.35) resulta hiperbdlico, e de novo é im-
possivel.

Consideremos o seguinte conjunto:

S ={x € R} : z é critico saturado}

Mostramos que S C ntR7, de onde sai a primeira parte pelo teorema do
indice. S é fechado evidentemente, pela propria definigdo . Mais ainda, S é
compacto, pela limitacdo uniforme. Sejam U C V abertos tais que:

1. S Cc U, com U homeomorfo a uma bola.
2. Os fechos U e V de U e V, sio compactos contidos em intRY.
V\U é, entio , compacto e
flz) >0, Yz e V\U
pois z ndo pode ser saturado (z ¢ S); logo

Jec > 0 tal que max{| fi(z) |} > ¢> 0, Vz € V\U.

Comparando isto com ( 2.34) observamos que a equagdo perturbada ( 2.33)
néo pode ter pontos de equilibrio em V\U se ¢ é escolhido adequadamente.

O grau de ( 2.34) coincide (por homotopia) com o grau de ( 2.23) com
respeito a U e é, entdo , (—1)".

Q.E.D.

Observagao. No caso f(z) = Az + r, como f é uma fung¢ao afim,
max{| fi(z) |} 2 ¢>0, Yz € V\U

garante que f é inversivel e dai a unicidade do ponto de equilibrio interior.
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2.2.4 Condicoes necessarias para permanéncia

Teorema 2.2.4..1 Se a equagdo de Lotka-Volterra ( 2.11) é permanente,
entdo existe um iunico ponto de equilibrio interior . Mais ainda, para cada
z em intRY ,

1 L 1
.1 -
Am = | xt)dt =2

Prova. O teorema do indice ( 2.2.2..1), implica a existencia de pelo menos
um ponto de equilibrio interior . Se existirem dois, entdo a linha reta | que
os liga, consistird s6 de pontos de equilibrios. Como [ intercepta R}, che-
gamos numa contradi¢do, pois dR} é repulsor, e entdo nao pode ter pontos
de equilibrio arbitrariamente préximos. A unicidade do ponto de equilibrio
interior e a permanéncia, garantem que ( 2.11) esta nas hipéteses do principio
de Volterra (teorema ( 2.1.2..2)).

Q.E.D.

Teorema 2.2.4..2 Suponhamos que ( 2.11) € permanente e denotemos por
D a matriz jacobiana do campo associado a tal equagdo , calculada no inico
ponto de equilibrio interior Z. Entao

(=1)*detD > 0 (2.36)
D < 0 (2.37)
(-1)"detA > 0. (2.38)

Prova. & € a tnica solugao de —r = Az, logo A é nao singular. Pelo teorema
do indice, ind(&) = (—1)".
Seja.m (d,‘j) =De (a,-j) = A.

ai%(ﬂ?f[ﬂ + (Az)i]) = 6ij(ri + (Az):) + zias

32



Sustituindo # na equagao acima, concluimos que d;; = Z;a;j, e dai que D
também é nao singular.
Agora ind(&) é o sinal de det D, ou seja

(=1)" = sinal(det D)

B det D
| det D |
e dai segue-se ( 2.36).
Se X é a matriz diagonal associada ao vetor (&,...,%,) , entdo D =
XA, edal
det D = 1,---&,det A.
Como

B100-2, >0, (=1)"det A >0

e temos que ( 2.38) também vale.
Para mostrar ( 2.37), suponhamos que ( 2.11) é permanente e multipli-
quemos a direita pela fungao positiva

B(z) = IL,oi
onde os s; serao escolhidos depois. A equagao resultante
& = hi(z), i=1,...,n (2.39)

onde

hy = @il +Zﬂ:a,-jx;)8(x), (240)

difere de ( 2.11) sé numa mudanga na velocidade, e continua sendo, entdo
permanente.

?

Dado que
oh = B@lsre+ (42)) + wiaa
obtemos . s
div(h)(z) = B(w)[Zs.»(r,-+(A:r),—) + Zm;a;;] (2.41)

=1
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a qual no ponto de equilibrio reduz-se a

Temos que
Zau vj — ;) = (Az)i— (AZ); = (Az)i+m

Saalwi— ) = Yawwi— Y auki = Y awzi —tr(D)
e assim, d; ( 2.41) tiramos qlle | ‘
div(h)(z) = :r){Zs[Za,, j=a3)] + ;a,-,-(:z:,-—:i;) + tr(D)}. (2.43)
Como
Z{:S:‘[;ai}(-’l’j‘_é;‘)] = Z%Z i(z; — 2;)
ZZa,Js
= g(;%‘&' (z; — ),

por ( 2.43) concluimos que
div(h)(z) = B(x)[D_(z; — #;)(Q_ siai; +a;5) + tr(D)).
) t
Dado que A € nao singular, podemos escolher os s; tais que
ZS;a,-J- + a;; = 0.
Assim

div(h)(z) = B(z)tr(D). (2.44)

Sejam G um conjunto mensuravel em intRY, ¢;(z) o fluxo de ( 2.39),
2(G) = G@) = {y=2(t): z€G).
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O volume de G(t), pela férmula de Liouville, verifica a equagao
a(l) = /G o @) dar ) (2.45)
t

Analogo a como foi feito na prova do teorema do indice, a permanéncia
implica que para toda bola U em ntR, existem um T > 0 e um conjunto
compacto K contido em intR, tais que

er(U) = U(T) C K;
se escolhermos U D K, entao
3t, tal que V(to) < 0.

De ( 2.45) e ( 2.44), concluimos que tr(D) < 0, e isto finalmente mostra
( 2.37).

Q.E.D.

Observagaol. A ultima parte da prova acima mostra que o fluxo da equagao
de Lotka-Volterra ( 2.11), é expansivo, contrativo ou preserva o volume, se-
gundo tr( D) seja positivo, negativo ou zero respectivamente.
Observagio2. ( 2.36) e ( 2.38) também valem para a persisténcia robusta,
pois o teorema do indice também vale ai.

Terminamos esta secao com uma outra condi¢ao necessaria para a per-
manéncia de ( 2.11).

Teorema 2.2.4..3 Suponhamos que a equagdo de Lotka-Volterra ( 2.11) €
permanente ou robustamente persistente e que admite um unico ponto critico
y no interior da face zx=0. Entdo , o menor A¥) obtido omitindo a fila e
coluna k-ésimas de A, satisfaz

(-1)*1detA® > 0

Prova. Se % é solugao de Az = —r, entdao , por Cramer, temos

1
det A

=

det(ag,. ey Tiyas 'saiﬂ)
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onde o r; encontra-se no k-ésimo lugar. Desenvolvendo segundo a k-ésima
fila resulta

i .k
— det, Ai’;_ = Z qtl':-j,-(—l)k-l-'l| det(a,-l, ae o g Thyesidy (I,‘n) (2.46)
2

=1

onde aj; = axj se k # j, aw =i € detf indica que forom omitidas a k-fila e
a j-coluna.
Como ¥y = (Y1, -»¥Uk—1,0,Yx41,-- -, Yn) é ponto interior na face zx = 0,
entao
(Ay); + . = 0, Vi#k

Ou seja,
A(k)y(k‘) * rB) = 0

onde r*) = (1, ..., 7k—1, k41, -, Tn), € andlogo para y*).
Voltando a ( 2.46),

k k
dft(aﬂ,. sy s O] = det A®

onde r; esta no lugar k; e se k # j (por Cramer)

k
det(@ity -y by -y by, - 0in) = (det Ay,
X

onde b, e by sdo a;; e r; ou viceversa, segundo j > k ou j < k. Assim ( 2.46)
torna-se
—(det A)dx = (ri+ D axjy;)det AW (2.47)
i#k
pois em ( 2.46) r; forma a coluna k, enquanto que no calculo de y;, pelo
método de Cramer, esta na coluna j, logo basta aplicar a propriedade do
determinante referente a troca de sinal na permutagdo das colunas.

Como na demostragdo do teorema ( 2.2.3..2), permanéncia ou per-
sisténcia robusta implicam a néao existéncia de pontos de equilibrio saturados
no bordo, ou seja que os valores proprios transversais tém que ser positivos.

Podemos por a equagdo ( 2.47) na forma

detA

—amt = et ey = i+ (Ay

k#j
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que sera positivo pelo comentario acima; observemos que detA®) = 0 por

( 2.47), ja que det A # 0. Entao

a1 (detA . detA .
(=1) (—1)**-%1!@::,4(’*)I = =) (—1)“-1.:4h=:tA(’=)m

= Tk—l-(Ay)k > 0

Pelo teorema anterior e a observagao 2, (—1)""'det A > 0.

Q.E.D.

2.2.5 Condigoes suficientes para permanéncia

Teorema 2.2.5..1 A equagcdo da dinamica de jogos ( 2.12) € permanente
se eziste um ponto p no interior de S, tal que

p-Ax > z- Az (2.48)
para todo ponto de equilibrio x em 88S,.
Prova. Basta mostrar que a funcao

P(z) = M2 ,=F (2.49)
é uma funcao media de Liapunov. E claro que P(z) > 0 em S, e é zero s

se £ € OSy. .
Por inducao na dimensdo, vé-se facilmente que P = WP para

U(z) = p-Az — z- Az

e por inducao também ve-se que
T
Vy € 8S,, 3T > 0 tal que f U(yd))dt > 0; (2.50)
0

esta ultima inducdo é no numero r de componentes positivas de y. Nos
somente mostraremos a segunda, cuja dificuldade é claramente maior.

Sem perda de generalidade, podemos supor que y = y;e;, onde ¢; é o
vetor canénico (1,0,...,0); e dai,

U(y) = yl(P' Aey) — yf(fh - Aey).
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Entao
U(y) > yi(p- Aey —er- Aey) = 1 ¥(er),

jaque 0 <y £1.

Como e; é um vértice de S,, é de equilibrio, logo ¥(e;) > 0 e assim
U(y) > 0. Pela continuidade, o caso » = 1 vale. Suponhamos agora que
( 2.50) é valida para r < m, e que

I = sup(y) = {i: yi # 0}
tenha cardinalidade m. Nés distinguimos dois casos, a saber:

1. w(y) C 95.(1) onde
Sall) = s €85, z=0Y: ¢ I}

ou seja, Sp(I) é a face de S, que contém y no seu interior. Como
y tem m componentes nao nulas, entdo y pertence ao interior dum
dos subsimplexos de S,,; logo o bordo desse serd uma unido de m — 1
simplexos. Concluimos que w(y) esta contido numa unido de faces de
dimensao menor ou igual a m — 1. Pela nossa suposi¢ao, ( 2.50) vale
para todo z € w(y) e pelo lema ( 2.2.1..1) também vale para y .

2. w(y) ¢ 9S.(I).

Neste caso
Je > 0,37, —» +ootal que yi(tx) > eViel, k=1,2,...

Escrevemos

75:(T) = T.[ yi(t)dt e af /Ty ) - Ay(t) d

que sdo fungodes limitadas de T'. Entdo , existe uma subseqiéncia de
T, que continuamos denotando T}, tal que #;(7%) e a(7}) convergem a
limites Z; e @ respectivos.

Para : € I, temos

(Iny:) = (Ay): — y- Ay
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e portanto, integrando em [0, 7] e dividindo por T}, obtemos

Tk(ln vi(Te) — Ingi(0)) = (A§(Th)): — a(Tk). (2.51)

Pela suposi¢ao acima, o primeiro termo da esquerda fica limitado, entao
passando ao limite em k, ( 2.51) resulta

(Az); = aViel (2.52)

E imediato que % = 1 e #; > 0 (pois isto vale para y;(t)) Vi € I e
z; =0set? ¢ I. Entao

Z Zi(Az); = ) ia

e dai,
T-AT = a

de onde sai que Z ¢ um ponto de equilibrio em S,(I) por ( 2.52). Agora,

51{][, W(y(t))dt = Zp. f (Ay(t)): — y(t) - Ay(t)] dt

COIIVCI'gB a

Y pil(Az); — &+ Az) = p- AT —Z - AZ

=1
o qual é positivo por ( 2.48). Isto implica ( 2.50) e portanto a per-
maneéncia.

Q.E.D.

Observagio3. E claro (novamente) que se {z, = 0} é repulsor,basta checar
a condigdo nas outras faces de 0.5,.
Observacaod:

39



a). Pela demostragdo acima, para conseguir permanéncia, basta encontrar
solugdes positivas p para as inequagdes lineares

z p.'[(A.'B),'— :L’.A.‘E] >0 (2.53)

1:x;=0

onde z percorre os pontos de equilibrios de 95, (usa-se que Y p; = 1, pois
p € intS,). Isto é claro pois no passo de indugao sé se precisa ( 2.53).
b). Os coeficientes (Az); — z.Ax sdo valores préprios transversais em .
Portanto, se um ponto de equilibrio de 8, for saturado, ndo ha chance de
existir uma tal fungao.
c). Se existe um continuo de pontos de equilibrios em S, entdo basta
checar ( 2.53) nos pontos extremos do continuo, como veremos logo depois
do seguinte teorema , e isto prova que o niumero de desigualdades em ( 2.53)
pode ser grande mas é finito.

Pela parte b) da observagao é claro o seguinte

Corolério 2.2.5..1 Se ( 2.12) ndo tem pontos de equilibrio no bordo de S,
entdo € permanente se e so se existe um ponto p no interior de S, tal que

prAz > z- Az. (2.54)

Prova. Os valores préprios transversais (quando existem) sdo positivos, logo
€ trivial definir ¥ como no teorema anterior.

Q.E.D.

Teorema 2.2.5..2 A equagao ( 2.11°) € permanente se existe p em intRY
tal que

p-(r+ Az) > 0 (2.55)
para todo ponto de equilibrio = em ORY ; ou seja, se eziste uma solugdo p
positiva para

Z p;[?‘,‘ + (A:B),'] >0 (256)

1:x;=0

onde z percorre 0s pontos de equilibrios de OR} .
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Prova. Como vimos na demostr¢ao do teorema ( 2.1.1..1), se escrevemos
a equagao ( 2.11) na variavel z = (21,...,2,) € R’ , temos associado uma
equagao do tipo ( 2.12)

z; = :::,-[(/i:r),--—:r-.ria:], t=1....n4+1

com
~ A r
A= (5 4)
onde
™
r= N
Tn—1,n-1
e i .
= ﬁ(zl,...,zml), sendo a(z) = gz;.
Analogamente seja
1
-
=T (1)
onde p é dado pelas hipéteses. Entao
(AZ)] ™
e 1 x
p-Az = ———(p,1 :
¢ @@ "V | (a2)a r,
0
——(p- Az+p 1)
= “Az+p-r
a(z)a(p)
e
(AZ)] ™
~ 1 :
z-Az = ) 3y Zny :
oz N (4
0
i 1 A
= a(z)Q(Z' z+z-1)
1
= @'y . (AZ + T').



Os pontos de equilibrio se correspondem nas duas equagoes , logo, se z é
ponto de equilibrio em 95,41, z sera ponto de equilibrio em R, e portanto

z:(Az+7r) =0

logo i :
prAz > z-Azx

e pelo teorema ( 2.2.5..1) junto com a observagao 3, concluimos que ( 2.11)
¢é permanente.

Q.E.D.

Observagao5. Usando ( 2.1.1..1) a parte c) da observagdo 4, decorre do
seguinte raciocinio:

se | é uma reta que liga x;, z,, pontos de equilibrios externais, entiao se
p-(r + Azy), p-(r + Azz) > 0Oep-(r + Az) < 0 para algum x no
segmento [z1, ¥, teremos que a fungao

O)=p-[r + A(z2t + (1 — t)z1)]

verifica

©(0)>0, ©(1) >0
Jtg: O(ly) =0
onde O(%) é o angulo entre p e r + A(zat + (1 —t)z,). Isto é absurdo ja que
@(t) =p- [T - A(:’Bg — .‘Il)] = cle.

Uma condigao geométrica para permanéncia é dada pelo seguinte:

Teorema 2.2.5..3 Se o conjunto D = { z€ R} : 7+ Az <0 } (onde as
espécies nao crescem) € disjunto da envoltoria conveza C de todos os pontos
de equilibrios do bordo de R , entdo ( 2.11°) é permanente.
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Prova. Um ponto de equilibrio z de ( 2.11) estd em D se e s6 se é saturado.
A suposicao C(ND = 0 implica a ndo existéncia de pontos de equilibrio
saturados no bordo. O teorema do indice mostra entao , a existéncia dum
ponto de equilibrio interior Z; este ponto € unico pois de outra forma, teriamos
uma reta de pontos de equilibrio (onde os interiores sao sempre saturados)
intersetando OR%, ou seja, CND # 0, o que é absurdo. Segue-se que A é
nao singular.
O conjunto convexo, C, pode ser separado do conjunto convexo

B = {z € R": r+ Az < 0}
por um funcional linear A : R* — R da forma A(z) = p-z. Como A é nao
singular, pode ser escolhido p tal que A(z) = pA -z (p = pA). Assim
p-Az > p- Az
para todo z € De para todo ponto de equilibrio z € JR}. Em particular

obtemos

p-Az > p-Az = —p-r
e dai

p-(Az+r) > 0

e isto, junto com o teorema ( 2.2.5..2), conclui a prova se mostrarmos que p
é positivo. Para ver isto, fagamos o seguinte:
Seja v qualquer vetor de R* com Av < 0. Entdo & + cv pertence a D para
todo ¢ > 0 pois

r+A(Z+cv) = cAv <0
logo

p-Az 2 p-Az +cp- Av.
Entado como ¢ > 0 é arbitrario, p - Av < 0 para tais v. Agora

p-Av<0Vv: Av<0 = p2>0.

Como
{p:p-(r+ Az) >0, Yz € R"}

¢ um aberto em R", para cada z € R} ,de equilibrio, podemos escolher
p. > 0 numa vizinhanga de z, no conjunto S dos pontos de equilibrio que
estao no bordo, dR%, de R} . Como S é compacto existe p > 0 tal que

p-Az > —p-r Vz€ S
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e com isto completamos a prova.

Q.E.D.
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Parte 11
Estabilidade na equacao de
Lotka-Volterra

3.1 Estabilidade em comunidades com n espécies

3.1.1 Mutualismo e M-matrizes

Nesta parte toda, estudaremos a relagao entre as propriedades de esta-
bilidade da equagao de Lotka-Volterra ( 2.11), e as propriedades algébricas
da matriz de interagaio A = (a;;). Como ilustragio, comegamos com uma
secao dedicada ao “mutualismo”, onde tal relacionamento é bastante obvio
(Para o conceito de mutualismo ver [2, pag 253]). Para tal situagdo, temos a
seguinte restrigao da equagao de Lotka-Volterra :

T; = zi(ri + Loy @i5%5), t=1,...,m;
{%‘ >0,1<i# j<n. (3.57)

Lema 3.1.1..1 Se a matriz de interagao A tem um vetor proprio (esquerdo)
v > 0 com valor préprio A > 0, entdo ( 2.11) tem solugées que sdo ndo
limitadas para t crescendo indefinidamente.

Prova. Podemos supor vA = Av comv > 0e ) ;v; =1 onde v = (vy,...,v,).
Consideremos a fungao

P(z) = Itz
e os conjuntos

M, = {z € R}: P(z)> a}.
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Como v € S, (pela nossa suposicao) e S, é convexo, entao, se z; > 0 Vz,
teremos que

Zv; Inz; < ln(Z vz;)) = P(z) < Z VT

E dai, em M, teremos

oM pay oy~ 5

il
P

Il
@ B o e
.
+
e
pS
)

2

Para o suficientemente grande, tiramos que P > 0. Os conjuntos M,
sao entao invariantes positivamente, e assim, as orbitas de pontos nos tais
conjuntos, escapam ao infinito.

Q.E.D.

Teorema 3.1.1..1 Consideremos a equagio ( 3.57) , e suponhamos que
admite um ponto de equilibrio interior &. Entdo , as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(M1). As orbitas em RY sdo uniformemente limitadas quando t — +o0.
(M2). A matriz A € estdvel, ou seja: RA <0 VA € o(A).

(M3). Os menores principais de A, alternam o seu sinal:

(—].)"F det(aij)i<ij<k > 0. (3.58)
(M4). Para todo ¢ > 0, ezxiste um = > 0 tal que:
Az + ¢ =0 (3.59)

(M5). Eziste um & > 0 tal que Az < 0.

(M6). O ponto de equilibrio & € globalmente assintdticamente estdvel em
intRY , e todas as drbitas (também as do bordo) sdo uniformemente limitadas
quando t — —+o0.
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Prova:
M1 = M2. Dado que A é mutual, podemos escreve-la na forma

A= B — ¢l

onde ¢ > 0 e B é uma matriz nao negativa. Como B esta nas hipoteses do te-
orema de Perron-Frobenius [6, pag 64-65], existe um valor préprio dominante
p > 0 (ou seja, p é autovalor =| p |< p) com autovetores esquerdos e direitos
nao negativos, v > 0 e u > 0 respectivamente (ou seja: vA = pv, Au = pu).
E evidente que tanto v quanto u sio vetores préprios de A com autovalor
p—c=A. M1 junto com o lema anterior, mostram que A < 0.

Vamos supor que A = 0. Entao Au = 0, logo, £+1tu,t € R, corresponde
a pontos de equilibrio de ( 3.57), e isto contradiz M1. Entao A < 0. Mas
todo autovalor tem parte real menor do que ou igual a A, logo A é estavel.
M2 = M3. Como A é estavel, det A tem sinal (—1)*. O mesmo vale para
toda submatriz principal de A. De fato, se J C {1,...,n}, a submatriz prin-
cipal By = (bi;)ijes de B tem autovalor dominante p(J) o qual nao é maior
do que o autovalor dominante p de B. Assim, as submatrizes Ay = By — cl
também sdo estaveis, e seus determinantes tém sinais (—1)°*"%) respectiva-
mente.
M3 = M4. Procedemos por indugdo em n. O caso n = 1 é trivial, pois

= (a) com —det A = —a > 0 e dai a < 0, entédo

ar 4+ =0, 30 = 25 0,

Vamos supor que o resultado é vélido para comunidades de m espécies,
com m < n. Seja (¢1,...,¢,) > 0; a;; < 0 dados por hipétese. Eliminando
z, da primeira equagao envolvida em ( 3.59), multiplicando por a;;/ay; e
subtraindo da i-ésima, obtemos

il ,— n
_‘TZ(Z a7k + 1) + (Z AikTr +cx) =
k=1 k=1

a

n
Qg
—(anz + E G:l_—'ﬂ?k + _Cl) +apr; + E CaikTk + ¢
k=2 91 an k=2

= Y [(aw— ——le)xk + (& — _Cl)]

k=2
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que sao n — 1 equagoes .
Sejam
a; i a; 5 G
G =G —ap— e & =ci —a—, 1<4,7 < n,
ap a1
(111<0, a,1_>_UV13£1 == E,ZC;>0,VI

Isto nos da um sistema linear em zg,...,&n:

Sanekta = 0, i=1m (3.60)
k=2
Agora,
ap; @iz ...d1k
det(aijhicijen = det 0 axp ...axn
0 Gk ...a¢kk

= ay det(ai;)a<ij<k
pelas propriedades de multilinearidade dos determinantes.
ayp < Oe (—l)k det(a.-_,-)ls.-.jgk >0 = (*—-l)k_l det(ﬁ{j)zgg'jgk >0

e assim, a matriz A = (&;;) verifica M3. Por hipéteses de indugio, ( 3.60)
tem uma solugao positiva (Z,,...,%,). Isto fornece uma solugio positiva
(z1,%2,...,Za) de ( 3.59), pois

n
2. >0, ¢ >0 = —anr = Zalkik +
k=2

de onde z; > 0.
M4 = M5. Trivial.
M5 = M6. Por mutualismo (a;; > 0 se i # j) M5 implica que existem

dy,...,dn > 0 tais que a;idi + ) | aij | d; < 0. (3.61)
i#]

Basta tomar z = (d,,...,d,). Uma matriz A que verifica ( 3.61) se diz que é
diagonalmente dominante. Vejamos que esta condigao assegura estabilidade
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assintética global do ponto de equilibrio # (o qual existe por hipétese) para
sistemas de Lotka-Volterra gerais, ndo sé6 mutuais.
Com efeito, seja
Vih w5 s LS . o f (3.62)
- i=1,...,n d'- . " ’
Entao
Viz) 20, eV(z)=0 < 2 = &

Os conjuntos de nivel sio caixas de aresta 2d;, centradas em %, que como
veremos, sao os bordos de conjuntos compactos invariantes positivamente;
mais ainda, se z € tal que | z; — &; | /d; é maximal, entao

| T — :%; | T = i’;sina((:r; e 52'.)
= :L‘g[a;;(m; - Z;) + Za,‘j(xj — &;)]stnal(z; — ;)
pry
< wmifag|@i— & [+ | ai ||z — 5]
i
< zV(z)|audi + 3 | aij | dj]
i#i

< 0, Yz # 2 emintR].

Concluimos que V(z) é uma funcdo de Liapunov estrita e dai ( 3.57) é global-
mente assintéticamente estavel (em intRY} ). Pela mesma razao, as érbitas
do bordo sdo uniformemente limitadas (basta restringir a fun¢do de Liapunov

e usar a observagao 1 da primeira segao da parte 2).
M6 = M1. E trivial.

Q.E.D.

Observagao 1:

a). Se & estd em uma face, também sera assintéticamente estavel.

b). Resulta a unicidade do ponto & (interior), ji que A é nao singular.

c). Nas hipéteses do teorema , ( 3.57) € permanente evidentemente.

d). Se & esta suficientemente perto de uma face, nessa face teremos per-
manéncia.

Exemplo . Para n = 3, as condigdes do teorema sao equivalentes a a; < 0 e
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det(A) < 0, pois:

ai; > 0,

ay;; Qg

= anayp — ai2a3 > 0

azy ap2

entao
apGzy > ajpaz > 0

b
logo

azg > 0: (=1)°detA > 0
edaidetA < 0.

Por dltimo

ay; ap a1l aiz

asy

a1 dag2
az; asz

a3 — a3 + ass < 0.

Gz1 Q22

O primeiro e segundo termos sdo ndo negativos pois os a;; sao nao negativos
se 1 # j, entdo azz < 0.

Definigao 3.1.1..1 Seja A uma matriz arbitrdria. Se A satisfaz qualquer
uma das afirmagées equivalentes do teorema ( 8.1.1..1) entdo -A chama-se
uma M-matriz (nao singular).

3.1.2 Limitagao uniforme e B-matrizes
Agora pretendemos caracterizar a limitagdo uniforme.

Teorema 3.1.2..1 As seguinles condi¢ées sdo equivalentes para uma ma-
triz A:

(B1). Para todo v € R,, as solugées da equagio de Lotka-Volterra ( 2.11)
sao uniformemente limitadas para { — +o0.

(B2). A origem 0 é globalmente assintoticamente estdvel para as solugées de

:i:,' = m;(Aa:),', =5 1,.. oy T (363)
em RY.
(B3). Se existex > 0 (z # 0) e um A real tal que

g:(Ax); = gy 1= Loy (3.64)
entao A < 0.
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Prova. Como ja vimos no teorema ( 2.1.1..1), com a mudanga de variaveis
(projetiva)
Gp= ol L4 Y = Lo
{ Znp1 = 1/1+ 33 {6%)

a equagao ( 2.11) se transforma na equagao replicador (como também € cha-
mada a equagdo da dinamica de jogos)

{ o = zi(T; anizi + ez —@(2)) , k=1,...,n (3.66)

Zng1 = ——zn+1(_1(2)

onde z varia em Sy, €
a(z) = Za,-jzgz_,- + Zna1 Zrkzk.
] k

B3 = Bl. Temos que mostrar que o conjunto
é repulsor; ou seja,

Je> 0 liminfzwl > U, Vz € Sﬂ.H, Vzn+1 >
—+0co

Para isto, basta mostrar que a funcao P(z) = 2,41 é¢ uma fung¢éo de Liapunov
media numa vizinhanga de F,,. Pelo mesmo argumento utilizado no teorema
(2.2.5..1), isto vale se e sé se

P(E) . z.n+1
P(E) Zn41

para todo ponto de equilibrio z tal que z,4; = 0. Tais pontos de equilibrio
“no infinito”, por ( 3.66), verificam

l:==—a(2) >0 (3.67)

z:(Az); = a(2)z. (3.68)

Agora, por hipétese, a(z) < 0.
B1 = B2. Por hipodtese existe uma constante k£ > 0 tal que o conjunto

Bk={$€Ri: I,SkV:}
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contém os w-limites de solugdes de ( 2.11) com r = 0, ou seja de ( 3.63).

yeEw(r) = yu; <kWV:

Como ( 3.63) é homogeneo, az(at) = y(t) também serd solugao . Com efeito
seja y(t) = az(2).

%i(t) = —zi(

= yi(t)(Ay(?)):
ou seja que y(t) é solugéo de ( 3.63). Agora seja z € w(y). Entao

3t — oo tal que y(tx) — =

logo
173
az(—
(o:) —_— z
ou seja
;I:(tk) g 1
— -2z
a o

e com isto iz sera um ponto w — limite de z o que implica
z; < ak Vi e assim z; < akV:

e dai,
w(y) C Bak Vy.

Fazendo « tender a zero, concluimos.
B2 = B3. Seja & > 0 satisfazendo ( 3.64). Entao a semi-reta

L=tz £ >0}

é invariante, por ( 3.63); pois se o segundo membro da equagio ( 3.63) é uma
expressao da forma

fi(z) = zy(Az);, i =1,...,n
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entdao f(L) C L (se o campo deixa invariante um conjunto linear, esse con-
junto é invariante pelo fluxo).
Se y =1z € L, entao

3;',‘(.'5) = t:?:,-(s)
= 1z(s)(AZ(s)):
= tAZi(s)
Ayi(s)
para todo 7 =1,...,n, ou seja que em L o fluxo sereduz a y = Ay. Se A > 0

as orbitas nao sao limitadas. Se A = 0, L consiste so de pontos de equilibrio
o que contradiz a limitagao uniforme. Concluimos que A < 0.

Q.E.D.

Observagaol.
a). Da iltima parte da prova tiramos que se & = (2y,...,z,) satisfaz ( 3.64),
entao é vetor proprio (esquerdo ou direito), pois ( 3.64) implica

(mla <. ’Iﬂ) d A("‘rl?‘ L ’z")i = /\(id’:,)

que, multiplicando por (zi,...,2,)" nos da

n

(il z2)Az = /\(Z BBy o B

1=1

logo
n
Az = AI( r::0 :Z‘)'E
i=1 T¢

e assim L é uma diregdo principal assintética.

b). Os z em ( 3.68) correspondem a pontos criticos de ( 3.65). O correspon-
dente valor proprio transversal é —A = —a(z). A condi¢ao A < 0 implica 2z
nao saturado.

Definigao 3.1.2..1 Dizemos que uma matriz A é uma B-matriz, se verifica
as condi¢ées do teorema ( 3.1.2..1).
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Teorema 3.1.2..2 Uma mairiz A € B-malriz, se e sé se verifica:
(B4). Para todo z > 0 (z # 0) eziste um i tal que x; > 0 ¢ (Az); < 0.

Prova. B4 = B3 é obvio. Para a reciproca, mostramos que Bl a B3
implicam que a matriz trasposta, A*, de A verifica B4 e pelo ja demostrado,
verifica B3. Desta forma a classe de B-matrizes é fechada sob trasposi¢oes.
Logo A verificara BA4.

Suponhamos que Bl ou B2 valem para A mas que A* nao satisfaz B4.
Entao

3p 20, p#0 tal que p;(A'p): = 0 Vi.

Dado que
(A'p)i = (pA)i 2 0 Vi € sup(p)' =1

entao
p-Az > 0Vz: sup(z) C I.

A fungdo P(z) = Il;af", satisfaz

= p-(r+ Azx)
= p:T+p:Azx.

Esta expressao é nao negativa para r = 0 e ainda positiva para r > 0. Assim
P cresce ao longo da drbita de z, se sup(z) = sup(p). Todas estas solugoes
escapam de todo compacto, o que contradiz a hipétese.

Q.E.D.

Observagao2. En termos bioldgicos, o teorema acima quer dizer que para
cada estado z # 0, existe pelo menos uma espécie ¢ cuja taxa de crescimento
vé-se reduzida pela interacao com as outras espécies.

Exemplo 1. Para n = 2 A é B-matriz se e so se a; < 0, e, para interagdes
mutuais, em adigao, detA > 0.

Exemplo 2. Se A é uma B-matriz e D é uma matriz diagonal positiva, entdo
tanto DA e AD quanto toda submatriz principal de A, sao B-matrizes:
Sejam My,...,An, os valores préprios de D, e z > 0 (z # 0). Pelo teorema

1 sup foi definido na prova do teorema 2.2.5..1
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( 3.1.2..2), existe um indice i tal que z; > 0 e (Az); <0
Entao
(DA)): = [D(A2)): M(Aa): < 0

- (* 3

onde os * denotam as submatrizes correspondentes a k-submatriz principal
Ag; sejam

Analogo para AD.
Seja

Y= (Z1;.04,Tk;0,...,0) = 0 (y #0) logoz = (21,...,2) = 0(z £ 0).
Por B4 existe ¢ < k tal que
yi(Ay): < 0. logo z;(A*z); < 0.

Quando A é B-matriz, a equagao de Lotka-Volterra ( 2.11) tem 6rbitas
uniformemente limitadas, e entao o teorema do indice aplica-se. Também po-
demos aplicar o teorema do indice (geral) para a equagio replicador ( 2.12)
e argumentar que B3 proibe a existéncia de pontos de equilibrios saturados
com zn41 = 0 (observagio 1.b). Entao todos os pontos de equilibrios satu-
rados de ( 2.12) correspondem a pontos de equilibrios saturados “finitos” de
( 2.11). Alids, vale o seguinte resultado “parcial” na dire¢do contréria, cuja
demostracio deixamos como exercicio.

Teorema 3.1.2..3 As condigées Bl até B3, sdo equivalentes com as se-
guintes:

(B5). Para todor € R*, ( 2.11) tem um ponto de equilibrio saturado. Mais
ainda, o mesmo vale para todo subsistema.

(B6). Para todor <0, (2.11) tem sé um ponto critico saturado, a saber, 0
(vetor nulo).

Concluimos este paragrafo com mais uma condigao suficiente para B-
matrizes.

Teorema 3.1.2..4 Se toda submatriz principal de A € B-maltriz e det(—A) >
0, entao A também € B-matriz.

99



Prova. Suponhamos que A nao é B-matriz .
Por B3

IA 20, 20 (z #£0) tal que z:(Az)i= Az, e=1,...,n.

Notemos que z nao pertence a R, pois nesse caso, podemos supor =, = 0
(a menos de renomear as variaveis) e se A,_; € a submatriz que resulta de
tirar a n-ésima fila e n-ésima coluna, entao

zi(An-12)i =Mz, t=1,...,n—1

com A > 0 (como ja observamos no comego do segunda parte, restrigoes
de equagdes de Lotka-Volterra dio novamente equagdes de Lotka-Volterra) o
que contradiz que A,_; seja B-matriz. Logo =z > 0.

Por outro lado, se A = 0, Az = 0 o que impede que det A # 0. Con-
cluimos pois, que z € intR} e A > 0.

Temos (Az); = A > 0, entao

x A
A o= = > 0.
( 1+z:j;cj) T+o;% ¢
Definindo .
zi=————,1=1,...,n; 241 =0
1+y,;z +1
e z=(z1,...,24,0), resulta que z é o tinico ponto de equilibrio da equagao

( 3.66) que ¢é interior a face 2,41 de Sp41 (sendo teriamos dois distintos, mas
det A # 0). Além do mais,

F=Biyeonta) = [AB)i=p> 0 (gt =2 AF)-

Por Cramer obtemos
zndet A = pdet A,

onde A, se obtem da matriz A substutuindo a iltima coluna por uma coluna
de uns. Substraindo a udltima linha de cada uma das primeiras n — 1 linhas
respectivamente, obtemos

det A, = det A',

onde A’ é a matriz (n — 1)x(n — 1) correspondente a equagdao de Lotka-
Volterra conjugada da equacdo da dinamica de jogos restringida a face z,4;
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(ver observagao 3 ao pé do teorema 2.1.1..1). Usando a equagao ( 2.32)
e tendo em conta que o ponto € interior vé-se que o sinal do det A’ é o
mesmo que o sinal do Jacobiano do campo associado a esta equagao de Lotka-
Volterra, em z. Logo o ponto é regular e o seu indice é —sinaldet A. Desta
forma, na face z,4; teremos ind(z) = ind(z) e ind(z) = —sinaldet A.

Para r = 0, ( 3.63) ndo tem pontos de equilibrio interiores, pois det A #
0. Mais ainda, por B2 as orbitas do bordo convergem a origem.

Agora,ind(0) = 0, pois se A ndo é B-matriz , A' também nédo é. Por
B4, existe p > 0 com A’p > 0. Logo, se z > 0, entdo A'p-z > 0, ou seja que
p-Az 2 0. Assim

0 < p-Az <0

e dai
Az > 0 tal que Az <0

mas isto quer dizer que ind(0) = 0.
Para concluir, temos demostrado que o tnico ponto de equilibrio de
( 3.66) com indice nao nulo é z, entdo pelo teorema do indice (geral)

ind(z) = (-1)"
logo
sinaldet(—A) = —1
o que é absurdo, e completa a prova.
Q.E.D.

Exemplo . Uma matriz A com padrio de sinais

_+_
- - 4
+.__.

o qual corresponde a um sistema predador-presa (ciclico), é B-matriz se e sé
se detA < 0, pois as submatrizes principais tém padrdes

- +
que por sua vez tém matrizes opostas com determinante positivo.
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3.1.3 VL-estabilidade e estabilidade global

Nesta secao, retomamos o conceito mais forte de estabilidade, a saber,
a estabilidade assintética global.

Definigao 3.1.3..1 Uma matriz A chama-se Volterra-Liapunov estdvel (e
escrevemos simplesmente VL-estdvel) se existe uma matriz diagonal positiva
D, tal que a matriz simétrica DA + A'D € definida positiva, ou seja, se
ezistern numeros positivos

di,...,dn, tais que Y diajziz; < 0, Vo #0 (3.69)

i,j=1

Observagaol. Que A seja VL-estavel significa que para certos d; > 0, a
funcao

V(:D) = i d.-:c?

¢ uma fungao de Liapunov estrita para a equagdao & = Az, e com isto, que os
elipsdides

{z:V(z)Lc,c>0}
sao estritamente positivamente invariantes.

Teorema 3.1.3..1 Se A € VL-estavel, entdao para todo vetor r em R", a
equagio de Lotka-Volterra ( 2.11) tem um ponto de equilibrio saturado as-
sintéticamente estdvel em R .

Prova. Primeiramente vejamos que ( 3.69) implica B4. Se
B = {Zy5i0048n) 520 (& £0)
podemos supor
z; >0 <= 1€ {l,...,s} C{l,...,n} (os primeiros s nao nulos)

Se dy,...,d, sao os da defini¢do ( 3.1.3..1), entdo

i=1 j‘_—l ¥

Zaij-'”j = za:’jmj 20 = de(zl diiZs)E: 2 0V =1,0isM
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e dai
n n

ZZ d,-a‘-j:z:j:c; 2 0

i=1 j=1
o qual contradiz a hipdtese.
Agora estamos nas hipdteses do teorema do indice geral, logo existe
pelo menos um ponto de equilibrio saturado Z. Seja V(z) a funcao definida
por

V(.’L‘) = id,—(i‘g In g :L‘;] (370)

1=1
para z > 0: sup(z) 2 sup(z). V tem um iinico maximo global em
Por outro lado

V(z) = Zd(m s
= Zd(m =) ('-‘”:-E-Za‘_,:cJ
- —Zda;, a:)(xj—:cj)
+ ;di(fi_xi)(ri‘{'zaijxj) (3.71)

]

pois se Az = z — T, entdo
d,‘(f:,‘ — ;) (r; + Z a;jxj) = —d; A :.C,-[‘r‘,' + Z a.—,-(Aa:j + 5:_,)]
J J
= —d;A m.'[z: ai; Dz;+ri+ ) ai;T;)
3 j
E— Z —d,'agj A z; Az;+d; A :B,'(T',' + E agj:f:,-)
J J

logo, somando em ¢, se obtem o anunciado.

Pela VL-estabilidade, o primeiro termo de ( 3.71) é positivo se z—z # 0;
o segundo € nao negativo, dado que, se Z; > 0, como Z é de equilibrio teremos

A Z aijzj =0
J
e como também é saturado, se z; = 0, teremos

s -+ Z a,-ji'j S 0.
.|
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Logo Z é globalmente assintéticamente estavel.
Q.E.D.

Para concluir, caraterizamos de duas formas a VL estabilidade, nos
teoremas ( 3.1.3..2) e ( 3.1.3..3) abaixo.

Teorema 3.1.3..2 Seja A uma matriz reduzivel na forma

A1 Az
onde Ay e Az sao submalrizes principais. Entao , A é VL-estavel se e sé se

A, e A3 sdo VL-estdveis.

Prova. Se A é VL-estavel, é claro que tanto A; quanto A3 sao VL-estaveis,
pois em geral, qualquer submatriz principal sera VL-estavel; isto sai do fato
que se D é a matriz diagonal dada na definigao ( 3.1.3..1), para A, entdo

' (DA+ A'D)z < 0Vz #0.

Se tomamos Ay, uma submatriz principal, com I C {1,...,n}, restrigindo =
e D a I, continua valendo a mesma equagao , ou seja

x}(D;A; + A}Dl)l'; < 0 Vzy 75 0.

Provemos a reciproca. Sejam A; e A; VL-estaveis e D; e D; respec-
tivamente, como na defini¢dao ( 3.1.3..1). Definimos uma matriz diagonal D

como sendo o
_y 1
p=(% »)

D1 A, + ALD, D, A,
(D1A2)!  D3As+ ALD; |-

Temos reduzido o problema a mostrar que matrizes do tipo
B, B; . B, 0
0 B B Bs
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com B; e Bj simétricas definidas negativas, dao lugar a formas bilineares
definidas negativas, de onde, somando, obtemos o resultado. Como uma
matriz é definida negativa se e sé se a sua trasposta o é, basta provar que

B, B
0 Bs

é definida negativa, sendo sua diagonal formada por matrizes simétricas e
definidas negativas.

Por 1ltimo, se D1 A; + A{D, é simétrica e definida negativa e ¢ > 0,
(eD1)A; + Aj(eD;) também o é. Logo, basta mostrar que para algum € > 0

CB] 682
0 B;
é definida negativa sendo B; e B3 como acima. Mas

_1/2 ¢ Heg 1/2
(e z,y) y = z-Biz+¢€'“z- Byy +y- Bay.

Como B, e Bj sdo definidas negativas, resta tomar ¢ suficientemente pequeno
para concluir.

Q.E.D.

Observagao2. O teorema é valido também para

(A O
ek )

pois A é VL-estavel se e 56 se A* é VL-estéavel.

Observagao3. Na prova do teorema se viu que se A é VL-estdavel entao toda
submatriz principal também o é.

Exemplo. Se A é VL-estavel e D e D' sao matrizes diagonais positivas, entio
A', e DAD’ sao VL-estaveis.

E claro a partir da definicio que A' e DAD’ sio VL-estaveis se A o é.

Teorema 3.1.3..3 A € VL-estdvel se e so se para toda matriz Q definida
positiva, QA tem diagonal negativa (i.e.: todas as entradas da diagonal sdo
negativas).
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Prova. Por inducao na dimensao , n.

Se n =1 é trivial.

Suponhamos o teorema verdadeiro para dimensdes menores que n, e
seja A uma matriz nxn.

(=). Sejam
Ay A; Q1 Q:
A = e —
( A3 Qnnp ) Q ( Q3 Gnn
onde @ é definida positiva. Entao ¢n. > 0, ja que gnn = €, + Qe,. Por outro

lado, como A é VL-estavel e e, - (DA + A'D)e, = dnann, tiramos a,, < 0.
Por hipétese de inducao, a matriz

- QIAI *
QA B ( * Jnnlnn
tem diagonal negativa.
(<=). Tomando @ = I, resultam
ayq (0,...,{1““ <0

ja que I A tem diagonal (aj1,...,ann).

Se Ar é uma submatriz principal de A, entdo A; é VL-estavel. Com
efeito, se Q)7 ¢ definida positiva, definimos ) = (¢i;) como sendo a seguinte
“extensao” de Q:

- qi; Sei,jEf
‘*"J‘{ §; seiouj g1
Assim (QA)r = QA tera diagonal negativa, ja que @ continua sendo defi-
nida positiva. Logo A; é VL-estavel pela hipotese de indugao. Agora pela
observagao 3, concluimos.

Q.E.D.

Observagao4. Evidentemente se deduz (do teorema acima) que se A; e A,
sao VL-estaveis, entao A; + A, também o é.

3.1.4 P-matrizes e comunidades com estrutura espe-
cial

Para finalizar esta parte, analizamos um pouco mais de perto o que
acontece com os pontos de equilibrio saturados. Em particular, gostariamos
de ter unicidade.
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Definicao 3.1.4..1 Uma matriz A chama-se P-matriz, se todos os seus me-
nores principais $ao posilivos.

Teorema 3.1.4..1 As seguintes afirmagdes sao equivalentes:
(P1). A é P-matriz.

(P2). Para toda matriz diagonal D > 0, A+ D € uma P-matriz.
(P3). Para todo x # 0, existe i € {1,...,n} tal que z;(Az); > 0.
(P4). Para todo z # 0, existe uma matriz diagonal D > 0, tal que

gz DAz = Dz-Az > 0.
(P5). Todo valor prdprio real de uma submatriz principal de A € positivo.

Prova: Pl = P2. I uma conseqiiéncia da férmula de determinantes (bem
conhecida, cuja prova pode ser feita por indugio e que nés omitimos):

det(A+ D) = 3 (Tigrd;)det(Ar)
I

onde o somatério varia sobre todos os 2" subconjuntos I C {1,...,n} e
Aj é a correspondente submatriz principal; a férmula vale para submatrizes
principais de A + D.
P2 = P3. Suponhamos que existe z # 0 tal que z;(Az); < 0 Vi. Seja
I = sup(z) e seja z; o vetor z restringido a I. As componentes de z; e de
Az nao tém sinais iguais, logo existe uma matriz diagonal D; nio negativa
tal que
Az = =Dz < (A; + D;):.I:; = 0.

Dai, A; + Dy é singular, o que fornece uma contradigao.
P3 = P4. Dado = # 0, seja i : z;(Az); =6 > 0.

Construiremos D cuja diagonal, formada por d,,...,d,, seja tal que
d; = 1. Assim

Dz Az = diz1(Az)1+ - + dpzn(Az),
= dzi(Az); + Z djzi(Az);
J#i
= zi(Az)i+ ) djz;i(Az);
J#i
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Se escolhemos d; = d > 0 YV 7 de modo que

d Y zj(Az); > -6,
J#

entao

Dz-Az = zi(Az); + Zdjzj(Ax)j
i
§+d ) zj(Az);
J#L
> 6—-6=0.

I

P4 = P5. Seja A autovalor real de alguma submatriz Aj, e seja z; um
autovetor correspondente.
Definimos um vetor z € R" da forma seguinte:

& ={ (z1); sej=i

0 caso contrario

Seja D > 0 a matriz dada pela hipétese. ;- Dyzr é uma forma quadratica
positiva, e

0 < Az-D=z
= Ajzr- Dizg
= /\J:f - DI:I:[
= )\(mj ) D[.‘L’[).
Portanto A > 0, como queriamos provar.
P5 = P1. Segue-se do fato de que o determinante duma matriz é o produto

dos seus autovalores, ja que como A é real, os autovalores complexos (caso
existirem) aparecem em pares conjugados.

Q.E.D.

Faz sentido agora, perguntar qual é a relagao, se é que existe, entre os
conceitos de B-matriz, VL-estabilidade e P-matriz. Uma resposta parcial é
dada pelo seguinte teorema .

Teorema 3.1.4..2 As seguintes afirmagoes valem para uma matriz A:
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1. Se A € ViL-estavel, entdo -A ¢ P-matriz.

2. Se -A é P-matriz, entdo A é B-matriz.

Prova:
1. Se -A nao é P-matriz, entao
Jz # 0 tal que — z;(Az); <0, V2

ou seja z;(Az); > 0V, logo, a fungdo V(z)=Y", d;z? ndo é uma fung¢io
de Liapunov estrita para a equagao diferencial linear associada a matriz
A, ou seja, A nao é VL-estavel (observagao 1 da segao anterior).

2. Por indug¢ao na ordem n da matriz A.
Se n =1 é trivial; suponhamos que o teorema vale para a matriz
kxk com k < n.
Se -A é uma P-matriz nxn, entao todas as suas submatrizes
principais -Ay sao P-matrizes, e logo B-matrizes por hipétese. Como
det(—A) > 0, pelo teorema ( 3.1.2..4), concluimos que A é B-matriz.

Q.E.D.

Teorema 3.1.4..3 A equagdo de Lotka-Volterra ( 2.11) tem um iinico ponto
de equilibrio saturado para cadar € R" se e sé se -A € uma P-matriz.

Prova. (<=). Pelo teorema anterior, A é B-matriz, e pelo teorema geral
do indice, existe um ponto de equilibrio saturado. Suponhamos por um
momento que temos dois tais pontos, 2’ e 2. Como z’ e z” estdo em R} ,

z: <zl = 2! >0:Vi

e dai (dado que z” é de equilibrio), (Az");+r; = 0 Vz. Dado que z’ é saturado,
(Az'); + r; <0 Vi. Entdo nés obtemos

(A(z' —2"));i <0e (2’ —2"); < 0.

Isto mostra que —A reverte os sinais das componentes de ' — 2", que sdo
distintas de zero, o que contradiz P3.
(=>). Agora suponhamos que -A nao é P-matriz. Por P3

Jdz # 0 tal que z;y; < 0 Vi, onde y = —Az.
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Separando = e y nas suas partes positivas e negativas respectivamente

g = gt—z"
¥ = =y
e definindo
r = —yt— Azt = —y~ — Az™,
temos as seguintes relagoes
r+ Azt = —yt <0
r+ Az = —y~ < 0
+,,F

ayy; = zfy’ =0

o que mostra que tanto 2% quanto ™, sdo pontos de equilibrio saturados de

{ 211);
Q.E.D.

Observagdo. Poderia pensar-se que ( 2.11) sempre tem um ponto critico
saturado que ¢é a origem, mas isto s6 vale para r < 0, pois em 0, (A0);+7; < 0,
que ecologicamente reflete a existéncia de taxas de crescimento nao positivas,
Assim, no caso de competigio intra-especifica, se A for VL-estdvel, pelos
teoremas ( 3.1.4..2) e ( 3.1.4..3), vai existir a origem como tnico ponto de
equilibrio saturado, que pelo teorema ( 3.1.3..1), sera assintéticamente estavel
em R% (globalmente). Ou seja que teremos extingdo completa.

Exemplo 1. Consideremos a matriz

-1 —a -p
A= - -1 —a
—-a —f -1

Como se pode ver por calculo explicito, os valores préprios de A sdao Ag =
—(a+ B+ 1) com vetor prépio (1,1,1), e

A=A = —(1 + aexp(27i/3) + Bexp(4ni/3)
com vetores proprios

(1,exp(27i/3),exp(47i/3) e (1,exp(47/3), exp(87i/3)
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respectivamente. Qs valores prépios de -A serdo os opostos dos valores
proprios de A.
As submatrizes de -A sdo (1), —A e

(55) (= 7)

sendo A; 2 = 1 + v/af os valores préprios das duas ultimas.
Por P5 do teorema ( 3.1.4..1), -A é P-matriz se e s6 se

a+f+1>0eaf <1

Finalmente, a equagao 2 = Az tem uma fungio de Liapunov do tipo
y.3_, d;z; se e s6 se a parte real de todos os valores préprios de A é negativa.
Pela observagiao 1 ao pé da definigdo ( 3.1.3..1), A é VL-estavel se e s6 se

a4+ B+1>0ea+p8<2.

Isto mostra que VL-estabilidade é mais forte que ser P-matriz.
Para concluir esta se¢do, estudaremos comunidades ja ndo arbitrarias,
mas com certa “estrutura especial”.

Definicao 3.1.4..2 Seja A a mairiz de interdgdo da equagdo ( 2.11). Se
ai; # 0 ou aj; # 0, associamos (i,7) com um segmento que liga i comj. Ao
conjunto de tais segmentos chamamos de grafo ndo dirigido associado com
A, e denotamo-lo por G(A). Se orientamos os segmentos com uma flecha
j — t cada vez que a;; # 0, entdo o conjunto G(A) com esta orientagdo,

-

chama-se grafo dirigido associado com A, que denotamos por G(A).

Definigao 3.1.4..3 Chama-se de ciclo de A a todo produto ndo nulo da
forma a;, i,ai, i, -+ - @iy iy, para uma sequéncia de indices 1y, 1z, . .., distintos
dois a dois. k € o comprimento do ciclo.

Teorema 3.1.4..4 Suponhamos que A ndo tem ciclos de comprimento maior
. do que ou igual a trés. Entdo A é VL-estdvel se e s se -A € P-matriz .

Prova. Usamos indugao no numero de espécies, n.

Se n =1 € trivial.

Suponhamos agora que -A é P-matriz. Temos de encontrar d; tais que
( 3.69) vale.
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1. Primeiro suponhamos que A é “qualitativamente simétrica”, ou seja
que a;; 3/2 0 implica ajq ?é 0.
Neste caso, podemos esacolher d; > 0 tais que

di | ai; | = d; | aji | (3.72)

pois o fato de G(A) ndo ter ciclos de comprimento maior do que ou a
igual trés, assegura a coerencia de tal escolha:

se

di | aij | = dj | aji |

d:’laikl": dk|aki|

e

dj | ajx | = di | a; |
a;; # 0 implica a;; # 0 de onde sairam d; e dj, e portanto di, mas
se ay; # 0, dr saiu da segunda equacédo , logo, como a;jajrar; = 0 e
ari # 0, resulta ajr = 0 e a ultima equagdo é trivial.

Seja
d
D=
d,

matriz diagonal. Se aja; > 0 Vi,7, entao -DA é uma P-matriz

simétrica, logo a forma quadratica )i, d;a;;jz;z; é definida negativa.
De outra forma, existem k,! distintos entre si, com apa; < 0.

Dai o termo em z;x; na forma quadratica serd (dray + diajx)zrz; = 0.
A menos de renomear as variaveis, podemos supor (k,j) = (n,1).

Seja
- [ A Ay
= ( 0 ann )

an cee Q1p—

onde

A =
pn-11 -+ Qp-1n-1

e As é o n — 1 vetor coluna

Q1n
Ay =

an—l,n
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Como A é P-matriz, A; e (a,,) também sao , e assim, 1/2A; e 1/2(ann)
também. Pela hipéteses de indugdo, tanto 1/2A; quanto 1/2(an,) sao
VL-estaveis, e pelo teorema ( 3.1.3..2), também serd VL-estavel a ma-

triz ;
B = ( E Al 1A2 ) .
0‘ Eﬂ.nn

Andlogo argumento vale para

1
<Ay 0
= =
C N ( A3 laﬂ.'ﬂ. ) ’
onde Aj é o vetor (fila) (an1y...,ann-1), que serd assim VL-estdvel.

Agora pela observagao 4, B + C = A sera VL-estavel.

. Suponhamos que existem £, [, com ax # 0 mas a; = 0.
De novo, supomos (sem perda da generalidade) ajx = ayn, € assim

A=(A1 U)
vV Qun

= By onvibnmen J E RS

onde
Qin

an-——l.n

Por indugédo, A, serd novamente VL-estavel, o mesmo que (an,). Fi-
nalmente, pelo teorema ( 3.1.3..2), concluimos.

Q.E.D.

Se todas as interagoes sao do tipo predador-presa, entdo sabe-se mais ainda.
Concretamente, usando as mesmas técnicas desenvolvidas no teorema acima,
prova-se o seguinte:

-

Teorema 3.1.4..5 Suponhamos que G(A) nao tem ciclos de comprimento
maior do que ou igual a tres e que a;; < 0 e ajja;; # 0, para todo 1 # j.
Entao A é VL-estdvel.

Q.E.D.
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