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RESUMO

O objetivo deste trabalho é deduzir a discrepancia com os leis de Newton observada
no avango do periélio de Meraiirio, a partir da introducao de um termo de correcao
relativistica na equagao do movimento de um corpo sob a agao de um campo de forcas

cuja atracao é dada pela Lei de Gravitacao Universal.

ABSTRACT

In this work we derive the anomaly of the precession of Mercury’s perihelion with
respect to the laws of Newton, by virtue of the introduction of a relativistic correction
in the equation of the movement of a body under the influence of a force field whose

attraction is given by the Universal Law of Gravitation.
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0. Introdugao

A base da Mecanica Celeste é a teoria dinamica e matematica que descreve o
movimento dos planetas em torno do Sol, de um satélite em torno de um planeta, de
um cometa em sua viagem pelo sistema solar e fenomenos semelhantes. Juntos, dados
observacionais e teoria matemadtica, produziram uma descrigao clara do movimento
dos corpos celestes através do universo visivel.

O primeiro cientista a trazer poderosas idéias dinamicas e a matematica indis-
pensével & Mecanica Celeste foi Isaac Newton (1642-1727), que em 1687 publicou sua
obra fundamental, Principia Mathematica. Newton, porém, nao partiu do nada, mas
continuou o trabalho de predecessores como Galileu e Kepler. Em 1609, Johannes Ke-
pler (1571-1630) anunciou duas das suas trés leis de movimento planetdrio, e a terceira
se seguin em 1619. Estas leis foram formuladas a partir dos dados de observacoes do
planeta Marte feitas por Tycho Brahe durante a segunda metade do século XVI. Foi
Kepler quem fez o rompimento definitivo com as idéias arraigadas de que s6 circulos e
esferas poderiam ser usados para descrever movimentos de corpos celestes e suas leis
constituem o climax de milhares de anos de astronomia puramente observativa. Em
termos atuais, as leis de Kepler sao as seguintes:

1) A drbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um foco.

2) O wetor radial do Sol ao planeta varre dreas iguais em tempos iguais.

3) O periodo de cada planela é proporcional a poténcia 3/2 do semi-eizo maior de

sua orbila.



Estas leis empiricas enunciadas por Kepler levaram Newton, entre outros, a con-
clusao que a forga que mantem um planeta em sua 6rbita ao redor do Sol varia in-
versamente com o quadrado de sua distancia ao Sol. Assim que Newton conseguiu
provar que a atracao entre duas esferas homogeneas poderia ser calculada como se as
massas das esferas estivessem concentradas em seus centros, a dinamica astronomica
progrediu muito. A Lei de Gravitagao Universal, proclamada por Newton no Prin-
cipia Mathemalica, afirma que “cada particula no universo atrai cada oulra particula
de tal modo que a forca entre ambas tem a direcao da rela que liga as duas particulas

e magnitude

onde M e m sdo as massas das particulas, v é a distancia enlre elas e G € uma
constante universal denominada constanle gravitacional e que independe da particula”.
Nesta lei estd baseada a estrutura tedrica da Mecanica Celeste. Na mesma obra,
Newton enunciou os postulados dos quais depende toda a andlise subseqiiente; estas
leis de Newton sao:

1) Toda particula permanece em repouso ou em movimento retilinio uniforme,
exceto se sofrer a ag¢ao de uma forca.

2) Uma particula sob agdo de uma for¢a move-se de tal modo que a aceleragao é
diretamente proporcional a for¢a e inversamente proporcional a sua massa.

3) A for¢a exercida sobre uma particula por uma outra particula € igual e oposta d

Jor¢a exercida pela primeira particula sobre a sequnda e age ao longo da reta que liga



as duas particulas.

A partir destas leis e da Lei de Gravitagao Universal, podemos deduzir as leis de
Kepler para o movimento dos planetas. Em particular, na mecanica newtoniana, a
equacgao que descreve o movimento de um planeta é dada por

Prp=L (0.1)

?

na qual i = G M é constante (M é a massa do Sol) e I é o momento angular, também

. 1 \
constante; a derivada é em termos da coordenada polar 0, e p = i, A partir desta
equacao que depende da lei de atragao ser inversamente proporcional ao quadrado da
distancia, decorre que as inicas trajetdrias limitadas possiveis sao elipticas, com o Sol
em um dos focos — o outro foco é simplesmente um ponto no espaco, sem significado
fisico. O ponto da érbita de um planeta mais préximo do Sol é denominado de periélio
e o ponto mais distante é o afélio; a reta que liga estes extremos passa pelos focos e a
metade do segmento determinado pelo periélio e afélio é o semi-eixo maior da drbita
do planeta.

As orbitas elipticas dos planetas sao, entretanto, apenas uma primeira aproximagao
da érbita efetivamente observada. O modelo newtoniano produz elipses como 6rbitas
por causa das varias hipéteses introduzidas no modelo. Entre outras, supomos que o
Sol esta fixo em um sistema inercial. Também ignoramos o efeito da atragao gravita-
cional dos demais planetas sobre a trajetdria de cada um; mas como as massas dos

planetas sao muito pequenas se comparadas a do Sol, produzem somente perturbacoes



muito pequenas da drbita eliptica. No entanto, estas pequenas perturbagoes sao im-
portantes e podem ser incorporadas ao estudo do movimento dos planetas no modelo
newtoniano.

Nos séculos seguintes a publicacao do Principia Mathematica, as leis de Newton
obtiveram uma série brilhante de sucessos na explicacao do movimento dos integrantes
do sistema solar. No entanto, algumas irregularidades observadas na érbita de Urano
permaneceram inexplicadas, mesmo levando-se em conta a atragao gravitacional de
todos os planetas até entao conhecidos. Em 1846, J. Adams na Inglaterra e U.
LeVerrier na Franca descobriram, independentemente, que as irregularidades poderiam
ser explicadas pela presenga de um planeta desconhecido e fizeram uma previsao de
sua posigao. A descoberta de Netuno pouco tempo depois, exatamente na posicao
prevista, foi talvez a mais espléndida verificagao da teoria de Newton. O movimento
da Lua e do cometa Encke (e depois do de Halley) ainda mostravam uma discrepancia
com o modelo newtoniano, mas isto era de se esperar, pois nestes casos ha também
forcas nao gravitacionais em jogo.

Permanecia, entretanto, um problema sério no movimento observado dos plane-
tas. A 6rbita de Merciirio nao é precisamente eliptica: a cada revolugao, o periélio
estéd ligeiramente adiantado na érbita. Um ano antes de prever a existéncia de Ne-
tuno, LeVerrier ja calculou que o avanco observado no periélio de Merctirio era de
35" (segundos de arco) por século maior do que o esperado de acordo com a teoria

newtoniana, mesmo levando-se em conta a atragao gravitacional de todos os demais



planetas. Este problema foi confirmado em 1882 por S. Newcomb, que deu um valor de
43" para a discrepancia no avanco secular do periélio de Merctrio. Os outros planetas
igualmente apresentam uma precessao, como também é chamado o avanco do periélio,
mas nestes, este avanco é quase nulo devido a maior distancia do Sol. No caso de
Merciirio, este avango pequeno (tdo pequeno que sdo necessirios mais de 3 milhdes
de anos terrestres para o periélio de Merciirio dar uma volta completa em torno do
Sol), entretanto, ndo pode ser desprezado. Vérias hipdteses foram sugeridas, desde a
existéncia de um planeta ou de um grupo de planetas misteriosos entre Merctrio e o
Sol, o que nao foi verificado, até nma influéncia de matéria associado com uma “luz
zodiacal” observada no plano da ecliptica. Newcomb chegou a levantar a hipétese que
a atracao gravitacional do Sol talvez nao fosse exatamente proporcional ao inverso do
quadrado da distancia, mas infelizmente esta hipétese foi abandonada mais tarde pelo
préprio Newcomb.

A causa do avanco do periélio de Mercirio permaneceu um mistério total até 1915
quando, no dia 18 de novembro, Albert Einstein (1879-1955) apresentou a Academia
Prussiana de Ciéncias em Berlim o trabalho [4], no qual finalmente é explicada a
discrepancia de 43" com base na Teoria da Relatividade Geral, recém criada por
ele. Além de explicar a precessdo de Merciirio, a Teoria da Relatividade Geral de
Einstein fez duas previsoes, ambas confirmadas com observacoes posteriores: primeiro,
que a trajetéria da luz é curvada pela gravidade e segundo, que a freqiiencia da luz

sofria um desvio para o vermelho, na parte visivel do espectro, devido a gravidade;



este desvio é distinto do efeito Doppler produzido pela luz da estrela que se afasta.
Estas trés explicacoes foram as principais razoes para o sucesso obtido pela Teoria da
Relatividade Geral e por sua aceitacao no mundo da ciéncia, gradativamente vencendo
a resisténcia de nao modificar as idéias estabelecidas como verdadeiras h4 mais de dois
séculos, por Newton.

Ao invés de usar a Lei de Gravitagao Universal, Einstein utiliza idéias geométricas
de Riemann e unifica 0 movimento no campo gravitacional do Sol, tanto de particulas
materiais como até da prépria luz, que simplesmente percorrem geodésicas segundo
uma métrica semi-riemanniana no espago-tempo. Em termos da equacao (0.1) do
movimento, a correcao relativistica do modelo newtoniano corresponde a introducgao

de um termo quadratico:

&

7 0%, (0.2)

,0” +p=

onde k é proporcional ao inverso do quadrado da velocidade da luz. Observamos,
portanto, que o modelo newtoniano corresponde a tomar a velocidade da luz como
sendo infinita, o que acarreta k = 0 e reduz (0.2) & equacao (0.1).

Em principio, poderiamos também obter a equagao do movimento (0.2) utilizando
as leis de Newton, como obtivemos (0.1); para isto, bastaria utilizar uma lei de atracao
gravitacional nao simplesmente dada pelo inverso do quadrado da distancia, como
afirma a Lei de Gravitacao Universal, mas também com termos de ordem maior, como

.

suspeitado por Newcomb, e que no caso especifico de Merciiro, “ explicaria ” a pre-

cessao do periélio. Entretanto, uma tal “ lei de atragao ” seria talhada especificamente



para Merciirio e, portanto, completamente inttil para descrever o movimento dos de-
mais planetas.

O objetivo deste trabalho é provar que a equagao com a corregao relativistica
(0.2) explica o avango do periélio de Merciirio que a equacéo (0.1) ndo consegue ex-
plicar. Também deduzimos a equagao (0.2) a partir da métrica semi-riemanniana de
Schwarzschild e, antes disto, deduzimos, a partir das leis de Newton, a equagao do
movimento (0.1) e as leis de Kepler.

Este trabalho esta dividido em 5 partes: nas duas primeiras se¢oes deduzimos as
equagOes do movimento de uma particula sob a agao de um campo de forcas central e
conservativo; na Secao 3 estudamos o movimento de uma particula sob a acao de um
campo central e conservativo com uma lei de atragao inversamente proporcional ao
quadrado da distancia; na quarta segao calculamos a variagao produzida pela correcao
relativistica e na niltima segao traduzimos os resultados obtidos nas segGes anteriores
para o contexto especifico do sistema solar.

A bibliografia sobre este assunto é extensa e, para elaborar este trabalho, nos
beneficiamos de varias fontes. Em particular aprendemos muito das seguintes obras
para as respectivas secoes:

POLLARD [11] Capitulos 1 e 4, para as Segdes 1 a 4.

COLLINSON ([3] Capitulos 5 a 7 e McCUSKEY [9] Capitulos 1 a 3, para as Segoes
1a3.

CHAZY [2] Capitulo 2 e FABER [5] Capitulo 3, para a Segao 5.



1. Campos de forgas

Queremos estudar o movimento de uma particula sujeita unicamente a um campo

de forgas.

Definicao 1.1. Um campo de for¢as em R* é um campo vetorial F' : A — R? de
classe C*, 0 < k < oo, no aberto A C R?, onde F(z) é interpretado como uma forca

agindo sobre uma particula localizada em x.

Pela segunda lei de Newton, um caminho = : I — A duas vezes diferenciavel
no intervalo / C R descreve o movimento de uma particula de massa m > 0 sujeita

unicamente ao campo de forgas F' se z satisfaz a equacdo diferencial ordindria de

segunda ordem

ma(t) = F(z(t)), tel .

Pela teoria de equacgoes diferenciais, dadas condigdes iniciais t, € R, z, € A e
v, € R3, existe um 1inico movimento possivel & : I — A sob este campo de forcas F,
definido em um intervalo maximal I tal que {, € I, z(l,) = z, e 2/({,) = v,. Dizemos
que z : I — A é uma lrajetéria do campo, que descreve a posi¢ao da particula, que
Z'(t) = v(t) = v é a velocidade da particula e que v/'(t) = a(l) = a é a aceleragio da

particula. Assim ma = F' é a segunda lei de Newton.



Um tipo especial de campos de forgas que nos interessa sao os campos conservativos,

que sao dados pelo gradiente de um potencial.

Definicao 1.2. Dizemos que um campo I' : A — R* A C R? aberto, é conservativo
se existe uma fungao U : A — R de classe C**! tal que F = —VU vale em A; neste

caso, U € um potencial de .

Estes campos sao denominados conservativos pois conservam a energia total das
P

particulas em movimento.

Definicao 1.3. Sexz : I — A € a trajetdria de uma particula de massa m sob a acao

de um campo conservativo I' : A — R* com potencial U, entao

1 i
Sm | o(t) [P=T()

€ a energia cinética da particula, enquanto que

U(x(t))

€ a energia potencial e a soma

%m | 0() |2 +U (1)) = E(x(t),v()) (1.1)

€ a energia total da particula.



Teorema 1.1. A energia total de uma particula sob a acao de um campo de forgas

conservativo € constante ao longo do movimento.

Prova: A energia total F =T + U de uma particula é dada por (1.1), de modo que

E' = T 4+U =mv,v) +U'(z).2 = (v,m") + (VU(z),v) =

= (v,ma)+ (—F(z),v) = (v,ma— F(z)) = (v,0) =0;

logo I é constante. 0
Um outro tipo especial de campos de forgas que nos interessa sao os campos cen-

lrais, nos quais a forca F' aponta na direcdo da reta determinada pela posicao da

particula e uma origem fixada.

Para ver o interesse neste tipo de forga, introduzimos o momento angular de uma

particula em movimento.

Definigao 1.4. Sex : I — A € a trajetcria de uma particula de massa m sob a agao

de um campo de forcas qualquer F : A —s R?, entao o produto vetorial

z(t) x v(t) = c(t) (1.2)

é o momento angular da particula.

10



Sabemos (') que o produto vetorial é nulo entre vetores colineares, de modo que

d /

—clt) = = (zxv) =a'xedoxy'=

1
= uxvt+zrxa=0+zxa=2x —F(z)
m

Vemos, assim, que a derivada ¢/(t) serd nula e portanto o vetor c(t) serd constante,
sempre que o campo F'(z) for colinear com a posigao z. Como a posigao z(t) = 0 € R?
sempre determina c(t) = 0, restringimo-nos a movimentos em A = R?® — {0}, fora da

origem.

Definigao 1.5. Um campo de forgas ' : R* — {0} — R? & dito um campo central

se existe uma fungao h : R®* — {0} — R tal que

F(:r)z:h(a:)—| L

T

Assim | h(z) | é a componente radial de F'(z) e i’ é a componente angular do
T

campo, que nao estd definido na origem.

Teorema 1.2. O momento angular de uma particula sob a agao de um campo de

forcas central é constante ao longo do movimento.

IPropriedades do produto vetorial estao relacionadas no Apéndice.

11



Prova: De (1.2) segue que

logo ¢ é constante. O
Neste caso, como o0 momento angular é constante ao longo do movimento e z é
sempre perpendicular a ¢ = x X v, decorre que 0 movimento permanece confinado

a um plano perpendicular ao momento angular, pelo menos quando este momento é

nao-nulo. Mas isto é geral:

Teorema 1.3. O movimento de uma particula sob agao de um campo de forgas central

é sempre planar.

Prova: Seja z: I — R? — {0} uma trajetéria do campo central F(z) . Como

polomian =@

e ¢ é constante, z(t) permanece no plano que passa pela origem e é perpendicular a ¢,

sempre que ¢ # 0 € R%. Mas no caso ¢ = 0, como (?)

d (lm )=(wxv)xm_cx:f;__

dt \|z| EE

2Ver Apéndice Lema 6.2 b) para esta derivada.

12



resulta que z(t) =| z(t) | u para { € I e um vetor constante u € R* — {0}. Assim z(t)
€ [u] , para t € I e portanto (*) o movimento ocorre na reta fixa [u], em particular em
um plano. 0

Passamos agora a estudar campos de forcas que sao centrais e conservativos. Tais
campos tém energia total e momento angular constantes ao longo do movimento; além
disto, necessariamente a componente radial h(z) de tais campos é constante nas esferas
centradas na origem, isto é, h(z;) = h(xy) para | 1 | = | 2, |. Isto decorre do seguinte
resultado, que mostra que um campo central é conservativo, se e s6 se a intensidade
da forca em z depende somente da distancia | z | de = a origem e nao da posicao z de

£ZI.

Teorema 1.4. [[7], pg 19] Seja F : R* — {0} — R® um campo de forgas de classe
C* qualquer. Sao equivalentes:
1) F é central e conservativo.
2) Existe ¥ : (0,+00) — R de classe C**! tal que U(z) = —y(| z |), V2 £ 0,
define um potencial de I'.
&

3) Existe @ : (0,4+00) — R de classe C* tal que F(z) = —p(| = |)|_:_c_| , Vo #0.

Prova: Suponha 1). Entao, F' conservativo implica que existe U : R* — {0} — R

diferenciavel tal queVlU = —I' e I central implica que existe h : R* — {0} — R
tal que F(z) = }L(:z:)‘-;r—l Para provar 2) devemos provar que U : R®* — {0} — R ¢
z

3Aqui [u] denota a reta em R? gerada por u.

13



constante em cada esfera centrada na origem. Seja

Sr = {iL‘E R:‘;]m|=1‘},?'>0,

uma esfera qualquer. Como quaisquer dois pontos em S, podem ser ligados por um
caminho em S, (j4 que S, é conexa), é suficiente mostrar que U é constante em
qualquer caminho em S,. Dado um caminho 2z : I — S, C R* — {0} qualquer , vem
que

7V (z(1)

(VU(2(t)), 7 (1)) = —(F(2(t), 7' (1)) =

(|z(z)g)(“(t)a2(t)) JtET.

Mas | z(t) | = r > 0 para qualquer ¢ e portanto

d
Segue que EU (2(t)) = 0em I , o que implica que U(2(t)) é constante. Isto prova que

U é constante nas esferas centradas na origem , e portanto , prova 2). Suponha 2).

Temos U(z) = —1(| = |) diferencivel, e

3]
ox;

th o gty — U2 )

o
Ue) = -2 )5 -

Iy,

14



portanto

Logo

Plo) =-vUe) = T e - g2 s v 20,

bastando por ¢(| z |) = —¢/(| = |), Yz # 0. Isto prova 3). Para ver que 3) implica 1)

basta por h(z) = —p(| z |). O



2. Campos de forgas centrais e conservativos

Queremos estudar o movimento de uma particula de massa m > 0 sujeita unica-
mente a um campo de forcas I’ central e conservativo. Como nao vamos estudar mais
do que uma particula e as for¢as que nos interessam tém m como fator, é conveniente
0 . # . . v 1 nl
incluir a nossa constante m no préprio campo de forgas, ou seja, trocar F' por —F' .

m
Isto equivale a tomar m = 1 no que ja fol visto na secao anterior e portanto a segunda
lei de Newton reduz-se a F' = a.

Seja, pois, I' : R* — {0} — R® um campo de forgas central e conservativo de

classe C*. Pelo Teorema 1.4, existe uma fungao f : (0,+0c0) — R de classe C* tal

que
r
F(z)=— 2 i+
@)=~z
para cada z # 0 e a segunda lei de Newton
. Hizh.

EZl

rege 0 movimento da particula (*). Para simplificar a escrita, passamos a usar

r=|z|= (z,z)/?

*Na notacao do Teorema 1.4, temos mf = .

16



e, em particular, se 2 : I — R® — {0} descreve uma trajetéria da particula, omitimos

d
a variavel | e escrevemos — ="', ou seja,

dt

ro= r(t)=l=@) |=]=|,

d d
: = .l 5 o 1
o= () =2 |20 1=l 2|

para todo t € 1.
Por ser F' conservativo, podemos tomar um potencial U(z) = —g(| z |) do campo
F, onde g : (0,4+0c) — R é qualquer funcao de classe C**! tal que ¢ = —f . Em

termos de g , a energia total F de uma trajetéria x : [— R* — {0} é dada por
1
v —g(r) = B,

d 2
onde v = v(t) = 2'(t) = aa}(t) é a velocidade.
Pelo Teorema 1.3, cada movimento do campo central F' ocorre em um plano fixo,
determinado pelo momento angular ¢ = x X v , que é constante. Se ¢ = 0, entao vimos
T /4
na demonstragao do teorema citado que o movimento é até retilineo, pois (—) =0e
T

assim existe u € R* — {0} tal que z € [u] . Daqui em diante vamos supor que
e=irix £
e introduzimos coordenadas euclidianas em R? tais que ¢ = (0,0,1), com |¢|=1> 0

17



constante.
No plano zQy perpendicular a ¢, ou seja , no plano do movimento, introduzimos

um sistema de coordenadas polares como na Figura 1 abaixo.

c

% ¢ d
8 r
()
x
Figura 1
Temos entao z = (7 cosf,r sen 6,0) e
zXv = (rcosf,rsen 0,0) x (r'cos@ — rsen 6¢',7'sen 6 + r cos 68',0) =

= (0,0,77' cosfsen 0 + r* cos? 00 — rr'sen 0 cos 8 + r?sen?06') =

= (0,0,72%¢ (cos® 0 + sen?d)) = (0, 0,?29')._

Como zxv = ¢ = (0,0,1), decorre a seguinte versao polar da conservacdo do momento

angular (Teorema 1.2).

18



Teorema 2.1. Se z : | — R® — {0} é um movimento sob um campo de forgas

central, entao

r2g =1
é constante.

No plano das coordenadas 7,0 podemos obter uma férmula geral da equagéo do
movimento sob a acao de um campo central e conservativo, como sera visto no Teorema

2.4 abaixo. Para simplicar a argumentacao, destacamos o seguinte lema.

Lema 2.2. Se z: I — R® — {0} é um movimento sob um campo de forgas central
e conservativo, entao:

1) rr’ = {(z,v);
r? | v |2 +r(z,v) — (z,v)*
3) (vxc) = f(r)rv— f(r)r'z;

32
YlvP=(+5

2) 9 =

Prova:

; .
1y =|alla =z | £ = @0
(&, 2)
2)r = ; logo
)T =T
£ I (.'L',:E"< ’)
, Nl ) @) = e ey p e, - (@02
T = p - '
EIE

19



f(r)

3) Como v' =a = —=, 7, segue que
d ! ! !
E(vxc) = ¥ Xet+vxd=vxe+0=
= —@m % (@ xv)= —&:l[(m,v)m — (z,z)v] =

1) [ - 2R ] ey ro) =

r

Il

f(r)rv— f(r)r'z,

(x, 'v)m _ (@) ,
Ed r

pois e =|z |z = & (&,2) =1,

4) Temos (°)
P=lcP=(zxv,zxv)y=r|v | —{z,0)2 =1 |0v|? —(r)?

e portanto, dividindo por 72 ,obtemos

(,!2 E_ F 5
) +?_2—|v|,

0 que prova o lema. a

/(r)

Proposicao 2.3. Seja F(z) = —=,T um campo de forcas central e conservativo.

Se z : I — R® é um movimento, entdo necessariamente

f(r) = f_i — .

5Ver Lema 6.1 no Apéndice.
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Prova: Com efeito, do Lema 2.2, itens 3) e 4), temos

po_ To P4 e’) - (@)

= v [ o) — () =
52
— i !
= '3 + (z,v').
Como v/ = w&m , fazendo o produto escalar de v/ por x, temos
-

(z,v') = —f(ryr Yz, z) = —f(r)r~ 'r* = —rf(r)

e portanto
12
Ir
r’ = - rf(r)
Dividindo ambos os membros por r, obtemos a expressao desejada. a

As coordenadas polares (r,0) = (r(t),0(t)) ao longo da trajetéria da particula em
movimento sao fungdes do tempo. Sob um campo de forgas central e conservativo,
supondo que o momento angular é nao nulo, I > 0, a lei de conservacao do momento
angular 7?0’ = [ implica que ¢’ é positiva ao longo da trajetéria. Entao 6 é uma fungao
crescente do tempo, e portanto r também é uma funcao de 0 ao longo da trajetéria,
isto é, r(t) = r(t(0)) = r(0), pois podemos inverter § = 0(t) para obter ¢ = ¢(0).

Considerando-se coordenadas polares, podemos obter uma importante férmula
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. . <3 1 5
geral, para a qual introduzimos a varidvel p = —, e portanto a fungao
P

1 1
p0) = = 1
0=~ o)
Teorema 2.4. [[11], pg 12| Seja F(z) = (? ):I: um campo central e conservativo.

Se z : I — R*® — {0} é um movimento nao retilinio entao

Prova: Temos r(0) = [p(0)]~! e portanto

d " e o "
Zr(0) = —[p(O)] 22 0(0) = ~[p(O)] 000 = —[p(O)] (O =

= O 550(0) L (O = ~L50(0),

d
ja que r? LO = [, ou seja, —0 = Ir~?, e além disso r~? = p?. Derivando novamente,

di dit

obtemos

Por outro lado, a Proposigao 2.3 garante que —

dz’

20O (555000) +9(0)) =~ O] ~ O =~ (7).
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e portanto

d* -2 —2 1 ;
770 +00) =01 (). (2.1)

que é a formula prometida. O

A equagao (2.1) é uma importante férmula geral que, quando puder ser resolvida
para p em termos de 0, permite-nos obter a érbita de uma particula em movimento
sob acao de um campo de forgas central e conservativo.

Além de F e ¢, campos centrais e conservativos podem ter uma outra constante

do movimento, dependendo do tipo especial da forga f(r).

Teorema 2.5. [[3], pg 88] Seja F(z) = —%3‘: um campo central e conservativo.

Sao equivalentes:

1) A lei f(r) € inversamente proporcional ao quadrado da distancia, ou seja, existe

>0 tal que

para cada r > 0.
2) Para cada trajetdria = : [— R® — {0}, o vetor v X ¢ é um muiltiplo da posigao

a menos de uma translacdo constante, ou seja, existe um vetor d € R? tal que

vXxc€ed+ [z,

paracadat € I,
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Prova: Suponha 1). Temos entdo f(r) = % Pelo item 3) do Lema 2.2 temos
r

"
(0% o) =~z + [(r)ro = -0+ Lot = (Lo

L
e portanto v X ¢ — J!—;t: é um vetor constante. Suponha 2). Se v X ¢ = d + ax para uma
r

trajetéria z, onde o = a(r), entdo
—f(r)rz+ f(r)rv= (v X ¢) = (d + az) = dz + aw,

para todo t. Como z e v sao linearmente independentes, decorre que o = — f(r)r’ e

a = f(r)r para todo t. Logo

T S . P

a  f(r)r Ty
e portanto Ina = —Inr + k, ou seja, In(ar) = k, onde k é uma constante. Resulta
entao que
k
e 7
O = — !-.
y F
_ oy M
Como a = f(r)r, obtemos f(r) = —. O
r

Na préxima secao estudaremos campos de forcas centrais e conservativos cuja lei

de atracao é proporcional ao inverso do quadrado da distancia.
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3. Forgas inversamente proporcionais ao quadrado da distancia

Queremos estudar o movimento de uma particula sob acao de um campo central

e conservativo

F(z) = —@x, z#0,

com uma lei de atragao proporcional ao inverso do quadrado da distancia, digamos

para algum p > 0 constante. Como na sec¢do anterior, incorporamos a massa da
particula na forga (ou entdo tomamos m = 1) e utilizamos a notagdo r =| z | .

Um potencial deste campo € dado por

U(e) = —ro7 == =—g() 2 #0
Fixada uma trajetéria z : I— R® — {0}, temos 7 grandezas escalares constantes

ao longo do movimento, a saber:

) 1 ; .
B = B),v®)=5;lv]-SeR,

c = z(t)xv(t)eR?e



g = v(t)xc—%m(t)z'vxc—ngRa,

onde F é a energia total, ¢ é o vetor momento angular e d € R® é o vetor obtido no
Teorema 2.5, devido a lei f(r) = % Podemos sempre supor que 0 € I e tomar os
valores r(0) = r,, v(0) = v,, z(0) =z, e §, = | v(0) | para determinar

1 H
F=2—-— c¢c=z,X1v,ed=1, XCc— —&,.
2 Ts To

Em vez de usar o vetor d (%) é costume usar um muiltiplo de d, a saber,

1

e=—de R’ (3.1)
I

chamado o vetor excénirico da trajetdria, ou eizo excéntrico.
Observe que se ¢ # 0 tem-se que {c,e,c x ¢} forma uma base ortogonal do espaco

tridimensional. De fato, ¢ x e é perpendicular a ¢ e a e. De (3.1) temos
j
pe+ —xr=uvXec,
=

ou melhor,

pe + ;:c,, =i, 6. (3.2)

o

50 vetor d é denominado por alguns autores como vetor de Lenz-Runge.
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Fazendo o produto escalar com ¢, temos

0= (us % ¢,0) = (e + £,,0) = ple,0) + £, 0),

To o

e portanto, como (z,,c) = 0 e p # 0, resulta que (e,c) = 0.
Observe ainda que {e, ¢ X e} gera o plano do movimento se ¢ # 0. Além disto, se
¢ = 0 é facil ver de (3.2) que e = —?mo é um vetor unitario na reta do movimento.
0
Como nosso interesse nao é o movimento retilinio, continuamos supondo ¢ # 0.

No plano do movimento introduzimos as grandezas w, ¢ como segue.

Primeiramente fazemos o produto escalar de (3.2) por = e obtemos
ud = = T ih=sii®
(pe+=z,2) = (Z,vxc)={Z X v,¢) = (¢,c) =1
r

e portanto,

= ple,3) + Ew, ) = nle,2) + Er? = (e, ) +7);

segue-se que

(e,z) +r= 5 (3.3)

Temos dois casos, dependendo de e ser nulo ou nao. Se e = 0, entao

12
rT=—
B
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é constante ao longo do movimento, portanto o movimento é circular. Além disto,
pelo Lema 2.2, item 4),
& T

|v [>= (7")2+;—2=0+;3=T—2,

l
portanto a velocidade escalar é constante, ji que | v |= == % Note que, neste caso,

1 2 l2 17 M i
217 _2—2| l = 3 == zzp_-—r = =
rt. ul E-—'l'.'.z? —ll} —__'—__'Iz
€, em particular, = 2 = 2']“ = 2£2.

Passamos a supor que e # 0. No plano do movimento introduzimos o vetor e como

na Figura 2 abaixo.

(re)

Figura 2

O angulo fixo do eixo z até e é denotado por w e denominado angulo excénitrico.

Se (r,0) representa a posigdo z da particula, o angulo @ — w é denotado por ¢ e
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denominado anomalia verdadeira. A mesma posicao da particula pode ser também
representada por (7, ¢) se e é usado como o eixo das coordenadas. Como ¢ é o angulo

entre os dois vetores nao nulos e e x segue que
(e,z)= |e||z|cosp= |e|rcosg,

portanto a equacdo (3.3) torna-se

2
e [eosg s i [e]resapar=rr,
7

ou seja,
52
(14 | e| cosd)’

v (3.4)

que é a equagao de uma conica de excentricidade | e | em coordenadas polares, se

considerarmos o eixo excentrico e como eixo das coordenadas. Com efeito, considere a

2

plel

a e e do mesmo lado, em relagao a origem, para o qual e aponta. Lembremos que

linha pontilhada R na figura acima a uma distancia da origem O, perpendicular

uma secgao conica pode ser definida como o conjunto dos pontos p no plano, tal que a

razao entre a distancia nao orientada de p a um ponto fixo e a distancia nao orientada

de p a uma reta fixa que nao contenha o ponto fixo seja uma constante positiva, a
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excentricidade. Observe que a equagéo (3.4) pode ser escrita também como

52
r= |el ( —1‘cos¢),
el

ou seja, a distancia da particula que estd em z a origem € | e | vezes sua distancia de

R. Conseqiientemente, se ¢ # 0, a particula movimenta-se sobre uma secgao conica

de excentricidade | € | com um foco na origem.

Teorema 3.1. A conica de equagao

A
r=—
14+ &ccosg’

é uma elipse se 0 < £ < 1, uma parabola se ¢ = 1 e uma hipérbole se ¢ > 1. Além

disto, o semi-eixo maior da elipse é dado por

Prova: (Ver Apéndice 6.2). O

Coroldrio 3.2. A excentricidade ¢ =| e | da secgao conica dada por (3.4) é expressa

202
p?

em termos de energia total por e = + 1. Em particular, o movimento descreve

uma parabola se a energia total é nula, uma elipse se I < 0 e uma hipérbole se I > 0.
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Prova: Observamos que

wxez)={wx(@Exv),s)={vxz,vxz)=(cc) =12
pols c = X v e que

(vxecovxe= |lvxel? = |v[fec]® = |v|2,

; 5 : 1 o M
pois v L ¢. Além disto, deE=§|v| — segue que
ME = |v[2i2-2E2
T

Temosdzvxc-—gm. Entao

| d? =(d,d>=<UXC—E$,UXC—E$)=
r r
2
p [
— -2-— 2 —_— : =
(v % e,vx¢) T(vxc,'n)—l—rz(a: x)

= |v? 32—2§32+p2=232_€+p2.

1
Resta lembrar que e = —d, de modo que

1 o 20°F
e =5 ldP="g 41,

20°E

112

e portanto e = | e | = + 1.
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Coroldrio 3.3. Se o movimento descreve uma elipse entdo a energia total I depende

somente do semi-eixo maior a. Mais precisamente, temos

- 7
B =L
| B| =5
—~ - rd I a(l == 52)
e a equagdo (3.4) da elipse também € dada por r = —————.
1+ ccos¢

Prova: Pelo teorema acima, se 0 < £ < 1, temos

e do corolario anterior decorre que

2 _ .2
AssimEzLe’r: I =a(1 6).
—2a Ml+ecosgp) 1+4ecosg

O

Vemos, assim, que o movimento sob a¢do de um campo de forgas central e conser-
vativo, em que a forca é inversamente proporcional ao quadrado da distancia, é sempre
dado por uma cénica. E interessante observar que a reciproca também é vélida, como

segue. (Compare também com a afirmagao do Teorema 2.5.)

Teorema 3.4. [[9], pg 30] Se a trajetéria de cada particula sob a agao de um campo
central e conservativo é uma coénica com um foco na origem entao a lei de atragao é

inversamente proporcional ao quadrado da distancia.
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: f(r) : .
Prova: Seja F(z) = ———z um campo central e conservativo com um movimento
-

xz: I — R®— {0} dado por

A

"= 1+ ccosf

Sem perda de generalidade, supomos que o eixo das coordenadas polares é o semi-eixo

maior da conica. Pelo Teorema 2.4 sabemos que

1 0 d? 3
Derivando p = _‘i'_f;\i"ﬂ duas vezes, obtemos Eg = —i cos . Portanto
€ 1+4e&cost 5 0 s
= | —— cosf Dl Ml R £2 . T l? - -
) = (<G om0+ 5= e 2 = D
que é uma lei de atragao proporcional ao inverso do quadrado da distancia. O
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4. Perturbacgao da lei de atragao

Nesta se¢ao estudamos 0 movimento de uma particula sob acao do campo de forcas
central e conservativo

F(z) = *f—iﬂm, x50,

com uma lei de atracao dada por

o B W
f(T')-—'TE—f*T—d,I >0,

para algum g > 0 constante e 7 > 0 pequeno. Como nas se¢Oes anteriores, incorpo-
ramos a massa da particula na forca (ou entéo consideramos a massa unitdria), usamos
2 i S
coordenadas polares (r, ) no plano do movimento e escrevemos r =| z | e p = —; além
=

disto, nesta secao passamos a denotar

Pelo Teorema 2.4 sabemos que o movimento de uma particula sob a agao de um
campo de forcas central e conservativo, cuja lei de atracao é a explicitada acima, é

descrito pela equagao diferencial de segunda ordem

T
o=t 1 (4.1)
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ja que
1 1N\ _ 1 /p my_ 1 i N
Po? QJ_F&(§+F)_E§@9+W)—§+§W

do
Aquil = rza é o momento angular da particula, constante ao longo do movimento,

e que supomos nao nulo: a drbita que nos interessa nao é uma linha reta. Como sé

queremos entender o movimento de uma dada particula, passamos a escrever

e portanto a estudar a equacao diferencial

L
p”+p=§§+np2

Queremos entender a diferenca entre o comportamento das solugoes desta equagao,
para £ > 0 pequeno, e das solugdes da mesma equagao com k& = 0, ou seja, com a lei
de atragdo f(r) proporcional ao inverso do quadrado da distancia.

Pelo que estudamos na segao anterior, a trajetorias da equagao

E+p=ﬁ, (4.2)
obtida de (4.1) tomando £ = 0, descreve uma conica de equacgao

1
p= %3(1 + e cos @),
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onde £ = | e |> 0 é a excentricidade e ¢ = 6 — w é o angulo contado a partir do
eixo excéntrico definido por e € R?, que satisfaz (3.3), e ocupa a posigio 0 = w (ver
Figura 2, na Segdo 3). Estas coordenadas polares (g,w) do vetor excéntrico e sdo
uma constante ao longo de cada movimento sob a acao de uma forga inversamente
proporcional ao quadrado da distancia.

Em particular, consideremos um movimento eliptico, com 0 < £ < 1. Passando de
# = 0 para Kk > 0 pequeno, este movimento é levemente perturbado e nao descreve mais
uma elipse (pelo Teorema 3.4). Mesmo assim, esperamos que o movimento descreva

aproximadamente uma elipse e que seja pequena a variagao nas coordenadas polares

(5,w) = (£(6),w(0))

do vetor excéntrico e = e(f) ao longo da trajetéria.

O objetivo desta secao é estimar a variagao de w ao longo de uma volta.

Teorema 4.1. [[11], pg. 88] A variagao do idngulo excéntrico w ao longo de uma volta

de uma trajetoria limitada da equagdo (4.1) € dada aproximadamente, por

para K 2 0 pequeno.

Prova: Para demonstrar o teorema, como nao sabemos resolver (4.1) explicitamente,
usamos 0 método da variacao dos parametros. Para motivar este método, voltamos a
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resolver (4.2) explicitamente pelo método da variagao dos parametros e, em seguida,
com as solugdes obtidas, aproximamos as solugoes de (4.1). A equacao diferencial de
segunda ordem (4.2) é equivalente ao sistema
P = p2
(43)

!

py =17 —py.

O sistema homogéneo
—
21 = P2,
pf2 = =5

associado a equagao homogenea p” + p = 0, tem solucao geral

p1 = ¢y cos ) 4 eosen 0,

py = —cysen 0 + cycos B,

com condigdes iniciais (p;(0), p2(0)) = (e1,¢3). Agora nés interpretamos ¢; e ¢, como

fungtes de @ e derivamos p; e py em relacao a #, obtendo

P = ¢, cosl — ¢ysen 0 + cysen 0 + ¢,y cos 0,

, = —chsen 0 — ¢ cos 0 + ¢, cos ) — cysen 0.
9 1 1 9 2
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Substituindo no sistema (4.3) resulta

¢y cos — ¢ysen 0 + dysen 0 + ¢y cos ) = —c¢ysen 0 + co cos O,

—cisen 0 — ¢y cos O + ¢y cos 0 — cysen 0 =172 — ¢; cos § — cysen 0.

Fazendo os cancelamentos 6bvios segue que

¢, cos 0 + cysen 0 = 0,

—c)sen 0 + dycos 0 = 172p.

Como o determinante desde sistema é nao nulo, podemos resolver para ¢} e ¢, e obter

¢, = —1"%usen 0 e cy = —1"%p cos 0, donde, integrando, resulta

¢y =1"2pcos 0 + ky,

Cy = I‘sten 0 + ko.

Portanto, a solugao geral para o sistema (4.3) é

p1=(1"%pcos O+ k) cos O + (I"?psen 0 + ko)sen 0 = ™2y + ky cos 0 + kosen 0,

po = (—=1"?pcosl — ky)sen 0 + (I"?psen 0 + ky) cos 0 = —kysen 0 + ko cos 0,

com condigdes iniciais (p1(0), p2(0)) = (1721 + ki, k2) = (¢1(0),¢2(0)) . Em particular,

p(0) = p1(0) = 1"%1 + ky cos 0 + kysen 6
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é a solugao geral da equagao (4.2) com condigoes iniciais p(0) = 72+ k; e p'(0) = ks.

Para ver a relacdo desta solugdo com a equacgao (3.4) da conica, basta mudar das

coordenadas euclidianas (k;, ky) das condigbes iniciais para as coordenadas polares,

isto é, basta tomar,
*
7!

2
w = arctan —

ky’

ou entao, equivalentemente,
ky = %5 cosw,
ky = ;—;Esen w,

para obter

22

p(0) = =(1 4 £cos @ cosw + £sen fsen w) = IE?(I + ecos(0 — w)),

32

a mesma solugao geral conhecida da equagao (4.2). Observe que neste caso k = 0

temos ¢ e w constantes; em particular, w(27) — w(0) = 0.

Voltando ao sistema (4.3), concluimos que

p1=1"2p(1 4+ £ cos(f — w),
pa = —1"?pesen (0 — w),

é a solugdo geral com condigoes iniciais p(0) = %(1 + ccosw) =

p2(0) = %esen w = kg = ¢3(0).

(4.4)

%-}“k] = C](O) e

Passamos agora a considerar £ > 0 pequeno. Neste caso a equacao diferencial (4.1)
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é equivalente ao sistema

h=p (4.5)

!

P:z:%—.oi‘Fh‘»P%-

Nao sabemos resolver este sistema, mas o que queremos € calcular a variacao em w.

Para este fim utilizamos novamente o método da variacao dos parametros, como segue.
Na solucao geral (4.4) do sistema (4.3) interpretamos £ e w como fungdes de 6;

assim, derivando p; e ps em relacao a /, obtemos

P =172 (¢ cos(0 — w) + ew’ sen(0 —w) — esen(f — w)),

py=—1"2p(e'sen (0 — w) + e cos(f) — w) — ew' cos(0 — w)).

Substituindo estas derivadas no sistema (4.5), usando (4.4) e abreviando ¢ = 0 — w,
resulta

g cosd+e(w — 1)sen ¢ = ?u~'p) = Pu~'py = —csen ¢

g'sen p+e(l —w')cosp = —=Ppupy=—Lu [l - p) +rpl] =
= —14 (14ccosg) —wl™2p(l +ccos¢)? =

= ecos¢— I ?puk(l + £ cos ¢)2.
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Fazendo os cancelamentos ébvios vem que

€' cos ¢+ cw'sen ¢ = 0,

g'sen ¢ — ew' cos p = —172pk(1 + £ cos ¢)*.

Como

cos¢p £ sen ¢
=ccos’p+¢ senng:s > 0,

sen ¢ —ecos¢

podemos resolver o sistema para £ e ', obtendo

g =17?uk sen (1 + & cos ¢)?,
(4.6)

W' =7 "%k cos @(1 + € cos ¢)?,

que nao é mais facil de resolver do que o original (4.5), mas é suficiente para explicar
a variagao em w. Devido a presenca de x > 0 pequeno no lado direito das equacoes
(4.6), as derivadas &' e w' sdo pequenas e portanto nossa expectativa é que ¢ e w
mudem muito lentamente. Para obter uma aproximacao do valor desta variacao de
w podemos, assim, supor que o valor de £ = £(0) e de w = w(f) no lado direito das
equacdes (4.6) é constante ao longo de cada volta. Mais precisamente, vamos supor
que

W'(0) & %& cos(f — w) (1 + £ cos(0 — w))®

para cada 0 < 0 < 27, onde € = £(0) e w = w(0) sao constantes.
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Como

cosp(l +ecosd)? = cos[l + 2ecos¢p+ &% cos® @] = cos ¢ + £2 cos® ¢ + &% cos® ¢ =
= cos¢+ (1 + cos2¢) + £%(1 — sen’p) cos ¢ =
= cos¢+ &+ ecos 20+ e cos p — e?senpcos p =

= &4+ (1+£%) cos¢p+ecos2p — e’sen’Ppcos¢p
e, lembrando que ¢ = 6 — w,
21 2 2w ;
[ cos ¢ dli = / cos 2¢ df) = f sen?¢cos ¢ df = 0,
Jo Jo 0
obtemos, portanto,

2 ] 2T 5
w(2r) —w(0) = /0 w'dl = g—Izhﬁ cos ¢(1 + € cos )* df =

que é a aproximagao desejada. O
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5. O avango do periélio de Mercirio

Nesta secao aplicamos os resultados obtidos ao problema do avango do periélio do
planeta Merciirio. Inicialmente deduzimos as equagbes que governam o movimento de
um planeta qualquer.

Newton observou que uma particula de massa m é atraida por uma particula de
massa M a uma distancia r por uma forga gravitacional F' dada por

mM

F=-G—u,
r?

onde u é o vetor unitario de M para m e (7 é a constante gravitacional; o sinal
— significa que a forca é atrativa. Formulada assim, esta lei, denominada Lei de
Gravitagao Universal, aplica-se unicamente a particulas e nao a planetas, que nao
sao particulas, e muito menos ao Sol. Para termos uma idéia dos fatores envolvidos,
consideremos o sistema Terra-Sol. O raio da Terra (¥) é aproximadamente 6 x 10°
m, enquanto que a distancia média da Terra ao Sol é aproximadamente 1,5 x 101
m: a proporcao entre estas medidas é 1/25000, de modo que a primeira é certamente
insignificante em relagao a segunda. Em outras palavras, para modelar a érbita da
Terra, é razoavel supor que a Terra é uma particula, pois os erros envolvidos nesta
hipétese sao provavelmente muito menores que os erros decorrentes da observacao real

da érbita da Terra. Se a Terra pode ser modelada como uma particula, pode o Sol?

"Ver Apéndice 6.3, onde estdo relacionados algumas constantes astronémicas.
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O raio do Sol é aproximadamente 7 x 10* m, ou seja, mais de 100 vezes o raio da
Terra; segue-se que a proporcao entre o raio do Sol e o raio da érbita da Terra é
aproximadamente 1/500, o que levanta diividas sobre como justificar que o Sol pode
ser considerado uma particula, ainda mais quando o Sol certamente nao parece uma
particula.

Para poder usar a Lei da Gravitacao Universal no sistema solar precisamos, por-
tanto, fazer hipéteses adicionais de simetria e de linearidade. A linearidade que pas-
samos a supor se refere ao campo gravitacional, ou seja, supomos que o efeito acu-
mulado da forga gravitacional de véarias particulas é a soma das forgas — no caso de
um continuo de particulas, é a integral das forcas. A simetria que supomos se refere

a distribuigao radial de densidade e a esfericidade dos planetas e do Sol.

Teorema 5.1. [[3], pg 10] Uma esfera sélida com uma densidade que sé depende do
ralo atral uma particula como se toda sua massa estivesse concentrada no centro da

esfera.

Prova: Considere uma casca da esfera sélida de espessura unitdria com centro na
origem (O do espaco, raio a e densidade constante p. Suponhamos que a particula
de massa m é colocada no ponto P = (0,0,7), com r = OP > a. Sem perda de
generalidade, supomos m = 1.

Um elemento de area da superficie desta casca esta representado na Figura 3 abaixo
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e € dado em coordenadas esféricas por

do = a’sen ¢ dO d¢.

n

S0y :P

. XF
.

2y

Figura 3

A massa do elemento do é dado por pdo . A magnitude da forga de atragao entre o

elemento de massa pdo e a particula em P é dado por

Gpdo  Ga®psen ¢ dff do
o b? :

onde b é a distancia entre o elemento do e P. Por simetria, a forga que o total da casca
exerce sobre a particula em P é dirigida ao longo de PO. A componente da forga entre

o elemento pdo e a particula em /° nessa diregao é

Gpdo cosa  Ga’psen ¢pcosa df de
b2 a b ’




onde « é o angulo entre I e 0 eixo z.

Para encontrar a magnitude da forga total exercida pela casca sobre a particula

em /I?, basta integrar essa expressao sobre toda a casca, donde obtemos

2w G 2 2 >
lF[=/ /" pc:sadcr:/ /“ Gpa ser;qicosadéde.
0=0J¢=0 b 0=0Jp=0 b

A integracgao desta expressao é mais facil de efetuar usando b como a variavel. Ob-

servando o triangulo de lados abr da Figura 3, vemos que, pela lei dos senos e dos

CO-Senaos,

¥* = a’>+4r?—2arcosg,
A
cosa¢ = ———,
2br

. 3 d
Derivando a primeira dessas expressoes em relacao a ¢, temos 2b—0b = 2arsen¢, ou

dg

seja, b db = arsen¢ d¢. Substituindo em do, obtemos

N ab db df

& ?

T

portanto

| F]

2 +ta  Gpab (r? — a® + b?
dbdl =
/azo./z;r—a rb? ( 2br

Gpa 2 [rtae r24p?—q? 4
- 22 ./8—0-/b=r—a b? gae=
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2?.' J b b=r—-a
_ Gpa [ 4aGpa2n  4nGpa®
2r Jo = - 22 T2

Mas 47pa? é o total da massa da casca. Assim a casca atrai a particula com numa forca

de magnitude

GM.m
rz 7’

onde M, é a massa total da casca (lembremos que tinhamos tomado m = 1), que é
exatamente a mesma que seria exercida sobre a particula em P, por uma particula
localizada no centro da casca, cuja massa é igual ao total da massa da casca.

Para uma esfera sélidade de raio R em que a densidade é uma fungao somente da
distancia do centro, a magnitude da forga por unidade de massa em um ponto exterior

é

47rGm /“

- npa2 da, p = p(a).

Como a massa da esfera de raio K é

R
My =4 f pa® da,
ad = 0
substituindo na equac@o anterior obtemos a magnitude da forca total, que é

GMR?R
2 :
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Portanto, a esfera sdlida atrai uma particula exterior como se toda sua massa fosse
concentrada no centro. O

O Teorema 5.1 acima aplica-se analogamente ao préprio corpo que esta sendo
atraido, ou seja, para estudar a atracao gravitacional entre o Sol e um planeta, pode-
mos supor que ambos sao particulas pontuais, que concentram toda sua massa em
seus centros.

Com essas hipéteses adicionais de linearidade e de simetria, podemos reduzir o
problema dos dois corpos para um problema de movimento sob a agao de um campo
de forgas central e conservativo.

O problema dos dois corpos consiste em descrever o movimento de dois corpos sob
acao de sua atracgao gravitacional mitua. Suponha que O representa um ponto fixo no
espago do movimento. Sejam M e m as massas dos corpos que, com nossas hipéteses
adicionais, representam as massas de duas particulas. Sejam z; e z, suas posicoes e

3 1
r =| @y —z1 | > 0 a distancia entre eles; o vetor unitirio de xy para x; é ?—(:rl — )

e o de z; para x93 é —(zy — 21). De acordo com a Lei de Gravitacao Universal de
=

GMm

Newton, a magnitude da forca de atragao entre as particulas é —
s

e, portanto, da
segunda lei de Newton sabemos que as equagoes diferenciais que regem o movimento

das particulas M e m sao, respectivamente,

M = GMm xy — x,
1 r2 P :

el o GmM z, — xy
2 T2 - ,r -
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Podemos reescrever as equagoes acima como

Gm

7y = —5(wm—m),
GM

7y = ——5 (@—w),

donde vemos que a massa da particula atraida é irrelevante para a equagao diferen-
cial que rege o movimento; é claro que a massa da particula que atrai permanece
nesta equagao. Para reduzir o problema para o problema de um campo de forcas cen-

tral e conservativo, utilizamos o procedimento conhecido por redug¢ao a coordenadas

relativas. Tomamos = = xy — 21 e temos 2’ = 2%y — 2| e | | = r, de modo que
” " P GM Gm G(M +m)
=Ty — Ty =-——3'£C""'—3$=————T—'—'.‘L'
- - &

e assim, escrevendo g = G(M + m), obtemos

" #
" = —ﬁx,:c 1.

Nesta forma, a equacao do movimento descrito pela posicao relativa r = xy —
da segunda particula em relagdo a primeira, é idéntica & equagao que descreve o
movimento de uma particula qualquer sob atragao gravitacional de uma particula de
massa M + m situada na origem fixa de um sistema inercial.

Na verdade, num sistema de dois corpos, o que esta fixo num sistema inercial nao
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é um dos dois corpos, mas sim o centro de massa destes dois corpos que, pelo principio
da conservacdo do momento linear, estd em movimento retilinio uniforme. O centro

de massa de x; e £y tem coordenadas

M L m - M .
= xr Ty = I o 4
M+m } M4+m 4 ! M+m

Z,

de modo que a distancia do centro de massa a x; é

m m

ze—ol= 1P = e

Assim, se a massa M do corpo em z; é muito maior que a massa m do corpo em
= m ; .

9, entao “ﬁ é muito pequeno, portanto, o centro de massa esta praticamente no

centro do corpo de massa M e a soma M + m das massas é praticamente a massa

maior M.

No caso do Sol e seus planetas (mesmo Jupiter, o maior planeta, tem menos do
que 1/1000 da massa do Sol) é plausivel supor que o centro de massa do sistema
Sol-planeta coincide com o centro do Sol e que a soma M + m das massas coincide
com a massa do Sol; passamos, portanto, a supor que o Sol estd fixo na origem e que
de acordo com o modelo newtoniano, o0 movimento de um planeta em torno do Sol é
regido pela equacao

= —?%:r:, xt ), (5.1)

com g = GM, onde G é a constante gravitacional e M é a massa do Sol, que se
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encontra na origem. Esta é a equagdo do movimento no campo de forgas central e

conservativo

Flz) = —@m, £#£0,

com a lei de atracao

=%, r>0,

91

-

inversamente proporcional ao quadrado da distancia, de modo que podemos aplicar
todos os resultados obtidos nas segoes anteriores. Em particular, obtemos as leis de

Kepler, como segue.

Corolario 5.2 (Leis de Kepler). O movimento de um planeta em torno do Sol obe-
dece as seguintes leis:

1) A drbita do planeta descreve uma elipse com o Sol em um dos focos.

2) O vetor radial do Sol ao planeta varre dreas iguais em tempos iguais.

3) O quadrado do periodo T de revolugao do planeta é proporcional ao cubo do

semi-eixo maior a, com constante de proporcionalidade independente do planeta. Mais

precisamente,
47
T2 = —a®.
"_1.

Prova: As solugoes da equacao (5.1) sdo conicas pelo Teorema 3.1. Como os planetas
descrevem Orbitas limitadas, nao podem ser pardbolas ou hipérboles, de modo que sao
elipses. O Sol ocupa a origem do plano do movimento, que é um dos focos da elipse.
Em coordenadas polares, r denota a distancia do Sol ao planeta. Se dA denota a area
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varrida pelo vetor radial do Sol ao planeta para um pequeno incremento no angulo €
dado por df, a érea é aproximadamente igual a drea do triangulo de altura r e base
rdf, isto é, dA = 1r*df. A lei da conservacao do momento angular, dada pelo Teorema
2.1, fornece

dA 1 ,d0 1

—rf— = =

da 2 dt 27

ou seja, a taxa de variacao da drea varrida pelo vetor radial do Sol ao planeta é
constante. Finalmente, em um periodo 7" o planeta d4 uma volta completa, de modo
que a area varrida é

A [ dA——-.

Por outro lado, denotando os semi-eixos maior e menor por a e b respectivamente,

sabemos que a area da elipse é A = wab, de modo que

Pelo Teorema 3.1 sabemos que

5 iz , 1

Tel—e22 t T p2(1-e2)

e, portanto,

dm2a??  4r?%a®

0 que prova o corolario. O
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Obs 5.1. A terceira lei de Kepler é apenas aproximadamente valida, pois o fator de

proporcionalidade
a2 4x? 472

p  GM  G(M+m)

na verdade depende da massa do planeta e so € constante se idealizarmos M = M +m.

Orbitas elipticas nao apresentam avanco de periélio, pois a cada periodo voltam
ao mesmo ponto. A Teoria da Relatividade Geral de Einstein, no entanto, interpreta
o movimento de um planeta, ou de qualquer outro objeto em movimento inercial
(inclusive o da luz), ndo como uma reagdo a uma forga, mas como um movimento
livre ao longo de uma geodésica no espago-tempo de dimensao quatro, que é visto

como uma variedade diferencidvel dotada de uma métrica semi-riemanniana (®)

3
ds® = Z gpdxydz,
1,0=0

que obedece a certos principios, e onde ds é o andlogo do comprimento de arco
da métrica riemanniana. A métrica que explica 0 movimento no sistema solar é a
métrica semi-riemanniana de Schwarzschild; como s6 queremos entender o movimento
planetario, que é planar, basta utilizar a versao planar desta métrica que, em coorde-
nadas polares, é

; i i
ds? = V?dt? — —dr? — r%d0>. (5.2)
7

$Semi-riemanniana pois a forma bilinear simétrica de matriz (g,,) é apenas nao degenerada mas
nao ¢ necessariamente positivo-definida.

53



Nesta métrica, V denota a velocidade constante da luz (°) e

2/
Ve’

7=1 (5.3)

onde p = GM, como antes.
Vejamos como interpretar a varidvel s. Numa primeira aproximacao podemos

tomar v = 1 em (5.3) e portanto (5.2) se reduz a métrica de Lorentz
ds? = V2dt® — dr® — r?d6?.

Consideremos uma particula material em movimento no plano r,0 descrevendo

uma trajetéria dada por z(t) = (r(t),0(t)). Como a velocidade escalar é dada por

dr\? do\?
R a2(av
or=(G) +*(x) -

conforme o Lema 2.2; item 4), resulta que

ds\’ dr\? o> .
(£ -~ (8) (2 -

Mas todos os planetas, inclusive Merciirio, o mais rapido, tém velocidades escalares

| v | praticamente despreziveis em relacao a velocidade da luz, de modo que podemos

9Nos textos de Fisica, é costume normalizar V = 1.
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tomar V?— | v |*22 V? e, com um sinal conveniente,

BB
IR
<

em uma primeira aproximagao. Integrando, obtemos

s=1tV +s,

e, portanto, s é um muiltiplo do tempo, denominado tempo proprio. Em particular

podemos reparametrizar a trajetéria de uma particula material com s em lugar de ¢.

Obs 5.2. A bem da verdade, V e p sao somente andlogos, mas nao idénticos, a
velocidade da luz e a GM. O mesmo ocorre com t,r e ), que nao sao exatamente o
tempo e as coordenadas polares no plano do movimento mas, como sao suficientemente

semelhantes, podemos, para os nossos propositos, interpreta-los como tais.

Uma geodésica no plano-tempo das varidveis ¢, 7 e 0 na métrica (5.2) é um caminho

2(s) = (t(s),(s), 0(s))

que satisfaz uma certa equagao diferencial ordinéria de segunda ordem na variavel s
e que envolve os coeficientes V?y, —y~! e —1? da métrica ds?. Como estes coeficientes

s6 dependem de r e independem de £ e 0, é facil obter uma interpretacao fisica para



as componentes . e 0 de x(s), pois podemos integra-las e obter

0 B
2_ e =
"d TV (54)
e
dt
2 e — .
Viy =4, (5.5)

onde A e B sao constantes de integracao. Como vemos, podemos interpretar

dt o (ds\”!
a YA e 2 25 s
A=Vy-=V (dt) 14

como a velocidade da luz e

~ lﬁ_ 2@@_.2(10_ 290
BE R =t am = g = =

é 0 analogo do momento angular newtoniano, que é constante, ja que o movimento é

planar. No que segue, portanto, tomamos 2 = [ em (5.4) e temos

290 _ 1
ds V'

Em particular > 0 e, portanto, podemos inverter 6 = 6(s) para obter s = s(0) e

S

assim escrever a geodésica z(s) em funcao de 4.

A terceira e 1iltima componente (a componente ) da geodésica z(s) = z(s(0)) nao é



facil de integrar, mas aqui podemos usar uma outra condicao necessaria de geodésicas
de particulas materiais: a velocidade escalar segundo a métrica ds®> é constante e

positiva; normalizando temos

d:r, da: dx,dz
1 = y—— =
ds ds Z Gn ds ds

R R

Nao iremos nos aprofundar neste assunto, pois sé queremos ver como a Teoria da

Relatividade Geral explica o avango do periélio de Mercirio. Tudo que precisamos
aqui é das equagdes (5.4) a (5.6); para maiores informacdes consultar [2] Cap. 2 e [5]

Cap. 3.

1 . ;
Voltamos a escrever p = —, mais precisamente,
r

Teorema 5.3. A equagdo diferencial

d’p Lo 3p
@ tP= TR

descreve o movimento de uma particula material ao longo de uma geodésica da métrica

de Schwarzschild.

Prova: O movimento z(s) = (t(s),r(s),8(s)) de uma particula material ao longo de
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uma geodésica da métrica de Schwarzschild satisfaz (5.4) e (5.5), de modo que

ag\*  B: P
ds T opty2 T pAy??

a\®> A
ds 2

e portanto

dr\® _ (drdo\*_ 2 _(dr\’
ds) ~— \dods) +Vv2\do)

Substituindo em (5.6) obtemos

PO, GO W
T AV ArtV2 \ do riy?2

e, multiplicando por yr?V?~2, vem que

(dr)? _ _,W,dv‘z r4 A2 ;

a0 D + T G«
dr 1d
Mas, de r = -;; segue que E?é = _F ﬁ, de modo que
dp\’ wiv: , riA? 2 4 V2 A 9
(@) =g P Y VWP =y Ty TP

e portanto, usando (5.3), resulta que



Resta derivar p em relacao a 0 :

dod'p _2pdp _, dp % odp

doder - 2 do a0 T vEP 40

d
e cancelar 2—'0 =

do
d?p 3p
it P=5+at
df l VZ
O que prova o teorema. O
" : 3
Podemos, assim, usar o Teorema 4.1, com k = 2 e obter uma estimativa da

precessao dos planetas do sistema solar segundo a Teoria da Relatividade Geral, como

segue.

Corolario 5.4. Segundo a Teoria da Relatividade Geral, o avango do periélio por
translacao de um planeta no sistema solar é dado, aproximadamente, por

67

A0 = el — &)’

onde a e £ sao, respectivamente, o semi-eixo maior e a excentricidade da orbita do
planeta.

Prova: Do Teorema 4.1 obtemos

oo 0 3p  Bmp®
Aw =w(2r) —w(0) = 27 BV Ry




jd que K = V—‘[; Como a 6rbita dos planetas é aproximadamente uma elipse, podemos

usar a relagao

1

S
B al—a)

dada no Coroldrio 3.3, de modo que o avanco do periélio de um planeta do sistema

solar, a cada volta em torno do Sol, é dado aproximadamente por

672 6mp

TBVE S Vi(l-e?)

1

Aw

0 que prova o corolario. O

Finalmente, para obter os 43" por século terrestre de avanco do periélio do planeta
Merciirio, resta substituir os dados fisicos (ver Apéndice 6.3) na estimativa dada no
corolario acima. Em geral, temos

m.i

p = GM=(6,67x10™") kg;,-'z

3
(1,99 x 10%°) kg = (1,3273 x 10‘2“)?:—2,

V2

IR

2
(8, 9876 x 10'“)’:—2,

7 = 180 x 3600" = (6,48 x 105)" ,
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de modo que

3
5 m
67 6 x (6,48 x 10°)" x (1, 3273 x 10— B

) — 5 —
¥ (8,9876 x 1016) =
s

= (5,74185 x 10°)m.

No caso especifico de Merciirio, temos

a=0,3871 U.A = (5,7910 x 10'%))m

e =0, 2056,

de modo que

a(l — &%) =2 (5,5462 x 10'%)m
e portanto

6 (5,74185 x 10%)m

Aw =
YT Vea(l—22)  (5,5462 x 1010)m

IR

= (1,03528 x 10~1)".

Como o ano de Merciirio equivale a 88 dias terrestres, obtemos

(365,56 x 100)
88

= 415,409
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translagoes por século terrestre, totalizando (415,409) x (1, 03528 x 107")" = 43, 0065"
de arco de avango do periélio.
Uma representacao extremamente exagerada do avanco do periélio de Merciirio é

dada pela Figura 4 abaixo.

Figura 4

O valor observado deste avanco é de 43,11 £0, 45 segundos de arco por século além
da quantia obtida pela aplicagao da teoria de Newton levando-se em conta a influéncia
de todos os demais planetas. de modo que esta previsao da Teoria da Relatividade

Ceral de Einstein é confirmada de maneira incisiva.
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6. Apéndice
6.1. Produto Vetorial.

O produto vetorial X : R x R* — R? é uma aplicacio bilinear alternada, isto é,
valem

)X (Y+2)=zxXy+zXz2

1) (kz) X y = k(z x y);

i) 2x =0,
para quaisquer z,¥, z € R® e k € R. Em particular, decorre que também valem

w) (z+y)Xz=zX2+Yy X 2;

v) z x (ky) = k(z x y);

vi) z Xy = —(y X z);

vi() z X 0=0=0x=z.

Além disto, o produto vetorial é a tinica aplicagao bilinear tal que e; X ey = ez,
€y X €3 =€) e €3 X €] = €, onde ¢; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e5 = (0,0,1), ou seja, a
base {e;, e, €3} do R® é positiva.

Do ponto de vista geométrico o que é mais importante é que o médulo | z X y | é
a area do paralelogramo gerado por {z,y}. Isto decorre das propriedades do produto
vetorial e dos determinantes. Temos

viti) |z xy | = |z || y|sen 0,
onde 0 <08 <2mréoanguloentre zey (nocasodez #0# y; sex =0ouy =0,

podemos tomar § = 0). Finalmente utilizamos muito a relagao do produto vetorial
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com o produto interno; para z,y e z € R* temos:
iz) {2,y X 2) =& Xy, 2);
z) % (y X z) = (z,2)y — (z,y)z.

Em particular segue de ix) e #ii) que

xi) T X y é ortogonal a x e a y.

Lema 6.1. Dados z e y € R® temos
lzxy = |z [’y —(z,9)".

Prova: De iz) e x) temos

(xxy,zxy) = (r,yx(zxy) =Wy (y,)y) =

= Wy)z,2) - @a)zy) = |y[lz]* —(z.9)%

0 que prova o lema.

Lema 6.2. Se z,y : I C R — R? sdo caminhos diferencidveis, entdo

a) % (a(t) x y(t) = 2/(0) x y(8) + 7() x Y )
) d (J:r: )=:c><(m’><:c) B (:r><:r.’)><:1:.

di\[z] =P [zf

Prova: a) Usando a bilinearidade, temos, para h # 0,

L+ h) % y(e+ ) —2() x g0 = 3l B) X y(e+ ) — ot +b) X y(e) +
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+a(t +h) xy(t) —z(t) x y(¥)] = =z(t+h)x %[:u(t +h) —y(t)] +

_1-%[.'5(1, +h) —a(t)] x y(t),

de modo que basta passar ao limite com i — 0 para obter a). b) A afirmagao b)

decorre de )

ze_ @),

i(i) _ 2]~ _|=Po—(z,2)z _
TANEY ElG B
(z,z) — (z,2')z zx(2' xx)
P JaP

Além disso, por vi), temos = x (z' X z) = (z x 2) x 2. |

6.2. Prova do Teorema 3.1:

Teorema 3.1. A cénica de equagao

A
r=
1+ccosg’

¢ uma elipse se 0 < ¢ < 1, uma pardbola se € = 1 e uma hipérbole se £ > 1. Além

disto, o semi-eizo maior da elipse é dado por

- A
-

Prova: Como z = rcos ¢ e y = rseng, temos A = r(1+£cos¢) = r(1 +E£) =r+tex,
-
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ou seja, 7 = A — ez. Como r? = z? + y*, elevando ambos os membros ao quadrado,

obtemos: z? + y? = A% — 2)sx + 222, ou seja,

22(1 — %) + 2Xez + 9% = AL, (6.1)

Consideramos trés casos:

a) Se 0 < £ < 1 entdo a equacao (6.1) pode ser escrita como

. xe \? a8
(1 s)(m+1_£2) +y

ou melhor,
% 3% \*
T

1—g? Yy

a? B2 L,
onde

A2 A2

2 _ 2 _
- R

que € a equacgao de uma elipse centrada em ( 0) , com semi-eixo maior

1—g2’

%
(1-¢?)

I =

e semi-eixo menor b = ﬁ, pois 0 < € < 1 implica que 1 — &2 < 1 e con-
—&

seqiientemente que a? > b?. E claro que se £ = 0 entdo a elipse é um circulo centrado

na origem, com semi-eixo ignal ao raio e foco na origem.

66



b) Se 1 < &, entdo a equagdo (6.1) pode ser escrita como

donde, tomando

. X2 o
9 9
= b
¢ (62—1)26 g2 -1’
obtemos \
B Ae

g?2—1 y?
a? T %

que é a equacao de uma hipérbole centrada em ( ,0) com assintotas y =

b X
+— |z — - ;
a 1—¢g2

c) Se € = 1, entdo (6.1) reduz-se a y? = A\* —2\z que é a equacio de uma pardbola

g2 -1

com foco na origem e diretriz = A. o
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6.3. Alguns dados numéricos

Constante gravitacional G = (6,67 = 0,006) x 10~ "'m®kg~1s2
Velocidade da luz no vacuo V =6,6256 x 10®ms™!

Distancia média da Terra ao Sol 1,496 x 10''"m =1 U.A

Raio equatorial da Terra 6,37816 x 10°m

Raio equatorial do Sol 6,96 x 10°m

Massa da Terra 5,976 x 10*'kg

Massa do Sol 1,99 x 10%%kg

Excentricidade da dérbita de Merciirio & = 0, 2056
Semi-eixo maior da érbita de Mercirio a = 0,3871 U.A

Fontes: [3][2][8]
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