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RESUMO

Neste trabalho, estudou-se a influéncia de pardmetros migratérios na
estabilidade de modelos populacionais com estrutura etaria e dependéncia da densidade.
Primeiramente apresentou-se um modelo sem estrutura etaria e dependéncia da
densidade, onde se apresentaram os conceitos basicos acerca da determinagdo da
estabilidade de pontos fixos dos modelos. Num segundo momento, estudou-se analitica
e numericamente a estabilidade de um modelo com estrutura etaria Finalmente,
considerou-se um modelo com estrutura etaria, dependéncia da densidade e dispersdo
acoplada, onde foi analisada a influéncia da variagio destes parametros na estabilidade

dos pontos de equilibrio do modelo.



ABSTRACT

In this study we observe the influence of rates of dispersal in the stability of
populational age-structured and density-dependent models. First, we present a density-
dependent model, when was presented the basic concepts on determining stability of
equilibrium points. After that, we study, using analytical and numerical tools, the
stability of an age-structured and density-dependent model. Finally, we consider a age-
structured, density-dependent and spatial-structured model where was analyzed the
influence of rates of dispersion on stability of fixed points.
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1. INTRODUCAO

Com o objetivo de descrever e explicar a dindmica de populagdes naturais,
desenvolveram-se varios modelos matematicos que aproximam a realidade destas
populagdes, considerando alguns dos mimeros mecanismos internos e extermos que
influenciam o desenvolvimento de uma determinada populagdo.

Uma estrutura a ser considerada € a etéria, onde a populagdo divide-se em
classes representando o periodo pré-reprodutivo, reprodutivo e pos-reprodutivo (um
desenvolvimento que segue esta metodologia € [10]), para maior aplicabilidade dos
modelos, deve-se considerar, ainda uma estrutura que modele o efeito da mortalidade
dependente da densidade populacional [12].

Um outro fator importante a ser considerado e estudado é a dispersio,
fenémeno existente em todo conjunto populacional, e caracterizado pelo fato de os
individuos que o compdem se movimentarem e assim poderem expandir a area inicial
de distribuicdo mediante a ocupagao de outra, esta dispersdo resulta numa distribuigdo
espacial da espécie.

Durante os ultimos anos, cresceu o interesse sobre a importincia da
distribuigdo espacial na determinagio da dindmica de uma populagdo. Uma questdo que
tem recebido atengdo € determinar como a variagdo das taxas de migracdo nas diferentes

classes etarias afeta a estabilidade (por exemplo [7], [21], [15]).



Neste trabalho, estuda-se a influéncia da variagdo dos parametros
migratérios na estabilidade de um modelo populacional com estrutura etiria e
mortalidade dependente da densidade.

A presente dissertacdo estd organizada como segue. No capitulo 2,
estabelecemos um modelo para evolugdo populacional no tempo. Este modelo considera
uma populagdo constituida de uma s6 espécie que ndo estd sujeita a processos
migratérios e ainda utiliza-se das suposi¢des de que o nimero de machos € igual ao
numero de fémeas da populag@o e de que n3o ocorre superposi¢ao de geragdes, ou seja,
para que uma nova geragdo nasga, a anterior deve ter desaparecido completamente
(secdo 2.4). Neste modelo, foi utilizado, ainda, o fato da populagio utilizar um
mecanismo de realimentagdo negativa, descrita pela fungdo recrutamento de Ricker
(se¢do 2.3). Na seqiiéncia, foram apresentadas as defini¢des de ponto fixo (ponto de
equilibrio) e determinagdo dos mesmos para o modelo previamente definido (secdo
2.4.1). Nas segdes 2.4.2, 2.4.3, foram apresentados teoremas e defini¢des concernentes a
estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo, a seguir, apresentam-se as rotas para a
perda da estabilidade através das duplicagdes de periodo (se¢do 2.4.4), indicando na
seqiiéncia, um mecanismo que permite determinar para quais parametros envolvidos no
modelo tem-se estabilidade (segdo 2.4.5).

No terceiro capitulo, propde-se um modelo que contempla populacdes
divididas em duas classes etdrias, onde todos efeitos devidos a mortalidade dependente
da densidade ocorrem somente na primeira classe etaria (segdo 3.1). A seguir,

determinam-se os pontos de equilibrio do modelo (se¢8@o 3.2), passando a determinar a



estabilidade dos mesmos, utilizando o método definido no capitulo anterior, ou seja, o
de aproximar o sistema em estudo por um sistema linear na vizinhan¢a do ponto de
equilibrio (se¢do 3.3). Apds isto, € feito um estudo analitico e numérico para determinar
as condigdes de perda estabilidade, via bifurcagdes, dos referidos pontos fixos (segdo
3.4), finalmente (secdo 3.5) sdo estudados atratores do referido modelo.

No capitulo 4, é introduzida a importincia do acoplamento do efeito
migratorio em um modelo com estrutura etaria (se¢do 4.1), apos isto, propde-se um
modelo que considere este efeito (se¢do 4.2). A seguir, na segdo 4.3, é feita a andlise da
estabilidade dos pontos fixos do modelo, seguida por uma anélise especifica dos efeitos
da dispersdo na estabilidade dos pontos de equilibrio, considerando-se isoladamente o
efeito devido aos pardmetros de migragdo (se¢do 4.4).

No capitulo final, ¢ feito um sumdrio das conclusdes obtidas nos capitulos
anteriores.

No presente trabalho, os graficos que mostram diagramas de bifurcagdo,
expoentes caracteristicos de Lyapunov e bacias de atragio foram gerados utilizando-se o
“software” Dynamics versdo 3.0, distribuido juntamente com [13]. As demais figuras

foram geradas utilizando-se o “software” MATLAB.



2. MODELOS SEM ESTRUTURA ETARIA

2.1. Modelos Matematicos

Quando se deseja analisar de forma quantitativa o processo de evolugdo de
uma populagcdo, necessita-se de modelos matematicos que permitam observar as
variagdes da populagdo com o tempo e a influéncia de diversos fatores que contribuem
para estas variagdes. Dentre os diversos fatores que influenciam o comportamento
dindmico de uma populagdo deve-se destacar a natalidade, a mortalidade e a migragio
como fundamentais.

Tais modelos devem levar em consideragdo, também outras estruturas,
como a estrutura etaria, por exemplo, onde a populagdo € dividida em classes: pré-
reprodutiva, reprodutiva e pos-reprodutiva.

Desde os trabalhos de Verhulst (1938) e Pearl & Reed (1920) foi observado
que muitas populagdes exibem mecanismos de realimentagdo negativa, 0 que restringe o
seu crescimento. Estes mecanismos, chamados de dependentes da densidade,
desempenham um papel importante na determinagdo do comportamento dindmico de
tais populagdes [12] e conseqientemente s3o importantes quando se deseja construir
modelos populacionais. E importante encontrar fungdes simples, € ao mesmo tempo
gerais, para descrever os processos dependentes da densidade. Simples, tais que suas
propriedades possam ser determinadas analiticamente e gerais, tais que sejam capazes

de descrever as variadas formas nas quais a dependéncia da densidade pode ocorrer [1].



2.2. Dependéncia da Densidade

Um grande namero de modelos usando a equagbes a diferengas para a
descri¢do da dependéncia da densidade pode ser encontrado na literatura. Tais modelos
mostram o mesmo comportamento dindmico, mas diferem em sua capacidade de
descrever os diversos tipos de dependéncia da densidade.

Uma da formas de identificar a dependéncia da densidade €, a partir de
dados experimentais, construir um grafico que relaciona o nimero de sobreviventes

(que sera aqui denotado por X,,,) e a densidade inicial da populagdo (X, ). Se a curva

obtida ndio for a reta X, = X,,, entdo esta caracterizada a dependéncia da densidade.

Neste caso, se a curva obtida for monoténica temos competi¢do do tipo “contest™ e caso

a curva seja nao-monotdnica temos competicdo do tipo “scramble”.

Observando os graficos abaixo:
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Figura 2.1: Relag3o entre o nimero de sobreviventes e a densidade da populagdo
Temos na figura 2.1a e na figura 2.1b a relagdo entre o namero de
sobreviventes e a densidade, em 2.1a de besouros da espécie Stegobium panaceum a
curva monotdnica caracteriza competi¢cio “contest”, em 2.1b besouros da espécie

Lasioderma serricone a curva nao-monotdénica caracteriza competi¢cdo “scramble” [1].



2.3. Modelos com Dependéncia da Densidade

Modelos que descrevem a mortalidade como dependente da densidade tem a

forma discreta:
Xa=r-X, - f(X,) (2.3.1)
onde: X,., € o nimero de sobreviventes
X, é o nimero inicial de individuos — densidade inicial da populagdo
r é o numero de filbotes fémeas gerado por cada individuo durante toda a

vida — taxa de natalidade

J(X,) é a fung3o que relaciona o nimero inicial de individuos com a
densidade de sobreviventes, a fungdo f(X,) toma valores no intervalo [0; 1] para
valores X, > 0.

Uma forma de definir genericamente a fungdo f pode ser feita

considerando-se a equagdo diferencial ordinaria [1]:

anN (23.2)
o LSS
e H(N)

onde: N é o numero de individuos total da populagdo

#(N)é uma fungdo que relaciona a taxa de mortalidade com a densidade da
populagdo.

Uma formulagdo discreta para 2.3.2 pode ser obtida por integragdo direta
para uma densidade fixa N, (nimero inicial de individuos da populagdo) e
considerando-se N, como o numero de sobreviventes no tempo ¢:

N, =N, -exp(-u(N;)) (2.3.3)



Fazendo X,,=N,, X,=N, e f(X,)=exp(—u(N,)), e isolando a taxa de
mortalidade em 2.3.3, tem-se:

X ] (2.3.4)

u(X,)=ln[X

t+1

que é o k-valor para mortalidade de Haldane(1949) e Varley & Gradwell(1960).

Uma variedade de modelos foi proposta com a fungdo mortalidade
dependente da densidade #(X,) tomando diferentes formas, cada uma delas adequada a
um tipo de populagdo. A seguir, mostram-se duas formas para esta fun¢3o:

i) Funcio Recrutamento de Ricker:

A fung¢do recrutamento de Ricker € obtida quando fazemos u(X,) =X,

disso, f(X,)=exp(-aX,), para a > 0. Esta fungdo foi proposta por Ricker (1975) ao

estudar populagdes de peixes.

Fungdo Recrutamento de Ricker / =4 / alfa=0 4
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Figura 2.2: Fung¢do recrutamento de Ricker, com parimetros a =04 e r = 4.




ii) Funcio Recrutamento de Beverton-Holt.
E obtida quando tomamos pX,)=n(l+ea-X,) disso,

1
1+aX,

(X)) =exp(-In(1+a - X,)) e, portanto f(X,)=

Func3o Recrutamento de Beverton-Holt / alfa=0.4

2 LA ™

18
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12f
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08t
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X(+)

04

02t
% 2 3 6 8 0
X
Figura 2.3: Fungio recrutamento de Beverton-Holt, com parametro a = 0,4.

No presente capitulo, a funcdo recrutamento de Ricker, sera utilizada para

estudar a dinamica de uma populagdo sem estrutura etaria.

2.4. Modelo Sem Estrutura Etaria:

E assumido que esta se modelando uma populagio de uma s6 espécie, que
nio esta sujeita a processos de migragdo (populagdo isolada). Serdo consideradas, ainda,
somente as fémeas da populacdo, o que € equivalente a supor o numero de machos igual
ao numero de fémeas.

A partir desta secg¢do sera considerado o modelo:

X, =r-X,-exp(-a-X,) (2.4.1)



Esta equagdo ¢ valida, por exemplo, na seguinte situagdo: imagine que a
cada primavera, eclodem insetos de ovos previamente postos - eles se alimentam,
crescem, amadurecem, reproduzem-se, colocam ovos e morrem. Assumindo condigdes
constantes a cada ano (disponibilidade de alimentos, namero de predadores, etc) a
populagdo do ano ¢ determina unicamente a populagdo do ano ¢ +1. Portanto nfo ha
superposi¢do de geragdes e um modelo unidimensional se aplica

Na equag¢do acima, tem-se que r € o namero de filhotes fémeas gerado por
cada individuo durante toda a vida e exp(-aX,)é a componente devida a mortalidade
dependente da densidade. Nas secgdes seguintes, serdo estudadas as propriedades da
estabilidade do modelo descrito pela equagdo 2.4.1, o procedimento aplicado para o
modelo unidimensional € o mesmo ao aplicado a modelos de dimensdes superiores, com

os devidos ajustes.
2.4.1. Pontos de Equilibrio

Considere a equagio a diferencas em forma vetornal:

X..=f(X) o X X R iR R 1=012.. (2.4.1.1)

Definicdo: X~ € um ponto de equilibrio (ponto fixo) se f(X*)=X",
considerando o modelo descrito em 2.4.1, tem-se:
X' =r-X -exp(~a¢- X )= X" -(l—r-exp(—aX"))z 0
e disso, os pontos de equilibrio sdo:

B2l o X 1) (2.412)
a

Tais pontos sdo chamados pontos de fixos, pois correspondem a auséncia de

variagdes nos valores X, quanto ¢ varia
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Figura 2.4: Pontos fixos do modelo, para @ = 0,4 e r=1(em vermelho); a= 0,5 e =4 (em
verde); o= 0,6 e r = 7(em azul).

2.4.2. Estabilidade

O objetivo, agora, € determinar se os pontos de equilibrio obtidos na seccdo
anterior sdo estaveis ou instaveis, ou seja, se dada uma condigdo inicial na vizinhanga de
uma solucdo de equilibrio, a seqiiéncia de solugdes se aproxima ou se afasta da solugéo
de equilibrio. Uma forma de examinar esta questdo € aproximar a equagio em estudo
por uma equagdo linear na vizinhanga de um ponto de equilibrio. Com base nesta idéia
enunciamos o teorema:

Teorema: Sejam 4, (r' = 1,2,...,n) os autovalores obtidos da lineariza¢do de

uma fungdo 7, da forma 2.4.1.1 préximo do seu pontos fixo X°, ou seja, os 4,sdo

10



autovalores da matriz M =[_8__fé(:;}’_l} ,i=12...,n-1. A estabilidade do ponto fixo
i

¢ dada por:
a) Se |i|<LVi entdo X" ¢ assintoticamente estavel;
b) Se |4|>1 paraalgum kentdo X" ¢é assintoticamente instavel.
Observacgo: Se|4,|=1, para algum k e |4|<1,Vi#k o ponto fixo X" é
dito nao-hiperbolico e o teorema anterior ndo se aplica, isto €, a lineariza¢3o ndo é

suficiente para determinar a estabilidade de X* [19].
Agora, serd aplicado o teorema enunciado acima para determinar-se a

estabilidade dos pontos de equilibrio obtidos em 2.4.1.2:

Observa-se que a matriz M =[M] se reduz a f'(X'), com
Xax®

ox
F'(X)=r-exp(-aX)-(1-a- X) e para os pontos fixos obtidos em 2.4.1, tem-se:

Caso ponto fixo X* =0:

X =0)=r=i=

ri, mas r >0 por defini¢do, entdo o ponto fixo:

. éestavelse r <1;
° € instavel se r > 1.

Ou seja, uma orbita proxima de X~ =0 converge para este ponto fixo se

r <1 e se afasta dele se » >1 apds um numero suficientemente grande de iteragdes.

Caso ponto fixo X" =~In(r):
a

f'{X' = i—ln(r)} =1-In(r)= ’/'L| =ll—h1(r){ e portanto o ponto fixo:

o é estavelse O <In(r) < 2;
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° ¢ instavel se In(r) > 2.
Ou seja, uma orbita proxima de X~ = -I*ln(r) se converge para este ponto
a

fixo se 0<In(r)<2 e se afasta dele se In(r) >2 apds um nimero suficientemente

grande de iteragGes.
Note que em ambos 0s casos a condi¢do de estabilidade ndo € influenciada
pelo valor do parametro a, portanto, quando se tratar do estudo da estabilidade ele pode

ser ignorado.

2.4.3. Ciclos e Estabilidade

O conjunto S = {X‘,X’,Xﬂ...,X”} forma um p-ciclo (ciclo de periodo

fundamental p)de f se:

X" =f(X"), r=12,..,p-1
X' =7(X7)

Algumas informagdes importantes a respeito de ciclos:
a) Se X" éponto fixo de f entdo {X‘} € um I-ciclo.
b) {X‘,Xz,...,X”} é um p-ciclo se, e somente se, X', X* X7 sdo

pontos fixos de fP(X)=f(f( ..... (f(X).‘.z.

p-iterada

A partir desta definicdo, pode-se enunciar um resultado importante a

respeito da estabilidade dos ciclos:
Teorema: Se {XI,X:,“.,X”} é um p-ciclo de f, f:R” > R". Sejam
M =Df(X")-Df(X?)-----Df(X?) e A,,i=1,...,nos autovalores de M :

a) Se|4,|<1,Vi entdo o p-ciclo ¢ estavel;

12



b) Se|i|>1 paraalgum k entdo o p-ciclo & instavel;

c) Sel,

=1, para algum ke |4,|<1,Vi # k entdo nada se pode afirmar

a respeito da estabilidade do p-ciclo.

2.4.4. Bifurcacdes de Duplicacio de Periodo

Retomando-se a andlise de estabilidade feita em 2.4.2, percebe-se que o
sistema € estavel se O0<In(r)<2, mas que tipo de comportamento estavel ele
apresenta? E fora deste intervalo, qual o tipo de comportamento (se a priori s6 sabemos
que o sistema torna-se instavel)?

Para responder-se a esta pergunta, constréi-se diagramas, como o abaixo,
seguindo o algoritmo:

a) Escolhe-se o pardametro a ser variado na construcdo do diagrama;

b) Escolhe-se a condigéo inicial,

¢) Itera-se a fungdo até um 7 suficientemente grande;

d) Descartam-se as iteragdes do periodo transiente;

e) Imprimem-se os resultados que restaram;

f) Incrementa-se o valor do parametro e volta-se a etapa b).

Os diagrama de abaixo for construido tomando-se como pardmetro r
(variando no intervalo [0; 18]), como condigdo inicial X, =0,1, fixando a =0,4;

descartando as primeiras 500 iteragdes e imprimindo as seguintes 500 iteragdes:



15

£ - - -
| 10 ol SRS
_,""“ =
[ o
S i
F }
+ ____._—--"'-‘-'I
e %
I P
i -‘-“'-. -
e . ‘H‘-\‘-\_________ ,,-"/ '~ .‘4—4-‘?
8 Ty
- 2 4 & 8 10 12— 34

Fi.gura 2.5 .Diagrama de bifurcagdo, r variando no intervalo [0;1 8], a= 4
Este diagrama é chamado de Diagrama de Bifurcagdo e permite fazer as

seguintes observagdes [10]:

a) para valores de pardmetro 0<r <exp(2) temos estabilidade, X,
converge para o ponto fixo X* = 2 In(r), nas figuras abaixo, exemplifica-se este caso:
a

Evolugdo Temporal - =5; alfa=0.4
8 L] L] L] L]

20 40 60 80 100
Ewolug3o Tempo}al -r=3; alfa=0.5
20 40 60 80 100

1

Figura 2.6: Evolugdo temporal do modelo
14



Na figura 2.6, observa-se comportamento estavel e ocorre a convergéncia
para o ponto fixo X~ =lln(r), quando r=6 e a =0,4 o sistema converge para
a

X" =447940 e quando =3 e @ =0,5 converge para X" =2]19722.

b) para exp(2)<r <exp(2,562) o sistema continua estavel, mas agora
converge para dois pontos, temos o aparecimento de um ciclo de periodo 2, e no valor
r=exp(2) ocorre a primeira bifurcaciio, podemos ver logo a seguir sucessivas
bifurcagdes e aparecimento de ciclos de periodo 4, 8, 16....(ver figuras 2.7);

Evolugdo Temporal - =8; alfa=0.4
B T T T T 1
I
L i
(a) x 4 ; : i ] 1

% 2 4D 60 80 100

Evolugo Temporal - =10; afa=03
15 ¥ L Ll

T

0 2 20 60 a0 100
t
Figura 2.7: Evolugio temporal do modelo, observa-se um ciclo de periodo 2.

L

43 ]
T

c) apds estas sucessivas duplicagdes de periodo (figura 2.8), quando
r > exp(2,692), aparecem ciclos de periodo arbitrario, bem como as solu¢des mostram-
se ndo-periodicas e, além disso mostram grande sensitividade as condigdes iniciais,
esta regido, obtida para » > exp(2,692), é denominada cadtica (ver figuras 2.10a, 2.10b

e 2.10c).
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Evo@o Temporal -r=14; alfe=0.4
15 ™

1
(a) =<
U

CJ

M

80
Emlur;éo Temporaf =14.41; aﬁ‘a=0 4

Figura 2.8: Evolugéio temporal do modelo.

U‘l

100

Na figura 2.8a observamos comportamento periodico (ciclo de periodo 4), e
em 2.8b observamos um ciclo de periodo 8, estas sucessivas bifurcacdes de periodo
levam a comportamentos nao-periédicos para valores de pardmetro r, como vemos na
figura 2.9:

Evulu;au Tsmpnral =17; alfa=0.4

WWW b

0 80 100
E‘b’olugao Tempura‘ - r=17.8; alfa=0.4

r',rh"”H . ‘

0 2 80 100

Figura 2.9: Evolugio temporai do modelo
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Aqui, observam-se oscilagdes irregulares, caracterizando comportamento
néo-periddico.

E importante notar-se que na regifio de comportamento nio-periédico, tem-
se dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais observe:

Evolugdo Temporal - =17; alfa=0.4; X0=0.1

bt i

Evolugdo Temporal - r=17; hifa=0.4; X0=0.1000000001

e

0

Diferbnga
10 r

© UM\W\;\WN\/%
a3

-10 :
0 20

00
1

Figura 2.10: Evolucdo temporal do modelo para condigdes iniciais com diferenca 107

Note na figura 2.10a a evolugdo temporal do modelo para a condig¢io inicial
X,=0]1, em 2.10b a evolugao temporal para a condi¢do inicial X, = 0,100000001,
ambas para parametros r =17 e @ =0,4 e em 2.10c, a diferenca entre as evolugdes
para cada ¢, nota-se que uma pequena variagdo na condigdo inicial leva a um
comportamento futuro imprevisivel, o que caracteriza a dependéncia sensitiva as
condig¢des iniciais.

Observe ainda que mesmo na regido onde predomina o comportamento nao-
periodico, aparecem janelas de periodicidade, ou seja, aparecem regides estaveis. Um
mecanismo que nos permite identificar os valores de parametro para os quais o sistema

é estavel sao os Expoentes Caracteristicos de Lyapunov.
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2.4.5. Expoentes Caracteristicos de Lyapunov

Os Expoentes de Lyapunov fornecem uma medida da dependéncia sensitiva
as condigbes iniciais, ou seja, mede o afastamento de duas orbitas com condigGes
iniciais muito proximas.

Definicdo: O Expoente de Lyapunov de x,, denotado por 2 é dado por:

-1

1=£13312'nlf'(xtﬂ

| fymr

Note que 3 Inl ") = [ ]|z, = tnh’:[ L&) =l )=
k=0 k=0

k=0

A= tim i ()
Equando r >0 => 4 s.v}]n[f”(xo)lﬁ At = ln|f"(xﬂ)|=

exp(A) = |1 ()] =| /') - 1(0)++ (5, (+)
Um argumento que justifica tal defini¢do e possibilita melhor compreenséo

da mesma é:

Seja X,,, = f(X,), f:R—>Re sejam x,,y, € R, {x,} a érbita de x, e
{,} a orbita de y,.

Considere &, = y, —x,, a medida do afastamento das drbitas. Disso:

yl‘ =51' +x!'
y.r+l =f(.y:):>xf4l +5:+1 =f(xr +5.r)

expandindo em Série de Taylor, em tomo de x,:
S, +8,)=f(x)+ ['(x)-6,+6(5,)

desconsiderando os termos da ordem 8(6,):

18



X + 8, = [+ ()-8, 8, = f'(x,)-5,
e portanto:
8, = 1'(%)- &,
8,=f'(x)-8, = f'@®)- 1'()-8
:5, = ') ' (®)+ (%) -8, (++)

Comparando (*) e (**) temos:

B+ exptiny =[5, =5, exptin

3|
18]

Portanto o afastamento cresce exponencialmente se A >0, ou seja, ocorre
dependéncia sensitiva as condi¢des iniciais.

Algumas observagdes importantes sobre os expoentes caracteristicos de
Lyapunov:

Observacdo 1: O expoente caracteristico de Lyapunov ndo esta definido para
todos os pontos x,. Por exemplo, se f'(x,)=0, para algum k: In|f"(x,)| ndo esta
definido e portanto, A ndo esta definido.

Observacdo 2: Teorema Ergodico: 4 “ndo depende de x,” a menos de um
conjunto de medida zero, isto €, existe um conjunto de medida zero 4 < R tal que
Vx, € A,A(x,) existe e € o mesmo [4].

Observacdo 3: Se X é um ponto fixo de fentdo: x, = X,Vk, neste caso, o

expoente de Lyapunov é:
) 1 =1 ' I
A =lim=3 In|f"(x,)| = lim—-£-Inl"(x, )] = | /")
k=0

Observacio 4: Se {pl,pz,...p,} € um n-ciclo entio o expoente de

Lyapunov de p, ou p,,...,ou p, &

19



|!'-1

A= hm Zln‘f (xk)‘
considere que ¢ = n7, entdo:

2|+ 0l ()] + . +ln]f (p.)]+-

Zln|f (x) =Mnlf" (p1)1+

In|f"(p,)] +.- +ln|f‘(P,,)]

f

Portanto:

Vo dm n}f* (p)| +...+ In|/"(p,)

/’L=9_1’2;1?-‘5'(hl|f'(P1)l+---+]ﬂ|f(Pn)

n
LIRS ) S )
n
Observagio 5: Se E'; ¢  ponto fixo  estavel, entao

|f'(®) <1=> In|f'(®)| <0 4 <0.
Se {P;,p«, p,,} € um n~ciclo estavel entdo:

') £ o) @) <1= 1|/ (p)- £'(pa)-= ['(P,)] <12 2 <0

Disso:

A estabilidade (de pontos fixos ou ciclos) pode ser caracterizada por
expoentes de Lyapunov A <0 e, conseqiientemente a sensitividade as condigdes iniciais
é caracterizada por 1 >0.

Definicio: Seja f:R-—>R de classe C' e seja {x,,x,,.} uma 6rbita
limitada de f . A érbita é dita cadtica se:

1) {x,.x,,..} ndio é assintoticamente periédica, ou seja, se a orbita ndo
converge para uma orbita peridédica quando 7 —

2) O expoente de Lyapunov de x, € maior do que zero (4 >0).

20



As figuras a seguir, ilustram a importincia do calculo dos Expoentes

Caracteristicos de Lyapunov na caracterizagdo da estabilidade:

| 28
L ’//
- '/-
—l115 ‘r"
]

: /’,ﬂ \-—"""""‘“-l/
L. /'
10 P
- !’//
3 —
-/ lt._‘
.—5 \"'\\
L e =28 "'-'-..._

-‘—'l—-__‘___“_‘__-—“'—‘-‘-h_ -
| -~
B 1 . S 19 12 . i
Figura 2.11: Diagrama de bifurcagdo para o parametro r, varando no intervalo [5; 18]

com a =0,3

s ‘ R : SR AR T, N 3
3 bl
- 3
Ly ]
- :
i 1
o P, Fass A
E f\\ N ' F ]
4 . / \‘; /'\ | i
:_1 \"\.__‘ . ': 2]
= :
E | ;
s :

T Ty

6, 8 1e A2 ,14 16 ]

Figura 2.12: Expoente de Lyapunov A obtido para o pardmetro r (variando em [5; 18])
Versus o
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Comparando-se as figuras 2.11 e 2.12, pode-se notar que a estabilidade,
caracterizada em 2.11 pelos ciclos, corresponde a valores de 1 negativos, em 2.12, e os
pontos de bifurcagio (de 2.11) correspondem a valores A iguais a zero e zonas de caos

a valores A positivos.

e
I~



3. MODELO COM ESTRUTURA ETARIA

3.1. Modelo Matemdtico

No capitulo anterior, apresentou-se um modelo que descreve uma dindmica
populacional considerando os efeitos da dependéncia da densidade. Este modelo
caracterizava-se por se aplicar a uma populagdo de uma sé espécie e que se encontra
isolada, ou seja, ndo ocorre migragao, considerou-se ainda, somente o numero de
féemeas da populagZo e, finalmente, utilizou-se a hipétese de que ndo ha superposig¢do de
geragdes, uma velha geragdo é totalmente substituida por uma nova somente apés a
extingdo da primeira.

Neste capitulo, serd introduzida uma possivel extensdo do modelo
apresentada na sec¢do 2.4 para populagdes com duas classes etarias. A integracio de
uma estrutura etana ao referido modelo o torna mais préximo da realidade, ou ainda,
permite que este modelo se aplique a um nimero maior de espécies.

A hipétese fundamental utilizada agora serd a de que todos os efeitos
dependentes da densidade ocorrem somente na primeira classe etaria. Novamente, sera
considerada uma populagdo de uma s6 espécie, isolada e sera considerado somente o
numero de fémeas da populagdo.

Sera utilizada a suposi¢do de que a populagdo estd dividida em duas classes

etarias {(em uma unudade de tempo compativel com a populagdo em estudo), onde x,
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representa os individuos da primeira e y, os individuos da segunda classe etaria no

tempo .
Seja pa probabilidade de transicdo da primeira para a segunda classe, na

pratica esta probabilidade também pode ser encarada como dependente da densidade,
mas como assumimos que os efeitos dependentes da densidade ocorrem somente na

primeira classe, p sera tomado como independente da densidade [10].

Sejam f, e f, afecundidade média (n(imero médio de ovos produzidos por
cada individuo) das fémeas das classes x e y, respectivamente.

Seja w, indicando a produgdo de ovos pelas fémeas no tempo . Note que a

produgdo de ovos deriva-se potencialmente de ambas as classes etarias, entdo w, tem a

forma:
W, = JeX + 1,3 (3.1.1)
Considerando £, como o componente relativo a dependéncia da densidade e
da forma: Fy=gw,)
A partir das defini¢des acima, o modelo pode ser esquematizado como na
figura abaixo:
_ 4
l fx
r X ¥
Py P

Figura 3.1: Modelo com estrutura etaria
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E descrito da forma:

{xhl = pﬂwI s g(wt )w: (3- 1 -2)

1+l =px!

Observa-se que os individuos da primeira classe no tempo ¢ +1 dependem
do nimero de ovos produzido no tempo #, considerando-se a componente devida a
dependéncia da densidade, e que os individuos da segunda classe no tempo ¢+1
derivam diretamente das sobreviventes da primeira classe.

Usando-se a equagdo (3.1.1) e o sistema (3.1.2), pode-se reescrever o
modelo, como:

W =1.80w)w, + f,px, = f.gw )Iw, + f,pg(w, v, , (3.1.3)

Definindo-se R, = f_ + pf,, significando o nimero reprodutivo basico, ou
seja, o numero meédio de filhas por mie durante toda a vida, a maternidade em cada

fx ___pf}'

classe pode ser escrita como m, =-*= e m,

, Tespectivamente, note que:

Fazendo uso as definigdes acima na expressdo 3.1.3, obtem-se:
wf*l = Rﬂl.m:“"lg(wl) * m}-'wt—lg(w:-l ).I (3 1 4)

O interesse, a partir de agora, estara focalizado no estudo da estabilidade dos
pontos de equilibrio do modelo, e particularmente como a estabilidade é afetada pelos

parametros do modelo.
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Considerando-se como modelo para a componente dependente da densidade
g(w,) afuncdo recrutamento de Ricker definida no capitulo anterior {(seccdo 2.3), dada
por:
g(w,) =exp(-ow,)
e tomando @ =1 (como sera visto a seguir, o estudo da estabilidade independe de @ ©
que justifica tal escolha) tem-se:

wf+‘| = exp(H )lm:wr exp("w:) +m _vw:-l exp("wr-l )J (3 1 5)

onde: H =In(R,), como nova forma para a equagdo 3.1.4.
3.2. Pontos de Equilibrio

Serdo determinados os pontos de equilibrio do modelo, para tanto, seja w”

um ponto fixo do modelo, entdo de 3.1.2:

{x' =gw w’ (3.2.1)
y =px

Nota-se que w, = f.x, + f,¥, e, no equilibrio, w' = f.x" + 1,y e disso:

w = 1.gWw W +f, pg(w w
=(f. +pf,)gw )W’
=R,g(w )w’

Resolvendo a equagdo acima, tém-se duas solugdes:
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1) w" =0 o que implica, do sistema (3.2.1), em {x. .
y =

2) Se w'#0, entio Rg(w)=1 e portantog(w')z-j;: e disso,

Fw" >0 R, >1 pela definigio de g(w), uma forma simples de observar esta
condigio é tragando o grafico de g(w'), note que w™ >0 por defini¢io:

1 1 . r —

o8} .
o8}t
07 - -
osf

05t
DA} 1
03}
02t
o1t

0 N L L
8] 1 2 3 4

L

[1,] VR — N

Figura3.2: w" versus g(w")= }%—

O

De 1) e 2) conclui-se que:

X
e Caso O<R <1, { . Oé o unico ponto fixo (ponto fixo trivial).
y =

R IR e

1
" - —
y =pg(w w R,

¢ Caso R, >1, tem-se dois pontos fixos: {

{x.zo
3 =0
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3.3. Analise da Estabilidade

Nesta sec¢do, busca-se determinar os critérios de estabilidade para os pontos
de equilibrio encontrados anteriormente, ou seja, determinar para que valores de
parametros presentes no modelo, os pontos de equilibrio sd3o estaveis, instaveis ou
perdem a estabilidade. O método utilizado sera o definido no capitulo anterior, ou seja,
aproximar o sistema em estudo por um sistema linear na vizinhanga dos pontos de
equilibrio.

Calculando a Jacobiana do sistema, tem-se:

Df(w)=[ﬂwg:(w)p + 1.8(w) JQWg:(w)O " f;g(w)]

Agora, busca-se determinar a forma do Jacobiano para os pontos de

equilibrio em estudo:

e Casow =0;

Pela definigio de g:
Df(0) = (f’ f”} =L
p 0

Matrizes de mesma forma de L sfo chamadas matrizes de Leslie [9], [2],

[10], que se apresentam genericamente da forma:
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L f, = =»w -
BU & Fegs
L=10 p,
0 0 p
cuja equagdo caracteristica é:
] I l
‘Tﬂ+%+m+"ﬁ—'§'=l,com4:lelt=pl-p2---pi_,

Entdo, aplicando-se a defini¢do acima, obtem-se para o modelo em estudo:

Lf., % -
i?’%r£+—}~{-r3—xl,como I,=1 e I, =p, entio A" - fA-pf, =0, multiplicando e
7 2

dividindo por R, tem-se:

2 f
Podzpi HFyp g
rRA-Prp

e o polinomio caracteristico é dado por:
P(2) = A —-mRA—mR, (3.3.1)

A partir da obten¢@o do polindmio caracteristico, tém-se duas opgdes para
determinar-se as condigdes necessarias a estabilidade do equilibrio. A primeira é o
calculo direto das raizes do polinémio caracteristico, procedimento simples para o caso
bi-dimensional. Uma segunda, e mais geral op¢do, € aplicar-se o teste de Jury [11], que
se mostra mais adequado a casos de dimensao maior do que dois. A seguir, enuncia-se o

teste para no caso bi-dimensional e o mesmo é aplicado ao polinémio 3.1.1:
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Teste de Jury (Caso Bidimensional): Seja 4 uma matriz 2x2com
polinémio caracteristico P(A)=A4"-gA-pg,, onde ¢, =f,. ¢,=f,e p ¢é a
probabilidade de transi¢do da primeira para a segunda classe etaria. As condigdes para o
teste de Jury sio [18]:
i) P(1)>0
i)  P(=D>0
iii) -p-qg,<l.
Se as condigdes /, /i e iii acima forem satisfeitas, ent3o o ponto de equilibrio
€ assintoticamente estavel.

Aplicando-se o teste de Jury a0 polindémio 3.3.1, obtem-se:

HP1) >0: P(1)=1*—m R, —m R,
=1-(m,+m )R,
—_-'l—RU

Portanto P(1) >0« 1-R, >0 R, <1.

NP-1)>0:1+m R, —m R, =1+mR, +m_ R, —R,
=1+2m,-1)R, >0

Portanto: P(-1)>0< R, <

1-2m

x
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iity=m,R, <1 R, < o

x

A condigdo i acima, R, <1, satisfaz as condigbes R0<1 ;,m

x

- x =0
‘!‘30<“"*—']l = B portanto o ponto de equilibrio w =0:{ ]
m

e assintoticamente

x

estavel.

e Caso x =gw)w,y =pgw)w gw’) = }:—O

Seia  Df(x".y W) = [f,wg'(wi:— 58w fwg (w)0+ fyg(w)} iy

matriz Jacobiana do sistema, os autovalores de A, por definicdo, sdo dados por

Av=Av,comv=(y,v,) e, portanto 4v = Av toma a forma:

wg' W)+ f.gw )]v, + [fyw'g'(w' )+ fyg(w' )]v2 = Ay,
L

o =Av, =, =£-;_: 7

" " . lv
da primeira equagdo, resulta que [w g'w)+gw )]( flv +%}= A, v #0,
pois v; € autovetor, entdo dividindo a equacdo acima por Av, tem-se:

!
b g’y + g0} [% +f—;—] =1, multiplicando e dividindo por R,

&-[w’g'(w')+g(w')]-(g’ -%4—'2;? -;-‘3—] =1, mas R, .—.Eé;:
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Ry (me m)_ _[wew), N (m, m)_, 632
oy ool PR (1)

definindo-se H =M, a equagdo 3.3.2 toma a forma:

gw’)

m m, (3.3.3)
ﬁ‘—+~—2l=L::>P(l)=ﬁ?—+—~f- L
A A 1-H A A 1-H

Aplicando-se a funcdo recrutamento de Ricker em H , obtem-se:

oW D explw)
exp(—w’)

E no ponto fixo em estudo,
- l L 1 -
gw)=—=exp(-w )=—=w =In(R,)) . H =In(R) .
) R, exp(-w) R w =In(R,) (R;)

Usando o resultado acima e substituindo na equagao (3.2.3), a equagdo

caracteristica, para o caso em estudo é dada por:
2+ (In(Ry)~m i +m, (In(R,)-1)=0 (3.3.4)
Para determinar as condi¢des de estabilidade sera aplicado, novamente, o

teste de Jury:

NP1 >0: P1) =1 +(In(R) - 1)-m, -1+m, -(In(R)) -1)=
=1+m, -In(Ry)—m, +m, -In(R)-m, =
=(m,+m,)-In(R)) =In(R,)

Portanto P(1) >0 In(R)>0=> R, >1



NP PED=1-m -I(R)+m, +m -In(R)-m,
=1+In(Ry)(~m, +m)+(1-m,)-m,
=1+In(R )(-1+m, +m ) +1-2m,
=1+In(R,)(-1+2m ) +1-2m,

Portanto P(-1) > 0<> In(R)) <1+ 3

¥

iif)g-(In(R,)~1) <1 In(R,) <1+mi.

Y
A estabilidade do modelo, novamente, ndo depende do parimetro « o que

justifica a escotha a =1. Observa-se, também, que a estabilidade do ponto fixo em

estudo depende das trés condigcdes acima.

3.4. Perda da Estabilidade — Bifurca¢oes

Viu-se que quando todas as condigdes do teste de Jury, definido acima, sdo
satisfeitas o ponto de equilibrio em estudo é assintoticamente estavel. E importante
observar que os parametros do modelo envolvidos na estabilidade sdo / =In(R,), m_ e
m,, e que m =1-m,, portanto tem-se somente dois parametros envolvidos na
estabilidade e conseqiiente perda da mesma.

Quando cada uma das condi¢des do teste de Jury € quebrada, acontece a

perda da estabilidade do ponto de equilibrio, esta perda se da através de bifurcagoes:
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a) Quando a condigdo i do teste de Jury é quebrada tem-se uma

bifurcacdo transcritica, que significa que o autovalor dominante obtido da linearizagio

do sistema éiguala 1.

b) Quando a condigio ii € quebrada, tem-se uma bifurcacdo flip, ao

analisar-se o caso do ponto de equilibrio x” = g(w )w';y = pg(w’)w, obteve-se que

seln(R,) >1+l a condi¢do seria quebrada, ou seja, neste caso a perda da

¥
estabilidade se da através uma bifurcagdo do tipo flip, tal bifurcagfo acontece quando o

autovalor dominante obtido da linearizagdo do sistema éiguala —1.

c) Ja quando a condigdo iii é quebrada, ocorre uma bifurcacdo de Hopf,

temos este caso quando In(R,) >-1+L , novamente analisando o ponto fixo ndo-
m
¥

trivial. A bifurcagdo de Hopf ocorre da seguinte forma:

c-1) quando In(R,) <1+ & tém-se o surgimento de um foco estavel, como
m

¥

pode-se observar no diagrama de fases abaixo:
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PRI DN (I

i1 1.5 2 2.5 3 aE 4 A5
Figura 3.3: Diagrama de fases para H =In(R;) =2,7 e m, =04

¢-2) quando In(R)) =1+ v.5 tém-se o aparecimento de uma curva fechada e
m}’

invariante — ciclo-limite, neste momento os autovalores sdo imaginarios da forma
A=exp(if),;
c-3) quando In(R;)) >1+ £ ocorre a perda da estabilidade, observa-se no
m
4
diagrama de fases abaixo, 0 aparecimento de um atrator estranho, o que caracteriza a

perda da estabilidade do ponto fixo em estudo:



4 5

Z e | i e ]
Figura 3.4: Diagrama de fases para H =In(R)) =36 e m, =04

Com auxilio destas defini¢Ges, pode-se tragar o grafico abaixo, onde se

véem as fronteiras da estabilidade para o ponto fixo ndo-trivial do modelo em estudo.

5-

4

3_: Bifurcagdo

: de Hopf

H A

)

1

0 02  04m, 08 08 1

Figura 3.5: Fronteiras da estabilidade do modelo —m, x H
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A area compreendida entre as curvas e o eixo horizontal determina a zona
de estabilidade, ao passo que, a regido acima das curvas é determinada por valores de

parametros para os quais pode ocorrer instabilidade, as setas indicam os valores de m,

(maternidade da segunda classe etaria) e H (mortalidade dependente da densidade) para

os quais ocorre perda da estabilidade via bifurcagdes do tipo flip e de Hopf.
Analisando-se a figura 3.5, € possivel observar que toda a regido 0 < H <2

é estavel, independente dos valores da maternidade da segunda classe etaria, observa-se,

também, que para valores de pardmetro H >2 a distribui¢io mais estivel é obtida

quando my=%,ouseja,naintersecg50dascurvasH=l+ eH:1+~l—,jéas
m

l—2my y

distribuicdes menos estdveis s3o obtidas quando m,=0 e quando m, =1, tais

conclusdes s3o mais bem observadas com auxilio dos diagramas de bifurcagfo abaixo:

n —

2.5

L5 7

-'_ 8.5 7

1 85 a 1.5
Figura 3.6 Diagrama de bifurcacdo para 0 < H =In(R;) <2e g=0
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g 2.3

3

3.5

4

4.5

Figura 3.7: Diagrama de bifurcacdo para 2 < H =In(R,) <5e g =0,3333 - Distribuigio
mais estavel
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L9 ————7 5 Snadn 3.5 ' 5
Figura 3.9: Diagrama de bifurcagdo para 2 < H =In(R)) <5 e g =1

3.5, Atratores

Um atrator, falando-se informalmente, é o ponto ou conjunto de pontos para
o qual a orbita de uma condigdo inicial converge, no espaco de fases, depois de um

tempo suficientemente longo. Formalmente:

Definicdo: Um  conjunto 4 < R"é chamado atrator para a fungdo

X,., = f(X,) se 3B c R" aberto tal que: Vxe B = d(f‘(x),A)—:v 0 quando t > e

nenhum outro subconjunto de 4 tem esta propriedade.
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Observa-se que, em particular, os pontos de equilibrio e ciclos,
assintoticamente estaveis, de um sistema sdo atratores.

Nas figuras 3.10 e 3.11, abaixo, mostram-se, respectivamente, a orbita de
uma condi¢do micial na vizinhanga do ponto-fixo ndo-trivial e o diagrama de fase (com
pontos conectados) para o modelo, com parémetros & =18 e ¢ =0,5, nelas nota-se a

convergéncia a este ponto-fixo.

sy !
=N
v

1

T
B

14

1.z

LN, Qe = e on e g, st i, A AR |
L

pt g e o M il e i
Figura 3.10: Evolug3o temporal para parametros H =18 e ¢ =0,5
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8.5 A 15 ey
Figura 3.11: Diagrama de fase para H =18 e ¢ =0,5

Nas figuras, 3.12 e 3.13 tem-se, respectivamente, a Orbita para uma
condigdo inicial proxima ao ponto fixo ndo-trivial e o diagrama de fase para pardmetros
H=2] e g=0, observa-se comportamento periédico, convergindo a dois pontos,

caracterizando um 2-ciclo.
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2 » T B
Figura 3.12: Evolucio temporal para parimetros H = 2leg=0

7
t2E
F2.4
rz.z
‘2

1.9
16
14
12

1z 14 A6 18 2 22 24 26 £:8
Figura 3.13: Diagrama de fase para H=2leg=0

Nas figuras, 3.14 e 3.15 tém-se diagramas de fase que mostram outros

afratores,



15 3

. s 18
Figura 3.14: Diagrama de fase mostrando atrator para

parametros H =36 e g=0

25

i

1 33 2 2.5

3

Figura 3.15: Diagramla de fase, mostrando ciclo-limite, para H =22 e ¢ =09



O conjunto B da definigdo acima, € definido como a bacia de atracdo do
atrator 4, ou seja, é o conjunto de pontos do dominio da fungdo X, , = f(X,) que
converge para o atrator 4, ou ainda, o conjunto de cdndic;ﬁes iniciais que permite
convergéncia para tal ou tal atrator. Abaixo, mostram-se as bacias de atragdo para

parametros H =27 e p=0:

Figura3.l6: Bacias de aﬁo para =27ep=0

O diagrama acima mostra todos os atratores (representados nas cores verde
e vermelha) e respectivas bacias de atrag@o (representadas nas cores rosa e azul) para os
valores de parametros definidos.

Os atratores e suas bacias de atrag3o, que podem ser mais bem observados

nos respectivos diagramas de fase:



i B 1 Z 3 4 ]

Figura 3.17: Atratores com condigio inicial x, = y, =2

. 1 =

— 7 =

L] 1 A e 4 5

Figura 3.18: Afratores com condicdo inicial x, = 2;y, =4

O diagrama apresentado na figura 3.16 foi obtido utilizando-se o seguinte

algoritmo [13]:
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Primeiramente cria-se um “grid” que cobre todo a area definida no espago
de fases do modelo. Inicialmente todas as “caixas” obtidas na criagdo do “grid”

encontram-se nao-coloridas:

Figura 3.19: Algoritmo para Bacias de Atragdo — Criagdo do grid no espago de fases
A seguir, partindo do centro da caixa A, calculam-se iteradas sucessivas até

que ocoITa convergéencia:

Caixa A

Figura 3.20: Algoritmo para Bacias de Atragdo — Iteragdes sucessivas com condigdo
inicial no centro da caixa A, convergindo para o retangulo vermelho



A orbita obtida a partir da condig#o inicial dada pelo centro da caixa A,
converge para o atrator dado pelo retdngulo vermelho, ento esta caixa sera preenchida
por uma cor diferente de azul-marinho (caso ndo ocorra convergéncia, a caixa €
preenchida pela cor azul-marinho), a rotina toma uma condigdo outra inicial em uma

caixa que ainda nao foi preenchida, por exemplo, a caixa B:

| |
CaixaB

Figura 3.21: Algoritmo para Bacias de Atracdo — Iteragdes sucessivas com condicdo
inicial no centro da caixa B, convergindo para o retangulo verde; caixa A
recebe cor rosa, indicado uma bacia de atragdo

Ocorreu convergéncia para o retangulo verde, entdo, a caixa B sera
preenchida por outra cor, diferente da utilizada para preencher a caixa A e toma outra

condig¢3o inicial no centro de outra caixa nao-preenchida:
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Figura 3.22: Algoritmo para Bacias de Atragdo — Iteracdes sucessivas com condigdo
inicial no centro da caixa C, convergindo para o retdngulo vermelho; caixa
B recebe cor ciano, indicado uma bacia de atrac3o.

convirja para 0 mesmo atrator das caixas A ou B, a caixa C sera preenchida da mesma

cor de uma das anteriores, por exemplo, suponhamos que a condi¢@o C convirja para o

mesmo atrator da condico inicial A, entdo:

Figura 3.23: Algoritmo para Bacias de Atragao — Caixa C recebe cor rosa, indicado que
condigbes iniciais desta caixa, convergem para 0 mesmo atrator da caixa

A, as caixas A e C formam uma bacia de atragao para o atrator vermelho.
E, assim a rotina procede até que todas as caixas obtidas no gnd inicial

tenham sido testadas.
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4. MODELO COM ESTRUTURA ETARIA E DISPERSAO

4.1, Introducio

Da-se o nome de dispersio ao fendmeno existente em todo conjunto
populacional, e caracterizado pelo fato de os individuos que o compdem se
movimentarem e assim poderem expandir a area inicial de distribuigdo mediante a
ocupagdo de outra; a dispersdo se traduz fundamentalmente pela movimentagdo de
organismos para fora ou para dentro do 4&mbito da populagdo e, em sendo assim, além
de resultar na distribuigdo (“dispersion™) espacial da espécie, exerce influéncia no
crescimento ou declinio populacional, complementando, pois, a agdo da natalidade e da
mortalidade [3].

Durante os ultimos anos, cresceu o interesse sobre a importancia da
distribui¢do espacial na determinagdo da dindmica de uma populagdo. Uma questdo
fundamental, que tem recebido grande atengéo, € o efeito na dindmica da populagdo
devido a migrag3o entre metapopulagdes que se encontram separadas no espago [21]
[16]. Em tais estudos, as mudangas no tamanho da populagdo no espago e tempo sio
representadas usando modelos que assumem nascimentos e mortes de cada
metapopulagdo como descritos por modelos a equagdes a diferencas. Em adigéo a isto,

entretanto, eles permitem aos individuos moverem-se entre as metapopulagdes [17].
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Além disso, no ciclo vital de muitos organismos a estrutura etaria, a
dependéncia da densidade e a dispersdo desempenham um importante papel.
Tipicamente, como no ciclo vital de muitos artrépodes, a dependéncia da densidade e a
migragdo estdo extremamente correlacionadas com a idade, Por exemplo, a
sobrevivéncia de larvas é extremamente dependente da densidade, e os adultos formam
uma classe etiria onde ocorre migragdo [7]. O objetivo do presente capitulo € o de
determinar o papel da interagdo entre estas forgas (dependéncia da densidade, estrutura
etaria e migracdo) na determinacdo da estabilidade da populagao.

A forma mais comum adotada para descrever este “movimento”, ou seja, a
migragdo é que uma fragdo fixa de individuos em cada “patch” migra a cada geragdo,
distribuindo-se entre os “patches” vizinhos (um desenvolvimento € apresentado em [6]).
Em contraste a esta forma de descrever a migracio, podemos considera-la como

dependente da densidade, como em [16].

4.2. Modelo Matematico

Sera considerada neste capitulo, uma populagio dividida em duas
metapopulagdes (ou “patches™) comportando-se, cada uma delas, como descrito pelo
modelo com estrutura etaria definido no capitulo anterior, acresce-se a isto o efeito da

dispersdo, ou seja, toma-se por hipotese que ocorre migra¢ao de um “patch” para outro,
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segundo uma taxa constante para cada uma das classes etérias, a saber: u. taxa de

migragdo da primeira classe etaria e 4, taxa de migragdo da segunda classe.

- -«
|

Po i —1— censo | f: Po : —T— censo | f:

D f o

x5 {——— ¥
ﬁ Hx
p¥ — censo — censo
\ i
22 ks

Figura 4.1: Representa¢do do modelo com estrutura etaria e dispersdo

fy

Dado o modelo com estrutura etaria e considerando-se uma taxa fixa de

dispersdo, tem-se a populagdo no primeiro “patch” dada por:

{x:-bl = exp(_w.:‘rl ) > w:—»l
Via=x-Q-p) p+u -p-x

¢ a populagdo total do primeiro patch é:
Win =S (-p )5+ foopeoxi o f, Q- )} i+ f oy - V7
A porg3o da populagdo do segundo “patch” tem a forma:

2 2 2
{xm = exp(-w,, ) -w,,

vi,=xl-0-p,)p+u, -p-x

e a populagdo total deste:

Wﬁ_l '—‘f, (l_:u;)'r:: +fx'#:'x: +fy'(1'_#y)yr2 +fy)u;y:
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Para simplificar a notagdo, tomando ¢(w)=w-g(w) onde g(w) = exp(—w),
como definido anteriormente, disso tem-se @(w) = w-exp(—w) e w,,, toma a forma:

wl

L= L= 1) @)+ S g o083+ f, -y s Q=) pop - poxt
+f,-py P2 Q-p) pp poaly]
why = fo-(- )00 )+ £ -0lw?)+ 1, - Q= 1,) p [0~ 1) 00, )+ 002, )]+
o fyony - J0- )02, )+ 1, -0l )]
who = fo A=) 0wl )+ e, - 0lw? )+
+f,-p-pwi ) 0= 1) 0=, )+ - Jr 0w, )-[0- ) 1, + Q- 2, ) 2. ]

multiplicando e dividindo a equagdo acima por R, ou exp(H ), tem-se:

wh, = exp(H)-{m, |1~ 1.)- 0w )+ 1. - olw? )|+ sy
m, Lol ) (0= 2)-Q- 12, )+ 11, -2, 1 o2 )-[0 = ) 1y + 0=, ) T}

e fazendo-se substituigdes e simplificagGes semelhantes as realizadas para 4.2.3, obtém-

se para o segundo “patch™:

Wia =exp(H)-§n,-l(l-ﬂx)-sv(Wf)w, -sv(u’i) + 4.2.4)
m, Jolwz ) 0-1)- Q- )+ 1, ool ) J0-22) a1y + 0=, ) e T}

O objetivo, agora, passa a ser analisar o equilibrio homogéneo que ocorre
quando a populagdo total de cada um dos “patches” toma-se igual, ou seja,

1 z

L 3
W =w =W

o i i Yo D ol
m, '[40(“")' [(1 -1,)-0 *ﬂy)+#'x ﬂy]w(w')' la — 1)1, +(1 —#,,)-ﬂ,]]}

Efetuando-se as simplificagdes possiveis temos que o equilibrio homogéneo

¢ obtido quando:
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w" =exp(H)-{n, - plw*)+m, -olw" J=w" = exp(e) - p(w")
ou ainda:
w = Row'g(w') (4.2.5)
e, portanto, como no modelo local (modelo com estrutura etaria estudado no capitulo 3)

o equilibrio n3o-trivial se da quando:

glw)=

1
= 4.2.6
R, (4.2.6)

Utilizando-se a2 mudanga de variavel z, =w,, e z7 =w’,, as equacdes
423 e4.2.4 tomam a forma
(W, =exp(H)-{m. - [(1- 1.)- 9w} )+ 1, - 0lw? )]+
m, Qo) M0-)-0— )+ 1. -1, )4 022) [0 1) 11, + (-1, )12 T}

i = exp(t)-n, [0 ) 97 )+ -0 )]+
m, o) [0-1)-0— )+ 1, 4 0l ) [0 1) 11, + G- 12, ) 2. T}

4.2.7)

Lembre-se que m, +m, =1=>m, =1-m_ e, portanto, os pardmetros do
modelo em estudo s&o: m,,H,u,,u,, alémdisso: 0<m_,pu ,pu, <1.

O conjunto de equagdes a diferengas 4.2.7 define a dindmica de uma
populagdio dividida em duas classes etirias e separada espacialmente em duas

metapopulagdes, onde se considera o efeito da dispersdo por uma taxa fixa.
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4.3, Analise da Estabilidade

O objetivo desta secgdo € analisar as condigbes para as quais ocorre
estabilidade do ponto de equilibrio ndo-trivial do modelo, dado por w* =In(R,)=H ,
como obtido no item anterior.

Para proceder tal analise, calcula-se o Jacobiano do sistema 4.2.7 no ponto
de equilibrio w*, e utilizando-se a notagdo:

a=0-Hn(1-p.)

b=(1-H)m.p,

a=(1—H}ny[(1—px11—,uy)+yxyy] (+2:3)
p=0—HmJ0-p ), + (-1, ]
Tem-se o Jacobiano do sistemna no ponto de equilibrio como:
ool s 2]
o |16 al [B al|l [1 0] [a &] [0 1] [a B
)= I 0 0 0 _[O 0]®Hb a:|+[0 0_®_,8 a}
01| |o o (4.2.9)

o

0 o] 1 o] [o o]_[o o
+ & - ®
1 0] (0 1] (0o 1] |0 O

onde A ® B representa o produto tensorial de 4 por B.

o

Observa-se que a familia de matrizes F={4,,4,,4,,4,}, onde

A - A.-, A — 1 e A — : com ta.ﬁ O‘S
= = = e omu Va, p I
1 b a : - ﬁ a > ? 0 1 . G 0

A-A =A A Vi=1234.
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Observa-se, também, que todas elas sdo diagonalizaveis, pois:
i) Os autovalores de 4, sdo a+b e a—b, reais e distintos;
1i) Os autovalores de A4, sdo @+ f e a — f3, reais e distintos;
i) 4, é matriz diagonal;
v) A, é matriz diagonal.
Do fato das matrizes serem comutativas e todas diagonalizaveis entdo

demonstra-se que s3o simultaneamente diagonalizaveis [8]. E, pelo teorema de

Friedmann (1961) [8], os autovalores da matriz Jacobiana sdo os mesmos autovalores

das matrizes:
1 0 0 1 0 0 0 0
e A, + Qu. + &1 ®0,j=1,2
. (a b :
onde: A, sdo os autovalores de 5 ], ouseja, 4, =a+bei, =a-be
a

'

4, sdo os autovalores de 5 },ouseja, m=a+pfeu,=a-£.
a

Portanto 7, =[? '{g],j =12.

A equagdo caracteristica das matrizes 77, € dada por:

P(o)=0"-A,0—u; (4.2.10)

onde:
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A =a+b=(1-H)n, Ay=a-b=(1-Hm (1-24,)

4211
m=a+p=(1-Hm, po=a-p=Q—EYm -2, ~2p, +app1,] ¢ :

Aplicando-se o Teste de Jury para identificar as condigdes para a
estabilidade do equilibrio homogéneo tem-se:
)P,(1)>0:1-4, — g, >0, considerando 4.2.11 a condi¢o / do Teste de Jury divide-se
em dois casos:

Caso j=1:

1-4 = >0 4 +u <1 (-Hm, +(0-H)m, <1
& (-H)m, +m,)<1e1-H <1< H >0

note que a condigdo H > 0 é satisfeita pela defini¢do de H .
Caso j=2:

1-A, -4, >0 4, +u, <1 (1~H)[mx(l—z,zzz)ﬁ-my(l-z,ux -2n, +4y,,u),)j<1
& (1=H)m, (1-2p,) +m (- 2p,)~2m p (124 )] <]
= (l—H)[(l—Z,u,){mx +my—2mypy]<]
& - mfa-21,)0-2mp)] <1

note que (1-2x_)(1-2m u )<1, logo:
A-D|-2p)0-2mpu )< (-H) <1 H >0
que é novamente satisfeito pela definigdo de A .
Conclusdo: jamais ocorre perda da estabilidade do ponto fixo ndo—trivial via
bifurcagdo transcritica
iNP(-1)>0:1+4, —p; >0 u, -2, <1 , novamente considerando 4.2.11 a

condicdo ii do Teste de Jury divide-se em:
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Caso j=1:

=4 <l (-Hyn, -(1-H)m, <1< (A-H)m,-m,)<1
< (H-DA-2m)) <],

pois m =1-m,=>m,—m, =2m, -1

H<1+

e portanto: 4
H>1+

,sem, < %, mesma condi¢do do modelo sem dispersao

1
,sem, >—
1-2m, 7" 2

1 . . .
note que se m, >—2- tem-se 1+ <0 e disso conclui-se que a condigdo

l—Zmy

H>1+

¢ satisfeita quando H > 0.
~2m

¥

Caso j=2:

< (H -1 -2px){my —m, —2m, y]<1
& (H-D(1-2p)1-2m, +2mu |<1 (4.2.12)
& (H-D0-2p)1-2m,(1- )] <1

iif)]det:;r}l <le |yj| <1, usando 4.2.11, tem-se:
| <le-l<py <l -1<(-H)m, <1<

(1-H)m, <1, satisfeita se H >0

(-H)m, >-1¢:(H—1)my<1<:H<1+—1—

m),
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|,

A condig¢do (1 —H)myli -2p,-2u, +4,u=;g)]<1 é trivialmente satisfeita.

<l -l<y, <l -1 <(1—H)my[l—2,uy—2px +4px,uy]4l

Tem-se estabilidade deste ponto de equilibrio somente quando

(1-H )myll =2t =2, & 4;:,;:_}:] >~1 que é equivalente a

(H -Dym (1 -24,)0 -2u,)|<1.

4.4. Efeitos da Dispersao na Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

O objetivo principal desta secdo € estudar os efeitos da dispersao na
dindmica do sistema, isto €, determinar a influéncia dos pardmetros 2, e p, (migragao
de jovens e adultos) na estabilidade do equilibrio homogéneo do modelo definido em
4.2.7 e sua influéncia no equilibrio de cada uma das metapopulagdes, estudo feito no
capitulo anterior.

O que sera feito agora, € analisar a possibilidade da difusao, por si s6, causar
instabilidade, isto €, se temos valores de H e m, que garantem a estabilidade no
modelo 1-patch sera que a simples manutengao destes valores no modelo 2-patches é
possivel encontrar valores de x, e x, que levem o equilibrio homogéneo a perder a

estabilidade? O objetivo, a seguir, sera tentar responder a esta indagacdo.

A analise sera feita para cada uma das condigdes do Teste de Jury:

58



Condigao i) Observa-se que, comparando com o modelo sem dispersdo estudado no
capitulo anterior, a dispersdo nao propicia o aparecimento de bifurcagdes do tipo
transcritica.

Condigao ii) Observa-se que o caso j =1 recai, novamente, na condi¢do do modelo
sem dispersdo. Jano caso j =2 pode-se fazer uma analise para casos particulares como
o0 caso onde ocorre migragdo somente de adultos (x, =0):

Observando-se a condigdo 4.2.12:

o= Ay <le> (1= H)|m (-2p, —2u, +4ppu,)-m (1-2p,)|<1
= (H—l)(l—z,u;)[my —-m, ~2my‘uy]<1
& (H-DA-2p)1-2m, +2m u ]<1
& (H-1-2p,)1-2m (- p,)]|<1

e tomando yx_ =0, tem-se:
(H-D)i-2m, +2m pu |<1

se (H -1){1- 2m,)= ¢ <1, a condigdo acima torna-se:

0+ (H-1)2mp, <1 p, < W condigdo esta satisfeita pelas condi¢des de

estabilidade do modelo 1 patch, ou seja, temos uma restricio sobre x, para que a

condigao 4.2.12 se mantenha satisfeita.

>————— tem-se uma instabilidade causada somente pela
(H-1)2m,

Se u,

dispers&o, ou seja, no valor critico gz, = E;I_;)T ocorre uma bifurcagdo do tipo flip.
-1)2m,



E interessante observar, ainda, que no caso geral (u, e M, quaisquer)
supondo-se 8 = (H —1){1 - Zmy) <1 acondigdo 4.2.12 toma a forma:
(A-2p )0 +(H -1)2m u, | <1
pode-se determinar numericamente, desde que H e m, sejam dados, os valores de y, e
#, que tomam a condigdo acima falsa, ou seja:
-2 )0 +(H -1)2m u, |21

note que a condigdo @ <1 deve ser satisfeita, ou seja, é preciso garantir que 0 novo
pardmetro € ndo causa bifurcacdes; para isto, deve-se recorrer ao modelo 1 patch para
tomar 6 desta forma. Note que a escolha deste pardmetro garante que a instabilidade s6
€ causada pela disperséo.

Os diagrama abaixo mostram, os valores dos paridmetros de migragdo de
jovens e adultos para os quais ocorrem bifurcagdes do tipo flip e os valores para os

mesmos pardmetros onde ocorre estabilidade:
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01

0 0.2 04 06 08 1
Taxa de migragao de jovens

Figura 4.2: Em branco tem-se estabilidade e em vermelho bifurcacio flip para os
parametros H =24 e m, = 0,65

Nota-se que, para valores da taxa de migragdo de jovens € pequeno
(variando no intervalo de 0 a um valor inferior a 0,2) e o de adultos préoximos de um
(valores proximos a 0,8), tem-se perda da estabilidade.

Em particular, se tomarmos a taxa de migrag3o de jovens u_=0,05 e

utilizando como pardmetro para o Expoente de Lyapunov a taxa de migragdo de adultos,

obtem-se:
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0.5

4.1 :
L5 Il e | e . MRteavs: . A
Figura 4.3: Expoente de Lyapunov, para H = 24,m =065 e p =0,05 versus o
pardmetro

Onde se vé claramente a perda da estabilidade para um valor da taxa de

migracdo de adultos préxima a 0,8.
Agora, tomando-se os mesmos valores para H e m,,, mas atribuindo a taxa

de migracdo de jovens o valor 0,5, tem-se:
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|81 |

08

8.1
H.15 2z 24 .2 DrA | e
Figura 4.4: Parametro 4, versus Expoente de Lyapunov, para H =2,4;,m,=0,65 e
u, =05

Desta feita, nota-se a estabilidade do ponto fixo para os valores de

pardmetro descritos.

Taxa de migracédo
(=]

o o

0.1}

% 0.2 04 06 08 1
Taxa de migra3o de jovens

Figura 4.5: Em branco, tem-se estabilidade e em vermelho, bifurcacio flip, para os
parametros H# =34 e m, =04
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Verifica-se, agora, um aumento na area de instabilidade do modelo causado

pelo incremento no parametro H .

1E:~

03:
w08
5 faly 53 1
L]

Fos:
g0s

gragdo

am do

[+] 02 04 06 08 1
Taa do migragso de jovens

Figura 4.6: Em branco tem-se estabilidade e em vermelho bifurcagdo flip, para os
parametros H =215 e m, =08
Tem-se, agora, um aumento na area de estabilidade do modelo e

conseqiiente diminuigdo da area onde ocorre bifurcagio do tipo flip.

o
-

% 02 04 06 08 1
Taxa de migragao de jovens
Figura 4.7: Em branco tem-se estabilidade e em vermelho bifurcacdo flip, para os

pardmetros H =2,55 e m, = 0,2




o 02 04 06 08 1
Taxa de migrag3o de jovens

Figura 4.8: Em vermelho tem-se estabilidade e em verde bifurcag3o flip, para os
parametros H =3,4 e m, =03

Abaixo, o diagrama mostra 0 Expoente dominante de Lyapunov versus o
parametro migracdo de adultos, nota-se que a perda de estabilidade para estes

parémetros se da em torno do valor x, =0,2, quando g, =0]1.

S

Les 82 84 8 'Y

Figura 4.9: Expoente de Lyapunov, para H =34, m =03 e x =01 versus o

parametro p,
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Condigdo iii) Observa-se que no caso j =1, a condi¢io obtida é a mesma do Teste
de Jury quando aplicado ao modelo sem dispersao. Ja no caso j =2, tem-se como
condicio de estabilidade:

(H = Dm, |0 -24,)1-2p,)| <1

Tomando-se p =(H —1)m, e supondo p <1 (o que € equivalente a supor

H <1+ 2 , Ou seja, atribuir a possivel perda da estabilidade somente aos parametros
m
¥

migratorios) a condi¢do acima toma a forma:

(1-21,)0~2p,) <~
P

mas i >1, por hipotese, ¢ (1-2x.)(1-2u,)<1, Vu_pu, . o que implica em que a
ye)

difusdo ndo causa instabilidade deste tipo.
Pode-se observar, ainda, que todas as condigdes do Teste de Jury do modelo
com estrutura etaria e dispersdo sdo facilmente verificadas se 0 <H <2, como no

modelo um patch.



5. CONCLUSOES

5.1. Introducio

No capitulo 3, estudou-se o comportamento dindmico de uma populagdo
dividida em duas classes etarias. Neste estudo, considerou-se a estabilidade dos pontos
de equilibrio do modelo, obtiveram-se os valores dos parametros de mortalidade
dependente da densidade (¥), probabilidade de transi¢@o da primeira para a segunda
classe etania () e as fecundidades média (niimero médio de ovos produzidos por cada
individuo) das fémeas das classes etarias do modelo ( f; e f;), para os quais as condigdes
do Teste de Jury eram quebradas, ou seja, os valores destes pardmetros para os quais
ocorriam bifurcagdes flip, transcritica e de Hopf, ou ainda, os valores destes pardmetros
para os quais o ponto de equilibrio n3o-trivial perdia sua estabilidade.

Ja no capitulo 4, estudou-se um modelo, que descreve o comportamento
dinamico de uma populagdo dividida em duas metapopulagdes (ou “patches™)
comportando-se, cada uma delas, como descrito pelo modelo com estrutura etiria
definido no capitulo 3, acresceu-se a isto o efeito da dispersdo, ou seja. tomou-se por
hipotese que ocorre migragdo de um “patch” para outro, segundo uma taxa constante
para cada uma das classes etarias, a saber: y. taxa de migragdo da primeira classe etaria
(taxa de migracdo de jovens) e y, taxa de migragdo da segunda classe (taxa de migragdo
dos adultos). Novamente, foi feita a anélise da estabilidade dos pontos fixos deste

modelo, obtendo-se novamente os valores de parametros mortalidade dependente da
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densidade (), probabilidade de transi¢do da primeira para a segunda classe etdria (p), a
fecundidade meédia (f; e f;) para cada uma das classes etdrias do modelo e dos
pardmetros que descrevem o efeito migratério, para os quais as condi¢des do Teste de
Jury eram quebradas.

O objetivo do presente capitulo € apresentar as condigGes para as quais 0
efeito dispersdo causa perda da estabilidade no modelo que n3o o considera, sera
também apresentada uma comparagdo entre os modelos apresentados nos capitulos 3 e 4
para valores de pardmetro mortalidade dependente da densidade (/) variando no
intervalo [2,5; 3,5], probabilidade de transi¢do da primeira para a segunda classe etaria
variando em [0;1] e pardmetros de migracdo de jovens e adultos em condi¢Ges extremas,

ou seja, primeiramente para g, = 0,05 e y, = 0,95 (valores de pardmetro para os quais

ocorre bifurcacdo do tipo flip) e a seguir, para g, =095 e u, =005 (valores de

parametro para os quais tém-se estabilidade).
5.2. Resultados Modelo com Estrutura Etdria

No capitulo que considerou o modelo com estrutura etaria, definido pela

equacdo 3.1.5, obteve-se os pontos fixos:

{x' =gw)w’

. 1 x
- . . comgw)=— e4 .
y =pg(w w ¥ R, {
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Foi analisado o ponto fixo n3o-trivial e ao fazer-se isto, obtiveram-se as

seguintes condigdes:

a) Nunca ocorre bifurcag¢io do tipo franscritica;

b) Quando In(R,) >1+ : ocorre a perda da estabilidade do ponto
Ay

fxo ndo-trivial através de uma bifurcagdo do tipo flip;

1 ; -

c) Quando In(R,)>1+—, novamente analisando o ponto fixo no-

m

y

trivial, tem-se perda da estabilidade via bifurca¢do de Hopf.

5.3. Resultados Modelo com Estrutura Etaria

No capitulo 4, acresceu-se ao modelo definido no capitulo 3 o efeito

dispersdo, obtendo-se, entdo, o modelo descrito pelo sistema 4.2.7. A seguir, fez-se a

analise da estabilidade do ponto fixo ndo trivial do modelo, obtendo-se os resultados:

a)

b)

c)

Jamais ocorre perda da estabilidade do ponto fixo ndo-trivial via
bifurcagéo transcritica;

Ocorrera perda da estabilidade do ponto fixo ndo-trivial via bifurcagéo
tipo flip (somente) quando @=(H —1)(1—2my)<1 e
A-2u)|0+H -12m pu |>1.

A dispersdo jamais causa perda da estabilidade do ponto fixo via

bifurcagio de Hopf.
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5.4. Efeitos da Dispersio

O objetivo da presente segdo € destacar os efeitos na estabilidade do ponto
fixo ndo-trivial do modelo dado no capitulo 4 causado somente pelos parametro de
migragdo de jovens(x, ) e adultos (z,).

Observou-se, que os pardmetros de migragao ndo causam bifurcagdes do
tipo transcritica ou Hopf, quando se estabelecemn as mesmas condigdes impostas no
modelo que descreve a populagio como dividida em duas classes etarias (capitulo 3).

Por outro lado, observou-se que quando impdem-se os mesmos limites
citados no paragrafo acima, obtem-se que ocorrem bifurcagGes do tipo flip, quando a
condigio (1-2u,)|0+(H ~1)2m u,|<1 é quebrada, onded = (H —1)(1-2m,)<1 ,
evidenciando perda da estabilidade causada somente pela dispersio.

Abaixo, mostra-se uma tabela que compara as bacias de atragdo obtidas para
o modelo com estrutura etaria e sem efeito migratério e as bacias de atragdo obtidas
para o modelo com estrutura etaria e dispersdo acoplada, fixando para este segundo
modelo valores de parametros migratorios obtidos no capitulo 4 para os quais ocorre
bifurcagdo do tipo flip. Sdo mostrados, também os resultados obtidos quando os

parametros migratorios escolhidos ndo causavam bifurcagdes deste tipo.
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2 patches (1,=0,05; £,=0,95)

2 patches (1=0,95; 1,=0,05)

m, | H 1 patch Parametros migratorios Parametros migratérios sem efeito na
causando iastabilidade estabilidade
0.1]35 Altrator Atrator 2 atratores: Atrator; 1-ciclo
0.2 | 3.5 | Atrator estranho 2 atratores: Atrator;, 2-ciclo 2 atratores: Atrator;, 1-ciclo
0.3 {3.5| Afrator estranho 2 atratores: Atrator; 2-ciclo 2 atratores: Atrator; 1-ciclo
04135 3-ciclo 2 atratores: 3-ciclo; 2-ciclo Atrator
05]35 Atfrator S attores, Act:;l:r, S-eitl; 2- 2 atratores: Atrator; 6-ciclo
06 | 35 | 2 e | 2 atratores: 3-iclo; ciclo-limite | 2 atratores: 3-ciclo; eiclo-limite
07135 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.7 2-ciclo 2-ciclo 2 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.8 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: I-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
08|29 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo: 2-ciclo; 1-ciclo
3.0 1-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
3.1 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
3.2 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
33 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
34 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
3.5 2-ciclo 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
25 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.6 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.7 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.8 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
09|29 2-¢iclo 2 atratores: 2-ciclo; 2—ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
3.0 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
3:1 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
32 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
33 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
34 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo:; 2-ciclo; 1-ciclo
35 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo; 1-ciclo
2.5 2-ciclo 2 atratores: 2-ciclo; 2-ciclo 2 atratores: 1-ciclo; 2-ciclo
2.6 4-ciclo 2 atratores: 4-ciclo; 2-ciclo 2 atratores: 1-ciclo; 4-ciclo
2.7 Atrator 2 atratores: Atrator, 2-ciclo 2 atratores: Atrator; 1-ciclo
2.8 Atrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo 2 atratores: Atrator; 1-ciclo
1.0]29 Atrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo 2 atratores: Atrator; 1-ciclo
3.0 Atrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo Atrator
3.1 Atrator Atrator Atrator
3.2 21-ciclo 2 atratores: 21-ciclo; 2-ciclo 3 atratores: 21-ciclo; 1-ciclo; 1-ciclo
33 Atrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo Atrator
34 Atfrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo Afrator
35 Atrator 2 atratores: Atrator; 2-ciclo Atrator
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Observa-se, que valores assimétricos das taxas de migragdo promovem 0
aparecimento de novos atratores, quando comparados ao modelo sem dispersdo.
Abaixo, tem-se exemplos que comparam bacias de atragdo para o0 modelo com estrutura

etaria e 0 modelo com estrutura etana e dispersdo.

Figura 5.1: Bacia de atracdo para o modelo sem dispersio, H=3,5 m,=02 -
aparecimento de um Unico atrator (em verde) com bacia em branco.



Figura 5.2: Bacia dean'af;io para o modelo com disp, H=3,S m.=0,2, u,=0,05 e
#,=0,95 — o atrator do modelo sem dispersio se mantém e tem-se o
aparecimento de um novo.

Figura 5.3: Bacia de atracdo para o modelo sem dispersio, para H=3,0 e m,=0,8 —
orbitas de condigGes iniciais na area branca convergem para os pontos em
verde.
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Figura 5.4: Bacias de atragdo para 0 modelo com dispersdo, parametros H=3,0 e
mx=0,8, 1£:=0,05 e 1,=0,95 — Dois atratores (2-ciclos)

Quando os parametros migratérios estdo proximos a zero, © que €
equivalente a pensar-se em duas populagdes praticamente isoladas obtem-se o mesmo
efeito descrito acima, ou seja, ocorre o aparecimento de novos atratores, quando

comparado ao modelo sem dispers@ao, o que comprova o efeito desestabilizante dos

parametros migratorios.
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Figura 5.5 Bacias de atragio para o modelo sem dispersdo, pardmetros H=25 e
m,=0,4.

I Ty

Figura 5.6: Bacias de atracio para o modelo com dispersdo, parametros H=25 e
m;=0,4, 11,=0,01 e z4,=0,01.

75



Como novas possibilidades de estudo, pode-se destacar, por exemplo, a
insergdo de parametros migratorios dependentes da densidade populacional, bem como,
outras formas de representar a mortalidade dependente da densidade, além da utilizagio

da fungdo recrutamento de Ricker.
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