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TITULO: “CALCULO DE MODOS VIBRATORIOS NO MODELO ESTRUTU-
RAL DE EULER-BERNOULLI COM CONDICOES DE CONTORNO
NAO - CLASSICAS”

RESUMO

O objetivo deste trabalho é a obtenc¢ao dos modos normais e das freqtién-
cias naturais de vigas com condi¢oes de contorno nao-classicas, descritas pelo mo-
delo estrutural de Euler-Bernoulli. Para a obtencao dos modos sido consideradas
duas bases, a base espectral classica e a base dinamica associada a resposta impulso
do modelo. O deslocamento de uma viga sob acao de uma forca periédica é obtido
através da analise modal e apresentado de maneira grafica para as diversas condicoes

de contorno.

vl



TITLE: “CALCULATION OF VIBRATION MODES IN THE STRUCTURAL
EULER-BERNOULLI MODEL WITH NON-CLASSICAL BOUNDARY
CONDITIONS”

ABSTRACT

The objective of this work is the obtention of the normal modes and
natural frequencies of beams with non-classical boundary conditions described by
the structural Euler-Bernoulli model. For this, two basis are considered. a classical
spectral basis and the dynamical basis associated with the impulse response of the
model. The displacement of a beam under the action of a periodic force is obtai-
ned through modal analysis and presented graphically for such various boundary

conditions.



INTRODUCAO

O estudo das vibracdes em vigas é muito importante no projeto de
maquinaria e estruturas. Esse assunto tem sido de grande interesse no mundo in-

dustrializado.

E reconhecido que para estas situacdes é necessaria a analise das vi-
bracoes laterais ou torsionais para a obtencao das solugoes. Basicamente, temos
dois tipos de vibragoes laterais em uma viga, livres ou forgadas. Na vibracao livre
de uma viga o movimento é oscilatério quando nenhuma for¢a externa é aplicada,

enquanto que no caso for¢ado a vibracao da viga depende das forcas externas.

Para entender os casos de vibra¢oes forcadas de uma viga é necessario
a compreensao prévia da vibracao livre. tendo em vista a necessidade de resolver
este caso que € mais complexo. Sabemos, no entanto, que a vibracao lateral livre
das vigas pode ocorrer com um numero infinito de formas denominadas modos de

vibragao com uma frequéncia discreta associada.

A andlise tedrica tem mostrado que pequenas forgas externas concentra-
das ou distribuidas de curta duracdo podem gerar vibracdes de grande amplitude,
quando sdao satisfeitas algumas condigbes. A condi¢ao mais importante é que as
forcas contenham freqiéncias perto das freqiiéncias de vibracao livre da viga. Nos
casos especificos das forgas concentradas. a for¢a deve estar aplicada em diferentes

pontos nodais da forma modal.

Em muitos problemas, nada pode ser feito para mudar a natureza das
forcas dirigidas, no entanto, com fim de minimizar a resposta da vibracdo altera-se
a configuracao do sistema da viga onde possivel. Assim as frequéncias livres de
vibracao sdo removidas daquelas avaliadas nas forcas dirigidas, permitindo que se

avaliem as formas e frequéncias dos modos para qualquer sistema de viga.
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O método mais comum utilizado para obter solu¢ées para o problema
de vibracao livre das vigas, quando possivel, é resolver a equacao diferencial da viga
que expressa o equilibrio entre as forcas de inércia e forcas eldsticas asssociadas com

condi¢des de contorno.

Neste trabalho estudamos a obten¢ao dos modos relativos as vibragoes
transversais de vigas finas e longas, descritas pela equacao de Euler-Bernoulli com
condigdes iniciais no tempo t = 0, para o deslocamento u(t,z) e para a velocidade
us(t, z), e quatro condicoes de contorno nao cléssicas, que correspondem a reacoes

restritivas lineares associadas a elementos elasticos e inerciais.

No capitulo 1 é dada a dedugdo e descricio do modelo matemadtico

correspondente a uma viga longa e fina, através das equacoes de Euler-Bernoulli.

No capitulo 2 é considerada a simetria do operador diferencial e a or-

togonalidade dos modos de vibragao.

No capitulo 3 estuda-se a equacao diferencial ordindria X ") — 341X (z) =
0 com as condicbes de contorno que se apresentam nos diversos tipos de vigas.

Verifica-se matricialmente as correspondentes equacoes modais.

No capitulo 4 sao obtidos os resultados algébricos e os modos vibratérios

das vigas.

No capitulo 5 apresentamos o uso dos modos de um problema relativo

a uma viga de secao transversal constante. sob a aplicacao de uma forca normal.

E, por iltimo, apresentam-se as conclusoes pertinentes.



1 MODELAGEM

No modelo de Euler-Bernoulli, sao desprezados cisalhamento e a inércia
de rotacao. Para deduzir o modelo de Euler, supomos que as sec¢Oes transversais
planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga
apos a deflexdo. levando em consideracao que, para altas frequéncias, este modelo
nao fornece bons resultados. As dimensoes da secao transversal da viga sao pequenas

em comparagao com o seu comprimento.

1.1 Vibracoes de uma Viga

Neste trabalho, consideramos apenas as vibragées transversais ou vi-
bragcoes flexurais, denominadas assim, por ocorrerem transversalmente ao compri-
mento da viga. A vibragao transversal é facilmente sentida pelos seres humanos, por
exemplo, quando caminham sobre uma ponte. O estudo das vibracoes em vigas é de
muita importancia no projeto de maquinarias e estruturas. A derivacao da equagao

do movimento é feita a seguir.

As grandezas fisicas levadas em conta sdo a massa distribuida ao longo
do eixo z, pA(z), sendo p a massa especifica do material e A(z) a drea da secao
transversal retangular, com largura h, e espessura h.: a deflexao, u(t,z), que estd
na diregao y; e a forca cortante. V({, z), devido a uma deformacao por cisalhamento
suficientemente pequena muito menor do que u(¢,z) (isto €, assim que os lados do

elemento dz nao se curvam), conforme mostra a figura 1.1.
A superposicao de for¢as na dire¢ao y produz

(V(t,x) + @gi—x)dz> - V(t.z)+dz f(t,z) = pA(l‘)dI% (1.1)
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Figura 1.1 Viga simples em vibragdo transversal e diagrama de corpo livre de um
pequeno elemento da viga, quando deformada por uma forca distribuida
ao longo de uma unidade de comprimento, denotada por f(t,z)

onde a forca V/(t,z + dz) foi aproximada pelo seu polinomio de Taylor de primeiro

grau (t fixo) e dzx f(t.z) é a forca total externa aplicada no elemento por unidade

de comprimento. A aproximacao é valida para -é; >10e 7‘2[’— > 10, onde L é o
z y

comprimento da viga (isto é, para uma viga longa e fina).

Assumindo a inércia de rotacdao do elemento dr ao redor do ponto

com respeito do eixo z. obtemos

OM(t.x)

oV(t.x)
B2 . dz

dz
5% ] +[f(t,.r)d$]-§— ={J

[.M(t, z)+ dr] — M(t.z) + [V(t,a:) -

(1.2)

- 'mw—..y — e * Swim e e s r .
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Simplificando (1.2) obtem-se

OM(t,z)
oz

V(z)  ft2)
2

-+ V(t,w)] dz + [ p )

] (dz)* = 0. (1.3)

Assim, na primeira aproximagao, considera-se que os termos em dr sao

Zero, ou seja.

Vit.z) = *%? (1.4)

isto significa que a forca cortante é proporcional & variagao espacial no momento

fletor. Substituindo (1.4) na equacao (1.1) temos que

9? ult,z .
— 5 (M (2, 2))de + f(t,2)dz = pA(_x)%dx. (1.5)

Da mecanica dos materiais, a viga sustenta um momento fletor que esta
relacionado & deflexdo da viga, ou deformacao fletora, u(?, z), por
Wit 2) = Bl ) (1.6)
- - ’ T, azz -
onde EI(z) é a rigidez flexural, sendo E o médulo de elasticidade de Young para a

viga e I(z), o momento de inércia respeito do eixo z.

Além disso, substituindo a equagao (1.6) em (1.5) e dividindo por dz

obtemos a equagao de Euler-Bernoulli

Fu(t,z) & O*ult.z)] .
,OA(I) at2 + 822 [EI(I)W] = f(f_.l‘). (1:}
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Se EI(z) e A(z) s3o assumidas constantes, a equacao (1.7) pode ser

simplificada para

O?u(t.z) d'u(t,z)
A FYe + EI - Flt, %) (1.8)

1.2 Condicoes Iniciais e de Contorno Nao
Classicas

Para a resolugao da equagao (1.8) sao necessarias duas condicoes iniciais
no tempo t = 0, para o deslocamento u(?.z) e a velocidade ut(t,a:), e quatro con-
digoes de contorno. envolvendo o deslocamento ult.z), a declividade 2 3—— o momento

fletor E1 %“f e a forca de cisalhamento rS (62 )

Na literatura. usualmente, encontramos as condi¢coes de contorno de
tipo fixa, apoiada, deslizante e livre, denominadas cldssicas. que nao serao conside-

radas neste trabalho.

Aqui serao abordadas as condicoes de contorno que correspondem a
reagoes restritivas lineares associadas a elementos elasticos e inerciais. Estas con-
digées podem ocorrer sozinhas ou em conjunto com as outras. As condicdes de
contorno associadas a estas reagoes restritivas consistem basicamente de quatro ti-

pos:

1. Uma restri¢ao eldstica de transi¢ao corresponde a uma forga de reacao
da mola que € igual a forca de cisalhamento, como se mostra na figura

1.2. No lado esquerdo:

513—3—‘-‘-“ 0) = —ku(t.0) (1.9)
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No lado direito

Pu
Efﬁ(t,L) = ku(t, L) (1.10)
F L {
u
T {p, A E, I}
u(t, z)
0
k k %
0: origem

Figura 1.2 Esquema das condi¢ées de molas translacionais

E visto que as condigdes anteriores diferem em sinal nos extremos opos-
tos da viga. Notamos também que as condicoes (1.9) e (1.10) devem ser
aumentadas por uma condi¢ao em cada extremo, pois sao requeridas
duas em cada extremo. Neste caso. a segunda condicao é o momento

fletor zero.

A restrigdo eldstica rotacional corresponde a um momento de reagao da
mola que é igual ao momento fletor, como se mostra na figura 1.3. No

lado esquerdo:

0*u Ou
El55(t.0) = k3=(1,0) (1.11)
No lado direito:
2 ;
Er2 % 1y =220 1) (1.12)

oz? ox
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l L -
u
T {p,A,E,I}
] u(t, z)
0: origem

Figura 1.3 Esquema das condicoes de molas rotacionais

Como no outro caso, os sinais diferem e mais uma condigao é requerida

para cada extremo.

. A restricao da inércia translacional corresponde a forca de inércia as-
sociada com a aceleracao de um corpo rigido ou particula de massa m.
fixada no extremo da viga. Essa forca é igual a forga de cisalhamento.

No lado esquerdo

L O%u 9%*u :
No lado direito:
0Pu 0*u

As condigoes acima devem ser aumentadas por uma condi¢ao em cada
extremo, pois sao requeridas duas em cada extremo. Neste caso pode

ser o momento fletor zero.

. A restricao de inércia rotacional corresponde ao momento de reagao

inercial associado com a aceleragao rotacional de corpo rigido em cada
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o X,

0: origem
Figura 1.4 Esquema das condigoes de massa translacional

extremo da viga. Este momento € igual ao momento fletor. No lado

esquerdo:

82 83

ElZ- 22(t,0) = Lz (1:0) (1.15)
No lado direito:
0%*u Pu
Elz5(t,L) = ~Lgmz=(t.L) (1.16)

Notamos aqui, que quando a massa fixada € idealizada como uma
particula. entdo /. = 0; e a condicdo do momento reduz-se a mesma da

massa translacional, isto é, o momento fletor é zero.
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x {p,AE, I}

i u(t, z)

Ic . . Ic

0: origem

Figura 1.5 FEsquema das condigées de inércia rotacional

10



2 FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRACAO

A ortogonalidade dos modos permite utilizar o método espectral de
Fourier para determinar movimentos sujeitos a variadas condigoes de contorno. In-
troduziremos os conceitos de modos e freqiéncias de vibragao, em vigas sem carga.
Os modos estao associados a estados de deflexao possiveis diante das condi¢Ges de

contorno.

Quando nenhuma forca externa é aplicada isto é, f(f,z) = 0, as vi-

bracoes livres sao geradas pela equacao

2 4
3u(t,x)+E13 u(t, z) - (2.1)

A
PA 50 Dz

Para esta equacao, a procura de solucdes de (2.1) do tipo oscilatério
u(t,z) = (A cos wt+ B sen wt)X(z), com X(z) uma funcio nio identicamente

nula, equivale a resolver

EIX"™)(2) — w?pAX(z) =0 (2.

I~
[G]
—

ou
(T +K)X(z)=0, X#0, (2.3)

onde A é um operador, isto €, atua sobre um dominio de funcées reais, definidas no

intervalo espacial [0,L]. que sdo quatro vezes diferenciaveis e é dado por

El

A — X (). (2.4)

K(X(z)) =

Sob a hipétese de que X (z) satisfaz determinadas condi¢oes nos extremos da viga,

o valor w sera referido como fregiéncia caracteristica e X(z) como a autofun¢do ou

11

A g

“ o ";' ' ri rn."' .?3 R

!!: 3t !IW"‘,’,‘.
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o modo associado com w. Por simplicidade, escreveremos a equacao (2.3) como
X®)(z) - X(z)=0 (2.5)

onde B* = wz%/% sao os autovalores da equacao (2.5).

Posteriormente, deveremos lembrar que a freqiéncia caracteristica w

esta dada por

2.1 Ortogonalidade dos Modos de Vibragao

Demonstraremos que as formas modais de uma viga satisfazem a con-

dicao de ortogonalidade, isto é, temos a igualdade

L
/ Xi(z)X;(z)dz = 0, para 1 # j.
8]

Denotaremos por w; e w; duas freqiéncias naturais distintas com co-

rrespondentes formas modais X; e Xj.

Demonstraremos a ortogonalidade para o caso de molas translacionais.

O problema satisfeito pelas freqiéncias naturais e as formas modais é

BN — 9 =
o B: X;=0 (2.7)
com as condicoes de contorno
A2 X; d* X; & X; d* X;
W i = —kX; : =) W deleind 1 2 = —kX: L : =
Elw; 13 (0) kX;(0), = (0)=0 Elw:; = (L) kX;(L), o (0)=0



- —peswssaaue uus Modos de Vibragdo 13

€
dX; &?X; &EX; . d?X;
Elw} d;c;( ) = —kX;(0), e —-(0) =0, Efw?—cgsi(l,) = —kX;(L). =0.
(2.9)
Multiplicando a equacgao (2.7) por X; e integrando de 0 a L conduz
para

fX d4X ;3"/)( )X;(z)dz =0

Utilizando a integracao por partes quatro vezes, a primeira integral, temos
aﬁx (D) X(0)  dX;(L) #X(L)

b JILEC R S LEd UL

LAX0) £Xi(0) | PXG(L) dX(L)  dX;(0) dXi(0)

dz dz* dz? dz dz? dz
#X;(L) d“X(rc)
—— K+ f Xi(z
L
*'B?f Xi(z)X;(z)dz =0 (2.10)
]

onde, apos a substituicao das condi¢es de contorno (2.8) e (2.9) obtemos

L
(85 -89 [ Xex)X;a)dz =0, (2.11)
0

A ortogonalidade dos modos. junto com a condicao inicial, permite
determinar A, e B, na solucao em série de Fourier, para um deslocamento arbitrario.

na forma real

u(t.z) = Z [.f-ln cos wyt + B, senwnt] Xn(z). (2.12)

n=I1
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Mais precisamente,

_ Jo wol(@)Xa(2)
T EX2(2)de
€

i e JE do(z) Xn(2)
e L
Wn [ X2(z)dz

sendo ug(z) = u(0,z) e to(z) = B_ug(%g_)_

TGRSR e e T
b J,,;.—.-.,-&z*"["fﬂ_':‘.f:-.z_:.-_



3 ESTUDO DA EQUACAO XUV) _pix =0

Neste capitulo. obtemos os modos relativos as vibragées transversais de
vigas longas e finas, descritas pela equacao de Euler-Bernoulli. Sao consideradas
duas bases: a base espectral classica, obtida a partir das raizes da equagado carac-
teristica, associada com a equacao diferencial ordinaria linear de quarta ordem e a

base dinamica. obtida a partir de uma solugao com condigdes iniciais impulsivas.

3.1 Equacao de Euler-Bernoulli

Podemos escrever a equacao de Euler-Bernoulli com parametros cons-

tantes da seguinte forma:

Z
%—’;fwcu:o (3.1)

onde K é o operador de quarta ordem

Para esta equacao. a procura de solugdes é do tipo u(t.z) = (A cos wi+

B sen wt) X(z) equivale a resolver

EIX®)(z) —w?pAX(z)=0 (3.

o
S

ou

(—w’Z+K)X(z)=0, X(z)#0. (3.3)
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Por simplicidade, escrevemos (3.2) como
X®)(z) - B X(z) =0 (3.4)

A G Id i
onde 3% = wz%-], sendo w a frequéncia caracteristica.

3.2 A Abordagem Modal Matricial

As condigoes de contorno consideradas aqui podem ser escritas de ma-

neira geral como

-'411-)( i Bn,x"‘ - CII-X” + Dllxm =)

em =10 (3'5)
.412}( - BIZ-X” + CIZX” + Dlsz =10
e
A X 4 B3 X"+ 0 X" 4+ Dy X" =0
-'422-)( g 1 822-}(' o CQQ‘XH - DQQX‘W =0
A solugdo da equacio linear homogénea X ™) (z) — 83X (z) = 0 é dada
por

X =101 + 202 + 303 + 404 = Pc, (3.7)

onde {01, ®2. 3,04} € uma base de solucoes, e

5]
C2
¢ = [010203.04] Cc =
C3

C4
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Substituindo (3.7) em (3.5) e (3.6), temos que, para z = 0
A]_]@(O)C -+ Bn@'(ﬂ)c -+ ClIQ’I(O)C ~+ D]],@”!(O)C =0

A;g@([))c + Byg‘b’(ﬂ)(} -+ C]_g‘p"(O)C + Du@”’(ﬂ)c ==4)

eparaz =L
.421¢(L)C + BQ]_@I(L)C + CzI‘I’”(L)C - Dz;‘I)m(L)C =0

AQQCD(L)C + ngq”(L)C =+ CQQ(I’H(L)C + Dgg@m(L)C = 0.

As quatro igualdades anteriores podem ser escritas como

- a(0)
$'(0)
[ Ay By Cu Dy 0 0 0 0 || &0
Aiy Ba Cp B 0 0 4§ 0 "(0)

0 0 0 0 Az By Cs Do D(L)

0 0 0 0 Az By Co Dy (L)
(L)
| e(L)

17

(3.8)
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ou
¢1(0) 92(0) ¢3(0)
) | 4(0)  2:(0)  ¢5(0)
Ay By Cy Dy 0 0 0 0 #1(0) @5(0) ¢3(0)
Az Biz Cio Dy 0 0 0 0 7(0) ¢5'(0) ¢3'(0)
0 0 0 0 Ay By Cun Dy & (L) &a(L) os(L)
0 0 0 0 Az By Cn D | | ¢4(L) ¢5(L) #5(L)
(L) SUL) SU(L)
(L) (L) ML)
De maneira compacta, temos a equacao matricial em ¢
(B‘I))C—-O
onde -~
Ay By Cu D 0 0 0
B— A1z By Ciz Dy 0 0 0
0 0 0 0 Ay By Cn Dy
0 0 0 0 Ay By Cin Diy

3.3 Base Espectral Classica

18

?4(0) -
%4(0)
#4(0)
¢4'(0)
?a(L)

¢4(L)

¢4(L)

¢4 (L) |
(3.9)

(3.10)

A equacgao caracteristica da equacao diferencial linear ordinaria

é dada por

X®)(z) - g*X(z)=0

X =gt =,

1
Co
C3

Cq
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Esta equacgao possul as raizes

)‘1=H5.? ’\2='—5: /\3:.'31.$ A4-‘-’—‘—BE

Portanto, a solucdo geral é dada por

X(z) = cysen(Bz) + cocos(Bz) + czsenh(Bz) + cacosh(fz).

As funcoes da base espectral classica sao escolhidas como

61(z; B) = sen(Bz), 65(z: 8) = cos(Bz),
(3.11)

@3(z; B) = senh(Bz), o4(z; B) = cosh(Bz).

Substituindo as funcdes envolvidas (3.11) e suas derivadas, em (3.9),

decorre que

fo0) | | 0 1 0 1 ]
3'(0) 3 0 8 0
"(0) 0 -2 0 32

i @"(0) _ -32 0 83 0

d(L) sen(8L) cos(BL) senh(4L) cosh(5L)
o'(L) B8 cos(BL) —Bsen(BL) B cosh(BL) B senh(BL)
®"(L) —B? sen(BL) —fB? cos(BL) B?* senh(BL) B2 cosh(BL)

L e"(L) | | —B% cos(BL) B®sen(BL) B° cosh(BL) B°senh(BL) |

(3.12)
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3.4 Base Dinamica

A solucao de

X)(z) - g4 X(z) =

pode ser escrita em termos da base dinamica como

onde

X(z) = e1h(z) + b’ (z) + cah"(z) + csh™(2),

) (z) — B4h(z) =0
(3.13)
h(0) = R'(0) = A"(0) =0, A™(0) =1.

Aqui a solucao h(z) é definida como a resposta impulso ou a solugdo dinadmica. Como

o wronskiano de h(z) e suas derivadas até terceira ordem é ndo-nulo, isto é,

det

)
I_ hﬂf(o)

[ h(0)

h'(0)
R (0

RO)  K(0)  K™(0) | [0 o 0 i ]
A"(0)  R™(0) RUY)(0) s 0 0 1 B%h(0) ok
R™(0)  AE(0) RM(0) 0 1  B*(0) B*h(0)
RE(0)  R()(0) hf"f)(O)_ | 1 B8%(0) B*h'(0) 3%”(0)_

temos que {k, h’, K", h™} constitui uma base de solugdes.

mos

onde H(s

Para calcular h(z), utiliza-se a transformada de Laplace, i.e., escreve-

(s* = BYHYH(s) =

L(h(z)).

Assim
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e utilizando fragoes parciais

1 1] 1 1
84_34"52 32_'32 32+’32

obtem-se
1

h(x)=2[

senh(8z) — sen(,B:c)]
B3 .

Portanto, a base dinamica fica estabelecida como

1 [—sen(8z) + senh(8z)]
2 g3 ’

U, (z; 8) = h(z; 8) =

[—cos(Bz) + cosh(Bz)]
g ’

[sen(Bz) + senh(Bz)]
5 1

Ws(z:B) = H(z:8) = 5

Us(z; 3) = h"(z; ) =%—

W(z38) = K"(2: 8) = 3 [cos(Bz) + cosh(Bz)].

e escrevemos a matriz ® para a base considerada,

0 0 (1] 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
~Leen(BL h ~Leos(BL h(3 L h
&= | —zsen 1;; greal(pl)  —goasll] & geshipd) gsen(8 )4;35““ (BL) Lcos(BL) + Lcosh(5L)
1 1 ] 1
ZeolPl) + geoshlBT)  Z=nlfD) % 2eendBT) Leos(5L) + Jeosh(BL)  —%Bsen(5L) + Lsenh(5L)
1 i
Ll +57“"h(51‘] Lcos(BL) + $cosh(5L) ~1Bsen(3L) + L8senh(SL)  —3B2cos(5L) + }5cosh(5L)
| Leos(3L)+ Scosh(BL)  —3Bsen(SL) + LBsenh(SL) -18%cos(BL)+ $5%cosh(6L)  }5%sen(SL)+ 3B°senh(BL) |

(3.14)



4 CALCULO MATRICIAL DOS MODOS

A equacao da vibracao transversal de uma viga sem carga e com parametros

fisicos constantes, segundo o modelo de Euler-Bernoulli, é dada por

2 4
pAa u(t, z) +E16 u(t, z) _

a2 5t 0, (4.1)

sendo que E é o médulo de Young, I é o momento de inércia da secao transversal
da viga com relacdo a seu eixo neutral, p é a massa especifica da viga e A é a area

da secdo transversal da viga.

Para cada vibragao modal, u(t,z) = (A cos wt+ B sen wt) X () tem-se

que X(z) satisfaz
XNz)= BiX{z) =0 (4.2)

onde #* = w2%‘%

Neste capitulo, os modos X(z) serao obtidos para as condigées de con-

torno usualmente encontradas em aeroelasticidade.

Serao consideradas duas bases:

Base classica:
013 8) = sen(Bz), 62(a38) = cos(Ba),
¢3(z; 3) = senh(Bz), $s(z; B) = cosh(Bz).

Base dinamica: Formada pela resposta-impulso (ou solugao dinamica), h(z), que é
a solugao da equacao X ")(z)—B*X(z) = 0 junto com as condigdes iniciais ~(0) = 0,

h'(0) =0, R"(0) = 0, A"(0) = 1, e suas derivadas até terceira ordem.

o
SN
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Denotando

+ senh(ﬂx)]
g ;

¥y (2;B) = hz; p) = 128 (B2)

U,(z; 8) = h'(z;8) = %b:os(ﬁm);; cosh(Bz)]
| (4.3)

‘IT senh(ﬁm)] .

Ws(a: 8) = h(z; p) = 1 enBD) 3

Uy(z; 8) = h"(z; 8) = %[cos(ﬁx) + cosh(,@:r)],

Para distinguir o uso da base, utilizamos os indices: © para o caso

clissico e P para o caso dinimico. Também introduzimos a matriz
U=DB2, (4.4)

que incorpora os valores associados as condigoes de contorno.

O calculo foi realizado de maneira simbélica com o auxilio do “software”
MAPLE V Release 5. Foi calculado o determinante da matriz U/, para obter a

equagao caracteristica e realizada uma decomposi¢ao LU da matriz .

Os valores utilizados dos parametros foram

Li=1
EI =8000, N m,
pA = 3000, Kgm,

krn = 1000,
k. = 1000,
I.=0.1,

m. =100, Kg.
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4.1 Viga de Molas Translacionais

— L 1
u
T {p,A,E,I}
l u(t, z)
0
§k k §
0: origem

Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as for¢as de cisalhamento estao

relacionados como segue

uz2(1,0) =0, knu(t,0)+ Eluz..(t,0)=0,
tee(t, L) =0, knu(t,L)— Elu..(t,L)=0,

onde k., é a rigidez translacional da mola.

Essas condic6es de contorno implicam as seguintes condi¢oes de contor-

no para X(z)
X"(0) =0, k,X(0)+ EIX"(0)=0,
X"(L) =0, kaX(L)—EIX"(L)=0,

Equacao Caracteristica

—E?I?8%[1 — cos(BL)cosh(BL)] — 2 EI Bk, [cos(BL)sinh(BL) — sen(BL) cosh(3L)]
—2k2sen(BL)senh(BL) =0



By Ty SR TS ¥ ¥ )

Autovalores

(]
(1}

Autovalores | 0.7067387993 | 0.9305356184 | 4.732402302 | 7.8537200833

10.99579590

Freqiiéncias | 0.8156469843 | 1.414003124 | 36.57191318 | 100.7245384

197.4411656

Modos
Classico
XE(z) = 08, [@2(2; 8n) + @ulz; Ba)] + 05,®1(2: Br) + Ps(z; Bn)
o _ EIB3(senh(8,L) — sen(8,L))
ml ™ —EIB3cos(BnL) + 2Bnkmsen(3,L) + EI32 cos(B,L)
- 23,msenh(B3,L) — EIB2 cosh(B,L) + EIS2 cos(B,L)
n2 T —EIBZcos(BaL) + 2Bnkmsen(B,L) + EIB3 cos(3,L)
Dinamico
XP(z) = 0P, Ws(z; 8,) — 022\114(1: Bn) + ¥1(z; Bn)
7 —— —E1B,km cos(B,L) + EIB] cosh(BnL) — Brnkmsen(8,L) — Bnkmsenh(B,L)
ek B2k, (sen(8nL) — senh(B,L))
D _ El
i




4.1 Viga de Molas Translacionais

Modos Classicos

LLLL bbbe ocooo «
L:alt‘b:lﬂb NiBE_ N

sobkg NAas N

LLliléééé ccoo +

beasy

Modos Dinamicos

Figura 4.1

Modos Cldssicos e Dinamicos da Viga de Molas Translacionais
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4.2 Viga de Molas Rotacionais

: L —
u
b {;O?A'r EaI}
I u(t,z)
&; A
0: origem

Neste caso, as declividades, os momentos fletores e as forcas de cisalhamento estao

relacionados como segue

Uzze(,0) =0, kru(t,0) — Elu.(2,0) =0,
u::z:r.(t: L) = 0: krur(i-, L) =} EIU::::(t: L) =0,

onde k, € a rigidez rotacional da mola.

Essas condigoes de contorno implicam as seguintes condi¢oes de contor-

no para X(z)
X"(0)=0, kX'(0)—FEIX"(0)=0,
X"(L) =0, kX' (L)+EIX"(L) =0,

Equagao Caracteristica

—B%E?I?[1 — cos(BL) cosh(BL)] + 2k? sen(3L)senh(S8L)
+2 Bk, EI [sin(BL)cosh(BL) + cos(8L)senh(BL)] = 0

e = A s
;-d.. o gty (M0
TLg# ook
3B e ot e
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Autovalores
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Autovalores

1.306267171

4.779301156

7.884462584

11.01804094

14.15467250

Frequéncias

2.786431627

37.30037182

101.5146121

198.2408403

327.1779426

Modos

Cléssico

T

XS (z

) o‘f_l [@1(.7:;,3,;) - ‘I’a(x;.ﬁn)] + 0’,?'2‘1’2(-3;5::) + @4(z; Bn)

a.

nl = E[ﬁn(cos(_ﬁn_[,} — COSh(,gnL)) + QBnkrsen(-BﬂL)

c

EIB,(senh(B,L) + sen(8,L))

c _ EIB,(cos(8nL) — cosh(B,L)) — 28,.k,senh(8,L)

™2 EIB.(cos(BnL) — cosh(B.L)) + 2Bnk-sen(3,L)
Dinamico
XP(z) = 02, Us(z; B,) — 02, Wa(z: Bn) + Va3 B,)

—EI3,k,(cos(8,.L) — cosh(B.L)) + B.k-senh(83,L) — B,sen(B,L)

B2sen(B,L) + Bnkrsenh(8,L)




4.2 Viga de Molas Rotacionais

Modos Classicos ||

wlsasmaywaran _ wdooy

L 4b8d saon aaus

sxlzasng vaze Nazew

Ll obose soog suas

Figura 4.2 Modos Cldssicos e Dindamicos da Viga de Molas Rotacionais
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4.3 Viga de Massas Inerciais

I L i

T {p4'E‘I}

'

0: origem

Neste caso, as declividades, os momentos fletores e as forgas de cisalhamento estao

relacionados como segue

Urze(t,0) = 0, Luws(t,0) — ETug(,0) =0,
Ugoa(t, L) = 0, Ltga(t, L)+ Elugo(t, L) =0,

onde I, é a inércia rotacional.

Essas condi¢oes de contorno implicam as seguintes condicoes de contor-

no para X(z)

" o [c.34
X"(0) =0, o

L2 X'(0) + X"(0) = 0,

H’(L] — [].. 3 - ’(L) S ”( ) = 0,‘
.* — _:’31_ X X E,- ;

—p?A%[1 — cos(3L)cosh(BL)] + 2 I23%sen(BL)senh(5L)
—2p Al 3% [sen(3L)cosh(BL) + cos(BL)senh(BL)] =0
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Autovalores
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Autovalores

4.723237091

7.820749152

10.90530762

13.93932762

16.89987979

Frequéncias

36.43039321

99.88058531

194.2049109

317.2984987

466.3925420

Modos

Classico

X??(x) == Jilql?(xiﬁn) + U:C{‘.zq)‘i(m?ﬁn) + ®1(z; Bn) + 03(z; 8r)

¢ _ —pAcosh(B,L) + pAcos(B,L)+ 21.32senh(B,L)
pA(sen(B,L) + senh(83,L))

¢ _ —pAcosh(B,L)+ pAcos(B,L) — 21 B3senh(B,L)
pA(sen(B,L) + senh(B,L))

Dinamico

Xf(x) = 02111’2(3;51&) - 022‘1’4(335n) + U3(z; 8n)

JD lcre:

G'D_

o M

_ 1.B3[sen(BaL) — senh(BaL)] — pA[cos(BaL) — cosh(BaL)]

BnpAl[sen(3,L) + senh(3,L)]
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4.3 Viga de Massas Inerciais
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Figura 4.3 Modos Cldssicos e Dinamicos da Viga de Massas Inerciais
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4.4 Viga de Massas Atarrachadas

: L —

T {p,A,E, I}

¢ o

0: origem

Neste caso. os deslocamentos, os momentos fletores e as forcas de cisalhamento estao

relacionados como segue

uﬂ(f 0) = 0 mun( 0) + Efuzm[t O)
Uzz(t, L) =0, muu(t,L) — Eluz..(t,L) =0,

onde m é a massa atarrachada.

Essas condig¢oes de contorno implicam as seguintes condicdes de contor-

no para X(z)
X"(0) = 0, __4_ X(U) X"(0) = 0,

4
x"(L)=0, Ex(1)+ X"(L) =0,
Equagao Caracteristica

—p*A%[1 — cos(8L) cosh(BL)] — 2m?3*sen(BL)senh(5L)
+2mp AB [cos(3L)senh(BL) — sen(BL)cosh(BL)] =



-2

Autovalores

e anaawcas AlAalracnadas
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Autovalores

4.723237091

7.820749152

10.90530762

13.93932762

16.89987979

Freqiiéncias

36.43039321

99.88058531

194.2049109

317.2984987

466.3925420

Modos

Cléssico

-XE(I) = 0’5:1 [q)l(x; Bn) + ¢3(55';_Bn)] “Ji" (DQ(x;ﬁn) + ‘1)4(:1:;6,1)

—pAcosh(5,L) 4+ pAcos(B8.L) — 2mfB,senh(S,L)
pA(senh(8,L) — sen(B,L))

Cc _
Crn,l T

Dinamico

X2(z) = 021 91(x; Bn) — 02, a(x; Ba) + Yal(z; Br)

4
ooy = i
- pA

oD, — Bn{pA[cos(B,L) — cosh(B,L)] — mB.[sen(B,L) + senh(8,L)] }

R

pA [senh(ﬂnL) - senh(_ﬁ’nL)]

......



4.4 Viga de Massas Atarrachadas

Modos Classicos
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Figura 4.4 Modos Classicos e Dinamicos da Viga de Massas Atarrachadas
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4.5 Viga de Mola Translacional-Massa
Atarrachada

I L i

z {p,A,E, I}

' u(t, z)
0 m *
\_?\_f

Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as forcas de cisalhamento estao

0: origem

relacionados como segue

uzz(8,0) =0, knu(t,0) + Elu...(t,0) =0,
Uze(t; L) =0, muu(t,L) — Elug,.(t,L) =0,

onde k,, € a rigidez translacional da mola e m é a massa atarrachada.

Essas condicées de contorno implicam as seguintes condi¢oes de contor-

no para X(z)
X"(0)=0, knX(0)+ EIX"(0)=0,

X"(L) =0, ”;jf?ixm + X"(L) =0,

Equacgao Caracteristica

—pAEIB*[1 — cos(BL) cosh(BL)] — EIB*m [sen(BL) cosh(BL) — cos(BL)senh(BL)]
+knpA [sen(_f)’L) cosh(8L) — cos(ﬂL)senh{ﬁL)] + 2k,,mBsen(BL)senh(BL) =0



o messmswisuai-ividssa Atlarrachada

Autovalores

4.598848988 | 7.652999912 | 10.73798166 | 13.83154145

Autovalores

16.93253542

34.53684519 | 95.64180920 | 188.2910520 | 312.4104348

Frequéncias

468.1967037

Modos

Classico

XE(z) = oS [®2(z: Bn) + Ba(z; Br)] + 0C,@1(x; Bn) + +P3(x; Br)

_ EIB: [senh(ﬁnL) —sen(fB,L)
V7 —FIB3 cosh(BnL) + 2knsen(B,L) + EIB: cos(B.L)

C
O,

¢ _ 2kmsenh(8,L) — EI32 cosh(B,L) + EIS3? cos(beta, L)

T2 = "ZFTP2 cosh(BnL) + 2kmsen(BnL) + E1/2 cos(Bnl)

Dinamico

X,?(&:) = 0'21‘113(1‘;,3,1) - 0‘3211’4(3:; Bn) + ‘I’l(xﬁn)

"
Un.l s

B8%k,m [—sen(ﬁnL) - senh(ﬁnLﬂ

B —EIf3 [cos(ﬁn[z) — cosh(B,L)] — kmm [sen(ﬁﬂL) - senh(ﬁnﬁ)]




4.5 Viga de Mola Translacional-Massa Atarrachada
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Figura 4.5 Modos Cldssicos e Dindmicos da Viga de Mola Translacional - Massa

Atarrachada
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o

4.6 Viga de Mola Translacional-Massa Inercial

I g i

& {p, A, E. I}

I u(t, z)

0: origem

Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as forcas de cisalhamento estao

relacionados como segue

uzz(,0) =0, knu(t,0)+ Eluy..(t,0) =0,
Urrr(t, L) = U, Icutt:r(t-. L) 3 Elurr(t: L) =0,

onde k,, € a rigidez translacional da mola e I, é a inércia rotacional.

Essas condigbes de contorno implicam as seguintes condig¢oes de contor-
no para X(z)
X"(0) =0, k,X(0)+ EIX"(0)=0,

X" E)=0,

[d'f}"X, i " o

D

Equagao Caracteristica

—pAEIB*[1 — cos(BL) cosh(BL)] + km1.3*[cos(BL)senh(BL) + sen(BL) cosh(3L)]
+knpA [sen(;}L) cosh(BL) — cos(BL)senh(_BL)] + EI1.3°sen(3L)senh(BL) =0



o eevsw azausiacional-Massa Inercial

(]

Autovalores
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Autovalores

4.730490092

7.851406543

10.99167490

14.13055413

20.40648702

Frequéncias

36.54236410

100.6651853

197.2931995

326.0639251

486.9797363

Modos

Classico

XS (z) = oS, [@2(2; Ba) + Pa(z:B8a)] + 0% ,01(z; Bn) + +®P3(z; 8,)

E183[cos(B,L) — cosh(B,L)

g

™!~ B3lsen(B, L) + senh(B,L)] — cos(B.L)

k% i
on,2 nll

—2kymcosh(B,L) + B2EI[sen(8,L) + senh(beta, L)]

33[sen(B,L) + senh(8,L)| — cos(B.L)

Dinamico

XP(z) = 02, Wa(z; Bn) — 0L, 04(2; 80) + Ui(z: Bn)

n,l

D _ E132[sen(B,L) + senh(8,L)] — knm[cos(8,L) + cosh(8,L)]

B2kmm|— cos(3,L) + cosh(B,L)]
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Figura 4.6 Modos Cldssicos e Dinamicos da Viga de Mola Translacional - Massa

Inercial
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4.7 Viga de Mola Translacional-Rotacional

I L sl

T {p, A, E, I}

J u(t, z)

I £

r

0: origem

Neste caso, os deslocamentos, as declividades, os momentos fletores e as forcas de

cisalhamento estao relacionados como segue

uzz(t,0) =0, knu(t,0)+ Eluz..(t,0)=0,
u.:::(t: L) = 0, k,—uz(i, LJ + E‘«{u:z(t-_. L} —— U,

onde k., € a rigidez translacional da mola e k. é a rigidez rotacional da viga.

Essas condi¢oes de contorno implicam as seguintes condi¢oes de contor-
no para X ()
X"(0) =0, k,X(0)+ EIX"™(0)=0,

X"(L)=0, kX(L)+ EIX"(L)=0,
Equagao Caracteristica

—E?1?3%[1 — cos(BL) cosh(BL)] — Elk.3%[sen(3L) cosh(BL) + cos(8L)senh(BL)]
—ETk,B[sen(BL)cosh(BL) — cos(ﬂL)senh(,BL)] + 2k, k. cos(BL)cosh(BL) =0
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Autovalores
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Autovalores

4.755930841

7.869120559

11.00692932

14.14596849

17.28596312

Frequéncias

36.93647337

101.1199309

197.8411928

326.7756889

487.9457396

Modos

Classico

Xf(m) = 05,1 [@2(3:; ﬁn) + @4(11'3, ﬁn)] + UE'Q@](:C; ﬂn) ~+ +¢3(3; ﬁn)

a

c

EI33 [COS(,B,-,,L) — cosh(8,L)

"1 = _EIB3[sen(B.L) + senh(B,L)] + 2k, cos(BaL)

a

o
mn,

2km cosh(8,L) + E152[sen(B,L) + senh(beta,L)]

2:‘-

2k, cos(B.L) + EIj33 [sen(,ﬁnL) + senh(betaﬁL)]

Dinamico

X2 (z) = 07, Us(x; Ba) + 02, Va(2; Ba) + Yi(2; Bn)

D
Crn.l s

FI33 [sen(ﬁnL) + senh(8,L)] — km Eos(ﬁnL) + cosh(8,L)]

Ak, [— cos(B,L) + cosh(_@nL)T
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4.8 Viga de Mola Rotacional-Massa Inercial

F L i

7]

T {p1‘4=E-I}

0: origem

Neste caso, as declividades, os momentos fletores e as forcas de cisalhamento estao

relacionados como segue

Uees(t,0) = 0, krua(t,0) — Elug(t,0) =0,
uzx::(ta L) =0, Luy:(t, L) < Efurr(teL) =0,

onde k, é a rigidez rotacional da mola e I, € inércia rotacional.

Essas condi¢oes de contorno implicam as seguintes condigoes de contor-

no para X(z)
X"(0) =0, k.X(0)— EIX"(0)=0.
nr IC. 4 ! gl
X"(L) =0, ;‘i‘-’”“‘}* (L) =0,

Equacgao Caracteristica

—FEIpAB[1 — cos(BL) cosh(SL]] — pAk, [sen(BL) cosh(3L) + cos(3L)senh(5L)]
+E11.3%[sen(3L)cosh(3L) + cas(_ﬁ’L}senh(BL]] + 2k, 1.3%sen(BL)senh(BL) = 0
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Autovalores
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Autovalores

4.751321284

7.852468663

10.96100551

14.04459710

17.08905836

Freqiiéncias

36.86490872

100.6924226

196.1937455

322.1090569

476.8926532

Modos

Classico

Xa)=uZ, [‘I’i(-’ﬂ; Br) + ®3(x; 8a)] + 05 ,®a(2; Ba) + +@a(x; 8,)

(2}

E18,[sen(8,L) + senh(B,L)

C
n,l

EI‘Bn[cos(ﬁnL} — cosh(ﬁnL)] + 2k,sen(3,L)

Jn..2 =

—2k,senh(B,L) + E1B, [cos(8,L) — cosh(beta,L))

El Bn—(cos (BnL

) — cosh(3,L)]

+ 2k.sen(B3, L)

Dinamico

‘Xf?(x) = 01?111’4(3;-81‘1) G & 0'322'113(1:; Bn) 7+ @2(1:; 371)

n,l

_p _ BI8.[cos(B.L) + cosh(B,L)] + k. [sen(B,L) — senh(5,L)]

32k, [sen(3,L) + senh (BaL)]

)

a"\ DE BIBLIOTE!

Py,

g

AS

——
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4.9 Viga de Mola Rotacional - Massa

Atarrachada
- E ——
u
z {p- —43 E'J I}
| u(t,z)
& -

kr

0: origem

Neste caso. os deslocamentos, as declividades, os momentos fletores e as forcas de

cisalhamento estao relacionados como segue

Uzzz(1,0) = 0, kruz(tr{]) - Efuzx(t: 0) =0,
ol B, bengll, LYo B pno 1)

onde k, é a rigidez rotacional da mola e m, € a massa atarrachada.

Essas condicoes de contorno implicam as seguintes condigoes de contor-

no para X(z)
X"(0)=0, kX'(0)—EIX"(0)=0,

-1 -— mcﬁ“ S _—
X"(L)=0, TLX(L)+X"(L)=0,

Equacao Caracteristica

—-Efp.-l_ﬁ[l — cos(GL) cosh(JL)] — EImB? [sen{_-;'B’L) cosh(BL) — cos(SL)senh(JL)]
+pAk, [sen(3L) cosh(3L) + cos(_,;?L)senh(BL)] + 2k,mB cos(FL)cosh(3L) =0
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Autovalores
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Autovalores

4.622418412

7.668468196

10.74918528

13.84032011

16.93974768

Freqiencias

34.89175988

96.02882339

188.6841691

312.8071245

468.5956369

Modos

Cléssico

XS(.’E) = 0'7?:1 [q)l(mslgn) + @3(13;,8“)] -+ 01?:2@2(3:5 Bn) + @, (IE gn)

C
n,

EIB, [cos(ﬁn L) — cosh(B,L)

a

1 —

Efﬁn—[senh(ﬁn L)— Sen(ﬁnL)} + 2k, cos(GnL)

n2 —

¢ _ 2kycosh(B.L)+ EIB, [senh(,ﬁ’nL) — sen(betanL)]

El3, [senh(ﬁnL) - sen(ﬁnL)] + 2k, cos(8,L)

Dinamico

XP(z) = oL\ Wy(z; Bn) + 02, Us(2; Ba) + Va(z; Br)

EIB,[—sen(B,L) + senh(B,L)] + k. [cos(B,L) + cosh(3,L)]

82k, [cos(B3,L) — cosh(B,L)|
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4.9 Viga de Mola Rotacional-Massa Atarrachada
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4.10 Viga de Massa Atarrachada-Massa Inercial

: L {
u
T {P- *43 Er I}
I u(t, z)
¢ | F
0: origem

Neste caso, os deslocamentos, as declividades, os momentos fletores e as forcas de

cisalhamento estao relacionados como segue

Uea(t,0) = 0, meug(t,0) + Eluzes(t,0) = 0,
Uzar(t, L) =0, Luws(t,L) + Elug,(t,L) = 0,

onde m, € a massa atarrachada e I, é a inércia.

Essas condigoes de contorno implicam as seguintes condig¢oes de contor-
no para X(z)
x"(0) =0, —™2 x1(0)+ X™(0) =0,
Sy :

It i 151‘34 1 _ " i
ALy =4, 7Y 3 X'(L) - X"(L) =0,
Equagao Caracteristica

—p*A%[1 — cos(BL) cosh(3L)] — pAI.3*[sen(BL) cosh(3L) + cos(BL)senh(BL)]
—pAl.B3%[sen(BL) cosh(BL) — cos(_BL)senh(_ﬁL)] —2m.I.8*cos(BL) cosh(BL) =0

Sl (R

B HETUIN DE LM
7 AT & [N e ke’

T
Ffip © ...“ Ygsl L
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Autovalores

ot
[S]

Autovalores | 4.594536083 | 7.637929195 | 10.69609324

13.73848542

16.75101790

34.47209670 | 95.26549367 | 186.8248862

Frequeéncias

308.2208973

458.2123302

Modos

Classico

Xf(w) = 0-7?,1 [‘Dl(xiﬁn) A (1)3(53;811)] + ¢2($; rgn) + ¢4(-‘r;5n)

pAlsen(B.L) + senh(B,L)] + 2m.f cosh(B,L)

e
Un,l el

pAlcos(B,L) — cosh(8,L)|

Dinamico

X:?(x) = 0'31‘1'3(3'36n) o+ 9'2211’2(33 Brn) + Vs(z;: Br)

mn,l

pA [cos(,ﬁ‘nL) — cosh(,BnL)]

B _ pAB, [sen(ﬁnL) -+ senh(ﬁnL)] + m.B? [cos(ﬁnL) + cosh(,BnL)]
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5 VIBRACOES FORCADAS

Neste capitulo, apresentamos um problema relativo a uma viga de secao
transversal constante, utilizando os modos obtidos no capitulo 4, sob a aplicacao de
uma forca normal. As condicoes de contorno podem ser qualquer uma das considera-
das anteriormente. A solugao deste problema € obtida através do método espectral

de Fourier.

5.1 O Método Espectral

Consideremos a equacao do movimento de uma viga sob a acao de uma

carga p(t,z)
0*u(t, z) d%ult,z)
El———= =p(t,z) — pA———= ;
52 p(t,z) — pA— 53—, (5.1)
e com condicoes iniciais prescritas

u(0,z) = uo(z), u(0,z) = usp(x).

As condicoes de contorno podem ser qualquer uma das consideradas no capitulo 4.

No método espectral, a solucao tem a forma
u(t,z) =Y fult)Xn(z), (5.2)
n=1

onde os X,(z) sdo os modos relativos as condigbes do problema.
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Substituindo a equagao (5.2) em (5.1), resulta

oo oo d2 3 )
Z Xel2) 1. (1) = plt.2) - pA Y Xale) . (53)
Como X,(z) é um modo, a equagao (5.3) pode ser escrita
e 1 — 3 (o Lha(t) "
anXﬂ(.r)fn(t) = ﬁp(t,x) - Z X.(z) =5 (5.4)

Multiplicando ambos os membros de (5.4) por X, (z), (m = 1,2,...), e integrando

de 0 a L e utilizando a propriedade de ortogonalidade dos modos

L 0. sen#*m
[0 Xz Xu(z)de = { o 7 (5.5)

, sen=m

decorre a equacgao

Pfa | :
o= ———Qu(t), n=1,2,... (5.6)
& IIX I

onde

ot
-]

L
Qu(t) = [ plt, 2) X (2) e (

A equacdo (5.6) é essencialmente a mesma que a equacao diferencial, no
caso de vibracao forcada de um sistema subamortecido, com um grau de liberdade.

Portanto, a solucao geral da equacao (5.6) é

(wnt ) S wn(t —7) i
Falt) = Ay cos(wnt) + By f Onlr)——2"""Lr.  (5.8)
Wn PAH)& [ Wn
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e a equacgao (5.2) torna-se

ult, x) = :.Z;; A, cos(wnt) + anenifjnt) - pAHi(,,HQ /ot Qn(r)i‘%ﬁcﬁ Xa(z).
(5.9)
As constantes A, e B, sao determinadas das condi¢oes iniciais. Tem-se
u(0,z) = i A X ()
n=1
e

u(0,2) = i B, Xn(z).

n=1

Aplicando a ortogonalidade, temos

s S u(0,2) X, (z)dz
1% "

- o (0, 2) Xo()dz
(el

n

5.2 Resultados Graficos

Para fins de simulacdo, é aplicada uma for¢ca harmonica

p(t,z) = Py cos(wt)d(z — a)

na se¢ao r = a de uma viga.

Neste caso,

Qa(t) = Py cos(@t)Xa(a), (5.10)
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e a integral de convolucéo esta dada por

POX()

f Qn(7T)cos wy(t — 7)dr = 5@ sen(@t) — w, sen(wnt)]. (5.11)

11.

Em geral, temos

o0

u(t, z) Z

sen(wnt)  Xn(a) [ sen(&t) — w, sen(wyt)]

e 1] (@2 ~ 2)

A, cos(wn + B,

Consideremos os seguintes valores para os parametros da entrada harmoénica:

P, =1000 N,
& =10 rad,
a=-£-

e escolhamos, para os outros parametros, valores encontrados na literatura relativa

a medicoes experimentais
=1 m,

EI = 8000, N m.
pA = 3000, Kgm,

kn = 1000,

k. = 1000,
f.=0.1,

m. =100, Kg,

A seguir sao mostrados os resultados graficos obtidos com o “software” Maple V Re-
lease 5. Cada curva representa u(t, ) para ¢ fixo. Os tempos finais foram escolhidos

apés varias tentativas para otimizar a visualizacao.
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Grifico dos Deslocamentos da Viga de Molas Translacionais

Figura 5.1 Deslocamentos em 3D da Viga de Molas Translacionais e de Molas Ro-
tacionais
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Gréfico dos Deslocamentos da Viga de Massas Inerciais

Figura 5.2 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Inerciais e de Massas Atarra-
chadas
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Grafico dos Deslocamentos da Viga de Mola Translacional-Massa Atarrachada

Figura 5.3 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Mola Translacional-Massa
Atarrachada e de Mola Translacional-Massa Inercial
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Grafico dos Deslocamentos da Viga de Mola Translacional-Rotacional

Grafico dos Deslocamentos da Viga de Mola Rotacional-Massa Inercial

Figura 5.4 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Mola Translacional-Rotacional
e de Mola Rotacional-Massa Inercial
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Griéfico dos Deslocamentos da Viga de Mola Rotacional-Massa Atarrachada

Figura 5.5 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Mola Rotacional-Massa Ata-
rrachada e de Massa Atarrachada-Massa Inercial



6 CONCLUSOES

No modelo de Euler-Bernoulli para uma viga elastica determinamos os

modos relativos com variadas condigdes de contorno.

Os modos foram obtidos de maneira matricial unificada, permitindo o
uso da base cldssica, geralmente encontrada na literatura, e da base dinamica, re-
centemente introduzida, em termos da resposta impulso. Para determinar os modos.
foi realizada a decomposicao LU no sistema algébrico linear singular com o uso do

software Maple V3.

O uso da base classica ou dinamica é irrelevante na determinacao das
frequéncias. Ambas possuem a mesma equagao caracteristica e, portanto, os mesmos

autovalores ou freqiiéncias caracteristicas.

Os modos dinamicos em todos os casos apresentados. precisam de trés
funcgoes de base, enquanto os modos classicos precisam de quatro funcoes de base.
A base dinamica tém uma ponderagao de acordo com a sua numeracao, porém. eles

coincidem com os modos classicos quando normalizados.

Se os dispositivos fisicos, que geram as condicées de contorno, fossem
removidos, isto €. k,, =0, k. =0, I. = 0 ou m,. = 0, o correspondente contorno fica

livre, assumindo as condigoes

0? 15} 0*u
oz Oz

u

Quando k,, — oc ou m, —+ 0. 1sto €, quando os dispositivos tiverem

seus parametros aumentados para o infinito, o contorno assume as condigoes

02
u(t,0)=0, EIZ%t.0)=0,
dz*

63



que corresponde ao caso de uma viga apoiada.

Quando k, — oo ou I. — oo, 0 contorno assume as condigdes

du 1 0%u =

que corresponde ao caso de uma viga deslizante.

Os resultados obtidos foram tabelados através da equacao governante.
das condicoes de contorno. da equagao modal, da equacao caracteristica, dos auto-
valores, da freqliéncias caracteristicas, dos modos classicos e dinamicos e da matriz

associada para a determinacao dos modos na base espectral e na base dinamica.

E, por fim, utilizamos o método modal em um problema relativo a
uma viga de secao transversal constante com a aplicacao de uma forca transversal

harmonica concentrada.

64
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