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TÍTULO: "CÁLCULO DE MODOS VIBRATÓRIOS NO MODELO ESTRUTU­

RAL DE EULER-BERNOULLI COM CONDIÇÕES DE CONTORNO 

N.ÃO- CLÁSSICAS" 

RESUMO 

O objetivo deste trabalho é a obtenção dos modos normais e das freqüên­

cias naturais de vigas com condições de contorno não-clássicas, descritas pelo mo­

delo estrutural de Euler-Bernoulli. Para a obtenção dos modos são consideradas 

duas bases, a base espectral clássica e a base dinâmica associada à resposta impulso 

do modelo. O deslocamento de uma viga sob ação de uma força periódica é obtido 

através da análise modal e apresentado de maneira gráfica para as diversas condições 

de contorno. 
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TITLE: "CALCULATION OF VIBRATION MODES IN THE STRUCTURAL 

EULER-BERNOULLI MODEL WITH NON-CLASSICAL BOUNDARY 

CONDITIONS" 

ABSTRACT 

The objective of this work is the obtention of the normal modes and 

natural frequencies of beams with non-classical boundary conditions described by 

t he structural Euler-Bernoulli model. For this, two basis are considered, a classical 

spectral basis and the dynamical basis associated with the impulse response of the 

model. The displacement of a beam under the action of a periodic force is obtai­

ned through modal analysis and presented graphically for such various boundary 

conditions. 
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-INTRODUÇAO 

O estudo das vibrações em vigas é muito importante no projeto de 

maquinária e estruturas. Esse assunto tem sido de grande interesse no mundo in­

dustrializado. 

É reconhecido que para estas situações é necessária a análise das vi­

brações laterais ou torsionais para a obtenção das soluções. Basicamente, temos 

dois tipos de vibrações laterais em uma viga, livres ou forçadas. Na vibração livre 

de uma viga o movimento é oscilatório quando nenhuma força e:>.rterna é aplicada, 

enquanto que no caso forçado a vibração da viga depende das forças externas. 

Para entender os casos de vibrações forçadas de uma viga é necessário 

a compreensão prévia da vibração livre~ tendo em vista a necessidade de resolver 

este caso que é mais complexo. Sabemos, no entanto, que a vibração lateral livre 

das vigas pode ocorrer com um número infinito de formas denominadas modos de 

vibração com uma freqüência discreta associada. 

A análise teórica tem mostrado que pequenas forças externas concentra­

das ou distribuídas de curta duração podem gerar vibrações de grande amplit ude, 

quando são satisfeitas algumas condições. A condição mais importante é que as 

forças contenham freqüências perto das freqüências de vibração livre da viga. Nos 

casos específicos das forças concentradas~ a força deve estar aplicada em diferentes 

pontos nodais da forma modal. 

Em muitos problemas, nada pode ser feito para mudar a natureza das 

forças dirigidas, no entanto, com fim de minimizar a resposta da vibração altera-se 

a configuração do sistema da viga onde possível. Assim as freqüências livres de 

vibração são removidas daquelas avaliadas nas forças dirigidas, permitindo que se 

avaliem as formas e freqüências dos modos para qualquer sistema de viga. 

1 
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O método mais comum utilizado para obter soluções para o problema 

de vibração livre das vigas, quando possível, é resolver a equação diferencial da viga 

que expressa o equilíbrio entre as forças de inércia e forças elásticas asssociadas com 

condições de contorno. 

Neste trabalho estudamos a obtenção dos modos relativos às vibrações 

transversais de vigas finas e longas, descritas pela equação de Euler-Bernoulli com 

condições iniciais no tempo t =O, para o deslocamento u(t, x) e para a velocidade 

Ut(t , x ), e quatro condições de contorno não clássicas, que correspondem a reações 

restritivas lineares associadas a elementos elásticos e inerciais. 

No capítulo 1 é dada a dedução e descrição do modelo matemático 

correspondente a uma viga longa e fina, através das equações de Euler-Bernoulli. 

No capítulo 2 é considerada a simetria do operador diferencial e a or­

togonalidade dos modos de vibração. 

-o capítulo 3 estuda-se a equação diferencial ordinária X(iv)- {3 4 X ( x) = 

O com as condições de contorno que se apresentam nos diversos tipos de vigas. 

Verifica-se matricialmente as correspondentes equações modais. 

No capítulo 4 são obtidos os resultados algébricos e os modos vibratórios 

das vigas. 

No capítulo .} apresentamos o uso dos modos de um problema relativo 

a uma viga de seção transversal constante, sob a aplicação de uma força normal. 

E, por último, apresentam-se as conclusões pertinentes. 



1 MODELAGEM 

No modelo de Euler-Bernoulli, são desprezados cisalhamento e a inércia 

de rotação. Para deduzir o modelo de Euler, supomos que as seções transversais 

planas permanecem sempre planas e perpendiculares ao eixo longitudinal da viga 

após a defl.exão, levando em consideração que, para altas freqüências, este modelo 

não fornece bons resultados. As dimensões da seção transversal da viga são pequenas 

em comparação com o seu comprimento. 

1.1 Vibrações de uma Viga 

:\este trabalho, consideramos apenas as vibrações transversais ou vi­

brações fiexurais, denominadas assim, por ocorrerem transversalmente ao compri­

mento da viga. A vibração transversal é facilmente sentida pelos seres humanos, por 

exemplo, quando caminham sobre uma ponte. O estudo das vibrações em vigas é de 

muita importância no projeto de maquinárias e estruturas. A derivação da equação 

do movimento é feita a seguir. 

As grandezas físicas levadas em conta são a massa distribuída ao longo 

do eixo x, pA(x), sendo p a massa específica do material e A(x) a área da seção 

transversal retangular, com largura hy e espessura hz; a defl.exão, u(t , x ), que está 

na direção y; e a força cortante, V(t, x ), devido a uma deformação por cisalhamento 

suficientemente pequena muito menor do que u(t, x) (isto é, assim que os lados do 

elemento dx não se curvam), conforme mostra a figura 1.1. 

A superposição de forças na direção y produz 

( 
ôV(t.x ) ) ô2u(t.x ) 

V (t,x) + 
8

; dx - V(t.x)+dxf(t , x)=pA.(x)dx ôt2 
(1.1) 
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Figura 1.1 Viga simples em vibração transversal e diagrama de corpo livre de um 
pequeno elemento da viga, quando deformada por uma força distribuída 
ao longo de uma unidade de comprimento, denotada por f ( t , x ) 

onde a força V ( t , x + dx) foi aproximada pelo seu polinômio de Taylor de primeiro 

grau ( t fixo) e dx f ( t , x ) é a força total externa aplicada no elemento por unidade 

de comprimento. A aproximação é válida para f: ;::: 10 e f::. ;::: 10, onde L é o 
z y 

comprimento da viga (isto é, para uma viga longa e fina). 

Assumindo a inércia de rotação do elemento dx ao redor do ponto Q 

com respeito do eixo z , obtemos 

[ 
ôi\tl (t x ) l [ ôV(t x) l dx J\!l(t , x )+ ôx' dx -!\ll(i;x)+ V(t ,x)+ ô~ dx + [f(t , x)dx] 2 =0. 

(1.2) 

fiiiliiii=~UFR~~GS ........,. " ·~~ ~ 
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Simplificando (1.2) obtem-se 

Assim, na primeira aproximação, considera-se que os termos em dx são 

V ( ) = _ ôM(t,x). 
(x ôx ' (1.4) 

isto significa que a força cortante é proporcional à variação espacial no momento 

fietor. Substituindo (1.4) na equação (1.1) temos que 

82 82u(t x) 
-

8
x2 [M(t , x)]dx + f(t , x)dx = pA(x) ôt; dx. (1.5) 

Da mecânica dos materiais, a viga sustenta um momento fietor que está 

relacionado à defiexão da viga, ou deformação fietora. u(t , x) , por 

j lf (t, x) = EI(x) 
82~~~ x) (1.6) 

onde E I ( x) é a rigidez fiexural, sendo E o módulo de elasticidade de Young para a 

viga e J(x), o momento de inércia respeito do eixo z. 

Além disso, substituindo a equação (1.6) em (1.5) e dividindo por dx 

obtemos a equação de Euler-Bernoulli 

(1. 7) 
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Se EI(x) e A(x) são assumidas constantes, a equação (1.7) pode ser 

simplificada para 

Aô
2
u(t,x) Elfru(t,x) =f( ). 

p ôt2 + ôx4 t , x (1.8) 

1.2 Condições Iniciais e de Contorno Não 
Clássicas 

Para a resolução da equação (1.8) são necessárias duas condições iniciais 

no tempo t = O, para o deslocamento u(t, x) e a velocidade ut(t, x ), e quatro con­

dições de contorno. envolvendo o deslocamento u(t, x), a declividade~' o momento 

fletor Efg:~ e a força de cisalhamento fx (g:~). 
Na literatura: usualmente, encontramos as condições de contorno de 

tipo fixa, apoiada. deslizante e livre, denominadas clá.ssicas, que não serão conside­

radas neste trabalho. 

Aqui serão abordadas as condições de contorno que correspondem a 

reações restritivas lineares associadas a elementos elásticos e inerciais. Estas con­

dições podem ocorrer sozinhas ou em conjunto com as outras. As condições de 

contorno associadas a estas reações restritivas consistem basicamente de quatro ti-

pos: 

1. G ma restrição elástica de transição corresponde a urna força de reação 

da mola que é igual à força de cisalhamento, corno se most ra na figura 

1.2. 1-o lado esquerdo: 

(1.9) 
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No lado direito 

éJ3u 
E I ô 3 ( t, L) = ku ( t, L) 

X 
(1.10) 

L 

L {p, A , E,I} 

l u(t,x) 

o 

k 

0: origem 
Figura 1.2 Esquema das condições de molas translacionais 

É visto que as condições anteriores diferem em sinal nos extremos opos­

tos da viga. Notamos também que as condições (1.9) e (1.10) devem ser 

aumentadas por uma condição em cada extremo, pois são requeridas 

duas em cada extremo. Neste caso: a segunda condição é o momento 

fietor zero. 

2. A restrição elástica rotacional corresponde a um momento de reação da 

mola que é igual ao momento fietor, como se mostra na figura 1.3. No 

lado esquerdo: 

82u âu 
EI

0 2 (t , O) = k-
8 

(t, O) 
X - X 

(1.11 ) 

?'-Jo lado direito: 

(1.12) 
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L 

L {p,A, E, I} 

l u(t,x) 

k k 

0: ongem 

Figura 1.3 Esquema das condições de molas rotacionais 

Como no outro caso, os sinais diferem e mais uma condição é requerida 

para cada extremo. 

3. A restrição da inércia translacional corresponde à força de inércia as­

sociada com a aceleração de um corpo rígido ou partícula de massa me 

fixada no extremo da viga. Essa força é igual à força de cisalhamento. 

No lado esquerdo 

(1.13) 

No lado direito: 

(1.14) 

As condições acima devem ser aumentadas por uma condição em cada 

extremo, pois são requeridas duas em cada extremo. Neste caso pode 

ser o momento fletor zero. 

4. A restrição de inércia rotacional corresponde ao momento de reação 

inercial associado com a aceleração rotacional de corpo rígido em cada 
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L 

L {p, A, E, I} 

I u(t,x) 

0: ongem 

Figura 1.4 Esquema das condições de massa translacíonal 

extremo da viga. Este momento é igual ao momento fl.etor. No lado 

esquerdo: 

(1.15) 

No lado direito: 

(1.16) 

Notamos aqui , que quando a massa fixada é idealizada como uma 

partícula, então l c = O; e a condição do momento reduz-se à mesma da 

massa translacional. isto é, o momento fietor é zero. 
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L 

L {p, A, E , I} 

1 u(t , x) 

0: ongem 

Figura 1.5 Esquema das condições de inér-cia rotacional 
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2 FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRAÇAO 

A ortogonalidade dos modos permite utilizar o método espectral de 

Fourier para determinar movimentos sujeitos a variadas condições de contorno. In­

troduziremos os conceitos de modos e freqüências de vibração, em vigas sem carga. 

Os modos estão associados a estados de deflexão possíveis diante das condições de 

contorno. 

Quando nenhuma força externa é aplicada isto é, f(t, x) = O, as VI­

brações livres são geradas pela equação 

(2.1) 

Para esta equação, a procura de soluções de (2.1) do tipo oscilatório 

u(t,x) = (A cos wt + B sen wt)X(x), com X (x) uma função não identicamente 

nula, equivale a resolver 

(2.2) 

ou 

(-w2! + K)X(x) =O, X=/: O, (2.3) 

onde K é um operador, isto é, atua sobre um dominio de funções reais, definidas no 

intervalo espacial [0,1], que são quatro vezes diferenciáveis e é dado por 

(2.4) 

Sob a hipótese de que X ( x) sat isfaz determinadas condições nos extremos da viga, 

o valor w será referido como freqiiência caractedstica e X (x) como a autofunção ou 

11 
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o modo associado com w. Por simplicidade, escreveremos a equação (2.3) como 

(2.5) 

onde {34 = w21f} são os autovalores da equação (2.5). 

Posteriormente, deveremos lembrar que a freqüência característica w 

está dada por 

w = 82 !Ei. · VPA (2.6) 

2.1 Ortogonalidade dos Modos de Vibração 

Demonstraremos que as formas modais de uma viga satisfazem a con­

dição de ortogonalidade, isto é, temos a igualdade 

Denotaremos por Wi e wi duas freqüências naturais distin tas com co­

rrespondentes formas modais Xi e X i. 

Demonstraremos a ortogonalidade para o caso de molas translacionais. 

O problema satisfeito pelas freqüências naturais e as formas modais é 

(2.7) 

com as condições de contorno 

3 d3Xi( ) ~ xi 
Elwi -d 3 L = - kXi( L) , -d 2 (O)= O 

X X 

(2.8) 
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e 

3c[3 x j ( cP x i 
Elwi dx3 (L)= -kXi L)~ dx2 (O) = O. 

(2.9) 

Multiplicando a equação (2.7) por Xj e integrando de O a L conduz 

para 

Utilizando a integração por partes quatro vezes, a primeira integral, temos 

_d3Xi(L)X ·(L ) c[3Xj(O) X"·(O) 1LX·( )d4Xi(x )d 
d 3 t + d 3 -t + ,X d4 X 

X X 0 X 

(2.10) 

onde, após a substituição das condições de contorno (2.8) e (2.9) obtemos 

(2.11 ) 

A ortogonalidade dos modos: junto com a condição inicial, permite 

determinar An e Bn na solução em série de Fourier, para um deslocamento arbi trário~ 

na forma real 

00 

u(t . x) = L [An coswnt + Bn senwnt]X n(x ). (2.12) 
n = l 



_- - -0------~'"''"'" uv:> lYlUaos ae VIbração 

Mais precisamente, 

e 
Bn = ]_J0Lúo(x)Xn(x) 

Wn foL x;(x)dx 

sendo uo(x) = u(O, x) e ú0(x) = Bu~t1 x) . 

14 



3 ESTUDO DA EQUAÇÃO XU11) - (34X =O 

Neste capítulo, obtemos os modos relativos às vibrações transversais de 

vigas longas e finas, descritas pela equação de Euler-Bernoulli. São consideradas 

duas bases: a base espectral clássica, obtida a partir das raízes da equação carac­

terística, associada com a equação diferencial ordinária linear de quarta ordem e a 

base dinâmica, obtida a partir de uma solução com condições iniciais impulsivas. 

3.1 Equação de Euler-Bernoulli 

Podemos escrever a equação de Euler-Bernoulli com parâmetros cons­

tantes da seguinte forma: 

(3.1 ) 

onde JC é o operador de quarta ordem 

2 d4 2 EI 
K=c -e c=-. 

dx4 pA 

Para esta equaçâo: a procura de soluções é do tipo u(t. x) = (A cos wt+ 

B sen wt)X(x) equivale a resolver 

(3.2) 

ou 

( -w2I + K)X(x) =O, X(x) ~O. (3.3) 

15 
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Por simplicidade, escrevemos (3.2) como 

(3.4) 

onde {34 = w 2 1Jf, sendo w a freqüência característica. 

3.2 A Abordagem Modal Matricial 

As condições de contorno consideradas aqui podem ser escritas de ma­

neira geral como 

AuX + BuX' + CuX" + DuX111 =O 
} em x ~O (3.5) 

A1zX + BtzX' + C12 X" + D12X111 =O 

e 

A21X + B21X' + C21X" + D21X111 =O 
} em x ~L. (3.6) 

A22X + BnX' + CzzX" + DzzX111 = O 

A solução da equação linear homogênea X(iv)(x)- ,B4X(x) = O é dada 

por 

(3.7) 

c = 
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Substituindo (3.7) em (3.5) e (3.6), temos que, para x = O 

Au<I>(O)c + Bu<I>'(O)c + Cu <I>"(O)c + D11 <1>
111 (0)c = O 

e para x =L 

A21<I>(L)c + B 21<I>'(L)c + C21 <I>"(L)c + D21(J)"'(L)c = O 

As quatro igualdades anteriores podem ser escritas como 

<1> (0) 

(J)' (O) 

Au Bu Cu Du o o o o (J)"(O) 

A12 B12 cl2 Dl2 o o o o (J)"' (o) 
c = O (3.8) 

o o o o A21 B21 c 21 D 2 1 (f) ( L) 

o o o o .422 B22 c 22 Dzz (J)' (L) 

<P"( L) 

<P"' (L) 
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ou 

</>1 (O) ~z(O) ~3(0) 4>4(0) 

</>~(O) ~;(o) ~;(o) </>~ (O) 

Au Eu Cu Du o o o o 4>~(0) 4>~(0) ~~(O) 4>~(0) cl 

A12 B12 c12 D12 o o o o 4>7' (O) 4>~'(0 ) 4>~'(0) 4>~'(0) cz 
=O. 

o o o o A21 Bz1 c21 Dzt </>1 (L) <Pz(L) <1>3( L) <j>4(L) C3 

o o o o Azz Bn Czz Dzz </>~(L) <J>;( L) <J>;( L) </>~(L) C4 

</>~( L) </>~(L) cf>~ (L) </>~ (L) 

<!>~'(L) </>~' (L) </>~'(L) </>~'(L) 

(3.9) 

De maneira compacta, temos a equação matricial em c 

I (B<I>)c = O I (3.10) 

onde 

Au Bn Cu Du o o o o 

B= 
A12 B1z c12 D 12 o o o o 
o o o o Azt B21 C21 Dzt 

o o o o Azz Bzz Czz D22 

3.3 Base Espectral Clássica 

A equação característica da equação diferencial linear ordinária 

é dada por 
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Esta equação possui as raízes 

Portanto, a solução geral é dada por 

As funções da base espectral clássica são escolhidas como 

</>1(x;f3) = sen(f3x), </>2(x ;f3 ) = cos(f3x), 

(3.11) 

<!>3( x ; {3) = senh(f3x ), </>4(x; {3) = cosh(f3x ). 

Substit uindo as funções envolvidas (3.11 ) e suas derivadas, em (3.9), 

decorre que 

<P (O) o 1 o 1 

<I>' (o) f3 o .B o 
<I>" (O) o - !32 o f3 2 

<I>/11 (o) - {33 o {33 o 
<I> = -

<P(L) sen(f3L) cos(f3L) senh(f3L) cosh(/3 L) 

<I>' (L) f3 cos(f3 L) - f3 sen(/3 L) f3 cosh(/3 L) f3 senh(/3 L) 

<P"( L) -{32 sen(f3L) -{32 cos(/3 L) /32 senh(/3 L) {32 cosh(f3L) 

<I>m (L) - {33 cos(/3 L) /33 sen(/3 L) {33 cosh(/3 L) /33 senh(,B L) 

(3.12) 
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3.4 Base Dinâmica 

A solução de 

pode ser escrita em termos da base dinâmica como 

onde 

(3.13) 

h(O) = h'(O) = h"(O) = O, h"'(O) = 1. 

Aqui a solução h(x) é definida como a resposta impulso ou a solução dinâmica. Como 

o wronskiano de h( x) e suas derivadas até terceira ordem é não-nulo, isto é, 

h(O) h' (O) h"(O) h111 (O) o o o 1 

h'(O) h" (O) h'"(O) h(iv)(O) o o 1 /3 4h(O) 
det = det = 1, 

h" (O) h"'( o) h(iv)(O) h(v)(O) o 1 /34 h(O) /34 h'(O) 

h111 (o) h(iv)(O) h(v)(O) h( vi) (O) 1 {3 4h(O) /34 h'(O) /34h" (O) 

temos que {h, h', h", h111
} constitui uma base de soluções. 

Para calcular h( x), utiliza-se a transformada de Laplace, i.e., escreve-

mos 

onde H (s) = .C (h (x)) . 

Assim 
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e utilizando frações parciais 

obtem-se 
h( ) = ~ [senh(.8x) - sen(,Bx )] 

X 2 83 . 

Portanto: a base dinâmica fica estabelecida como 

( 
. R) _ ( . R)_ 1 [- sen(f3x) + senh(,Bx)) 

'lfl X,f-1 -h X,f-1 -
2 

,83 , 

.T, ( . R)_ h'( . B) _ ~ [-cos(f3x) + cosh(f3x)] 
'*' 2X:f-1 - X,_ -2 (32 

q, ( . R) = h"( . R) = 1 [sen({Jx) + senh({Jx)] 
3X,f-1 x,f-1 2 ,8 ' 

W4 (x; ,8) = h111 (x;,B) = ~[cos(,Bx) + cosh(Bx)], 

e escrevemos a matriz <P para a base considerada, 

o o o 
o o o 
o o o 
l o o o 

~= 
-~sen(,BL) + ! senh(PL) 

as 
-~cos(;:3L) + ~cosh(;:3L) 

.8" 
!sen(.BL) + ~senh(PL) 

í3 ~cos(,BL) + ~cosh(;:3 L) 

- ~cos(;:3L) + ~cosh(,BL) ~sen(J)L) + ~senh(BL) 
tcos(8L) + ~cosh(.BL) -~.Bsen(,BL) + ~8senh(J3L) p2 {3 

~sen(,BL) + isenh(PL) 
~cos(PL) + ~cosh(J)L) -~Bsen(BL) + ~,Bsenh(,SL) - ~82cos(.8L) + ~)32cosh(;:3L) {3 

~cos(.8L) + ~cosh(,BL) - ~.8sen(PL) + ~Bsenh(BL) -~;:32cos(.BL) + ~82cosh(.8L) ~B3sen(,BL) + ~,B3senh(BL) 
(3.14) 



4 CÁLCULO MATRICIAL DOS MODOS 

A equação da vibração transversal de uma viga sem carga e com parâmetros 

físicos constantes, segundo o modelo de Euler-Bernoulli , é dada por 

( 4.1 ) 

sendo que E é o módulo de Young, I é o momento de inércia da seção transversal 

da viga com relação a seu eixo neutral, p é a massa específica da viga e A é a área 

da seção transversal da viga. 

Para cada vibração modal, u( t , x) = (A cos wt + B sen wt) X ( x) tem-se 

que X ( x) satisfaz 

(4.2) 

Neste capítulo, os modos X ( x) serão obtidos para as condições de con­

torno usualmente encont radas em aeroelasticidade. 

Serão consideradas duas bases: 

Base clássica: 

<PI(x; /3) = sen(/3x), <Pz( x; /3) = cos(/3x): 

<Í>3(x; {3) = senh(/3x), <Í>4 (x;/3) = cosb(f3x) . 

Base dinâmica : Formada pela resposta-impulso (ou solução dinâmica), h(x ), que é 

a solução da equação X(iv)(x)-f3 4 X(x) =O junto com as condições iniciais h(O) = O, 

h'(O) =O, h"(O) = O, h"'(O) = 1, e suas derivadas até terceira ordem. 

22 
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Denotando 

.T. ( . !3) _ h( . /3 ) _ 1 [ - sen(,Bx) + senh(/3x )) 
',J' 1 X l - X I - 2" ,63 l 

•T• ( . t:l) _ h'( . a) _ 1 [ -cos((3x ) + cosh(f3x )] 
'l' z x,v - x ,v - 2 /32 ' 

(4.3) 

•T• ( . B) _h"( . t:l) = 1 (sen(/3x ) + senh(/3x)] 
':1!3 X: . - X . fJ l fJ ' 

w4(x ;,B) = h111(x; ,6) = ~ [cos(,Bx) + cosh(f3x)], 

Para distinguir o uso da base, utilizamos os índices: c para o caso 

clássico e D para o caso dinâmico. Também introduzimos a matriz 

U = Bif! , ( 4.4) 

que incorpora os valores associados às condições de contorno. 

O cálculo foi realizado de maneira simbólica com o auxílio do "software" 

MAPLE V Release 5. Foi calculado o determinante da matriz U , para obter a 

equação característica e realizada uma decomposição LU da matriz U. 

Os valores utilizados dos parâmetros foram 

L=1 m. 

E!= 8000, N m, 

pA = 3000, Kgm, 

km = 1000, 

kr = 1000, 

f c = 0.1 , 

me = 100. Kg. 



4.1 Viga de Molas Translacionais 

L 

L {p,A, E,I} 

o 

0: origem 

24 

l u(t , x) 

Neste caso, os deslocamentos, os momentos fietores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxx(t, O) =O, kmu(t, O)+ Efuxxx(t , O) = O, 

Uxz(t, L)= O, kmu(t, L)- Efuxxx(t , L) =O, 

onde km é a rigidez translacional da mola. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X(x) 

X"(O) =O, kmX(O) + EI X"'(O) = O, 

X"(L) =O, kmX(L)- EIX"'(L) = O, 

Equação Característica 

- E2 J2,B6 [1 - cos(,BL) cosh(,B L)] - 2 E! ,B3 km [cos(,BL )sinh(,BL)- sen(,BL) cosh(,BL )] 

-2k~sen(,BL)senh(,BL) = O 
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Autovalores 

Autovalores o. 7067387993 0.9305356184 4. 732402302 7. 8537200833 10.99579590 

Freqüências 0.8156469843 1.414003124 36.57191318 100.7245384 197.4411656 

M odos 

Clássico 

X~ (x) = 0'~1 [4>2(x; Pn ) + <I>4(x; Pn)] + O'Z24>1 (x; Pn) + <lh(x; .Bn) 

O'c - EI,B~(senh (,BnL) - sen(,BnL)) 
n. l - - E I {3~ cos(,Bn L) + 2,Bnkmsen(,BnL) + E I {3~ cos(,Bn L) 

c _ 2,Bnmsenh(f3n L)- EI/3~ cosh{,BnL) + EI,B~cos(f3nL) 
O'n.2 - -EI,B~ cos(,BnL) + 2,Bnkmsen(,BnL) + El,B~ cos(pn L) 

Dinâmico 

Xf?(x) = 0';?.1 \I!3(x;,Bn) - 0'~2 \I!4(x ; ,Bn) + \I!1 (x ; Bn) 

O'D --n,I -
-Eif3nkm cos(BnLJ + EI,B~ cosh(f3n L) - f3nkmsen(,Bn LJ - f3n kmsenh(f3n L) 

(3~km(sen(f3nL ) - senh(,Bn L)) 

D E! O' - - -rr;c n.2- k · n m 
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li Modos Clássicos li 
n= 1 n=2 
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Figura 4.1 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de 1\1/olas Translacionais 
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4.2 Viga de Molas Rotacionais 

L 

L {p,A,E,J } 

J u(t,x) 

k k 

0: origem 

Neste caso, as declividades, os momentos fl.etores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados corno segue 

Uxxx(t , O) =O, krux(t , O)- Efuxx(t , O) =O, 

Uxxx(t, L)= O, krux(t , L)+ Efuxx(t, L) =O, 

onde kr é a rigidez rotacional da mola. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X(x) 

X 111(0) = O, krX'(O)- EIX"(O) =O, 

X 111(L) = O, krX'(L) + EIX"(L) = O, 

Equação Característica 

- .82 E2 J2 [1- cos(,BL) cosh(,BL )] + 2k; sen(,BL )senh(,BL) 

+2 f3kr E! [sin(,BL) cosh(,BL) + cos(,BL )senh(,BL )] =O 
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Autovalores 

Autovalores 1.306267171 4.779301156 7.884462584 11.01804094 14.15467250 

Freqüências 2. 786431627 37.30037182 101.5146121 198.2408403 327.1779426 

Modos 

Clássico 

X~ (x) = 0"~1 (~1 (x; .Bn) - ~3( x; .Bn)] + O"Z2<I>2( x; .Bn) + ~4(x ; .Bn) 

O" c _ E I .Bn ( senh(.BnL) + sen(.BnL)) 
n,I - E I.Bn(cos(.BnL)- cosh(.BnL)) + 2.Bnkrsen(.BnL) 

c EI.Bn(cos(.BnL)- cosh(.BnL))- 2/3nkrsenh(,BnL) 
CJn,2 = EI.Bn(cos(.BnL)- cosh(.BnL)) + 2f3nkrsen(f3nL) 

Dinâmico 

X~(x) = 0"~1 '113(x;.Bn)- 0";?,2'114(x;.Bn) + 'll2(x; ,Bn) 

(TD - E! 
n.l - ,Bnkr 

O"D --
-El/3nkr(cos(,BnL)- cosh(.BnL)) + f3n krsenh(.Bn L)- f3nsen(.BnL) 

n.2- ,B~sen(.BnL) + .Bnkrsenh(f3nL) 
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li Modos Clássicos li 
n=l n= 2 

... " 'o 
' o ' .. 
' "' ' 06 
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-o .. 
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n=3 n= 4 

li Modos Dinâmicos li 
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Figura 4.2 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Molas Rotacionais 



4 .3 Viga de Massas Inerciais 

L 

L {p,A,E,I} 

0: origem 

30 

l u(t,x) 

Neste caso, as declividades, os momentos fletores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxxx(t, O) =O, fcUttx(t, O)- Efuxx(t , O) = O, 

U:z:x:z:(t , L) =O, fcUttx(t,L) + Efuxx(t,L) = O, 

onde Ic é a inércia rotacional. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor-

no para X(x) 

X"'( O) = O, ~~~
4 

X'(O) + X"(O) = O, 

X"'(L) =O, ;14 

X'(L) - X"( L)= O, 

Equação Caract er ística 

-p2 .42 [1- cos({3 L) cosh(,BL)] + 2 I'z,B6sen({3L)senh(f3L) 

-2 p Ale {3 3 [sen(/3L) cosh(,BL) + cos(.B L )senh(,BL )] = O 
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Autovalores 

Autovalores 4. 723237091 7.820749152 10.90530762 13.93932762 16.89987979 

Freqüências 36.43039321 99.88058531 194.2049109 317.2984987 466.3925420 

Modos 

Clássico 

X~(x) = 0'~1 ~h(x;.Bn) + 0'~2 <P4(x ;.Bn) + <"Pt(x; .Bn) + <P3(x;,8n) 

O'c _ -pA cosh(.BnL) + pA cos(.BnL) + 2Ic,8~senh(.BnL) 
n ,l- pA(sen(.BnL) + senh(.BnL)) 

O'c _ -pAcosh(.BnL) + pAcos( f3nL)- 2Icf3~senh(,8nL) 
n,2 - pA~sen(.BnL) + senh(.BnL)) 

Dinâmico 

X,f(x) = 0'~1 \ll2(x; .Bn)- 0'~2 W4(x; .Bn) + \ll3(x; .Bn) 

O'D __ fc.Bi 
n,l- pA 

O'D -n,2--
Ic.B~[sen(.Bn L)- senh(.BnL)]- pA(cos(,BnL)- cosh(,BnL)] 

f3np A [sen(.BnL) + senh(.BnL)) 
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Figura 4.3 J\ifodos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Massas Inerciais 
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4 .4 Viga de Massas Atarrachadas 

L 

L {p,A,E, I} 

0: origem 

33 

I u(t,x) 

Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxx(t , O)= O, ffiUtt(i, O)+ Eluxxx(t, O)= O, 

Uxx(t , L )= O, mutt(t, L)- Eluxxx(t, L)= O, 

onde m é a massa atarrachada. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X(x) 

X"(O) = O, ~1
4 

X(O)- X"'(O) = O, 

X"(L) =O, ~~
4

X(L) +X111(L) =O, 

Equação Característica 

-p2 A2 [1 - cos({3L) cosh(,BL)]- 2m2f3 2sen(,BL)senh({3L) 

+2 mp A,B [cos(f3L)senh(,BL)- sen(.BL) cosh(,BL)] =O 
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Autovalores 

Autovalores 4.723237091 7.820749152 10.90530762 13.93932762 16.89987979 

Freqüências 36.43039321 99.88058531 194.2049109 317.2984987 466.3925420 

Modos 

Clássico 

X~ ( x) = uZ1 [ <1> 1 ( x; t'n) + <1>3( x; .Bn)] + <l>2( x; .Bn) + <1>4 ( x; .Bn) 

O"C _ -pAcosh(.BnL} + pAcos(.BnL)- 2m/3nsenh(.BnL} 
n,l- pA(senh(/3n L) - sen(,BnL)) 

Dinâmico 

Xf?(x) = u~1 W i ( x; /3n)- u~2 W3 (x ;/3n) + W4(x ;,Bn) 

m,B4 
O"D -.:..:...::.!:.. n,l- pA 

O"D _ ,Bn {pA [cos(.BnL)- cosh(,BnL)] - m,Bn [sen(.BnL) + senh(/3nL)]} 
n,2 - pA[senh(,BnL) - senh(!JnL)] 

::- ';.. . .. '.. '. 



4.4 Viga de Massas Atarrachadas 
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Figura 4.4 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Massas Atan·achadas 
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4.5 Viga de Mola Translacional-Massa 
Atarrachada 

L 

{p,A,E,I} L I u(t , x) 

o m 

0: origem 
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Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxx(t, O) = O, kmu(t, O) + Eluxxx(t, O)= O, 

Uxx(t, L)= O, ffiUtt(t, L)- Efuxxx(t , L)= O, 

onde km é a rigidez t ranslacional da mola e m é a massa atarrachada. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor-

no para X(x) 

X"(O) = O, kmX(O) + EIX111 (0) =O, 

X"( L)= o, ~rx(L) + X 111(L) =o, 

Equação Característ ica 

-pA.EI/33 [1- cos(f3L) cosh(f3L)J- Elf3 4m[sen(,BL) cosh(,BL)- cos(,BL)senh(,BL)] 

+kmpA.[sen(,BL) cosh(,BL)- cos(f3 L)senh(f3 L)] + 2kmmf3sen(,BL)senb(,B L) =O 
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Autovalores 

Autovalores 4.598848988 7.652999912 10.73798166 13.83154145 16.93253542 

Freqüências 34.53684519 95.64180920 188.2910520 312.4104348 468.1967037 

Modos 

Clássico 

X~ (X) = o-Z1 [<h( x; f3n) + <1>4( x; f3n)} + o-Z2<I>1 ( x; .Bn) + +<1>3( x; f3n) 

c _ E I ,8~ (senh(.BnL) - sen(f3nL) 
O"n,l- -EI,B~cosh(f3nL) + 2kmsen(f3nL) + Ef,B~cos(f3nL) 

c _ 2kmsenh(f3nL)- Elj3~cosh(f3nL} + EI,B:,cos(betanL) 
O" n,2 - -E I ,8~ cosh(f3nL) + 2kmsen(f3nL) + E! (3~ cos(f3nL) 

Dinâmico 

X~(x) = o-~\w3(x ;f3n)- o-~2 \II<t(x; .Bn) + \IIl(x; f3n) 

O" D -n.l--
-El,B~[cos(pn L)- cosh(.BnL)} - kmm[sen(.BnL) +senh(.BnL)} 

B~ km m [ - sen(,BnL) + senh(,BnL)] 

O"D -- EI 
n .2- kmm 
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Figura 4.5 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Mola Translacional - Afassa 
Atarrachada 
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Neste caso, os deslocamentos, os momentos fletores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxx(t, O) =O, kmu(t~O) + Eluxxx(t ,O) =O, 

Uxxx(t, L) =O, fcUttx(i , L) + Efuxx(t, L) = O, 

onde km é a rigidez translacional da mola e Ic é a inércia rotacional. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X (x) 

X"(O) = O, kmX (O) +E! X"'(O) = O, 

X 111(L) =O, /~1
4 

X'(L)- X"(L) =O, 

Equação Característica 

-pAEI{P [1- cos(BL) cosh(,BL)] + kmlc,B2 [cos(,BL)senh(,BL) + sen(,BL)cosh(,BL)] 

+kmpA [sen(,BL) cosh(,B L) - cos(,BL )senh(,BL )] + E! l cf35sen(,B L )senh(,BL) = O 
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Autovalores 

Autovalores 4.730490092 7.851406543 10.99167490 14.13055413 20.40648702 

Freqüências 36.54236410 100.6651853 197.2931995 326.0639251 486.9797363 

Modos 

Clássico 

X~ (x) = <7~,1 [ <P2(x; .Bn) + q>4 (x; .Bn)] + 0"~2q>1 (x; .Bn) + +<P3(x; f3n) 

c EI B~ [cos(.BnL) - cosh(,BnL) 
O" -
n,l- ,B~[sen(.BnL) + senh(,BnL)) - cos(f3n L) 

o-C _ - 2kmmcosh(f3n L) + ,B~ El [sen(,BnL) + senh(betanL)] 
n,2 - ,B~[sen (.Bn L) + senh(f3nL)] - cos(f3nL) 

Dinâmico 

X~(x) = o-~1 '113(x;pn)- CJ:?.2 '114(x;,Bn) + W1 (x: ,Bn) 

O"D _ El,B~ [sen(f3nL) + senh(BnL)] - kmm[cos(.BnL) + cosh(,BnL)] 
n. l - ,B;kmm[-cos(pnL) + cosh(,Bn L)] 

O"D? =- E! n._ kmm 
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Figura 4.6 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Mola Translacional - Afassa 
Inercial 
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Neste caso, os deslocamentos, as declividades, os momentos fietores e as forças de 

cisalhamento estão relacionados como segue 

Uxx(t, O) =O, kmu(t,O) + Efuxxx(t ,O) =O, 

U:rxx(t, L)= O, krux(t, L)+ El u:cx(t, L)= O, 

onde km é a rigidez translacional da mola e kr é a rigidez rotacional da viga. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X(x) 

X"(O) =O, kmX(O) + E!X111(0) = O, 

X"'(L) = O, krX'(L) + EIX"(L) =O, 

Equação Característica 

-E2 J2{34 [1- cos((3L) cosh(,BL)]- Elkrf33 [sen((3L) cosh( f3 L) + cos((3 L)senb(,8L)] 

-Elkm/3 [sen((3 L) cosh(f3L)- cos(f3L )senh((3L )] + 2kmkr cos(.BL) cosh((3L) =O 



4. 7 Viga de Mola Translacional-Rotacional 43 

Autovalores 

Autovalores 4. 755930841 7.869120559 11.00692932 14.14596849 17.28596312 

Freqüências 36.93647337 101.1199309 197.8411928 326.7756889 487.9457396 

Modos 

Clássico 

X~(x) = a Z1 [~2(x ; ,On) + ~4(x ;.On)) + aZ2~l(x; .0n) + +~3(x;.0n) 

ac - EI,B~[cos(,BnL)- cosh(,BnL) 
n,l-

-E I ,B~ l sen(,Bn L) + senh(/3n L)] + 2km cos(f3nL) 

ac _ 2km cosh(.OnL) + EI.O~[sen(f3nL) + senh(betanL)) 
n,2 - 2km cos(.OnL) + EIP~[sen(,BnL) + senh(betanL)] 

Dinâmjco 

x:; (X) = a~ I \ll3 ( x; Pn) + a~2 \ll4 ( x; .On) + \lll ( x; ,6n) 

D _ EI,B~[sen(.BnL) + senh(,BnL)]- km[cos(f3nL) + cosh(f3n L)) 
an,l- ,6~km[-cos(J1nL)+ cosh(/3nL)] 

aD _ _ E I 
n.2- km 
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Figura 4. 7 !V!odos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Mola Tmnslacional- Rotacio­
nal 
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Neste caso, as declividades, os momentos fletores e as forças de cisalhamento estão 

relacionados como segue 

Uxx.r(t, O) = O, krux(t, O) - Efu::cx(t, O)= O, 

U::cxx(t,L) =O, fcUttx(t,L) + Efuxx(t,L) = O, 

onde kr é a rigidez rotacional da mola e Ic é inércia rotacional. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X (x) 

X'"(O) = O, krX(O) - E! X" (O) = O. 

X 111(L) =O, ~~
4 

X' ( L)- X"(L) =O, 

Equação Caract erística 

- E I pA,B [ 1 - cos(B L) cosh( 8 L)] - pAkr [ sen(,B L) cosh(,B L) + cos(,B L )senh(,B L) J 

+El Ic.84 [sen(.B L) cosh(,BL) + cos(,BL)senh(,BL)] + 2kr lc/33sen((JL)senh(/3L) =O 



4.8 Viga de Mola Rotacional-Massa Inercial 46 

Autovalores 

Autovalores 4.751321284 7.852468663 10.96100551 14.04459710 17.08905836 

Freqüências 36.86490872 100.6924226 196.1937455 322.1090569 476.8926532 

Modos 

Clássico 

X~(x) = a~1 [<I>t(x;.Bn) + <I>3(x;.Bn)] + a~,2 <I>2(x ;,Bn) + +<l>4(x;.Bn) 

a c = Elf3n[sen(f3nL) + senh(t'nL) 
n, l E I f3n [ cos(tJnL) - cosh(tJnL)] + 2krsen(f3nL) 

ac _ -2krsenh (/1nL) + Elt'n[cos(,BnL)- cosh(betanL)] 
n.2 - El/1n[cos(j3nL)- cosh(j3nL)] + 2krsen(/1nL) 

Dinâmico 

X!((x) = a!:_1 1l14(x;/1n) + a~2 W3(x;/1n) + \ll2(x;/1n) 

aD _ Eif3n [cos(J3n L) + cosh(t'nL)] + kr[sen(t'nL)- senh(t'nL)] 
n, l - B;kr [sen(/1nL) + senh(t'nL)] 

a D _E! 
n.2- kr 
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Figura 4.8 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de J\lfola Rotacional - Massa In­
ercial 
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m 

_ este caso, os deslocamentos, as declividades, os momentos fletores e as forças de 

cisalhamento estão relacionados como segue 

Uxxx(t , O) =O, krux(i , O)- Efuxx(i, O) = O, 

Uxx(t, L)= o, mcUtt(t , L)- Eluxxx(t , L)= o, 

onde kr é a rigidez rotacional da mola e m e é a massa atarrachada. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor-

no para X(x) 

X 111(0 ) = O, krX'(O) - E! X"(O) = O, 

X"( L)= O, ~c~
4 

X(L) + X "' (L ) = O, 

Equação Caracte rística 

-ElpA,B[l - cos(f]L) cosh(f]L)] - E!m/32 [sen(.B L) cosh(B L)- cos(f]L)senh(f]L)] 

+ pAkr [sen(.3L) cosh(BL) + cos(,B L )senh( BL )] + 2k,.m f3 cos((JL) cosh(B L) = O 
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Autovalores 

Autovalores 4.622418412 7.668468196 10.74918528 13.84032011 16.93974768 

Freqüências 34.89175988 96.02882339 188.6841691 312.8071245 468.5956369 

Modos 

Clássico 

X~ (x) = o-~1 [ <P1 (x; fJn) + <P3(x; ,Bn)] + o-~2<P2(x; fJn) + <P4(x; f1n) 

c El tJn[cos(tJnL) - cosh(tJnL) 
o-n,l = EI,Bnlsenh(,BnL)- sen(tJnL)] + 2kr cos(f3n L) 

c 2kr cosh(tJnL) + Ei f1n[senh(f3n L)- sen(betanL)] 
(T -

n,2 - EI.Bn lsenh(f3nL)- sen(,BnL )j + 2kr cos(,BnL) 

Dinâmico 

X~(x) = o-~ 1 W4(x; ,Bn) + o-~2 "W3(x;tJn) + "W2(x; f)n) 

(TD _ Elf1n [-sen(f1nL) + senh(,BnL)] + kr [cos(f1nL) + cosh(finL)) 
n, l - ,B~kr [cos(,BnL)- cosh(,BnL)] 

D E! 
(T -n.2- k; 
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Figura 4.9 M'odos Clássicos e Dinâmicos da Viga de Mola Rotacional - Massa Ata­
rrachada 
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4.10 Viga de Massa Atarrachada-Massa Inercial 

L 

L {p , A, E , I} 

l u(t,x) 

0: origem 

_-este caso, os deslocamentos, as declividades, os momentos fietores e as forças de 

cisalhamento estão relacionados como segue 

Uxx(t,O) =O, mcUtt (t ,O) + E l uxxx(t , O) = O, 

Uxxx(t,L) =O, fcUttx(t,L) + Efuxx(t , L) = O, 

onde m e é a massa atarracbada e Ic é a inércia. 

Essas condições de contorno implicam as seguintes condições de contor­

no para X(x) 

X"(O) = O, - ~c1
4 

X' (O) + X 111(0) =O, 

X 111(L) = O, 1~1
4 

X' (L) - X"(L) =o, 

E quação Caracter ística 

- p2 A2 (1 - cos(,BL)cosb(.BL)]- pAlc,B3 [sen(.8L) cosb(.8L) + cos(.BL)senb(,BL)] 

-pAlc.83 [sen(.B L) cosb(.BL) - cos(.BL )senb(.BL )) - 2mclc.84 cos(.BL) cosb(.BL) = O 

...... ·-- ·-···· 
.~... • ~~ •'-. •!-- ... ~ (~~\:~, 

,.,...":i· ~IJU~ !·:· ~:•'WJifk.'' 
:.'':1 r--:.~:·.[ ;·r.~ --4~ ..... ~~ · ·) _. • :~ ~flt, ! 'f!~.·\ 
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Aut ovalores 

Autovalores 4.594536083 7.637929195 10.69609324 13.73848542 16.75101790 

Freqüências 34.47209670 95.26549367 186.8248862 308.2208973 458.2123302 

Modos 

Clássico 

x: (X) = o-Zl [ <I>1 ( x; .Bn) + <1>3( x; .Bn)) + <I>2 ( x; .Bn) + <1>4 ( x; .Bn) 

<7c _ pA[sen(.BnL) + senh(,BnL)] + 2mc(3 cosh(,BnL) 
n,l- pAlcos(,BnL) - cosh(,BnL)] 

Dinâmico 

X~(x) = <7~1 W3( x;,Bn) + o-~2 W2 (x; ,Bn) + '114 (x;,Bn) 

<70 _ pA,Bn [sen(.BnL) + senh(,BnL)] + mc.B2[cos(.BnL) + cosh(.BnL)] 
n,l- pA.[cos(,Bn L) - cosh(,Bn L)] 

m {34 
<70 - c n,2- -pA 
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Figura 4.10 Modos Clássicos e Dinâmicos da Viga de i\!Jassa Atarrachada - Massa 
Inercial 
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5 VIBRAÇOESFORÇADAS 

Neste capítulo, apresentamos um problema relativo a uma viga de seção 

transversal constante, utilizando os modos obtidos no capítulo 4, sob a aplicação de 

uma força normal. As condições de contorno podem ser qualquer uma das considera­

das anteriormente. A solução deste problema é obtida at ravés do método espectral 

de Fourier. 

5 .1 O Método Espectral 

Consideremos a equação do movimento de uma viga sob a ação de uma 

carga p( t , x) 

(5.1) 

e com condições iniciais prescritas 

u(O, X) = Uo( X), Ut(Ü, X) = Ut,o( X). 

As condições de contorno podem ser qualquer uma das consideradas no capítulo 4. 

No método espectral , a solução tem a forma 

00 

u(t ,x) =L fn(t)Xn(x) , (5.2) 
n=l 

onde os Xn ( x) são os modos relativos às condições do problema. 

54 
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Substituindo a equação (5.2) em (5.1), resulta 

Como Xn(x) é um modo, a equação (5.3) pode ser escrita 

(5.4) 

Multiplicando ambos os membros de (5.4) por Xm(x) , (m = 1, 2, ... ), e integrando 

de O a L e utilizando a propriedade de ortogonalidade dos modos 

1L { 0. )(m(x))(n(x)dx = ' 
2 

0 ll)(nll ' 
se nf:.m 

(5.5) 
sen =m 

decorre a equação 

n = 1,2, . . . (5.6) 

onde 

(5.7) 

A equação (5.6) é essencialmente a mesma que a equação diferencial, no 

caso de vibração forçada de um sistema subamortecido, com um grau de liberdade. 

Portanto, a solução geral da equação (5.6) é 
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e a equação (5.2) torna-se 

~ [ sen(wnt) 1 1t sen wn(t- r) ] 
u(t, x) = ~ An cos(wnt) + Bn , + li ll2 Qn(r ) dr Xn(x). 

Wn pA X O Wn n= l n 

(5.9) 

As constantes An e Bn são determinadas das condições iniciais. Tem-se 

00 

u(O,x) = L AnXn(x) 
n= l 

e 
00 

Ut (O,x) =L BnXn(x) . 
n=l 

Aplicando a ortogonalidade, temos 

e 

5.2 Resultados Gráficos 

Para fins de simulação, é aplicada uma força harmônica 

p(t ,x) = P0 cos(wt)J(x- a) 

na seção x = a de uma viga . 

. ·este caso, 

Qn(t) = Po cos(wt)Xn(a), (5.10) 
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e a integral de convolução está dada por 

[' Qn(T)cos wn(t- T)dT = ~~Xn(aj [w sen(wt)- Wn sen(wnt)]. Jo w - wn 
(5.11) 

Em geral, temos 

( ) _ P0 f-- [A ( ) B sen(wnt) Xn(a) [w sen(wt)- Wn sen(wnt)]l X ( ) 
U i , X - A L..t n COS Wn t + n + 2 n X . 

p n=I Wn IIXn li (w2 - w;) 
(5.12) 

Consideremos os seguintes valores para os parâmetros da entrada harmônica: 

Po = 1000 N, 

w = 10 rad, 

L 
a= :I 

e escolhamos, para os outros parâmetros, valores encontrados na literatura relativa 

a medições experimentais 

L=1 m: 

EI = 8000, Nm: 

pA = 3000, Kgm, 

km = 1000, 

kr = 1000, 

f c = 0.1 , 

m e = 100, Kg, 

A seguir são mostrados os resultados gráficos obtidos com o "software" Maple V Re­

lease 5. Cada curva representa u(t , x) para t fixo. Os tempos finais foram escolhidos 

após várias tentativas para otimizar a visualização. 



5.2 Resultados Gráficos 
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Figura 5.1 Deslocamentos em 3D da Viga de JV!olas Tmnslacionais e de JV!olas Ro­
tacionais 
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Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Massas Inerciais 

0 .0 2 

0 .0 1 

o 
.01 

0 .02 

o o 

1 4 

Gráfico dos D eslocam entos da Viga de Massas Atarrachadas 
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Figura 5.2 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Inerciais e de Massas Atarra­
chadas 



5.2 Resultados Gráficos 60 

Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Mola Tra nslacional-Massa Atarrachada 
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Gráfico dos Deslocame ntos da Viga de Mola Translacional-Massa Inercial 
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Figura 5.3 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas }Vfola Translacional-Massa 
A tarrachada e de Mola Translacional-Massa Inercial 
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Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Mola Translacional-Rotacional 
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Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Mola Rotacional-Massa Inercial 
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Figura 5.4 Deslocamentos em 3D da Viga de Massas Mola Translacional-Rotacional 
e de Mola Rotacional-Massa Inercial 
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Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Mola Rotacional-Massa Atarrachada 
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Gráfico dos Deslocamentos da Viga de Massa Atarrachada-Massa Inercial 
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Figura 5.5 Deslocamentos em 3D da Viga de A1assas Mola Rotacional-lv/assa Ata­
rrachada e de Massa Atarrachada-Massa Inercial 
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6 CONCLUSOES 

No modelo de Euler-Bernoulli para uma viga elástica determinamos os 

modos relativos com variadas condições de contorno. 

Os modos foram obtidos de maneira matricial unificada, permitindo o 

uso da base clássica, geralmente encontrada na literatura, e da base dinâmica, re­

centemente introduzida, em termos da resposta impulso. Para determinar os modos, 

foi realizada a decomposição LU no sistema algébrico linear singular com o uso do 

software Maple V5. 

O uso da base clássica ou dinâmica é irrelevante na determinação das 

freqüências. Ambas possuem a mesma equação característica e, portanto , os mesmos 

autovalores ou freqüências características. 

Os modos dinâmicos em todos os casos apresentados, precisam de três 

funções de base, enquanto os modos clássicos precisam de quatro funções de base. 

A base dinâmica tém uma ponderação de acordo com a sua numeração, porém, eles 

coincidem com os modos clássicos quando normalizados. 

Se os dispositivos físicos, que geram as condições de contorno, fossem 

removidos , isto é, km = O, kr = O, Ic = O ou me = O, o correspondente contorno fica 

livre, assumindo as condições 

Quando km ---* oo ou me ---* oo, isto é, quando os dispositivos t iverem 

seus parâmetros aumentados para o infinito, o contorno assume as condições 

u(t . O) =O, 
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que corresponde ao caso de uma viga apoiada. 

Quando kr ---7 oo ou Ic ---+ oo, o contorno assume as condições 

âu 
âx (t, O) =O, 

â2u 
EI âx2 (t, O) =O, 

que corresponde ao caso de uma viga deslizante. 

Os resultados obtidos foram tabelados através da equação governante. 

das condições de contorno, da equação modal, da equação característica, dos auto­

valores , da freqüências características, dos modos clássicos e dinâmicos e da matriz 

associada para a determinação dos modos na base espectral e na base dinâmica. 

E, por fim, utilizamos o método modal em um problema relativo a 

uma viga de seção transversal constante com a aplicação de uma força transversal 

harmônica concentrada. 
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