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Resun1o 

. ·essa dissertação estudamos a existência, unicidade e estabilização das soluções de um 

sistema de ondas elásticas linearmente perturbado. Para a existência e unicidade de solução 

foi utilizado o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos e, para a estabilização das 

soluções do sistema, utilizamos o método de Liapunov. 

Abstract 

In this work we studied the existence, uniqueness and stabilty of the penurbed linear 

elastic waves system's solutions. For the solutions ' existence and uniquess we used the semi­

groups' theory by Lumer - Phillips T heorem and for the system solutions stabili ty we used 

the Liapunov's Ivlethod. 
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Capítulo 1 

Introdução 

O objetivo principal desse trabalho é estudar a existência e a unicidade das soluções do 

sistema de ondas elásticas linearmente perturbado, 

com condições inicia is 

u (x, O) - uo (x) , 

u1 (x .O) - u1 (x) 

onde X E 0 C ~3 . 0 um aberto , limitado com fronteira regular e t 2: 0. 

( 1.1) 

( 1.2) 

( 1.3) 

Para estudar o problema (1.1) vamos assumir que o meio seja isotrópico. isto é. que as 

propriedades elásticas são as mesmas em todas as direções e que o deslocamento num tempo 

t ~O é dado por u (x, t ) = {'u1 (x, t) . u2 (x . t) , u3 (x. t)) para x E 0. , .r= (x 1 . x 2 , 1:3) . 

Em (1.1) ~ denota o operador de Laplace, isto é, ~u. = (~u1 , ~u2 . 6:u 3 ) . V indica 

o operador gradiente e divu é o divergente do campo vetorial u. As constames o e b são 
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constantes positivas com a > b > O e estão relacionadas às constantes de Lamé À e J.L . da 

teoria da elasticidade, por b2 = J.L e a2 = 2J.L +À. A constante a é positiva e q (x) é uma função 

limitada , q (x) 2:: O. 

Vamos considerar o sistema (1.1) com condições de fronteira de Dirichlet, isto é. 

ui (x, t) =O para x E 8D.. t ~ O, i = 1. 2. 3 .( 1.-l) 

Relacionados ao sistema de ondas elásticas temos os resultados de G. Perla ·~\tlenzala [19] 

o qual estudou a existência e comportamento assintótico das soluções de um sistema de ondas 

elásticas considerando um meio não homogêneo. 

Em [22], D. Pereira e G . Perla Menzala estudaram o decaimento exponencial das soluções 

de um sistema termoelástico linear. R. C. Charão e G. Perla ~Vlenzala [8] ,estudaram o sistema 

de ondas elásticas e obtiveram resultados relativos ao Princípio de Huygens, o P rincípio da 

Amplitude Limite e ressonância. Em [15] P. ~vlartinez e em [2j A. Aassila, obt iveram resultados 

da estabilização de soluções considerando um sistema não linear de ondas elásticas. Em [5} . E. 

Bisognin, R. Charão e V. Bisognin, estudaram o decaimento exponencial das soluções de um 

sistema de ondas elásticas considerando uma dissipação não linear localizada. Em [10]. [11] e 

[20] encontram-se outros resultados relativos a estabilização dos sistemas de ondas elásticas. 

::.Zosso propósito neste trabalho é estudar o sistema (l.l )-(1.4) quanto a existência. unici­

dade e estabilização das soluções. Para mostrar a existência e unicidade das soluções utilizare­

mos o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos e, para o estudo da estabilização 

das soluções, seguiremos o método de Liapunov. Este método consiste em penurbar o fun­

cional de energia do sistema para obter o funcional de Liapuno,· . atra,·és do qual. mostramos 

3 



a estabilização das soluções. 

Este t rabalho está organizado do seguinte modo: No Capítulo 2, enunciamos os principais 

resultados e definições que serão utilizados no desenvolvimento desta dissertação. 

~o Capítulo 3, mostramos a existência e unicidade de solução do sistema (1.1) utilizando 

o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos. 

No quarto Capítulo, mostramos a estabilização das soluções do sistema linear de ondas 

elásticas utilizando o :!:Vlétodo do Funcional de Energia de Liapunov. 

Na última parte do trabalho encontra-se o Apêndice . No Apêndice I mostamos os re­

sultados relativos a teoria de semigrupos e demonstramos o Teorema de Lumer-Phillips. No 

Apêndice li demonstramos o Lema de Lax-i'viilgram que foi utilizado na demonstração da 

existência de solução do sistema linear de ondas elásticas (l. l )-(1.4). 
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Capítulo 2 

Definições e Resultados Básicos 

. losso objetivo nesse capít ulo é definir e enunciar os principais resultados que serão uti-

lizados neste trabalho. 

O Espaço !Rn 

Seja !R71 o Espaço Euclidiano n dimensional. Se X e Y são vetores do 3"?11 ind,icamos 

por X . Y o produto interno de X por Y e: 

7l 

X.Y = ). x1·Yi 
<-..J 

1= 1 

Com este resultado podemos escrever a norma de X como: 

I 

11 X 11 = (X. X )~ = (t x~) 2 

t=l 

Em 3{71 vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz. isto é. se X. Y E ~n são dois ,·etore;; 

quaisquer então: 

IX.YI ~ II XIIIIYII 

5 
--- ·-· ·-~-· ·· ·: · ~~ --- . _..... m: BIBL\O'ftU.% · 

1tto• .,_..... ' -~TitÃ 
BtBUOTECA SEiORIAL O~ ~ 't~ . 



O op erador de Laplace, Gra diente e Divergen te 

P ara uma função diferenciável f definida em D c 3rn , o operador de Laplace é definido 

por , 

O operador gradiente, denotado por \l, é o operador definido como. 

Se F (x) = (FI(x), ... , Fn (x)) é um campo vetorial de classe C 1 então o divergente 

de F é indicado por: 

n {)P. 
divF = L ~ ~ 

i = l UX t 

Se F e G são dois campos vetoriais de classe C 1 e r.p : R ~ R é um campo escalar de 

classe C 1 , então valem as identidades: 

div ('!' F ) = <pdivF + F.\l r.p 

div (F+ G) divF + divG 

T eor em a d a Diver gência e Iden tid a d es d e G r een 

Sejam D c Rn um aberto. hnu.tado com fronteira &fl de classe C 1 e F : 0. - ~Tl um 

campo vetorial de classe C 1
. Então: 

f (diuF) ds = f F.rydr. 
n an 

onde ry é a normal externa undáno. 
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Se u e v E C 2 (n) são funções reais então Yalem a Primeira e a Segunda Identidades 

de Green, que são, respect ivamente: 

f (v 6. 'I.L + 'V u . 'V v) ds = f v ~u d f 
TI ~ ~ 

e 

f (v.ó.u + tt6.v) ds =f (v ~u - v.:v ) d f 
TI ao TJ TJ 

onde %r
1 

é a derivada direcional na direção da normal unitária externa~· 

No caso em que ulao =O e vlan =O resulta: 

f v .ó.udx = -f 'Vv .'Vudx e f v 6.udx =f u6.vdx 

TI TI TI TI 

As demonstrações dessas identidades podem ser encontradas em !13: 

Espaço LP 

Sejam n c ~n um aberto e 1 :::; p < oo. Definimos o espaço LP (n ) como sendo o 

conjunto: 

L P(f2) ={f : n -.; K tal que f é mensurável e f lf (x )lp dx < oc}. onde K 3{ 011 

K = C. 

Indicamos por: 

a norma deste espaço. 

o 

llu·l l~, = f lu (x) lP dx 
o 

Se p = oo então L00 (r2) é o espaço das funções essencialmente limitadas, isto é. 

Loc (f2) ={f: n--. K tal que f é mensurável e 3 c > O tal qtte lf (x)l < c qtwse sempre 

em f2}. 
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A norma desse espaço é dada por: 

llullu""(í2) = sup ess lu (x )1 -
xEn 

Quando p = 2 temos o espaço L 2 (rl) que possui produto interno definido por: 

e a norma definida por: 

(u, v) L2(n) = f uvdx 
n 

I 

llull V(n) = (llul2 
dx ) ' 

O Espaço L 2 (D) é um espaço de Hilbert.( veja [4] ou [1 2] ) 

Desigualdade de H õlder : 

Se f E LP (f2) e g E LP' (rl), onde 1 ::; p::; oo e ~ + ~ = 1. então f. g E ti (0 ) e 

f if (x) 9 (x)i dx :S IIJIILP(í2) II9II LP' (í!) 
n 

Demonstração: veja [1] 

Observe que p' = 1 se p = oo e p' = oo se p = 1. 

No Espaço L 2 
( D) vale a seguinte desigualdade: 

I I 

j(u v) L'(n)l - [f (x) 9 (x) dx $ ([I/ (x)l
2 

dx r ([ 19 (x)l
2 

dx )' 

- ll fllu(n) 11 911 L2(n) 

O Espaço H : m .p (f2) 

Para definir o espaço de Sobolev v,rm.p (D) precisamos da noção de deri\·ada fraca parct 

funções de LP (O). 
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Seja f E L P (Q), Q c ~n aberto. A função 9) E L P (Q) é a derivada fraca de f em 

relação a Xj se: 

f 8<p (x) f f (x) ax dx =- 9j (x) <p (x) dx, 
n 1 n 

para toda <p E C0 (O),onde C0 (O) é o conjunto das funções de classe coo em Q com suporte 

compactO em n. 

Para o: = (a:1 , ... , a:11 ) E lRn indicamos a derivada fraca por: 

Do: = a1o:1f 
f ()0:1 a Qn: 

x1 · · · a:,., 

com !cri = cr1 + ... + O:n 

Definimos então o espaço de Sobolev vvm,p (O) por: 

A norma deste espaço é indicada por: 

O espaço ltr m.p (O) com esta norma é um espaço de Banach (veja [1 ]) . 

Quando p = 2, wm,p (O) é um espaço de Hilbert com produto interno dado por: 

( u. v) = L (Do:u. Do: v) L2(n ) 

Jo:J ~m 

Indicamos o espaço {1Vm,Z (Q) por H 111 (Q) . 

O Espaço Hõ (O) 

Definimos o espaço H({ (Sl ) como sendo o fecho de C"t (O) em H m (Sl). 
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D esigualdade d e Poincaré: 

Seja f2 um aberto limitado do Rn. Então existe uma constante positiva C0 : C0 = C0 (D) 

tal que: 

f 2 f ? 1 lu l dx ~ co IV' ui~ ds 'V u E H0 (f2) 
n n 

Demonstração: veja [1] ou [6} 

Lema d e Lax-Milgram 

Seja V um espaço de Hilbert e seja a : V x V -. !R uma aplicação b-ilinear. contínua 

e coerciva. Então, para toda função f E V' , existe um único u E V tal que a (u . v) = (f. v) . 

onde V' denota o espaço dual de V . 

T eorema de Lumer-Phillips 

Seja X um espaço de Banach e A um operador linear com domínio D (A ) denso em)(. 

A é dissipativo e existe um >.o > O tal que a imagem I m (>..0I - A) = X . se e só se, A. é um 

gerador infinitesim al de um semigrupo de contrações de classe C0 em X. 

Um estudo sistemático dos espaços LP (D) . li\im,p (D) pode ser encontrado em [6]. :\o 

apêndice desta dissertação incluímos as demonstrações do Lema de Lax-:\,lilgram e do Teorema 

de Lumer-Phillips 
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Capítulo 3 

Problema de Cauchy para o s istema de ondas e lásticas 

linear 

Nosso objetivo neste capítulo é estudar a existência e a unicidade de solução do sistema 

(1.1) . 

Para este estudo vamos utilizar a Teoria de Semigrupos. O resultado a ser utilizado é o 

Teorema de Lumer-Phillips, cuja demonst ração e enunciado encontram-se no Apêndice I. 

Vamos considerar o sistema de ondas elásticas: 

? ( •) '>) ( ) Utt - b-6u- a- - b- \Jdivtt + q x u + et'I.L t = O 

u(x,O) = uo(x) (3.1) 

ut(x , O) = 1t1 (x) 

onde x E 0. c lR3 , n um aberto limitado com fronteira regular , t 2:: O, u (x . t) = 

constantes positivas com a > b, e vamos assumir que os dados iniciais uo (x) e UJ (x ) per-

tencem aos seguintes espaços: u 0 E [H 2 (n) n HJ (0)]3 e 'a1 E (HJ (0 ))3
. 
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Consideremos o operador elíptico: 

2 ( " . .,) . A1 = -b 6.. - a-- b- \1 dw. 

com domínio D (A1) = [H 2 (S1) n H J (0)]3
. 

Primeiramente vamos mostrar que A1 é um operador auto-adjunto e positivo de [L2 (D):3 

Para mostrar que A 1 é um operador positivo. basta mostrar que (A1u. u)[L2(0)P 2: O para 

Temos, 

- (-b2 6.u- (a2
- b2

) \1 divu. u) ., :l 
. IL- (0))· 

- -b2 (6.u, u) íL2(!l)j3 - ( a2 
- b2

) (\1 divu, u){U (n )]3 

- -b2 f 6.u.udx - ( a2
- b2

) f \1 (divu) .udx 
o o 

3 
? ~f . . ( ') ')) f -b- L., 6.u1u1 dx - a-- b- \1 (divu) .udx 

1=ln n 

Analisando a primeira parcela da igualdade acima. temos pela Identidade de Green: 

(3.2) 

E na segunda parcela, pela propriedade do divergente : 

div (udivu) = \1 (di'L·'u.) .'l.L + (div1L) (divu). 

resulta que: 

f \1 diV'll .. 'l.Ldx = - j (divu)2 dx +f di v ( udivu) dx. 
n o n 
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Do t eorema da divergência, concluímos: 

f div (udivu) dx = f u (divu) df =O, 
n an 

pois u (x, t) =O para x E ôQ e para todo t 2::: O. 

Logo, 

f 'V divu.udx = -f (divu)
2 

dx . (3 .3) 
n n 

Portanto de (3.2) e (3.3) obtemos, 

- b2 f b.:u .u dx - ( a2
- b2

) f 'V (divu) .udx = 
n n 

b2 /I"Vul2 
dx + ( a2

- b2
) f (divu)

2 
dx > O 

n n 

o que nos mostra que A1 é um operador positivo. 

Vamos mostrar que A1 é um operador auto-adjunto, isto é, 

para todo u, '1: E D (A1 ) e 

r •) 1 ] 3 [ •) ] 3 
A 1 : _H- (O) n H0 (D) - L- (rt) 

é sobrejetivo. 

De fato , temos: 

= (- b1 .0. tt - (a 2 
- b2

) 'V div·u. v) [L2(0)j3 

= ( -b1 ~u . t ) [LZ(O)j3- (a2
- b2

) ("\ldi1-·u . t·){L2(0)Fl 
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Vemos que, pela Identidade de G reen , resulta 

3 3 

(.6.u, v)[L2(n)]3 = ."?= f .6.ui .vidx =-L f \lu1
.\1V

1
dx 

t = l n 1= l n 
3 

- .?=f ui . .6.vidx = (u, .6.v)[L2(n)j3. 
1.=l n 

(3.4) 

Ainda, 

3 f â . 3 f âvi 
( 'Vdivu, v) [L2(D)j3 - ~ ôx·divuv

1

dx=-I: divuôxdx 
t=l n t t=l n ' 

__ tf (t ôui ) ÔV
1 

dx = _ t f âttj t âvi dx 
i=l n J =l ÔXj âx, J = l n âxJ i=1 âx, 

3 f ôui 3 f . â = - L -divvdx = L u3 - . divvdx 
i=1 n âxJ i=l n âxJ 

- (u, Vdivv)(L2(n))3 (3 .5) 

De (3.4) e (3.5) resulta que: 

( ) 
? ( •) 2) . A1u, v [Lz(n)p = - b- ( .6.u ~ v)[Lz(n)J3- a- - b (\ldwu, t')[L2 (n )J3 

- - b
2 (u , ~v)[L2(fl)J3- ( a2

- b
2

) (u . V divv)[L2(D)J3 

Logo A 1 é um operador simétrico. 

Devemos mostrar que o operador .4 1 é sobrejetivo, isto é , dado v E IL2 (D)] 3 3 

Para. isso . utilizaremos o Lema de Lax<"vlilgram. 

Seja 11 = IH J (0)]3 e a : 11 x 11 --+ ~ a forma. bilinear definida por 

a (u, v) = b2 f \lu. \lvdx + ( a 2
- b2

) j (divu) (divv) dx 
n n 
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Queremos resolver o problema variacional 

Temos que a( u, v) é coerciva. De fato, por (3.2) e (3.3) , resulta : 

a(u.u) = (-b
2
6.'u - (a

2
-b

2
)\7divu,u)[L2(f2)]3 

2 

- - b2 f D.u.udx + ( a2
- b2

) f \7 divu.udx 
n n 

') f '> ( 2 ") f ') 2 - b- JVuJ- dx + a - b- (divut dx 2: c Jlull [H?(n)]:l . 
n n 

E a (u. v) é contínua,pois pela Identidade de Green e usando a desigua ldade de Holder. temos 

Ja(u,v) J = !(-b2
6.'u - (a2

-b
2)Vdivu,v)[L2 (f2)]31 

2 

- b2 f b..u.vdx - (a2
- b2

) f \7 divu.vdx 
n .n 

< b2 f \lu.\lvdx + (a2
- b2

) f (divu) (divv) dx 
n n 

< b
2 
([ l\7ul 2 

dx r ([ I \I vi' dx r+ (a' - b
2

) ([ (divu)' dx r ([ (divv)
2 

dx )' 

< c llull [H?Cn)r Jlv 11 [H?<n>J3 

Como a(u. v) é contínua e coerciYa, dada f E [L2 (S1)]3 existe u m único v E [H 6 (0 )~ 3 

tal que 

isto é, 
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Pela regularidade do problema eliptico .6.u = f , u lan= O, temos que u E [H 2 (O) n HJ (0 ))
3 

port anto A1 : [H2 (0.) n HJ (0.)]3 
---t [L2 (S1)]3 é sobrejetivo. 

Como A 1 é um operador simétrico e sobrejetivo segue que A1 é um operador auto-adjunto. 

Consideremos a função q : S1 c ~3 --> ~+ não negativa, a qual pertence a L 00 (S1). Seja 

P : D (P ) ç [L2 (S1)J3 
__.,. [L2 (S1)]3 o operador multiplicação, ou seja 

Pf=q (x ) f. 

P é um operador positivo e auto-adjunto, Yer [19). 

Como o operador A1 é auto-adjunto e posit ivo, temos então que o operador A = A1 + Pé 

também um operador au to-adjunto e positivo , portanto t em sentido considerarmos o operador 

raiz quadrada de A, ver [18]. 

Seja A~ a raiz quadrada de A com domínio D (A~)= [HJ (S1)] 3
. O produto interno em 

D (A ~ ) é definido do seguinte modo : 

para todo u . v E D (A~) e a norma definida por : 

Seja D (A) = [HJ (S1) n H 2 (S1)]3
. Com esta notação o sistema (1. 1) pode ser escri to na 

forma: 
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Utt + A u + frUt. = o 

U (X, 0) = UQ (X) (3.6) 

ut(x, O)= u1 (x) 

Vamos escrever o sistema (3.6) na forma de um sistema de primeira ordem. 

Se v(x , t) = U t (x, t), então: 

Vt + Au + a v = O 

U (X, 0) = UQ (X) (3.7) 

Ut (x, O) = u1 (x) 

Consideremos o espaço de Hilbert H = D (A t) x [L2 (n )]3 e definamos para cada t. 

w(t ) = [u (x, t) , Ut (x, t)], logo o sistema (3.6) pode ser escrito na forma 

{ 

w'(t ) = B w (t) 

w (O)= wo = [uo (x) , u1 (x)] 
(3.8) 

onde wo E D (A) x D (A~) e B = ( O I ) , com domínio D ( B ) = D (A) x D ( .4 ~) . 

-.4 - O;] 

Como nosso propósito é usar o Teorema de Lumer-P hillips. devemos mos trar que 8 é um 

operador dissipativo e que Im (I - B ) =H. 

Vamos mostrar primeiramente que B é um operador dissipativo, isto é, 

( B \1. V) H S O 'V V = ( : ) E D ( 8 ) 
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De fato, temos, 

Daí, 

(BV, V)H - (( -Auv- av ) ' ( : )) 

D( Ai) x [L2(!1)]3 

- (v,u)D( .. ·d) + (-Au- av.v)1L2(!1)]3 

- (v,u) (1)-(Au.v) .-a(v,v)
1
L2(0 )J3 

D .4'1 (L2(f!)j·' •• 

_ (A~v , Atv) - (Atu.At v) 
3 

-o: llvl/ fu(n)J3 
[L2(f!)j3 [L2(f!)j 

') 

- - a llvll[u(n)j3 $ O. 

portanto, B é um operador dissipativo. 

!Vlostraremos a seguir que I m (I- B ) =H 

(h) Seja f E H , f = . Vamos mostrar que existe w -

h 
(I - B) w = f, ou seja: 

( : ) E D (B) tal que 

(3.9) 
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Temos que (3.9) é equivalente ao seguinte sistema: 

{ 

u-v =h 

v + Au + a:v =h 
(3.10) 

Da primeira equação de (3.10) obtemos v= u-h, e substituindo este valor na segunda 

equação, resulta: 

A.u +u-h+ a (u.- h)= h 

Au + u + a:u =h + h + a:h, 

ou 

Au + (1 +a:) u = g. (3.11 ) 

Para mostrar a existência de uma função u que satisfaça (3.11), utilizaremos o Teorema 

de La.'<-~1ilgram, cuja demonstração se encont ra no Apêndice II. Este teorema nos diz que 

se a ( u, v) é uma forma bilinear contínua e coerciva, e f uma forma linear e contínua em \i, 

onde V é um espaço de Hilbert , então para todo v E V, o p roblema variacional abstrato 

a ('u. v) = (f, v) possui uma única solução u E V. 

Consideremos V = D (A t) e a forma bilinear a (u, v)= (Au + (1 +a) u . t·) . u. ('E V 

Vamos mostrar que a (u, v) satisfaz as hipóteses do Teorema de Lax-1.\'lilgram. isto é. \·amos 

mostrar que a forma bilinear a ( u . v) é coerciva e contínua. 

i) A forma bilinear a ( u. v) é coerciva: 

Devemos mostrar que existe uma constante 8 > O. tal que a ( 'U. tt) > 

para todo u E V 
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De fato: 

a(u,u) - (Au + (1 + a)u,u) 
3 [L2(n)j · 

- (Au ,u ) +(u,u) +a(u,u) 
[L2(f!)j3 [L2(fl)j3 (L2(íl )j3 

? ? 
- (Au, u) + llull - +a lluii -

[L2(n>J3 [L2(fl)j3 (L2(!1)j3 

- (Au, u) + llull2 
+a ll u ll 2 

(L2(fl)j3 [L2(í2)j3 [L2(!1)}3 

- (A tu, A tu) + llu ll 2 
3 

+a liulr"l 
3 

(L2 (D)j3 [L2(fl)j [L2( f!) j 

- liA t u ll
2 

+ llull
2 

3 +a llull
2 

3 ~ /31l-all2 
. . 

[L2 (!1)j3 [L2(n) j [L2(!"!) j· D(A'J ) 

ii) A forma bilinear a ( u, v) é contínua, isto é, devemos mostrar que la ( u , v) I :::; c llulk 11 -u li v . 

onde c > O é uma constante. 

De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos: 

ja (u, v)l - I(Au + u + cw, v)[L2(í!)(l l 

< I(Au,v)[L2(í!))31 + l(u.v)[L2(í!)J31 + \(au . v )[L2(í!) J:~I 

< j(A~u, Atv )
1
L2{í!)]3 1 + (1 +a) l(u, v)[L2(í!)J3 1 

< 11.4 ~ uii[L2 (f1)f )\A ~v i i [ L2 ( f1)j:~ + (1 + a) 1Juj j{U(f1)]:1 l! v iJ[L2 ( f1)::~ 

- liA tuii [L2( í!)~ 3 11 .4 ~ t·II [L2(f1)}3 + (1 + a) 11.4. 4uii[L2(f1)]3 llvii [L2(í!)J3 

- (1 +a ) \IA~ui\ 1L2 (f1)? l\vii 1L2(í!)J3 + (1 +a) I I A ~v\I~L2( f1)]3 lluii 1Lz (n)J:> 

- (1 +a) il -··d ~ · IIP <n)J:~IIuii 1Lz (n)J3 + (1 +a ) ll u ii 1P <n)J·111 t·II 1P <n)f' 

< I! A ~u l \ :L2 ( f1 >!=·11A L·lilu<n)J3 + (1 + o:) \lid u\\ [t2(f1)J3 llv ii!L2(í!)J3 

+ (1 +a) j\A ~ r lliL2(í!)J311uiiiL2(í!)l3 + (1 +o:) lluJI[L2(í!)f Jlv ii!L2 (f1)::> 
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< II A~uii[L2(f!)J3 (11Aivjj[L2(f!)]3 + (1 +a) llvii[L2(0)]3
) 

+ lluii{L2(r!)J3 ( (1 +a) liA ~vii 1L2(n)] 3 + (1 +a) llvll 1u(n)]3) 

< c (liA ~uii (L2 (f!)] 3 + lluii [L2(n)]3) (liA tvll[U(n)J3 + llv ii[L2(n))3) 

< C llu JI D(A~ ) l!vJJ D(A~ ) · 

Portanto a forma bilinear a(u,v) = (Au + (1 + a)u, v) satisfaz as hipóteses do Teorema 

de Lax-Milgram, ou seja, existe um único u E V tal que 

a(u, v) =(f,v) \f vEV, 

isto é, 

Considerando v E V (D) , e passando para o espaço das distribuições V' (0.), 

(Au + (1 +a) u , v) = (f, v) 'Vv E V, 

como f E [L2 (D. )J3 então Au + (1 +a) u = f, quase sempre em 0.. Então u é solução do 

problema Au + (1 +a) u = f em Q u = 0 sobre éJD, portanto u. E D (A) . 

).rlostramos assim que I m (I - B) = H, e concluímos pelo do Teorema de Lumer-Phillips 

que o problema (1.1 ) possui uma única solução dada por 
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Capítulo 4 

Estabilização das soluções 

rosso objetivo neste capítulo é estudar a estabilização das soluções do sistema (3. 1). Para 

tanto vamos u tilizar o método do funcional de energia de Liapunov para mostrar que a energia 

associada ao sistema (1.1)-(1.4) decai exponencialmente. Este método consiste em perturbar 

o funcional de energia por um funcional adequado e com o auxílio deste funcional perturbado 

obter a estabilidade (uniforme) da energia. 

Considere o sistema de ondas elásticas ( l.l ) . 

Tomando o produto interno em ~3 da equação ( 1.1 ) com u 1. e integrando em D resulta 

f uu .utdx - b2 f f:::..u.utdx- (a2
- b2

) f \ldivu.utdx+ f q (x)u.u ,dx+a f ·u1.utdx =O (4.1) 
!1 !1 !1 !1 !1 

ou 

? ? . - •) ·? '> •) ·) 1 dlf 
3 f ·~ f f l f 2 dt q lutl- dx + b-~ n !v·,/ I dx + (a.-- b-) n (divu )- dx + n q (x) iui-dx +a n iud-d.r =O 

Seja 
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o funcional energia. 

Temos então 

!!:_E (t) + 2a j lud2 dx = O. 
dt n 

Seja G (t) o funcional definido por 

G (t) =f U .U,tdX . 

n 

Definimos a energia perturbada Ee (t), para c: > O, por 

Ee (t) =E (t) + êG (t) . 

(4.3) 

Temos que, usando a desigualdade de Cauchy- Schwarz e as desigualdades de Poincaré e 

Holder, podemos escrever 1 

( 4 .4 ) 

onde c0 > O é a constante de Poincaré. 

Então da definição da energia em ( 4.2 ) e de ( 4.4 ) resulta 
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Isto é: 

E, (t) < (I+ D [ lutl2 
dx + (I+ ~~~) b' t, [ 1'-'u;l' dx + 

( a2 
- b

2
) f (divu)

2 
dx +f q (x) lul2 

dx. 
n n 

Logo: existe uma constante posit iva C2 > O, C2 = C2 (é) , t a l que : 

( 4.5) 

Por out ro lado 

então 

Assim 

E~ (t) > f !utl
2 

dx + b2 t f I'Vuil2 
dx + ( a2

- b
2

) f (dint)
2 

dx 
n ~1 n n 

f "" f ~c 3 f ., " " ·) ~ o ~ I 1-+ q (x) lu I- dx - 2 lud- dx - 2 L \lu• dx 
n n t=1 n 

( é) f ') ( eco) " ~f i '12 > 1 - 2 lurl-dx + 1 - b2 b-~ \lu dx 
n '·-1 n 

( ') '))f ') f ') + a- - b- (divu) - dx + q (x) lul-dx 

n n 
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(4 .6) 

onde C1é uma constante positiva, C1 = C1 (ç), C1 (=:) = min { (1- ~) , (1- ~)}. C1 (.~)>O 

para é < min { 1, ~ } . 

De ( 4.5 ) e ( 4.6 ), resulta 

ou seja, mostramos que a energia perturbada, 

E<: (t) =E (t) +é f U.UtdX , 

n 

está dominada pela energia do sistema. 

Derivando E<: (t) em relação a t, resulta 

d d d 
-E~ (t) = -E (t) +=:-C (t) . 
dt - dt dt 

Mas por ( 4.3 ) temos 

Por outro lado 

d f •) f - C (t ) = juti- dx + U.UttdX . 
dt . n n 

Substituindo em ( 4.8 ) o valor de Utt obtido na equação ( 1.1 ). obtemos 

d 
dt c (t) - f •) ? f ( ? ?) f . Jud -dx + b- 6.u.·udx + a-- b- \ldwu.ud x 

n n n 

-f q (x) u .udx- a f u 1.udx. 
n n 

25 
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Levando em consideração os resultados obtidos em ( 3.2 ) e ( 3.3 ), temos 

d 
E- G (t) 

dt 
< E f lud2 

dx - .::b2 t f l\7uil
2 

dx - E (a2 
- b2

) f (div·u )
2 

dx 
n ~=1 n n 

-é. f q (x) lul2 
dx +.::a f Ut.udx . 

n n 

Observemos agora que, pelas des igualdades de Holder e Poincaré , obtemos 

O:é j Ut.udx 
n 

Então de (4.9) e usando (4.10): segue que 

Assim 

d 
E.-G (t) 

dt 
< é f lutl 2 

dx - .::b2 t f j'Vuil
2 
dx- .:: ( a2 

- b2
) j (divu)

2 
dx 

n •=1 n n 
.. , 3 

-c: f q (x) lul2 
dx + ~ f lud2 

dx + .:: -~co ,L f j'Vuil
2 

dx. 
n n t = l n 

(
3a ) f 2 ( ê.a. co) ., ~f i ,,2 < - 2 - s lut.l dx - E. 1 -

2
b2 b- L \7u dx -

n t=l n 

- é (a2
- b2

) f (divu )
2 
dx- é f q (x) !ul·2 

dx. 
n n 

Tomando O< .:: < min {~~ . 2
b

2
. b

2 
. 1} . resulta: - oco co 
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isto é, 

onde C (,;) é uma constante positiva dependendo de E. 

Mas de (4.7) vem que 

então 

onde D (é)= g(}) e D (é)> O. 

Portanto 

E~ (t) 
E(t) < - w-. 

- C1(.s) 

(4.11 ) 

Para obter a solução de ( 4.8) vamos multiplicar a equação ( 4.11) pelo fator integrante 

e D(õ:) t obtendo 
' 

Esta equação é equivalente à 

Integrando (4.12) de O a t. resulta 

t !!_eD(<)t E E: (t) ds ::; O, 
.lo d.s 
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Concluímos então que 

(4.13) 

Observamos que quando E_, o+, da definição de Ee (t), resulta que Ee (O) converge para 

E (0), portanto de (4.7) e (4.13) temos que 

ou seja, 

E (t) ~ B (€) e-D(e)t , 

onde B ( ê) = ~: ~~~, isto é, a energia do sistema ( 1.1) decai exponencialmente, ou seja. 

onde C é uma constante que depende da energia no tempo inicial, e CY é uma constante positi\·a. 
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Capítulo 5 

Apê ndice 

Apêndice I - T eor em a d e Lumer-Phillip s 

l\osso objetivo neste capítulo é demonstrar o Teorema de Lumer-Phillips utilizado na 

demostração de existência e unicidade de solução do sistema de ondas elásticas ( 1.1). 

Faremos inicialmente um estudo de alguns resultados da teoria de semigrupos. necessários 

para a demonst ração deste teorema. Iniciamos com a definição de semigrupo. 

D efinição 5 .1 S eja X um espaço de Banach. Uma família de operadores lineares lim i tados 

T (t) : X ~ X definida para cada valor do parâmetro t 2:: O, é um semigrupo de operadores 

lineares limitados de classe Co em X. se: 

i} T (O) = I. onde I é o operador identidade em X 

i-i) T (t + s ) = T (t) T (s) para todo t , s 2:: O. 

iii} lim II(T (t) - I) xl! =O 'i/ x E X. 
t~o+ 

Definimos o gerador infinitesimal do semigrupo T (t ) como sendo o operador linear .4 dado 

por: 
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Ax = hm = __ .:........:... . T(t)x-x d+T (x)l 

t-o t dt t=O 

para x E D (A ) , onde D (A) é o domínio de A, dado por : 

D (A)= { x E X, 1
. T (t) X - X 
}fi . 
t-0 t . ex iste } 

Daremos a seguir alguns resultados básicos necessários para a demonstração do Teorema 

de Lumer Phillips. 

Proposição 5.1 Seja T (t) um semigrupo de classe Co. Então existem constantes te ~ O e 

M ~ l tais que IIT (t)ll :::; jVJ ewt para o:::; t < 00. 

Demonstração: :\llostraremos primeiramente que existe um 'TI > O tal que IIT (t)ll :::; lv! 

para O :::; t :::; TJ. De fato, se isto não acontecesse existiria uma sucessão (tn) onde tn 2: O 

e J~IlJo tn = O, tal que IIT (tn)ll ~ n 'i/ n E N. Mas então, pelo teorema da Limi tação 

Uniforme (cujo enunciado e demonstração encontram-se em {1]) IIT (tn) x ll não seria limitado 

para pelo menos um x E X; contradizendo (iii). Assim IIT (t)ll :::; i\tl para O :::; t :::; TJ. Além 

disso , M ~ 1, pois IIT (O)II:::; I , por (i). 

Seja w = 77-1 In M ~ O. Dado t ~ O temos que t = nTJ + 6 para algum inteiro não negativo 

n e algum real {; tal que O :::; 6 :::; 17 e pelas propriedades dos semigrupos, temos: 

IIT (t)ll IIT(nry+ó)ll = IIT (nTJ) T (t)ll = IIT (TJ)IInllT(ó)ll 

Observamos que quando w = O e M - 1, T é dito um semigrupo de contração de 

classe Co 
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Propos ição 5 .2 Seja T (t) um semigrupo de classe Co e seja A seu gerador infinitestmal. 

e 

2) Se x E D (A ) , então T (t) x E D (A) V t ~ O e 

ii) Se x E D (A) , então: 

d 
-T (t) = AT (t) x = T (t) .4.x. 
dt 

l t r 
T(t)x-T(s )x = s T(u)Adu= Js AT(u) du. 

iii) Se x E X , então : 

T(t)x- x =A (fot T(u)xdu). 

Demonstração: 

i) Sejam t ~ O fixado e h > O, t emos que 

_T -'-(t_+_h_;_) _-_T---'(-'-t ) x = T (h) - I T (t) x = T (t) (T (h) -I) x 
h h h 

quando h__, 0: T (t) (T(h~-1 ) x converge para T (t) Ax , x E D (.4. ). 

Logo, T (t) x E D (.4.) e 

d+ 
- T (x) = AT (t) x = T (t ) A x . 
dt 

ou seja , a derivada à direita de T (x) é T (t) Ax. 

( 5.1 ) 

Para provar (5. 1) devemos mostrar que para t > O a derivada à esquerda de T (t ) x cxisr.e 

e é igual a T (t) Ax, assim: 
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lim [T ( t) x - T ( t - h) x _ T ( t ) Ax] 
h~O h 

_ lim [T (t +h - h) x - T (t- h) x - T (t - h) Ax + T (t - h) Ax - T (t) Ax] 
h-0 h 

- lim T (t - h) [T (h ) x- x - Ax] + lim (T (t- h) Ax- T (t) Ax), (5.2) 
h- 0 h h--+0 

temos, pela Proposição (5 .1) que IIT (t - h) li é limitado para O< h < t , e como x E D (A). o 

primeiro membro da expressão (5.2) vale zero; além disso , por T ser de classe C0 , T (t- h) Ax 

converge para T (t) Ax. 

Logo: 

d-
- T (x) = T (t) Ax. 
dt 

ii ) Integrando (5.1) de s a t, em u, obtemos: 

1t d 1t T (s) - T (t) = -T (u) xdu = AT (u) xdu. 
s du s 

iii ) Seja x E X e h > O. 

Então: 

T (h) - 1 {tT (s)xds = 
h lo 

1 lot 1 lo' -
1 

T(h+s)xds-- T(s)xds 
1. o h o 
1 lt+h 1 lt+h 

= - T(u)xdtt- - T(u-h) x d'l.t 
h h h h 

1 lt+h 1 !oh = - T (s)xds - - T(s)xds . 
h h h o 

e quando h ----t O, o membro da direita desta igualdade tende para T ( t ) x - x. 

Proposição 5.3 Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo T (t) de classe Co. então 

D (.4 ) é denso em X e A é um operador linear fechado. 
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Demonstração: Sejam T um semigrupo de classe Co e .4 seu gerador infinitesimal. 

Para todo x E X, consideremos: 

1 !oh 
Xt =- T (s) ds 

t o 

temos, pela Proposição (5.2 iii) que Xt E D (A) e como X t converge para x quando t __,_ O. 

o fecho de D (A) é igual a X. 

Vamos mostrar que o operador A é um operador linear fechado. Consideremos (xn) . 

n E N uma seqüência de elementos de D (A) t al que Xn ..._, x e Axn - y quando n- oc. Pela 

Proposição (5.2 ii), temos: 

T (t) Xn - Xn = fot T (s) Axnds . (5.3) 

:Mas pela Proposição (5. 1), existeM. > O tal que IIT (t)ll < M 'i/ t ~ O, assim: 

IIT (t) Axn- T (t) Yll ~ IIT (t)IIIIAxn - Yll ~ i\11 !I Ax., - Yll, 

isto é, T (t) Axn tende a T (t) y uniformemente. 

Portanto, no limite, quando n _. oo , temos por (5.3) 

T(t)x- x = lat T (s) yds . 

DiYidindo ambos os membros por t > O, temos: 

T (t)x-x = ~ f'r (s )yds 
t t lo 

e fazendo t ---. O 

T (t) X - X lia' lim = lim - T (s)yds = y . 
t - 0 t t-0 t o 
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Resulta daí que x E D (A) e Ax = y. Logo A é um operador fechado. 

Definição 5.2 Seja A um operadoT linear de X. O con_junto dos valores de À E C para os 

quais o operador linear À ] - A é inversível e seu inverso é limitado e tem domínio denso em 

X , é dito conjunto resolvente de A e é representado por p (A). O operador linear (I- ÀA)-1
. 

representado por R (À , A) é chamado resolvente de A . 

Com esses resultados e definições Yamos demonstrar o Teorema de Hille-Yosida. O resul­

tado desse Teorema é necessário para a demonstração do Teorema de Lumer-Phillips. 

T eorema d e Hille-Yos ida: Para que um operador linear A , definido em D (.4) c X e 

com valores em X. seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 . é necessário e 

suficiente que: 

i) A seja fechado e D (A)= X . 

ii) O conjunto resolvente de A, p (.4) contém 3(+ e V À > O 11 R ( À. A) 11 ::; i. 

D emonstra çã o : Vamos mostrar que as condições são necessárias. 

i) Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Co então, pela Proposição 

(5.3), A é fechado e D (A) é denso em X. 

i i) Para À > O e x E X , consideremos 

Como o integrando e cont ínuo. R (,\) x existe como integral imprópria. no sent ido de 

Riemann. 
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Além disso. R(>-.) é um operador linear limitado, pois 

r )O 1 
!IR(>.) x li ::; Jo e->.t IIT (t) xll dt ::; :\ llxll . 

Temos, para h > O 

T (h) - I R(>.) X -

h 
1 looo - e->.t (T (t+h)x+T(t)x)dt 
h o 

- .!. roo e->.ty (t +h) xdt +.!. roo e- >.ty (t) xdt 
h )o h)o 

e>.h - 1 looo e>.h looo - e->.ty (t) xdt- - e->.ty (t) xdt. 
h o h o 

Tomando o limite quando h--+ O, temos : 

lim e->.xT (t) xdt- - e- >.xy (t ) xdt [ 
e>.h - 1 laoo e>.x !ooo l 

h- 0 h o h o 

resulta >.R(>.) x - x "i/ x E X e À > O; logo R(>. ) x E D (A) "i/ x E X e: 

AR(>.) = >. R (>.) - I 

então: 

AR (>.) - >. R (>. ) = I 

ou seja, 

(A - >.I) R (>.) = I. (5.4) 

Para x E A e pelas Proposições (5.2 iii) e (5.3), temos: 

R (>. ) Ax - fooo e- >.xy (t) Axdt = fooo e- >.x AT (t) xdt 

fooo Ae->.xy (t) xdt = A fooo e->.xT (t) xdt = AR (À) .r . (5.5 ) 
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De (5.4) e (5.5) segue que 

R (>,) (A -)..!) X =X 'íl X E D (A) , 

ou seja 

Logo: 

li R (À, A)li ~ ±· 
Mostraremos agora que as condições ( i ) e ( ii ) são suficientes : 

A demonstração da suficiência consiste em tomarmos: 

A,x =)..AR (À, A) = À (ÀR (À, .4) - I) = )..2 R (À , A)- ).. f 

e mostrarmos que o semigrupo e tA>. tem como limite forte, quando À --- oo. um semigrupo de 

classe Co cujo gerador infinitesimal é A. 

a) Em primeiro lugar , vamos mostrar que 

lim A,xx = Ax. x E D (A) . 
h-,oo · 

Por definição. 

R (À , A) ()..I- A) = I 

então: 

esexED(A) , 

1 
II ÀR (À, A) x- xll = !I R (À, A) Axll ~ ~ I! Axll _, O 
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quando À .....,.. oo, isto é, 

lim ÀR (À , A) x = x , 'V x E D (A) . 
.>.-oo 

:vias, por hipótese D (A) é denso em X e 

ii>.R (À, A) li :5 1; 

segue daí que 

lim À R (À, A) x = x, V x E X . 
.>.-oo 

Logo, levando em conta que A.x = ÀR (À, A) A , para cada x E D (A) temos: 

lim A.xx = lim ÀR (À, A) Ax = Ax. 
À-oo .>.-oo 

(5.6 ) 

b) Da definição de A.x e das hipóteses temos: 

(5.7) 

e portanto, etAÀ é um semigrupo de contrações. 

c) l'vlostraremos agora que etA À tende fortemente para um operador linear limitado quando 

À--. oo. Como para cada À e cada J.L R (À. A ) comuta com R (~J- . A) temos que A.>-AJJ = A J.IA.>-

e conseqüentemente, pela P roposição (5.2i) e por (5.7), temos: 

lle'A'x- e'A•xll ; J.' :s (e''A'e'(t-,)A,x) ds\\ 
< fo1 

t jjetsAÀet(l-s)A.u (A.xx - AJJx)!j ds:::; t !IA.xx - A,~.~x ll 
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Seja x E D (A), então 

< t IIA.xx - Axll + t IIAx - AJ.Lx11 Vx E D (A) . 

então por (5.6), tem-se que jjetA"'x- etA"'xjj converge para zero quando À) f.L--. oo 

Logo V x E D (A), etA.>. converge uniformemente em intervalos limitados. Visto que 

D (A) é denso em X e jjetA.>.II ~ 1, segue que 

lim etA.x = T (t) xV x E X. 
>.-.oo 

(5.8) 

d ) Vamos demonstrar que T (t) é um semigrupo de classe Co com gerador infinitesimal A. 

Assim: 

T (O) X -

T(t+s)x -

para cada x E X e t, s ~ O. 

lim e(O)A.>. X = X 
À-00 

lim e(t+s)A.xx = lim etA"'.e5A"'x = T (t) T (s) x 
>.~oo >.-oo 

Além disso, T ( t) x é o limite uniforme de e t A >., que é contínuo e jjet.A,, jj ~ 1. portanto T é 

um semigrupo de contrações de classe Co em X. 

e) Para concluírmos a demonstração, nós precisamos mostrar que o gerador infinitesimal 

de T (t) é A. 

De (5.8) e da Proposição (5.2), vem: 

T (t) x- x = lim (etA.xx - x) = lim ( esA.>.AAxds = ( T (s) A xds. 
A-oo >.-oo lo lo 

38 



Da última igualdade segue que etAxA >.x converge uniformemente para T (t) Ax em inter-

valos limitados. Seja B um gerador infinitesimal de T (t) e seja x E D (A) 

T (t) X -X 1 lat 
Bx = lim = lim- T (u) Axdu = Ax. 

t - 0 t t-0 t o 

Conseqüentemente A Ç B. 

Visto que B é o gerador infinitesimal de T segue da condição necessária que l E p (B ) . 

Pela hipótese ( ii ) temos que 1 E p (A): como B 2 A, 

(I- B) D (A)= (I- A) D (A) =X, 

o que implica que : 

D (B) =(I- B )- 1 X = D (A). 

Logo A = B e, assim, A é gerador infinitesimal de T. 

O que estudaremos a seguir é uma outra caracterização dos geradores infinitesimais dos 

semigrupos de contrações lineares de classe C0 , devido a Lumer e Phillips, o que segue algumas 

considerações que faremos agora. 

D efinição 5.3 Sejam X um espaço de Banach,X"' seu dual e ( ... ) e a dualidade entre X e 

X *. Para todo x E X definiremos o conjunto dualidade F (x) Ç )C por 

F (x) = { x" E X* tal q·ue (x, x* ) = llxll2 = !lx*ll 2 } . 

O Teorema de Hahn-Banach. (cujo enunciado e demonstração encontram-se em [6)) . no~ 

garante que F ( x ) i= <i> 'r/ x E .x.: . 
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D efinição 5.4 Um operador linear A é dito dissipativo se para todo x E D (A ) existe ttm 

x" E F(x) tal que R(Ax,x"' ) ~O. 

A proposição a seguir nos dá uma caracterização usual dos operadores dissipativos. 

Proposição 5.4 Se um operador linear é dissipativo então JJ>,x- Axll 2: À IJ xll para todo 

x E D (A) e À > O. 

D emonstração: Sejam A um operador dissipativo:para /\ > O ex E D (A). Se x"' e F (x) 

e R (Ax, x•) ~ O, então: 

ll >.x - Axllllx ll > J(>.x- Ax: x'") J 

> R (Àx- Ax, x*) 2: À llx ll 2 

Teorema de Lumer-Phillips: Seja A um operador lin ear com domín·io D (A) denso em X. 

A é dissipativo e existe um Ào > O tal que I m (>.oi- A) = X, se e somente se. A é um gerador 

infinitesimal de um semigrupo de contração de classe Co em X. Além disso, para todo x E A 

e todo x "' E F (x) . R (Ax,x*) ~O. 

D emonstração: Seja À > O, como A é dissipativo pela Proposição (5.4) resulta que: 

lJ>.x - AxJJ 2: À JJ xJJ V>. > 0 e x E D (A). (.5 .9) 

Por hipótese lm (>.0I - A) =X. segue de (5.9) com À= >.0 que (>.oi- A )- 1 é um operador 

linear limitado portanto fechado. ?vias então >.0I - A é fechado logo também A é fechado. Se 

Im (>.I- A ) =X para todo À > O então p (A ) 2]0, oo[ e R(>.. A ) ~ ±por (5.9). Segue então 

do teorema de Hille-Yosida que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações de 

classe Co em X. 
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Para completar a demonstração elevemos mostrar que : 

Im (>,I - A) =X V À > O. 

Consideramos o conjunto : 

A={>..;O<>..<oo e lm(Àl-A)=X}. 

Seja À E A, por (5.9) , À E p (A) resulta que A = p (A) n (0, oo) não é vazio e como p (A) 

é aberto, A em (0 , oo). Por outro lado, seja Àn E A, Àn -+ À > O. P a ra todo y E X existe um 

X 11 E D (A) tal que 

(5.10) 

Por (5.9) segue que llxnll ::; >.1n IIYII ::; C para algum C > O e a inda: 

(5.11 ) 

Da definição de Xn , vem: 

e portanto 

e assim 

Logo 

(5. 12) 
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De (5. 11) e (5.12) vem: 

Àn llxn- X1nll < jjÀ1n- Ànll Xm 

< lÀm- Ànl ll xmll ~ C !Àm- Ànl 

donde tendo em vista que Àn ~ À > O, segue-se que (xn) é uma seqüencia de Cauchy. Seja 

Xn ~ x. Como Àn ~ À temos por (5 .10) que Axn ~ Ax - y. mas como já foi visto. A é 

fechado, x E D (A ) e Àx - Ax = y . Portanto I (>. I- A) = X e À E A. Desse modo !\ é 

também fechado em (O,oo) e visto que >.0 E A por hipótese i\ i= d>, e portanto i\= (O,oc) . 

Isto completa a demonstração da primeira parte do teorema. 

Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo T (t) de contrações de clase Co em X , 

então pelo teorema de Hille-Yosida p(A ) ;:2 (O, oo) e, portanto: 

Im (>.I - A )= X V À > O. 

Além disso, se x E D (A ), x~ E F (x) então 

I(T (t) x, x")l ~ IIT (t) xllllx*ll ~ !lxll 2 

e portanto 

I m (T (t) x - x . x") = Im (T (t) x. x*) - llxll2 ~ O 

DiYidindo a igualdade acima por t > O e fazendo t _.. O resulta: 

/m(Ax,x'")~O V x·EF(x) . 

o que completa a demonstração. 

Para a demonst ração do Teorema de Lumer-Phillips usamos como referência [2 1 ~ e [9: 
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Apêndice li - Lema d e Lax-lVIilgr am 

Nesta seção, faremos a demonstração do Lema de Lax l'vlilgram que foi utilizado no 

capítulo 3, para most rarmos a existência e unicidade de soluções do sistema de ondas elásticas 

(Ll). Faremos inicialmente algumas considerações sobre formas bilineares e o Teorema de 

Riesz-Frechét. 

Seja V um espaço de Hilbert, com produto interno ((., .)) e norma dada por 11.11. Vamos 

indicar por V' o dual de V. 

Seja a (u, L·) uma forma bilinear em V, isto é, a função a : V x V ____, ~ que a cada 

( u , v) E V x V associa a ( u , v) E ~ é linear em cada coordenada. 

Dizemos que a ( u, v) é contínua se existe uma constante i\!! > O tal que 

la(u,v) l :::; M llullllvll V u,v E 11. 

Dizemos que a forma bilinear a ( u, v) , u, v E V é coerciva em V se existe a > O constante. 

tal que , a(u,v) ~a llvll2
. 

Seja f : V ____, ~ que a cada v E V associa (f. v) E ~ uma função linear e contínua em V. 

isto é, existe uma constante c> O tal que I (f, v)l :::; c llvll V 1: E V, então f E V' . 

O teorema da Representação de Riesz-Frechét nos diz que num espaço de Hilbert F. dada 

f E V' existe um único c.p E V tal que (f, v)= (<p. v) V v E V e IPI v= llf llv,. 

"Ctilizamos este resultado na demonstração do Lema de Lax-Milgam. 

Lema de Lax-M ilgram: Seja V um espaço de Hilbert e a: \f x V -. ~ uma forma bdmear. 

contínua e coerciva. Então para toda forma linear contínu.a f em \1. isto é. f E V'. existe um 

único u E V tal que a(u ,v) = (f, v) V v E V. 
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Demonstração: Seja f : V --+ ~ uma forma linear e contínua, pelo Teorema de Riesz-

Frechét resulta que para cada f E V existe um único v f tal que: 

f(v)=(f, v)=((vf,v)) V vEV 

e 

Seja 

T: V' --+ V 

T é um isomorfismo isométrico, de fato : 

T = I( (Tf,v))l = (J,v) _ 
11 fllv ~up li li sup li ·li - llfllv' · v;=O,vEV V v~O,vEV V 

Então podemos escrever: 

(f, v) = ( ( T f. v)) V v E V. 

Fixado u E \1, seja 

9u(v) = (9-u·'t-' ) = a(u.v) V t' E V 

então 9u : V --+ ~ é uma forma linear contínua em V isto é, 

l9u(v )l = la(u ,v) l ~ ciJ·uiJIIviJ. 

Assim 
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Logo existe z E V tal que: 

9u(v) = (gu,v) = ((z,v)). 

Deste modo fica definida uma aplicação: 

A : V--- V 

u --- z = Au 

então 

a(u,v) = 9u(v) = ((Au,v)) V u,v E V. 

Temos que: 

a) A é linear e contínua, 

De fato : 

l9u(v)l ja(u,v)l 
IIAullv = !lzllv = ll9ullv, = sup li li = sup li li ~!'v! iiullv 

v#O,vEV V v#O,vEV V 

pois a (u, v) é cont ínua. 

b) A é injetiva: 

Como a ( u, v) é coerciva e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que: 

·? 

a: llvll - ~a. (u, v)= ((Av. v)) :S II Av llllvll V ·v E V 

ou seja, 

(.5.13) 

Se IIAvl! = O. como O~ a llvll2 
::; I!Av\1 temos \lvll =O. então v = O. o que prova que A é 

injetiva. 
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c) A é sobrejetora. 

Mostraremos que A é sobrejetiva, isto é, A (11) = V Para isto precisamos mostrar que: 

i) A (11) é fechado em \i. 

ii) A (V) = V, o que é equivalente a mostrar que o perpendicular de A (V) . dado por 

[A(V)J.L={uEV/((u, v))=O V vE A (V)} 

é o espaço nulo. 

i) Vamos mostrar primeiramente que A (V) é fechado: 

Seja A (V) o fecho de A (V) e (Avn) uma seqüência de elementos de A (V) tal que 

lim A Vn = w, w E V. 
n-.oo 

Por (5. 13) resulta que IIAvn ll 2: a llv,ll, logo como A é linear. resulta: 

portanto ( vn) é uma seqüência de Cauchy em V. Seja v = 

lim Av11 =Av em V 
n-oc 

ii) Vamos mostrar que A (V) é denso em V. 

Temos A (V) c V. Seja v0 E V tal que: 

((vo, t·)) =O V v E A (V) 

portanto: 

( (v o. A v)) = 0 'íl u E V. 
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lim Vn. , como V é contínua, 
Tl-·00 



Tomando-seu= vo, implica ((vo, Avo)) = O, logo a (vo, vo) = O e, portanto, vo = O. Isto 

mostra que A (V) = V e A. é sobrejetora. 

Sendo A injetora e sobrejetora, existe A. - 1 : V -. V tal que A - l é linear e continua. 

De fato , da coercividade de a ( u, v) , resulta que 

II A.ull 2: a llull V u E V 

Como A. é sobrejetora, dado u E V existe v E V tal que A u 

Substituindo em (5.14) resulta: 

logo A. - 1 é limitada. Sendo A - 1 linear e limitada A - l é continua. 

v . logo u 

(5. 14) 

Concluímos então que existe u E V tal que Au = Tt o qual é dado por u = A - 1T1 

Devemos mostrar que a solução do problema variacional: achar u E v tal que 

a(u,v) = (f. v) = ((vJ,v)) V v E V sendo f E V' é única. Para isso suponhamos que 

existam u,u"' E V soluções da equação a(u,v) =(f, v) . temos que: 

a(v.t:) - a(u*,v) =O, 

ou seja, 

a(u-u~,v)=O V u EV 

Tomando v = u- u" e como por hipótese a(. , .) é coerciva, temos: 

O~ a llu - u"'ll2 ~a (u- ·u"' . ·u - ·u") =O. 
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portanto 

JJu- u"IJ =O, 

logo u = u"' assim existe um único u E \f tal que a (u ,v) =(f, v) para todo v E V. 

Para a demonstração do Lema de Lax-ivlilgram usamos como referê ncia [17; 
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