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Resumo

Nessa dissertagao estudamos a existéncia, unicidade e estabilizagao das solugdes de um
sistema de ondas eldsticas linearmente perturbado. Para a existéncia e unicidade de solucao
foi utilizado o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos e. para a estabilizacao das

solucgoes do sistema, utilizamos o método de Liapunov.

Abstract

In this work we studied the existence, uniqueness and stabilty of the perturbed linear
elastic waves system’s solutions. For the solutions’ existence and uniquess we used the semi-
groups’ theory by Lumer - Phillips Theorem and for the system solutions stability we used

the Liapunov’s Method.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo principal desse trabalho é estudar a existéncia e a unicidade das solugoes do

sistema de ondas eldsticas linearmente perturbado,
uy — b2 Au — (a2 - bg) Vdivu + g(z)u + auy =0 (1.1)
com condigoes iniciais

u(z.0) = wo(z), (1.2)

iy (2,0) = iy (2) (1.3)

onde z € Q C R2. Q um aberto, limitado com fronteira regular e ¢t > 0.

Para estudar o problema (1.1) vamos assumir que o meio seja isotrépico, isto é, que as
propriedades eldsticas sao as mesmas em todas as dire¢bes e que o deslocamento num tempo
t > 0 é dado por u (z.t) = (u! (z,t) . v (z.1) ,u®(z.t)) para z € Q, r = (z;. 22, 23).

Em (1.1) A denota o operador de Laplace, isto é, Au = (Au', Auv’. Av®). V indica

o operador gradiente e divu é o divergente do campo vetorial u. As constantes a e b sao
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constantes positivas com a > b > 0 e estdo relacionadas as constantes de Lamé A e p. da
teoria da elasticidade, por b2 = p e a®> = 2+ A. A constante a é positiva e ¢ (z) é uma fungao
limitada , ¢ (z) > 0.

Vamos considerar o sistema (1.1) com condiges de fronteira de Dirichlet. isto é.
uw'(z,t) =0 para z€98Q., t>0, i=1.2.3 (1.4)

Relacionados ao sistema de ondas eldsticas temos os resultados de G. Perla Menzala [19]
o qual estudou a existéncia e comportamento assintotico das solucoes de um sistema de ondas
elasticas considerando um meio ndo homogéneo.

Em [22], D. Pereira e G. Perla Menzala estudaram o decaimento exponencial das solugdes
de um sistema termoelastico linear. R. C. Charéo e G. Perla Menzala [8] .estudaram o sistema
de ondas eldsticas e obtiveram resultados relativos ao Principio de Huygens, o Principio da
Amplitude Limite e ressonancia. Em [15] P. Martinez e em [2] A. Aassila, obtiveram resultados
da estabilizagao de solugoes considerando um sistema nao linear de ondas eldsticas. Em [5]. E.
Bisognin, R. Chardo e V. Bisognin, estudaram o decaimento exponencial das solugoes de um
sistema de ondas eldsticas considerando uma dissipacdo nao linear localizada. Em [10]. [11] e
[20] encontram-se outros resultados relativos a estabilizagdo dos sistemas de ondas eldsticas.

Nosso proposito neste trabalho € estudar o sistema (1.1)-(1.4) quanto a existéncia. unici-
dade e estabilizac¢do das solugoes. Para mostrar a existéncia e unicidade das solucées utilizare-
mos o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos e, para o estudo da estabilizacao
das solucoes, seguiremos o método de Liapunov. Este método consiste em perturbar o fun-

cional de energia do sistema para obter o funcional de Liapunov. através do qual. mostramos



a estabilizagao das solugoes.

Este trabalho estd organizado do seguinte modo: No Capitulo 2. enunciamos os principais
resultados e defini¢gdes que serao utilizados no desenvolvimento desta dissertagao.

No Capitulo 3, mostramos a existéncia e unicidade de solugao do sistema (1.1) utilizando
o Teorema de Lumer-Phillips da teoria de semigrupos.

No guarto Capitulo, mostramos a estabilizagdo das solugdes do sistema linear de ondas
eldsticas utilizando o Método do Funcional de Energia de Liapunov.

Na ultima parte do trabalho encontra-se o Apéndice . No Apéndice I mostamos os re-
sultados relativos a teoria de semigrupos e demonstramos o Teorema de Lumer-Phillips. No
Apéndice II demonstramos o Lema de Lax-Milgram que foi utilizado na demonstracao da

existéncia de solug@o do sistema linear de ondas elasticas (1.1)-(1.4).



Capitulo 2

Definicoes e Resultados Basicos

Nosso objetivo nesse capitulo é definir e enunciar os principais resultados que serao uti-

lizados neste trabalho.

O Espago R™

Seja R™ o Espaco Euclidiano n dimensional. Se X eY sao vetores do R" indicamos

por X.Y o produto interno de X porY e:

X¥ =% suy
1=1

Com este resultado podemos escrever a norma de X como:

- (%)

Em R" vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz. isto é. se X.Y € R"” sao dois vetores

[

12—

Xl = (X.X)

quaisquer entao:

XY < IXHY

T

f_ g
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O operador de Laplace, Gradiente e Divergente
Para uma funcao diferencidavel f definida em 2 C R™, o operador de Laplace é definido

por,

O operador gradiente, denotado por V. é o operador definido como,

o 0 8

Se F(z) = (Fi(z),..., Fn(z)) é um campo vetorial de classe C'! entdo o divergente

de F é indicado por:

" 9F,
divF =y =
v ; 81'1-

Se F e G sao dois campos vetoriais de classe C! e ¢ : R — R é um campo escalar de

classe C1, entdo valem as identidades:

div(¢F) = @divF +F Vo

div (F+G) = divF + divG

Teorema da Divergéncia e Identidades de Green

Sejam Q C R™ um aberto. limitado com fronteira 09 de classe C' e F : Q) — R” um
campo vetorial de classe C'. Entao:

/ (divF)ds = /F.ndr.

2. g0

onde 1 € a normal externa unitaria.



SeuewveC? (ﬁ) sdo funcdes reais entao valem a Primeira e a Segunda Identidades

de Green, que sdo, respectivamente:

d
/(UAu ) e /v—udl"

dn
5) 30
e
a v
/(vAu sl s / B e pee | AT
< an an
a Ele)
onde —a% é a derivada direcional na direcdo da normal unitdria externa 7.
No caso em que u|zq = 0 € v|zq = 0 resulta:
/vAudx = —/VU.Vud:r € /vAudx = /u.f_\vd:r
As demonstracoes dessas identidades podem ser encontradas em [13]
Espaco L*
Sejam Q C R" um aberto e 1 < p < oo. Definimos o espaco LY (Q) como sendo o
conjunto:
LP(Q)={f : Q@ — K tal que f é mensurdvel e [|f (z)[Pdx < oc}. onde K = R ou
O
K =¢C.

Indicamos por:
el = [ fu (@) dz
O
a norma deste espago.
Se p = o0 entao L™ (£2) é o espago das funcgoes essencialmente limitadas. isto é.

L>(Q) ={f:Q — K tal que f € mensuravel e = ¢ > 0 tal que |f (x)| < ¢ quase sempre

em Q}.

=1



A norma desse espago é dada por:
U|| yeory = supess |u (z)]-
llwll ooy o |u(z)|
Quando p = 2 temos o espaco L2 () que possui produto interno definido por:

(u.v)p2q) = /uvdz

Q

3
“uNLQ(Q) = (/ |'l-'»|2 dI) .

Q

e a norma definida por:

O Espago L? () é um espaco de Hilbert.( veja [4] ou [12] )
Desigualdade de Holder:

SefeLP(Q) ege LP (Q). ondel <p< oo el 42

- =1, entao f.g€ L' (Q) e

=

17 @) 9@l dz < 111l ooy 9wy
1)

Demonstragao: veja (1]

Observequep' =1lsep=occep =ocsep=1

No Espaco L*(Q) vale a seguinte desigualdade:

< (f|f(r)|2dr)
0

[~

(RIS i [i@ g a

(flg(r)lgdr)-
Q

= “f”yzm) ”9”;_2(9)
O Espago W™P(Q)

Para definir o espago de Sobolev W™? () precisamos da nogao de derivada fraca para

fungées de L? (Q2).



Seja f € LP(Q2), @ C R™ aberto. A funcdo g; € LP (2) é a derivada fraca de f em

relacdo a z; se:

99 (
Oz

/@

para toda ¢ € C§° (2),onde C§° (€2) é o conjunto das fungoes de classe C*° em {2 com suporte

z)
dz = — [ g;(z) ¢ (z) dz,
==

compacto em 2.

Para a = (a;....,an) € R” indicamos a derivada fraca por:

olel
D§f = ————.
f n
i 1

com |al =ay+ ...+ a,

Definimos enté@o o espago de Sobolev W™P (§2) por:
W™P(Q) = {u € LP(Q) /D% € LP(Q).|a] € m}.

A norma deste espaco ¢ indicada por:

”U”wm.pmj = (Z ”DQUHEP(Qj) = (Z fIDQU|)

la|<m jal<m g
O espago W™P (Q)) com esta norma € um espago de Banach (veja [1]).

Quando p = 2, W™P (Q2) é um espago de Hilbert com produto interno dado por:

(w,v) = > (D%, D) 12y

a|<m

Indicamos o espago W™ (Q) por H™ ().

O Espacgo H{" (9)

Definimos o espago H{' (Q) como sendo o fecho de C§° (Q) em H™ ().



Desigualdade de Poincaré:

Seja ©Q um aberto limitado do R™. Entdo existe uma constante positiva ¢, : ¢, = ¢, (£2)

tal que:
/Iulgdx < CO/qulgds V ue Hj(Q)
Q )
Demonstragao: veja [1] ou [6]

Lema de Lax-Milgram
Seja V' um espago de Hilbert e sejaa:V x V — R uma aplicagao bilinear. continua
e coerciva. Entdo. para toda fungao f € V', existe um unico u € V tal que a (u.v) = (f.v).

onde V' denota o espa¢o dual de V.

Teorema de Lumer-Phillips
Seja X um espago de Benach e A um operador linear com dominio D (A) denso em X .
A € dissipativo e existe um Ag > 0 tal que a tmagem Im (Mgl — A) = X, se € 56 se. A é um

gerador infinitesimal de um semigrupo de contragées de classe C° em X .

Um estudo sistematico dos espagos L? (), W™P?(Q) pode ser encontrado em [6]. No

apéndice desta dissertacio incluimos as demonstracoes do Lema de Lax-Milgram e do Teorema

de Lumer-Phillips
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Capitulo 3

Problema de Cauchy para o sistema de ondas elasticas

linear

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a existéncia e a unicidade de solucdo do sistema
(1.1).

Para este estudo vamos utilizar a Teoria de Semigrupos. O resultado a ser utilizado € o
Teorema de Lumer-Phillips, cuja demonstracao e enunciado encontram-se no Apéndice L.

Vamos considerar o sistema de ondas elasticas:

s

uy — b*Au — (a® — b*) Vdivu + ¢(z)u + au; =0

\ u(z,0) =ug(z) (3.1)

ut (z,0) = u) (z)

“

onde € Q C R% Q um aberto limitado com fronteira regular., t > 0. u(z.t) =
(u* (z.t) . v (z.1) .43 (z.t)), ¢(z) um fungdo limitada, ¢ € L (Q), ¢(z) > 0. a.b e a sao

constantes positivas com a > b, e vamos assumir que os dados iniciais ug(r) e uy(x) per-

tencem aos seguintes espacos: ug € [H2(Q) N HE ()] e uy € (HL(Q))”.

11



Consideremos o operador eliptico:
Ay = =BBA, = (u,2 = 53) Vdiv.

com dominio D (A,) = [H2(Q) N H} (Q)]3 :

-
3

Primeiramente vamos mostrar que A, é um operador auto-adjunto e positivo de [L? (Q)]
Para mostrar que A; é um operador positivo, basta mostrar que (A4, u. u)iLng]ﬂ > 0 para

todo u € D (A,).

Temos,

(At u)ipeye = (—b2Au - (ag - 59) Vdivu, u){Li’(Q}}“

= Ay w) L2y — (a-z - b-z) (Vdivu, u) 2

= —bQ/Au.udx - (ag —~ bg)_/v (divu) .udx
Q Q

—b° i/./_\.uiufdx - (a2 - b?‘) fv (divu) .udx

=1 Q
Analisando a primeira parcela da igualdade acima, temos pela Identidade de Green:
3 . 3 o
Z/Au’u’dz = Z/ [Vu'l dz. (3.2)
=1 o) =1 O

E na segunda parcela, pela propriedade do divergente :
div (udivu) = V (divu) .u + (divu) (divu) .

resulta que:

/de‘vu‘ud:c == / (dz’t.-‘u)? dx + /d-:'v (udivu) dx.
Q ) Q

(6% gevemh D BIBLOTECAS
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Do teorema da divergéncia, concluimos:

fdiv (udivu)dz = fu (divu) dl’ = 0.
Q a0

pois u (z,t) = 0 para z € 99 e para todo t > 0.
Logo.

/Vdivu.ud:-: == ] (divu,)2 dx.
Q Q
Portanto de (3.2) e (3.3) obtemos,
—bQ[Au.ud:r - (a2 -~ bg) /V (divu) .udz =
Q

Q
b:’/ [Vu|2d:£ + (a2 — bz) /(diru]2 dr > 0
Q Q

0 que nos mostra que A; é um operador positivo.

Vamos mostrar que A; é um operador auto-adjunto, isto €,
(-‘11%?/‘)152(52)]3 = (u, Alv)gm(gm
para todo u,v € D (A1) e
P ) 3 5 3
Ay [H2 Q) nHY Q)] — [L2(9)]

¢ sobrejetivo.

De fato . temos:
g 9 2 farg 9
(A v)gaqp = (=6°Du=(a® =0 )Vd“"u‘l)llgtﬂ)ﬁ

= (—bfsu. :-) = (a2 - 52) (Vdivu. v) 2y

(L2

13
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Vemos que, pela Identidade de Green, resulta

(A'U.,U)[LQ{Q)];; = Z/Aui.ﬁidl’ = -—Z/Vu'.Vvldx

i::ln ?:lﬁ
3 . .

= Z[uz‘A'vid:r = (U.A‘U)TLQ(Q}]:; . (34}
i:lg

Ainda,
S 7o
(Vdivu:v)u‘zm)]g = _X;/E-E:dwut dr = — I/dwu—dx
1= Q * i Q

3 oud 811;
. “2f(§a) P —*Z/axj 2 za:df
Q
"k

De (3.4) e (3.5) resulta que:

(A1u, v) 2y = —b? (Au, V)i (a'2 — bg) (Vdivu, v)ip2qp
= —b%(u, AL‘)[LQ{Q)];; - (a2 — be) (u. de'm:)m{m]g
= (u:.ﬁlltr)m(m]g.
Logo A; é um operador simétrico.
Devemos mostrar que o operador 4; é sobrejetivo, isto é , dado v € [L? (0)]3 =
w € [H2(Q) N HE Q)] tal que w = Ajv.
Para isso . utilizaremos o Lema de Lax-Milgram.

Seja V = [H} (Q)]3 e a:V xV — R aforma bilinear definida por

a(u.v) /VuVLdI—(a —b /(dnu (divv) dx

14



e H =[L2(Q))P.

Queremos resolver o problema variacional
3

s Vu,v € [Hj(Q)]

alu,v) = (_bzAu - (a2 - b2) Vdivu, 1-')[‘52(9)]

Temos que a(u,v) é coerciva. De fato, por (3.2) e (3.3) , resulta :
2 2 _ 32 -
(—b Au — (a. —b )Vdnu,u) 2@y

2
_p2 f Au.udz + (a* - 5?) f Fduude
Q 0

/ (divu)dz > cHquH?m)]s,

alu.u) =

= 5‘3/|vu1'3 dz + (a® - b°)
Q Q

E a(u,v) é continua,pois pela Identidade de Green e usando a desigualdade de Holder. temos

(<080 = (o = 8) Vtivu.v) 1, o

—beAu.vdI — (a2 - b"’) / Vdivu.vdzx
Q 0

la (u,v)] =

L
3

< (82 [ Vu.Vudz + (a® = b?) [ (divu) (divv) dz
AR !
< b (fiV-u|2d:c:) 2 (fth'F d:r) 2 - (a:’ - 62) (/(da’vu)g dﬂf) i (f (divv)? dl‘) ﬁ
QO 0 Q Q
< cllul [Ho@)]" HU”[H?(Q)‘;-"

% existe um tnico u € [HL(Q)]

Como a(u.v) é continua e coerciva, dada f € [L?(Q)]

tal que
3
a ('u.,t.-) = (j..L')ng{Q]]? Yu < [Hé (Q):] f

o).

isto é.
—b?Au — (aQ - bg) Vdivu = f Yu € [H(% (



Pela regularidade do problema eliptico Au = f, u |go= 0. temos que u € [H?(Q) N H§ (Q)]

3
portanto A : [H2(Q) N HE (Q))> — [L2(Q)]® é sobrejetivo.

Como A, é um operador simétrico e sobrejetivo segue que A; é um operador auto-adjunto.

Consideremos a funcio ¢ : @ € R® — R* ndo negativa, a qual pertence a L> (). Seja

P:D(P)C[L2(Q) = [ (Q)]3 o operador multiplicagdo, ou seja

Pf=gq(z)f.

P é um operador positivo e auto-adjunto. ver [19].

Como o operador A; é auto-adjunto e positivo, temos entao que o operador A = A; + P é

também um operador auto-adjunto e positivo, portanto tem sentido considerarmos o operador
raiz quadrada de A, ver [18].

K=

Seja A7 a raiz quadrada de A com dominio D (A

) = [H} (Q)]3. O produto interno em
D (.—1’1‘)(% definido do seguinte modo :

1 i
(“‘1')9(,4%) = (A%u, AZ0) 2 gy + (V) 2P

para todo u.v € D (A]E) e a norma definida por :

“““p(_ﬁ) = ”-‘1%%&

ey T 1z

Seja D (A) = [H3 ()N H? (©)]°. Com esta notagdo o sistema (1.1) pode ser escrito na
forma:

16



WUt = Au + Guy = 0

y u(z.0) =ug(x) (3.6)

| w(z,0) = v (2)

Vamos escrever o sistema (3.6) na forma de um sistema de primeira ordem.

Se v(z,t) = u¢ (z,t), entdo:

4+ Aut+av =0

¢ u(z.0) =wuo(z) (3.7)

u (2.0) = up ()
Consideremos o espago de Hilbert H = D (A%) % [L? (Q)]3 e definamos para cada t.

w(t) = [u(z.t),us (z,t)], logo o sistema (3.6) pode ser escrito na forma

w'(t) = Bw (t) -
(3.8)
w (0) = wo = [uo (), u1 (2)]

onde wo € D (4) x D (A%) eB= , com dominio D (B) =D (A) x D (43) ,
—-A —al

Como nosso proposito € usar o Teorema de Lumer-Phillips. devemos mostrar que B é um
operador dissipativo e que Im (I — B) = H.

Vamos mostrar primeiramente que B é um operador dissipativo, isto é,

u

(BV,V)y <0 V V= e D(B).

17
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De fato, temos.
BV = =
Dai,

(BV,V), =

— iy Y D(Air) x[L2(Q)]°

= (v,u) p(a) T (=AU = av.0)aq)

= (v,u)p(-q%) = (Au, ")gmm}a ~a (v, v)pg)p
= (__1%1.-, Ay - (A%, .4%1-') —a ”1"”?4&2(9}]3
[£2¢))® [L2e)? l

—a [|v/[fz2(qys < 0,

portanto, B é um operador dissipativo.

Mostraremos a seguir que Im (I — B) =

Seja f € H, f = i . Vamos mostrar que existe w = ’ € D(B) tal que
fo v
(/= B)w = f, ou seja:
u 0 Y u f1
= = (3.9)
v —-A -—al 1 fa

18



Temos que (3.9) é equivalente ao seguinte sistema:

—v=f
e (3.10)

v+ Au+ av = fo

Da primeira equagdo de (3.10) obtemos v = u — f;. e substituindo este valor na segunda

equacao, resulta:

Autu—fi+alu— fi) = fo
Au+u+au= fao+ f1 + afi.
ou
Au+(1+a)u=g. (3.11)

Para mostrar a existéncia de uma func¢ao u que satisfaga (3.11), utilizaremos o Teorema
de Lax-Milgram, cuja demonstragao se encontra no Apéndice II. Este teorema nos diz que
se a (u,v) € uma forma bilinear continua e coerciva, e f uma forma linear e continua em V.
onde V' é um espaco de Hilbert , entdo para todo v € V, o problema variacional abstrato
a(u,v) = (f.v) possui uma unica solugdo u € V.

Consideremos V = D (A"E) e a forma bilinear a (uv.v) = (Au+ (1 +a)u.v). u.v €V

Vamos mostrar que a (u, v) satisfaz as hipéteses do Teorema de Lax-Milgram. isto é. vamos

mostrar que a forma bilinear a (u.v) é coerciva e continua.

i) A forma bilinear a (u.v) é coerciva:
, L s
Devemos mostrar que existe uma constante 8 > 0. tal que a(u.u) > Jjull{.

para todou € V
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De fato :

a(u,u) = (Au+(1+a)u,u)

[z2o)®

+ (u,u)

LU
[L2(m)® 2@ L2@)?

(Au,u)

= (Au,u + [lull? o
( : )[Lg(m]ﬁ “ ”[LQ(Q)P 11‘2‘9),}3

2
(2@

= (Auu)

2 5 =
e T H‘u’»IIEL2 o T ol

_ Tabe 4 : E

- (‘4 u, A u) [22(o)? T ”u“[.r_e(m]3 T8 ”u”[ﬂz(ﬁ}fn
12 2

N

[L2¢oy)® (22

2
oy 2 Al

F 2
+ o |lufl
[L2()] D(AT)

ii) A forma bilinear a (u, v) é continua, isto é, devemos mostrar que |a (u,v)| < ¢|jully |[v]];- .

onde ¢ > 0 é uma constante.

De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos:

la (u,v)] l(/—lu-i-u%—a-u,v)lmm)]a

< (4w 0)gagys

- [(u. V)2 | ‘(0“- ¢) (2o

IN

](A%u, A%‘U)[Lz(m]s +(1+a) ‘(u, U){Lgm)]ﬁ!

| 41
1Azvy
(@) |

l[L'-‘(Q)f“ I| ‘ﬁl"

=

[L2())° + (1 +a) [lul L) Ii'l’llimm)_fs

1
- |t

+{(1+a) H-‘t%u'

[L'.!(Q)]'i [LS{QJ]'3 Hv“[L:"(Q)I.’

—(1+a) 'i&iul

2 Q)P || P + (1+a) “A'é'v 1[1;2(51]}3 [[2]] L2y
<t 1l
=l +a) I‘J‘j II][T[_E;Q)}-" [l (L2(Q))? +(1+a) “““ELQ(Q)]-‘ “t“if-z(ﬂﬂ"

< Jate

-l%e"

e H op T 1+a) ”A%“

2@

1L2(Q)? el ey

+ta)aze] ool + (L4 @) Hull gz 1ol g oy
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IA

nA%“ [L2()? (“A'l-"v

(ot

< el

za@p T Q) “"“’“Immf‘)

‘m(n)ﬁ +(1+e) ”””[U“(mla)

IA

1
wrap T ”“‘1|[L=<m13) (”A“‘“ e “””!fﬁ{n);“)

D(AY) ol paty -

Portanto a forma bilinear a (u,v) = (Au + (1 + a) u,v) satisfaz as hipéteses do Teorema
de Lax-Milgram. ou seja, existe um unico u € V tal que
a(u,v)=(f,v) V vevV,
1sto é.
(.4'1& + (1 + Cl') u. L‘)[LQ(Q)IS = (f. U)[LE{Q}]a s

Considerando v € D (Q2), e passando para o espago das distribui¢ées D' (Q) .
(Au+ (1 +a)u,v)={(f,v) YveV,

como f € [L? (Q)f3 entdo Au+ (l+a)u = f, quase sempre em 2. Entao u é solucdo do

problema Au + (1 +a)u = f em Q v = 0 sobre 99, portanto u € D (A).

Mostramos assim que Im (I — B) = H. e concluimos pelo do Teorema de Lumer-Phillips

que o problema (1.1) possui uma tnica solugao dada por

W = 2wy,



Capitulo 4

Estabilizacao das solucoes

Nosso objetivo neste capitulo é estudar a estabilizacdao das solucdes do sistema (3.1). Para
tanto vamos utilizar o método do funcional de energia de Liapunov para mostrar que a energia
associada ao sistema (1.1)-(1.4) decai exponencialmente. Este método consiste em perturbar
o funcional de energia por um funcional adequado e com o auxilio deste funcional perturbado
obter a estabilidade (uniforme) da energia.

Considere o sistema de ondas eldsticas ( 1.1 ).

Tomando o produto interno em R* da equacdo ( 1.1 ) com u; e integrando em € resulta

fﬂ£t<1£gd$Fb2/Au.utd$— (ag — b"?) /Vdivuﬂ,di‘—&-/q(1‘)u.,u,_d:r:+a / urudz =0 (4.1)
0 0 ty) Q Q

ou
L dr +t \V b- (divu)® da ul? dz | + Pde=0
55 /[u;[ T+ b Z/l u{d?%— - ] vu) ,1+/q(_r)|ul dx .a./lu,, =
i=15 0 Q Q
Seja

E(t)= /|u;] dr +b° Z/’V‘UI dr+ a —b / (divu)” d?-h/q |u[ dzx (4.2)
L8]

(9]

o]
(V]



o funcional energia.

Temos entao
%E (t) + 2a / lue|? dz = 0. (4.3)
Q

Seja G (t) o funcional definido por

G((t) = r{u.utdm

Definimos a energia perturbada E. (t), para ¢ > 0, por

E.(t)=E(t)+eG(t).

Temos que, usando a desigualdade de Cauchy- Schwarz e as desigualdades de Poincaré e

s/ug.udz g s/luti luldz < ¢ (]]uﬂg dx) ('/l]u[2 d:r)
Q Q2 Q

“ :
"|2dx) (/ ]u,,|'3dx) 2

IZIQ l 0 g

ta) (e

g 2 &= ? 3
< 5/5u,;'dr+—%—2/’Vn
Q

Lt | O

Hélder, podemos escrever,

1

1]
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1A I\
T i w
e &
“—-..._S _._q._
ey =

g

o (4.4)

onde ¢g > 0 € a constante de Poincareé.

Entao da defini¢do da energia em ( 4.2 ) e de ( 4.4 ) resulta



Isto é.

3
g 2 Co& 2 ?-'2 |
E. () = (1+§)/]u;| dx+(1+63§)b Z;/‘VM‘ dzr +
Q =i

(a2 - bg) f (divu)® dz + / q(z) |u|'2 dz.
Q Q
Logo, existe uma constante positiva Cy > 0, Cy = Ca (g) , tal que :
E.(t) < Ca(e) E(2),

onde Cs (z) zmax{(l—l-%) ; (l-i— ;—g%)}

Por outro lado

< E/Iut.u| dz

—s/u;.udw < €
Q

fu:.ud:c
Q

< /luﬂ dr—f—ﬂZ/‘Vu‘d:c
1Y
entao
& 2 ECp S
s/ug.ud:c > -—-;)-/[ufl‘d:r: - TZ/‘VU dz.
9] o= O e l‘—:]Q
Assim
E.(t) = flu,l dz + b° Z/’Vuld:c-l— a —b /dztu dx
0 z-"l
ECp g
/q(x)|u| dx——/ImI dr — — Zf
Q =
g 2 ECp 2] 3
> (1—;)]]&,['0&:4—(1———)5‘ j!
s Q 1=1(‘)
- (az - bz) / (divu)? dz + /q (2) |ul? dz
Q Q
ou seja,



Ec(t)2Ci(e) E(2), (4.6)

onde C1€ uma constante positiva, C; = C; (g), C1 () = min{(l - -'-) ; (1 - =

‘.)}»Cl(f)>0

o
(o (]

para ¢ < min {1 E} .

SCO

De (4.5) e (4.6). resulta

Ci1(e)E(t) < Ec(t) < C2(e) E (1), (4.7)

ou seja, mostramos que a energia perturbada,

E.(t)=E () +5/u.u¢d:c,
Q

estd dominada pela energia do sistema.

Derivando E. (¢) em relagao a t. resulta

d d e D
BB =ZE@®) +e2G ().

Mas por ( 4.3 ) temos

d " d
_— i) BE— ——2 1= s B — i .
~E. (t) aqﬁud dz + =G (1

Por outro lado
d 5 .
=G () = f]mrdx +/u.u¢fd:r. (4.8)
' Q

Q

Substituindo em ( 4.8 ) o valor de uy; obtido na equacédo ( 1.1 ). obtemos

-(%-G (t) = f]ur|2 dz + b‘z/AuAud:r + (ag - bg) deiru.udr
' o) Q O

“/Q(I)u.udx - a/u,.udr.

0 (94

o
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Levando em consideragio os resultados obtidos em ( 3.2 ) e ( 3.3 ). temos

E%G(t) < /Iutl d:r:-rb“Z/}Vu[ dxpf a - b’ f (divu)”

=15 0

—5/(}(1‘) lul®dz + ca /ut‘ud:r . (4.9)
0 Q
Observemos agora que, pelas desigualdades de Holder e Poincaré, obtemos
3 5
as /ut.ud:c < o.«s/|u;l[u[dx < as (/ |u¢|2dr) (/ |ul? d:r)
Q 0 Q Q
" R Rt
< ac (%Z/|VUI d:c) (/|u;]'d:r)
- Q
3 |
& el Zﬂvu? /|u,| dz
r=19
co &
£ T A% f vui]’ (4.10)
1=1Q

Entdo de (4.9) e usando (4.10), segue que

:"%G(t} < f[ut| dx~’b‘Z/‘Vu| der — ¢ a —b)/ dzbfu dx

i=1§
/q(:.c)[u| dz+—f|u,§ da:-r‘:—“““zflvu
= ‘.'—-]Q
Assim
dE 3o 1 cacy 2 3 b 62
= alf) £ —(—Q——Q)/[u;] d.l—_( — 7b3) :_:_;_/1'\71}| dr —
) O
- E(ag—b)/ (divu)” ds-:—.:/q(:c”u]id,x.
9] Q
Tomando 0 < =z < m1n{3—2- %%g l} resulta :

7 .*Iz dx + (a2 - 62) /(divu)gdr + f@ () Jul® da.
0 0



isto é,

d
ZE.(t)<~C()E®),

onde C (£) é uma constante positiva dependendo de =.

Mas de (4.7) vem que

E. (1)
B < Ci(e)
entao
dE <-D(g)E
B () S -D ) Ee(1).

onde D (¢) =%8D(E)>0.
Portanto

d
—E: (1) + D () B (t) < 0. (4.11)

Para obter a solugdo de (4.8) vamos multiplicar a equacdo (4.11) pelo fator integrante

ePE)t  obtendo

d .
—E: (1) e + PE (1) < 0.
(v

Esta equacao é equivalente a

d _ .
- (eD(“)‘Es (t)) < 0. (4.12)

Integrando (4.12) de 0 a t. resulta

r f -
/ —C-ED“"E:. (t)ds <0,
Jo ds

entdo, ePENE, (t) — E.(0) < 0.

[Sv]
=1



Concluimos entao que

B () = Ba () e 2, (4.13)

Observamos que quando ¢ — 07, da defini¢do de E. (¢). resulta que E. (0) converge para

E (0), portanto de (4.7) e (4.13) temos que

ou seja,

onde B (z) = 29 isto &, a energia do sistema ( 1.1) decai exponencialmente. ou seja.
Ci(e)

E(t) < Ce™™,

onde C' é uma constante que depende da energia no tempo inicial, e ¢ é uma constante positiva.



Capitulo 5

Apéndice

Apéndice I - Teorema de Lumer-Phillips
Nosso objetivo neste capitulo ¢ demonstrar o Teorema de Lumer-Phillips utilizado na
demostracdo de existéncia e unicidade de solug¢do do sistema de ondas elasticas (1.1).

Faremos inicialmente um estudo de alguns resultados da teoria de semigrupos. necessarios

para a demonstracao deste teorema. Iniciamos com a definicao de semigrupo.
Definicao 5.1 Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores lineares limitados
T (t): X — X definida para cada valor do parametro t > 0. € um semigrupo de operadores
lineares limitados de classe Cy em X, se:

1) T(0) =1. onde I € o operador identidade em X.

1) T(t+s)=T(t)T (s) para todo t,s > 0.

1) tl_i'%lr (T ()-1)z|| =0 ¥ zelX.

Definimos o gerador infinitesimal do semigrupo 7 (t) como sendo o operador linear A dado

por:



TH)a—z a7 (z)
t T dt

Az =lim
1—0

=

paraz € D (A) , onde D (A) é o dominio de A, dado por :

D(A) = {I € X, lin‘é T—(t-):——:{ eﬂsiste}

Daremos a seguir alguns resultados béasicos necessarios para a demonstragao do Teorema
de Lumer Phillips.

Proposicao 5.1 Seja T (t) um semigrupo de classe Cy. Entao existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que ||T (t)|] < Me** para 0 <t < 0.

Demonstragao: Mostraremos primeiramente que existe um n > 0 tal que ||T ()| < M
para 0 < t < 7. De fato, se isto ndo acontecesse existiria uma sucessdo (t,) onde ¢, > 0
e nii_ngotn =0, tal que [T (¢,)]] 2 n ¥ n € N. Mas entao, pelo teorema da Limitacio
Uniforme ( cujo enunciado e demonstracéo encontram-se em [1]) ||T (¢,) z|| ndo seria limitado
para pelo menos um z € X; contradizendo (iii). Assim ||T (¢)|| < M para 0 <t < 5. Além
disso. M > 1, pois ||T (0)]| < I, por (i).

Sejaw =n~!InM > 0. Dado t > 0 temos que t = nn + é para algum inteiro nao negativo

n e algum real & tal que 0 < § < n e pelas propriedades dos semigrupos, temos:

IT@1 = IT @+l =T (nn)T O = IT I" 1T (&)l

< M™l< MM™< MM7 =< M (e“")% = Me*t,

Observamos que quando w = 0 e M = 1, T é dito um semigrupo de contracao de

classe
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Proposigao 5.2 Seja T (t) um semigrupo de classe Cy e seja A seu gerador infinitesimal.

1) Sex € D(A) .entaoT(t)r e D(A) V t>0ce

%T@:AT@x:TULM‘ (5.1)

1) Sex € D(A), entao:

T(t)x—T(s)x=_/:T(u)Adu.=/:.»'1T(u)duA

1) Sez € X, entao :

frwmmepm)

t
T(t)z—z=A (f T(u-)xdu) ;
0
Demonstragao:

i) Sejam t > 0 fixado e h > 0, temos que

T+h)=T) TH)=1 o T(h)-1
A I = P T(t)l—T(t)(—h'—)I
quando h — 0; T (t) (%) z converge para T (t) Az ,x € D (A).

Logo, T'(t)z € D(A) e

ou seja, a derivada a direita de T (z) é T (t) Az.
Para provar (5.1) devemos mostrar que para t > 0 a derivada a esquerda de 7 (f) x existe

e éigual a T (t) Az, assim:
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1%{T(t)z~§(t—h)x _T(tmr]
= mr(“’h*h)i_m"h)“ ~T (= h) Az +T(t - h) Az — T (t) Az
= limT (¢t - h) [z—(!—l—)-}::—:—x—:‘lr] +;¢ivrwr6(T(t—h)Ax—T(t).-‘l:r),

(5.2)

temos, pela Proposicdao (5.1) que ||T (t — h)|| é limitado para 0 < h < t, e como = € D (A), o

primeiro membro da expressdo (5.2) vale zero: além disso, por T ser de classe Cy, T (t — h) Az

converge para 1T (t) Az.

Logo:

4+
-&;T (z) =T (t) Az.

ii) Integrando (5.1) de s a ¢, em u, obtemos:

t g ¢
T(s)—:r(f.)=[ L (u)xduz/ AT (u) zdu
s du 5
iii) Sejaz € X e h > 0.
Entéo:
T(h)—1 [t 1 gt 1t
——(—;)1-——-]01"(3)::0!5 — EAT(h-i—s):rds—E/;T(s)xds
1 pt+h 1 rt+h ; 3
= E./h T (u)xzdu — EA T(u—h)zdu
1 t+h 1 h
= Eﬁ T (&) s — }Tfo T (s) zds,

e quando h — 0, o membro da direita desta igualdade tende para T' (t)x — x.

Proposicao 5.3 Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo T (t) de classe Cy.

D (A) é denso em X e A € um operador linear fechado.
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Demonstragao: Sejam 7 um semigrupo de classe Cp e A seu gerador infinitesimal.

Para todo z € X . consideremos:
1 rh
Ty = —/ T (s)ds
t Jo

temos, pela Proposicao (5.2 iii) que z, € D (A) e como z; converge para r quando t — 0.

o fecho de D (A) é igual a X.

Vamos mostrar que o operador A é um operador linear fechado. Consideremos (z,).
n € N uma seqiiéncia de elementos de D (A) tal que z,, — = e Az, — y quando n — oc. Pela

Proposigao (5.2 ii), temos:
t
T 2y — g = / T (&) Az, ds. (5.3)
0
Mas pela Proposicdo (5.1), existe M > 0 tal que ||T (¢)|| < M ¥ t > 0, assim:

IT (t) Azn — T (t) yll < IT @) | Az, —yll £ M [[Az, —y||.

isto é, T (t) Az tende a T (t) y uniformemente.

Portanto, no limite, quando n — oo, temos por (5.3)

i
Ttz—z= /(; T (s) yds.

Dividindo ambos os membros por ¢t > 0. temos:

Tto—-—2z 1 rt
—_— =T d
=y T vas
e fazendo t — 0
Ttz —x o1 gt _ B
ll_naf—lg%;.oj‘(éjyds—y.
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Resulta dai que z € D (A) e Az = y. Logo A é um operador fechado.

Definigao 5.2 Seja A um operador linear de X. O conjunto dos valores de A € C para o0s
quais o operador linear A\I — A € inversivel e seu inverso € limitado e tem dominio denso em
X, € dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A). O operador linear (I — AA)™".

representado por R (X, A) € chamado resolvente de A .

Com esses resultados e defini¢ées vamos demonstrar o Teorema de Hille-Yosida. O resul-

tado desse Teorema é necessario para a demonstracao do Teorema de Lumer-Phillips.

Teorema de Hille-Yosida: Para que um operador linear A. definido em D(A) C X e

com valores em X. seja o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy. € necessdrio e
suficiente que:

i) A seja fechado e D (A) = X.
i) O conjunto resolvente de A. p(A) contém R* e YA >0 [[R() A)| < 1.

Demonstracgao : Vamos mostrar que as condigoes sao necessarias.

i) Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C entao. pela Proposicao

(5.3). A é fechado e D (A) é denso em X.

ii) Para A > 0 e r € X, consideremos

R(.\};;-z/c e~MT (¢) zdt:

Como o integrando é continuo. R (A)z existe como integral imprépria. no sentido de

Riemann.
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Além disso. R (A) € um operador linear limitado. pois
o 1
IRl < [~ e™IT () alldt < 5 ]

Temos, para h > 0

T (h) —1I

- R{X)yz = %meE_At(T(t+h)I+T(t)I)dt

1 > s N
= — T(t+h)zdt+ — T
hfo e (t + h)zdt + hfo e (t) zdt

e |

= g fw At
= e T (t) zdt — — T () xdt.
/0 (t) L ® (t)z

h

Tomando o limite quando h — 0, temos :

[ —1 e ., g
mjl - foe T(t)xdt—?A e T(t)z:afr}
resulta AR(A\)z—2 V z€Xel>0;logoR(\M)z€D(A) V zeXe:
AR(\) =AR(\) —1I

entao:

AR(A) —AR(\) =1

Il

ou seja.

(A= AR\ =1.

Para r € A e pelas Proposigdes (5.2 iii) e (5.3), temos:

R(A\) Az = f e—*IT(t)Amdt:fo e AT (t) zdt
0

oo (= =]
= / Ae™T (t) zdt = A/ e T (t) zdt = AR (\) z.
0 0
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De (5.4) e (5.5) segue que
RMNA-X)z=z Y zeD(4),

ou seja

RMN=M-4)"'=R(\A4) ¥V A>0.

Logo:

1R (A A <

>~’| —

Mostraremos agora que as condigoes ( 1 ) e ( ii ) sao suficientes :

A demonstragao da suficiéncia consiste em tomarmos:
Ax=MR(NA) = A(AR(MA) =) =XNR(XA) - Al

e mostrarmos que o semigrupo e'** tem como limite forte, quando A — oc. um semigrupo de
classe Cy cujo gerador infinitesimal é A.

a) Em primeiro lugar, vamos mostrar que

lim Az = Az, ze€D(A).

h—om

Por definicao.

RMNAY(M —A) =1

entao:

AR(M A)—I=R(\A)A,

esex € D(A),

IAR(). A)z ~ 2l = [R (A, 4) Az]| < 5 ]| Az]) — 0
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quando A — oo, isto é,

lim AR (A, A)z =2, ¥ z€D(A).
A—oc
Mas, por hipétese D (A) é denso em X e
IAR (A, A)] € 1

segue dal que

lim AR(A,A)z=z, V¥V z¢€lX.
A—oco

Logo, levando em conta que Ay = AR (A, A) A, para cada z € D (A) temos:

lim Axz = lim AR (X, A) Az = Az. (5.6)

b) Da defini¢@o de A) e das hipéteses temos:

”et.‘l,\

H(PROA)=AT) ” _

oAt He,\-:R(A.A)

2,1 " 1
’ < =M AR(A A < B-,\aem.; &7, (5.7)

e portanto, e** é um semigrupo de contracoes.
c) Mostraremos agora que e'* tende fortemente para um operador linear limitado quando
A — oo. Como para cada A e cada p. R (A, A) comuta com R (p. A) temos que A 4, = A, 4,

e consequentemente, pela Proposi¢ao (5.2i) e por (5.7). temos:

HEL-L\I - etA"(fC

Ld tsAy .t
s (1-s)A
/0 o (e g “3:) ds

1
A

IN

et ret1=9)Au (47 — .4,“3:)H ds < t||dxz — Az
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Sejax € D (A), entdo

”et“"‘:c - EtAﬂx

| < tllAxz— Al

< t||Axx — Az|| +t||Az — Auz|| Vz € D(4).

entdo por (5.6), tem-se que He""‘*x — ety

‘ converge para zero quando A, y — oo

Logo V z € D(A), e converge uniformemente em intervalos limitados. Visto que

D (A) é denso em X e ”e““*

< 1, segue que

lim &> =T (¢)2vV z € X. (2

A—oa

wr
o0
—

d) Vamos demonstrar que 7T (t) € um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A.

Assim:

TO)z = Alim ey = 7
—00
T+s)z = lim ez = lim " M =T (#)T (s)z
A—oo A—00

paracadar € X et,s > 0.

Além disso, T (t) z é o limite uniforme de e'*, que é continuo e He"‘““" “ < 1. portanto T é

um semigrupo de contracgoes de classe Cp em X.

e) Para concluirmos a demonstragao, nds precisamos mostrar que o gerador infinitesimal

de T (t) é A.

De (5.8) e da Proposigao (5.2), vem:

t t
T(t)z -z = lim (2 —z) = lim [ e Aszds = [0 T (s) Azds.

A—oc A—oc o
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Da iltima igualdade segue que e!** A,z converge uniformemente para T (t) Az em inter-

valos limitados. Seja B um gerador infinitesimal de 7" (¢) e seja z € D (A)

N s t
W = T [ T (u) Azdu = Az,

Bz = lim
t—0 t—0 ¢

Conseqiientemente A C B.
Visto que B € o gerador infinitesimal de T segue da condicdo necesséria que 1 € p(B).

Pela hipdtese ( ii ) temos que 1 € p(A), como B 2 A,
(I-B)D(A)=(I-A)D(A) =X,
o que implica que :
D(B)=(I-B)'X =D(A).

Logo A = B e, assim, A é gerador infinitesimal de T'.

O que estudaremos a seguir é uma outra caracterizagido dos geradores infinitesimais dos
semigrupos de contragoes lineares de classe Cy. devido a Lumer e Phillips, o que segue algumas

consideracoes que faremos agora.

Definicao 5.3 Sejam X um espago de Banach.X™ seu dual ¢ (.,.) e a dualidade entre X e

X*. Para todo x € X definiremos o conjunto dualidade F (z) C X™ por
- * * i 2 * 2
Fle)={z"e X" tal que (z.2%)=|z]*=|z"|*}.

O Teorema de Hahn-Banach, (cujo enunciado e demonstragio encontram-se em [6]). nos

garante que F (z) # o0 V z € X.
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Definigdo 5.4 Um operador linear A € dito dissipativo se para todo x € D (A) existe um
z* € F (z) tal que R (Az,z™) < 0.
A proposi¢ao a seguir nos dd uma caracterizagao usual dos operadores dissipativos.

Proposicao 5.4 Se um operador linear € dissipativo entao ||Ax — Az| > Al|lz| para todo

ze€D(A)er>0.

Demonstragao: Sejam A um operador dissipativo,para A > 0ez € D (A). Sez" e F (z)

e R(Az,z*) < 0, entdo:

Az — Az|| llzl] > [(Az — Az.z7)]|

> Rz - Az.z") > Azl

Teorema de Lumer-Phillips: Seja A um operador linear com dominio D (A) denso em X .
A € dissipativo e existe um Ag > 0 tal que Im (Mol — A) = X, se e somente se, A € um gerador
infinitesimal de um semigrupo de contragao de classe Co em X . Além disso. para todo x € A
e todoz™ € F(z). R{Az.z*) <0.

Demonstragao: Seja A > 0, como A é dissipativo pela Proposicao (5.4) resulta que:
Az — Az|| > Ajz|l YA>0 e z€ D(A). (5.9)

Por hipétese Im (Aol — A) = X. segue de (5.9) com A = Ag que (Agf — A')‘I é um operador
linear limitado portanto fechado. Mas entdo Aol — A é fechado logo também A é fechado. Se
Im (M — A) = X para todo A > 0 entdo p(4) 2]0,00[e R (). A) < 1 por (5.9). Segue entdo
do teorema de Hille-Yosida que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de

classe Cp em X.
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Para completar a demonstragao devemos mostrar que :
Im(AI-A)=X Y A>0.
Consideramos o conjunto :
A={A0<A<oc € Im(M-A)=X}.

Seja A € A, por (5.9), A € p(A) resulta que A = p(A) N (0, 00) ndo é vazio e como p(A)

é aberto, A em (0,00) . Por outro lado, seja A\, € A, A, — A > 0. Para todo y € X existe um

z, € D (A) tal que

XiBs.— AZw= . (5.10)
Por (5.9) segue que ||z,]| < 1= |lyll £ C para algum C > 0 e ainda:
Am1zn = Zmll £ | A (20 — 2m) — A (20 — z)|| - (5.11)
Da definigdo de z,, vem:
AnZn — AmTm — A(Zp —zpm) =0
€ portanto
)\nIn = /\,-,.I',—_.—_. + /\n_.l'm — Amxm = .4 (:En == :I:n;_) = O
e assim
)\n (xn T g (/\n - /\m) = A (In =N Im) =0
Logo
Malzn — zw)— Alzn— 2wm) = (X — Xa) 2o (5.12)
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De (5.11) e (5.12) vem:

Anlign — 2wl < ”'\m = /\n“ Im

< Pm=Anlllznl| £C |Am = Anl

donde tendo em vista que A\, — X > 0, segue-se que (z,) € uma seqiiencia de Cauchy. Seja
2, — z. Como A, — A temos por (5.10) que Az, — Az — y. mas como ja foi visto. 4 é
fechado, z € D(A) e A\x — Az = y. Portanto I (\l — A) = X e A € A. Desse modo A é
também fechado em (0,00) e visto que Ag € A por hipétese A # ¢, e portanto A = (0, oc).
Isto completa a demonstragdo da primeira parte do teorema.

Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo 7 (t) de contragdes de clase Cy em X.

entao pelo teorema de Hille-Yosida p(A) 2 (0,00) e, portanto:
Im(Al-A)=X V A>0.
Além disso,. se z € D (A), 2™ € F (z) entdo
(T () 2,2 < IT @) ll ") < ||
e portanto
Im(T (t)z —z,2%) =Im (T (t)z.2") = ||z)> < 0
Dividindo a igualdade acima por ¢t > 0 e fazendo ¢t — 0 resulta:
Im(Az,2") <0 V z" € F(z),

0 que completa a demonstragao.

Para a demonstracio do Teorema de Lumer-Phillips usamos como referéncia (211 e [9



Apéndice II - Lema de Lax-Milgram

Nesta secdo, faremos a demonstracdo do Lema de Lax Milgram que foi utilizado no
capitulo 3. para mostrarmos a existéncia e unicidade de solug¢oes do sistema de ondas eldsticas
(1.1). Faremos inicialmente algumas consideragbes sobre formas bilineares e o Teorema de
Riesz-Frechét.

Seja V' um espaco de Hilbert, com produto interno ((.,.)) e norma dada por ||.||. Vamos
indicar por V' o dual de V.

Seja a (u.v) uma forma bilinear em V., isto é, a funcdo a : V x V — R que a cada
(u,v) € V x V associa a (u,v) € R é linear em cada coordenada.

Dizemos que a(u,v) € continua se existe uma constante M > 0 tal que
la(u,v)| S Mlul||llv]]l V w,veV.

Dizemos que a forma bilinear a (v.v), wu,v € V é coercivaem V se existe a > 0 constante,
tal que, a (u,v) > a |v|>

Seja f:V — R que a cada v € V associa (f.v) € R uma funcao linear e continua em V.
isto €, existe uma constante ¢ > 0 tal que |(f,v)| < cllv]] ¥V v €V, entdao f eV’

O teorema da Representagao de Riesz-Frechét nos diz que num espago de Hilbert V., dada
f € V' existe um tinico p € V tal que {f,v) = (p,v) V veVelply=I|fl-

Utilizamos este resultado na demonstracdo do Lema de Lax-Milgam.

Lema de Lax-Milgram: Seja V' um espago de Hilbert ea : V x V. — R uma forma bilinear.
continua e coerciva. Entdo para toda forma linear continua f em V., isto €. f € V'. existe um

unico u € V tal que a(u,v) = (f,v) Y veV.
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Demonstragao: Seja f : V — R uma forma linear e continua, pelo Teorema de Riesz-

Frechét resulta que para cada f € V' existe um tnico vy tal que:

f)=(fv)=((vs,v)) V veV

llogll = [1f 11y
Seja
P s Y
f = Tr=vy

T é um isomorfismo isométrico, de fato:

(@) )
ol oy o~ Ml

v#0veV

ITll, = sup
vE0 eV

Entdo podemos escrever:
(fo)=((Tr.v)) V veW
Fixado wu €V, seja
9u(v) = (gu.v) =a(wv) V veV
entao g, : V — R é uma forma linear continua em V. isto é,
lgu (v)| = la (u,v)] < clul |lv].
Assim
lguw:vlly S cllull e lgu(v)l < E|vfl.
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Logo existe z € V tal que:
9u (v) = (gu, v) = ((z,v)) -
Deste modo fica definida uma aplicagao:

AV — v

&
Il
.
ey
=~

entao

a(u,v) =gy (v) = ((Au,v)) V u,veV

Temos que:

a) A é linear e continua,

De fato:
lgu (v)] a(u,v
lAully = lzlly = lgullys = sup " ot or laliy
v=0vev |l vovev  ||vll

pois a (u, v) é continua.
b) A é injetiva:

Como a (u.v) é coerciva e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz resulta que:
allvl? € a(u,v) = ((4v.v)) < Av|| o] ¥ veV.

ou seja,

aflv]l < f|Av]| (5.13)

Se [|Av|| = 0, como 0 < a |[v]|* < ||Av|| temos |jv]| = 0. entdo v = 0. o que prova que A é

injetiva.



c) A é sobrejetora.
Mostraremos que A é sobrejetiva, isto é, A (V) = V. Para isto precisamos mostrar que:

i) A(V) é fechado em V.

ii) A (V) =V, o que é equivalente a mostrar que o perpendicular de A (V') . dado por
AWI*={ueV/((wv)=0 ¥ veA(V)}

€ 0 espaco nulo.
i) Vamos mostrar primeiramente que A (V') é fechado:

Seja A (V') o fecho de A (V') e (Av,) uma seqiiéncia de elementos de A (V') tal que

lim Av, =w, we€V.
n—00

Por (5.13) resulta que [|Av,|| > a |lv.]|, logo como A é linear, resulta:

|Av,,, — Avpll = |[A (vm —wn)|| Z alltn —vm|]| ¥V n,meN
portanto (v,) é uma seqiiéncia de Cauchy em V. Seja v = Jim v,, como V € continua.
lim Av, = Avem V
n—oc
i1) Vamos mostrar que A (') é denso em V.

Temos A (V) C V. Seja vg € V tal que:

((vg.v)) =0 V veA(V)

portanto:

((vo, Av)) =0 V ueV.
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Tomando-se u = vy, implica ((vg, Avg)) = 0, logo a (vg,v9) = 0 e, portanto, vg = 0. Isto
mostra que 4 (V) =V e A é sobrejetora.
Sendo A injetora e sobrejetora, existe A~} : V — V tal que A~ é linear e continua.

De fato, da coercividade de a (u,v), resulta que
NAul| > allul| V ueV (5.14)

Como A é sobrejetora, dado u € V existe v € V tal que Au = v, logo u = A7l

Substituindo em (5.14) resulta:
-1 1 .
HA ’a‘.” <=l ¥ veV,
a

logo A~! é limitada. Sendo A~! linear e limitada A~! é continua.
Concluimos entédo que existe u € V tal que Au = T o qual é dado por u = A™'Ty
Devemos mostrar que a solugdo do problema variacional: achar u € v tal que
a(u,v) = (f.v) = ((vf.v)) V v € V, sendo f € V' é tinica. Para isso suponhamos que

existam u, u™ € V' solugdes da equagao a (u.v) = (f,v) . temos que:
a(u.v)—a(u",v)=0,

ou seja,

a(lu—u"v)=0 VY ueV

Tomando v = u — u™ e como por hipétese a (.,.) é coerciva. temos:

O<aflu-v[’<a(u—u u—u")=0,



portanto

llu = || =0,

logo u = u” assim existe um tnico u € V tal que a (u,v) = (f,v) para todo v € V.

Para a demonstragao do Lema de Lax-Milgram usamos como referé ncia [17]

48



Referéncias

8]

Adams, R. A. ,Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

Assila, M., Strong asymptotic stability of isotroptic sistem with internal damping, Acta.

Sci. Math., (to appear).

Achenbach, J. D.. Wave Propagation in Elastic Solids, North-Holland Publishing Com-

pany. New York, 1973.
Bachman, G. and Narici, L. , Functional Analysis. Academic Press. New York. 1966.

Bisognin. E., Charao, R. C. e Bisognin, V.. Decaimento ezponencial das solucoes do

sistema de ondas elasticas com dissipacao nao linear localizada. 510 Seminario Brasileiro

de Analise (2000), 377-382.
Brézis. H. . Andlisis Funcional. Alianza Editorial. Madrid. 1984.

Charao, R. C., On the principle of limiting amplitude for pertubed elastic waves in 3D.

Bolletino U.M.I., (7 )10-B (1996). 781-797.

Charao, R. C. and Menzala. G. P.., On Huygen's principle and perturbed elastic waves in

3D, Differential and Integral Equations, 5 (3)(1992), 631-646.

49



[11]

[12]

[13]

[14]

15)

[16]

[18]

Gomes, A. M., Semigrupos de Operadores Lineares e Aplicagoes as Equacgoes de Evolugao.

Textos de Métodos Mateméticos, n% 19, IM-UFRJ, Rio de Janeiro. 1985.

Kapitonov, B., Decrease of a solution of an exterior boundary value problem for a system

elasticity theory, J. Differential Equations, 22(1986). 332-337.

Komornik. V.. Rapid boundary stabilization of the wave equation, SIAM J. Control and

Optimization, 29(1)(1991), 197-208.

Kreiysizig. Functional Analysis with Applications, Wiley, N Y, 1989.

Lima, E. L.. Curso de Analise, Vol. 11, Projeto Euclides-IMPA. Rio de Janeiro, 1995.

Lima, E. L.. Espacos Métricos, Projeto Euclides-IMPA, Rio de Janeiro, 1977.

Martinez, P.. Decay of solutions of the wave equation with a local highly degenerate dis-

sipation. Asymptotic Analysis, 19(1999), 1-17.

Medeiros, L. A., Iniciagao aos Espagos de Sobolev e Aplicagoes, Textos de Métodos

Matematicos, n2 16, IM-UFRJ. Rio de Janeiro, 1983.

Medeiros. L. A. e Miranda. M., Introdugao aos Espa¢os de Sobolev e as Equagoes Difer-

enciais Parciais, Impressos do IM-UFRJ, Rio de Janeiro, 1988.

Medeiros. L. A., Teoria Espectral em Espacos de Hilbert. Textos de Métodos Matematicos.

n2 04, IM-UFRJ. Rio de Janeiro. 1988.



[19]

[20]

21]

Menzala. G. P., Large time behavior of elastic waves in inhomogeneous medium, Bolletino

UML 7 3-B(1989), 95-108.

Nakao. M., Stabilization of local energy in an exterior domain for the wave equation with

a localized dissipation, Journal of Differential Equations. 148 (1998). 388-406.

Pazy, A., Semigroups of linear operators and applications to partial differential equations,

Springer-Verlag, New York, 1983.

Pereira, D. C. and Menzala, G. P., Ezponential decay of solutions to a coupled system of

equations of linear thermoelasticity, Comp. Appl. Math., 8(1989). 193-204.

| Reed, M. and Simon, B., Functional Analysis, Academic Press, 1980.

Renardy. M. and Rogers. R. C., An Introduction to Partial Differential Equations,

Springer-Verlag, New York, 1993.
Rudin, W. Functional Analysis, MacGraw- Hill, 1973.

Yosida, K. Functional Analysis. Springer-Verlag, Berlin, 1965.



r‘
GRAFICA
A 4« UFRGS

Impressao: Grafica UFRGS
Ruz Ramiro Barcelos, 2705 - 1V andar
Fone: 316 3088 Fax: 316 5083 - Porto Alegre - RS
E-mail: grafica@vortex.ufrgs.br



