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INTRODUCAO

Seja R um anel Noetheriano reduzido com anel to-
tal de'fragdes Q(R) . Se R tem dimensao um, o  Teorema
de Krull-Akizuki afirma que Q(R) & tal que todo sub-anel en-
tre R e Q(R) & Noetheriano. Uma questao natural & saber se
este resultado vale para anéis reduzidos de dimensao maior que
um. .

No primeiro capitulo, depois de mostrarmos que ele
nao vale, procuramos um substituto para Q(R) .Seguindo Matije
vic, introduzimos o conceito de transjformada globat T(R) , de

finido por T(R) ={f ¢ Q(R)|J My,...,M ideais maximos de R

tais que £M "‘Mt < R} . Mostramos gue todo sub-anel entre

17
R e T(R) & Noetheriano; em dimensao um, T(R) =Q(R) , e por-
tanto ftemos uma generalizacao do Teorema de Krull-Akizuki. Es-
tudamos também o problema da "maximalidade" de T(R) quando R
€ um dominio; mostramos que T(R) & "maximal" se, e somente se

o fecho inteiro de R estad contido em TI(R) ; mostramos que

T(R) €& "o maior possivel" se R & inteiramente fechado. No



decorrer de nosso estudo, mostramos que se A e um sub-anel

entre R e O(R) , entao todo anel entre R e A & Noethe-
riano se, e s® se, para todo sub-anel R entre R e A e pa
. _ 3 . 2 S
ra todo xR , nao divisor de zero, %ﬁ e um R-modulo finito.
Observamos ainda que, no caso de R ser um dominio
Noetheriano de dimensao 2, se R* = //*\\ Rp entao,R*c T (R)
altp=1
P. Spec R

conseqlientemente, R* & Noetheriano; isto responde a uma per-
gunta antiga de Krull.

No segundo capiltulo, estudamos algumas pronriedades
da transformada global T(R) no caso de R ser um dominio
Noetheriano de dimensac maior que um. O resultado principal a-

4
firma que T(R) & inteiro sobre R se, e s6 se, o fecho in-
teiro de R nao possui ideais maximos de altura um; isto se
obtém a partir de um resultado devido a Nishimura: se R é lo

cal, gptao T(R) & uma localizaqéo de uma "certa" extensao in
teira de R . Estudamos também a estrutura de ideais primos de
T(R) . Mostramos gue se P & um ideal primode R ndao maximo,entao
existe um Gnico primo @ de T(R) que contrai a P ; para es
te Q temos RP==T(RJQ ; mostramos ainda que se M é um ide-
al maximo de R com altura maior gue um, entao existe um ide-
al maximo de T(R) com a mesma altura que M gue se contrai

a M , e que cada ideal maximo de T(R) se contrai a um ideal

maximo de R ; disto se obtém que dim T(R) = dim R .



I - SOBRE A PROPRIEDADE NOETHERIANA DOS
SOBREANEIS DE UM ANEL R

Se R & um dominio Noetheriano com corpo de
4
fracoes K , uma questao natural & saber se todo o dominio com
preendido entre R e K €& Noetheriano.

O classico Teorema de Krull-Akizuki responde

afirmativamente esta questao, se dimR { 1 .

Vit TEQREMA DE KRULL-AKIZUK1: [7, Teorema 93]

Seja R um dominio Noetheriano com corpo de fra-
goes K . Se dimR ¢ 1 entao todo subanel entre R e K &

Noetheriano.

Este teorema sera obtido como caso particular de
uma teoria mais geral que vamos desenvolver. Cabe agui pergun-
tar se o resultado € valido para um dominio R com dimR 3 2.
Verificamos que, na realidade, o resultado & sempre falso, con

forme mostra a proxima proposicao.



1.2 PROPOSICAQ:

Seja R um dominio Noetheriano com corpo de fra-
coes K . Se dimR - 1 , entao existe um dominio nao Noethe-

riano entre R e K

Prova:

Suponhamos gque dimR - 1 e gue todo o dominio
entre R e K seja Noetheriano. Sejam P e Q ideais pri-
mos distintos de R com (0)cPcQ . Tomemos x:¢ P , x#0 e

Yye€Q , y nao pertencentea nenhum ideal primo minime de x . Se

ja T=R[x,§,—x-,...,—§.—, ] &8 = lgat, L G g e
Yy 2 i ’ y 38
i Yy ¥ ¥
Como RgTgK entao, T & um dominio Noetheriano, portanto, I
€ um ideal finitamente geradc. Temos assim que, para algum
X X X :
keN , I =(x,=,...,—) . Uma vez que —F—sE1 , existem
y k k+1
Y b4
. ? ' % X
ao, al, "'ak elementos de T tais que Yk+l = a0x+alv+...+
b4 _ xi
a, % logo, 1=y.f1 , com flr T . Portanto, l=y(a+ I ai.——.)
Y isg I yj
>0
com a e aij elementos de R . Entao, tomando m=rnax{j/aij;£0}
segue gue ym(l -ay)e xR . Com isto, concluimos que, para al

t i ~ - :
gum teN , (l-ay) ¢ xR , ja que y nao esta em nenhum ideal
primo minimo de x . Como xR€Q , temos que 1-vya: Q, o que

€ um absurdo pois y+ Q@ e Q €& um ideal primo proprio de R.

A

Observe que, dado um anel Noetheriano R com anel



total de fragoces Q(R) , sempre existe um subanel B , entre
R e Q(R) , tal que todo o subanel entre R e B seja Noe-
theriano. Basta tomar B=R ou B um R-modulec finite. Em
vista disto e da Proposigao (1.2) & natural questionar a exis
téncia de um maior subanel B com esta propriedade.

Para facilitar a linguagem fazemos a seguinte de

finigdo:

. 3 DEFINICAOQ:

Seja R um anel com anel total de fracoes Q(R).
Seja ? um subanel entre R e Q(R)

Dizemos que (R,B) & um par Neetheticane se todo
o subanel entre R e B & Noetheriano; dizemos que o par
Ncetheriano (R,B) e maximal se B&<C<OQ(R) e (R,C) & par

Noethegyiano implica que B=C ; dizemos que (R,B) & o maL o

par Noetheriano se & o Unico par Noetheriano maximal.

Observemos que para dominios Noetherianos de di-
mensao maior que um, nem sempre existe um maior par Noetheria

no, como mostra o exemplo seguinte.

1.4 EXEMPLO:

Seja R um dominio Noetheriano de dimensao dois,
tal gque, entre R e seu fecho R existe um dominio nao Noe-
theriano [9, Apendice, Exemplo 4?. Suponhamos que exista um

maior par Noetheriano (R,B) . E claro que ﬁzi,B .Seja xsR\B.



Como R[x] & um R-médulo finito, (R,R[x]) & um par Noetheria
no, conseqllentemente, R[x]g:B , O que nao pode acontecer visto

que x¢gB .

Em virtude deste exemplo, devemos nos restringir a
perguntar se, dado um anel Noetheriano R com anel total de
fragﬁes Q(R) , existe um subanel B , entre R e Q(R) demo
do que (R,B) seja um par Noetheriano maximal. Vamos procurar
um anel B que, no caso de R ser um dominio Noetheriano uni
dimensional, corresponda ao corpo de fragoes de R . Desta for
ma, teremos uma generalizacao do Teorema de Krull-Akizuki. E

com este objetivo que Matijevic introduz o conceito seguinte:
o

.5 DEFINICAQ:

Seja R um anel Noetheriano com anel total de fra

goes Q(R) . A transformada global de R & T(R) = {xe Q(R) /

HMl,...,MtE SpecMax R , xM; ... M cR}.

A idéia de definir T(R) como acima surge, segun-
do o proprio Matijevic, da observacao do Teorema de Krull-Akizuki.
Notemos que, quando R & um dominio Noetheriano unidimensio-
nal com corpo de fragoes K , T(R) =K . De fato, tomando y€K

temos que y==% com a,bgR , b#0 . Sejam Ml""’Mt os ide

ais primos associados a b . Tais ideais sao em numero finito,
pois R & Noetheriano e sao maximais pois R & unidimensio-

nal. Temos que Y(b) =M ...NM_=M M, |[1,Proposicao 1.10]

RN

logo para algum keN (M, ... Mt]kg (b) portanto,ydml..J%)%;R.

1

Para dominios Noetherianos podemos obter uma nova



caracterizacao da transformada global, o que estd feito na pro

xima proposigao.

1.6  PROPOSICAO:

Seja R um dominio Noetheriano e B = {P: SpecR/

P nao & ideal maximo de R} . Temos que T(R) = /7 \ R, -
P e B

Prova:

Se B = ¢ , entao /—\%:K=T(R).

Pe B

Consideremos agora o caso B# ¢ . Observemos inici

almente que, dado um ideal P« B , % f Rp se, e somente se, exis
-

tem reR e s: R\P tais que i:_: ou seja, (b : a)¢P

Mostremos que T(R)S 7 \ RI’ . Para isto, notemos
Pr B

que, % e T(R) se, e somente se, existem Ml,...,Mt Spec Max R
> &

tais que T Ml ...Mtg__R ; isto e, aM, ...MtgbR i ou seja ,

My e Mtg (b:a) . Entao, & claro que, se P & um ideal prime

de R gque nao & maximo, devemos ter {b;a)gﬁP pois, do contra

rio, teriamos que, para algum i , lg¢ic<t , P:Mi . Decorre da
observagao feita no inicio que % g By s
Pe B

Mostremos agora que < \ R,c T(R) . Para isto, to

PeB
memos % &9 Yy R, . Decorre da observacao inicial que, qualquer
PeB
que seja o ideal primo Pe B , {b:a}%P . Temos entao dois ca-

sos a considerar:

a) Os lnicos ideais primos que contém (b:a) sao ideais maxi-



mos. Entao, como R & Noetheriano, temos um namero finito de

L t
tais ideais, digamos M;,...,M_ e V(b:a) = N\ M, . Segue dai

% i=1

e do fato de ser R Noetheriano que, para algum k e N,

(o

[ m M.]k = [A M.]kc: (b:a) . Portanto, = ¢ T(R) .

o i e id = b

i=1 i=1
b) (b:a) =R . Neste caso, 1 ¢ (b:a) logo, -g r R portanto,
a

A

) COROLARIO:

Se R & um dominio Noetheriano com fecho inteiro

R e B & um dominio Noetheriano entre R e R ,entao T(R)<T(B).
4

Prova:

Seja P' wum ideal primo nao maximo de B e seja

P=P'"\R . Entao, P & um ideal primo nao maximo de R , uma
-

vez que B & uma extensao inteira de R . Logo, T(R)= 7N Pb

Qe Spec R
O # Spec Max R
gRP(;BP, . Portanto, T(R)& 7N B.; » ou seja, T(R})ST(B).
v P
P'e Spec B

P'¢ Spec Max R

Um dos objetivos deste capitulo serda mostrar que
(R,T(R)) & um par Noetheriano, se R for um anel Noetheriano
reduzido, isto &€, sem elementos nilpotentes nao nulos. Este re
sultado generaliza o Teorema de Krull-Akizuki. Um outro sera
investigar quando (R,T(R)) € um par Noetheriano maximal. Em

vista disso, sera conveniente caracterizarmos os pares Noethe-



rianos.

Observamos que, para provar o Teorema de Krull-
Akizuki, mostra-se inicialmente que, dado um dominio Noethe-
riano R , com corpo de fragoes K e dimR ¢ 1 , afirmar
que (R,K) & um par Noetheriano €& equivalente a afirmar que,
para todo o subanel A entre R e K e todo elemento nao
nulo xeR , A/XA & um R-mddulo finito [7,Teorema 93]. De
fato, esta & a equivaléncia que pode ser generalizada para do
minios Noetherianos de dimensao maior que um e até mesmo para
anéis Noetherianos reduzidos. Isto é o que faremos no proximo
Teorema, cuja prova €& uma adaptagéo da demonstragéo feita por

Wadsworth [12,Teorema 2].
<

1.8 TEOREMA:

Seja R um anel Neocetheriano reduzido, Q(R) seu
anel total de fragoes e D um subanel entre R e OQ(R) . O
par (R,D) & Noetheriano se, e somente se, para todo subanel
A entre R e D e qualquer gue seja x nao divisor de ze-

ro de R, A/xA é um R-modulo finito.

Antes de provarmos o Teorema, enunciamos e prova-

remos trés lemas que serao utilizados na sua demonstracgao.

1492 LEMA:

-

Se P é um ideal primo minimo do anel A , entao

todo o elemento de P & divisor de zero.

Prova:



Denotemos por U o conjunto dos divisores de zero
de A . Consideremos S={ablayZP e bg¢gD} . S & um sistema
multiplicativo de A gque nao contém zero. Seja Q um elemen-
to maximo da familia dos ideais de A que nao encontram S .
Q & um ideal primo de A [7,Teorema 1]. Afirmamos que P=QcD .
De fato, caso existisse xe¢Q\P , como x=x.1l com Xg¢P e
1¢D , teriamos xe¢S , 0 que contraria o fato de ser Q dis-
junto de S . Ja que P & um ideal primo minimo de A e QcP,
entao Q=P . Por outro lado, se existisse xtQ\D , como x =
l.x com 1¢ZP e x#D , teriamos xt¢S , o que & absurdo
pois QNS=¢ . Com isto, fica provado que PclD , logo, 0s

elementos de P sao divisores de zero.
4+

0 LEMA:

2 Seja R um anel Noetheriano reduzido com anel to-
tal de fragoes OQ(R) . Entao, dimQ(R) =0 e, se B & um sub-
anel qualquer entre R e Q(R) , o niumero de ideais primos mi

nimos de B e finito.

Prova:

Sejam PirewoyP os ideais primos minimos de R ,

t
que sao em numero finito pois R & Noetheriano. Como R €& um

anel reduzido, (0) =/(0)==/;\ P, . Pela unicidade da decomposi
i=1

gao primaria temos que o ideal (0) de R nao possui primos
imersos conseqtientemente, Q(R) tem dimensao zero e possui um

numero finito de ideais primos, uma vez que Q(R) =R GJP :
: i
i=1



Por outro lado, Q(R) também & o anel total de fracoes de B
logo, Q(R)::BD , onde D= {x¢<B|x nao é& divisor de zero de B}.
Entao podemos afirmar que existe apenas um numero finito de i-
deais primos de B que nao encontram D e assim, concluir que
B possui um numero finito de ideais primos minimos, ja que
qualquer ideal primo minimo de B nao encontra DU (Lema 1.9).

A

1.11 LEMA:

Seja B um anel reduzido. Se B possui um numero
finito de ideais primos minimos e, se para cada ideal primo mi

nimo P de B , % & Noetheriano, entao B & Noetheriano.
4

Prova:
Sejam Pl,...,Pt os ideais primos minimos de B .
£ g e
Temos que /" \ Pi==(0) pois, do contrario, teriamos um elemen
- F=i

B _ B

(0) 5
./Rpi
i=]

to nilpotente nao nulo em B . Entao, como B -

basta mostrar que —%B € Noetheriano para que pOssamos con
2408
=]
cluir a prova.
Mostremos por inducao em n gue, se ng t entao
—hB € um B-modulo Noetheriano.
Pi‘
i=1

Para n=1 a afirmativa é verdadeira pois, como
. - . - B - .
para todo i , 1<ist , por hipotese 5 € um anel Noetheria-
i
~ B - . —y
no, entao D e um B—-modulo Noetheriano.
i
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Suponhamos que seja valida para n - t . Seja
n
P=/ P, e tomemos a seguinte seqllencia de B-mbédulos
i=1
Pl 1 B I
00— - - -0 onde 1(x+PNP ) =
PﬁPn+l Pr\Pn+l Pn+l Bl
Iy = & =
x—be\Pn+l e L(X'+Pf\Pn+l) x+Pn+l Claramente esta e uma
P
seqliéncia exata de B-mddulos. Basta provar que §7$%LL— e
n+l
sao B-mddulos Noetherianos para concluir que - S
P PP
n+l n+1l

um B-mdédulo Noetheriano [1,Proposigao 6.3] e com isto termi-

nar a indugao. E, de fato isto ocorre pois,

€ um B-modu

Pn+l
Pn+]. - -
lo Noetheriano e PAD - © um B-modulo Noetheriano porque
4 n+1l
P P+P
= n+l ntl este Gltimo & um B-submédulo de B que, pe
r\Pn+l P P —

la hipotese de indugao & um B-modulo Noetheriano.

Passamos agora a prova do Teorema ja enunciado.

Prova do Teorema 1.§:

Suponhamos que (R,D) seja um par Noetheriano.Se

ja A um anel entre R e D e x um elemento de R , nao

E L

divisor de zero de R , isto é, £ Q(R) . Consideremos o anel

R+XA+. Como RcR+xXxAclAcgcD , R+xA €& um anel Noetheria-

no. Por outro lado, Ag;%(R+:<A) portanto, A €& um R+XA

modulo finito e, conseqilientemente, E%f e um B;::I\ modulo
; R+ xA - -

finito. Como A e um R-modulo gerado por 1+xA , te-

mos que € um R-modulo finito.

X A



11

Vale aqui cbservar que a hipotese de que R & um
anel reduzido nao foi utilizada nesta parte da demonstracao.

Mostremos agora que vale a reciproca. Seja A um
anel entre R e D . Como R & um anel reduzido entao A tam
bém o @. Pelo Lema 1.10 , A possui um numero finito de ide-

ais primos minimos entao, se mostrarmos que & um anel Noe

P
theriano para todo o ideal primo minimo P de A , decorrera
do Lema 1.11 que A é Noetheriano. Seja entao Q um  ideal

primo minimo de A . Vamos mostrar que todos os ideais primos

de % sao finitamente gerados [?,Teorema 8] . Seja J um ideal
primo de g . Podemos supor J# (0) . Seja J o ideal primo

de A tal que Q¢J e J= Afirmamos que J possui um

Ol

elemen4to nao divisor de zero de A . Para justificar esta a-
firmacao observemos primeiramente que pelo Lema 1.10, dimQ(R) =0.
Por outro lado, Q(R) também é o anel total de fracoes de A,
portan‘to, Q(R) =Ap 4 onde D={a:A|la nao & divisor de =zero
de A}_ . Se todos os elementos de J fossem divisores de ze-
‘0 em A , teriamos JND=¢ e, conseqlentemente, Q.Q(R) &

J.Q0(R) g Q(R) , o que contraria o fato de dimensao de Q(R) ser

zero. Seja bed , nao divisor de zero de A . Existem, x e

y em R tais que y nao é divisor de zero de R e b=—§ ’
Entao, x & um elemento nao divisor de zero de JNR . Pela
hipotese feita, o R-modulo % é finito logo, ;AT & um anel
Noethexriano; conseqllentemente, o ideal ;JX e finitamente ge

rado portanto, J & um ideal finitamente gerado e dai decorre

gue J=% & um ideal finitamente gerado.
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O proximo Teorema & devido a Matijevic [8,Teorema].
Como conseqliiéncia imediata teremos que, se R & um anel Noe-
theriano reduzido,entao (R,T(R)) & um par Noetheriano.

1.12 TEOREMA : [8,Teorema

Se R € um anel Noetheriano e A €& um subanel en

tre R e T(R) entao, para cada X R , nao divisor de zero,

B e um R-modulo finito.
X A

Prova:

Para provar que € um R-modulo finito, mostra

XA

remos que existe ntN tal que AcCR x " +xA , de onde decor-
4

R x—n + X A

€ um R-submédule de

rera que ——— - e, como e e
q ~ 5 =% ; ste € um

R-modulo Noetheriano, uma vez que é gerado como R-modulo  por

-n - .
¥ +xA , teremos entao a validade da tese.
- Inicialmente mostremos que, para cada a:+ A , exis
-k

te k20 tal que a: Rx +XxA . Tomemos ar A . Se aceR,bas
tz tomar k=0 . Podemcs supor entao que a ¢ A\R . Denotemos

por J o seguinte conjunto J=1{x+¢ R

xa+ Rt . Como acA e
A , por sua vez, & um subconjunto de T(R) , existe um namero

finito de ideais maximos de R , digamos Ml,...,Mt tais que

1 Mtc_:._R . Pela definicao de J concluimos que M
Consideremos o anel % . Observemos que, por ser R um anel
Noetheriano, ER também sera. Além disto, todo o ideal primo P
de —? é da forma =§ , onde P €& um ideal primo de R que

contém J . Como J2 M

aM ..M cJ.

1° =

l-ooMt;

P=Mi . Disto, decorre que todo o ideal primo de ? é um ideal

temos que, para algum i,lgigt,
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- R R =
maximo de 3 - Conseqllentemente, j € um anel Artiniano [l, Teo

rema 8.5]. Portanto, a seqliéncia de ideais (X)J““J (X237+J

... estabiliza-se.lLogo, para algum k >0 temos {xk} +J={xk+l)+J,
O que implica a existéncia de elementos r+« R e ji J tais
que i s g xk+l +3 . Dai, temos que ax® = gl iy i  ou se-

ja, a=arx+aj x-k , O que nos permite afirmar que ac¢ (Ax+Rx_k),

pois ajeR, vistoque j&Jd

XA\ R -

Mostremos agora que e € um R-modulo de com-

primento finito. Como xA/\R & um ideal do anel Noetheriano

R , & finitamente gerado. Sejam x a xa  os seus gerado-

lf-"!
res, onde para cada i , lsisw , a;¢A . Entao, = sera
SAHOAN

um R-mdédulo gerado por xa, +xXxR,...,xa +xR, Como a, £A e
< 1 W i 3

AcT(R) , para cada i , 1< i

A

w , existe um ideal I, . que é
um produto finito de ideais maximos de R , tal que I,a,e R .
Tomando I = Iy .- IW temos que, para todo i , l€igw, Iaic_:_R.

X AMNR
X R

g ;:{_% =0 logo, 1gan(*22R)  pecorre dai

Com isto, I < R

-

XA R
ARAR LN e um

x R

ariel Noetheriano e Artiniano, uma vez que R & um anel Noethe-

que

HIl o

& um TR-mc‘)dulo finitamente gerado. O anel

riano e I & um produto de ideais maximos de R [1,Teorema 8.5].

Eara i;\ R é um %—médulo finito, portanto, & um _1%_

modulo Artiniano e Noetheriano, de onde se conclui que & um R-

Por outro lado,

modulo Artinianoc e Noetheriano, uma vez que I esta contido no

x AMR XxANR

anulador do R-modulo =% Logo, =/ & um R-modulo de

comprimento finito [1,Proposigao 6.8].
Consideremos agora a seqgiiéncia de ideais de R
Ih= (thf'\R, xR) ; heN . Como xRQIhc_:, x ArfVR para todo h €eN
X AMR

e, como “—,— € um R-modulo de comprimento finito, a seqtién-
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1
cia de R-modulos {;{%}h g ©stabiliza-se. Portanto existe neN
Ih In
tal que %R - %g ' Ppara todo h zn, logo ]h ,In.Mostremos que es

te @ um valor de n para o qual temos que Ang_n +xA . Su-

ponhamos que exista a®ANR tal que ayRx "+xA . Como sa

bemos que existe k¢ N tal que a R:\'"k+ x A , devemos Eer

Y o -k
k>n pois, do contrario como a=r x + X a, com rtR e alF A,
n-k -n —n
X e, consegllentemente, a - Rx + X A,

teremos a=rx + X a

I

uma vez que n-k>0 . Seja m o menor natural maior que ou i

gual a n , para o qual temos que a: Rx M4 xA . Existem r'e R

; m . m
e a'e A tais que a=r'x +xa'. Dal decorre gque ax =

+
r' +x" 1a' , de onde segue que xm(a-xa‘) =r'. Portanto,

xm(a~3<a')t: ™A NR logo, xm(a-xa') £ Im . Como m;n,1m=

m+1
% a"+xr" , para algum r" egR e

a" eA . Dai obtemos que a=x(a"+a') +r" % tm=L) , O que impli

ca que a eRx ™) LA e isto contraria a hipotese feita pa

I logo, xm(a—xa‘)=

m+1

: . -n
ra m, Assim, fica provado que ACRx +xA

, 0 gue completa
a demonstragao.

A

O proximo Teorema €, de fato, um corolario do Teore
ma 1.12 e se constitui num dos resultados relevantes deste ca-
pitulo. E uma generalizagao do Teorema de Krull-Akizuki  para

anéis Noetherianos reduzidos.

1.13 TEOREMA: [8,Corclario]

Se R & um anel Noetheriano reduzido, entao (R,T(R))

€ um par Noetheriano.
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Prova:

Decorre imediatamente de 1.8 e 1.12.

Na proxima Proposigao, obtemos um resultado interes
sante sobre a contracgao de ideais maximos em pares Noetheria-

nos.

1.14  PROPOSIGAQ:

Seja R um dominio Noetheriano com dimR > 2.

Se (R,D) & um par Noetheriano e M & um ideal ma
ximo de D , entao MANR ¢é um ideal maximo de R

Em particular, se M & um ideal maximo de T(R)

entao MNR & um ideal maximo de R

Pro Va:g

Seja M um ideal maximo de D . Como dimR>1 e

(R,D) & um par Noetheriano, entao D nao €& corpo de fragoes

de R . Logo, existe um elemento nao nulo x , x¢ M \R . Pelo
Teorema 1.8, §%T é um R-modulo finito. Portanto, g & um R-mo
dulo finito, uma vez que existe um homomorfismo de R-modulos
de - sobre 2 . Assim sendo, D & um -modulo finito .
XD M M MNR
~ ~ R D - ; =
= e inteira. Como M
Temos Fntao que a extensao M~ R M e e
um ideal maximo de D , g € um corpo. Segue dai e do fato da
~ R D ’ : 5 . .

extensao ﬁ7:T§C; M Ser inteira que MANR e um ideal maximo
de R .



16

Como ja vimos anteriormente, se R & um anel Noe-
theriano e B & um R-mdédulo finito, (R,B) & um par Noethe-
riano. E importante aqui salientar que T(R) nem sempre sera
um R-modulo finito. Conforme veremos no Teorema 2.6, basta que
o fecho inteiro de R possua um ideal maximo de alturaum pa
ra que T(R) nao seja um R-médulo finito jad que, neste caso,
nao sera uma extensao inteira de R

£ natural, neste ponto, gquestionar a possibilidade
de generalizagao dos Teoremas 1.8 e 1.13, para um anel Noethe
riano qualquer R , retirando-se a hipotese de que R deve
ser um anel reduzido. Veremos um exemplo, no final do prdoximo
capitulo, de um anel local R , Noetheriano, nao reduzido e
cuja ;ransformada global nao & Noetheriana. Com isto, & ime-
diato que o Teorema 1.13 nao pode ser generalizado. O mesmo
vale para o Teorema 1.8 pois, se fosse possivel uma generali-
zagﬁo‘teriamos, como decorrencia do Teorema 1.12 que T(R) se
ria uﬁ anel Noetheriano.

Observando a definicao da transformada global  de
um anel Noetheriano R verificamos que, guando R & um anel
semi-local com ideais maximos Ml""’Mt e radical M , te-

,d, 1 N tais

mos que, x e T(R) se, e somente se, existem i ¢

7o
i i 1
que ‘lel... MtthQ ou seja, xh&@;iz, para algum ke¢N . O

conjunto dos elementos x do anel total de fragoes de R pa
ra os‘quais temos que, para algum k= N , xh$g; R & exatamen
te o que chamamos de transformada global do ideal M . Mais

genericamente, fazemos a seguinte definigéo:

1.15  DEFINICAO:
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Seja R um anel com anel total de frag6es 0O(R) e
I um ideal de R . A thranspcrumada do (deat 1 , que denotamos
por R(I), & definida da seguinte maneira: R(I) = {x ¢ Q(R)|3neE N,

x 1% ¢ R}

Com base nesta definicao, a observacao anterior nos
diz gue, quando R & um anel semi-local Noetheriano com radi-
cal M , T(R) =R(M) . Assim sendo, se R é reduzido, pelo Teo
rema 1.13 temos que (R,R(M)) & um par Noetheriano. Mais ge-
ralmente, se R & um anel Noetheriano e M é um produto fini

to de jdeais maximos de R , R(M)<c T(R) portanto, se R e re

duzido, (R,R(M)) & um par Noetheriano. Visto isto, & natural
gquestionar a possibilidade de generalizagao deste fato para
transformadas de ideais outros que nac maximos.

- Mostraremos com um exemplo que, mesmo tomando um do

minio local Noetheriano e um ideal prime P nao maximo, nao &

possivel garantir que o par (R,R(P)) seja Noetheriano.

Il @ EXEMPLO:

Seja R::k[X,Y]{ , onde X e Y sao indetermi

XX
nadas e k & um corpo qualquer. Seja P = (X)

Afirmamos que R(P) =R_ onde S==[1,X,X2,...} . De

S
&
fato, se aeR(P) , entao existe n eN tal que aEﬂjg:R . Por-

n : 2
tanto, o X e R e com isto temos que o RS ; O que prova a in

clusao R(P)& R Para provar a inclusao no outro sentido, to

S

memos ae:RS . Pela definigao de S devemos ter que, para al-
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n n
gum n €N , aX &R e conseqientemente, «P <« R , uma vez que

Seja A=}<[X,Y/X,...,v/x“,...jN , onde N = (X,Y/X,..).

Afirmamos que Rc A< R(P) . Para provarmos que RecA , basta

observarmos que k[X,Y];k[X,Y/x,...,Y/xn,...] e que (X,Y) =
(R XK w5 o o D[RS By s o WA s JVR [R0¥] «  Poxtanto,
R=k[X,Y] (X'Y)gk[X,Y/x,...]N:A . Para provarmos que A< R(P)=
Ry + Observemos que, como k{X,Y/X,...]g_.k[X,Y]S; R = R(P) ,
basta mostrarmos que, se £t k[X,¥/X,...IN(X,¥/X,...), entao
1

EERS . De fato, isto ocorre pois, para um tal elemento £ , e

|
; g i Xy X
xistem i,J,meN e vI(X,Y) gk[X,Y]\(X,Y} tais que ﬁ:____jl_dﬂ
"
Devemos ter m3»i e j=0. Caso contrario, !X,Y/X,...,Y/xn,...)k[x,Y/x,...].
= Y LK,Y) L ] -
Portanto, B “;E:I“ logo, B”'k[X'YJ(X,Y)_—R ,  uma vez que
Y(X,Y) e k|X,Y|\(X,¥Y) . O anel A nao é Noetheriano, ja que

/M  x".A2{Y}[1,corolario 10.18].
n>0 *

Dado um dominio Noetheriano R , ja vimos que o pro
blema de determinagao do maior par Noetheriano pode nao ter so
lugao. Mas, caso R seja inteiramente fechado, a solugao exis

te, conforme mostra o Teorema sequinte.

twdid TEOREMA:

Se R é um dominio Noetheriano inteiramente fecha-

do, entao (R,T(R)) & o maior par Noetheriano.

Na prova do Teorema 1.17 utilizamos o resultado par

ticular seguinte.
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Il LEMA: [12,Teorema 9]

Seja R um dominio local, com dimR 2. Se (R,D)
€ um par Noetheriano e R & inteiramente fechado em D , entao R =D .
Em particular, se R & inteiramente fechado e

(R,D) & um par Noetheriano, entaoc R=D

Prova:

Seja K o corpo de fracoes de R . Suponhamos que
(R,D) seja um par Noetheriano. Seja M o ideal maximo de R.
Suponhamos que exista de¢ D\R . Seja X uma inde-
termigada e ¢ : R[X] » R[d] o homomorfismo candnico que en-
via X em d . Vamos considerar dois casos: N(¢) S M[X] e
N(¢)}£M[x] , onde N(¢) & o niicleo de ¢

Se N(¢)c M[X] entao N(¢)c M[X] , uma vez que,da

do meM- {0} , temos que m¢ M[X] e m¢N(¢) . Assim sendo,
temos que o ideal M[X] € um ideal proprio de R[X] Além

N(¢) N(p) °

. R{X|/N(4) _ R[X| _ Rr RIX[/N() ~
disto, MIXT /N () ﬁ%ﬁ% ﬁlxl portanto, MIXT/N () naoc e um

R-mddulo finito. Como R[d] = %?%} podemos garantir a exis-

nao e

téncia de um ideal proprio 1 de R[d] tal que E%? ao &

um R-modulo finito. INR# (0) , uma vez que I #0). Logo, to-

mando x € (IMR)\(0) , temos que }?Rdd naoc & um R-modulo

o’

finito, caso contrario, seria um R-mddulo finito,ja que

T
r
existe um homomorfismo de R-modulos de g%ﬁgﬂ- sobre 8491
Como estamos supondo que o par (R,D) & Noetheriano,pelo Teo

rRld

<RI4 & um R-médulo finito, o que contradiz o que

rema 1.8,
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ja foi visto.

Se N(Lp)cf{_m[x] , existe um polindmio f£(X) ¢ R[X]
que se anula em d e que possui um dos coeficientes fora de
M , isto &, inversivel. Por [T,Teorema 67] temos que d_le R,
uma vez que dg¢ R (observe que a demonstragao de [7,Teorema 67]

€ valida com a hipotese R inteiramente fechado em R[u]).Se

ja I um ideal maximo de R[d] . Como (R,R[d]) & um par
Noetheriano e dimR > 2, pela Proposicao 1.14 temos que

INR=M , ja que R €& um dominio local. Como alem , Ppois
d—l eR e dgZR , temos que 1 =d.d_1r I , 0 que & um absurdo.
Portanto, como a) e b) conduzem a contradigoes,con

cluimos que nao existe de D\R . Assim, devemos ter DGR .

Prova do Teohrema 1.17:

- Seja K o corpo de fracoes de R

Quando dimR=1, T(R) =K e o teorema € valido.

Suponhamos dim R> 1 . Mostremos por redugao ao ab-
surdo. Seja D um subanel entre R e K tal que (R,D) se
ja um par Noetheriano. Suponhamos que exista tr¢ D\T(R) . Pe-
la Proposicdo 1.6, existe um ideal primo nao maximo P de R,
tal que tz’RP . Claramente, (0)c P pois, se P = (0) entao
tERP=K . Além disso, existe um ideal maximo M de R tal
que E;CM , logo, RMC‘:’RP portanto, t/RM . Afirmamos que
(RM " DR\M) € um par Noetheriano. De fato, se A € um subanel
entre RM e D , temos que AMD & um dominio Noetheria-

R\M

no, ja que ReANDcD . Portanto, (AAD) p m & um dominio
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Noetheriano. Por outro lado, D = 7 -
(AN )R\M AR\M{\ DR\M AF\DR\M

= A logo, A e um dominio Noetheriano.

Como R € inteiramente fechado, entao Ry tambem .
o e. Aléem disso, dim RM »2, pois alt(M) .2 , uma vez que
(0)cPcM . Portanto, pelo Lema 1.18, Dpam = Ry - Mas, isto é

absurdo pois t« DR\M\ RM

Se R & um dominio e (R,D) €& um par Noetheriano,
nao sabemos, em geral, determinar se (R,D) & maximal. A solu
cao deste problema para D=T(R) , que & um dos objetos deste

capitulo, & obtida no proximo Teorema.
4

119 TEOREMA:

Seja R um dominio Noetheriano com fecho inteiro

ol

O par Noetheriano (R,T(R)) é maximal se, e somen-

te se, R<cT(R)

Antes de provarmos o Teorema gueremos observar que
exemplos onde _RsiT(R) sao abundantes. Se R possui um ideal
primo nao maximo P , sobre o qual existe mais que um ideal pri
mo de R , entao ﬁc;,T(R) . De fato, se RCT(R) , entio RgR

<T(R)&R conseqtlentemente, Rpg ﬁR\P = RP portanto, existe um

P
sO ideal primo de R sobre o ideal P de R . Um exemplo de
dominio onde ﬁ#_T(R) & R= Z[XZ - 1], sendo X uma indetermi

nada. Neste caso, R=12[X] e o ideal (x>~ 1)R & um ideal pri

mo nao maximo de R , sobre o qual existem dois ideais primos



de R, asaber (X-1)R e (X+1)R .

O proximo Lema & uma decorréncia do Teorema 1.13 e
do Corolario 1.7 e sera utilizado para a prova do Teorema 1.19
e também no segundo capitulo.

1.20 LEMA:

Seja R um dominio Noetheriano com fecho inteiro

R e seja R=RANAT(R) . Entdo, T(R) = T(R) .

Prova:

Decorre do Corolario 1.7 que T(R) S T(R) , uma vez
4
que R € um dominio Noetheriano pelo Teorema 1.13. Para pro-

varmos a outra inclusao tomemos P um ideal primo nao maximo
. R € i c RS

de R Como Re<RET(R) g RP , localizando, obtemos Rp_ RR\P

T(R) R\,_PG'RP logo, RR\P = RP . Assim, existe um unico ideal pri

mo P de R tal que PAR=P. Além disto, P & um ideal nao

maximo de R pois P € um ideal primo nao maximo de R e a

extensao R ¢, R & inteira. Também temos que R; = R, . Portan
to, T(R)=_/ N _R:¢c R: = R_ . Logo, T(R)e T(R)
Q P P

Q e Spec R

6 ¢ Spec Max R
Prova «do Teorema 1.19:

O teorema & Obvio se dimRg 1. Suponhamos gue
dimR> 2.

Mostremos inicialmente que, se _RgtT(R) entao

(R,T(R)) nao & maximal. Seja x¢ R\T(R) e B=R[x] . Como a



23

extensao Rc¢,B & inteira, pelo Corolario 1.7 T(R) < T(B) .
Mostraremos que (R,T(B)) & um par Noetheriano, com o que fi
ca concluida uma das partes do Teorema. Seja A um dominio

compreendido entre R e T(B) . Observemos que B =R[x]caA[x]

=
w

< T(B) portanto, A[x] & um
dominio Noetheriano, ja que
B € um dominio Noetheriano

T(R) (Teorema 1.13). Como X e

7 ST - RPN

inteiro sobre R , x €& in-
teiro sobre A portanto,
A[x] & um A-mGdulo finito, de onde decorre que A & um anel
Noetheriano (5, Teorema 2].

Para provarmos o outro sentido do Teorema, conside
ramos um dominio R tal que RgT(R) . Para este dominio te-
mos R/ANT(R) =R , portanto, pelo Lema 1.20, T(R) =T(R) . Seja
D um gdominio entre T(R) e K tal que (R,D) seja um par
Noetheriano. Queremos mostrar que T(R) =D , para concluir a
prova. Como RcReT(R)eD , entao (R,D) & um par Noetheria

no. Segue do Teorema 1.17 que T(R) =D portanto, T(R) =D

Se R & um dominio Noetheriano e R=T(R)N\R , on
de R é o fecho inteiro de R , claramente temos que (R,R)
& um par Noetheriano. E natural perguntar se (R,El) e um ele
mento maximal entre os pares Noetherianos (R,D) para os quais
DR . De fato isto nunca ocorre, a nao ser, comoc mostra a

proxima Proposicao, no caso em que R=R . Neste caso temos

R eT(R) e portanto, (R,T(R)) & um par Noetheriano maximal.
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Podemos entao afirmar que, (R,R) € um par Noetheriano maxi-

mal entre os pares (R,D) para os quais D&cR se, e somente

se, (R,T(R)) & um par Noetheriano maximal.

1.21  PROPOSICAO:

Seja R um dominio Noetheriano com fecho inteiro R
e R=T(RINR . Se B & um subanel entre R e R e B & um

R-mddulo finito, entao (R,B) & um par Noetheriano.

Prova:

Sejam b,,...,b £B tais que B=R[bl,...,bn] . Se
ja A um dominio entre R e B . Temos entao R[bl,...,bn]g_
Albyseeosb ]GR[by ... b ] QT(R) [by,...,b ].

R
*T(R[by,...,b )
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Por outro lado, pelo Corolario 1.7 temos que
T(R)gT(R[bl,...,bn]) pois R[bl,...,bn]‘gﬁ e tanto R  com
R[bl,...,bn] sao dominios Noetherianos. Assim sendo, temos
T(R) [bys+..,b ] T(R[b;,...,b ]) . Seque dal que R[bys.../b ]

gA[bl""’bn]g;T(R[bl""’bn]}' Portanto, pelo Teorema 1.13 ,
A[bl,...,an e um anel Noetheriano. Como A[bl,,..,bn] e um
A-médulo finito, uma vez que byrew.sb sao inteiros sobre A,

podemos concluir que A & um dominio Noetheriano [S,Teorema ﬂ.
A

O proximo Teorema mostra um resultado interessante
para dominios cujo fecho inteiro nao possui ideais maximos de
altura um. Sua demonstracao decorre facilmente da seguinte pro

s
posigao:

1,22 PROPOSICAQ: [12,Teorema 10]

Seja R um dominio Noetheriano com fecho inteiro
R . Se (R,D) & um par Noetheriano e A = DNR , entao

Dg/\ Ay

N € Spec Max A
alt N > 1

Prova:

Seja N um ideal maximo de A com altura maior que

um. Ja que ReAeD , (A,D) & um par Noetheriano. Decorre dai
Cd

que YAN r Day ) € um par Noetheriano pois, se B & um domi-

nio tal que A€ BED entao B = (BN\D)

AN 7 portanto, B

AN

€ um dominio Noetheriano. Por outro lado, Ay & um dominio lo-

cal, inteiramente fechado em DA\N e com dimensao maior que
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um, pois A @& inteiramente fechado em D e althN>1. Segue

entao do Lema 1.18 que Ay =Dy y - Entao, DS 7 Ay -
N ¢ Spec Max A
alt N > 1

1,25 TEOREMA : [12,Teorema ll}

Seja R um dominio cujo fecho inteiro R nao pos
sui ideais maximos de alturaum. Se (R,D) & um par Noetheria

no, entao DGR .

Prova:

4 Seja (R,D) um par Noetheriano e A=DNR . Como

R & uma extensao inteira de A , temos que A nao possui i-

deais maximos de altura um, uma vez que R nao possui, [1,Co

rolario 5.9]. Desta forma, temos que A=, \ A, - Por
N & Spec Max A
- althN > 1

outro lado, pela Proposigao 1.22, D &  \ A, logo, DA

N+ Spec Max A
althN > 1

= DAR . Portanto, DR

Obtemos a seguir um resultado interessante para lo
caliza‘t;ées. Dado um dominio Noetheriano R e um sistema mul-
tiplicativo S8 de R , o proximo Teorema diz exatamente quan

do (R,Rg) & um par Noetheriano.

1.24  PROPOSTCAO:
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Seja R um dominio Noetheriano e S um sistema

multiplicativo de R

(R,RS} &€ um par Noetheriano se, e somente se,
Se R\UM
M e Spec Max R
altM > 1
Prova:
Se dimR=1, o resultado & Obvio. Suponhamos dimR3 2.
Mostremos inicialmente que RSJ;-.T(R} . Para isto
basta mostrar que, dado s« S , %t T(R) . Seja seS . Se s
@ inversivel em R , entao ée RET(R) . Se s nao é inversi

vel em R , entao os primos associados a s sao ideais maxi-
-+

mos de altura um. Temos entao que existem finitos ideais maxi

t
mos de R , digamos Ml""'Mt tais que /77 Mi=v’(s) . Como

i=1
t & 5%
T M, =/\ M, e R & Noetheriano concluimos que ( I M,) < (s).
o L E T M T |
i=1 i=1 i=1
5 v
Logo, 1 (n M.)kg R isto e, ']—'*T T(R)
8 ",y 4 s
i=1
Por 1.13 sabemos que (R,T(R)) & um par Noetheria

no. Portanto, (R,RS] € um par Noetheriano.

Suponhamos agora que (R,R,) seja um par Noethe-

5
riano. Seja se¢S e S'={1,s,s8’,...}. Seja M um ideal ma-
ximo de RS' e P=MNAR . Como dimR ;2 e (R,RS,) e um

par Noetheriano, segue da Proposicaoc 1.14 que P e um ideal
maximo’de R . Portanto, os ideais primos P de R , maximos

para a propriedade de nao conter s , sao de fato, ideais ma-

ximos de R . Decorre dal que s¢7U M . Com efeito, se
M ¢ Spec Max R
altM =~ 1

s €M para algum ideal maximo M de R com altM=>1, exis-
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O proximo Corolario, responde a questao colocada

por Krull.

1.26  COROLARIO:

Se R é um dominio Noetheriano com dimensao um ou

dois, entao R* & Noetheriano.

Prova:
Decorre imediatamente de (1.25.1) e do Teorema 1.13.
A
As proximas proposicoes contém alguns resul tados so
bre R* .

1.27  PROPOSICAQ:

Sseja R um dominio Noetheriano.

R=R* se, e somente se, os ideais primos associa-
dos a ideais principais de R tem todos altura um.

Em particular, R €& um dominio inteiramente fecha-
do se, e somente se, R=R* e, para todo ideal primo P de R

com altP=1, R, é inteiramente fechado.

Prova:

Se os ideais principais de R nao possuem primos
imersos , entao R=R* [7,Teorema 53]. Reciprocamente, se R=R*
entao os ideais principais de R nao possuem ideais primos
associados imersos. De fato, se Q € um ideal primo associa-

do ao ideal principal (b) entao, existe ac¢R tal que
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(b:a)=0 . Como ¥ R e R=R* , existe um ideal primo P

ol

de R , com altP

1 tal que k—é; ¢ RP . Segue dai que (b:a)
cP , logo, Q<P , 0 que implica Q=P pois altbP=1.

Se R & um dominio inteiramente fechado, R=R* |7,
Teorema 104] e, obviamente, para todc ideal primo P de R
R, € inteiramente fechado. Por outro lado, se R=R* e R,
€ inteiramente fechado para todo o ideal primo de R cuja al

tura e um, entao R & inteiramente fechado [T,Teorema 54].

A

1.28§ PROPOSICAQ:

Se R & um dominio, entao (R*)* = R*

Prova:

A inclusao R*C (R*)* & Obvia. Resta mostrar que
(R*) * ¢ R* . Para tanto, tomemos w«e (R*)* e suponhamos que
w £ R* . Entao, para algum ideal primo P de R , com altP=l,

* ] < R* &
w,&fRP . Mas, R&R <R, logo, localizando obtemos, RP__R R\P

3 * = A 1 1 5 =
RP . Assim sendo, RR\P RP . Como RP e local e unidimensio

nal, devemos ter RE\P:‘RE’* , para algum ideal primo P* de

R* com altP*=1 e P*"\R=P . Como tomamos w¢e¢ (R*¥)*, en-

tao we R*

bW logo, we RP 0 que & uma contradigao.



1T — ALGUMAS PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA
GLOBAL

Nosso objetivo neste capitulo & obter condigoes ne-
Y
cessarias e suficientes para que a transformada global de um do
minio Noetheriano R seja inteira sobre R

Pelo Teorema 1.23 sabemos yue, se o fecho inteiro

de um dominio Noetheriano R nao possui ideais midximos de al-

tura um, entao T(R) & uma eoxtensao inteira de R . O exemplo
seguinte mostra quo, de fato, cxistem dominios Noetherianoes R
onde a extensao R&T'(R) nao @& inteira.

2.1  EXEMPLO:

Este exemplo € obtido por um processo de colagem,de
senvolvido por A.M.S. Doering e Y. Lequain, em [3?. Mais preci
samenfe, com este processo & possivel construir um dominio lo-
cal R , de dimensao dois, com ideal maximo M , cujo fecho
inteiro R possui extamente dois ideais maximos M,oe M,

um dos quais tem que ter certamente altura dols e o outro pode

mos escolher com altura um. Vale ainda nestes exemplos que R
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€ um R-modulo finito e que, para todo o ideal primo P de R,

P#M , existe um sO ideal primo P de R tal que PNR=P e,

além disto, Rp=§§ . Assim, temos:

T(R) = /" \ RP=/\R=/’\_R:/\

P =g = By =
P € Spec R P £ Spec R P £ Spec R P £ SpecR
PZSpecMaxR P # M P #Ml,Mz PC M,
= /" Ry = EM , sendo a ultima igualdade valida por [7,
P € Spec R >
Pt"--Mg
alt p=1

Teorema 104]. Portanto, como R Dﬁmf“\ﬁM = R , podemos con-
%2 1 2

cluir que T(R) nao & inteira sobre R

Observe que, no exemplo acima, o fecho inteiro de
R possui ideais maximos de altura um. Mostraremos que esta &
a condigao suficiente para que a transformada global de um do-
minio yoetheriano nao seja inteira sobre R , obtendo a reci-
proca do Teorema 1.23. Antes porém, na proxima proposicao, a-
presentaremos uma caracterizacao dos dominios R para os quais

T(R) =R .

2.2  PROPOSICAO:

Seja R um dominio Noetheriano. Entao, T(R) =R se,
e somente se, oS ideais primos associados a ideais principais
de R ; nao sao ideais maximos de R .

Em particular, se R & inteiramente fechado, T(R)=R

se e somente se, R nao possui ideais maximos de altura um.

Prova:




Suponhamos T(R) /R . scija - TIRIWR . Neste caso,
existem ideais maxinos de R, M],‘..,W1 tais quo Ml - Mt
E(bta)cR . Seja f=1{b: V|l (brajc b)) Rl e P uam ele

mento maximal de | . Sabemos que PP & um ideal primo associa
do ao ideal (b) :_l,l"'r‘DiJOSi(;éu- FE Como Ml...MLg(b:alg_ Py
temos que, para algum i , l< i<t , I M. . Portanto, Mi e

1
um ideal primo associado a um i1deal principal.

Por outro lado, s¢ M o um rdoal maximo ¢ & um ide
al primo associado ao ideal principal (b)) de R , entao, para
algum asR , M= (b: a) :l,Propouiqao ?.17:. Logo, %- T(R) N\ R
pois MC(b:a)leMgR

Se R for um dominio intcivamente fechado entao os
ideais primos associados a ideais principais de R Lem altura

um [7,Teorema 103]. Portanto, T(R) R se, ¢ somente se, R nao

possui ideais mi:ini de al tura am.

Os trés proximos Lemas contém resnltados auxiliares

que serao utilizados no {1 do capitulo.

2,3 LEMA :

Seja R um anel Noetheriano e 1 um ideal de R que
possui um elemento nao divisor de zero. Entao, I pode ser ge

rado por elementos nao divisores do zero.

Prova:

Sendo R um anel Noetheriano, o ideal | sera fi-

nitamente gerado. Seja a um clemento de 1, nao divisor de

|



zero e sejam a2, ol ,.:1’( tais que I {:d gree e ,a]I) .  Ordene-

mos 0s geradores de modo que, para alqum j , | ¢ 3.k , tenha-

mos que, ai € nao divisor de zero se, © somente se, 1 i-£j

Se j=k , nada temos a mostrar pois, neste caso, I ja & gera
do por elementos nao divisores de zero. Se j k , basta mos-

trarmos que existe b].+1 ,» nao divisor de zero de R , tal gue

gyl

) = i-'.ll,... ! }j*f.".']_j-h!"

sirgek 1) e

I=(al,...,a.,a K

R o L

repetirmos o argumento, se necessario.

Sejam Pl,...,[‘m 0s ideais primos associados 20 ide
- 4 \ En
al (0) . Como Ix: Rlx e divisor de zerol = ) P. , queremos
=L
m " o .
encontrar bj+lk’ @) Pi . Entao, podenos considerar apenas oS
i=]

ideais absolutamente necessarios nesta uniac. Sejam Pl,...,Pr

tais ideais. Observemos que naoexiste relacan de inclusao entre eoles.
r

Se a. £ P . = =z e . 5 -
j+1 1/—:-} i , tomemos bj+1 ]_}+l 4 £ claro que
I= (al""'aj’bj+l'aj+2""'ak) . Além disto, bj+1 nao e divi

; r
sor de zero pois b. , / O p. , uma vez que a,¢ \J P. e

5 ) L i | AL 5
i=1 i=1
- 1 - / Y ] - = 1 . 1 o
aj+1€._ Pi . Se djﬂ,’_i\ Pi , existe i , leigr , tal
i=1 i=1
que aj+l 4 Pi . Reordenando os ideais P] i &S ,.I’r , podemos su-
per que existe t , 1l ¢ tgr-1 tal gque a. £ ft\ P, e a. 4
j+1 jo ¥ j+1
r ¥ i
\_ P, . Observe que [/ \ P, ({: ) p_ pois, caso contra-
i=t+1 * i=t+1 s=1 °
r
rio, existiria algum s , lis .t tal gque i | P f;._PS e,
=]
conseqliientemente, f’ir:__PS , para algqum 1 , t+ 1 i r :l,l.llj.
Tal fato nao pode ocorrer, pois nao existe entre P.,... 'Pr i T8
= - = 2 t

lagao de inclusao. Entao, tomemos N PN p e seja

S

I

i=t+] s=1



-
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b

= 3 F cols 5 <
541 aj+l+.. al- I claro gque | (a, ., ,1},1_;.}{_1,1}'_2,
e além disto, b. nao ¢ divisor de zero pois, a.
j+1 7+ 1
x r r
U Pi =] \ 61 £ BN \J ¥
i=t+1 A5 0 N 5
2.4 LEMA: [10,Teocrema 1.1]
Seja R um anel e ! um ideal de R . ge

blR-r...-fka , com todos os geradores nao divisores de

entao:

(2.4.1) R(I) = /) R

j=1 P
(2:4.:2) Se B & uma R-algebra plana, entao B(IB) =
Prova:
(241} Mostremos gque R(I)C /7 \ k, - Para isto,

i=1 i

zero,

RtI)C)RB .

tomemos

aeR(I) . Existe n¢ N tal gue "ac R e, conseqllentemente,

k
para cada i , lsisk , b?ei-lz. Seque dai que ar /7 \ Rb "
i=1 i
N k
Para provarmos a outra inclusao, tomemos a ¢ £\ R .
i=1l1 Ti
Para cada i , lg¢iq<k , podemos encontrar n, N e a, R
|
: e 5 _ s B . i
tais que a =% . Seja n ny nk e tomemos 1y ,1k£ N
B
i
tais que il + eun +ik =n . E claro que, para algum 3j , 1$j<k,
ij il ik
ij anj portanto, al}]' R e, conseqgflentemente aial ...bk £ R.
1 i
Como os elementos da forma b]l ...hhh com 1, {...4-ik-:n 7
Fu

n
geram I , obtemos gue al < R ,oortanto;, a» R{I)



(2.4 2) Observemos que, como I ¢ uma R-algebra, existe um

homomorfismo de anéis : R B , dado por (r) r.}B ; onde

lB é a unidade de B

Afirmamos que, se B & uma R-algebra plana, o ide-

al IB pode ser gerado por elementos nao divisores de zero de

B . De fato, como 1B = |(b1)8-+... + (bk}B , onde {bl"“'bk)zl'
basta mostrarmos que, se x ¢ nao divisor de zero de R,
T(x) & nao divisor de zero de ©. Com ofeilo, tomando 8 =

{xeR[x nao & divisor de zero', a seqliéncia de R-moédulos 0—

R—E--RS , sendo f(a) =

na, a seqtléencia O~rBC)R R_igll HC)R R, também & exata. Como

, © exata. Como B & uma R-algebra pla

—

s : r TR e SRS s =
B®R R=~B e BO R Rg By [1,2.14 ¢ 3.5 Lemos que a fungao
T - k = G
B-E-BS , definida por th}L—f © injetora. Suponhamos agora
gue o elemento 1 (s) de (8) seja divisor de zero de B. En
tao, para algum b:' B , b#Z0 , temos (s)bh = 0 jsuaé,s-lB.bZO
b 0

ou seja, sb=0. Portanto, A g Logo, como g & injetora,

b=0, o que contraria a hipotese feita para b

2.5 PROPOSICAC: [10,Lema 1.1

Seja R um anel Noetheriano.

(2+5+1) Se M e um ideal maximo de R , I(R)R\M = P(RM]
(2.5:.2) Se P €& um ideal primo de R gque nao é maximo ,
T(R)R\P E RP - Conseqﬁentemente, existe um unico ideal primo

Q de T(R) tal que QNR = P e, além disto, ’l‘(R]Q=RP

Prova:



st

: inicialmente ) 711
(Z2.5.1) Mostremos inicialmen i Jk\hfg [ %H Para
isto, tomemos x T(R)R\M . Existe & R M tal que xs+ T(R).
Portanto, pela definigao de 'I'(R) , existen Ml,...,Mt ideais
maximos de R , distintos de M o gntre si o, Lais que
Jg 35 Je
xsM Ml 58 Mt € R . Podemos considerar 3, ,1 pois, do con
g Iy
trario, multiplicandoe por M teomos gue mE ML Ml'Me;MRﬁ;R.
: j(l i
Afirmamos que xM <& RM « Disto decor jii % P(HM) r O gque
conclui a prova da inclusao. Para provar a afirmativa, tomemos
1q _ ,
meM . Para cada ' , seja m M XM . Temos entao que
_ SR, t
rrtml ...mt ¢ M Ml ...Mt logow, s = . IIIL R . Como
e T
sfM e ml ...mt‘ /M temos quo x®om RM ¢ O guUe menktea. & ar
firmacao.

Mostremos agora a outra inclusaoc. Tomemos X i T(RM).

4 - kK
Existe ke N tal que x(M RM}IP o RM 1sto e, ¥ M HM(':" R

Sed
# ejam

K ; '
ml,...,mn 0os geradores de M  , gue sao finitos pois R € um

anel Noetheriano. Para cada i ;i b & aoB , eRiskemn ai ¢ R e

a.
; i ; i B
S; € R\M tais que =x m, = o Seja s o8, . S bEntac, para
)
cada 1i, lg<ign , S X m, R . Mostremos gue & % T(R) o que,

junto ao fato de que s: R\M , permite concluir que X: 'runﬁvn.

¥
De fato, sx&« T(R) pois, tomando m Mk temos que m= fagmy
i=1
I n
portanto, sxm=sx ( = ] axn doyo, sxme R
i=1 1=l ;
(2.5.2) Sabemos que, para gualquer primo P de R , nao ma

ximo, RQT(R}QRP , por 1.6 . Localizando, temos RPQT[R)R%\p

RP logo, ’I‘(R}R,\P = RP . Conseqflentemente, 1a que T[R)R\\p e



local, existe um Gnico ideal primo 0 de T(R) tal que

QN\R = P e além disso, T{R)Q - RP :f,rmorema 2:

O proximo Teorema ¢ o principal resultado deste ca-
pitulo e estabelece uma condigao necessaria e suficiente para
que a transformada global de um dominio Noectheriano seja intel
ra sobre R . Nishimura prova nst. [ tee o 10, consideran

do R um dominio local.

2.6 TEOREMA:

Seja R um dominio Noehteriano cujo fecho inteiro

@ R . A extensao RCLT(R) & inteira se, o someéente se, R nao

possui ideais maximos de altura um.

Ja provamos em 1.23 um dos sentidos do Teorema. A
demonstracao do outro sentido depende de alguns resultados que
a seguir obteremos, sob a forma de¢ Lemas o Proposigoes.

End LEMA :

Seja R um dominio local, com fecho inteiro R e
com dimR 3 2. Sejam ﬁl""'ﬁt os ideais maximos de R . Se-
ja, para ¢ada 41 ; lgcigk 4 Xy ﬁ;\LJ M. ¢ B R[xl,...,xtL

J#1

Entao:

(22l B & um R-modulo finito ¢ sobre cada ideal maximo de

B existe um Gnico ideal maximo de R

(2T 2} Se N.,,...,N sao os ideais maximos de B , entao
1 t
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T(B) & inteiro sobre B, , onde & - H. | ) N e, conseqglien

temente, T(B) & semi-local.

Prova:
V2471 B & um R-médulo finito, 1a que X RN sao in-
teiros sobre R

Como a extensdl Reels @ pmbedara, nEao R & intel
ro sobre B portanto, sobre cada i1deal maximo de B existe
pelo menos um ideal maximo de R I, .8 ¢ 5.10]. A unicidade po

-~

de ser vericada observando-sc¢ que os ideais maximos de B sao
do tipo ﬁiﬁB e, para estes temos ﬁjﬂﬁ #ﬁjf\is , se i#3 ,

pois, xieMif\B e xi/MjﬂB

(2,722) Por 1.13, (B,T(B)) ¢é um par Noetheriano portanto,
por 1.22; TlEIS /\BN , onde I T(B)\B . Conseqliente-
N ¢ Spec Max B
altN > 1
mente, T(B)Q/\ gB\N . Ordenemos os ideais El""’ﬁt de R
N+ Spec Max B
alt N 1
de modo que Ml, e "M:_' tenham altura maior que um e Mr+l'” ,Mt

tenham altura um. Seja N, - F‘lif\m . Uma vez que, por 2.9.1, so
bre cada ideal maximo de B existe um anico i1deal maximo de
R , esta mesma propriedade é valida para os ideais maximos de

B , portanto, ﬁi & o Unico ideal maximo de kK que se contrai

r
a N, . Assim sendo, temos que TI(R)S / \ By ja que B =R.
i=1 i
Por outro lado, se Ni lflil’_\H i I_s\, :Eq* onde S* =
r : s

= Ly = — 5 : -
B\ M, . Portanto, B,=/ "\ B . Com isto, temos que T(B)C B, .
~ i - e ¥ S

i=1 i=1 i
Pela prova de 1.24, B.c T(B) . Consegflentemente, T(B) & uma

S
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extensao inteira de B,

Para provarmos que ‘'I'(lt) ¢ semi-local  observamos
que, como B € semi-local, entao Bg & semi-local [l,Propo-
sicao 7.3]. Portanto, T(B) & semi-local pois & um dominio Noe

theriano e & uma extensao inteira do §

l'-

-

2.8 LEMA: [10,Te0rema 1.4

Sejam A,B dominio Nocothertans Com O mesmo Corpo
de fragoes. Se B & um A-médulo finito, entac T(B) o um

T(A)-modulo finito.

Prova:
Suponhamos gque B ALW Foymie *i\bn , onde para ca-
c
da 3 ; 1€i¢mn ; bi:_aﬂ com Ci'di lementos de A , di #0.
i .
Seja .§==dl ..... dn . Entao " BCA . Mostremos que f T(B)<'T(A).

: 1w :
Com isto, teremos que T(B)& — T(A) ¢ disto decorre o Lema .
De fato, por 1.13 TI(A) & Noetheriano portanto, l T(A) & um
T(A)-modulo Noetheriano logo, T(B) & um T(A)-mdbdulo finito,

- 1
por ser um T(A)-modulo de = T(A)

Para mostrar que T(B) € T(A) tomemos b: T(B)
Existem Nl""'Nt ideais maximos de B tais que 13N]”.Né;B.
Se Mi==Nif\A., entao M € um ideal maximo de A e

Eb{Ml...Mt)C_?_-F)b(Nl...Nt)gf Bc A . Portanto, £ b+ T(A)

A

A proxima proposicao é importante pois dela decor-

re facilmente o caso local do teorema gque desejamos provar.
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2.9 PROPOSICAO: [10,Teorema 1.6

Seja R um dominio local, R seu fecho inteiro e
R=T(R)AR . Se M- (M SpecMax R alt M | ¢ S=R\v L M
N i M+ M
(S=R-{0} , se M=1), entao TI(R) R. - Im particular, T(R)
nao possui ideais masimns Pl ivra um.

Além disto, R possni ideais maximos de altura um

se, e somente se, R também possui.

Prova:
Quando M =1 temos que R, € iqual ao corpo de
fracoes de R que, por 1.6 & igual a T(R) . Portanto, ﬁqﬂ{R}.
Consideremos entao o caso em que M# ¢ . Pela Pro-
. - ~~ ~
sicao 1.22 sabemos que T(R)Jg < M R . Mas, + VR = R,
M. M M MM M S

pois R & semi-local. Portanto, T(R)&¢ Ry . Mostremos a outra
inclusao. Da prova de 1.24 temos que Ry T(R) . Por 120 .,

T(R) = T(R) . Logo, R.& T(R)

S

Mostremos agora que R possui ideais maximos de
altura um se, e somente se, R também possui .

Como ReR<R , se R possui um ideal maximo de
altura um, entac R também possui .

Suponhamos agora que R nao possua ideais maximos
de altura um. Entao, todos os ideais maximos de R tem altu-

ra maior gue um, portanto, R=R, . Como T(R) = R, , temos que

3 8
T(R) =R e dai, T(R)e R . Seja B construido como no Lema
2.7 . De 2.8 decorre quc  1'(B) €& um T(R)-médulo finito, pois
B & um R-modulo finito. Portanto, T(Rk! = T(R) R . Por ou-

tro lado, T(B) & uma extensao inteira de B, onde i =
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BN U N . Logo, T(B) ﬁ{ . Como sobre cada ideal ma-
N € Spec Max B :
alt N > 1
ximo de B existe exatamente um ideal maximo de B , estes
ideais tem a mesma altura. Entao, o saturamento do sistema
multiplicativo U em R & [I* B\U M . Temos assim
M Spec Max B
alt M ]
que R=R , . Conseqllentemente, R nao possui ideais maximos

de altura um.

0 proximo resultado ¢ o caso local do Teorema 2.6.

2.10  COROLARIO: [10,Corolario 1.7
Seja R um dominio local, com fecho inteiro R

Se T(R) & uma extensao inteira de R , entan R nao possui

ideais maximos de altura um.

Prova:

Seja R=T(RIN\R . Suponhamos que R possua um i-
deal maximo cuja altura & um. Se tal acontece, pelo Lema 2.9.
E também possui. Pelo mesmo Lema também temos que T(R) nao
possui ideais maximos de altura um. Portanto, R#T(R) . Conse

gqlientemente, T(R)¢ R , uma vez que R= T(R)MR

Do caso local mostrado om 2.10, decorre facilmente

a prova do caso geral.



Prova do Tecorema 2.0

Ja provamos no Teorema 1.231 que, s R nao possui

ideais maximos de altura um, entao T . RIC R . Mostremos agora

que vale a reciproca. Seja M am 1deal maszimo de R e M =

MNR . M & certamente um ideal maximo de R e a extensao

R, S T(R & inteira. Portanto, T(K . & uma cxtensao intei-
M (R] R\NM # M -

ra de Ry ja que, por 2.5.1, TR,

la Corolario 2.10 temos que, R, nao possui ideais maximos de

PAM Assim sendo,pe
altura um. Portanto, os ideais maximos de R que se contraem a

M nao tem altura um, ja que “M IR U N . Logo

A Spec Max R
|\" /-\ R - M

alt M # 1 .

A proxima proposicao relaciona os ideais makimos de

R com os ideais maximos de 'T(R)

2.11 PROPOSICAQ:

Seja R um dominio Noetheriano com dimR . 2. En-

a) Se N & um ideal maximo de T(R) , NMR ¢ um
ideal maximo de R ;

b) Se M e um ideal maximo de R e altM 3z 2, exis
te um ideal maximo NV de T(R) tal que NAMAR=M e alt N =
alt M;

c) dimR = dim T(R) .
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A demonstracao desta proposicao decorre do caso par

ticular seguinte:

2. 12 LEMA:

Seja R um dominio local com dimR ;2 e seja M
o ideal maximo de R . Entao, T(R) & um dominio semi-local oom
a mesma dimensao de R . Além disto, s N & um ideal maximo

de T(R) , entao NAR=M .

Prova:
Seja R o fecho inteirc de R e R=T(R/I\R . Pe-
la Proposigéo 2l TURY = RK , onde S =R\VUM . Por-
' M Spec Max R
alt M ]
tanto, T(R) € um anel semi-local pois T(R) & Noetheriano e

R possui finitos ideais maximos, ja gque R<C R

dim T(R) = dim R dim R = dim R

Além disto, como (R,T(R)) & um par Noetheriano,pe
la Proposicao 1.14, os ideais maximos de T(R) &e¢ contraem a

ideais maximos de R

Passamos agora a prova da Proposigao ja enunciada.

Prova:

a) Como (R,T(R)) & um par Noetheriano, sabemos
por 1.14, que os ideais maximos de TI(R) se contraem a ideais

maximos de R .



b) Seja M um ideal maximo de R com altM: 2.

Seja N um ideal maximo de T(R,) tal que altN = altM.R

M M°

Tal ideal existe, pelo Lema 2.12. Além disto, pelo mesmo Le-

ma, N('\RM = MRM .

o 2-5. " 5 r|'2 — n " > 2 -
Temos por 1, que IkiJR\M I(RM) Seja W

T(R)MNN . Entao, YN\R=NNAT(R/MNR = VAR = .w\RMr\R = MRMF\R

=M . Além disto, altll‘:althaltMRMfalLM

Resta ver que (' € um ideal maximo de T(R) . De
fato, isto ocorre, pois, do contrario, existiria um ideal ma
ximo de T(R) , W' tal que W W' . Como W'/YR & um ideal
maximo de R (Proposicao 1.14) e W\ R20NR =M , entao

W'MAR =M . Logo, W'M(R\M) = ¢ . Dai, seque que W' T(R)R\M

@ um ideal proprio de T(R)p , e contém W T(R), . =N, ©

que é absurdo pois N & ideal maximo de T(R) M ¢ bogo, W

€ um ideal maximo de T(R)

c) De b) temos que dimRy dimT(R)

Seja N um ideal maximo de T(R) ¢ M=NNR. Pe
la Proposicao 1.14 temos que M € um ideal maximo de R .Co
mo NN (R\M) =¢ , entao N T(R) & um ideal maximo de

R\M

= T(Ry,) . Dai, seque que altN=althN T(R) =

T(R) p\M \M
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= altNT(RM) < dim 'I‘(RM) dim HM‘ dimR , j4 que pelo Lema an-
terior, dimT(RM) = dim RM . Portanto, altN_ dimR logo

1

dim T(R) s dimR .

E natural perguntarmos se existe um dominio R cuja
transformada global seja inteira sobre R mas, nao seja um R-
mddulo finito. O proximo exemplo mostra gue anéis nestas condi

coes existem.

2.13 EXEMPLO:

D. Ferrand e M. Raynaud construiram em 6] um domi-

nio local R , bidimensional, com ideal maximoc M , cujo com-
pletamento para a topologia M=adica X » tem um primo imerso
associado e cujo fecho R & local. Para cste dominio R te-
mos que a extensao RGT(R) & inteira e T{R) nao é um R-md

dulo finito.

Para mostrarmos que a extensao R&GT(R) € inteira
observamos que, como R possui um s6 ideal maximo, este deve
ter altura dois, visto que dimR= dimR= 2 . Portanto, decor-
re de 2.6 a afirmativa.

Para justificarmos que T(R} nao & um R-médulo fi-
nito, devemos utilizar um resul tado de Nishimura :l],Corolério
2.4], que afirma o seguinte:

"Em um anel semi-local R que contém um elemento
nao divisor de zero, T(R) & um R-modulo finito se, e somente

se, os ideais primos associados do completamento de R tem co-

altura maior que um".



Como neste caso R @& local [1,Proposigao 10.16] ,

bi-dimensional [7,17.12] e possui um ideal primo imerso asso
ciado, claramente tal primo nao pode ter co-altura maior que
um. Portanto, T(R) nao & um R-modulo finito.

No primeiro capitulo nos perguntavamos se os Teore
mas 1.8 e 1.12 ainda valeriam se o anel em questao ainda pos-
suisse elementos nilpotentes nao nulos. U proximo exemplo mos

tra que tal nao ocorre.

2.14  EXEMPLO:

O anel R que utilizaremos agui & o mesmo do exem
plo anterior, construido por D. Ferrand e M. Raynaud em [6]
Vamos mostrar que a transformada global do completamento R de
R , nao & um anel Noetheriano, muito embora ﬁ O seja.

-

Como ja foi observado no exemplo anterior, R & um

anel local. Além disto, R & uma R-alyebra plana [l, Proposi-
gao 10.141 . Portanto, decorre de 2.4.2 que, se M & o ideal
maximo de R , entao T(R) = R(M) :R{MICDR R = T(R)CDR R . Co-
mo a extensao Rec, T(R) & inteira, entao a extensao R(DR R
o T[R)GDR R também o & [3,chap V,§1, n® 1, Prop 5] Assim
sendo, temos que a extensao &c;,T{&] é inteira, uma vez que
R@R ;{ = ‘Ii {l,Prcposiqao 2.14] .

Suponhamos que T (R) seja um anel Noetheriano. A-

firmamos que T(R) /M T(R) & um R-mddulo finito. pe fato, como

M possui pelo menos um elemento nao divisor de zero, digamos

X , e como existe um homomorfismo de R-médulos de gé?ﬁﬂ so
T (R) ~ WR) - H o
bre ——— , entao ;iiﬂi e um R-modulo finito pois, pelo Te

MT(R) M T(R)
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orema 1.12, —EL%L- o é. Disto decorre que T(R) & um R-mbdu
X T(R) a

lo finito [9,Teorema 30.6].

Por outro lado, R & um R-modulo fielmente plano
[2,Cchap 3,§3, n® 3,exemplo 3] e [2,Chap 3,§3, n® 5,Proposigao
9] . Reunindo isto ao fato de que T(R) & um R-mddulo finito,
por [2,chap I,§ 3, n? 6,Proposition 11 concluimos que T(R) &

um R-mddulo finito, ja que  T(R) TRIG R & R R@R R .Is

to contraria a conclusao do exemplo anterior.

De fato, o que mostramos ¢ gque, se R & um domi-
nio local tal que T(R) é uma extensao inteira de R mas nao
& um R-mddulo finito, entao T(R) nao & anel Noetheriano.Con

-

seqlientemente, R possui elementos nilpotentes nao nulos.
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RESUMO

No primeiro capitulo deste trabalho mostramos que, se
R & um anel Noehteriano reduzido, qualquer anel entre R e sua
transformada global T(R) & Noetheriano. Estudamos também o pro
blema da "maximalidade" de T(R) quando R e um dominio.

No segundo capitulo estudamos algumas propriedades da
transformagéo global T(R) no caso de R ser um dominic Noe-
theriano de dimensac maior gue um.

O resultado principal afirma que T(R) & inteira so-
bre R se, e sO se,-o fecho inteiro de R nao possui ideais

maximos de altura um.
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ABSTRAGCT

In the first chapter of this work we show that any
ring between R and its global transform T(R) is Noetherian
whenever R 1is a reduced Noetherian ring. We also study the
maximality problem of T(R) if R is a domain.

In the second chapter we study some properties of
the global transform T(R) considering R a Noetherian do-
main of dimension larger than one.

The main result states that T(R) 1is integral over
R if and only if the integral closure of R does not have

maximal ideals of height one.



