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Resumo

Seguindo as idéias de S. Smale, nesta dissertacglo
estudamos a eficiéncia probabilistica de algoritmos numéricos pa-—
ra equag¢des diferenciais ordinarias. Especial atengioc ¢ dada a
dois exemplos cléssicos: os algoriitmos de Runge-Kuttia de dois e
de quatro estagios, sendo a sua eficiéncia estimada em termos de
medidas gaussianas. Em ambos os casos, sfo obtidas estimativas

detalhadas que levam a uma expressfo para a média do erro global.



Abstract

. Following the 1ideas of S. Smale, we study the
probabilistic efficiency of numerical algorithms in ordinary
differential equations. Special attention 1is directed to two
classical examples: the algorithms of Runge-Kutta of two and four
stages with their efficiency estimated in terms of gaussian
measures. In both these cases detailed estimates are given,

leading Lo an expression for the mean global error.



INDICE

Introdugdo
Notag8o

Capitulo 1. Tépicos sobre problemas lineares

§1.
§2.
§3.
§4.

Capitulo 2. O erro em média de alguns algoritmos numéricos

81.
§2.
£3. O erro no método de Runge-Kutta de 2 estagios

Capitulo 3. O algoritmo de Runge-Kuita de 4 estigios

51.

Definig8es iniciais

O conceito de eficiéncia
O Teorema de Smale
Quadraturas de Gauss

para equagdes diferencials ordinéarias

Defini¢8es iniciais
O método de Runge-Kuttia

Estimativa do erro global

Apéndice. Medidas em espagos de fungdes

Bibliografia

10
13
i8

25
27

44

49



INTRODUGAO

O objetivo central deste trabalho é analisar a
eficiéncia probabilistica de algoritmos de resolugfio do problema
de integragfo de fungSes no espago de Hilbert M;IO.i}. e do méto-
do de Runge-Kutta para resolugSio de Problema de Valores Iniciais
para Equa¢Ses Diferenciais Ordinarias simples de ordem 1.

No capitulo 1, nés mostramos os principios gerais e os
conceltos envolvidos nos algoritmos baseados no principio de
discretizac%o do dominioc onde o 'input' estd definido, tendo como
base o trabalho de Stroud [17] e Traub [18]1. Nés enunciamos o
Tecrema de Smale Cver [1313, que mede a eficiéncia probabilistica
dos algoritmos cléassicos de integrag8c, em termos de uma medida
gaussiana no espago de fungdes m;. No caso geral, nés verificamos
que o erroc ocorrido, em média, por uma aproximag8o por ’splines’
¢ minimal para o problema de integrag8o th(x)dx.

Supondo conhecido o valor de f em alguns pontos de
[0,1] Co vetor informacéo de f= I(f)), nds provamos que, na apro-
ximag8o de integrais por quadraturas de ordem de exatidfio igual a
1, o erro e(ICf)), em média, satisfaz

1 1 > 1/2
E CeC(ICT220C —*"[I | K. Ct2|"dt ] &
¥ & & 2

onde cht) é a fungfo niclec de Peanc, e u ¢ uma medida gaussiana
Cveja [8]1> definida em L®. De fato, esta estimativa depende da
medida gaussiana escolhida. No caso de quadraturas com pesos,
existem escolhas naturais (ver (8] e (18] para uma discussfo de-
talhadad.

No capitulo 2, nés definimos © Problema de Valores
Iniciais-PVI para uma Equag3oc Diferencial Ordinaria simples de
ordem 1 em (0,11 e analisamos a eficiéncia do algoritmoe de
Runge—-Kutta de 2 estagios (conhecido como método de Euler modifi -

cado?. Nés supomos que o ’"input’ f e suas derivadas parciais de



ordem 1 sfc controladas por uma fungfic v € !H:'. obtendo que o erro
global de discretizacglo €. em média & de ordem 1, mais
precisamente

E Cle 1% ¢ 303h.
[¥) n

Nés analisamos no capitulea 3 o algoritmo classico de
Runge-Kutta de 4 estagios. Supondo que o 'input’ do PVI e suas
derivadas de ordem até 1 s8c controladas por uma fungfio do tempo
em EH::. nés provamos que o erro global de discretizagdo em média €

de ordem 2, mais preclsamente
"E Cle 1% ¢ 153n°.
o n

O métode pode ser generalizado aos esquemas de
Runge-Kutta mais gerais. Em parite, o fator complicador é a forma
do erro local C(ver Butcher(1il e Stetteri{i15] >. Observemos que na
maioria dos livros-textoc socbre o assunto, o ’input’ por hipétese
satisfaz uma condig¢do global de Lipschitz; como a constante de
Lipschitz pode ser arbitrariamente grande em alguma regific do
dominio, perde-se informagZc com tal restrig8o. Por isso, em
nossc estudo substituimos esta hipdtese pela dominagfio, no tempo,
por uma uma fungfoc de controle em espagos escolhidos a priori. A
constante de Lipschitz ¢é substituida por funcionais locais e a
globalizag¢8o do erro obtida na forma funcional. A nossa hipétese
permite simplificar a forma geral da estimativa scbre o erro.

Cbservemos que nossas hipdteses nfo sio vazias, consi-

derandc o seguinte exemplo:
vy =AfCt,yd » yC0>=1 o

t
onde fCt,yd= yj' Isdds e ¥ ¢ uma funglo a ser determinada. A
[}



solugdo de (1D é:

Lt s
yiLd= exp {:\ f j I odde ds } . (&3]
o O

Para cada v € &%[0,11 queremcs demonstirar a existéncia

de A, ¥ tais que L L
Ak Ay [R+ X W v ¢33

o o

A solugfio da equagloc de Volterra

t | v |
m+exjw=—a~ C4>
[« ]
b o il b ovC.5
édadapor‘lf=[1+8?kf] [ > ].paraO()\(i/&.
(e ]
Observamos que de (4D
| v 1 t )
= =@+ 2 [®> Aa¥+an [wy
a o
t _11,
AP+ N [E sy [w. ()]
Q o

Utilizando (5D, segue-se que:

t : 7 | v |

?\y'l'+?~.yf‘l'+?\_j"l‘g“—a—'y. C6d
o o

Agora, escolhendo N suficientemente pequeno, podemos assegurar

['_";’_'__]] g5,

uniformemente para t € [0,11, estabelendo C(3D.

que
b

v = exp [ A Jiji[} + 2A j: ]

Ent&c, demonstiramos que para uma classe de fungSes Af
temos a correspondéncia com as fungdes v € H; em termos das quais

nossas hipdteses foram formul adas.



Cla,bl

b - 12
{uCsd |“ds ]

Hatt,= [f

a
b 2 1/2
Hull, = [Ialu ¢sd | 2ds ]

L%ra,bl

nﬁfcfecto.11/r<o>=o. et

}ﬁ=(feC[0,1]/TCO)=f’CO)=O.

w:=<recto.11/ £¢™ 1) ¢ abs.
b
sxf)=j wC 3O £ dx
(=8
ICEI=0LCx D,...,fCx D1
4i n
eCICED
eCICTdD

QMCIY=A TCx D+...+ A fCx D
i i n n
b {m)

e (iD= j K CLOf ctddt

m A m

&
v

esta definida qs e f;|r

NOTAGAO
espago das fungdes reais definidas

e continuas no intervalo [a,bl
norma de u no intervaleo I=[{a,bl

norma de u’ no intervalo I=[la,bl

espago das fungdes para as quals
[Iul{z ¢ finito.

4) 2

17 € o >

{2) {2)

r est4 definida qs e f;lf | <@ >

{m)

cont. e f e L%10,11 >

problema de integragiio com peso wlxD

vetor informag8o de
algoritmo com informagiSc ICID
erro de um algoritmo com

ICL2

quadratura com n pontos

informag8oc

erro de Peano para uma quadratura de
uma fungfo no espago Wj.

errc local de discretizagio



CAPITULO 1
Téplcos socbre problemas lineares
§1.Defini¢Bes Iniciais

Seja X um espago de Banach. Considere um operador
S, linear ou nZ%c, definido por

SE: X —> R LS e N e
f —> a=5s5Cf 2

. Seja € > 0; nosso objetivo & descobrir uma e-aproximagfo
x=xCf>, X € R, para a = S(f2, isto &, que satisfag¢a para f € X

| =&k | € &, Cl.1.8>

Nés chamaremos S o operador soluglo,  o© elemento

problema e a o elemento solugdo. E claro que a solu¢lico depende de
X. De qualquer forma, ao par (S,fD nés nos referimos como o©

problema S.

Para descobrir a e-aproximagl8o, nés devemos saber algo
scbre f. Nés definimos

I : T —> Y €1.1.8
como © operador informag8io ¢ n3o necessariamente linear >, onde
T,Y s8oc espagos dados,dependendoc de S. IC(f) & chamado de infor-
magl8c de f, definida em T £ X. Podemos ter ’inputs’' diferentes
que nos dioc a mesma informaglico. Se X é um espago de fungSes e
ICED = CfC>&).f(xi).....,foh)). para certos pontos xj convenien-
temente escolhidos, néds podemos ter diferentes fungdes rz’fz
tais que I(f*D=Isz).

Seja f € X. Definimos
VLD = € g ; IC@I=ICf) eg € X > €1.%.42
como a preimagem de y=ICf> em X. CObservemos que V(f) # @ , pois T



€ V(I Y € X, V(D = 1I7%yd) n X. Ademais, seja
UCEY = € SC@) ; g € VD > €1.1.5)

o conjunto das solugdes S(g) de elementos problema g que tem mes-
ma informacfc que f, UCE) = S ¢ I7%yd> n X D.

Observemos que através do conhecimento de I(fD),¢ impos-
sivel saber qual elemento a ou (3 estad sendo aproximado, para
certo g € V(f). Istoc pode ser visto na figura 1.

X R
Ve 9) S Ucey 2
fﬂ ‘/ ) ‘nﬁ
T
_ T
\\\H
y=I1CfD
Figura 1.
Um algoritmo € um operador ¢ : T —> R. Seja & €I,

a classe de todos os algoritmos para o problema S. J& que

eCICEOD=pCICgd>, ¥V g € V(fD, © que queremos & que g aproxime um
elemento do conjunto UCTD.

X R
\" & ] uceD
{ ///g:Stf)
.'7_.
_o.z i
y=I1C1D
Figura 2.



Para que um algoritmo seja confiavel, isto &, nos dé& uma
resposta com uma margem de erro aceitavel, nds devemos definir o
erro. C De fato,nés veremos adiante uma discussfic feita por
Lyness[10) onde ele mostra a necessidade de definirmos claramen-—
te conceitos como precisfo e economia de um algoritmod.

Nés definimos o erro do algoritmo ¢ por

e(p) = sup | ¢ CICLFDD - SCID | €1.1.6>
fexX

Nos problemas que nos interessam, o que queremos ¢é uma
¢ uma estimativa do erro dos algoritmos.

Para um conjunto A € R, o valor

diam ¢ A D> = sup | a - b | €1.1.73
a,b e A

é chamado de diametro de A e
rad ¢ ADJ = inf sup | x - a | 1.1.8>
x€R ae€A
¢ chamado de raio de A. De fato, .radCAJ é o ralo da menor bola
que contém A.
Se existe ¢ € R tal que
sup | ¢ — a | = radCA> €l 18D
aelh

ent8o ¢ é o centro de A.

Como exemplc ,se A= (-3,-2)WX2,3), entic rad(Ad=3 e o
centro de é ¢ = O.

A medida do conjunto W) pode nos dar uma idéia do in-
tervalo de variag8o da nossa solugSo. Para tanto, ndés definimos
como o dif&metro da informa¢8o I o valor 4d(1,S5S) dado por

dcI,SO = sup diam CUCLDD €1.1.100
reX

O raio da informaglio I € o valor dado por

rCI,S = sup rad ¢ UCfd O €Y. 1.41D
X



Vamos definir o problema de integragiio no qual estamos
interessados. Seja [a,bl um intervalo fechado, finito contido em
R, X = Cla,bl. Definimos L%[a,b) = L® como o espago das fungSes f

para as quais
b 1/2
e =[S e Pax] c1.1.12>
a

& finito. Mais geralmente, nés podemos trabalhar com (Pra. 1w LF,

Para um inteiro r n8o negativo, seja

{r-1)

w;cx3 =Cf ; é& abs. cont. e £ e L > €1.1.13

- Definimos o problema 1 como o problema de integracgfo :

2 > R b

> (LD = j wC O (D dx 1.%2.14)
<

onde w(x) ¢& uma fun¢io parlmetiroc ou peso; o operador informaglio é
ICES = | foi), f(xzb. ..... » fon) 1 €1.1.15)

onde os n pontos %isso os nodos do problema, em geral, contidos
no interior de [a,bl. S8c conhecidos varios algoritmos baseados
na informagZo da forma (1.1.18), como os cléassicos Riemann,
Simpson, Trapezoidal, Quadraturas de Gauss e outros.

A questBo é: comoc minimizar o erro numa classe de algo-
ritmos? Adiante, ndés veremos a resposta para este problema em al-
guns casos particulares, considerando-se algoritmos que estfc na
classe das quadraturas de Gauss.

Consideremos o algoritmo definido por

n
p CICE>> = h EfC % D, €1.1.16d
k=1



onde f é uma fungfo continua definida num intervalo [a,bl . Defi-
ninde h =€ b-a J/n, esta é a cléassica soma de Riemann de . Sabe-

se que por ser f continua, vale

sup | p CICEID - ra" fCsdds | —> 0O , €1.1.17
feX
quando n —> o . No entanto, uma subrotina que implemente este

algoritmo num computador pode ser impraticavel do ponto de vista
econdmico. Na classe 2(1,8), o erro 4timo e(l,S) & definido por

eCl,S = inf elCgd €1.1.48
ped

. Um algeoritmo étimo &, portanto, aquele cujo erro é étimo
para uma certa classe. Em geral, o problema de determinar o algo-
ritmo 4timo estéd em aberto para uma grande variedade de proble-
mas; de fato, veremos no paragrafc a seguir que o conceito de
erro &timo esta dentro de um contexto mais amplo do que o dado
pela definig&o (1.1.18).

Esta discuss8o inicial da uma vis8o geral do problema e
da evolugldoc dos conceitos envolvidos; de fato, nés faremos um es-
tudo utilizando técnicas buscandoc estimativas funcionails que nos

indiquem a forma geral do erro de discretizagio de uma classe de

algoritmos.



§2. O conceito de eficiéncia

Definig8o  .Uma Quadratura para o problema 1 & o método

definido por uma férmula do tipo

b n

f wOOf(x2dx = [ Akaka)) + eCICIDD , Cl.8:.12

a k=1
onde os X, s%0 os nodos de (1.2.1), em geral distintos e todos no
interior de ([a,bl; os Ak s80 os coeficlientes e e(I(fd> & © erro
ocorrido na quadratura utilizando-se a informaglo

ICED) = [f(x‘). ..... > f(x“)}= {f(xj)]: . ar1.2.2

O principio do método consiste na discretizag8o do in-
tervalc em pontos determinados. A determinaglio destes pontos ob-
viamente procura a melhor colocag8ic no sentido de diminuir o
erro. A idéia de eficiéncia de um algoritmo, no entanto, & mais
ampla do que simplesmente minimizar o erro.

Em 1876, Lyness{10] fez uma conferéncia sobre este e
cutros assuntos, mostrando que a eficiéncia de um algoritmo pode
ser medida em termos de :

Cid> precisfo dos dados obtidos : nds fixamos uma certa margem de
erro, a priori; admitindo que o nosso algoritmo produz um
resultadoc dentro desta margem, nds podemos dizer que ele &
confiavel.

Ciid economia : devideo aco elevado custo de uma sessfoc de computa-
¢8c e do esforgo dispendido na programag8o, o algoritmo deve
minimizar o tempo gasto tanto numa etapa quanto na ocutra.

Como exemplo, tome o problema de calcular a integral
1
JCEd = I f{xDdx C1.28.3
o
por uma sequéncia de quadraturas do tipe (1.2.13, denctandc por

Q™ rd cada termo da sequéncia quando tomamos n pontos na

discretizagifo do intervalo.

10



Nés sabemos que n{%& | QCLY - JfY | = 0, para toda f
integravel, mesmo tendo um numerc finito de singularidades.
Entretanto, com respeito & sequéncia Qerd> podemos apontar os se-—
gulntes aspectos
10 se nés desejarmos uma determinada precisdo, é dificil
determinar qual ¢ termo da sequéncia que nos d& esta precisfo. Em
outras palavras, dado € > 0 , qual © valor n = n ¢ £ > de pontos
que nos garante a precisfio dentro desta margem de erroc 7?7
20 se f possul singularidades, a convergéncia pode ser extrema-
mente lenta.

Nos anos 60, quadraturas foram incluidas em livrarias de
subrotinas ¢ ’Romberg integration’, ’Adaptative Simpson routine’
e outros) e, em 1975, Davis & Rabinowitz publicam ¢ primeiro
livro dedicado exclusivamente & quadratura numérica.

Em 1971, Kahaner mostrou os resultados de uma bateria de
testes para comparar o desempenho de varias rotinas em varios
problemas. Ele utilizou

Np = 21 diferentes fung¢des,

ML = 11 diferentes rotinas,

Nc = 8 diferentes valores toleréncia = cquad i
totalizando 1848 diferentes experimentos.

Os par&metros principais em cada experimentc eram :
n = numero de nodos da férmula ;

| LD - JAfD | = precisdo real atingida. Se ¢ >

“real real equad’

a rotina falhou.

O resultado deste teste foi explosivo, segundo Lyness,
porque nenhuma rotina provou ser a melhor.

Por exemplo, a férmula do trapézio de n-pontos é muito
melhor que a de Gauss-Legendre para o célculo da integral

1

2
I dx
- 2 + sinCnmxd

11



Antes de enunciarmos o Tecrema de Smale, observemos que
a discuss8o feita acima nos mostra que devemos buscar resulta-
dos mails precisos nas nossas estimativas. O resultado de Smale
ilustra este fato, na medida em que nos da& férmulas fechadas para
uma certa classe de fungdes, para o grau de exatidio dos algorit-

mos classicos de integragdo.

i1&



§3.0 Tecrema de Smale

O resultado central desta seglc ¢ a medida do erro ocor-
ridc nos algoritmos <classicos de integraglio de uma funglo
f €« ClO,11:

n
Riemann Rh(f)= h | fCkhd €1.3:12
k=1
n-1
Trapézio TthD= h [ 0.85C(fC12+fC0d> + § fCkhd 1.3.2>
k=1

™ n
Simpson Sth)=—g—[?C1)+fC0)+a L tckho+2 § rdak-1oh ]. €1.3.3>
k=1 k=1

Aqui h €& o acréscimo fixo, sendo h = 1/n para os métodos
(1.3.1) e €(1.3.2> e h = 12(2n> para (1.3.3). Observemos que I{fD
para (1.3.12 e (1.3.2> é o vetor

ICEd= [ £CxD Jﬁ ; €1.3.4)

enquanto para (1.3.3) & o vetor
ICEY = { fexd 3% . €1.3.5

k 2n

Para estimar e(Ih(f)).sendc pth)=pk qualquer um dos
trés algoritmos definidos acima, © mélodo consiste em introduzir
uma medlda gaussiana no espago de fungdes N;. que é um espago de
Hilbert, e utilizar teoremas gerais sobre representagéio de
funcionais lineares limitados. Isto ¢ motivado pelo fato do erro

ser um funcional linear:

Cid> eCICIO+ICgdd= eCICIDOD+eCICg2d, VI, g € H; »
Ciid eCallfdd= axeCICfdD>, Va € R, VI € H;.

13



Nés vamos enunciar o Tecrema de Smale, que mede a
eficiéneia probabilistica destes algoritmos num espago munido de
uma medida gaussiana Cver [8] e [131D.

Sejam ', '’ as 1% e 2% derivadas de f; definimos os
k

espagos de Sobolev H ', k = 1,28 e o produto interno <f.g>k
respectivamente por
H' = (feCl0,11/ £’ esta definida gs e .r;i 12 < o>
<f,g> = £COdgCOd + J‘;f’Cs)g'(sb ds
H® = (rec*10,11/ '’ est4 definida gs e S| £** | 2w >
<r,g> = £COXgCOd> + ’COdg’COy + .r;f”csvg”c:a) ds
Consideremos os subespagos
m;=<rem‘/fco> =0 >
IH:' = ¢ f € H® / £COX=L"COD= O >.
Seja H; ; consideremos neste espago o operador
J: H*— R
o 4
£ —> JC£) = [ fCsdds, €1.8. 5
o
Os algoritmos (1.3.10,01.3.8) e (1.3.3) definem funcio-
:
nais Rh .Sh .Th : Ho s C1.3.7

e para um certo h, o erro em calcular J(fD por estes funcionais &

dado respectivamente por

enCI Cf22= JCfd - Rh(f), €1.3.8
eSCI Cfo2= JCfo - Sth). €1.3.9D
eTCI Cfdd= JCfd - Tth). C1.8,200

14



onde a notaglo utilizada mostra claramente a dependéncia do erro
em relagclo a4 h e f .

Para € EH;. estas quantidades tendem a =zeroc quando
h —> O, teoricamente. Para estimar em média os funcionais o
e €. nés preclisamos de uma medida no espago de fungSes. Este
¢ o resultado de Smale; para tanto, nés vamos definir a medida de
Wiener em um espa¢o de Hilbert.

O espago C[0,11 equipado com a norma do supremo

1 £ 11 = sup | fCLd | €1.3.11>5
telo,41

€ um espa¢o de Banach. Seja B o campo de Borel de Ci0O,11. Um
subconjunto C de C[0,1]1 da forma
C=L ¢ & ClO,11Y ; € fCttb,fCLz)......r(tn)) € E > 1.3.12>
ande 0<t‘<tz<. ..<Ln£ 1 e E ¢ um subconjunto de R™ ser4 chamado de
cilindro. Definimos em C a integral

u
weo=tcam ™ ct_-t d...ct -t > 17ES exp{-[-——L +o..
i z 1 n n-1 t

E i
Cu - u >® Cu -u 5 ®
—& 1+ ¢ n_n-l ]/ 2 } du,du_... du_ €1.3.13

f t.-t
1 n n—41

que ¢ a medida de Wiener em C[0O,11. A integral em Cl[O,11 com
respeito a w é a integral de Wiener; se f ¢ uma fungfio integri-

vel, sua integral ser& denotada por
Ewtf] = J' fOOwldxd. €1.3.14

Clo,11

De fato, a medida de Wiener ¢ definida em M. e
associada a uma forma bilinear. N&s podemos estender ac campoe de
Borel de Cl0,1]1, e fazer as estimativas neste espago. Entf8o, con-
siderando-se os espagos de Sobolev H', H® e seus subespagos [H:; i
H%, nés temos uma medida gaussiana w; agora ndés vamos enunciar a

o
seguinte proposig8o :

15



Proposi¢do. Seja L : H —> R um funcional linear
limitado definido num espago de Hilbert H . Entfco a média de L
satisfaz

1/2
E, | Lx | = [——na——l 1 L €1.3.15>
xe H

Como norma de L , nés podemos definir

Il L |l = sup | Lx | 1.3.16>

PIxif=1
isto é, o sup de | Lx | tomadc sobre a ‘’esfera unitaria’ de H.

Como aplicag¢8o da proposi¢8o, nés vamos estimar o custo

em média dos algoritmos Rh : Sk e Tk nos subespagos &% e mz :

QO Tecrema de Smale.

Cid> Em média, para fun¢gSes de H; » para obter a mesma precisfio, o

método do trapézio custa a metade da aproximac8o de Riemann.

Precisamente : 1/2
e*chy = [ i ] b h=1m, €1.3.17
R v 3
1 1 1 -
eCh) = e (h) , h = 1. i.3.18>
T 2 R

Ciid> Em média, para fungSes de H: » @& regra de Simpson ¢ mais

barata ou menos custosa que a aproximag¢fo de Riemann. De fato,
i/ 172
efcnd = [ﬁ h_ [1+ 0.5h + hz/w] . h = 1i,n €1.3.19
4N
1z §
eZchy = [—%— —h | n=1.2n. ¢1.3.20>
J 315

Nés podemos entfo fazer as seguintes considera¢®es sobre

o Teorema de Smale :
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12 as hipédteses s8c verificadas para uma classe grande de
fungdes;

22 nos da fdérmulas fechadas, que permitem a comparag3io dos
resultados obtidos entre si, possibilitando a comparagfio no caso
de ser ocbtida uma férmula para © erro em outros métodos. A partir
deste resultado, nés conjecturamos que, em média, nés Lteremos
estimativas da mesma forma para © erro ocorrido na resoluglo
numérica de Equag¢®es Diferenciais por algoritmos que discretizem
o dominio onde estid definida soluglio do problema.

Para uma prova do Tecrema, veja [13]1.

- B



§4. Quadraturas de Gauss

Nesta se¢fo, vamos discutir alguns conceitos importan-
tes sobre quadraturas e vamos mostrar os resultados conhecidos
que respondem em parte as questdes discutidas na se¢Zo anterior.

Defini¢8oc. Seja QLY a quadratura de n pontos

n
Qn(f) = ¥ Aka(xk)) CE. 2.1
k=1
b

uma aproximagfio para a integral I wOf(xd dx .

<

A férmula (1.4.1) tem grau de exatid8o d se é exata, is-
to &, eCICLd) = O para todos os polinémios de grau < d e nfio & e-
xata para todos os polinémios de ordem 2 d + 1. Nés podemos re-
presentar o erro numa forma integral, o que nos permite obter es-
timativas para uma certa classe de fungdes.

Se wlxD > 0O em [a,bl, néds podemos descobrir os coefi-

clentes Ak para uma certa escolha dos nodos x tais que a férmula

C1.4.1) seja de grau &n - 1 . Tais férmu;as sdo chamadas de
n-férmulas ou n~-quadraturas de Gauss .
Definiglo. Sejam %, t dois nUmeros reais e k um
inteiro > O. Nés definimos :
¢ x-t >* » S@ X 2 b
€ %=t 3% = €1.4.2
0 » se x < t
Teorema ( do nicleo de Peanc 2. Suponhamos que a férmula
C1.4.1) tem grau de exatid8c 4d e todos os pontos X, estio em
[a,bl. Seja m um inteiro positivo 1 £ m - 1 £ d. Ent8o existe uma
fung&o KmFt) tal que

b
eCICro2 = I Kmtt)f(m}(t)dt €1.4.3
(=5

i8



para qualquer f « W':[a,b]. A fung&o Km(t.) pode ser definida por :

Cx-tdT* ® ex-dTt o A Cx-td Pt
B e[ 15! ] - J o151 T kS K Cme1o a4
a

chamada de fungf8oc nucleo de Peano.
Pela desigualdade de Schwarz em €1.4.3), obtemos :

z b b
| ec1cId| = | le(t)lzdL [ 1™y %at €1.4.5
a a

No espago L% , nés obtemos de C1.4.5)

3 3 1/2 ims
| eCICEId| < [ j 1K _Ctd | ] LIRS ™ ] L. €1.4.8
(=8

Logo,para minimizar | e(I(f2D |, nés devemos minimizar
|]Km(t.)}|2. A solug8o0 para este problema é dada pela aproximagio
por ’'splines’.

Definig8io. Sejam dados xj » J=1,...,n , n 2 2 pontes
distintos sobre ¢ eixo real. N&s dizemos que a fung8So GI(XD € uma
'spline’ cubica natural com nodos X se :

10 &Kx> ¢ linear nos intervaleos ¢ - o , x, l1 el X + @) ;
&) em cada um dos intervalos
[ x

w3 ok BB Feoeapbt OO ) 4
s e 28 n n

XD ¢ um polinédmic cibico (em geral .1 um polinédmio diferente em
cada intervalod;
3 &xXD, G e G"’(X s8o continuas V¥x , - @ < x ¢ w .

A idéia ¢é utilizar a interpoclagZc por ’splines’® para

obter uma aproxima¢fo para a integral de f. Seja a aproximaclo

b b
J roodx = [ 6Godx + eCI (£ €1.4.7>
a a
onde &Xx) é a ’'spline’ cubica natural com nodos X X, X que

interpola f(x) nestes nodos. Entlo a férmula (1.4.6) & uma qua-
dratura de ordem £ 1, isto &, eCIaCfDD = 0 se { & polinomial de
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ordem £ 1 e existem constantes A‘.Az.....kn. tais que

b
J'G(x)dx = Af(x D + A fdx D) +. ..+ A fdx D 1.4.8>
% 8 1 z z n n

Nés enunciamos o segulnte resultado importante para o
errco nas quadraturas :

Tecrema 1.4.1. Entre todas as quadraturas do tipo
C1.4.10 com ordem de exatidSoc igual a 1, nés temos que a aproxi-
maglioc dada por ’'splines® ¢ a de maior precis8o, isto €&, a
integral

b
oIk ® at ¢ minima.

a

Para uma prova ver Stroud [17], além de ocutros resulta-
dos, ilustrados com exemplos. Em Traub [18), nédés encontramos uma

discuss8c mais delalhada.

Tecrema 1.4.2. Em média, © erro ocorrido na aproximag8o

b
da integral IafC'dex por uma quadratura do tipo (1.4.12 de
primeira ordem satisfaz em H;

b
2 = 2
E lecIcd1® ¢ [ : ] J;|Kz<t){ dt C1.4.9)
Prova. Consideremos a inclus8o injetiva i: i8Ny pttd
de Hz em m;. Pelo Teorema de Peano, para ordem = 1 , o erro pode

ser dado por b
eCICfd) = j X _CLor
2

L= 5

‘e dt

Pela desigualdade de Schwarz, cobtemos

b

2 2z 4
eCICId® ¢ [ J;[KzCL)I dt] |1 f[lz‘z



b 3 4 i1/2
onde (1l = [J1 P edtas]
’ <
Tomando a esperanga, cobtemos :

b
2 2z -4
E CeC1cr® ¢ [_[Gl K Ctd | %t ] E LS 1S,

Peloc exercicio 80 de [7]1, temos :

2 1 i 1
E [IT]I < trago S =‘§ = E = €1.4.10>
¥ 248 H &y k% k&1 x*n® 8

onde S“ ¢ a covarilncia assoclada com o 'operador de Dirichlet’
discutido no apéndice deste +trabalho. De (1.4.100 , segue ©
resultado desejado. Logo, para minimizar o erro, em média,

devemos minimdzar

e, CICEID = _|‘:fL KCwtfar €1, 4322
denominada constante do erro de Peano. Em particular, nés
encontramos em {[17] uma tabela com valores de e, . »m 2 c
para férmulas de Gauss-Legendre € quadraturas de Romberg, além
de outros algoritmos, para o intervalo [{-1,11.

Em geral, a minimizagfo do erro de Peano dado por
C1.4.11> nos leva a uma expressio quadrética nos coeficientes Ay
Em férmulas cléassicas, onde conhecemos de antemiio tais coefi-
coeficientes, nés podemos utilizar resultados comoc © lema 46 de
[11), para minimizar tal expressio.

Em {181 , nds encontramos uma discussfoc mais geral para
o problema de integraglo

i
S = [ wOOr:Odx €1.4.12)
-1

onde wl(x) ¢ uma fung8o parametro, ndoc necessariamente constante e

a1



f satisfaz uma certa ordem de regularidade, em geral, expressa na

forma : para algumr 2> 1,
r 3 {r) =
1 i 4 llp = [ I | £ CoD|P do ] €1.4.13>
-4

€ finito para p € [1,+w ].
Em fungfo do numero de nodos, a ordem de regularidade de

f e a fungloc parametro, nés podemos determinar o grau de exatidfo
de quadraturas de Gauss-Legendre, Gauss-Chebyshev, e outras,.
Para operadores de maior ordem e a covariancia veja (41,

exemplos 3.3 , 3.4 .



CAPITULO 2

O erro em média de alguns algoritmos numéricos

para Equagdes Diferenciais Crdinérias
51 . Definig8es iniciais

Definig@. Um PVI- Problema de Valores Iniciais - para

uma equag8io diferencial simples de ordem 1 é © problema definido

{ .o o I
yC 0D

Nés vamos supor que existe uma soluglSo z: t——> z(il> do

por

PC Ly YWEF D . O ®E LT, €2.1.1>
c

PVI. Estamos interessados em algoritmos baseados no principio de
discretizag¢f%oc. Particionandc ¢© intervalo {0,T] em subintervalos
de comprimento constante igual a h = T/n, n € N, obtemos uma

arade com nodos
t =0, t = h, L = vh, yL =nh =T , cg.1.2>

o & v n

onde tv = tv_1= B 2.1, 32
Nés vamos assumir que o acréscimo h €& constante, embora
em alguns casos seja recomendavel trocar o valor de h em alguns
passos do método, no sentido de melhor eficiéncia.
Nosso algoritmo vai produzir uma sequéncia de aproxima-
¢Ses sobre os pontos da grade:
y = 2C0) = c¢
y = zChd 2.1.4>
;rn = z(D
Definic8o. Um método numérico para um PVI & dito de or-
dem m se ¢ satisfeita a desigualdade

| 2> -y | s¢C h" Y €2.1.5>
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para h suficientemene pequeno, C= C(f;[0,Tl> & uma constante que
depende do intervalo e do "input’ f. Intuitivamente, & claro que
para uma fungfoc *'’bem comportada’’ nds podemos calcular o valor
de C ou termos uma boa estimativa sobre C. De fato, em [1]1 e [7]
s8o feitas estimativas de C para o método de Euler, que embora
muito pouco utilizado hoje em dia, nos da uma idéia de que tipo
de resultado nés podemos obter em cutros métodos.

Para estudar o erro de um método, nds somos levados a
considerar a solug8io local nos subintervalos Iv=Ctv_£Lv). De fa-
to, ¢ impossivel '’controlar’’ a soluglio em intervalos muito
grandes. Neste ponto, nés devemos fazer consideragdes sobre esta-
bilidade e convergéncia.

Nés vamos denotar por zv(t) a solugfoc local do PVI em

I =Ct »L 2, isto &, a fung8o que satisfaz
v v—-4 v

ZVCLD = zCtD em 4 €2.1.8

~ ~e Zy (k} z £t)

1, T
Nés vamos trabalhar no espago de Hilbert
N; =€ £:[0,11—>R ~ £fCO>=0 & £* € L?%[0,11 > €a.1.7
Neste espago, nés introduzimos a medida de Wiener e po-
demos estimar o erro ocorrido em alguns métodos de resoclugdo de
EDO’s. Nés enfatizamos que a estimativa obtida para o errc global

depende da medida no espago de fungdSes, e que nossa técnica pode

ser claramente estendida a classes mais gerais de problemas.
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§2. O método de Runge-Kutta

Uma particular classe de mélodos de resocluglic de EDO’s
simples s&c os chamados "'métodos de passo para tras’, no sentido
que, para calcular o valor da solug8o num ponto Lv da grade, nés
levamos em conta ¢© valor da soclu¢glio nos pontos Lv_i. t "

v-2
.,tv » para um certo k

o Em particular, nés estamos interessados em métodos de um
passo para tras, 1isto &, em métodos que nos dio o valor de
Yy, = y(tv) a partir do wvalor de Yuir E YCLv-R' Nés  vamos
iniclialmente definir o método de Runge-Kutta de s-estagios como
visto em Stroud (171, e estudar alguns casos particulares.

Definigdo. O método de Runge-Kutta com s estagios ( cada

g €& um estagiod é dado por
r e yC0d= ¢
Y

v © Yeout b [Atgi+ A2g2+ nes S Aagi]
B ™ PN ¥y
o, * fctv_ + azh.yv_£ + 321hg13 2.28.12
3 = fctv-t+ aoh'yv—t-‘. ﬁetgl+' e F ﬁ-,s-shga-—t)
L v= 3,8:3:,.

Para ordem = 4, nés temos mélodos de ordem k com k esta-
gios. Para k > 4, os métodos precisam de mais de 4 estagios. Re-
sultados mais gerais que relacionam a ordem com © numerc de esta-
gios do método de Runge-Kutta podem ser vistos em Butcher [11.

Em particular, para s = 2, o método geral ¢ :

e = yC0> = ¢

)’v = yv-—£+ hiA‘g‘+ Azgz}

g = (L , 2 £2.2. 8
i v=-1 =4

g, = fCt _ +aoh,y  + hig)>

Aqui a, 3, At. Az sdo parémetros que devem satisfazer

trés equagdes

[=43)



A+ A =1

1 K4

Ao =12 cz.2.3
a = f.

Uma soluglio particular destas equagSes & :

A‘= o, Az= 1, a= 0 =12, que nos d& o método de RK de
2-estagios que vamos estudar a seguir. Nossa técnica consiste em
analisar a forma do erro local, supondo certas condi¢®es sobre o
*input’ do problema e estimar o erro global, em termos de uma

medida num espa¢o escolhido a priori.
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£3. O erro no método de Runge-Kutta de 2-estagios

Consideremos o PVI-1 definido por

v = <. €884

y'CLd = fCL,yCtdd , t € [0,1]
(s ]

Suponhamos que o PVI-1 tenha uma scluglo, denoctada por

z: Lt —> zC(L).Definimos o funcional
ytd= sup || zCsd }]| . 2.3.&d
0¢s<t

Nés vamos supor que f satisfaz as Hipdteses Iniciais C(HI-1D

ot
sup | z | < Ve | k=0,1 c2.3.3
lyl<pCtd ' gy
onde k=0 denota fCt,yC(tdd, e
aof
| Yy ] < {vCid | £2.3.4>

para alguma fungfo vit) € ™ : . Nés supomos T=1 sem perda de

generalidade, j& que n&c podemos controlar a soclugfo em
intervales arbiirariamente grandes,

Definig8o. O método de RK de 2-estagios ou método de
Euler modificado é dado por

,* 0.8h;y  + O.ShfCt .y 3D

v

5 Vg hf‘(t.v
M B s 2.3.5

As igualdades (2.3.8) definem explicitamente a sequéncia
de aproxima¢des Y, Cveja (2.1.45D. Definimos o erro local de dis-

cretizaglo por
e=2z2 -y (2.3.6)

v v v

onde z = thk), Y, 4 y(tk). Quer emos estimar €.= Z2C1Y = Y. bus -
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cando comparar © erro global com alguma poténcia de h.
Sendo Iv=[tv_{¢v] segue da definiglo de zC(iD:

B, =B * J}vf(L.zCL)) dt

Podemos escrever

£ =¢ +j [fCt,zCLdD~ICL +0. 5h,y + O.8hfCt 'Y dldt.
v  wv-1 41 v-1 v=1 v=4 “wv=-1

v

Denot ando tv_1+0.5h por tv—:/z' podemos escrever
fct,zCtdO~- fCL Y +: 0, Bhf'CL )Y )2 =
v-41,2 v—1 v-1""v-1
= {fCt,z2CL2D~-fCL,z IF + L1,z pEs o @ 2 ' Z 2> +
- v-1 v=1 v-1r,2"Tv-1
+ CfCL W2 2-fCL B +0.5h>> +
v-41,2 v—41 v=-4,-2 ve-4q1
&<
+(f(tv_1/z.zv_1+0.5h)— tCLv—ifz'yv—1+0'Bthtv—t'yv—i)} =wz ak
onde :
1 of
A1= —lm +qCzCtd -z 22CzCLD -2 ddq
(] v=1 v-=1 V-
14 O
ﬁ2= J; ot t'-w-1.,'2*.‘21‘:1'_4"\;—u‘zD'zv—mjc{'_t"w-1/?.)':“‘
1 af

+ qC0.5h2>2(0.5hddq

g

a &y :tv—ifz’zv-i

1 af
A,= J;—s;-Ctv_‘fzng‘+a+quv 1—yv_s+0.5hCi—a})3CcV_1+CO.5h~aqu

Agora,nés vamos estimar os Aj' J=1.....,4, utilizando
as hipdteses iniciais sobre f e suas derivadas, & ouiros resul -
tados do Calculo Diferencial, como a desigualdade de Schwarz.
Nés vamos fazer algumas estimativas intermediarias locais, isto

é, para t € I_= [t ate: 3
v v—1 v

=8
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Estimativas Intermediarias
1O =€ty = z, l € h

Prova : z(L) & solugfio do PVI-1 , logo podemos escrever

t t
12
j2ts ~ =, = lftfce.zcebbde ‘ < { |vEed> |dé < h 15 &
v=1i v-4

: 1/2 1/2
J4& que J'leCGDIdG ¢ctt, S v, oent v, ,

V=4
pois [t-t | ChemI e ||V W & L ¥ A1, o 0
2Dl z -z | € co.85m % v ||

v=4 v-4-,2 1.2.,v
Prova: decorre de t ol = 0.5h e 1D,
v-1,/2 v-1
1/ 2

i Lv-1s2 yv-li < Bin® 0. 8ho 2 Il:,z,v
Prova : escrevemos | T yv_‘I=lzv_‘/z—zv_‘+zv_1—yv_il
e da defini¢%o do erroc local e de 23, obtemos 3.

A seguinte integral nos sera Gtil :

t

v

I |- | = 0.25h".
v-4-/2

t

v-1
De fato, integrande para t L v ¢t » escrevemos a integral

=L ST = v—1
acima como : " L
Soot-t 1= 2f ¥ ct-t >= Ci-t )2] V=1 = 0.28n% .
I v-41/2 s v—-4,-2 v-41,/2
> v=41-2
v-1-2

Antes de seguir,vamos enunciar uma estimativa que nos sera

bastante Util na forma de um lema :

={e]



Lema 1. Para t €I = [L ot 1 ,temos
¥ v v-1 v

1/2 85/2

| hvet 21 ¢ ch?7%e 1.4n

M1 v, c2.3.7>

;2,V

Prova: hvtt 2 = hvwit 2 + h [v(t > - vt 21 , donde
§=4 v o v
{hvit 2| € [hvit D |+ |hivCt > - v(t D1
H v 1 v

lhvet D} < ‘ J v¢sdas ‘ + | J tvet 5> - vtsdlds
# £ g H
v v
Estimamos a primeira integral pela desigualdade de
Schwarz

1/ 2 12
|jtvcs>ds|<_h 1% By o € B5R00 % W, o 3
v
Para estimar a segunda integral, escrevemos
1 &v
=1t # gls-t J0Cs~L > d
J; at Tl u w99

vit > - v(sd
o

Pela substituiglo o = t',u + qu-L“). temos

s av

J [v(t“) - vCsdlds| = |f [ { ——EE——Cabda] ds‘ <
1-.r Iv ¥ J
172
€ flw H"z'vj‘lvl o-t, | de
b 1/ 2
c2yvwil, . J VCo - t,2 do <
” » t'
f¥
<2l v Il ECL —t39/2<418/zl|vli
= 1,2,v 3 v 7] - | O

Estas desigualdades provam o lema 1. Logo, estimativas
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envol vendo produtos na forma hv(t,“). para t.p € Iv s8c equiva-

lentes, @ nos possibilitam estimar com maior generalidade os 4,.

J
Nés estimamos AJ » }J=1,2,3,4, obtendo :
| & | = [=2CL> —z _ |vetd ¢ veLOR* 21 v || .
v-1 1,2,v

< -
bag 1= et o dvee 3>,

= 0.5hv(t D> ,
| Ay | .

| 4, | £ e, _ vCt > + 0.BhvCt > + 0.5hvict >
v-t H u

Observemos pela definigfico do erro local que nés podemos

escrever
e, L e, +r2 j | Ajl dt 2.3.8>

sendo cada integral calculada no subintervalo Iv=[tv_‘,tv1.

Pelas estimativas intermediarias e pelo lema 1,

oblemos:
1-2 2
Jia, 1 ¢ vcdn L e €2.3.9
JLa, 14 0.25h%vct 3¢ €0.25h"7%+0.35h° %) | |v] | €2.3.10
H 1,2,v
2 8/2 572
Jl a5 1 co.8n Vet 2¢ €0.Bh*Fe0. T By vy, ¢e.3.11>
< 2 2 2
JUa, | £ e, vt > + 0.8n7vCt > + 0.Bh7vCL D
< e cht %+1.4n% % v + P Ch,vD €2.3.12
. v=-1 d, 2,V 1

_ s,/2 5/2 Tins =
P Ch,vD= €0.5h""%+0.7h" "> | {vil, ,  +CO.Sh+l.4h"+hD|ivil, .
31
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Substituindo estas estimativas em (2.3.8), obtemos
lcvl < €1 + Av)lcv_‘i + Bv oVE L LBk aG

8/2

onde A = Ch'7%+1.4n%7% v,

z2,v

e B =¢1.25h% %+1.78h° "% | |v] ]| +C1.5h+1. 4hZ+h® | |v] |2 .
v 1,2,V i1,2,v

Por indu¢fic e notando que 1+x ¢ e, obtemos :

n n
le | < [lcil + zav] axp Lz AV] . €2.3.13
v=1 =1
Por definig¢fo, temos :
h
| e 1= 1z, - y1|=‘ J'afCt.z(t))dt ~hf<0.5h,y +0.5hy?> | ¢
h h
< JIfCt,zCtdd | + hvet > ¢ [ [vCed|dt + hvCt D ¢
o] H o #
& BRIy + Ch* Fa1 48" F3 vl
1.,2,14 1,2.,14
o h‘/zllvilt . (h‘/z+1.4h°/z)llv1|1 oo c2.3.14>

Pela desigualdade de Schwarz,

n
Zuv“"z‘v«c_ n""zllvl{"z . C2.3.15)

De nh = 1, segue-se que :

n

ZAV<_C1+ 1.andfvil, C2.3.16d
v=1

n

zsvg_u.asmz.?srxz)iiwli z+C1.5h+1.4hz+h93Hv|l: . o CEBAT
v:i » »



Definindo os funcionais & e ¥ :

W=UCh, V) =C1+1.4Rd{Ivil, , » €2.3.18>
&=8Ch, V) =PChD | [v]], ,+ &R |]v] I:,z g c2.3.19
onde PChd=C2+1.25h* %+1.4h+1.75n°%"%> C2.3.20
e QChd=¢1.5h* " %+1.4n®%72n"7% ca2.3.21>
podemos escrever | ch{ < %z exp ¥ . ca2.3.22>

Tomando ¢ quadrado e lembrando que xZ { 2expl(xd, obtemos

| cnlzg 2h expl& + 2. Calculando a soma & +2¥ , cbitemos:

» z
| e 1%¢ 2h explCa + PO ||vI], + PsCh)HvH‘,z] C2.3.23
onde chm=1.35h“’+4.ah +1.75n372 C2.3.24)
e PBCh)=1.5h"’2+1.4h3’2+h5/z . 2. 3. 28

Escolhendo uma partig¢@o com mais de 20 pontos, teremos h < .05

segue-se que PzCh) < 0.5 e PsCh) <1, logo :

| chlzg__ahexp[-i.suvil1 z+Hvl|f z]; tomando a esperanga, obtemos:

E | anlzy S'ahE“[exp(tl.SHvlIi‘z-l-llvll:‘z]] 4

2q1/2 " zqts2
< 2h [Ey[exp-ﬁ.sil"lli’z] ] [Ep[expfl"”,,z] ] ¢

2 1,2 2 472
EClL e 1 ¢ an [Ey(expgllvlli’zb] [E“Cexpenv[l"ZD]
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Pelo lemas 2 € 3 do apéndice, obtemos

w12
[E#Cexpgllvlli O] < expestrad ¢ 2023, c2. 3. 26
@
- | Y — -4/,2
EcexpzliviiZ d=f | | ¢4 - ap )] ; €2.3.27>
¥ s.27 | o n

Seja y = 3_ . entio c1-4857"¢ 1 + 4n"%, donde

2
n
» 174 i 174 s 2
[ | | €1-4p )"'] g [ | 1€1+ » 3] & exp[O.BS z Y ]= expln” 6D,
n=1 2 n=1 - S n=4 %
00
pois Zn_z= n®’/6. De C2.3.287), segue-se que :
n=
. 12 2
F&Eexp&}lvlli z)] { expln™6) = 5.18 2. 3.288>

Vamos resumir nossos resultados na seguinte :

Proposig¢dio. Consideremos o PVI-1, onde f satisfaz as hipdteses i-
niciais HI-1. Se a parti¢3o do intervalo tiver mais de 20 pontos,
entic o erro global de discretizaglfo do método de Runge—-Kutta de
2 estagios satisfaz, em média, a estimativa :

E Cle_ |>%¢ 303h . c2.3.20
¥ n
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CAPITULO 3

O Algoritmo de Runge-Kutta de 4 estagios

§1. Estimativa do erro global

Vamos considerar nesta se¢fio um método classico bastan-
te utilizado, o algoritmo de Runge-Kutta de 4 estigios, buscando
uma expressdo para o erro global no caso geral. Nés podemos en-
contrar em [11, [111 e [151 uma discussfio mais detalhada do erro
de discretizag8o, dada em formalismo mais complexo @ com resulta-—

dos mals gerais.
Consideremos a PVI-2 definido por

{ y LD
N de>)

Suponhamos que exista uma solug8o z : L —> zC{iD. Defi-

f<t,yCttd2> |, t € 10,11 €3.1.23

i
(o]

nimos o funcional

F=FC(tD>= sup |[z(sD | (3.1.2>
O<sdt

com as Hipéteses Iniciais HI-2 sobre f:

| £CL,2CLD) | < |vERD | €3.1.3
sup or < PvErd | €3.1.4
R
fy 1< ay
sup of ¢ |vetd | €3.1.5)
Iy I<F =

para alguma fungfoc de controle v € N;(O,il.
Como na exemplo anterior,nds discretizamos o intervalo
{0,111 nos n+l pontos L0= 0o, L1= h .....tv= vh.....th=1. tal que
PR - = h = 1. (3.1.86>

v v-1

O cléassico método de Runge-Kutta de 4 estagios & defi-



nido por

[ y(O) =z
v v v
+h[1_g +gg . *Eg, tLag ]
G4 V-4 6 L 6 z 6 8 & 4
v
gt f(tv-i'yv-1>
¥ = fCh + 0.5h; + 0.5hg"d
9: © -1 ’ Y- b ®
v o_ . v
g, = fCt _ + 0.5h;y___+ 0.5hg)D €3.1.8

v v
e © f(tv-1+ h'yv—t+ hgs)

LV = 1.893;-..

Qualquer referéncia futura a uma das equagles acima se-

r4d dada por (3.1.8). Por conveniéncia, nés podemos escrever:

v _ . v

Ygea s QSR B R e gy = ICL, iaei¥y yt OTha 0
v _ o v v - R v
ga - f(Lv-t/z’yv-—z+ G'Shgz)' 94 fCLv,yv_‘+ hgs)
i b o = = 4./ == =2

Y=y _.F hkz a9, a,=a =1 S a =a_ e G.

R i fCLv-:;yv—13

Definimos

. thv) = y(tv) -y, €172

v

como o erro local de discretizaglio. Pela definiclio de =zdLD), nés

podemos escrever
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v

2. .t f fCct,2zCi20dt,. Segue-se que
I

v

- - _ v
€ =z Y™ J'l LCE,BEEDD kz a9, Jlat ,

v v-1
v

expressic que pode ser escrita na forma :

e = & +2J » onde €3.1.Q>
v v-1 . k
= rif = :
J, = J’Is -f(t.zCL)) f(tv_‘,yv_ib]dt ;
v
_raf B .
I = J‘IG -t(t,z(t.)) £Ct o5y, ,* 0.5nrct .yv_,‘))]dt ;
v
=] & N _
Iy jls £CL,2zCe0-fCt iy +0.BhfCt .,y _ +O0.Bhf _ 3> dt ,
v

-ri =
J‘-—f S[TCt,zCLDJ a‘]dt » onde

o = fCt ;¥ +hfCt Yy +0.8hf(t
v v=41 v=-1

v-1,2"

'Y +0. Shf b %o s 28
v=1s/2 “wv=14 v

Nés vamos estimar os | Jk | » valendo-nos da expans8c de
de Taylor fCt,z(id3, f(‘t’y’yp} alé lermos de primelira ordem, no
sentido de obter uma estimativa aniloga 2 do método anterior,
salvo a ordem. Observemos que o lema 1 (ver §3, capitulc 2> tam-
bém & valido nesta segio. Enunciamos algumas estimativas interme-

diarias que nos serfo Uteis, escrevendo abreviadamente :

= t D ; 2= ZCL D s £ =0fCL. ¥V I t >

y!-! e M H H - M y.tf M € A
tv > 12
Hvl{t‘z“f[‘f lv(s)lds] !

tv—i
37 Rl
\%"'b&.“ﬁ
. .&s\“;:_\rc
&2 A
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Estimativas intermediéarias:

1> Lema 1: | hvit D] ¢ [h"’

+1.4h”’]:| ¥ Tl o

1-2Z
& | 2> —z, 1 <hTTLE v

S22,V

P zCtd -z | ¢ j | £CL2CAIDldL ¢ j vetd dt < h* %) v ||
I I
v v

pelas hipéteses iniciais e a desigualdade de Schwarz.

D | 2y, | L e, +hE v

1 = v-1 - S ALY 2

| z(p)—yv_ii & ) th)—zv_i{ + | =2 -y | + & de 8 segue 3D,

v-=41 LA &

4> Se t>L , t,t €I , entSo | t - t - 0.5h | < O.5h.
[ H v 7
O<¢t -t <h—>-0.5n <t -t -0.5h<0.5h

Agora, vamos estimar os | Jk |. A= estimativas inter-—
medi &rias serfo utilizadas frequentemente, como veremos, sem men-—
clionarmos explicitamente em cada ponto, qual delas estiad sendo u-
tilizada. Os simbolos ft e fy denotam, respectivamente, a primei-
ra derivada parcial de f em relaglio &8 ¢t e y. Nds denoctamos por Q
a regilfo [tv_i.tv}xto.il ; pela expansdo de Taylor da fungfo f,

obtemos as estimativas

| J | £ A+ A , onde
£ & T 2

. - -
| &, 1= 5 jélftCtv_1+ qCt-t _ J,y, dCt-t__ ddqdt]
e = -
b &, 1= —§ Qlfyﬁtv_‘.yv_t+quCt3 Y, 22CzCtd-y  Oddqdt|
Obtemos



1 2 i1-2
13,1 € 8,+ A, ¢ —0.8n"wCt D + —athct,“:: [sv_‘m llvllt,l,v]

=191

g "5-5 c [h"'+1.4h"’] + P Ch,v €3.1.100

d1f,. 8,2 .52
Pi(ﬁh.v) 13[1'1 +h ]Ilvll"z’v +

om

[h+1.4hz]|{vllz
1,2,v

Estimamos Jz:

13,1 = —ﬁi_[ [fCt.th))—f(t.

v-t-2"

y __ +0.5hf )] dat <
v—-14 v=-4 2
£ . 5
L B IQ'ft“‘v-ua* qCt-t _ . OdCt-t _  Ddqdt]| +
—%—j Ify(ty,yp))(z(t)—Cyv_t+0.Shfv_t))dth{ » onde
Q
¥ = yv_‘+quCt)-(yv_£+0.5hfv_1D » © que nos leva a:

|J

2 - = = 2
3l & SijtF)lt b, ldtt GIVCL“)ith.) ¥, .0 * BJ‘\,-(t,“)l::r.Shrv_1

sendo as integrais tomadas em Iv=ttv_1.tvl. Obtemos, entio :
T 1 ¢ Eurs S =) 2 g, ¢ - 1.2 4,1 14132
17,1 & gver 20.28n" « Bt e +hM vy 1m0
= 1/2 8/2
£ =5 sv_i[h +1. 4h ]”"”‘,z,v + PCh,v) €3.1.11>
5,2 7 2
_(_h 1.4 h 5.6 _2h 2
Pacted=ioe * = 18 ]”“'”z,z,f[o'sm & ' 6 ]”"’“:.z,v'
Estimamos Ja’ definindo:
o=0.5hfC(t Y +0. Shf 3 » 3.1, 12D
v-1,2""v-1 v-1

2 -
Il & = j[fCt.th) ree

> +a:>] dt.
-4,/2 v=1=1
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LS, Attt Yoy, OCt-t,  ddtdq]

8 Q v-1,/2
+ -1 e ct y  +qCzCid—Cy  +odIdCzCLd-Cy  +odddtdq]|
6 Q Y v-1,2""v-1 v-1 v-1
= = e -
< —g—thHDI{L N B AT L R Bl AR T

Pelas hipéteses iniciais e pela sua definigéo, la]gQ.Shv(t“), pa-
ra algum t“ <€ Iv. Logo :

e 2, & 1/2 1.2
IJsl < EVCLHDO.ESh + ECcvﬁ1+h llvll:,z,v)hVCty)+ gh v(ty)
2 1/2 s/2
|Jai 4 65u-4 h +1.4h Itvll:,z,v + Pg(h,v) £3,1.1430

PBCh.v)=PzCh,v) pela escolha de v.
Finalmente, estimemos J‘:

i . -
TR - I[f(t,z(t}) f(tv.yv_‘+{3]dt , onde

Z = hiCt - 1-I-O.Shf‘CLv

v-41,2" v- -4r72

'Y, *0.-8hf _ O

., - o= -
(3.1 & % Iéift(tv+q(t t J,y, _ OCt-t ddadt]| +

jgﬁ&alfyﬁtv.yv_‘+quCL)-yv_1-{3(2(L)-yv_1—{)dthl
1 g 1 oy 1
< év(t“)j -t _ | + Ev(t“)f lzCto-y | + Ev{ty)flfl <
ho 1 1,2 1 0
¢ Sewed + g[ev_1+h [Ivlli'z’v]hv(t“) + Anfuce
1 1/2 8/2
£ % ev_iﬁu +1.4h ]31v|;1' o PP, €3.1.14>

T2 =
_(.h 1.4 K 4.2h* 2h 2
o omsl-ie & 2wty slget S-Sl L L
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Substituindo em (3.1.8), obtemos | cvl < C1 + Av)cv + B . Por

-1 v
induc&c, o erro global satisfaz

n n
| e, | < Cey+ ZBv)exp ZAV €3.1.15)
v=1 v=1
- 1/2 8/2
onde A = Ch* Fr1.an® v, e
8-/2 s5/2 Tre
h h , 1.4h z,.8 2
B_= [ = 4By Ludh ]“"”:,z,v + [1.5h+a.8h +h ]ant,z,v

o que leva a estimar €, z Bv. z Av. para obtermos uma estimativa
do erro €_em termos de um funcional dependendo de h e da norma
no intervalo I=[{0,11 da derivada da fungfio de controle v(i).
Estimando €.» obteriamos desigualdades anilogas aoc caso ck. k2%,
sé que agora c°=0. pois 25 Vg De modo que €, nfoc otimiza a soma
parcial dos Bv . desprezando entio €, obtemos

n n

| e 1 < [VZ B, ][epoAv] €3.1.16

v=

Agora, devemos estimar as somas que aparecem na estima-

tiva do erro global. Pela desigualdade de Schwarz, vem :

n
172
PRIRE WUWE o L3P €3.1.17>
1 2 1-2
onde 1l v II‘,2= [ Iﬂlv (s |“ds ]
Segue-se que :
n
EAV < Ci+t.4nd(ivil, , €3.1.18)
v=41
n
2
e VZB" CPCRIIviD, , + &IVl , €3.1.19

onde PChd=h/12 + h®/3 + 0.35h® e Chd>=1.5h + 2.8h%+ K . ¢3.1.20
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Definindo os funcionais

T= WCh,v>= (1. 4R IvIL,
Bm BCh, vom c—%g -g—+o 3SR [Ivil, +C1.5+2.8n+0™ | |v]|E

ocbtemos a estimativa :

2

Icnlghiexp\lf.donde lc“l <h§exp2llf ahexp(§+a'¥},

pois 2°¢ 2exp®. Mas,

g+2¥ = C2.1 + 3.2h +o.35h"'>||v|1t z+C1.5+a.8h+hz)llv|[:z
Seja h < 0.1 ; ent¥o (2.1 + 3.2h+0.35h°>¢ 2.5 €3.1.21)
e C1.5+2.8h+h™¢ 2 €3.1.22

De fato, a raiz positiva de h%+ 2.8h - 0.5h=0 & h’= 0.1684 e a
raiz positiva de 0.35h® + 3.2h - 0.4=0 é h'’= O.1233.

Tomando a esperanga, obtemos

2 2 2
E“Clcnl > < &h E“C exp(&.SHvl{de- auvnhz})
" 27172 & ,7 172
< &h [E“(expa.siivtlhz'.} ] [E“(expailvlli’z) ] 5
i 2 12 12

E:“thnl > < &h [EMCGXPEIIVH‘J)] [E (exp4{[v{| z)]

Pelos lemas € e 3 do apéndice, temos

1/2

[E:p(expﬁl]v] i1 2)] = exp( 2524 { 2.84 3. 1.83
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a0
-4-/2
z —J —
E Cexpd||vil] o= [ | | <t- 8B ] €3.1.24d

n=4

O produto infinito converge pois 8 < s Seja ¥.= —ﬁ; ; entdo
n

cz—aﬁnp"g i+ y_ . logo

t W 4 o 174 ¢ 4]
. o
[E.‘uCexpd.i vl 11’231 <_[ | Jet+ rn)] < exp o.asnzty“} < 26.84

n=1

Nés vamos resumir nossos resultados na seguinte :

Proposigélo. Consideremos o PVI-2 sob as hipdteses iniciais HI-2.
Ent%c, se a particfc do intervaleo [0,1] tiver mais de 10 pontos,
c erro global do algoritme classico de Runge-Kutta de 4 estéagios,

em média, ¢ de ordem 2 em H; . Mais precisamente :
2 2
Efle |"32 € 183h". €3.1.285
7] n

Por exemplo, para h=1,50, teriamos que o erroc em média estid em

torno de § % . Via desigualdade de Chebyshev, obtemos :

z

4
P { | czi > o } < A28 . se ¢ = h°~, com
o o

0 < s < &, teremos

P“{ 1 c;| > a} < 183h%7°. €3.1.263
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APENDICE
MEDIDAS EM ESPAQOS DE FUNGDES

Nesta sec¢lo, nés vamos mostrar as idéias béasicas vistas
em Kuol8l, que permitem introduzir uma medida no espago de fun-
¢Ses. Essencialmente,nds definimos um produto interno no espago
e, dal, obtemos uma nerma. Neste espago normado, nés podemos de-—
finir uma medida; como aplicag8o, nés podemos estimar o valor em
média de um funcional linear limitado, comc © errc de algoritmos
de integrag¢lo, definido num certo espago.

Defini¢8c. Uma medida Gaussiana num espa¢o de Hilbert MH
é uma medida de Borel em H tal que para cada x € H a fung&c men-—
surdvel < X , ¢ > é& uma variavel aleatédria normalmente distribui-
da, isto &, exitem mx e px tais que

- N Ct-m >*
u<yeH;, <x,y> £a > = f ———expl- ___53:__-} e
—00 \/Enax

Exemplo. Seja X=C[O0,11; ent8c X €& um espago de Banach

equipado com a norma do sup

i £ 1t = sup | fCL> |
teao,11

I
‘—‘
I

Seja B o campoc de Borel de X, isto ¢, o conjuntc onde
cada elemento & definido tomando-se um nimero finito de uni&es,
intersec¢des e complementos dos abertos de X. Um subconjunto I de
C[O,11 da forma

I =<Cf €X ; (f(ttb.fCtz)......fCtn)) e E >, 2>

onde 0O < L1 < ta SO 4 tn £ 1 e E ¢ um subconjunto de Borel de
R", & chamado de conjunto cilindrico de X,

Definigcfc. Seja I um conjunto cilindrico. N&s definimos
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a medida de um conjunto desta forma por

-47/2 u

5 n - g - - :
wCId [can) 2 T D T ] Lex;: { - [ : +
1
Cu -y >F Cu -u__>*
+ L + i, - . <05 3
L -t L -t & B
2 i n n-4

que chamamos de medida de Wiener em C [0,1]

A integral em Cl[0,1] com respeito a w é chamada de inte-
gral de Wiener. Se f & uma funglio W-integravel, sua integral seréa
denoctada por

E, {f1 = _]‘ £Cx) wldx). c4d
crto,11

Exemplo. Se 0 ¢ ¢t £ 1, entSo para - <( a {( b < ®

1 LT 3
wi{feCl0,1]; a £ fCt) € byd= —— a T A% 4. 4=>)

ent a

de modo que o funcional rka)= fCid é normalmente distribuido com

média O e varilncia t.
Dados a,b € R,a integral em (5> nés d4& a w-probabilidade

de (i) pertencer ac intervals [a,bl, VL € (0,11,
Dada uma medida gaussiana, ndés podemos caracteriza-la a-
través de sua média e seu operador covariincia. Seja p uma medida

Gaussiana; seu funcional caracteristico & dado por
& (XD = exp (i(m“.x > = <Sux.x> > (6D
onde p € a média e Sp ¢é o operador covariancia :

< Sxx>= [ <xy>* udy. 7>
H H
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Seja P, uma base ortonormal de H dado pelas autofungSes
de Sp e correspondentes autovalores { ﬁn }. Obser vemos que <e.¢n>
s8io variéveis aleatdédrias gaussianas independentes em H e <o,pn>
sdo normalmente distribuidas com média O e covarié&ncia

<S“pn,pn> = ﬂn .

De fato, por definiglo < pB.pk > =0, se j®k , logo
= {g,,o.” deg.,>2 = 0O 8
m, _['{H ¢, 9> pide,
= 2 =
e < S#pn’pn> J&l( pn.pn> p(dpn) ﬁn (d=h)

~ Nés queremos trabalhar com um operador Slu do tipo trago,
isto é,

o
trago S = LA < o. 100
H =g

Lema 2. Seja &hLZLO.il; conslderemos o© operador cova-
ridncia definido por

1 —4
<Swv,v>= | [[ = ] 5 "’] dx , v € H'(0,1] 11>
H o dxz o
—d? -1 _
onde ( p ] é o operador de Dirichlet associado com =
dx dx

em [0,11 , v(02> = v(1D> = 0.

Seja a € R tal que 0 < a < 1?mm < B ¥; entfo
az cxz
trago Slu
I =E [ ea{l v || ] .- 2 WP

onde os ﬂn s8%c os autovalores associados as autofuncSes do

operador S .
pe u

Prova : As autofungses do operador ~d%/dx® em {0,11, sa-
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tisfazendo fCOO=f(10=0, formam a seqléncia fan)==en(nn)x. asso-

ciadas aos autovalores ﬂn= nZn®.

De fato, fnCOD = fn(1) =0,

f;(x) = nn cos (nnrdx
e ~-£°°¢x = nn®sen Cnmdx = B L O
n nn
@ 2
e e OX X /aﬁn
Provemos o lema 2. I = l I dx =
n=4 - N 2t 3
n
® -Cx-af3 D20 o2
T 1 @ e a L™ &
= | l S I dx =
n=4 N 1 - N aﬁn
) = 20 Ca*traco spe oz
= || e n=e e >
n=4
- Z
pois [ exp ¢ - x/2» = ¥ m , a qual surge pela substituicgHo
- Q0
172

de variavel ¢=C28 " Cx=af )

Aqui, & necessiric fazer duas observa¢des importantes

socbre o lema 2. Primeiramente, escolhemos o operador [ =d z] na

dx
defini¢do do operador covarilncia, porque seus autovalores s3o os
inversos dos autovalores do -d>/ dx° . Dai, o trago do operador
definido em (11D ser& a soma

oo - o 1 1 0 1 n
trago S, =L (=L 2 2 - 8  J& que E_ T = T8
n=4 n=1 nmn rn=41 n

Além disso, se o intervalo escolhido fosse [0,T1, T € R,

arbitrario, nés teriamos a seqléncia de autovalores

At o= -—EL; de mode que o trago do operador Su seria dado por
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T:

&

t S =
rago b

Lema 3. Seja a« € R tal que O < a < '_1«:-:_ min ¢ 87*>; entfo

z _fL_ -1/2
E, [o@ all vir, ] =TT [t- zap,] =
n=1
i 2a -1-2 -
=1 1 [ L = = ] . Pela hipétese , (1-aaﬂn) > 0 ,Vn e ©
n=4 n nz
00
a
produto infinitoc converge porque z mS———, )
2 2
n=+1 . n
Prova: seja x = || v H‘ g Entic
-~ o] oot —xz/aﬁ
e e n
E [exp a.x] = | |} — = dx
e n=1 - b g auﬁn
— @ - 2odx 2
= T1J —= dx ;
n=1 - enf?
T— 1/2
pela substituiclic & = 2~ *7 [ ﬁ;‘-— 2a ] X, temos
z __00 1 » a—gz ———m R
e [ f] = T 1 a =T (t-2an ] .
n=1 NN -® Ci-aaﬁn) n=1
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