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DIMENSAO DE MERGULHO (EMBEDDING DIMENSION) 

DE ANEIS LOCAIS 

RESUMO 

Neste trabalho é mostrado que para um anel local de Cohrn-:tv!acaulay e para. um anel 

local cujo corpo residual seja algebricament.c fechado e cujo anel gnKluado associado seja 

um domínio, vale que a dimensão ele mergulho ( embedcling dimension) é menor ou igual a 

sua dimensão de I~rull mais sua multiplicidade menos um. 

Na segunda parte do trabalho vemos que, dados dois inteiros m 2: 1, d 2: 2 e um 

inteiro arbitrário e 2: dm, existe um anel local com multiplicidade, dimensão de Krull e 

dimensão de mergulho iguais à m ) de t respectiYamente. 

ABSTRACT 

In this work we show that. for a Cohen-Macaulay ring and for a local ring with algebrai­

cally closed residual field and associated graded ring a domain. we haYe: the embedding 

dimension is less t.han or equal t.o t.he Erull climension plus the multiplicity mines one. 

Secondly, we see that, given integers m 2: 1, d 2: 2 anel given an arbitrary integer 

e 2: dm , there exists a local ring with mult.iplici ty m. I..:rull dimcnsion d and embedding 

dimension t. 



Dado um anel local (A, 111) denotaremos pur d(A.), c(A) e m(A) sua dimensão de 1\rull, 

sua dimensão de mergulho (embedding dimension) e sua mult.iplicia.de respectivamente 

(para definições vide "Definições e Notações" a seguir). 

O primeiro capítulo desta dissertação subdivide-se em duas partes. No pnmen·o 

parágrafo apresentamos o teorema 1 que é um resultado de Abhyanka.r [1) que mostra 

que se (A, 111) é um anel local de Cohen-:tvlélcaulay então e( A) :::; m(.4) + d(A) -1. Na ver­

dade, em seu trabalho Abhyankar precisava da hipótese adicional de que o corpo residual 

A/111 fosse infinito, hipótese esta que Lequain em [6] obsen·ou que pode ser retirada. 

No segundo parágrafo do capítulo I aparece sob forma do teorema 3 um resultado 

de Abhyankar [1] que afirma valer a mesma desigualdade do teorema 1 para um anel 

local (A,A1) tal que d(A.) ~ 1, seu corpo residual A/111 seja algebricamente fechado e o 

anel graduado associado à A seja um domínio. A demonstração que apresentamos não 

é a demonstração original de Abhyankar e sim uma outra que utiliza o teorema 2 feito 
00 

pelo professor Marcos Sebastia.ni. O teorema 2 afirma que se A = E9 Ai é um domínio 
i=O 

graduado homogêneo, tal que d(A.) ~ 1 e Ao é um corpo algebricamente fechado, então 

dimA0 :::; m(A.) + d(A)- 1. 

Observamos que os teotema. 1,2 e 3 são trivialmente falsos se d(A) = O. 

Abhyankar em [1] pergunta se existe uma função f de duas variáveis tal que para cada 

anel local (A, Af), e(A):::; f(d(A) , m(A)). Ele mesmo dá uma resposta negativa mostrando 

que dados m = 2, d ~ 2 e e > d existe um anel local A. tal que d(A.) = d, m.(A) = m = 

2 e e(A) = e. O exemplo de Abhyankar responde portanto negativamente a questão 

apresentando um anel local com multiplicidade 2. Ficou em aberto a pergunta: existe 

f função de uma variável tal que e(A) :::; f(d(A)) para todo anel local de multiplicidade 

um? Apresentamos no segundo capítulo um trabalho de Lequain [6] que mostra que, mais 
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gcrnlment.c. vnk o scp;uiut.e rr:->ult.ndo que, w•st <' t.ndmllw. np;m•çc sob <I fonun de t.eOJ'C'mn 

4: "Dados doi~ inteiros 111 ~ 1 c· d ~ 2 <' \1111 inteiro ( Í.éll qu(' ( ;:: md. C'xist.<' 11111 ancllocnl 

A t.al que d(.4) = d. m(A) = m c c(A) =c". 

Esteremos sempre supondo que os cmeis sejam comutativos. noetherianos e com uni-

da de. 

Seja. (A, .M) um anel local. Sua dimensão ele mergulho ( embedding dimenion) é a 

dimensão de t/2 com ~-espaço vetoria l e ser~ denotado por t=-( ...1). 

Sejam A um anel e 111 um A-módulo. Se existe um8 cadeia própri8 de submódulos 

.!11! = .!vi 0 ::> 1111 ::> . . . ::> 111,. = (O) tal que não seja possível inserir mais su bmód ulos, 
:F :F :F 

então, pelo teorema. de Jordan, qualquer outra cadeia do tipo tem o mesmo comprimento 

r. Denotaremos por fA(-M) este comprimento. 

00 

Se D é um anel artiniano, B = D[X1 , . •. , X n] um anel de polinômios e N = EB N r 
r=O 

um E-módulo finitamente gerado graduado então sabemos que existe um polinômio PN(X) 

chamado polinômio de Hilbert-Samuel tal que P N(n) = en(-TVn) para cada n inteiro sufi­

cientemente grande. 

Seja I um ideal do anel local (A, 111), consideremos o anel graduado associado à A com 

relação à I, ou seja, EB I:-~ 1 , que será denotado por GTJ(A ). Diremos que Pcq(A)(X) é 
r= O 

o polinômio de Hilbert-Samuel de A em relação à I. A multiplicidade de I é definida como 

sendo (d(A) - 1)! vezes o coeficiente principa.l de PcrJ( A)(X), onde d(A) é a dimensão de 

Krull de A, e será denotada por m(I). Sabemos também que existe um polinômio dito 

polinômio característico e denotado por xf(X ) tal que xf(n) =e A(:..) para cada n sufi­

cientemente grande. Se I= 111 diremos que a multiplicidade de -~1 em A é a. multiplicidade 
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do <mel A c escrcv<'mo::; simplcsuwnt.c m( A ) = m(llf). G1·Ji t (A ) = G1·(A) c cham;:~do <mel 

grnduado C~ssociflclo il A, 'Pc,·,~~ (Al(X ) = P .. 1{X) e X'Ã\{ X ) = \.4(X). 

Se A f:. um Hnd sem divisores do Z<'r<.>, c.f(A) := { T, lo. h E A e b =J O} é um corpo-:-
" 

chamado corpo de frações de A. 

Sej;un J .... - e ~· dois corpos. Se ]\. é: uma extensão tnmsccnclent.e de k, o grau de 

t.ra.nscenclenciH d e J\- sobre k é ddiniclo como sendo o númno de elementos de uma bas<:> 

t ra.nscedent.a l de I\. sobre k e será denotélclo por gdr~. J\·. 

Um anel local A é dito anel de Cohcn-Macaulay se o comprimento das sequências 

regulares maximrüs de I é igun l à altura ele I, para. cadé\ I ideal de .4. 
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CAPITULO I 

§l Dimens;o de Mergulho em Anéis de Cohen-Macaulay 

O objetivo dest.e pan\grafo é most.rar o t.eurema 1. Para is~o serào necessários alguns 

resultados preliminares. 

TEORE?ItA 1. Se (A, 111) é um anel local d~? Cohen-1\1acaula.'' então e( A ) ~ d(A)+m.(A) -1. 

Se A é o anel local de um ponto P de uma variedade F tal que, localmente em P , V 

é uma interseção completa, então A é um anel de Cohen-Macaulay. 

LEMA 1.1. Seja A um anel local. Se I é um ideal gerado por uma sequência. regular, então 

u PÇ U P para cada n ;:: O. 
PEAss(/") PEAs s(l) 

PROVA: Seja c E A tal que c f/_ U P , vejams que c f/_ 
PEAss( I) 

u P para n ;:: O, ou 
PEAss(l") 

seja, vejamos que se :z: E A é tal que :rc E J'1 ent.ão x E I. Faremos a prova por induçã.o 

em n. 

Se n = O é óbYio. 

Suponhamos 11 > o e que o lema vale para n. Seja ;t: E A. tal que XC E I n+l ç rn. 

Pela hipótese de indução :r E J'l. Sejam a1, ... ,ar tais que I= (a1 , ... , ar), assim, 

r 

X= 'EÇi1 ... ira~1 
• ••• • a~r tal que L ie = n e Ç; 1 •.• ir E A. Escrevemos x = /31a1 + · · · + f3rar , 

f =l 

d f3 E ( )n-1 1 < · < on e i a 1 , ••• , a; para _ 1. _ n. 

Agora., faremos indução no número de {3; 's não nulos. 

Se {31 = !32 = ' .. = f3r = o então :r = o e assim :z: E rn+1. 

Suponhamos que f3r = · · · = f3s+l = O e f3s -=/: O para algum s E {1 , ... , r}, assim 

X = x' + f3sas, onde :z:' = (31 0.] + .. . + f3s -1 Cls-1 e x' E In+l por indução. 
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Escrevemo:-; I = .J +Ao .•. onde J = (o 1 ....• a.,_ 1 ,u .• +J·····o,. ) <' l<'mo:-; <l!'Sim que 

I"+J = j'•+J + ! "o,. . 

Comoc(:r'+â .• u .• ) = c.r E J"+1 = J"+ 1+l"o .•. <'xist<'y E!" tnl que c(.T'+/J.. o .• )-yo .• E 

)
11 +1 Ç J". Temu~<lm·c(J .• o .• -vo .• E .l 11 ,pois :r ' E ) 11

• Comoo 1 •... ,o .• - J,o .• +l · ·· · ,a,.,o:< 

é scquência regular ([4] teorema 119 ), temos qu<' o .• + J n<'i o é divisor de zero em A/ J, 

portanto o 5 ~ P se P É' um ideal primo associndo à J. 

Temos cnt.Ro, ( c/3 .• - y )as E ) 11
, J gerado por \l11H\ seqüêncié\ rcgulcn· e as ~ P para 

qualquer ideal primo P asociado à. J. Logo cf.J.q - y E J''. 

Daí, como y E !" 2 Jn , temos que cf3s E I 11 e, por indução, /3 .• E JU , port.a.nto 

f3sos E I n+ l e conseqüentement-e :r = :r'+ {35 os E I n+J. I 

LEMA 1.2. Sejam A um anel local e I um ideal de .4 gerado por uma seqüência regular 

a1, ... , Or. Ent ão (I" :a,.)= J"- 1 para algum int.eiro n 2: O. 

P S . > O E' 'b . In-I c (I 11 ) \T . . 1 ~ S . ROVA: eJa n _ . o vJo que _ : ar . eJa.mos a outra. me usao. eJa. 

X E (I" : Or ), então :wr E I 11
• Seja J = (aJ . ... 'a ,._ )). Temos que 1'' = ] 11 +ar!"-} , logo 

existe y E I n- I tal que ar(:r- y) = :ra,. - yo,. E J" . Como Or + J não é divisor de zew 

em A/ J, ar ~ P se P for um ideal primo de A associado à J. Logo, pelo lema 1.1 , vale 

que x - y E J" Ç I n Ç l"-1 . Portanto :r E 1"-1 e temos que (JU : ar) Ç l" - 1 • I 

LEMA 1.3. Sejam A um a.nel e I um ideal de A. Se :r E I enf.ào 1 .. ~~ :~.· é isomorl'o à (l~ x) 

como A-módulos. 

PROVA: Definimos <p: Ax -t (l'~:x) por <p(o:r) = a+ (J'l : :r). Se o1 , o2 E A são tais que 

a1 x = a2x, então a1 - a2 E (In : :I:), ist.o é, a1 = <h, portanto t.p esta bem definida. É fácil 

ver que c.p é um homomorfismo de A-módulos. Como o núcleo de <pé {ax /Q E (In: x)} = 

{ ax lax E In} = fT' n A x e como c.p é sobrejetor , temos l"~Ax ~ u~\) como A-módulos. I 

PROPOSIÇÃO 1.4. Seja A um anel local de Cohen-Aifacaulay. Se I é um ideal de A gerado 

por um sistema de parâmetros, então m(I) = CA(A/1). 

PROVA: A prova será. feita. por indução em d(A). Se d(A) = o então I = o e eA( (;,) = 
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{ A(A ) para qualquer int<'iro 11 >O. portnuto \i;'()' ) = (,\:!_.\) )·0 <' a~~im m(l) = C..d.-1) = 

(A(A/ 1). 

Seja A ta! que d( A ) = r. Supoulw111os que 1· > O e (!\lC' a propo~içcio Yallw para anei~ 

de Cohen-Macnulny de dimcusiio ,. - 1. 

Seja I = (o 1 , ... , a,.) um idc<"ll dE' .4 gcn1do por um sistema de parâmetros. Como A 

é anel de Cohen-Macauln.y n1, ... , a,. é scqüênria. rcgul<1r ([4] t eorenHI 129). 

Consideremos <1 seqüência exntR ele A-módulos 

1" +Ao,. A A o- ---- - - - - --- -o. Jn Jn Jn +Ao,. 

Temos que 

e (_:i.) -C ( A ) -C (I" + Ao,.) 
A I " A I" + Ao,. - A Jn · 

Como 

111 +Ao,. Ao,. ---- ~ ----Jn - In n Aa,., 

ternos que 

C (I" + Aa,.) = C ( Aa,. ) 
A ]11 A In n Aa,. 

e pelo lema 1.3, 

e ( Ao,. ) = e ( A ) 
A I"nAa,. A (I":a,.) · 

P elo lema 1.2, 

e ( A ) =e (~) 
A (I": a,.) A p-1 . 

Logo 

mas 

A A/Aa,. ---- ~ _..:.____:__ 

]" + Aa,. - (I /Aa,.)" 
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como AA -módulo:; <' él ssim 
llr 

.·\() :1/:la,. ( · ) .•\( 1 ) 
\} 1/ -\/j.•\rl r 11 =\J 11 - . 

Denot.cunos F()' ):= \f0') e G(1') := \//~~;';0·) e sabemos que o grélu d(' F é,. e que 

o gra de G é r - 1, pois d( AA ) = 1· - 1. Temos F(Y) = ~~~ ~,n Y''+ t.ermos de m enor 
(I,. r. 

grau e G(Y) = "\(;{~)'!r)1·,·- t+ termos de menor grau. Assim , G(Y ) = F(Y- 1) = 

OY'' + ~m(J)r y r-l + termos de menor grau. Portant.o m(J) = m( I /Ao,. ). Como A /Aa,. 

é anel de Cohen-Macaulay ([4] teorema 141) de dimensão menor que 1· , por indução, 

m(I / Aar) = (A/Aar ('7f~;:) = C.-t( 1), portanto m(J) = f_,d f). I 

LEMA 1.5. SeJam (.4, .M) um anel local e Q1 C Q2 ideais de A .!11 -primários. Se não existe 

um ideal entre Q1 e Q2 en tão t.ambém m1o exi.st.e um ideal de A.[X) ent.re QJ[X) e Q2 [X ). 

P ROVA: Seja Q um ideal de A[X] tal que Q 1 [X] C Q C Q2 [X]. Suponhamos que Q # 
Q2 [X], assim temos que Q n A = Q1. 

Seja f (X ) E Q\Q1 [X] polinômio não nulo de grau mínimo. digamos .f( X ) = aXr + 

br_1xr- l + · · ·+bo. Afirmamos que a~ Q1 , caso contrário f(:r) -a:t:r E Q e f(X)-aXr f: 
Q1 [X]. Como f(X) - aX'. tem grau menor que 1·, j(X) - aXr é o polinômio nulo , ou 

seja, f ( X ) = axr E Q1 [X] cont.radizendo a escolha. de .f( X) . Portanto a f: Q1 . Por outro 

lado, como f(X) E Q C Q2[X] , temos que a. E Q2, logo Q1 C Q1 + Aa = Q2. Temos então 

f (X) E Q Ç Q2[X] = Q1 [X) +a.4[XL logo podemos escrever j(X ) = af1 (X)+ h( X), onde 

h( X) E Q1 [X] e h (X) é um polinômio mônico de grau 1·. Assim a.f1 (X) = .f(X) - h( X) E 

Q. Como Q C Q2 [X] e f 1 (X )n ~ Q2 [X] qualquer que seja o inteiro n > O, já que 

f 1 (X) é polinômio mônico, temos que .fdX )n f: Q. Como Q é primário, a. E Q, logo 

a E Q nA = Q1, que é uma contradição. Logo Q = Ql [X] . I 

LEMA 1.6. Sejam (A, .M) um anel local e B = A[X]upq. Se Q é um ideal de B '.!11B­

pri.mário e I:= Q nA, então m(Q) = m(I). Em particular m(A) = m.(B ). 

P ROVA: Sendo Q um ideal .!11B-primário, qualquer ideal próprio de B que contenha uma 

potência de Q é um idea.l 111 E -primário. Por outro lado, existe uma bijeção, que preserva 
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a inclusilo. entre os ideais 11! D-prinuírios d<' B c os ideais 11 / [X]-prim<í rios d<: A[X] . Logo. 

p<~r<~ 11 ~ O vale (jll<' 

. ( B) ( D ) . (11/B) . ( M[X] ) (.M[X]) 
(IJ Qn = CB ]IJ D + ( IJ Qu = 1 + {_.qx] Q" n A[.YJ = 1 +(A[.\') I" [X ] . 

Observamos que se I 11 Ç Q 1 Ç · · · Ç Q .• C M i- unu1 cndcin de idenis de A , ent.iio 

J'l [X] ç QdX] ç ... ç Q_,[X] ç 111[X] é uma cadeia de ideais de A[X], portan to CA u.~) ::; 
CA[X) ( :!,~~D. Como antes, os ideais Ql, Q2 , ... , Qs SRO 111-primArios uma. vez que I é 111-

primário. Pelo lenHI 1.5, se J'l C Q1 C · · · C Qs C 111 for uma cadeia saturada de ideais, 

então I" [X] c Q1 [X] C · · · C Q.~[X] C .~J [.Y ] t.ambém será un1<1 cadeia saturada em .4[X], 

d d , 11 ( !vi ) f ( 111(.\']) t ecorre aJ que lA F = A[.\') 1,. [X) , por anto 

(A) (111) . (-~1[X] ) ( B) 
fA In = 1 + CA Jn = 1 + f A[X) I"[X] = CB Qn · 

Temos assim que, para n suficientemente grande, xf(n) = x~ (n) , logo m(I) = m.(Q). I 

PROPOSlÇÃO 1. 7. Seja (.4, 111) anel local de Cohen-111aca.ulay. Existe um ideal I de A 

111-primário, gerado por um sis t.ema de p<'trâmet.ros e t.al que m(J) = m(A). 

PROVA: Denotemos por B o anel A[X]M[X)· Como A é um anel de Cohen-Maca.ula.y, A[X] 

é um anel de Cohen-Macaulay ([4] teorema 151) e portanto B também será um anel de 

Cohen-Macaulay ([4] teorema 139). Observamos que AfB ~ ( 1,7.\f~J) M[X) ~ ~(X) que é 

um corpo infini to. Assim, existe um ideal Q em B .ME-primário gerado por um sistema 

de parâmetros e tal que m.(B ) = m(Q) ([9] teorema 22, VIII , §10 ). 

Pelo lema 1.6 I= QnA. é um ideal 111'-primá.rio de A e m(I) = m( Q) = m(B) = rn(A). 

Escrevemos Q = (f1 , ... , !d(B)) onde j 1 , ... , fd( B) podem ser escolhidos em A[X]. Como 

d(A) = d(B), I= Q nA= (!1 (0), ... , .fd!A)(O)), ou seja, I é um ideal 111-primário, gerado 

por um sistema. de parâmetros e t.al que m(A) = m(I). I 

PROVA DO TEOREMA 1: Pela proposição 1.7 existe um ideal I de A J\1-pt;mário gerado 

por d(A) elementos e tal que m(I) = m(A). Temos CA( 1)- 1 = e A("!)~ fA( I:Á12 ), pois 
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I Ç I+ JIJ'2. Con~id(')'C'l110S <1 ~('qti~ncia C'xatn d(· A-módulos O ---4 
11i'( ---4 //7 ---4 1:ÁF ---4 

O, e temos 

, ( 111 ) ( 111) (I+ M'!) 
(A .U'l + I = c A J\1'2 - r,., "H'l . 

Como I é gerado por d(A) elrment.os, véllt' qnc 

(I + !1!
2

) . (I + !1!
1 

) [A 1112 = clnn í.~ 1112 :::; d(A ), 

onde dimA/M ( 11;!2

) é a dimensào de 11;'r como .~~-espaço ,·Norial. Portanto eA( 1)-
1 2 l'A( f/2 )- d(A) = e(A)- d( A ). Pela proposição 1.4. Yal<> que m(A) = f( 1 ). Logo 

m.(A)- 1 = m(l)- 1 2 e(A) + d( A.)~ ou seja, e(A) :S d(.4) + m(A) - 1. I 

§2 Anel graduado associado a um anel local 

Vamos considerar agora., A um anel graduado homogêneo isomorfo à. k[Xo .].,X,.,], onde 

n >O, I é um ideal homogêneo de k[X0 , ... , X 11 ], k é urr. corpo algebricamente fechado e 

d(A) 2 1. Usaremos as seguintes notações: 
00 

- A-ffiA· - w r, 

r= O 

- dimk Ar é a dimensão de A ,. como /.·-espaço vetorial; 

- JJ.p(f) = I!Ap ( ~~~) 2 1, onde f E Ar , 1· > O, f =f 0 e P é um ideal primo minimal de 

f, e neste caso, P é ideal homogêneo. 

T EOREMA 2. Seja. A um domínio graduado homogêneo como acima.. Então dimk A1 < 

d(A) + m(A) - 1. 

Observamos que, se A = k então d(A) = O, dim~,- .41 = m.(A) = O e a desigualdade é 

falsa. Portanto a hipótese d(A.) 2 1 é necessária. para o teorema 2. 

Antes da demonstração deste teorema vejamos alguns resultados preliminares. 
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LE~I A 2 .1. S<~in .4 ttm dowúJio grndnildo lwmogC:lJ(•o. Eut ;lo existe um idcnl homogêu co 
~ 

m1o nulo TA de A contido cw E9 A,. t.;tl que S(' P <; um idc;ll primo lwmogÓJCo c/(' A c 
r·= l 

TA C/. P então Ap é rcgulnr. 

PROVA: Seja X a va riedade projC'tivn definida por I e TA o ideal ele A gerado pelos 

polinômios homogêneos de A que se anulmn em cn.cla ponto singular de X. Se P é um 

ideal primo homogêneo de A tal que T.-1 C/. P, en tu o exist e f E TA e f ft P . Como 

k é a.lgebricament.e fechado, existe a: o E {:r E X f g( :r) = O para cada g E P} tal que 

/(:~·0 ) =/:- O. Como f E TA e f{:r 0 ) =fi O, t.emos que :r0 é ponto regular de X , isto é, o 

anel das funções regulares em .1·o, O J·o, {> um anel regular. Como 02.0 ~ AJ\.fro, onde 

111r 0 := {.f E A.l.f(a·0 ) = O} (13] teorem<l 3.4, I) , AM:ro é um élnel regular e também 

(A.Mro )PAMro é anel regular ([5] corolário 1.18. VI). Como (A.u •. 
0 

)P.4Mro ~ A.p temos que 

A.p é anel regular. I 

t 

LEMA 2.2 . Seja. s >O e f E As uma.fonnanào1mla . Então sm(A) = ~ J.lP;(f)nl.(A/Pi), 
i=l 

onde P1 , .•. , P1 são os ideais primos minimais de f ern A. 

PROVA: Seja f =/:- O forma. de grau s > O. Definimos B := Á~ ""' k[X/4-. .A'{"l anel 

00 

gradua.do homogêneo, escre\'emos B EB Br. Temos que ([7] teorema 14.7) m(B) 
r= O 

00 

t 

Lm eBQ ; (BQ; ), onde QI , ... , Qt são os ideais primos mínimos de B tais que 
i=l 

d( g; ) = d(B) para cada i E {1, ... , t}. Podenios escrever Qi = fJ, onde Pi é ideal primo 

00 

00 

mínimo de f em A para cada 1 E {l, ... ,t} . Pelél definição de B , EfjBr-
r=] 

r= I 

Af ' 
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port.(\ n t.o 

<X' 

ffin,. 
··= ) 

711 
Q; 

= 711 

para cada i E {1. ... , t}. Agorn , 

oc 

EBn,. 
r=l 

Q; 

ov 

ffiA,. 
/P; r·=J 

A f A .f 
= 1/l 

=f Ap. 
-:...L 
I A r; 

oc 

ffiA,. 
= 111 (;; ) 

··=J 

P, 

onde a última igualdade decorre elo fat.o de ser fAp, contido no anula.clor do Ap, -módulo 

Ap. d . { } TA:;: para ca a 1 E 1, ... , t . . 
Vejamos agora. quem( .:f) = sm(A). Temos B,. = AÍ~Ar para cada r· ~ O. Conside­

remos a seqüência exata de 1.·-módulos O --+ .4,._ 8 ~ Ar ..!... B r --+ O, onde 

i: A,._ s --+ Ar 

g ....... gf 

e 

g ..._. g + A.f n Ar· 

Logo, I!~.:( Br) = f!~.:( Ar) - e~.:(A,·-s) · Portanto, para N suficientemente grande Ps(N) 

P A(N)- P A(N- s). Escrevemos d = d(A)- 1 e PA(N) = '"~;41 Nd + cd_ 1Nd- 1 + termos 

de menor grau, e como d(B) = d, temos que Ps(N) = (~~~:! .1\rd- 1 + termos de menor 

grau= ( m~~) Nd +cd_1Nd-l+ termos de menor grau)-( m~~)(JY -s)d +cd-1(.N - s)d- I+ 

termos de menor grau)= m~~~ (Nd -(.N - s )d)+cc~- 1 (IV d-I-( 1V -s )d-1 )+ termos de menor 

grau = m~~) Nd- m~~) Nd + m~~~ dsNd- 1 + cc~- 1 Nd- 1 - cd_1_Nd-l + termos de menor grau 

= m~~)sNd-I+ termos de menor grau. Logo m(B ) = m(A), ou seja, 1n(_:1 ) = sm(A). I 
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LEMA 2.3. Sda (B, !11) <lJJci l'<'g"lllnr de diJJJ('JJ.o..;;io liJll. S(:in D :J n llllJ ;mel t.al que D 

é um E-módu lo finit.nmcnlc gcrfldo. St:inm !111 •••• , J\1,. o.<: idc;1i.o.: IJJélXÚnflis de F. Siio 

verdadeiras ns nfinn<~çÕes: 

i) Se I é um ide<1l de B ent.;io ID n B = I: 

ii) Se D é and rcguh1r e f E .H é um elcmcnt.o mio nulo de B ent;-1o 

PROVA: Como D é uma extensão int.eira de B. Dncf(B) é uma ext.cnsilo int eira de B. Por 

outro lado B é um domínio regular. logo um domínio integralmente fechado ([9 ) corolário 

1, VIII §11 ), logo D n c.f(B) = B. Como B é anel regular de dimens~o um, B é domínio 

de ideais principais, assim I= yB, onde:' y E B. Seja :r E I D n B. t.emos que existe x' E D 

tal que X= y ~r'. Observamos que :r' E D e :r' = :rfy E c.f(B). logo :r' E D n cf(B) = B , 

daí X E yB =I. Logo ID n B =I o que pron\ (i). 

Seja f E 1111 , f =I O. Temos que Dt.~; é anel regular e que d(DM;) = alt.(.M;) = 1, pois 

D é uma extensão inteira ele B, logo ]\1;D 111; é ideal principal gerado por um elemento que 

pode ser escolhido em .M;. Seja d1 , ... , d,. E D tais que d,D!If, = A1;DM;· Como f E .M , 

então f E 111; para. cada i = 1, .... 1·. Temos então f = d1
1

1 !..l., onde t 1 > O, .!..1.. um elemento 
' Yl Yt 

inversível de D 111;. Suponhamos que f = d~ 1 
••• d~; ~ com 1 ~ i < 1· , t; > O, x;jy; um 

elemento invertível de DMt n DM2 n ... n Dil/;· Temos 

X; 

y; 

pois di~ 1111 se j =I t para cada j, tE {1 , ... , r}. Logo 

com ti+I > O e !i±.! um elemento inversível de DJ\1 .+
1

• Por outro lado, 
Yi+t , 

X i+ I :r ; 
E n Dil1j fi+l Yi+I y;di+I j=l 
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I+ I 
(- um element.o inYnsíYel de n D i\/)· . Lop;o ~ <'· l\111 dc!l1<'1lt~l Íll\'('J'SÍYcl de n D I,,) c 

li• + I 
j = l .i= l 

f dll !'i+ I ~ A . . I . ' . ,. ,,I ,, 1' ' l' = .1 · ... · <: .+1 .• "\ SS 1111, l'C"J){'tllH o o r<l <'l0Clll1<>. t.cn1os = ( 1 · . .. ·r ,.r ::...L , co1n .::.....c. 
' I 1/i+l ' Yr Yr 

I ' 

n ,. 
um elemento inYcrsível de Di\1;, ist.o l\ Ulll elemento inversÍn'l d<' D. Seja Ij := Dd/. 

i=J 

Pelo teorema. chines dos restos, t.emos que 

D D 
D f = d~ 1 

• ••• • d:.r D 

I ' D 

"" EB-- lj . 

j=l di D 

Logo 

Resta. mostrar que eo( f~) 2: CB( /B ). P ara tanto, seja QJ c Q2 c ... c Qc c B uma. 

cadeia de ideais de B tal que f E Q1 . Pela parte (i) temos que QiD n B = Qi para 

cada i E {1, ... ,f}, logo Q1 D C Q2D C · · · C Qt D C D é uma cadeia de ideais de D de 

comprimento f se Q i =I Qj para cada i , j E {1 , ... , C} e f E Q1 D. Logo es ( 1~ ) ~ f o ( 1~ ) 

o que finaliza. a prova. de (ii ). I 

Estamos considerando A o anel graduado homogêneo k[.\'o ,i .. ,.X,J Denotemos S := 

k[Xo , ... , Xn] e R:= k[X1 , ... , X 11 ] . Suponhamos que o ideal homogêneo I seja um ideal 

primo contido em (X1 , ... , Xn )S. Seja Q := I n R e B := RjQ. Suponhamos que 

d(A ) = d(B ) e d(B ) 2: 2. Então, como A e B são k-algebras fini tamente geradas, temos 

que cf(A) é uma extensão algébrica do c.f(B) ([5] corolário 3.6, li ), portanto existem 

po, ... ,pn E R tais que PmXón + · · · + P1Xo + Po E I e Pm ~ Q. Como tanto Q quanto I 

sã.o ideais homogêneos, podemos supor que p0 , •.. , Pm sejam polinômios homogêneos. 

Sejam TA e Ts os ideais homogêneos definidos no lema 2. L Nes tas condições temos 

os dois lemas abaixo: 

LEMA 2.4. Seja. N um ideal primo de R t.al que Q C lV. Suponh amos aud Pm rt .N. Seja. 

s o sistema multiplicativo B\.N/Q , B s = BN/Q· Ent.âo 
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i) A .• (~ B .• -módulo finit.;JnH'JJt.c gcr[ldo: 

ii) Se Tu~ N/Q cntilo n .. <~ nncl rcgnlnr: 

iii ) Se TA~ P/ I qualquCJ' que ~<:i<~ p idcnl priwo de s till (jliC I c p (' p n n == N. então 

A s é r cgulélr; 

i') Se d(fl/N) == d(B) - 1. ent;)o d(As) == d(Bs) = 1. 

PROVA: (i) Como p, rf N, p 111 + Q E s, logo X 0 é um elemento inteiro sobre B.,. Por outro 

lado, A= B[Xo], logo As= Bs[Xo], portanto As é Bs·módulo finitament-e gerado. 

(i i) Decorre diretamente da definição de TIJ. 

(iii) Como Bs é anel local e, pela parte (i) dest.e lema, .4.s é Bs- módulo finitamente gerado, 

temos que As é anel semi-local e cada ideal maximal de A.~ é da forma lJ A s, onde Pé um 

ideal primo de S tal que I CP e PnR == N. Por hipótese TA~ P/ I , logo Ap;1 é regular. 

Como (As)fA, :::.:::: Ap;J e como lJAs são os ideais maximais de As, temos que As é anel 

regular; 

(iY) Pa.ra mostrar iv, mostraremos que o ideal máximo ~B,.;;Q == ~Bs tem altura um e 

que os ideajs má.ximos de As também têm altura um. 

Como Q C N sã.o ideais primos de R tais que d( ~) = d( B ) - 1 == d( ~) - 1, então 

alt( ~) = 1 e, consequentemente, d(BN;Q ) = 1. 

Já sabemos que os ideais maximos de As são do tipo lJ As. onde P é um ideal primo 

de S tal que P :) I e P n R = .N. Portanto basta mostrar que alt( lJ) = 1 para P um 

ideal primo de S tal que I C P e P n R = N. Se P:) I então d( $) < d( j) = d(B), isto 

é, d( ~) ~ d( B ) - 1. Por outro lado como tanto j quanto ~ são k-álgebras finitamente 

geradas e ~ :) ~, pelo lema de Normalização de Noet.her temos 

([5] corolário 3.6, II), ou seja, 

d( ~) ~ d( ~ ) = d( B ) - 1, 

logo 

d(~) = d(B) -1 
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o que finalizn n proYn elo Ít.clll (iY ). I 

LEMA 2. 5. Exist c f E fl forwn de grmt 11111 f a] CJ nc ·"<' .N (~ um i denl primo mininwl de 

R f+ Q e s = B\N / Q, cnt.ito A .• e B_. séio mieis rcgul;tn•s ele climcllsúo um . .4 11 é B s-módulo 

finit.amenfe geréldo e d( ~) = d(A)- 1 = d(B) - 1. 

PROVA: Sejam T.-~ e Tn imélg<.>ns im·C'r::-;as dC' T.-\ e Tu em Se R respcctiYa.ment.e. Observél­

mos que TA e T8 são ideais homogêneos. Tc•mos assim que Q Ç Ta e I Ç T.-\· Denotemos 

d = d(A) - 1 = d(B) - 1. 

Sejam Q1 , ... , Q, os ideais primos minimflis ele Tn em R tais que d( g,) = d ;::: 1 para 

cada i E { 1, ... , t}. Sejam I 1 , ••• , I r os ideais primos minimais de f_.~. em S tais que d( f ) = 
) 

d;::: 1 e Ij =/= (X1, ... , X 11 )S para cada .i E {1 , ... ,1·}. Segue daí que (X1 , ..• ,Xn)R r/. Qi 

para cada i E {1, ... , t} e (X1 , ... , X 11 )S r/. Ij para cada j E {1, ... , ,. } . Observamos que 

Q1 , ..• , Q 1, 11 , ... , Ir são ideais primos homogêneos , pois T,4 e Ta são ideais homogêneos. 

Sejam J := Rpm + Q e P1 , . . . , Ps os ideais primos minimais de J. Como J é ideal 

homogêneo, PI l ••. , Ps são ideélis primos homogêneos. Como pcu·a cada e E { 1, ... l s} 

Pc;Q é ideal primo minimaJ de Bpm, temos, pelo teorema do ideal principal de Krull, que 

alt(-ff) = 1. Sendo R domínio catenária, d(~) = d(~) -1 = d(B) - 1 = d;::: 1 , logo 

(X h ... , Xn )R r/. Pc pa.ra. ca.da C E { 1, ... , s}, caso cont.rário d( (.\·
1 

•• ~,X,)) ;::: d;::: 1. 

Denotemos por R1 o conjunto elas formas de grau um de R. Temos que R1 r/. Q; 

para cada. i E { 1, ... l t}, RI rt. Ij para cada j E { 1, . .. ,,. } e R) rt. Pc para cada e E 

{1, ... , s} e como tanto R 1 quanto os Q; 's, Ij's e P( 's são k-espaços vetoriais e 1.~ é um 

corpo infinito, temos que R 1 rt. Q1 U · · · U Q1 U I 1 U · · · U Ir U P 1 U · · · U P8 . Logo, existe 

J E R1 \QJ U · · · U Q, U f1 U · · · U Ir U P1 U · · · U P8 • 

Seja. N um ideal primo minimal de R .f + Q, como R f + Q é um ideal homogêneo, 

N é um ideal primo homogêneo. Como f f/: Q, pelo teorema do ideal principal de I<rull , 

alt( ~) = 1 e como R é domínio catenária, d( ~) = d( ~)- 1 = d(B)- 1 = d. 

Para. terminar a. demonstração rest.é'1 ver que As e B s são anéis regulares e d( As) -

d(Bs) = 1. Basta então ver que N satisfaz as hipóteses do lema anterior. 

Primeiro, Pm f/: N, caso contrário J C N e como alt( ~) = 1, teríamos que N é ideal 

16 



primo minimal de J. i ~t o (-, N E { ? 1 , • .. , P .• } o que implicaria f E U P(. 
( = J 

Segundo, SC' Tu Ç N ent.iio existiria ·i E { 1. ... , i} t.nl qu<:' o idrn l primo minimnl 

Q; de Tn scrin tnl que Q, Ç N. Como f E N <' f ~ Q , t<"rÍanws J\' ::> Q;. Como 

N 2 Q; 2 Tn ::> Q e c·umo d( 1~) = d( g)- 1 rnt ~o Q = (/ o qu<' implic~n·ia Tn = {f = O. 

Logo TB ~ N, port.nnto Tn C/. N /Q. 

Finalmente, suponhamos que exist.Cl P um idenl primo ele S tal que I C P , P n R = N 

e P 2 TA 2 I . Ent.ào P =I= (X1 , .•. , X 11 )S , de fato, se P = (.\'1 , ... , X" )S então N = 

Rn P = (X1 , . . . , X 11 )R e d( ~)=O< d. J8 vimos nô demonstração do lema ant.erior que, 

para tal ideal P , d( ~) = d = d( J')- 1, port.<mto P E {I1 , ...• I,.} o que é um absurdo já 

I ' 

que f E N Ç P e f rf; U I j. Logo TA C/. IJ qualquer que seja o ideal primo PeleS tal que 
j=J 

I Ç P e P n R= .N. I 

Usando as mesmas notações para R e S , ou seja, S = k[Xo , ... , Xn] e R = [X1 , •.. , Xn] 

e supondo que n :2: 1, temos a seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO 2.6. Sejam A e B domínios graduados homogêneos, A isornorfo à S/ I , onde 

I Ç (X 1 , ... , X 11 )S é um ideal primo homogêneo e B isomorfo a R/Q, onde Q =I n R. 

Então d(A) + m(A) > d(B) + m(B). 

PROVA: Como B Ç A são /t:-álgebras finitamente geradas, pelo lema de Normalização de 

Noether ([5], corolário 3.6, II ), temos d(B ) = grtrk(cf(B)) ~ grt1·k(c.f(A)) = d(A). A 

prova será. fei ta por indução em d( A.). 

Se d(A) = 1. como I Ç (X 1 , ... ,X n)S temos que I= (X 1 ... . ,X, )S, logo A~ k[X0 ] 

e B ~ k, logo m(A) = 1, d(B) =O, m(B) = O e vale que d(A.) + m(.4) > d( B ) + Tn(B). 

Suponhamos que d(A) > 1. 

Analisaremos primeiro o caso em que d(A) > d(B). Após, analisaremos o ca.so em que 

d(A ) = d(B ). 

Se d(A ) > d(B ), então g1·t?·k(cf(B )) < g1't1·k(cf(A)) . Como cf (A.) = cf(B )(X o) 

temos que d(B ) = d(A)- 1, portanto se Pm(XJ , ... , Xn )X (;' + · · · + Pl (Xl, .. . , Xn )Xo + 
Po(Xl, ... , Xn) E I entã,o ]Jj(XJ, ... ,Xn) E Q com j E {0, ... , m}. 
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Consideremos n nplicnçiio l·-bilincar :o;ohrcjd.orH 

k[Xo] x D --+ .-1 

(.f(Xu ), g( X1, .... X,) + Q) ~ f(Xo )g(XJ, ... , X")+ I 

para cadél .f(X0 ) E k[Xo] <' g(X1, ... , X,) E R. 

Logo , exist.e <.p: k!Xo] O~.- B -+ A l·-linem sobrejet.ora. Vejamos a injet.iYidadc. Seja 

I 

F= L .f;(Xo) 0 (g;(XJ, ... , X,)+ Q) E k[Xo] 0~.- B , 
i = I 

(; 

onde fi(Xo ) =L aijX{ ObservC\mos que F pode ser escrito da seguinte forma: 
j=l 

I (i 

l::L::xJ G (hij + Q) , 
i=J j=l 

onde 

Suponhamos agora que <p(F ) = Õ, assim, 

t (i 

LLX~hij+I=Õ, 
i=l j=l 

temos então que 

I t t 

L X~h;c + L x~-] hi,l-1 + ... + L xg h;o E I , 
i=l i=l i=l 

onde 

c= mélx{ c], ... , et} , 

logo 

t 

L hij E Q 
i=1 
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pnra cmln j = O, ... , C, ou ::-cja. 

t 

L Orj!lt E Q 
i= I 

para cad<l .i = o, .... r(' t.cmos 

t t (i 

F= L., h o (g; + Q) =L L_,(X~ (• (O,j!Ji + Q)) 
i= I i=l j=l 

(i t ( 

= L:: x~ o I)aiig; + Q) = L(xg o Õ) = õ. 
j = l i=l j=l 

O que prova que <p é isomorfismo. 
00 00 

Como B = E3j Br e .4 = E3j A.r , temos um isomorfismo de k-álgebra.s graduadas: 
r= O 1'=0 

00 00 00 00 

E3j E,.[)( o]~ Efj(J.-[Xo] 0 Br) ~ k[Xo] 0 (Efj Br) ~ E3j Ar 
r=O r= O 

e 
( 

4 "'B ,.-c- i · c= L.., i-"'o 
i=O 

(observamos que Ao= Bo = 1.:), portant.o 

r= O 

ek(Ac) = Ck(Bo) + · · · + ek(Bc ). 

Existe N > O inteiro tal que se m > N então 

ou seja, para cada 1n suficientemente grande 

PA(m) = Ps(O) + ··· + Ps(m) +C. 

r= O 

onde C E Q. Denotemos d := d(A) - 1. Dividindo por m.(1 o lado esquerdo da equação 

acima fica: 

P A(m) m(A) md termos de menor grau 
1nc1 = -d-.!- -111-d + ----1?-1.-:-d--;::;..._-' 

19 



d . 711 (A) l l . fi . I l l' . fi que tcn c R ri! qtwll< o 111 tcuc c· n m nJio, <' o a< o c Jr<' Jt.o ca: 

(
1'1-

1 + 211
-

1 + · · · + m(/-J) m(D) + t.crmos de nwnor p;r;'u. 
mrl d(D)! md · 

que tende i1 ~ ~~~//,: qunnclo m tcudc n infinit.n. Dewrrc délÍ qtw Y<dc d(A) + m(A) > 

d(B) + m(B). 

Consideremos ngorn o cc1do em quE' d( A ) = d( B ). Faremo::: a pnwa por indução na 

dimensão. Já \'Ímos que a desigualdade \'a)(' SE' d(A) = d(B) = 1. Suponhamos que 

d(A) = d(B) > 1 e quC' a proposição va lha pnra anéis de dimensão menor que d(A) . 

Pelo lema 2.5 exist.e .f forl11êl de grnu 1 t.al que se ]V é um ideél l primo mínimo de 

Q + Rf então As é B N;Q-môdulo finit.amente gerado, onde~= B \ !Y/Q, As e B N/Q = B s 

são anéis regulares de dimensão um e d( ~ ) = d( A ) - 1 = d( B ) - 1. Sejél m N 1 , .N 1 1 ••• 1 N s 

os ideais primos mínimos de 7 em B e P 1 , ... , P 1 os ideais primos mínimos de f em A. 

Do lema. 1.2 segue que 

e 

Para cada. j E { 1, .. : , t.} seja s j = B\]V j. Pelo lema 2.5, As i é uma extensã.o inteira 

de B N., logo existe um ideal máximo .M de As i tal que 
J 

.MnBN· =J\1nBsi =.NiB N· · 
J J 

Como d(Asi) = 1 e 7 E NiBN · Ç .~1 ent.ào 1 = alt.(.M) = alt(.~J nA) e 7 E /11 nA, logo 
J 

M n A é um ideal primo mínimo de A f, ist.o é, existe i E { 1, ... , s} tal que P i = J\1 n A. 

Logo 

Logo, para ca.da j E { 1, ... , s} existe i E { 11 ••• , t} tal que :,i Ç -;; . Além disso, d( :,i ) = 

d( :; ), portanto decorre da definição de multiplicidade quem.( 1\~J) :=; m( -;; ). 
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Colll(.) -.r E (sI · · · · · .\ .. ' · t · E { 1 J t 1 r c ( .\ 1 · · · · .. \ .. ) I . • C'XIS C 1 ••..•. ~ .:1 (jll<' ; _ I . Podemos supor 

. 1 . t· , p C ( .\' 1 ...... \") (' 1 [ \' ] C ·I f ( ·I ) > } ? = , IS ·O <'. J _ I . ·01110 ,,. • o _ (>
1 

.CllJOS (jtl<' 1 n j>
1 

_ ·.; . 

Se P 1 n B ~ { N 1 , . .. , N,}. cnt.iio 

Como As i é B N . -módulo finit.a.ment.e gerado e 
J 

(.4_.. .)?·4 ::::Ap., 
J r .. t j r 

do lema 2.3 segue que 

C Ap . . 

logo 

s B 
m(A) >I: m( N. )fl,Ni(f) = m(B). 

j=l • ) 

Se PI n B E {]V 1 ' . .. 'N t} , digamos p] n B = N]. Seja PI ideal primo de s tal que 

fl9 = P 1 . Temos que 8 e...::_\ são domínios graduados homogêneos tal que ...::_\ :::: p
51

1
1
1 :::: ft 

Nl pl pl I I 

P C ( ·v v· )S ' 'd J . 1 .A d S B B R/Q R e 1 _ .-'q , ... ,.-'1. 71 eum1 ea pnmo 1omogeneo e , J\'
1 

= J5
1
nB:::: (P

1
nR)/Q:::: p

1
nR · 

Além disso, d( ~~ ) = d( ..::t ) < d(A) = d(B), logo por induçã.o temos 
"I pl 

ou seja, 
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logo 

PROVA DO TEOREt-IA 2: Sabemos que A~ k[.\o ./···.\", ] para algum n 2: O. Denotaremos 

q(A) := min{n/A ~ k[.Yo ,i .. ,.Y,J}. Faremos n prova por indução em q(A). 

Se q(A) =O, como d(A) 2: 1, então A~ k[X0 ), logo d(A) = 1. dim.~.- A1 = 1, m(A) = 1 

e vale o teorema. 

Suponhamos agora que q( A) 2: 1 e que o teorema vale p<~ra cada domínio graduado 

homogêneo B tal que d(B) 2: 1 e q(B) < q(A ). 

Como I é um ideal homogêneo, I Ç (X0 , . .. ,Xn). Se I= (X0 , ... ,X,,) entào k =A, 

o que contradiz o fato que cl(A) 2: 1. Logo existe um Xj ~ I. Suponhamos que X 0 ~I. 

Como k é algebricamente fechado, existe ( a0 , . .. , a 11 ) E l.:n+l que é zero de I; podemos 

supor que ao = 1, pois I é ideal homogêneo e Xo ~ I e, com mudança de coordenadas, que 

(ao , ... ,an) = (1,0, . .. , 0). Então IÇ (X1,X2, ... ,Xn). 

S . Q - In k[ X "" ] B - k[.>.·, , ... ,X,J P 1 · . - '/ 6 cl(A) + (A) > eJam - ~ 1 , .. . , ·>11 e - Q . e a p1opos1çao -· , . m. 

00 

d(B) + m(B). Além disso, escrevendo B = EB Br. A1 é gerado por B 1 e a classe de X 0 . 

r=O 

Logo dim.~.- A1 = dimk B 1 + 1. 

Se d(B) =O entã.o Q = (X1 , ... , X 11 ) e B = 1.·. Assim, dim,_.B1 =O e dim.~.-A 1 = 1. 

Logo I= (X1 , .. . ,Xn) e A~ l.:[X 0 ] e assim d(A) = 1 = m(A) e temos dimkA1 :::; 

d(A) + m(A)- 1. 

Se d(B) 2: 1, como q(B) :::; n.- 1 = q(A)- 1, o teorema vale para B. Assim, 

dimk A1 = dim" B 1 + 1 :::; d(B) + m(B) :::; d(A) + m.(A) - 1. I 

O teorema. 3 a. seguir é, na verdade, um corolário do teorema 2. 

TEOREMA 3 . Seja (A, j\1) um a.nellocal tal que d(A) 2: 1, A/111 é um corpo algebricamente 

feclJado e gr(A) é um clomúJio. Então e(A) ~ m.(A) + d(A) - 1. 
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ÜDSEH\'AÇÀO: Gconl<'tricmncntc. SI' A l· o mwllocnl ck um ponto P d<' Ulllil Ymieclndc 1 ·, 

ent iio dizer que o G1"( A) c'· inednt íwl c: ~~~ 1'· Hlp;ebricnlll('JII e fcdwdn. siguificn dizer que o 

cone t.é:mgcnt.c de V em P f irrcclutÍn'l. 

PROVA: Por definição do anel grnclundo nssocindo no anel loc;1l (A, 111) temos G1·(A) ·-

EB
<X' 111; 1,-[Xu, ... , X"] 

Jlfi+l ::: I 
i=O 

onde I <:'- um ideal homogêneo do a.nel de> polinômios 

~ [X0 , .•• ,X11 ] . Como por hipót.ese G1·(A) é um domínio. t.emos que I é um ideal 

primo. Além disso, sendo Á~ um corpo algebricamente fechado, pelo teorema 2 temos 

dimk f/1 S d(GT(A)) + m(Gr(A)) - 1. 

Por ([7] teorema 13.9) temos que d(A) = d( G1·(A.) ). Pela definiçào elo polinômio ele 

Hilbert-Samuel para anéis locais. A e G1·( A) t.êm mesmo polinômio de Hilbert-Sa.muel e 

portanto m(A) = m(GT(A)) . E assim vale que e(A) S d(A) + m(A.)- 1. I 
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CAPÍTULO II 

Veremos, nest e <'ilpÍtulo. que n<lo (· possÍY<'I <'JH'ont.rar umn fuu ç;io f d <" dtws \'éwinveis 

tRl que e(A ) ::; .f(d(A ).m( A )) parR todo Rncl local A. Comojá obsern11nos na introdução, 

Abllyankar most.rou que n~o existe uma tal fun çHo f p<m·l cm<'-is locai ~ ele multiplicidade 

2. Para isto Abhyanknr em [1] most.rou que dados c e d t.ais que c > d 2: 2 existe um 

a.nel local A de mult.ipliciciRde 2 t.Rl que c( .4) = c e d( A) = d. É na t.ural perguntar se o 

mesmo vale para. anéis locais de multiplicidRdc 1, ou sejR, se dRdos dois inteiros e e d ta.is 

que e > d 2 2 exist.c um anel local A. de multiplicidade 1 tal que c( A. ) = e e d(A) = d. 

Observamos que se exist ir um tal anel local , est.e niio pode ser de Cohcn-Macaulay, pois 

pelo teorema 1 teríamos (A ) ::; d(A ) + m( A) -1 = d(A) o que contradiz o fa to e > d. Não 

poderia também ser u m anel geométrico, pois um anel geométrico de multiplicidade um é 

um a.nel local regular ( [8] , 34.9 e 39.G). Vamos mostrar que é possÍ\·el encontrar um tal 

anel local A. de mul tiplicidade um, de modo que A seja um anel pseudo-geométrico, isto 

é, se P é um ideal primo de A e T um corpo que é uma extensão finita de c .f(~) entã.o 

o fecho inteiro de ~ em T é um ~-módulo finit.ament.e gerado. De fato Lequain em [6] 

mostrou o seguinte resultado mais geral 

TEOREMA 4 . Sejam m 2: 1, d 2: 2 e e 2: md inteiros. Exist.e um anel local (A, Af) tal que 

a.) d(A) = d, n~.(A) = m e e(A) = e; 

b) A é anel pseudo-geométrico; 

c) A Q é regular para cada ideal primo Q =/= .M. 

A construção de (A, 111), ou seja., a prova do teorema 4 será. baseada na seguinte 

proposição: 

PROPOSIÇÃO 4.1. Seja 1.~ um corpo e (B , 1111 •... , .Mu) um domínio semi-local tal que paJ·a. 

cada i E {1 , ... ,tt} existe um lwmomodismo sobrej e l.or €7: B --1 k com Núcleo (e i) = l\lfi · 

Seja A= {x E B /Ei(x) = Ej(X) pa1·a todo i,j E {1 , ... , u} }. Ent.ão: 

1) 1.1) A é um dominio local com maximal .~1 = -~11 n · · · n 1'1 u e ~ "' ~~~; pa.ra ca.da. 

iE{1, ... ,u}. 
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2) 2.1) d(A) = d(B). 

11 

2.2) f( A)= L c(DM; ). 
i=l 

11 

2.3) PA(X) = LPDM;(X)- (H - 1). 
i=J 

2.4) m(A) = L,m(BM;) tal que d(B) = alt(.M;). 

3) Para cada ideél l primo Q =/=- .Af de A . exist.e um tínico ideal primo Q' ele B t.al que 

PROVA : (1.1) Vamos mostrar primeiro que B é A-módulo finit.ament.e gerado. 

Seja e:: B ---+ ku homomorfismo definido por é:(b) := (e 1(b) , .. . ,E 11 (b)). Como Ej é 

sobrejetor para cada j E { 1, ... , u} e seus núcleos sào dois a dois comaximais, é: é sobrejetor 

pelo teorema Chinês dos Restos. 

Sejam,B1, ... ,,Bu E BtajsqueE(/11 ) = (1 , 0, ... ,0),e:(.Bz) = (O, l , O, ... ,O), . .. ,e:(.Bu) = 

(0, . . . , O, 1). Vejamos que B = A + .4~ 1 + · · · + A.eu. Seja b E B e para cada j 

l, . . . , u seja bj E B tal que E(bj) = (Ej(b), ... ,Ej (b)), assim t.emos bj E A. e E(b) 
u 11 u 

~ e(bj )e:(,Bj) =e(~ bj,Bj ), port.ant.o b- ~ bj ,Bj E Núcleo (e) = j\11 n · · · n .~1u Ç A, logo 
j = l j=J j=l 

B = A + A,B1 + · · · + A.eu . 

Observamos que .M; n A = .M1 n . .. n .Ml/ para cada i E { 1) ... ) H}. De fato, seja 

a E-~{ nA, para. cada j E {1 , . . . , v} temos E j(a) = Ei(a) = O, logo A.n.M; Ç -~11 n· · ·n.Mu. · 

Por outro lado .M1 n · · · n 1Hu Ç A n 1H; trivialmente. 

Agora, sendo B A-módlo finitamente gerado temos que 1H; n A é ideal maximal de 

A para. cada. i E { 1, .. . , 11.}, ou seja., .M = .M1 n · · · n 1111, é ideal maximal de A, como 

1111, . .. , .A1u são os únicos ideais maximais de B, .~1 = .A11 n · · · n J)1u é o único ideal 

maximal de A ([2] corolário 5.8). Observamos ainda que A é domínio noetheria.no, pois B 

é domínio noetheriano e A-módulo finitamente gerado ( [2] proposição 7.2). 

Seja. i E { 1, . .. , tt}, para terminar a demonstração de ( 1.1 ), vejamos que A/ .A1 ""' 
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B I 11!; . Temos o S('guint.c homomorfismo <k nncis A - n j,Hi <j\1(' {· sobrcjC't.or~ pois dado 
(1>-(I+ J\1; 

b E B, tomamos o E fl t.al que .:(o) = (E;(b) ~ .... .:;(b)), pcl:~ dcfiniç.:in ele A, n E A c 

é 1 (n.)=é;(o),logoo-hE Nttcko(.:-;)=111;. Port.nnto ;.~ <: lf. si10isomorfos. 

( 1.2) Se v é· um int.<~iro positin> ent.i10 os ideais .ur, .. .. 1\J,:· s;lo, dois a dois, comé.lxi-
. . 

ma.1s, a.ssnn, 

.,-! · 

111 11 = (1lf1 n · ·. n 111, )'' = (1\11 · ... · 1\J" t = 1ur · ... . ·.f.h = llft n · · · n 111,~·. 

Considere o isomorfismo d(ldo pelo t.t>orema Chinês elos Restos: 

Temos que 

j\1•·+1 + -~fl' 
;lft>+1 ----11.fv+l , 

logo '1/J induz o isomorfismo 

111" ---_Mdl 

Agora. temos 

( 
~1v ) " ( ~·1'. ) u ( M~' ) u ( M'' ) e - e - I c - 1 e - 1 

A 111v+1 = ~ ' A .Ar+1 = L ;1 -~1'+1 = L fr; 111v+I 
1=1 1 1=1 1 1=1 1 

'

1 

( ~f' 'B ) u ( ~1''B ) = e B Jl ' i /11; = c 11 i /11; . L --!!-L 111''+1 B L BM, M~·+l B . 
i=l M,IJM; t 1\f; Í=l • I 1\1, 

(2.1) Como B é integral sobre A, d(A) = d(B) ([7] teorema 9.7). 

(2.2) Com v = 1 em 1.2 temos 
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(2.3) Consideremo:-; <• st>qiiêncin c•x;1tn ele' .4-JlH'>dulo O -t .{~1• -
1
, ·;'. -t ~~ -t O com 

t ' 2 1, temos ent.i\o 

Consideremos agora a seguinte seqiiência exata de B i\J;·móclulos. com i E { 1, . . . , v.}: 

3.SS1111 

11 

= 2:.: CBM; 
i= I 

( 
BM; ) 

.H/'BM; - (u - 1). 

11 

Portanto, tomando v suficientemente grande, obtemos PA( r) = L PB"'; (v) - ( u. - 1) 
i=l 

u 

e assim, P A(X) = 2:::: P 8 "'; (X)- ( tt - 1 ). 
i=J 

u 

(2.4) Segue do ítem anterior que m(.4.) = L m(BM;) tal que alt.(.Mi) = d(B). 
i=1 

(3) Seja Q =/= A1 um ideal primo de A. Suponhamos que Q' =/= Q" são dois ideais 

primos de B tais que Q' nA = Q" nA = Q. Sabemos que Q' 1:_ Q" e Q" nã.o é ideal 

maximal, assim podemos escolher b E B tal que b E Q' n -~11 n · · · n .11.111 = Q' n lvf = Q e 

b rf; Q" que contradiz o fato de Q Ç Q", provando" a unicidade. 

Vejamos agora que AQ = BQ'. Seja s = A\ Q. Como B é uma extensão inteira de A, 

Bs é uma. extensão inteira de A 8 • Seja. P' um ideal maximal de B 8 , então P' = P8 , onde P 

é um ideal primo de B tal que s n P = tj; . Como Qs é o único ideal maximal de As = AQ, 
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temos que P'nAq = Q .• , ou scjn , Pn.4 = CJ.lngo P = Q' c as~im. B .• = BQ'· Sejam b E B 

e a E 11!\Q Ç _.; , temos b = <~," E A .•. Assilll. B Ç Aq = A .•. Bq· = B .• Ç A .• = Aq Ç B q· 

e coBsequent.emcnt.e. Aq = Bq·. I 

PROVA DO TEOHDIA 4 : Seja k Ulll corpo qunlqnn. SC'ja {t 1 . t '2 .. .. , f, , . .. } um conjunto 

infinito de indcterminadns sobre 1.-. DefiBimns o corpo h·- k\ f 1, f2·····f,, ... ). Sejam 

ainda d, ~ . m inteiros t.Ris que rn ~ 1, d ~ 2 e md :S e. 

Sejam Y11 , . .. , Y1 r~; ... ; Y,,,, . . . , Y,,r~: Z1 , ... , Z ( -dm indetenninada.s sobre J..,:. De-

finimos o anel B por B := (1 .. -p··11 , ...• Y1 c~; ... ; Ym 1 , ...• 1-mc~ :ZJ, ... , Z('-dm])s, onde 

S = ]{ [Yll 1 • • • 1 Y1 d ; · · · ; Ym 1 , • • • , Ym c/ ; Z J , ... , Z < - d m] \ ( YJJ 1 • • • • ) -1 d ) U · · · U ( Ym 1 , • • • 1 Ym d ) U 

Assim temos que B é anel semi-local e seus ideais maximais sào: 

Temos 

Analogamente, A~; ~ ]{ para cada. i. E { 2, ... , m , ... , m + t - dm}. 

Logo, para cada i E {1, ... , m , ... , m + e - dm} existe um homomorfismo sobrejetor 

c.pi: B --+ ]{ com núcleo igual à j\1i. Tomamos .4 := {:r E B/c.pi(l:) = <,.?j(l:) para cada 

i , j E {1, ... , m+ e- dm}}. Pela proposição 4.1 , .4 é um domínio local com as propriedades 

a, b, c. De fato: 

(a) d(A) = d(B) = alt(_Mi) = d, onde i E {1, .. . , m}. Supondo que B é super-regular, 

ou seja, Bp é anel regula1· qualquer que seja P ideal primo de B. temos que B ."A.1; é regular 

para cada i E { 1, ... , m , ... , m +e- dm} e assim e( B M;) = d( B:\1;) = aJt ( Afi) que é igual 

à d se i E { 1, ... , tn} e é igual a um se i E { m, .. . , m. + e - dm }. 
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Para ver que B é de fnt.o super-regular, scjR P um ideal primo de B, ent.ào P = Q~, 

onde Qns =c/> e Q é um ideal primo de: J\.·p-11 , .. . , )"1d, Z 1 , •.• , Z,_d,] que é um anel super­

rc:gular ([4] tc:orc:ma líl), logo l\.·p ··ll,···•YJd,···•Yml•···~Ymd·ZJ,· .. ,Zt-dm]Q é regu­

lar , mas Bp ~ l\.·p·11 •.• . ,Y1d, ... ,Ymd,ZJ, ... ,Z,-dm ]Q. pois Q Ç xp·JJ, .. . ,YJd, ·· ·· 

Obtemos 

m+ e-dm m m+c-dm 

e(A) = L e(BM;) = Le(BM.) + L e(BM;) = md + (m +e- dm -1n) =e. 
i=l i=l i=m+J 

E 

m.(A) =L m(B."1;) = ml = m. 

(b) Como I\[Y11 , •• . , Y1d, ····Z1 , .•• ,Ze-dm ] é domínio pseudo-geométrico ([9] teo­

rema 9, v, §4) , B é domínio pseudo-geométrico. Seja P um ideal primo de A e P' ideal 

primo de B tal que A n P' = P. Como B é A-módulo finitamente gerado, vale que J, 
é ~-módulo finitamente gerado. Sejam T := c.f( ~ )[:r 1 , ... , :l"r J e L := cf( J, )[x1 , . .. , xr] 

extensões algébricas finitas dos corpos de frações de }1 e ~' respectivamente. Denotemos 

( J, ) o fecho inteiro de J, em L e ( ~) o fecho inteiro de ~ em T . Temos então que ( J,) é 

J, -módulo finitamente gerado, pela definição de domínio pseudo-geométrico. Assim, ( J,) 

é í-módulo finitamente gerado. Como ( J,) n T = ( Í ), ( Í) é um í-módulo finitamente 

gerado. Isto prova que A é um domínio pseudo-geométrico. 

(c) Para qualquer ideal primo Q f- 111 de A, pela. proposição 4.1 (3) , existe Q' ideal 

primo de B tal que BQ' = A.Q . Como B é anel super regular, BQ' é regular, portanto AQ 

é regular. I 
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