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DIMENSAO DE MERGULHO (EMBEDDING DIMENSION)
DE ANEIS LOCAIS

RESUMO

Neste trabalho é mostrado que para um anel local de Cohen-Macaulay e para um anel
local cujo corpo residual seja algebricamente fechado e cujo anel graduado associado seja
um dominio, vale que a dimenséo de mergulho (embedding dimension) é menor ou igual a
sua dimensdo de IXrull mais sua multiplicidade menos um.

Na segunda parte do trabalho vemos que, dados dois inteiros m > 1, d > 2 e um
inteiro arbitrdrio € > dm, existe um anel local com multiplicidade, dimensao de Krull e

dimensao de mergulho iguais a m,d e e respectivamente.

ABSTRACT

In this work we show that for a Cohen-Macaulay ring and for a local ring with algebrai-
cally closed residual field and associated graded ring a domain, we have: the embedding
dimension is less than or equal to the Krull dimension plus the multiplicity mines one.

Secondly, we see that, given integers m > 1, d > 2 and given an arbitrary integer
e > dm, there exists a local ring with multiplicity m, Krull dimension d and embedding

dimension e.



§ Introdug;o

Dado um anel local (A4, M) denotaremos por d(A4), ¢(A) e m(4) sua dimensédo de Krull,
sua dimensao de mergulho (embedding dimension) e sua multipliciade respectivamente
(para definigoes vide “Definigoes e Notagoes™ a seguir).

O primeiro capitulo desta dissertacio subdivide-se em duas partes. No primeiro
pardgrafo apresentamos o teorema 1 que é um resultado de Abhyankar [1] que mostra
que se (A, M) é um anel local de Cohen-Macaulay entao e(A4) < m(A4)+d(A)—1. Na ver-
dade, em seu trabalho Abhyankar precisava da hipdtese adicional de que o corpo residual
A/M fosse infinito, hipotese esta que Lequain em [6] observou que pode ser retirada.

No segundo pardgrafo do capitulo I aparece sob forma do teorema 3 um resultado
de Abhyankar [1] que afirma valer a mesma desigualdade do teorema 1 para um anel
local (A, M) tal que d(A) > 1, seu corpo residual A/M seja algebricamente fechado e o
anel graduado associado a A seja um dominio. A demonstragio que apresentamos nao
¢ a demonstragao original de Abhyankar e sim uma outra que utiliza o teorema 2 feito

oc
pelo professor Marcos Sebastiani. O teorema 2 afirma que se A = @.4,- é um dominio
1=0
graduado homogéneo, tal que d(A4) > 1 e 4y é um corpo algebricamente fechado, entao
dimyg, < m(4) 4+ d(A4) - 1.

Observamos que os teorema 1,2 e 3 séo trivialmente falsos se d(A) = 0.

Abhyankar em [1] pergunta se existe uma funcao f de duas varidveis tal que para cada
anel local (A, M), e(A) < f(d(A),m(A)). Ele mesmo dd uma resposta negativa mostrando
que dados m = 2, d > 2 e ¢ > d existe um anel local A tal que d(A) = d, m(A) =m =
2 e ¢(A) = e. O exemplo de Abhyankar responde portanto negativamente a questao
apresentando um anel local com multiplicidade 2. Ficou em aberto a pergunta: existe
f fungdo de uma variavel tal que e(A) < f(d(A)) para todo anel local de multiplicidade

um? Apresentamos no segundo capitulo um trabalho de Lequain [6] que mostra que, mais
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geralmente, vale o seguinte resultado que, neste traballio, aparece sob a forma de teorema
4: “Dados dois inteiros 11 > 1 ¢ d > 2 e wmn inteiro ¢ tal que ¢ > md. existe um anel local

Atal qued(A)=d, m(A)=m e c(d)=c".

§ Definicoes e Notacoes

Esteremos sempre supondo que os aneis sejam comutativos. noetherianos e com uni-

dade.

Seja (A, M) um anel local. Sua dimensdo de mergulho (embedding dimenion) é a

dimensao de -},f‘,—’; com %-espaqo vetorial e serd denotado por e(A4).

Sejam A um anel e M um A-mdédulo. Se existe uma cadeia propria de submédulos

M = M, 2 M, ;) :#) M, = (0) tal que nao seja possivel inserir mais submédulos,

entao, pelo teorema de Jordan, qualquer outra cadeia do tipo tem o mesmo comprimento

r. Denotaremos por £ 4(M ) este comprimento.
oo

Se D é um anel artiniano, B = D[X;,...,X,] um anel de polinémios e N = @ N,

r=0
um B-mdédulo finitamente gerado graduado entao sabemos que existe um polinémio Py (X)
chamado polinomio de Hilbert-Samuel tal que Pyx(n) = {p(N, ) para cada n inteiro sufi-

cientemente grande.

Seja I um ideal do anel local (A, M), consideremos o anel graduado associado a A com
relagéo a I, ou seja, @

=0

r

TrFi que sera denotado por Gr;(A4). Diremos que Pg,,(4)(X) é

o polinémio de Hilbert-Samuel de 4 em relagdo a I. A multiplicidade de I é definida como
sendo (d(A) — 1)! vezes o coeficiente principal de Pg,,(4)(X ), onde d(A) é a dimenséao de
Krull de A, e sera denotada por m(I). Sabemos também que existe um polinémio dito
polinémio caracteristico e denotado por _xj‘(.'{') tal que x7'(n) = C4( ]i,,) para cada n sufi-

cientemente grande. Se I = M diremos que a multiplicidade de M em A é a multiplicidade
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do anel A ¢ eserevemos simplesmente m(.A4) = m(AM), Gra(4) = Gr(A4) e chamado ancl
graduado associado & 4, Pg,, ()(X) = Pa(X) e v (X) =\ a(X).

Se A ¢ um ancl sem divisores do zero, of(4) = {§la.b € A e b # 0} ¢ um corpo,
chamado corpo de fracoes de A.

Sejam ' e k dois corpos. Se Ik ¢ uma extensdao transcendente de b, o grau de
transcendencia de I\ sobre k é definido como sendo o ntmero de elementos de uma base
transcedental de I\’ sobre k e sera denotado por grirgIy.

Um anel local 4 é dito anel de Colhen-Macaulay se o comprimento das sequéncias

regulares maximais de I é igual a altura de I, para cada I ideal de A.



CAPITULO 1

§] Dimensao de Mergulho em Aneis de Cohen-Macaulay

O objetivo deste pardgrafo é mostrar o teorema 1. Para isso serdo necessdrios alguns

resultados preliminares.

TEOREMA 1. Se (A, M) é um anel local de Cohen-Macaulay entao e(A) < d(A)+m(A)-1.

Se A é o anel local de um ponto P de uma variedade 17 tal que, localmente em P, V

€ uma intersegao completa, entdo A é um anel de Cohen-Macaulay.

LEMA 1.1. Seja A um anel local. Se I é wmn ideal gerado por uma sequéncia regular, entdo

U PL U P para cadan > 0.
PeAss(In) PeAss(I)

PROVA: Seja c € A tal que c ¢ U P, vejams que ¢ ¢ U P paran > 0, ou
PEAss(]) PEAss(I")

seja, vejamos que se € A é tal que xc € I" entdo @ € I. Faremos a prova por indugao
em n.

Se n = 0 é 6bvio.

Suponhamos n > 0 e que o lema vale para n. Seja @ € A tal que 2c € I"*! C I,
Pela hipotese de indugao x € I". Sejam a;,...,a, tais que I = (ay,...,a,), assim,

T
T = X€;,..i,ay' +...-alr tal que Z ie=neé. i €A Escrevemos = fia;+- -+ frar,
=1

onde B; € (a;,...,a;)""? paral <i < n.
Agora, faremos indugédo no niimero de f;'s nao nulos.
Sepy=p8;=---=p, =0entdao r =0 e assim x € I"*1,
Suponhamos que 3, = -+ = 47 = 0 e By # 0 para algum s € {1,...,r}, assim

z =g’ + fsas, onde 2' = Bya; + -+ fe_1a4-1 € ' € I"? por indugao.
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Escrevemos I = J 4 Ada,. onde J = (ay..... O a,) ¢ temos assim que
| Gt G S O

Como c(a'4+8a,) = cr € I"M = J"H 4", existey € I" tal que o(a'+B.as)—ya, €
Jntl C J7. Temos que ¢f.a,— o, € J", pois o € J". Comivy ..., Blgcscgy B pyoncs 5ty By
¢ sequéncia regular ([4] teorema 119), temos que a, + J nao ¢ divisor de zero em A/J,
portanto ag € P se P é um ideal primo associado a J.

Temos entao, (¢, — y)a, € J". J gerado por uma seqliéncia regular e a, ¢ P para
qualquer ideal primo P asociado a J. Logo ¢fi, —y € J".

Dai, como y € I" D J", temos que ¢, € I" e, por inducdo, #, € I", portanto

Bsas € I e conseqiientemente x = a' + fFoa, € "1, |1

LEMA 1.2. Sejam A um anel local e I um ideal de A gerado por uma seqtiéncia regular

a,...,a,. Entdo (I" : a,) = I"™! para algum inteiro n > 0.

PROVA: Seja n > 0. E ébvio que I""1 C (I" : a,). Vejamos a outra inclusdo. Seja
z € (I":a;), entdo za, € I". Seja J = (ay....,a,-1). Temos que I" = J" + a,. 1", logo
existe y € I"7! tal que a,(2 — y) = za, — ya, € J". Como a, + J nao é divisor de zero
em A/J, a. ¢ P se P for um ideal primo de A associado a J. Logo, pelo lema 1.1, vale

quez —y € J" CI" C I"!. Portanto x € I"~! e temos que (I" :a,) C I""1. &

LEMA 1.3. Sejam A um anel e I um ideal de A. Se 2 € I entao F%%; € isomorfo a (73%

como A-moadulos.

PROVA: Definimos ¢: Az — (—;,13‘;3 por p(ax) = a+ (I" : «). Se a;,a; € A sdo tais que

a,T = apx, entdo a; — a; € (I™ : x), isto é, @; = Ty, portanto ¢ esta bem definida. E facil

ver que ¢ é um homomorfismo de A-médulos. Como o micleo de ¢ é {aa/Q € (I" : 2)} =

. 2 e A o A s
{az|az € I"} = I" N Az e como ¢ é sobrejetor, temos Thaiz = (Tvg) como A-maddulos. i

PROPOSIGAO 1.4. Seja A um anel local de Cohen-Macaulay. Se I é um ideal de A gerado

por um sistema de parametros, entao m(I) = (4(A/I).

PROVA: A prova serd feita por indugio em d(A4). Se d(4A) = 0 entao I =0 e EA(:,’%) =
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(4(A) para qualquer inteiro n > 0, portanto \;}(17) = 'LJ!-'"_‘)‘!' cassimm(]) = (4(4) =
(a(A/T).

Seja A tal que d(A) = . Suponhamos que » > 0 ¢ que a proposigao valha para aneis
de Cohen-Macaulay de dimensio r» — 1,

Seja I = (ay....,a,) um ideal de 4 gerado por um sistema de parametros. Como A
é anel de Cohen-Macaulay ay,...,a, é seqiiéncia regular ([4) teorema 129).

Consideremos a seqiiéncia exata de A-modulos

I" + Aa, A 4

Protha 2 5 B

In In =% In + _4("_

A , A I? 4 Aa;
e () -0 () = (FF):

I" 4+ Aa, = Aa,
In — I"N Aa,’

., (I“ + .~‘m,.) _¢, ( Aa, )
In I" N Aa,
s (i) =t (755).
a () -6 (mim) = (7).

A N A/Aa,
I" + Aa, ~— (I/Aa,)"

— (.

Temos que

Como

temos que

e pelo lema 1.3,

Pelo lema 1.2,

Logo

mas
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Como A‘;‘-mé(lulns ¢ assim
ﬂf

P AfAa, i
V) = e ) = i - 1),

Denotamos F(Y) := \#(}") e G(Y") := \;‘;{;;‘:()') e sabemos que o grau de F é r e que
o gra de G é r — 1, pois d('}i::_,) =7r—1 Temos F(}) = %_!”Y"-I- termos de menor
grau e G(Y") = L’:ri_’};‘;!']}'r_l+ termos de menor grau. Assim, G(Y) = F(Y' - 1) =
0Y " 4+ ;,’-!???(I)rl""l-i- termos de menor grau. Portanto m(I) = m(I/4a,). Como A/Aa,

é anel de Cohen-Macaulay ([4] teorema 141) de dimensdo menor que », por indugdo,

m(I/Aa,) = f.-i;'.-in,- (%) = (_4{?)._ portanto m(J) = (_.4(%). |

LEMA 1.5. Sejam (A, M) um anel local e Q; C Q, ideais de A M-primérios. Se nao existe

um ideal entre @, e Q, entdao também nao existe um ideal de A[X] entre Q,[X] e Q2[X].

PROVA: Seja Q um ideal de A[X] tal que Q;[X] C Q C Q»[X]. Suponhamos que Q #
Q2[X], assim temos que Q N A = Q.

Seja f(X) € Q\Q:[X] polinémio nao nulo de grau minimo. digamos f(X') = aX" +
by X" 1 4. .4 by. Afirmamos que a ¢ Q;, caso contrério f(z)—ar” € Qe f(X)—aX" ¢
Q:[X]. Como f(X)— aX” tem grau menor que 7, f(X)— aX" é o polinémio nulo, ou
seja, f(X)=aX" € Q:[X] contradizendo a escolha de f(X). Portanto a ¢ @;. Por outro
lado, como f(X) € Q C @Q,[X], temos que a € @5, logo @1 C Q) + Aa = Q2. Temos entéo
f(X) € Q C Qy[X] = Q[X]+aA[X], logo podemos escrever f(X) = afy(X)+h(X), onde
h(X) € Q1[X] e f1(X) é um polindmio ménico de grau r. Assim af;(X) = f(X)—h(X) €
Q. Como Q C @Q3[X] e fi(X)" ¢ Q2[X] qualquer que seja o inteiro n > 0, ja que
f1(X) é polinémio ménico, temos que f;(X)" ¢ Q. Como @ é primério, a € @, logo

a€ QNA=Q, que é uma contradi¢do. Logo Q = Q;[X]. I

LEMA 1.6. Sejam (A, M) um anel local e B = A[X]yx).- Se Q € um ideal de B M B-
primdrioe I := Q N A, entao m(Q) = m(I). Em particular m(A) = m(B).

PROVA: Sendo @ um ideal M B-primario, qualquer ideal préprio de B que contenha uma

poténcia de Q é um ideal M B-primario. Por outro lado, existe uma bijecdo, que preserva
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a inclusio, entre os ideais M B-primdrios de B e os ideais Af[X]-primarios de A[X]. Logo,

para n 2 0 vale que

Observamos que se I" € @, C --- C Q. C M ¢ uma cadeia de ideais de A, entdo

I"[X] € Qy[X] C -+ C Q.[X] € M[X]éuma cadeia de ideais de A[X], portanto (4 (#£) <

.Y . . - . F I
Capx) (%) Como antes, os ideais 01, Q2. ..., Qs sao M-primarios uma vez que I é M-

primario. Pelo lema 1.5, se I" C Q; C -+- C Q4 C M for uma cadela saturada de ideais,

entao I"[X] C Q;[X] C -+ C Q4[X] C M[X] também sera uma cadeia saturada em A[X],

decorre dai que (4 (?&L) = (A[x] (%R—%) portanto

(4 (I—'i) =1+04 (;—f) =1+ (apx) (}h{‘{:_}) = (%) '

Temos assim que, para n suficientemente grande, xf(n) = )\'E(n), logo m(I) = m(Q). 1

PROPOSIGAO 1.7. Seja (A, M) anel local de Cohen-Macaulay. Existe um ideal I de A

M -primaério, gerado por um sistema de parametros e tal que m(I) = m(A).

PROVA: Denotemos por B o anel A[X]js(y). Como 4 é um anel de Cohen-Macaulay, A[X]

é um anel de Cohen-Macaulay ([4] teorema 151) e portanto B também sera um anel de

Cohen-Macaulay ([4] teorema 139). Observamos que .T.?E ~ (ﬁ‘f‘."\:\.)) . ~ £(X) que é
um corpo infinito. Assim, existe wm ideal @ em B M B-primério gerado por um sistema
de parametros e tal que m(B) = m(Q) ([9] teorema 22, VIII. §10).

Pelo lema 1.6 I = QN A é um ideal M-primariode Ae m(I) = m(Q) = m(B) = m(A).
Escrevemos Q = (fi,..., facpy) onde fi,.... facs)y podem ser escolhidos em A[X]. Como
d(A)=4d(B),I=QnNA=(f1(0),...,fs.4)(0)), ou seja, I é um ideal M-primario, gerado

por um sistema de parametros e tal que m(A4) =m(7). 1

PROVA DO TEOREMA 1: Pela proposicao 1.7 existe um ideal I de A M-primario gerado

por d(A) elementos e tal que m(I) = m(A). Temos (4( i}) —1= f-.;(-";,i) = CA(J—_;‘}{J—,), pois
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I C I+ M?. Consideremos a seqiiéncia exata de A-modulos 0 — ﬁ;—’ﬂ-— — % S ) S

s M " (i ; T4 M2
ANMZL T T AN LT I

Como I ¢é gerado por d(A) elementos, vale que

2 f'. 2
(4 (%) - clim_% (I -;I..,I ) <d(4),

0, e temos

onde dim 4 /ps (&M%&) é a dimenséo de i%{'—f—z como -_I;;—':,-('spa.go vetorial. Portanto C,q(%) -
12> f,t(-ﬁ%%) —d(A) = €(A) — d(A). Pela proposigao 1.4, vale que m(A4) = l.’(?). Logo

m(A)—1=m(I)—12 e(A)+ d(A), ou seja, e(A) L d(4)+m(4)—-1. B

§2 Anel graduado associado a um anel local

, _ . T PN T
Vamos considerar agora, 4 um anel graduado homogéneo isomorfo a ==%5 , onde
n > 0, I é um ideal homogeéneo de k[Xy,...,X,], k é um corpo algebricamente fechado e

d(A) > 1. Usaremos as seguintes notagoes:

oo
- A= DA
=0
— dimy A, é a dimensao de A, como k-espaco vetonal;

- pp(f) = f_.;p(f—';":) >1,onde f € A, » >0, f #0e P ¢é um ideal primo minimal de

f, e neste caso, P é ideal homogeéneo.

TEOREMA 2. Seja A um dominio graduado homogéneo como acima. Entao dimj A; <
d(A)+ m(A) — 1.

Observamos que, se A = k entao d(A) = 0, dim; A; = m(A) = 0 e a desigualdade é
falsa. Portanto a hipotese d(A) > 1 € necessaria para o teorema 2.

Antes da demonstracao deste teorema vejamos alguns resultados preliminares.
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LEMA 2.1. Seja A um dominio graduado homogénco. Entio existe um ideal homogénco
o0
nao nulo Ty de 4 contido em @ A, tal que se P ¢ um ideal primo homogéneo de A ¢

=1

T4 ¢ P entao Ap ¢ regular.

PROVA: Seja X a variedade projetiva definida por I e T4 o ideal de A gerado pelos
polinémios homogéneos de A que se anulam em cada ponto singular de X. Se P é um
ideal primo homogéneo de A tal que Ty ¢ P, entdo existe f € Ty e f ¢ P. Como
k é algebricamente fechado, existe g € {* € X/g(2) = 0 para cada g € P} tal que
f(zg) # 0. Como f € T4 e f(xg) # 0, temos que vy é ponto regular de X, isto é, o

anel das fungoes regulares em g, O,,, ¢ um anel regular. Como O,, ~ Aj onde

M,y == {f € A|f(xg) = 0} ([3] teorema 3.4, I), 4y, ¢ um anel regular e também
(Anr,, )p,qu0 é anel regular ([5] corolario 1.18. VI). Como (Aar,, )PAMW ~ Ap temos que

Ap é anel regular. i

H
LEMA 2.2. Sejas > 0 e f € Ay uma forma nao nula. Entdao sm(A) = pr_.(f)m(A/P,-),
i=1

onde Py,. .., P, sao os ideais primos minimais de f em A.

Ny Xn

PROVA: Seja f # 0 forma de grau s > 0. Definimos B = <5 ~ 1Ay anel

Af

lxy
graduado homogéneo, escrevemos B = @Br. Temos que ([7] teorema 14.7) m(B) =

r=0
o0
1 GB B:
Z‘m r=22 (By.(Bq,), onde Qy,...,Q; sao os ideais primos minimos de B tais que
!. Ll

d(—g;) = d(B) para cada i € {1,...,t}. Podemos escrever Q; = X%, onde P; ¢ ideal primo

Af
oo Af'
a x LY _ =1
minimo de f em A para cada ¢ € {1,...,7}. Pela de finicao de B, @B, = 47
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portanto

-

m P — =m

Qi

6%
D

=1m

i
b S it
g
i
o

i
€

]
/':""\
] S
N

para cada 7 € {1....,1}. Agora,

= A Ap ) | (Ap, )
( =L =¢ = 8 L) = ;
Pe. Q'I {ﬁ]% (<‘4f)LL) 77{';1‘: (.fAP.' Aa fAP.'

Af

onde a ultima igualdade decorre do fato de ser fAp contido no anulador do A4 p,-mddulo

——‘-:‘4: para cada 7 € {1,...,t}.
Vejamos agora que m(f}) = sm(A4). Temos B, = 4—;{?' para cada r > 0. Conside-

I ’ i J
remos a sequéncia exata de A-médulos 0 — 4,_ — A, = B, — 0, onde

10 A, — A4,
g gf
e
7: 4, — B,

g—g+AfNA,.

Logo, (x(B;) = (1(A;) — (i(A,—s). Portanto, para N suficientemente grande Pg(N) =
Pa(N)—Pa(N —s). Escrevemos d =d(A)—1e P4a(N) = %';“N“' + ca—1 N4 14 termos
de menor grau, e como d(B) = d, temos que Pg(N) = %N‘""‘%- termos de menor

A

grau = (%N‘i + g1 N?"14 termos de menor grau) —( mff‘!“(.ﬂ' —5)? +cg—1(N —s)4 14+

termos de menor grau) = %I(N"—(N —8))4cq_1 (N1 —(N —5)9"1)+ termos de menor

grau = #N" - ”';fl)j\’d-}— mr(“mds]\-"d_l +ecg—1 N4 —¢4_1 N1 4 termos de menor grau

= E—f;fﬁsNd_l-l- termos de menor grau. Logo m(B) = m(A), ou seja, m( Aif) =sm(A). 1
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LEMA 2.3. Scja (B,M) ancl regular de dimensio um. Scja D D B um anel tal que D
¢ um B-modulo finitamente gerado. Sejam My, .. .. M, os ideais maximais de F. Sao
verdadeiras as afirmacocs:

i) Se I é um ideal de B entio IDN DB = I;

ii) Se D é ancl regular e f € A ¢ um elemento nao nulo de B entéo

B = Dy,
o= Eo (B2)

Prova: Como D é uma extenséo inteira de B, DNef(B) é uma extensao inteira de B. Por
outro lado B é um dominio regular, logo um dominio integralmente fechado ([9] coroldrio
1, VIII §11), logo D Ncf(B) = B. Como B ¢ anel regular de dimensao um, B é dominio
de 1deais principais, assim I = yB, onde y € B. Seja x € ID N B. temos que existe &' € D
tal que @ = ya'. Observamos que 2/ € D e a' = 2/y € cf(B). logo 2' € DNecf(B)= B
dai z € yB = I. Logo ID N B = I o que prova (i).

Seja f € M, f # 0. Temos que Djy, é anel regular e que d(Djy, ) = alt(M;) = 1, pois
D é uma extensao inteira de B, logo M; D)y, ¢ ideal principal gerado por um elemento que
pode ser escolhido em M;. Seja d,,....d, € D tais que d;Dp;, = M;Djy4,. Como f € M,
entdo f € M,; paracadai = 1,....r. Temos entao f = d" X1 onde t; > 0. ;’- um elemento
inversivel de Djys,. Suponhamos que f = a';' di‘i‘ cot 1 S 2w, dp > 0, 2y/y;um
elemento invertivel de Dps, N Dpg, N--- N Dyy,. Temos

T f

e W D
y,- d;l - d" i+1 M +1

pois d; ¢ M, se j # t para cada j.t € {1,...,r}. Logo

Ti _ dli+ i1

+1 ;
Yi T yin

comt;p; >0e ﬁ’—: um elemento inversivel de Dy, ,. Por outro lado,

Tit1
= ﬂ D

Yit1 Yi d’::l‘ §=1
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1 1+1
¢ um elemento inversivel de n DM_, 5 Lngu ﬁ—: ¢ wn elemento mversivel de ﬂ DMJ &
qe
=1 e

, . C - ( 5
f=d...  di+ &t Agein, repetindo o raciocinio, temos f = d)' - cdlris com L
. 1 +1 i ] ¥r ¥

.

" ’ % . . ’ . t;

um elemento inversivel de ﬂ Dy, 1sto ¢, um elemento inversivel de D. Seja I := de’.
=1

Pelo teorema chines dos restos, temos que

Logo

D —~ D\ <, D
CD (Df) = ZCD (ﬁ) “E(DM (d"DM’) Z{DM (.fDAfJ;)-

=1

Resta mostrar que ED(%] > (’B(f%). Para tanto, seja Q; C Q2 C -+ C Q¢ C B uma
cadeia de ideais de B tal que f € ;. Pela parte (1) temos que ;D N B = @Q; para
cada i € {1,...,(}, logo @D C @2D C -+ C Q¢(D C D é uma cadeia de ideais de D de
comprimento £ se Q; # Q; para cada 7, € {1,..., (}e fe@,D. Logo 65(7‘%) < fp(%)

o que finaliza a prova de (ii). §

Estamos considerando 4 o anel graduado homogéneo M Denotemos S :=
k[Xo,...,Xn] e R:= k[X;,...,X,]. Suponhamos que o ideal homogéneo I seja um ideal
primo contido em (X;.....X,)S. Seja @ := INR e B := R/Q. Suponhamos que
d(A) = d(B) e d(B) > 2. Entao, como A e B sao k-algebras finitamente geradas, temos
que cf(A) é uma extensao algébrica do cf(B) ([5] corolario 3.6, II), portanto existem
Doy -+, Pn € R tais que pp X' + -+ mXo+po € I e pny € Q. Como tanto ) quanto I
sao ideais homogéneos, podemos supor que pg, ..., Pm Sejam polinémios homogeneos.

Sejam T4 e T os ideais homogéneos definidos no lema 2.1. Nestas condigoes temos

os dois lemas abaixo:

LEMA 2.4. Seja N um ideal primo de R tal que Q C N. Suponhamos aud p,, ¢ N. Seja
$ o sistema multiplicativo B\N/Q, Bs = Bx/q. Entao

14



i) A¢ ¢ Be-mddulo finitamente gerado;
11) Se Ty € N/Q entio B, ¢ anel regular:
ii1) Se Ty € P/I qualquer que seja P ideal primo de S tal que I C P e PN R = N, entdo
A, ¢ regular;
iv) Sed(R/N)=d(B) -1, entiod(A,) = d(B,) = 1.
Prova: (i) Como p,, € N, p., +Q € s, logo X é um elemento inteiro sobre B,. Por outro
lado, A = B[X)y], logo A, = B,[Xy], portanto A, é B,-mddulo finitamente gerado.
(11) Decorre diretamente da definicao de T'j.
(iii) Como B, é anel local e, pela parte (i) deste lema, 4, é B,- mddulo finitamente gerado,
temos que A, é anel semi-local e cada 1deal maximal de A; ¢é da forma -?.4_,, onde P é um
ideal primo de S tal que I C P e PNR = N. Por hipétese Ty  P/I, logo Ap;; € regular.
Como (_43)§A' ~ Ap/; e como ?As sao os ideais maximais de A, temos que A, é anel
regular;
(iv) Para mostrar iv, mostraremos que o ideal maximo %B‘\-_;Q = %Bs tem altura um e
que os ideais maximos de A também tém altura um.
Como @ C N sao ideais primos de R tais que d(%) =-d(B)—1= d(g) — 1, entédo

alt(—g) =1 e, consequentemente, d(By/q) = 1.

Jé sabemos que os ideais maximos de A, s@o do tipo ?.45. onde P é um ideal primo
de S tal que P D I e PN R = N. Portanto basta mostrar que alt.(i;i) = 1 para P um
ideal primo de S tal que IC Pe PN R = N. Se P D I entéo d(—f,) < d(%) = d(B), isto
é, d(%) < d(B) — 1. Por outro lado como tanto % quanto -‘;\ﬁ sdo k-algebras finitamente

geradas e % D J—,’é—, pelo lema de Normalizagao de Noether temos

S S R R
d(}—j) = g?"t?"a-(cf(ﬁ)) > Q'*"t?'k(cf(ﬁ)) = d(}\—,

([5] corolario 3.6, II), ou seja,
S R
d(3) 2 d(5) = d(B) -1,
logo

d(2) = d(B) -1



o que finaliza a prova do item (iv).

LEMA 2.5. Existe f € R forma de gran um tal que se N ¢ um ideal primo minimal de
Rf4+Q e s = B\N/Q, entio A, ¢ B, sao ancis regulares de dimensao um, 4, é By-mddulo

finitamente gerado e d( %) =dd)—-1=d(B)-1.

PROVA: Sejam T4 e Ty imagens inversas de T4 ¢ Ty em S e R respectivamente. Observa-
mos que TA e TB sao 1deais homogéneos. Temos assim que Q C TB el C TA. Denotemos
d=d(A)—1=dB)-1.

Sejam Q;,...,Q; os ideais primos minimais de Ty em R tais que d( g-) =d > 1 para
cadai € {1,...,1}. Sejam I,....I, os ideais primos minimais de T4 em S tais que d( f*) =
d>1lel; #(X1,...,X4)S para cada j € {1,...,r}. Segue dai que (Xi,...,Xn)R ¢ @
para cada 7 € {1,...,t} e (X;,...,X,,)S ¢ I; para cada j € {1,...,r}. Observamos que
Q1,...,Qq, I, ..., I, sdo ideais primos homogéneos, pois T4 e Tp sao ideais homogéneos.

Sejam J := Rp,, + Q e Py,..., P os ideais primos minimais de J. Como J é ideal
homogéneo, Pj,..., P, sdo ideais primos homogéneos. Como para cada { € {1,...,s}
Py € ideal primo minimal de Bp,,, temos, pelo teorema do ideal principal de Krull, que
a]t(%'-) = 1. Sendo R dominio catendrio, (f(—g;) = d'(g) —1=d(B)—1=4d > 1, logo
(X1,....,Xn)R ¢ P para cada ( € {1,...,s}, caso contrario d( _—t.\'l..‘ﬁ’..\'n)J >d > 1.

Denotemos por R; o conjunto das formas de grau um de R. Temos que R; ¢ Q;
para cada i € {1,...,t}, Ry ¢ I; para cada j € {1,...,7} e Ry ¢ P para cada ( €
{1,...,s} e como tanto Ry quanto os Q;’s, I;’s e P(’s siao k-espagos vetoriais e k € um
corpo infinito, temos que Ry ¢ Q; U---UQ, UL U---UL. UP,U---UP,. Logo, existe
feR\QU---UQULU---ULLUP,U---UP,.

Seja N um ideal primo minimal de Rf + @, como Rf + @ é um ideal homogéneo,
N é um ideal primo homogéneo. Como f ¢ @, pelo teorema do ideal principal de Krull,
alt(%) =1 e como R é dominio catenério, d( %) = d(g) —1=d(B)-1=d.

Para terminar a demonstragio resta ver que A, e B, sdo anéis regulares e d(A,) =
d(B,) = 1. Basta entao ver que N satisfaz as hipdteses do lema anterior.

Primeiro, p,, ¢ N, caso contrario J C N e como alt( %) = 1, teriamos que N é ideal
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primo minimal de J.isto é, N € {Py,.... P.} o que implicaria f € U Pe.

=1
Segundo, sc Ty € N entio existivia i € T t} tal que o ideal primo minimal
Q; de Tp seria tal que @, € N. Como f € Ne f ¢ Q. teriamos N D Q;. Como
N2Q;2Tp D Q ccomo d({\—i) = d(g) — 1 entdao Q = Q' o que implicaria Tp = %} =,
Logo T € N, portanto T ¢ N/Q.

Finalmente, suponhamos que exista P um ideal primo de S tal que I C P, PNR= N

e P2>T4 21 Entio P Z# (Xigeroy Xn)8s defato, se P = (Xyy.0yA0)S ento N =
RAEP =1Xp, s n i€ d(%) =0 < d. Ja vimos na demonstragao do lema anterior que,
para tal ideal P, d(%} == d(%) — 1, portanto P € {I;.....I,} o que é um absurdo ja

que fENCPef¢ U I;. LogoTa ¢ TP qualquer que seja o ideal primo P de S tal que
=1

ICPePNBR=N.1
Usando as mesmas notagoes para R e S, ouseja, S = k[Xo...., Xy]e R = [X;,...,X,]

e supondo que n > 1, temos a seguinte proposicao:

PROPOSIGAO 2.6. Sejam A e B dominios graduados homogéneos, A isomorfo & S/I, onde
IC (Xy,...,X,)S € um ideal primo homogéneo e B isomorfo a R/Q, onde Q = I N R.

Entao d(A) + m(A) > d(B) + m(B).

Prova: Como B C A4 séo k-algebras finitamente geradas, pelo lema de Normalizacdo de
Noether ([5], coroldrio 3.6, II), temos d(B) = griri(cf(B)) < griri(cf(A)) = d(A). A
prova sera feita por indugao em d(A).

Se d(A) = 1. como I C (X;,...,X,)S temos que I = (X;....,X,)S, logo A >~ k[X]
e B~k,logom(A)=1,d(B)=0, m(B)=0evale que d(4) + m(A4) > d(B) + m(B).

Suponhamos que d(A4) > 1.

Analisaremos primeiro o caso em que d(A) > d(B). Apds, analisaremos o caso em que
d(A) = d(B).

Se d(A) > d(B), entao grtri(cf(B)) < grtri(cf(A4)). Como cf(A) = cf(B)(Xo)
temos que d(B) = d(A) — 1, portanto se p,(Xy,...,Xp) X + -+ p1(Xy,..., Xn)Xo +
po(X1,...,Xn) € I entdo p;j(X;,...,Xn) € Q com j € {0,...,m}.
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Consideremos a aplicagao k-bilinear sobrejetora
}-‘[.‘Y{]] X DB — A

(f(Xo) (X, X))+ Q) — f(Xo)g( Xy, ..., X))+ T

para cada f(Xg) € MXg) e g(Xy,....X,) € R.

Logo, existe ¢ : k[Xo] @x B — A k-linear sobrejetora. Vejamos a injetividade. Seja

F=73 fi(Xo)®(g:( X1, X0) + Q) € k[Xo] &4 B,

je=]

£
onde fi(Xy) = E a;; X{. Observamos que F pode ser escrito da seguinte forma:
=1

i G

Z Z -Yf; @ (hi; + Q),

=1 7=1

onde
hij = @i;0i( X1y 0.0 v Xa)

Suponhamos agora que ¢(F) = 0, assim,

{

1
Z Z ‘th'ij + 1= {_]1

1=1 =1
temos entao que
t t :
Z-\'éhﬂ G Z-Y{f_]hs.f—} g Z‘Y‘?h"‘ﬂ €1,
=1

i=1 1=1

onde

( = max{ly,.... 0},

logo

1

Z h,‘j S Q
t=1
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para cada j = 0,...,(, ou scja,

E:‘Hjﬂle Q

para cada j =0,.... ( e temos
t G .
Fi= Z fielgi+Q)= Z Z(-\'é G (aij9: + Q))
=] =1
G ( o
Xl o Z(a,-jg,- +Q)= Z @0)=0.
i=1 =1 1=1

O que prova que ¢ € isomorfismo.

Como B = @B e A= @ A,, temos um isomorfismo de k-algebras graduadas:

=0 r=0

QBB hol'vEB (k[Xo) @ Br) = k[Xo) @ ( @B )_6[94

=0 r=0

{
=Y BiXi

i=0

(observamos que Ag = By = k), portanto
(e(Ac) = Ce(Bo) + - + Ce(By).
Existe N > 0 inteiro tal que se m > N entao
Ci(Am) = l(Bo) 4 -+ + (i(Bn) + Pa(N + 1) + - -+ + Pg(m),
ou seja, para cada m suficientemente grande
Pa(m)="Pp(0)+---+Pp(m)+C

onde C € Q. Denotemos d := d(A) — 1. Dividindo por m? o lado esquerdo da equacio

acima fica:

Pa(m) m(4A)m?  termos de menor grau
md d m md

£l
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« ol A . . “
que tende a L, ! quando m tende a infinito, ¢ o lado dircito fica:

19=1 g 29=1 4o 4 =1\ mi(B)  termos de menor grau
d(D)! m ;

m

; 3 £ T N
que tende a ﬁ:;'([;;]: quando m tende a infinito. Decorre dai que vale d(A4) + m(4) >

d(B)+ m(B).

Consideremos agora o cado em que d(4) = d(B). Faremos a prova por indugdo na
dimenséo. Ja vimos que a desigualdade vale se d(4) = d(B) = 1. Suponhamos que
d(A) =d(B) > 1 e que a proposic¢iio vallia para andis de dimensdo menor que d(A4).

Pelo lema 2.5 existe f forma de grau 1 tal que se N é um ideal primo minimo de

Q@ + Rf entdo A, é By o-mddulo finitamente gerado, onde s = B\N/Q, A, e By;q = B,

sao anéis regulares de dimensao um e d( Jl\?:) =d(A)—1=d(B)-1. Sejam N;,N,;,..., N,
os ideais primos minimos de f em B e P;...., P, os ideais primos minimos de f em A.

Do lema 1.2 segue que

- -, A
m(4) = Z Hﬁ.(f}d(f)
i=1 :

1
- . B
m(B) =}, (D)
j:] J
Para cada j € {1,...,1} seja s; = B\N;. Pelo lema 2.5, A, ¢ uma extensao inteira
de BF_,— , logo existe um ideal maximo M de A;; tal que

MnNBgx, =MnNB, =N;Bx .

Como d(A4,,)=1e f€ FjBFj C Mentio 1l = alt(M)=alt(AfNA)e f € M N A, logo

M N A é um ideal primo minimo de Af, isto é, existe 7 € {1,....s} tal que P; = M N A.
Logo
PiNB=MNANB=MnNByz NB=N;Byz NB=N;.
J ]

Logo, para cada j € {1,...,s} existe 7 € {1,...,t} tal que % C -ﬁi Além disso, d(%) =
2 - z

d(%), portanto decorre da defini¢io de multiplicidade que m(%) < m(4).
i ] i
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Como f € L—\'——\——) existe 1 € {1.....; s} tal que P, C ‘—\‘—I—\—l Podemos supor
i=1.isto &, P, C L\l—— Como k[.Xy] C ﬁ temos que m(:,’_'—,‘l—} > 1.
Se PyNB¢{Ny,..., N}, entdo
- A - - B
m(A) > = (i)m(:) > = (f)m (__——)
> Y = gk & 5 X
I=1'paB=N; 1I=1PinB=N;

Como As; é By -médulo finitamente gerado e
g

do lema 2.3 segue que

logo

. B
m(4) > Zm(?)y?}_(‘f} = B):
=1 =J

Se P,NBe {T\T 1...,?\—’;}, digamos P, N B = N;. Seja P, ideal primo de S tal que

Py B A ox s g : =
) P;. Temos que ~. €, 580 dominios graduados homogeéneos tal que oyt

1
7 & L 5 . e ...B.. — B ~ RI!Q ~ R
e P, C(Xy,...,X,,)S é um ideal primo homogéneo de S, N = FinB = (AnRJG ~ BoR-

Além disso, d.(%) = d( %) < d(A) = d(B), logo por inducdo temos
iy 1

A
w— ]
m(Pl ) + d( =

ou seja,



logo

PROVA DO TEOREMA 2: Sabemos que A ~ & '\D‘;,“"\ 2L para algum n > 0. Denotaremos
. . A"_\.D,...,.\'n i - g :
g(A) ;== min{n/A ~ 7 }. Faremos a prova por inducao em ¢(4).

Se ¢g(A) =0, como d(A) > 1, entdo 4 ~ k[X¢], logod(A) = 1. dimr 4; =1, m(A4) =1
e vale o teorema.

Suponhamos agora que ¢(A4) > 1 e que o teorema vale para cada dominio graduado
homogéneo B tal que d(B) > 1 e ¢(B) < ¢(4).

Como I é um ideal homogéneo, I C(Xy,...,X,). Se I = (Xy,...,X,) entdo k = A,
o que contradiz o fato que d(4) > 1. Logo existe um X; ¢ I. Suponhamos que X, ¢ I.
Como k é algebricamente fechado, existe (ag,...,a,) € k"t que é zero de I; podemos
supor que ag = 1, pois I é ideal homogéneo e Xy € I e, com mudanca de coordenadas, que
(ag,...,an) =(1,0,...,0). Entédo I C (X;,Xo,...,Xp).

Sejam Q = I Nk[X;,.... X :

. Pela proposicao 2.6, d(A) + m(A) >

o0
d(B)+ m(B). Além disso, escrevendo B = @Br, A, é gerado por B; e a classe de Xj.

r=0

Logo dimy 4; = dimy. By + 1.

Se d(B) = 0 entdo @ = (X;,...,X,) e B =k Assim, dim; B; = 0 e dim; 4; = 1.
Logo I = (Xy,...,X,) e A ~ k[X,] e assim d(4) = 1 = m(A) e temos dimp 4; <
d(A)+m(A) - 1.

Se d(B) > 1, como ¢(B) < n—1 = ¢(A) — 1, o teorema vale para B. Assim,
dimy A; = dimy By + 1 < d(B) + m(B) < d(4) + m(A) — 1. 1

O teorema 3 a seguir é, na verdade, um corolario do teorema 2.

TEOREMA 3. Seja (A, M) um anel local tal que d(A) > 1, A/M é um corpo algebricamente

fechado e gr(A) é um dominio. Entdo e(A) < m(A) + d(A) — 1.
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OBSERVAGAO: Geometricamente. se 4 ¢ o ancel local de um ponto P de wina variedade V7,

entao dizer que o Gr(4) ¢ irredutivel ¢ T‘T ¢ algebricamente fechado. significa dizer que o

cone tangente de 17 em P é irredutivel.

PRrRoVA: Por defini¢io do anel graduado associado ao anel local (A, M) temos Gr(A) :=

B B X iin)
SR I

oo

onde I ¢ um ideal homogéneo do anel de polinémios

;—i,[_‘&'u,‘..,}(,,]. Como por hipotese Gr(A4) ¢ um dominio. temos que I é um ideal

primo. Além disso, sendo ﬁ um corpo algebricamente fechado. pelo teorema 2 temos

dimy 25 < d(Gr(A)) + m(Gr(4)) - 1.
Por ([7] teorema 13.9) temos que d(.4) = d(Gr(4)). Pela definicdo do polinémio de
Hilbert-Samuel para anéis locais. 4 e Gr(A4) tém mesmo polinomio de Hilbert-Samuel e

portanto m(A4) = m(Gr(A)). E assim vale que e¢(A) < d(A)+m(4) —1. §



CAPITULO 11

Veremos, neste capitulo. que ndo ¢ possivel encontrar uma fungio f de duas variaveis
tal que e(A4) < f(d(A).m(A)) para todo anel local 4. Como ja observamos na introducao,
Abhyankar mostrou que néao existe uma tal fungiio f para anéis locais de multiplicidade
2. Para isto Abhyankar em [1] mostrou que dados ¢ e d tais que ¢ > d > 2 existe um
anel local A de multiplicidade 2 tal que ¢(A4) = ¢ ¢ d(4) = d. E natural perguntar se o
mesmo vale para anéis locais de multiplicidade 1, ou scja. se dados dois inteiros e e d tais
que € > d > 2 existe um anel local A de multiplicidade 1 tal que ¢(A4) = e e d(4) = d.
Observamos que se existir um tal anel local, este nao pode ser de Cohen-Macaulay, pois
pelo teorema 1 teriamos < (A) < d(A)+m(A4)—1 = d(A4) o que contradiz o fato e > d. Nao
poderia também ser um anel geométrico, pois um anel geométrico de multiplicidade um é
um anel local regular ([8], 34.9 e 39.6). Vamos mostrar que é possivel encontrar um tal
anel local A de multiplicidade um, de modo que A seja um anel pseudo-geométrico, isto
é, se P é um ideal primo de 4 e T um corpo que é uma extensao finita de cf(£) entdo
o fecho inteiro de % em T é um #-médulo finitamente gerado. De fato Lequain em [6]

mostrou o seguinte resultado mais geral

TEOREMA 4. Sejamm > 1,d > 2 e ¢ 2 md inteiros. Existe um anel local (A, M) tal que
a) d(A)=d, m(A)=m ee(A) =¢
b) A é anel pseudo-geométrico;

c) Ag é regular para cada ideal primo Q # M.

A construgao de (A, M), ou seja, a prova do teorema 4 serd baseada na seguinte

pProposigao:

PROPOSIGAO 4.1. Seja k um corpo e (B, M,....,M,) um dominio semi-local tal que para
cada i € {1,...,u} existe um homomorfismo sobrejetor ¢;: B — k com Nucleo (&;) = M,;.
Seja A = {x € B/ei(x) = ¢j(z) para todo1,j € {1,...,u}}. Entédo:

1) 1.1) A € um dominio local com maximal M = M, N---NM, e A ~ % para cada

M
i€ {1,...,u}.



‘ - ! M By
1.2} £y —n;f—_;-T) = (3, (~1’—) para v > 1.
( A ; M, ﬂf’- +1 B,-U,-

2)2.1) d(A4) = d(B).

2.2) e(4) =) o(Bay).
=1

2.3) Pa(X)=> Pp,y, (X)—(u—1)

i=1
2.4) m(A) = > m(Byy,) tal que d(B) = alt(M;).
3) Para cada ideal primo Q # M de A. existe um unico ideal primo @' de B tal que
Q'NA=QeAg =By

ProvaA: (1.1) Vamos mostrar primeiro que B é A-mddulo finitamente gerado.

Seja £: B — k" homomorfismo definido por €(b) := (£1(d),...,£4(d)). Como ¢; é
sobrejetor para cada j € {1,...,u} e seus micleos sdo dois a dois comaximais, ¢ é sobrejetor
pelo teorema Chinés dos Restos.

Sejam f;,..., By € Btaisques(3;) = (1.0,...,0),(B2) =(0,1,0,...,0),...,&(B.) =
(0,...,0,1). Vejamos que B = A + 43 + ---+ Ag,. Seja b £ B e para cada j =
1,...,u seja b; € B tal que £(b;) = (g(b),...,ej(b)), assim temos b; € A e g(b) =

u

u u
Ze(bj)s(ﬁj) = S(ijﬁj), portanto b — ijﬂj € Nucleo (¢) = M;N---NM, C A, logo
1=1 1=1

j=1
B=A+ A% +---+ Ap,.

Observamos que M; N 4 = M; N---N M, para cada 7 € {1,...,u}. De fato, seja
a € M;NA, paracada j € {1,...,u} temos ¢j(a) = g;(a) = 0,logo ANM; C M;N---NM,.
Por outro lado M; N---N M, C 4N M; trivialmente.

Agora, sendo B A-mddlo finitamente gerado temos que Af; N A ¢é ideal maximal de
A para cada 1 € {1,...,u}, ou seja, M = M; N---N M, é ideal maximal de A, como
M,...,M, sao os unicos ideais maximais de B, M = M; N---N M, é o unico ideal
maximal de A ([2] corolario 5.8). Observamos ainda que A é dominio noetheriano, pois B

é dominio noetheriano e A-médulo finitamente gerado ([2] proposi¢ao 7.2).

Seja 1 € {1,...,u}, para terminar a demonstragao de (1.1), vejamos que A/M =~

25



B/M;. Temos o seguinte homomorfismo de aneis 4 — B/M; que ¢ sobrejetor, pois dado
ar—a+ A,

b € B, tomamos ¢ € D tal que ¢(a) = (g;(0),....¢ £.(0). pela definicio de 4, a € 4 ¢
e1(a) = ¢;(a). logo a — b € Nicleo (¢;) = M. Portanto n—'} ¢ .."—‘, sa0 1somorfos.
(1.2) Se v ¢ um inteiro positivo entao os ideais M, ... M} sdo, dois a dois, comaxi-

mais, assim,

s

M=(MO-NM)=MM:.... M) =M -...-M =M'0n--N ML
Considere o isomorfismo dado pelo teorema Chinés dos Restos:

. B . _ B
h — . ey
YAre T A M

Temos que

. f My MY MY  (MPO--nNMY) MY 4 ALY M?
) &P = = = ’
J‘,-.IJ]I‘-H _;._{{tt.‘-'-H Afv+1 N+l Mr+1
logo 1 induz o isomorfismo
MY My MY

_} ‘::l‘ ... =
M+l ppr] Mty

Agora temos

M® ~ ( M} M} —~ MY
EA (ﬂ,{v—!—]) 5 Z(‘i ( Jr!+1) {'ﬁ"— ( Jrl-H) (;-.% (ﬂérjt'-H)
i=1 : i

=1
. M} By, ) = ( M} By, )
; T\T?'E!;}T (A:{: +]BM.- ; B, _;\fit-{-l BM',—

(2.1) Como B é integral sobre A, d(A) = d(B) ([7] teorema 9.7).

(2.2) Com v =1 em 1.2 temos

M ¥ M;Byy, .
6[.4) = f,q (Iﬁ}_?—) = Z CBM,— (ﬁfngM-) = Z E(BM,-).

1=1 : 1=1
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(2.3) Consideremos a sequéncia exata de 4-modulo 0 — % — % — ’—"F — 0 com

/A (M AN 22, MY
a (i) o (5) = (5r) + 20 (3751)

r—1 wu 1
M By, M,Byy.
= Mo i N = ( — 2}
1 + Z Z (‘BM’,‘ (AI‘;}'FIB}\II) 1 + Z B.‘\I'I. (AIIIB}.‘L

3=1 i=1

v 2 1, temos entao

A
4 (M*‘ )

I

Consideremos agora a seguinte seqiiéncia exata de Bjy,-mddulos. com 7 € {1,...,u}:

M; By, By, By,
= — — —
ﬁ.‘f‘-“BM'. .“'-f'-t'BM.- M By,

assim

! M; By, -~ By, By,
145 g, () =14 Y thyy (| =50 =
T ; B (MS'BM;) " ; P (MS'BM) ,;(B“" (M,-B,...;,.)

u

Portanto, tomando v suficientemente grande, obtemos P 4(v) = Z Pay, Ju)={uw~1)

1=1
e assim, P4(X) = Z:'PBMI_(X) —(u—1).
i=1
(2.4) Segue do item anterior que m(A) = Z m(Byy, ) tal que alt(M;) = d(B).
=1

(3) Seja @ # M um ideal primo de 4. Suponhamos que Q' # Q" sao dois ideais
primos de B tais que Q' N4 = Q" NA = Q. Sabemos que Q' € Q" e Q" néo é ideal
maximal, assim podemos escolher b€ B tal que be Q' NAM;N---NM, =Q NM=Q e
b¢ Q" que contradiz o fato de Q C Q", provando a unicidade.

Vejamos agora que Ag = Bgr. Seja s = A\Q. Como B é uma extensao inteira de A,
B, é uma extensao inteira de A,. Seja P’ um ideal maximal de B,, entao P' = P,, onde P

¢ um ideal primo de B tal que sN P = ¢. Como Q; € o unico ideal maximal de A; = Ag,
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temos que P'Ndg = Q. ouscja, PNA = Q. logo P = Q' c assim, B, = Bgr. Scjam b € B
ea€ M\QCs temos b=%¢€ 4. Assim,. B C A = .. Bo = B, C 4. = 4¢ € By

e consequentemente, AQ = BQ-. B

PROVA DO TEOREMA 4: Secja k um corpo qualquer. Seja {#;.45....., 1y ...} wm conjunto
infinito de indeterminadas sobre k. Definimos o corpo Iy 1= kit t2..... tne...). Sejam
ainda d, €, m inteiros tais que m > 1, d 2 2 ¢ md < ¢.

Sejatil Yijgumy Ydiees L ppproes X amdi &1 yosny Lowdyy T00eterminadas sobre J, De:

finimos o anel B por B := (LK[Y}1,.... i o ¥ s won Yidi Ziyeoo v Ze—dm))s, onde

8= I{[lflla- . -:}rln’; s ;1"11111- . --:)'—mrf; Z] P Z(—n’m]\(}"]la v -}'ln’)u' ' 'U()'.ml Y fﬂm'JU
(ZI)U mim sikc) (Zf—dﬂ?)'

Assim temos que B é anel semi-local e seus ideais maximais sao:

My = (Y11,...,Y74)B; M; 2=(Y21, cons Yag) Bi v

-r"/!m = (}‘-nu‘.---*.}"md)-B; -?"'fm-{-l = ZIB'}‘ -n‘fm+c-—dm = Ze—de-
Temos
B ~ (I\'[)--“,....,1'.10':_...;)"ml....._)'—.n”j.zl ..... Z(_d,”])
M, (¥ venadial s
= K(Yoryow o5 Yadi oo i Yigaonas Yonds L1 o5 Ze—dm)
= ;\'(t]..t'_),....,fn:.-.)(1"2].......1":2{;....,}",”1,....}—md._.Zl,---,Zt_dm)

& Bllasta, vvas B ) = K

Analogamente, 1—‘% ~ I\ para cada i € {2,...,m,...,m + e — dm}.

Logo, para cada 7 € {1,...,m,...,m 4+ ¢ — dm} existe um homomorfismo sobrejetor
wi:B — K com nucleo igual a M;. Tomamos A := {a € B/pi(x) = ¢j(z) para cada
i,7 € {1,...,m+e—dm}}. Pela proposicao 4.1, A é um dominio local com as propriedades
a, b, c. De fato:

(a) d(A) = d(B) = alt(M;) = d, onde i € {1,...,m}. Supondo que B é super-regular,
ou seja, B, é anel regular qualquer que seja P ideal primo de B. temos que By, € regular
para cada ¢ € {1,...,m,...,m+ e —dm} e assim e(Byy,) = d(Bas,) = alt(M;) que é igual

adsei € {l,...,m}eéigualaumsei € {m,...,m+e—dm}.
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Para ver que B ¢é de fato super-regular, scja P um ideal primo de B, entio P = @,
onde QNs = ¢ e Q é umideal primode K[173,...,Y14.Z1,.. ., Zc—dm) que é um anel super-
regular ([4] teorema 171), logo K[¥11,....Y7av - Yo1eo oo Youdo Zhs ooy Ze—dm)@ € regu-
lag, a8 B & K{Vises Ve oY@ o i8camlgy 1068 '@ '€ K[V iross s
Yo ol s By L pesifip] S

¥y

Obtemos
m+e—dm m m+4c—dm
e(4) = Z e(Bat,) = ZE(BM*) + Z e(Bp,)=md+(m+e—dm—m)=e.
=1 i=1 i=mni+1

m(4) = Zm(BM,.) =gl = 1.

(b) Como K[Y11,....Y14,...,21,...,Zc—dam] é dominio pseudo-geométrico ([9] teo-
rema 9, v, §4), B é dominio pseudo-geométrico. Seja P um ideal primo de A e P’ ideal

primo de B tal que AN P' = P. Como B é A-mddulo finitamente gerado, vale que %

é £-mddulo finitamente gerado. Sejam T := cf(%)[21,...,2,) e L := cf(E)e1,. ..z

~ ! L) 1 -~ -
extensoes algébricas finitas dos corpos de fracoes de % e {3—, respectivamente. Denotemos

(£) o fecho inteiro de £ em L e (4) o fecho inteiro de 4 em T. Temos entdo que (&)
B

é

)

é %-méduio finitamente gerado. Como (g) T = '%), (%) é um %-médulo finitamente

|t

+#r-moédulo finitamente gerado, pela definigao de dominio pseudo-geométrico. Assim, (

o

gerado. Isto prova que A é um dominio pseudo-geométrico.
(c) Para qualquer ideal primo Q # M de A, pela proposicao 4.1 (3), existe Q' ideal
primo de B tal que Bg: = Ag. Como B é anel super regular, Bg: € regular, portanto Agq

é regular. i
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