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RESUMO 

A recons~rução de ma~rizes de Jacobi a par~ir 

de dados espec~rais é de grande impor~ância na Teoria 

Vibracional. Usamos três métodos dis~in~os para ~al 

recons~rução: a aproximação por polinómios or~ogonais. a 

i ~eração de Lanczos e a redução de Householder. Eles são 

aplicados a um sis~ema massa-mola supondo conhecidos os 

p6los e zeros da ~unção frequência respos~a corresponden~e a 

uma força senoidal aplicada em um dos ext-remos ou em um 

ponto in~erior . Resul~ados numéricos são ob~idos com o 

so~tware MATLAB e a linguagem FORTRAN. 

iii 



ABSTRACT 

The recons~ruc~ion oi Jacobi ma~rices Irom 

spec~ral da~a is OI grea~ impor~ance in vibra~ion Theory. We 

use ~hree di s~i nc~ me~hods Ior sue h recons~ruc~i on: ~he 

or~hogonal polynomial approach. ~he Lanc:zos i ~era~ion and 

~he Householder reduc~ion. They are applied ~o a spring-mass 

sys~em by assuming ~o know ~he peles and :zeros oi ~he 

frequency response func~ion corresponding ~o a sinusoidal 

forcing a~ an end or an in~erior poin~. Numerical resul~s 

are ob~ained wi~h MATLAB and FORTRAN cedes. 
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INTRODUÇÃO 

Nes~e ~rabalho descreveremos alguns mé~odos de 

recons~rução de ma~rizes de Jacobi. Es~as ma~rizes além de 

serem ~ridiagonais possuem a carac~eris~ica de que os 

elemen~os das duas codiagonais possuem o mesmo sinal. 

Nosso in~eresse em es~udar es~e ~ipo de ma~riz 

es~à na sua aplicabilidade principalmen~e a problemas 

vibracionais. 

Na 'Leoria clássica de vibrações os problemas 

inversos preocupam-se com a recons~rução de um modelo dado, 

es'Le pode ser um sis'Lema mola-massa, uma corda, um sis'Lema 

vibracional de um prédio, e'Lc .• ~endo como dados os 

au'Lovalores e/ou au'Love'Lores. is~o é. os dados espec~rais. 

Pode ocorrer que es'La cons'Lrução do sis'Lema seja única ou 

não. 

Veremos que 'Lipos de dados espec'Lrais são 

necessários e su~icien'Les para podermos recons'Lruir uma 

ma'Lriz de Jacobi. 

No capi 'Lul o 1 'Lra~aremos das propriedades 

des'Las ma'Lr i zes e observaremos que os seus au'Loval ores são 

'Lodos dis'Lin~os e que os au'Loval ores de duas de suas 

subma~rizes principais sucessivas se en'Lrelaçam. 
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Descreveremos a relação exis~en~e en~re os polinômios 

carac~eris~icos das subma~rizes principais de uma ma~riz de 

Jacobi com uma sequ~ncia de polinômios mônicos or~ogonais. e 

por es~a relação, que podemos gerar uma sequ~ncia de 

polinômios mônicos or~ogonais de ~erma que es~es represen~em 

os polinômios carac~er1s~icos das subma~rizes. Tal 

propriedade permi~iu que De Boor e Golub desenvolvessem 

um mé~odo de recons~rução de uma ma~riz de Jacobi a par~ir 

de dados espec~rais a~ravés de polinômios or~ogonais. Es~e 

mé~odo será vis~o com de~alhes no capi~ulo 2. 

No cap1~ulo 3 apresen~aremos um ou~ro processo 

·t.ambém numericamen~e es~ável que ~az a recons~rução 

u~ilizando o algori~mo de Lanczos. Para realizarmos ~al 

const.rução é necessário e suficien~e que conheçamos os 

au~ovalores da ma~riz a ser recons~ruida e as componen~es da 

última (ou primeira) linha da ma~riz dos autovetores. Este 

método foi originalmen~e estudado p~ra recons~rução de 

matrizes banda. mas como uma ma~riz de Jacobi é uma mat.riz 

t.ridiagonal (banda ê) pode ser adap~ado. desde que se leve 

em con~a que queremos recons~ruir uma ma~riz que ~enha os 

mesmos sinais nos elemen~os das duas codiagonais. 

No quart.o capit.ulo descreveremos a 

recons~rução a~ravés das ~rans~ormaçé:ies de Householder. Mas 

percebemos que devido ao grande número de operaçé:ies que se 

deve realizar para chegar a ma~riz desejada. ele não é o 

método mais indicado. embora seja numericamen~e es~ável. Sua 

di ~i cul dade ~ambém está na escolha adequada de sinais que 
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lem que ser feita logo no inicio do processo. 

No capitulo 5 analisaremos uma reconstrução de 

uma matriz de Jacobi sendo que conhecemos os valores 

espectrais da matriz a ser reconstruida e os autovalores de 

duas de suas submatr i zes pr i nci pais. sendo que uma 

corresponde ao lado esquerdo superior· da matriz original e a 

outra ao lado direito in~erior. 

Vemos que neste tipo de problema inverso 

existem dois casos a se analisar: quando os autovalores 

destas duas submatrizes são disjuntos e quando possuem um 

par ou mais de autovalores idênticos. Na primeira situação 

podemos garantir a unicidade da reconstrução. mas no segundo 

caso existe uma familia de soluções que satisfazem os dados 

iniciais . 

Devido a importância desse tipo de matriz em 

problemas inversos resolvemos ilustrar tais reconstruções 

fazendo uma aplicação destas ao modelo v,ibracional de molas. 

Assim a partir da reconstrução de uma matriz de Jacobi onde 

os seus autovalores corresponderão as frequências naturais 

do sistema. obtemos as matrizes inércia e de rigidez. 

Tal obtenção poderá ser única desde que a 

reconstrução da matriz de Jacobi desejada seja única. 

Como último item faremos uma análise dos 

resultados numéricos obtidos a partir da implementação 

destas reconstruções. 
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CAPITULO 1 

MATRIZES DE JACOBI 

1.1 - INTRODUÇXO 

NesLe primeiro capiLulo . introduziremos as 

matrizes de Jacobi e suas propriedades. o que será. 

utilizado no desenvolvimenLo deste Lrabalho. 

Estabeleceremos que os polinómios 

caracter1sticos das submatrizes principais de uma matriz de 

Jacobi f'ormam uma sequência de SLurm. ALravés das 

propriedades que esLa sequência possui caracterizaremos o 

especLro da mesma e de suas submaLrizes principais. Em suma. 

concluiremos que todos os seus autovalores são distintos e 

que os autovalores de duas de suas sub matrizes pr i nci pais 

sucessivas se entrelaçam. 

Os autovetores associados a autovalores de uma 

matriz de Jacobi possuem a propriedade de que a sua úlLima 

Cou primeira) componenLe é não nula. Tal caracLer1sLica será. 

apresenLada na seção 1.3. 

Na seção 1. 4 traLaremos de polinómios 
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or-togonais. Ver-emos que existe uma única sequência de 

poli nómi os móni c os or-togonais que pode ser- ger-a da a par-ti r-

de uma fór-mula de r-ecor-r-ência. a qual satisfazem os 

polinómios car-acter-isticos das submatr-izes pr-incipais de uma 

matr-iz de Jacobi, desde que se utilize um pr-oduto inter-no 

discr-eto com peso adequado. 

1.2 -DEFINIÇÃO DE MATRIZ DE JACOBI E CARACTERIZAÇÃO DOS 

POLI NOMI OS CARACTERi STI COS DE SUAS SUBMATRI ZES PRINCIPAIS 

DEFINIÇÃO 1. 2.1 - Uma matr-iz simétr-ica tr- i diagonal A de 

or-dem n, onde os elementos das diagonais secundár-ias. 

adjacentes a principal • são não nulos e de mesmo sinal 

denomina-se matriz de .Jacabi . Sem perda de generalidade . 

consideremos os elementos não nulos fora da diagonal 

principal negativos. que é o caso de matrizes que provém da 

discretização numérica do laplaciano unidimensional. 

Denotemos A por 

ai -b1 o o 
-b1 az -bz o 
o 

A = 
an - z -bn- Z o • com br > o. 

o -bn-z an- 1 -bn - 1 
o o - bn-1 an 

(1.2.1) 
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Seja A uma ma~riz de Jacobi da forma (1.2.1). 

Consideremos os menores principais de CA-ÀJ) deno~ados por 

(1.2.2) 

Assim. 

C1. 2. 3) 

Es~es menores principais s~o exa~amen~e os 

polinômios carac~eris~icos das subma~rizes principais 

esquerdas de A. e os deno~emos por 

r=1. 2 •...• n . (1.2.4) 

A sequência de polinômios 

carac~eris~icos sa~isfaz a fórmula de recorrência. 

r=1.2 •... • n-1 

C1. 2. 5) 

De fa~o. para r = 1 ~emos 

e. para k qualquer. com a~ k ~ n-1. ~emos 
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o 

= 

o 

o o 

= 

o o 

o 

Por-"lant.o. a r-ecor-rência C1.2. 5) permit-i-nos 

calcular Pz• P 3 • . . . • Pn sucessivament.e a par-"lir- de P 0 e P 1 . 

1.3 - SEQUENCIAS DE STURM 

DEFINIÇÃO 1.3. 1 - Uma sequência de St.ur-m é uma sequência de 

poli nómi os r-eais P 0 C À) • f\ C Ã.). 

as seguint.es condições: 

1. P 0 CÃ.) t.em em t.oda par-t.e o mesmo sinal 

2. Quando PrCÃ.) se anula. Pr+ 1 (Ã.) e Pr- 1 CÃ.) 
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são não nulos e ~ém sinais opos~os. 

TEOREMA 1 • 3. 1 Se A é uma ma~riz de Jacobi. en~ão os 

polinómios carac~eris~icos de suas subma~rizes principais 

~ormam ' uma sequência de SLurm. 

Prova: 

Seja A uma ma~riz de Jacobi de ordem n. De 

acordo com a seção anLeri or ~emos que os polinômios 

caracLeris~icos das submaLrizes principais de A sa~is~azem a 

recorrência (1.2.5), donde vem que P 0 CÃ) _ 1. Dessa ~arma a 

primeira condição das sequências de S~urm já es~á 

es~abelecida. 

~an~o a segunda condição, observemos que dois 

sucessivos Pr não podem ser simul~aneamen~e zero. is:Lo é, 

para o mesmo À = À0 , pois se P8 ~ 1 CÃ0) = O = P8 CÃ 0 ) a 

recorrência C1.2.5) mos~ra-nos que P8 _ 1 C~0) =o. de maneira 

que ~inalmenLe devemos ~er P1 e P 0 nulos; mas P 0 CÃ) = 1. 

chegando-se a uma con~radição. 

A úl~ima parLe da condição segue , 

dire~amenLe da recorrência C1.2.5) .• 

agora, 

Será a~ravés das 

sequências de SLurm 

caracLeris:Licos das 

con~erem à 

subma~rizes 

que as 

polinômios 

propriedades. 

sequéncia de 

principais de A, que 

chegaremos a res:ul ~ados i mpor~an~es sobre o espec~ro das 

ma~rizes de Jacobi. 



DEFINIÇÃO 1. 3. 2 - Def'i ni mos a !'unção de St.urm. denot-ada por 

sr(Ã). como sendo a !'unção que cor-responde ao número 

cumulat-ivo de mudanças 

P 0 • P1 CÃ) •...• PrCÀ). 

de sinais na sequência 

TEOREMA 1.3.2 - A !'unção de St.urm sr(À) muda soment-e quando 

À passa at-ravés de um zero do últ.imo polinômio. Pr(À). 

Prova: 

Ê claro que sr(À). conf'orme def'inida 

ant-eriorment-e. pode mudar soment-e quando À passa at-ravés de 

um zero de um dos P~CÀ) Cs ~ r). ~. port.ant.o. suf'icient.e 

most-rar que sr(À) não muda quando À passa at-ravés de um 

zero de um dos P~CÃ) intermediários Cs < r). Suponhamos que 

P~CÃ0) = o. onde 1 ~ s < r. ent.ão Pe-t CÃ0 ) e P~+t (Ã0 ) 

possuem sinais opost-os. Os sinais do conjunto P~_ 1 CÀ0). 

P8 CÃ0 ). P8 • 1 CÃ0 ) são. portant-o. +O- ou- O+. Suponhamos 

que o primeiro caso ocorre e que P
15

(À) cresce conf'orme À 

passa at-ravés de À0 . Port.anlo para valores de À 

suf'icient.ement.e próximos de À0 • porém menores. os sinais são 

+ ao passo que para valores de À suficient-ement-e 

próximos de Ào• porém maiores. os sinais são + + - Logo 

não import-a se À é maior ou menor que Ã0 • ocorrendo apenas 

uma mudança de sinal no conjunt-o. Em out.ras palavras. t.ais 

polinômios não contribuem em qualquer mudança de srCÃ) 

conf'orme À passa at-ravés de Ã0 . Mas nenhum outro element-o 

da sequênci a contribui r á em qual quer mudança de sr C À) 
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conforme À passa a~ravés de À0 Cse Ào for um zero de ou~ro 

polinômio, PlCÀ), jt-s j ~ 2, não haverà novamente mudança 

em srCÀ)) de modo que srCÀ) não mudará. no ~ode. As outras 

três possibilidades produziram a mesma conclusão para 

argumentos análogos, completando assim a demonstração .• 

TEOREMA 1.3.3 - Os zeros de Pr(À) são reais e simples. 

Além disso. se P r C À0 ) ;rt. O e sr C À0 ) = k. então P r C À) tem k 

zeros menores do que À0 . 

A demonstração será. feita para o caso em que 

os polinômios da sequência de Sturm são os polinômios 

carac~eristicos das submatrizes principais de uma matriz de 

Jacobi . 

Prova: 

Como P~CÀ) = C -)~Àsa + .. ·: • ~odes P~CÀ) serão 

posi~ivos para À negativo e suficientemente grande em 

m6dul o. i slo é. À ~ a, de modo que sr C oD = O : a pode ser 

tomado igual a zero se A f"or positiva def"inida. Por outro 

lado, para À positivo e suf"icientemente grande, isto é, 

À~~. o P 8 CÀ) alternará. em sinal, de modo que sr(~) = r . 

Desde que srCÀ) cresce somen~e quando À passa através de um 

zero de P r C À) • todos os zeros de P r C À) devem ser 

distin~os, pois se À0 f"or um zero de multiplicidade 

par, 

me~. de modo que sr(À) não cresceria em absoluto conf"orme 
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À passasse a~ravés de Ã0 . Se Ão fosse um zero de 

mul~iplicidade impar. P,CÃ) = CÃ0-Ã)2m-~c-t)•-2m~1Àr-2m~~ + 

• para algum m e ~ de modo que s,CÃ) cresceria somen~e 

por unidade conforme À passasse a~ravés de Ã0 . 

A segunda par~e do ~eorema segue 

imedia~amen~e .• 

COROLÁRIO 1.3.3.1 -Os autovalores de uma ma~riz de Jacobi 

s~o dis~int.os. 

COROLÁRIO 1.3.3.2 -O número de zeros de P,CÃ) satisfazendo 

~ < À < ~é igual a s,C(:O - s,CoD. 

COROLÁRIO 1.3.3.3 -Se Ã0 é um zero de P1 CÃ) en~ão conforme 

À passa através de Ã0 - e Ã0 + o sinal de Pr_ 1 CÃ)Pr(Ã) muda de 

+ para - e s,CÃ) cresce por unidade. 

Prova: 

Seja Ã 0 um zero de PrCÃ) e consideremos 

s,CÃ0 -) = k Ck <r). Temos. pelo t-eorema 1.3.2. que 

P,_ 1 CÃ0 -) e P,CÃ0 -) possuem o mesmo sinal. ou seja. 

P,_ 1 CÃ0 -)P,CÃ0 -) >o. da mesma forma. Pr_ 1 CÃ0 +) mant-ém o 

sinal mas P,CÃ0 +) mudou . Logo P,_ 1 CÃ0 +)PrCÃ0 +) < O e 

s,CÃ0 +) = k+1. pois as raizes de P,CÃ) s~o simples .• 

TEOREMA 1.3.4 - En~re quaisquer dois zeros vizinhos de P,CÃ) 

exi ste um e scmen~e um zer c de P r _ 1 C Ã) • e um e sement-e um 
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zero de P r _.. 1 C À) . 

Prova: 

Sejam J.J1 • J.lz dois zeros vizinhos de P r C À). 

Suponhamos que PrCJ.l1 -) >o. en~ão PrCJ.J1 +) <O e PrCJ.lz-) <O. 

Pelo corolário 1.3.3.3. Pr_ 1 CJ.J1 +) >O e Pr_ 1 CJ.lz-) <O. de 

modo que Pr_ 1 (À) muda de sinal en~re J.J1 + e J.lz-· e por~an~o 

t.em no mini mo um zero em C J.lt • J.lz) . 

A condição 2 das sequências de S~urm mos~ra 

que P r _.. 1 C J.l;, ) e P r _1 C J.l;, ) ; C i =1 • 2) ~êm sinais opos~os. Assim 

P r + 1 C J.J1 +) < O • P r + 1 C J.lz -) > O de modo que P r _.. 1 C À) ~em no 

minimo um zero em CJ.J1 •J.lz). Agora. suponhamos que Pr_ 1 CÀ) Cou 

Pr+tCÀ)) ~enha duas raizes Cou mais) em CJ.lt•J.lz) en~ão PrCÀ) 

t.em um zero em CJ.ls•J.lz)• o que con~raria a hip6~ese de que J.lt 

e J.lz são zeros vizinhos .• 

Es~e ~eorema nos permi~e a~irmar que: 

••os autova~ores de duas subma.tr-i-zes principais 

sucessivas de 'U11l.G. matriz de Jacobi se entrel.açam.. •• 

1.4- AUTOVETORES DE UMA MATRIZ DE JACOBI 

Os au~ove~ores associados a au~ovalores de uma 

ma~riz de Jacobi possuem a propriedade de que a sua úl~ima 

C ou primei r a) componen~e é não nula. Es~a caract..eris~ica 

será uma condição necessária para a reconstrução da matriz 
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de Jacobi através do algoritmo de Lanczos no cap1 tulo 3 . 

Mais precisamente. 

PROPOSIÇXO 1.4.1 - Seja A uma matriz de ordem n . Se A ~or 

uma matriz de J acobi • então a primeira Cou última) 

componente de qualquer autovetor é necessariamente não nula . 

Prova: 

Suponhamos que u< J > é um autovetor de uma 

matriz de Jacobi A. Se a primeira componente de u<J>. u< J > 
t. • 

í'or nula. então a primeira equação correspondente ao 

problema de autova lor. 

CA-Ãj !)u< J > = O. 

escreve-se. 

b u< J > = O . 
1 2 

Como b 1 é não nulo. decorre que u<J> =O. 
z 

(1.4 . 1) 

C1. 4 . 2) 

O restante das componentes de u< J > podem ser 

determinadas recursivamente usando a r -és i ma equação de 

(1. 4.1) : 

-b u< J > + C a -Ã. · ) u< J > 
r-1 r-i. r J r - bru~~~ =O . r=2.3 •...• n . C1.4.3) 

Como u<J>= u<J>= o. é claro que a equação C1 . 4.3) exige que 
i 2 
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u<J> =o . desde que br ~o. V r=t.a • ...• n-1. Logo u<J> é um 

vetor nulo. o que não pode ser. Analogamente. se u< J > = o. 
n 

então a equação C1.4.3), com bn =O exige que u<J> =O e. da 
n- :1. 

~6rmula recursiva resulta novamente que u<J> deve ser um 

vetor nulo .• 

1. 5 - POLI NOMI OS ORTOGONAl S 

Existe uma relação intima entre matrizes de 

Jacobi e os poli nómi os ortogonais. Ver e mos inicial mente 

algumas propriedades bâsicas desses polinômios. 

Denotemos por Pn• o espaço linear de todos os 

polinômios reai s com grau i < n. de ordem n. 

Par a dois pol i nómi os quaisquer pC x) e qC x) 

no espaço Pn• definimos 

n 
<p.q> =. E w~pC{~)qC{~) • 

\. = 1 
(1. 5.1) 

No espaço Pn• < • > define um produto interno. 

desde que ele seja positivo definido. bilinear e simétrico. 

isto é. 

1) <p.p> _ IIPII2 > O se pCx) ~ o. 
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2) <ap,q> = a<p,q>, para a real 

<p+q,r> = <p,q> + <q,r>. 

3) <p.q> = <q,p>. 

Além disso, 

4) <xp,q> = <p,xq>. 

Cbis polinômios pCx) • q(x) são dit.os 

ort-ogonais se <p,q> = O. 

TEOREMA 1 • 5. 1 - Exi st.e uma única sequénci a de polinômios 
n 

mônicos. ist.o é, Cqi. (x)) 0 , t.al que q\. (x) t.em grau i e o 

coe~icient.e 11der Cde xt) é unit.ário, os quais s~o 

ort-ogonais com respeit-o ao produt-o int.erno < • >. ou seja. 

<q\. .qj > = o . i ~ j . (1. 5. 2) 

Prova: 

Os q\.Cx) podem ser const-ruidos pela aplicação 

do processo de ort.ogonalização de Gram-Schmidt, para 
n-.1. 

polinômios linearment-e independent-es Cxl) 0 . Assim 

q\.(x) 
i - :.1. 

= xl - E ~ j qj C x) , i =1 • 2, . . . • n -1 
j=O 

15 
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onde 

de modo que 

= • j =O • 1 • . . . • i -1 . 

Observemos que o polinômio 

n 
= n Cx-~ i.). 

i.= 1 

(1.5.4) 

(1.5.5) 

(1.5.6) 

é um polinômio mônico de grau n na sequência. e t.ambém 
n-t 

ort.ogonal a Cqi.)o De ~at.o é ort.ogonal a t.odas as ~unções. 

O processo de Gram-Schmidt. não proporciona um 

meio comput.acionalment.e est.âvel para a const.rução da 

sequência de polinômios ort.ogonais. Port.ant.o usaremos o 

mét.odo desenvolvido por Forsyt.he [5] para a const.rução dessa 

sequência. 

TEOREMA 1 • 5. 2 No espaço Pn+t• os polinômios mônicos 
n 

ort.ogonais. Cqi..)o sat.is~azem a relação de recorrência de 

t.r és t.er mos: 
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q\. C x) = C x-~ ) q\. - 1 C x) - ~''-- 1 
2 q'- - z C x) • i =1. 2, ...• n (1.5.7) 

com valores iniciais . 

(1. 5. 8) 

Prova: 

O pol i nómi o C q'- C x) -xq\. _ 1 C x)) é de grau i -1 • 

pode por~an~o. ser expresso em ~ermos de q 0 , q 1 •...• q\._ 1 . 

Assim. 

Fazendo o produ~o in~erno dessa equação 

C j =O. 1 • . . . • i -1) • temos 

i- 1 

< q\. • qj > - < qi. -1 • xqj > = E ck < qk • qj > = c j llqj 112 

k=O 

(1. 5. 9) 

com 

C1.5.10) 

onde o segundo termo do lado esquerdo foi reescrito usando a 

propriedade 4 do produ~o in~erno. Mas se j=0,1 ·, ... ,i-1, o 
.. 

primeiro termo do lado esquerdo é zero e. se j=0.1, ...• i-3. 

xqj é de grau no máximo i -2 e assim é ortogonal a q\. _ 1 . 

Temos en~ão cj = O se j =0.1 •...• i -3. e há dessa forma 

somen~e dois ~ermos não nulos . c\.- t e c\.-z• no lado direito 

de (1.5.9) , ou seja. 
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(1.5.11) 

Logo. da equação (1.5.10) temos 

< q\. - 1 • xq\. - 1 > 
C1. 5. 12) 

< G\. - 1 • xq\. - 2 > 
C1. 5.13) 

Mas xq\._ 2 é um polinômio mônico de grau i-1. podendo ser 

expresso como 

i-2 

= q\. _ 1 C x) + E dj Gj C x) 
j:O 

de ~al ~erma que 

Reescrevendo C1.5.13) obtemos 

Ci,. -2 = 
IIG\. - 1 11

2 

llq \.- 21!2 

e. como c\.-z é negativo e igual a -~\.- 1 2 temos 

18 
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C1. 5. 15) 
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f1i. = •• C1. 5.17) 

As equações C1. 5. 7) e C1. !3. 8) com C1. 5.12) e 

n-1 
C 1 . 5. 1 7) per mi 'Li -nos calcular os poli nómi os C qi. ) 0 et.apa 

por e'Lapa : com q_ 1 = O e q 0 = 1; primeiro calcula-se oct a 

par'Lir de C1. 5.12) e o qual s:ubs'Li 'Luido em (1. 5. 7) dá q 1 . 

Calcula-se depois OCz e {11 • e encon'Lra-se qz• assim por 

di an'Le. 
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CAPITULO 2 

RECONSTRUÇÃO DE UMA MATRIZ DE JACOBI A TRAV~S DOS 

POLINÔMIOS CARACTERÍSTICOS DE SUAS SUBMATRIZES 

2.1 -INTRODUÇÃO 

Estamos interessados em resolver o seguinle 

problema inverso: 

com. 

n n-1 
Dadas as sequéncias À = (Ài.. ) 1 e J..J = (J..Ji.. ) 1 

i=t ,2 •... , n-t. 

' , 

(2.1.1) 

construir uma matriz de Jacobi A de ordem. n que tenha como 

autova~ores À 1 , Àz• ... • Àn e autova~ores de sua subm.atri z 

pri.nci.pa~ esquerda An- 1 • de ordem. n-t. os val.ores 

1-lt • J..Jz • · · · • J..Jn- 1 · 

Observemos que (2.1.1) é uma condição 

necessária para a existência de solução do problema. 

O problema ~oi estudado primeiramenle por 

Hochstadt [ 15). Ele provou que se os elementos das 
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cedi agonai s de uma mat.r i z de J acobi são fixados ent.ão os 

element-os das diagonais são unicament-e det-erminados at.ravés 

dos aut-ovalores dados. O result-ado complet-o é apresent-ado em 

[16J. onde Hochst.adt. abandona a t-écnica ant.erior em favor de 

uma aproximação const.rut.i va a qual. ent.ret.ant.o presupê5e a 

exist.ência de uma solução. Na tent.at.iva de construir a 

matriz unicamente. não most.rou que seu método levaria sempre 

a valores reais os element-os b\,, das codiagonais. Provou, 

ainda nest.e trabalho. que a mat.riz de Jacobi depende 

continuamente sobre À e ~-

Hald [ 13] apresent-ou out.ra construção e 

most.rou que. em t.eoria. Hochstadt. sempre t-rabalhou sob a 

condição que os aut-ovalores sat-isfizessem a condição de 

entrelaçamento. Na prática a const.rução feit.a por Hald não é 

est.ável. Hald t.ambém most.rou que a const.rução de Hochst.adt 

conduzia a elementos bi reais. Ele mostrou t.ambém com mais 

detalhes a dependência cont.inua de A so~re À e ~ e fez ainda 

uma prova independent-e de unicidade. 

Descreveremos sucintament-e. nesse capitulo. o 

método de Hald. Embora não seja est.ável t.al mét.odo prova que 

o problema possui solução e est.a é única. 

Demonstraremos que a mat.riz de Jacobi a ser 

const.ruida é única, com base na recorrência que seus 

polinômios caract.eristicos satisfazem. Devemos observar que 

é soment-e possivel garant.ir a unicidade da construção quando 

os sinais 

fi x.ados. 

dos elementos fora 

Neste t-rabalho. 

da diagonal principal são 

como já foi comentado 
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an~eriormen~e. es~amos considerando os elemen~os fora da 

diagonal principal ~odos nega~i vos. Na prática, fazer· ~al 

escolha não é uma dificuldade séria, porque es~es sinais são 

normalmen~e dados pelo modelo fisico. 

Nos de~eremos em expor o método de cons~rução 

desenvolvido por De Boor e Golub (4]. Es~e método cons~r6i 

uma sequência de polinômios mônicos ortogonais, de forma que 

es~es coincidam com os polinómios carac~er1s~icos das 

subma~rizes principais esquerdas da ma~riz de Jacobi A· • 
sendo que eles são gerados a~ravés de uma relação de 

recorrência desenvolvida por Forsy~he [6J , a qual fornece um 

meio estável de cálculo dos valores da matriz. 

2.2 - RESOLUÇÃO DO PROBLEMA POR HALO 

Da análise fei~a no capi~~lo 1, ob~emos que a 

sequência de polinômios caracteristicos das submatrizes 

principais esquerdas satisfazem a fórmula de recorrência 

dada por 

Pr ... j.(À) = (Ã-ar ... j.)pr(À)- br 2 Pr-j.(À), r=1,2, ... ,n-1<s.> 

(2.2.1) 

(1) - Por conveniência utilizaremos a partir de agora 

IA-ÃI I• trabalharemos 

assim com polinômios mônicos. 
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Da mesma, f'orma se t.i vermos uma sequência de 

polinômios mônicos, onde cada p~ possui grau i. que 

sat.isf'aça a f"órmula de recorrência C2. 2 . 1). ent-ão pode-se 

af'irmar que exist-e uma mat-riz de Jacobi onde esses 

polinômios são exat-ament-e os polinômios caract.erist.icos de 

suas submat.r i zes pr i nci pais esquerdas. Como os zeros de Pr 

são os aut-ovalores de ~. para t-odo r. podemos propor o 

problema ant-erior da seguint-e maneira: 
n n - 1 

Dadas as sequ~ncias À = (Ã~) 1 e ~ = C~~) 1 

com 

i=t,2 •... • n-t, C2. 2. 2) 

n n-1 
construir seqv.~ncia.s a = Car) 1 e b = Cbr) 1 de modo que a 

n 
seqti~ncia Cpr) 1 de po~inómios obtida a partir de C2.2. 1) 

sat isjaça 

n-1 
Pn-1(Ã) = n (Ã-~j) 

j = 1 

n 
e Pn(À) = . n (Ã-Ãj)· 

J =1 
(2.2.3) 

segundo Hald, esse problema tem no mâximo uma 

solução. pois se já conhecemos os polinômios mónicos Pr+ 1 e 

Pr então ar+ 1 é unicamente determinado, bastando exigir que 

q(Ã) = Pr+ 1 CÃ) - (Ã-ar+ 1 )pr(À) seja um polinômio de grau 

Cr-1), pois pela recorrência devemos ter qCÃ) = -br 2 Pr- 1 CÃ), 

onde Pr - 1 (Ã) por definição deverá ser um polinômio de grau 

Cr-1). Assim para Pr- 1 CÃ) f"icar completament-e determinado 

basta dividir q(Ã) por -br 2 . Temos então que, em cada etapa 



encontra-se ar.._ 1 e br. 
n 

Essa cons~rução de Cpr) 1 a~ravés de C2.2.1). a 

par~ir de Pn e Pn-1 resolve o problema propos~o. 

numericamen~e. mas es~e processo é na~uralmente instável. 

porque os polinômios Pn-z. Pn-a. . . . • p1 são encon~rados 

cancelando-se sucessi v:amen~e os ~ermos pr i nci pais no par 

anterior de polin~mios. 

Provaremos a seguir. formalmen~e. a unicidade 

da cons~rução de uma ma~riz de Jacobi a par~ir dos seus 

au~ovalores e dos au~ovalores de sua subma~riz principal. de 

ordem n - 1. U~ilizaremos para ~al. o mé~odo de cons~rução 

realizado por Hald. pois baseia-se no fa~o de que os 

polinômios caracteris~icos de uma matriz de Jacobi 

sa~isfazem a fórmula de recorrência C2.2.1) e vice-versa. 

TEOREMA 2. 2. 1. Uma matriz de Jacobi é uni camen~e 

determinada a~ravés dos seus au~ovalore;S e dos au~ovalores 

de sua subma~riz principal de ordem n-1. 

Prova: 

Suponhamos que existe duas ma~rizes de Jacobi. 

~al que seus autovalores são À 1 • Àz• . . . ' 

au~ovalores de suas submatrizes principais. de ordem n-1. 

são JJ1 • J.lz • . . • J.ln- 1 . Sendo que esses dois conj un~os de 

autovalores satisfazem a desigualdade À'- < J.li. < À'- ... 1 . 

Mos~raremos então que J 1 = lz. 

Por hipótese temos que 
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Pn(À) = qn(À) 

Pn-i(À) = qn-1(Ã.), 

onde Pn(À) cor respondem, 

polinómios 

Pn-1 (À) e 

caract-erist-icos de J 1 e 

polinómios 

(2. 2 . 4) 

respect-ivame nt-e , 

lz e, por sua 

caract-erist-icos 

aos 

vez. 

das 

submat-rizes principais, de ordem n-1 , de J 1 e lz. 

Se t-omarmos r = n-1. na recorrência C2.2.1) . 

t.emos que 

Pn(À) = (Ã-an)Pn- t (À) - bn-1 2Pn-z(À) 

qn(À) = (Ã.-a~)qn-t(À) - b~-12qn-zCÀ), 

e por ca.a.4) obt-emos que 

c2. a. 5) 

c2. a. 6) 

Mas Pn-zCÀ) e qn- z(Ã) são polinómios mónicos de ordem n-2 e 

Pn - 1 (Ã) também é mónico, mas de ordem n-1, concluimos dessa 

~orma que an = a~. 

Portanto, de C2.2.6) temos 

c2. a. 7) 

Como bn-t ~ O, podemos escrevê-la como 
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Pn-z (À) = 
b • 2 

n-1 
(2. 2 . 8) 

e novamen~e por qn _2 CÃ) e Pn-z(Ã) serem polinômios mônicos 

t-emos 

= 1. (2. 2. 9) 

As:si m. bn_ 1 
2 = b~_ 1 2 . Como os el emen~os 'for a da diagonal 

principal de uma ma~riz de Jacobi são ~odos de mesmo sinal 

e. es~amos considerando ma~rizes de Jacobi da 'forma (1.2.1) 

t-emos que bn- 1 = b~_ 1 . 

Ob~emos assi m, que Pn-zCX) = qn- zCÃ). 

SUponhamos agora que 

(2. 2. 10) 
com 1 ~ k ~ n -1 . 

Tomando r = k-1 em C2.2.1) ob~emos 

(2 . 2 . 11) 

mas pela hipó~ese C2.2.10) ~emos a igualdade 

(2. 2 . 12) 
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Mas Pk-zCÃ) e qk-zCÃ) são polinômios mônicos de ordem k-2 e 

P~c- 1 CÃ) ~ambém é mônico, mas de ordem k-1, assim ak = ak. 

Logo C2.2.11) ~orna-se 

Como bk_ 1 ~O, V k. ~emos 

b • z 
k - 1 

e sendo qk-zCÃ) e Pk-zCÃ) polinômios mônicos 

bk-1z 
= 1 . 

(2. 2.13) 

(2.2.14) 

C2. 2.16) 

Obtemos assim, que bk- 1 = bk_ 1 . E consequentemen~e temos 

Pk- zCÃ) = qk-zCÃ), para k arbitrârio. Provamos dessa 1orma 

que J 1 = 3z · • 

2 .3 -RESOLUÇÃO DO PROBLEMA POR DE BOOR E GOLUB 

De Boor e Golub [41 geraram a~ravés da 

recorrência C2.2.1) uma sequência de polinômios mônicos 

ortogonais de 1orma que os dois últimos elementos da 

sequência sejam, respectivamente , os polinômios 
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caracteristicos da matriz a ser reconstruida e de sua 

submatriz principal de ordem n-1, isto é, 

n 
Pn(Ã.) = n (À-À·) 

• 1,. 
1,. = 1 

e 
n-1 

Pn-1CX.) = n CX.-~~). 
Í- = 1 

(2.3.1) 

Eles usaram para gerar essa sequência a 

construção desenvolvida por Forsylhe [6) que ~oi apresentada 

no capitulo 1. na seção de polinômios ortogonais. Mas para 

~azê-la é necessário um produto interno com peso adequado. 

Como Pn(Ã.) e Pn- 1 CX.) são conhecidos obteremos um peso 

conveniente a partir deles. Será usada a mesma notação do 

capitulo 1 . 

Observemos que se ~(x) é um polinômio qualquer 

em Pn_ 1 • isto é. de grau n-2. ou menor. então 

n 

<Pn-1 .~> -. E Pn-1(À.i.)~(Ài,)wi. =O. 
1,. = 1 

(2. 3. 2) 

Mas se a combinação 

n 

. E ~~c À."). 
\.=1 

(2. 3 . 3) 

com~ = Wi.Pn- 1 (Ài.) é zero para qualquer ~Cx) em Pn_ 1 • então 

n 

. E ~À.\. k = O; \. = 1 
k=0.1 •...• n-2 (2. 3. 4) 
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desde que cada xx es~á em P0 _ 1 . Assim ~emos que 

1 1 

Bm = 

1 

(À )2 o 

1 

= O. 

Cê. 3. 5) 

Para resolver essa equação ma~ricial . devemos 

e screve-la da segu1n~e ~er ma: 

1 

(À )2 
1 

1 

1 

À:z 

CÀz)2 

1 

(À )O- 2 o 

1 

En~ão por Cramer ~emos que 

29 

= 

ffin- t 

(2. 3. 6) 



m;,. = ----.c -Tnn) i =1 , 2, ... , n-1 • (2. 3. 7) 

onde 6 e 6~ são de~erminan~es de ma~rizes de Vandermonde< 2 >. 

sendo assim 

ll = r r • i =1 , 2. . . . • n -1 C 2. 3. 8) 
n- 1 

n ex. -x. . ) 
n J 

j = 1 

com 

n 
r = n 

J=2 

Logo 

n-1 1 

n 
n C Ãt -X.j) 

j= s. 
J ~ l 

= n (À -Ã·)mn-----------J = s. n J 
• i =1 • 2 • . . . · , n - 1 . 

n 
n CX. · -X. · ) 

J = 1 " J 

J ;IC l 

n - 1 

(2. 3 . 9) 

C2. 3. 10) 

Denotemos r= n (Ãn-Àj)mn• t e mos como sol ução 
J = 1 

de (2.3.5), 

C2) -Veja ma~rizes de Vandermonde em (6). 
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y 
i =1, 2, ... , n. (2.3.11) 

n 
n • C À.· -À. . ) 

" J j =,. 

A menos da arbitrariedade do ~ator y . essa solução é única. 

O ap6stro~e em (2.3.11) signi~ica que o termo j=i ~oi 

omi t.ido. 

n 

Como Pn(À.) = n (Ã.-Ã. · ) , temos 
j =,. J 

n 
p~(À.i..) = n 'CÃ.t. -Ã.j) . C2. 3.12) 

J =,. 

onde o ap6st.ro~e do lado esquerdo denot.a di~erenciação. 

Ret.ornando a equação C2.3.11), t.emos que para y adequado . 

úl.i, Pn- 1 C À i, ) = • i =1. 2 •· ... • n C2. 3.13) 

ou seja , 

• i =1 • 2 •... , n. (2.3.1.4) 

n 
Como a sequência de polinómios Cpi..)o satis~az 

a relação de recorrência C2. 2.1), segue pelos argument.os 

usados na seção 1.3 que os zeros de Pn(À.) e Pn- 1 (Ã.) devem 

ent.relaçarem-se e dessa ~erma 

n 
como (Ã.~) 1 estão em ordem crescente 
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Port.ant.o, Pn-1 O,;. )p~O"i.) > 0, significando que os pesos 

dados por C2. 3 . 14) são posit.ivos, para escolhido 

adequadament-e. 

De Boor e Gol ub const.rui ram dessa :forma uma 

sequência de polinômios mônicos ort.ogonais, onde est.es 

cor-respondem aos polinômios caract.erist.icos de uma mat.riz de 

Jacobi e de suas submat.rizes principais. 

Os polinômios são gerados na ordem nat.ural 

usando a :fórmula de recorrência, 

com os números ar• br calculados por 

e 

b = r 

< Pr - 1 • À.Pr - 1 ) 

r =1, 2, ... , n 

IIPr 11 
r=1 ,2, ... • n-1. 

IIPr- 1 11 

Esse processo é numer icament-e est.àvel. 

(2. 3. 15) 

(2. 3 . 16) 

(2. 3. 17) 

Desde que a e b det.er minados por C 2. 3. 15) e 

C2.3.16)-C2. 3.17) dependem cont.inuament.e sobre À. e~. segue 

que a mat.riz A depende continuament-e sobre À e ~-
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A maior di'ficuldade encont.rada por De Boor e 

Golub est.á no cálculo dos pesos w~. 

Procurando superar essa di'ficuldade eles 

usaram a reflexão de A sobre a sua segunda diagonal. 

SejaS a mat.riz permut.ação levando C1.2 •...• n) 

em C n. n -1 •...• 1) • i st.o é. 

n 
S = C 6~ + j , n+ 1) ~, j = 1 C2. 3.18) 

Como Sé ort.ogonal e simét.rica ent.ão S2 =I. 

Ela t.ransforma A em 

an -bn-1 o o 
-bn-1 an-1 -bn-Z o 

A = SAS = C2. 3.19) o a a - bz o 
o -bz az -b1 

o o -b,'J. ai 

Denot.emos os element.os de A por ar e br• ent.ão 

c a. 3 . 20) 

A mat.riz A é dit.a persimét.rica se A = A. ist.o 

O menor principal de ordem n-1 de CÃ.I -A) é 

denot.ado por . pn_ 1CÃ.). assim o correspondent-e menor de Ã.l-A é 
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dado por Pn- 1 CÃ).Provemos o seguin~e lema. 

LEMA 2.3.1 Considerando a no~ação acima ~emos para 

i =1. 2 •...• n que 

(2. 3. 21) 

Prova: 

menor principal esquerdo de ordem n-1 com o menor principal 

direi~o de ordem n-1 da ma~riz singular C = À~I-A. 

Utilizaremos a seguinte notação 

.. .. . . [ C. . ]r es 
"pJ a p=t a=t 

. . . . 

Assim. Pn-1 (Ài.) = I c [ 1 • 2 • . . . • n -1 1 I 
1. 2, ...• n-1 e 

= fc(2,3, ... ,n] I· 2,3, ... ,n 

Usando a identidade de Sylvester< 9 >, com 

c (~ :~:: :: :~=~J como bloco pivotal, obtemos 

(3) - Conforme ( 7]. 
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'

C [ 1 • 2, ... , n =1 } ' 'C ( 1 , 2, ... , n -1} \ 
1,2, ... ,n 1 2,3 , ... ,n 

lc (2, 3, ... . n ] li c (2· 3, .... n] 
1 • 2 • . . . , n -1 2 • 3 • . . . • n 

onde os elementos da diagonal principal da matriz são 

Pn - 1 (À~) e Pn- 1 CÀ~) e , os elementos d a segunda diagonal são 

b1 o o 
À~ -az bz o 

I c r 1 • 2 • . . . • n - 1 l I = 1 . 2 , . . . • n-1 
bz Ài,. -aa = 

bn- z o 
o Ài,. -an- 1 bn- 1 

b1 À~ -az bz o 
o bz À~ -aa o 

fc ( 2,3 , ... ,n ] I 
1. 2 •...• n-1 = = 

bn-Z Ài, -an- 1 
o o bn-1 

Este r e sultado permi ti-nos concl ui r que os 

poli nómi os Pn C À) C =pn C À)) • Pn _ 1 C À) , . . . . P1 CÃ.) • 1 são os 

polinómios obtidos através de C2.3.15) , com pesos dados por 
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~ = 

Esses 

Pn-1 (Ã.i) 

p;,c Ài) 

pesos podem 

C2. 3. 22) 

ser mais f"acilment..e 

const-ruidos do que os pesos dados por C2.3.14). 

Nesse processo os t-ermos da mat-riz A são 

calculados na ordem .. • .. t i st..o é, 

. .. .. . 
o uso desses pesos t..em mais vant-agens 

comput-acionais do que os out..ros dados por C2.3.14). f"at..o 

comprovado por De Boor e Golub. pois por causa da condição 

de ent-relaçament-o (2.1.1). t-emos que 

< 
Pn-1 (À\.) 

p~(Ài) 
< 1 • C2. 3. 23) 

onde o primeiro Cúlt..imo) f"at..or do lado esquerdo da primeira 

desigualdade é omit-ido quando i = 1 Ci=n); assim os valores 

dos pesos wi. v i. est..ão 1 i mi t..ados i nf" e r i o r ment-e e 

superiorment-e. Isso most-ra que overf~ow ou underf~ow. é 

alt..ament..e improvável de ocorrer no cálculo dos pesos 

C2.3.22). Ao cont-rário, o cálculo dos pesos C2.3.14) t..em que 

ser cuidadosament-e monit-orado. em geral, pela ocorrência de 

overf"low ou underf"low; senão t..êm-se que calcular 

1 ogar i t..mos 

t-rabalhoso. 

desses pesos. um procediment-o bem 

os 

mais 

Demonst-raremos a seguir que no caso part-icular 
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em que a ma~riz de Jacobi é persimé~rica é su~icien~e 

n 
conhec er a sequência de au~ovalores k = (~~)~. para a 

recons~rução da mesma. 

TEOREMA 2 . 3.1 Exis~e uma única ma~riz de Jacobi 
n 

persimé~rica A com os au~ovalores C~~)~ dados, sa~is~azendo 

Prova: 

Como os au~oval ores são conheci dos é possi vel 

encontrar os pesos para a construção dos polinômios 

or~ogonais Pr(~). De fa~o. se A é persimé~rica en~ão o menor 

principal PrC~) é igual a Pr(~) e , do lema 2.3.1 ~emos que 

is~o é, Pn-~ C~i.) = :tb, de modo que a 

equação (2.3.22) produz 

±b 
= (2. 3. 24) 

al~ernarão 

deve-se considerar os si nai s de ±b de modo que seja 

posi~ivo. A magni~ude de b é irrelevan~e para a cons~rução 

dos Pr(~) .• 
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CAPITULO 3 

RECONSTRUÇÃO DE UMA MATRIZ DE JACOBI UTILIZANDO-SE O 

ALGORITMO DE LANCZOS 

3 .1 INTRODUÇÃO 

Assim. como no capit.ulo desejamos 

reconst.ruir uma mat.riz de Jacobi da forma (1.2. 1). 

O mét.odo que abordaremos foi desenvolvido por 

Boley e Golub [ 9) para resolver problemas inversos de 

autovalores associados a mat.rizes banda ... ou seja. matrizes 

reais. simétricas e com a~j =O quando Ji-j I ~ p. onde p 

especifica a largura da banda. No nosso caso p = 2. pois a 

ma~riz de Jacobi é uma matriz ~ridiagonal. Mas leremos que 

garantir que os element.os fora da diagonal principal sejam 

nega~ivos. jã que em uma matriz banda isso não está 

carac~erizado. 

Para realizar ~al recons~rução. suponhamos que 
n 

os autovalores c À~) 1 de A sejam conhecidos. com 

e dos aut.ovet.ores normalizados u< t > • 

conhecemos os valores 
n 

Cu< I.> ) 
i 1 
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sua primeira Cou úl~ima) componen~e. 

Nas seções 3.2 e 3.3 analisaremos os valores 

es~acionários de uma ~erma quadrá~ica sujei~a a res~rições 

inversos de lineares e sua aplicação a problemas 

au~ovalores. cujo ~rabalho !oi desenvolvido por Golub [10]. 

Nosso i n~eresse em ~al assun~o es~á em mos~rar como a 

prime i r a C ou úl ~i ma) componen~e dos au~ove~or es pode ser 

ob~ida quando se conhece o conjun~o de au~ovalores da 

subma~riz principal direi~a (ou esquerda) de A. de ordem 

n-1 . sendo que na recons~rução da ma~riz consideraremos a 

úl~ima linha da ma~riz dos au~ove~ores, a qual será ob~ida 

explici~amen~e na seção 3.4. 

A recons~rução é descri~a na seção 3.6, onde 

u~ilizaremos o algori~mo de Lanczos, cfe. [12), [18) e [26), 

que ~em a van~agem de ser numericamen~e bem condicionado. 

Jun~amen~e a esta mostra~emos que os vetores construidos a 

par~ir do algori~mo, chamados vetores, de Lanczos, são 

realmen~e ortonormais. 

3.2 - VALORES ESTACIONÁRIOS DE UMA FORMA QUADRÁTICA SUJEITA 

A RESTRI ÇOES LINEARES 

5eja A uma ma~riz real, simé~rica , de ordem n, 

e c um ve~or dado, com eTc = 1. 

es~acionários de 

De~erminaremos os valores 
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(3.2. 1) 

sujeita a restriç~es lineares 

(3 . 2. 2) 

Consideremos. dessa forma. a função ~ dada por 

(3. 2. 3) 

onde À e J..l são as constantes de Lagrange. Diferenciando 

C3.2.3) obtemos a equação 

Ax - ÀX + J..lC = 0 . C3. 2. 4) 

Multiplicando (3.2.4) p~r cT e usando a 

condição llc llz = 1, temos 

J-l = - cTAx. (3. 2. 5) 

SUbstituindo-a em (3.2.4) ficamos com 

PAx = Àx. (3. 2. 6) 

onde P = I - ccT. 

Observemos que o parâmetro À é valor um 
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estacionário de xTAx. pois de C3. 2. 6) temos que 

Ax - ccTAx = Àx. Pré-mul~iplicando-a por xT ob~emos 

(3. 2. 7) 

Logo. pelas res~rições lineares C3.2.2) ~emos que 

xT Ax = À. C3. 2 . 8) 

Embora P e A sejam simé~ricas. PA pode não 

ser. Mas observemos que P2 = P. de modo que P é uma matriz 

projeção. Sabemos Cc~e. (23)) que para duas ma~rizes 

quadradas arbitrárias F e G os autovalores de FG são iguais 

aos autovalores de GF. Assim. 

(3.2.9) 

A ma~riz PAP é simétrica e. por~an~o. podemos 

usar um dos algori~mos usuais para encon~rar seus 

au~ovalores . 

Consideremos K = PAP. Como K é simétrica e 

real existem n autove~ores associados aos seus autovalores. 

então 

(3.2.10) 

(1) À(X) denota o conjunto dos autovalores da matriz X. 
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e segue que 

xi = Pz\. , i =1 • 2, ...• n • (3.2.11) 

onde x\. é o au~ove~or que sa~is~az C3.2. 6). 

Como P ==I - ccT e llcllz == 1. ~ernos Pc =O . ou 

seja. c é um au~ove~or associado a um au~ovalor nulo de P. 

Mas CPAP)c = O, logo exis~e pelo menos um au~ovalor nulo de 

K. 

Sendo Puma ma~riz simé~rica real. exis~e uma 

ma~riz Q ~al que QTQ == I n• de ~erma que 

p = QT JQ, (3. 2.12) 

onde J é uma ma~riz diagonal com elemen~os da diagonal 

especí:ficos. Isso ocorre porque P é uma ma~riz projeção, 

sendo 

(3. 2.13) 

Assim. 

(3.2.14) 

Considerando 
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G = QAQT (3. 2.1!3) 

onde G11 é uma ma~riz de ordem n-1 e Gzz um escalar, ~emos 

JQAQT J = JGJ = [G11 o] 
o o· (3. 2. 16) 

Por~anLo os valores esLacionários de xTAx 

sujeiLa a reLrições lineares (3.2.2) são simplesmente os 

auLovalores da maLriz G11 de ordem n-1. Finalmente, se 

G1 1 vi. = À i. vi. , i =1 , 2, . . . • n -1 • (3. 2.17) 

enLão 

(3. 2. 18) 

onde Xi, representa o autovetor que satisfaz C3.2.6) . 

Mais detalhes do algoritmo é dado em [11). 

Por (3.2.1!3) Lemos que Ã(G) = Ã(A). En~ão pelo 

teorema de Couran~- Fi scher. cfe. [24J. obtemos 

(3. 2.19) 
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Vemos assim que existe uma for-te r-elação 

entr-e os autovalor-es de A e os valor-es estacionár-ios da 

função 

(3. 2. 20) 

3 . 3 - APLICAÇXO A PROBLEMAS I NVERSOS DE AUTOVALOR 

Dada uma matr-i z simétr-ica A com autovalor-es 
n 

(Ãi) 1 (Ãi < Ài+t) e um conjunto de valor-es 

(3.3.1) 

desejamos deler-minar a restrição linear ,.cTx =O de modo que 

os valor-es estacionár-ios de xTAx sujei ta a xTx = 1 e c Tx = O 
n - 1 

Ccom eTc = 1 ) seja o conjunlo Cvi) 1 

(3. 3. 2) 

Consideremos ~ ~ O e seja 

A = UJ\tfl'. (3. 3. 3) 
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onde A é a mat-riz diagonal de aut.oval ores de A e U é a 

matriz de aut-ovetores ort.onormalizados. 

Substituindo (3.3.3) em C3.3.2) obt-emos 

onde 

CA - ÃI)- 1 = diag[---
1
--

Ã1 -Ã 

Seja 

Ud = c. 

1 ----.. ... 

que aplicada em C3.3.4) resulta em 

n d · 2 

" \.~1 ----
(À\, -Ã) 

1 ----. .. .. _ 1 ll d = 
Àn-À 

= o. 

o. ou seja. 

Além disso. de (3.3.6) obt-emos que 

n 

E d" 2 = 1. 
\.=1 

4!3 

(3.3.4) 

(3. 3. 5) 

(3. 3. 6) 

(3. 3. 7) 

(3. 3. 8) 



Fazendo À = vj , j=1,2 •. ..• n-1, recai mos num 

sis~ema de n equações lineares da ~orma 

n d· 2 
\, 

. E = O. com j =1 • 2. . . . • n -1 
\, = 1 ( À. -t.> . ) 

\, J 

n 

E d" 2 = 1. 
\.=1 

Com isso daremos 

para este sistema. 

uma solução 

seja o polinómio caracteristico 

n-1 
cpC Ã.) = . n C v j - Ã.) . 

J = 1 

(3. 3. 9) 

explicita 

(3. 3.10) 

Coloquemos (3.3.7) na ~orma polinomial 

n [ n 
d · 2 ] n .. 

\, n · 
VJ{Ã.) - . n (Àj -Ã.) . E = E dt.2 n (Ã.·-Ã.) . (3. 3. 11) 

J=1 1..=1 (Ã.i. -Ã.) i.=1 j:\. J 

j ~i.. 

Desejamos calcular d C dT d = 1) de modo que 

VJ( Ã.) _ cpC À) • e então igual amos os dois poli nómi os em n 

pon~os, dessa ~orma. 

n 
dk2 . n (Àj -Ã.k). 

J = 1 
j ~i. 
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n 
n (À- -Àk) 

j = 1 J 

j ~ \. 

(3. 3.13) 

A condição C3.3.1) garan~e que o lado direi~o 

de C 3. 3. 1 3) será. posi ~i vo. Sendo assim. observemos que se 

pode considerar dk posi~ivo ou nega~ivo. de modo que exis~em 

a~ diferen~es soluções. Uma vez calculado o ve~or d é fá.cil 

calcular c a~ravés de (3.3.6). 

3. 4 - OBTENÇXO DA ULTIMA LINHA DA MATRIZ DOS AUTOVETORES 

ASSOCI AOOS A UMA MATRIZ DE J ACOBI 

A condição de en~relaçamen~o dada por (3.3.1) 
n 

é sa~isfei~a para os conjun~os de au~ovalores À = (Ài-) 1 e 
n-1 

~ = C~i-) 1 que represen~am. respec~ivamen~e. au~ovalores de 

A e de An- 1 • pois a ma~riz A. a ser cons~ruida. deve ser 

de Jacobi. 

De acordo com as seções an~eriores bas~a 

Lomar c = en• onde enT =CO •... • 0.1) e Xn =o. para que os 

valores es~acioná.rios de xTAx. sujei~a a res~rições lineares 

xTx=1 e enTx =o. sejam os au~ovalores de An- 1 · 

Dessa forma. de (3.3.6), ~emos que d = UTen• 
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ou seja, 

d · \. 
= u< L> 

n 
par-a i =1 , 2, ...• n , (3.4.1) 

repr-esen~a a úl~ima componen~e dos au~ove~or-es u< L>. 

Desde que a ma~r-iz A é de Jacobi, u< L> õll! O 
n 

par-a ~odo i=1,2, ... ,n, conCor-me pr-oposição 1.4.1 e de 

acor-do com C3.3.13) ~emas 

Cu< l > )2 = 
n 

n-1 
n 

j = 1 

n 

(11 . -).._ . ) ,... J \. 

n • 0...- - )... . ) 
j = 1 J \. 

, com i=1,2, ... ,n. C3. 4. 2) 

O ap6s~r-oCe no lado dir-ei~o da equação (3.4.2) 

signi~ica que o ~er-mo j = i Coi omi~ido e, ainda, sem per-da 

de gener-alidade escolher-emos u<L> posi~ivo, par-a ~odo i. 
n 

.• 
' 

3. 5 - RECONSTRUÇÃO DA MATRIZ DE JACOBI ATRAVES DO ALGORITMO 

DE LANCZOS 

Au<l> = ).._. u< l > 
\. 

Os au~ove~or-es u<L> sa~is~azem 

, i =1, 2 •... , n. (3.5.1) 

Dai consider-emos U = (u< t> ,u< 2 >, .•. ,u< n>). 
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Então a condição de or-togonal i da de u< l > Tu< J > 

uTU =I . Por-ém UUT =I. de modo que 

n 

. E 
"= 1 

u< t. > u< l > 
r g 

= 6- · pr-oduz 
" J 

C3. 5. 2) 

Escr-evendo. x!- r> T = ( u< 1 > u< 2 > • • • u< n> ) , ter-emos 
r r r 

(3 . 5. 3) 

O conjunto de equações C3.5.1) pode ser-

escr-ito como AU = UA, ou equivalentemente, 

XA = AX . (3. 5. 4) 

onde X = [ x< i> • x< 2 > ••.. , x!- n> l = UT. 

Suponhamos que o vetor- x!- n> T = [u<t>u<z> ... u<n> J seja 
n n n 

dado. 

Por-tanto, de C3.5. 4) temos 

a1. -b1 o o 
-b1. az - bz o 

[ x< s. > x< 2> .. . x< n> ) = an-z -bn-Z o 

-bn-2 an-1. -bn-1. 
o o -bn-1 an 

= Ar x< i > x!- 2 > x}n>]. (3. 5. 5) 
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A úl~ima coluna des~a equação é 

-b x<n-t> + anx<n> = Ax<n>. 
n-:1 

de modo que se x<n> Tx<n-t> é zero. en~ão 

an = x< n > T Ax< n > . 

Fazendo 

r< n - t > 

(3.5.6) 

(3.5. 7) 

(3. 5. 8) 

e se Ux< n-t> llz = 1. bn_ 1 deve ser escolhido de ~al f'orma que 

(3. 5. 9) 

Logo. 

r< n - t > 

(3. 5. 10) 

Tendo encon~rado an e bn-t. consideremos a 

Cn-1)-ésima coluna da equação C3.5.5). 

bn- 1 x< n) = Ax< n- t ) • (3.5.11) 

de modo que se x< n-t> Tx< n- 2 > seja zero. en~ão 
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an- 1 = x< n - 1 > T Ax< n- 1 > • (3. 5.12) 

onde ~oi usado que x<n>Tx<n- 1 > =O. 

Façamos 

r<n- 2 > = a x< n- 1 > _ Ax.< n-1 > 
n-1 

b x< n> 
n-1 (3. 5. 13) 

bn-z deve ser escolhido de modo que 

(3. 5.14) 

Logo. 

r< n- 2 > 
x;. n-2> = (3. 5. 15) 

Consideremos a i-ésima etapa. ou seja. 

Cn-i+1)-ésima coluna da equação C3.5.5). 

- b . x< n- i. + 2 > = Ax.< n- i. + 1 > • 
n-1.+1 

(3. 5. 1 6) 

Na etapa anterior x< n- l +s.> ~oi encontrado de 

modo que x<n- i+ 1 >Tx<n-i.+2.> =O. Assim. an-i.+ 1 deve ser 

escolhido de ~orma que 

an _ i. + 1 = x!- n- i. -.. 1 > T 1\x!- n- i. -.. 1 > . (3. 5.17) 
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Então, 

r< n-l > 

(3. 5.18) 

e bn-i deve ser da forma 

C3. 5 . 19) 

Portanto, 

r< n-l > 
x!- n- l > = • com i =3. 4. . . . . n-1 . (3. 5. 20) 

No próximo teorema mostraremos que os vetores 

x!-l> construidos a partir do algoritmo de Lanczos satisfazem 

x!- t > Tx< J > = 6i. j • para i • j =1 • 2 • . . . • n ; embora esta 

ortogonalidade seja aparentemente estabelecida somente para 

1 1 -JI~i. 

TEOREMA 3. 5.1 
n 

Dado um conjunto de vetores cx<t>) 1 

construidos a partir do algoritmo de Lanczos, do qual 

considere mos que x!- - 1 > = x< o> = O. temos que esses vetores 

satisfazem 

x!-l>Tx<J> = 6 ·. \. J i • j =1 • 2 •...• n. (3.5.21) 
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Prova: 

A equação C3.5.21). pelo algori~mo de Lanczos. 

já es~á explicitamente es~abelecida para li-j I ~ 1. 

Veri~icaremos a equação (3.5.21) . para li-j 1=2 

por indução. 

A segunda coluna da equação C3.5.5) é dada por 

(3 . 5. 22) 

a qual após a multiplicação por x< ~ > T. pela esquerda. produz 

-bz x< 2. > T x< 9 > = x< ~ > T Ax< 2 > + bi • (3. 5. 23) 

onde usamos a orlonormalidade dos vetores para li-J I ~ 1. 

Como bz ~ O ~emos 

+ bj.). 

Mas a primeira coluna de (3.5.5) é 

- b x< 2> 
1 

=Ax< t>. 

que multiplicada por x< 2 >T nos dá 

-bi = x_J. 2) T AxJ. ~ ) • 

(3. 5. 24) 

C3. 5. 25) 

(3. 5. 26) 

onde usamos novamente a ortonormalidade dos ve~ores para 
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11 -JI ~ 1. 

Assim x<t>Tx< 3 > =O, con!orme desejado. 

Suponhamos que 

para i=3,4, ... • k-1. (3. 5. 27) 

Tomando a Ck-1)-ésima coluna de C3.5.5), ou seja. 

- bk x< k ) = Ax' k - 1 ) -1 (3. 5. 28) 

e mul t.i pl i c ando-a por x< k- 2 > T. obt.emos 

-blc - 1 x_( k - 2 > T x_( k > = x_( k - 2 > 1\.x< k - i > + bk - z . (3. 5. 29) 

Agora. mul t.i pl i cando a C k -2) -ési ma coluna de 

C 3. 5. 5) por x!- lc - 1 > T produz 

-bk _ a x' 1c - 1 > T x< k - s > + a k _ z x< 1c - 1 > T x< 1c - 2 > _ bk _ z x< 1c - 1 > T x< k - 1 > = 

= x< k-1 > T Ax.< k-2> . 
(3. 5. 30) 

Entretanto, o primeiro t.ermo do lado esquerdo 

é zero, pela hipótese de indução. Assim t.emos que 

-bk x_< k - 1) T x(- k - 9 > -a b = x(- k-1) TAx.< k-2>. - k-Z (3. 5. 31) 

Como o primeiro termo do lado esquerdo é zero o result-ado 

indut-ivo segue em (5.3.29) , pois bk-t ~O. 
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Usaremos novamen~e a indução para provar que a 

equação (3.5.21) é sa~isfei~a in~eiramen~e. Suponhamos que 

C3.6.21) é sati sfeita V ji-jj ~ k-1 e verifiquemos se es~a é 

satisfeita para ji-j I = k. Para esse fim. consideremos a 

s-és:i ma coluna da equação C 3. 5. 5) e mul ~i pl i cando-a por 

X: Q ~ 1 - k > T • ~emas 

-b x' s;. + 1 - k > T x!- Q- 1 > + a x' Q + 1- k > T x!- "> 
e - 1 ~ 

= x< " + 1 - k > T Ax' Q > • 
(3. 5. 32) 

Os dois primeiros ~ermos do lado esquerdo desaparecem pela 

hipó~ese de indução e ficamos com 

-b x!- s. + 1 - k > T x!- s. + 1 > = x!- Q + 1 - k > T Axf. sa > • 
e (3. 6. 33) 

Agora. multiplicando a Cs+1-k)-ésima coluna da 

equação C3. 5. 5) por x< Q) T. ob~emos 
' 

-b k x< Q > T x< Q - lc > + a k x< Q > T x< s; + 1 - lc > - b k x< Q > T x< s; + 2 - k > = 
e- e+ 1- · e+1-

= x< s;. > T Ax' g + 1 - k > • (3.6.34) 

Os dois úl~imos lermos do lado esquerdo novamen~e 

desaparecem pela hipótese de indução. Picamos en~ão com 

-be - k x< Q > T x< Q - lc > = x< s; > T Ax< Q + 1 - lc > • (3.6.35) 

Fazendo s=k e como por hipótese x< 0 > =o. ob~emos 
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C3. 5. 36) 

SUbs~i ~uindo-a em (3. 5. 33) quando s=k, ob~emos que 

><!- Q + ~ - k > x' !;;: + ~ > = O • (3. 5. 37) 

poi s b~ i~! O. Esse úl~imo resul~ado sugere que novamen'Le 

devemos proceder por indução. 

Imaginemos que 

><!- r> Tx< r- k > = O , r =k , k +1 , ... , s - 1. (3. 5. 38) 

SUbs'Li ~ui ndo s por s-1 na equação C 3. 5. 34) e usando as 

hip6~eses indu'Livas an'Leriores, ob'Lemos 

x!-O-t>TAy}s.-ld = 0. 

Usando es'Le resul 'Lado na equação C3. 5. 33) 

subs'Li'Luindo s por s-1 nos dás o resul'Lado 

><!- Q-Jc> Tx< Q) = O. 

C3. 5. 39) 

onde novamen'Le 

(3 . 5. 40) 

Assim, por indução. C 3. 5 . 40) es'Lá sa'Li sfei 'La 

para s ~ k , com s arbi 'Lrário. Esse fa'Lo comple~a a prova 

indu~iva geral , desde que (3 . 5 . 40) implica que x<l>x<J> =O, 

V li-j I = k. Por'Lan~o. por indução, k > O arbit-rário e 

C3.5.21) es'Lá comple'Lamen'Le sa'Lisfei'La .• 
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Devemos salient..ar que na prát..ica as condições 

de ort..ogonal idade x< '- > Tx< j > = O para I i - j I > 1 não serão 

sat..is~eit..as precisament..e porque em cada et..apa do processo 

aument..arão alguns erros de arredondament..o present..es. Mas 

essa di~iculdade pode ser vencida ext..endendo o algorit..mo 

ant..erior de modo que x<n-l> seja ort..ogonalizado com respeit..o 

aos vet..ores x< n>, x< n-t>, ... , x< n-l+ 2 >. Quando modi~icado, 

o algorit..mo execut..ará o processo sat..is~at..oriament..e . 

57 



CAPITULO 4 

RECONSTRUÇÃO DE UMA MATRIZ DE JACOBI 

USANDO TRANSFORMAÇÃO DE HOUSEHOLDER 

4.1 - INTRODUÇXO 

Originalmen~e esse algori~mo ~oi desenvolvido 

por Biegler-Konig [1) para recons~rução de ma~rizes banda . 

Analogamen~e ao mé~odo descri~o no capi~ulo an~erior. 

consideraremos apenas a recons~rução de uma ma~riz de 

Jacobi da ~erma 

ai -b1 o . o 
-b1 az -bz o 
o 

A = .com br > O. 
an-z -bn-Z o 

o -bn-Z an-1 -bn-1 

o o -bn-1 an 

(4.1.1) 

Ta l mé~odo é numericamen~e es~âvel e 

n n-1 
realizado a par~ir dos valores espec~rais CXi) 1 e C~L) 1 
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que são dados. O primeiro conjun~o represen~a os au~ovalores 

da ma~riz A de ordem n a ser cons~ruida e . o segundo. os 

autovalores da submatriz principal esquerda de A de ordem 

n-1. Os dois conjuntos são reais e sa~isf"azem a 

desigualdade, 

>-.i.< J..li. < À.i._.. 1 <s.> • com i=1,2 • ...• n-1. (4.1. 2) 

Assim. o problema se resume em de~erminar uma 

matriz simétrica de ordem n . A = Àn· com autovalores 

>--1 • À.z • · · · • Àn • sendo J.-11 • J..lz• •••• J..ln-1 au~ovalores de 

An- 1 • de f"orma que ai.j =O para li-J I ~ 2. No~emos que o 

número de elementos não nulos de A é igual ao número de 

autovalores dados. 

Na seção 4 .2 cons~ruiremos uma ma~riz 

n 
simé~rica B, onde seus autovalores serão (Ãi.)t e sua 

subma~r i z principal esquerda Bn _ 1 ~er á. como autovalores 
n -1 

(J..li. ) 1 Mas B não será. uma ma~riz tridiagonal. 

Na seção 4 . 3 descreveremos as transf"ormaçêSes 

de Householder ·que serão usadas na seção 4. 4 para reduzir a 

matriz B a f"orma tridiagonal e. com modif"icações adequadas, 

a 'forma de Jacobi. de modo que permaneçam invarian~es os 

autovalores de A e de Àn- 1 • 

C1) - Já. vimos no capitulo 1 que esta condição é necessária 

e suf"iciente para garantir a exi stência de uma ma~riz de 

Jacob i. 
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4 . 2 CONSfRUÇÃO DE UMA MATRIZ SI ME:TRI CA A PARTI R DOS 

VALORES ESPECTRAIS DADOS 

Seja Bn_ 1 uma ma~riz diagonal de ordem n-1 da 

f'orma 

Bn- 1 = di ag C J-.11 • J.lz • . . . • J.ln- 1 ) • (4.2.1) 

Consideremos. além da condição C4.1.2),que 

À~ < "-i-• 1 • i=1,2 •...• n-1 e J.lj < J..lj+ 1 , j=1,2 •... ,n-2. C4.2.2) 

Descreveremos a seguir como cons~ruir B = Bn a 

par~i r de Bn- 1 . 

Seja 

= [. ••• :;~-~ •••••• ! .. ; . .]. (4. 2. 3) 

onde 

f1T = [ ~1 ~z · · · ~n- 1 ) • C4. 2. 4) 

e 6 escalar. 

Assim. desejamos ob~er ~ e 6 de modo que Bn 

~enha como au~ovalores Ã 1 , Àz, . . . . Calculemos. para 
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isso. o polinómio caract..erist..ico de Bn at..ravés da últ..ima 

linha de 

/-li -À. o o ~1 

o 1-lz-À. ~z 

Bn -Ã.l = o 
o o 1-ln- 1 -Ã. ~n- 1 

-------------------------- -----
~1 f3z ~n- 1 6-Ã. 

Logo 

n-1 
= Có-Ã.)(-1)2n n (J.l · -Ã.) . .. 

.. =1 
+ ... + 

i-l1 - À. o ~1 
o 

+~k C -1)n-+- )c 

/-lz -À. ~z 

o 

n-1 
+ ... = Có-Ã.) n CJ.l· -Ã.) . .. .. = 1 

o 

1-lk •1 -À, 

o 

+ ... -

. 

l-ln-1 -À. ~n-1 

n-1 
C ~k ) 2 n C J.l· -À.) 

j = 1 J 

j ;111 k 

(4. ê. 5) 

+ .. . = 

o 
+ 

+ ... 

Ent..ão o polinómio caract..er1st.ico de Bn deve 

ser da f"orma 
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n- 1 n-1 n- 1 
= C6-Ã.). n CtJi -Ã.) -. E Cf1i )2. n CtJ j -Ã.). 

~=1 ~=1 J=1 
C4. 2. eo 

j ~ \. 

Em particular, para À.= 1-lk• com k=1,2, ...• n-1 

t-emos 

n- 1 
= -C(3k)2 n (tJ · -iJk). 

j = 1 J 

j ~ k 

Dessa forma obt-emos que 

(3k = ± 

n 

- n (À.~ -f...lk) 
\. = 1 

n-1 

n (f...l· -iJk) 
j = 1 J 

j ó't )c 

1 /2 

k=1. 2 •...• n-1. 

(4. 2. 7) 

(4. 2. 8) 

com (3 e Rn- 1 pois. pelas condições C4.1.2) e (4.2.2), temos 

que 

n 

sinal C_ n (Ã.~-iJk)) = C-i)k-1, 
~ = 1 

n-1 
sinal C n CtJ·-iJk)) = C-1)k. 

j = 1 J 

j "k 

Como traço Bn = traço Bn_ 1 + 6. temos 

n n-1 

- E l-li,. 
\. =1 

(4. 2. 9) 

(4. 2.10) 



Observemos que podemos escolher cada f1k com 

valor posi~ivo ou nega~ivo de modo que exis~em 2n soluções. 

Assim ob~emos explici~amen~e uma ma~riz B. a qual sa~isf'az 

t..odas as condições da ma~riz A procurada. exce~o a f'orma 

t..ridiagonal_ 

4. 3 REDUÇÃO DE UMA MATRIZ SI METRI CA A UMA FORMA 

TRIDIAGONAL ATRAVES DE TRANSFORMAÇOES DE HOUSEHOLDER 

As ma~rizes de ~ransf'ormação de Householder 

possuem a seguin~e f'orma 

(4.3.1) 

onde w é um ve~or uni~ário. ou seja. 

(4_ 3. 2) 

Essas ma~rizes são or~ogonais pois. 

(4.3.3) 

e. eviden~emen~e simé~ricas. Por~an~o 

p = pT = p-~- (4_ 3. 4) 
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As ma~rizes de Householder ~ransformam um 

ve~or real ar·bi ~rário em um ou~ro ve~or desejado de mesmo 

comprimen~o. Geome~ricamen~e. uma ma~riz desse ~ipo refle~e 

cada ve~or sobre o lado opos~o de um plano o plano 

per pendi cul ar· a w. Em geral • o ve~or w é de~er minado em 

função de um ve~or v que se deseja ~ransformar median~e a 

matriz P em um vetor y. com alguma componente nula. 

Assim. u~ilizando as matrizes de Householder. 

podemos reduzir uma matriz simétrica real a forma 

tridiagonal. man~endo seus autovalores. Isso é feito através 

de ~ransformaçêSes: or~ogonais de semelhança. sendo que em 

cada etapa uma coluna in~eira é deixada na forma desejada. 

Seja A uma matriz real. simé~rica.de ordem n. 

Definimos Cn-2) ma~rizes or~ogonais p< t>. pt 2>. 

e as ma~rizes A<t> =A. A<2> •.. .• A<n-t> por 

A< t~•> = p< '->A< l> p< l> T • i=1.2 •...• n-2 • 

. . . . ptn-2> 

(4. 3. 5) 

t-al que A<n-i> seja uma ma~riz t-ridiagonal. Como cada p<i.> é 

ortogonal. todas as matrizes A< 1 > . A< 2 >. . .. . . A<n-1> são 

semelhantes e. portan~o. tem os mesmos autovalores. Além 

disso. cada A<l> mantem a simet-ria de A< 1 > 

4 . 4 - REDUÇÃO DA MATRIZ SI ~TRI CA B A UMA MATRIZ DE J ACOBI 

Para transformar a mat-riz simétrica B em 
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mat-r-iz t.r·idiagonal, onde os element-os for-a da diagonal 

pr-incipal sejam t-odos negat-ivos, é necessár-io escolher-

adequadament-e os sinais de ~k• V k. de for-ma que as 

Lr-ansfor-msações de Householder- ger-em além de uma mat-r-iz 

Lr-idiagonal uma mat-r-iz de Jacobi. Começamos a zer-ar os 

element-os fora da banda na n-ésima coluna Cou linha). ou 

seja. os element-os bij t-al que li-j I ~ 2. E cont-inuamos com 

os da Cn-1)-ésima, Cn-2)-ésima • ... t-erceira coluna C ou 

linha). usando t-ransformações de Householder. 

Tr-abalhando da direit-a par-a a esquerda 

nas colunas C ou 1 i nhas:) não dest-rui mos:. des:s:a forma. os 

aut-ovalores de B nem de sua submat.riz principal esquerda de 

or-dem n-1. 

Const-ruiremos mat-r-izes semelhant-es B = A<n-i>. 

. . . . = A, a part.ir das: mat-rizes: de 

t.ransformação p<n-~> P< n- 2> • • . . . . p< 2> • 

Nosso objet-ivo agor-a será o de obt-er o vet-or w 

para que a mat-riz ort-ogonal p<n-t> aja sobre A<n-t>. at-ravés 

da t-ransformação de semelhança 

(4. 4.1) 

afim de que A<n- 2 > lenha zeros na sua n-ésima coluna e linha 

for-a das posições t.ridiagonais. 

5eja o vet-or- unit.ár-io w da forma 

(4. 4. 2) 
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em consequência, 

p< n-1 > = 
-2wn- z W1 

-2wn-1 \1/1 

o o 

o 

-2wn- z ""n-1 O 

1-2wn_ 1 O 

o 1 

c 4.. 4. 3) 

Assim por C 4. 4. 1) t..emos que a n -és i ma coluna 

de A<n- 2 > é dada por 

< n- Z> < n-1 > < n-1 > < n-1 > 
a1n = C1-2w1

2 )a1 n 2w1 Wzazn 2w1 ""n-1an-1n 

< n- Z> < n-1 > < n-1 > < n-1 > 
azn = - 2wzw1ain + C1-2w2

2 )azn - 2wzwn-1 an-1 n 

< n- Z> ( n-1 > < n-1 > < n-1 > 
an-zn = GWn-zWt ai n GWn-zWzazn - 2wn-z""n- 1an-1n 

< n- Z> < n-1 > < n-1 > < n-1 > 
an-1n = 2wn-i wi ai n 2wn-1 wzazn . + C1-2wn-12)an-1n 

< n- Z> < n-:t> 
ann = ann 

(4. 4. 4 ) 

Mas os el ement..os !"ora da diagonal na úl t..i ma 

coluna de ~n- 2 > devem ser t..odos nulos, excet..o o element..o da 

< n-z > 
diagonal superior a diagonal principal, ou s eja. an-tn . De 

C4.4.4) t..emos ent..ão que 



< n- 2 > < n- t > 
a1n = a1n 2w1 h = o -

( n- z> < n-1 > 
azn = azn - 2w2 h = o 

C4. 4. 5) 
< n- z > < n-1 > 

an-zn = an-Zn 2wn-zh = o 
( n- z > < n-1 > 

an-1n = an-1n 2wn_ 1 h = s. 

onde 

< n-1 > < n-1 > < n-1 > 
(4. 4. 6) 

Mas pela condição (4.3.2) ~emos 

C4. 4. 7) 

Essas equações são suficien~es par-a 

de~er-minar-mos o ve~or- w e ~ambém s. Elevando ao quadr-ado as 

equações de C4.4.5) e adicionando- as ~emas 

< n- Z> < n-Z> < n- 2 > 
Cai n )2 + Cazn )2 + + (an-1 n )2 = 

< n-1 > < n-1 > < n-1 > 
= Cai n )2 + Cazn )2 + + Can-1 n )2 = s2 C4. 4. 8) 

Vemos assim. que a soma dos quadr-a dos dos 

el emen~os não diagonais da úl ~i ma coluna é i nvar- i an~e. E 

como 

< n- 2> 
akn =O. k=1.2 • . ..• n-2. (4.4.9) 
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obtemos 

< n- z > 
an-1n 

< n-1 > 

[
n-i <n-1> ]t/2 

= s = ± E C ak n ) 2 
k=1 

De (4.4.5) vem que 

an-in - 2Wn-1h = S . 

(4. 4.10) 

(4.4.11) 

A condição C4.4.9) nos leva às equações 

< n-1 > 
akn (4. 4.12) 

Multiplicando C4. 4.11) por wn-t e cada uma das equações 

C4.4 . 12) pelos correspondentes wk e adicionando as equações 

resultantes obtemos 

(4. 4.13) 

Utilizando novamente a condição de 

normalização wTw = 1 e a equação C4.4.6) obtemos 

h = -swn-t. (4. 4.14) 

Das equações (4.4.11) e (4.4.14) resulta que 
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< n-1> l] 1 /Z 
an-1n 

s 
(4. 4. 15) 

Então (4.4.14) nos dá o valor de h e, 

:finalmente por C4. 4.12) lemos os valores de w1 ,wz, ... ,wn-z 

que são dados por 

, k=1 , 2 , ... ,n-2. C4. 4. 16) 
2h 

Em (4.4.10) o sinal de s é escolhido a :fim de 

< n-1 > 
ser o mesmo de -an_ 1 n para que não haja, em C4. 4.15), 

nenhuma perda 

< n-1 > 

de sentido no radicando. Mas como 

an-in = ~n- 1 e estamos considerando ~n- 1 positivo devemos 

~ornar s negativo. 

De acordo com (4.4.5) lemos que 

[ 
< n-1 > < n- 1 > < n-1 > < n- 1 > o] a 1 n azn an-Zn an-1n 

wT = . . . . 
2h 2h 2h 2h 

Porém de acordo com C4.4.14) 

podemos reescrevê-lo como 

< n-1 > 
azn 

< n-1 > 
an-Zn 
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< n-1 > 
an-1n - s o] 

- s 

• 

(4. 4.17) 

e C4. 4. 15) 

(4. 4.18) 



onde 

1 
J..l = (4 . 4. 19) 

[ 
<n-1> ]1/2 

2sCs-an-tn ) 

Portanto. a última coluna de A< n- 2 > lerá a 

~arma desejada desde que o vetor unitário w da matriz 

~ransformação p<n- 1 > seja dado por (4. 4.18). Como A<n- 2 > é 

si mélr i c a. a sua úlli ma 1 i nha também ler á a mesma for ma. 

onde 

< n- Z> < n-1 > 
ann = ann 

< n-Z> < n- Z> (4. 4. 20) 

an-1n = ann-1 = S. 

Continuando a reduç~o de B = A< n-t > a forma 

~ridiagonal. observemos que a próxima etapa é completamente 

análoga a esta. 

Definimos 

p< n-2> = I - 2wwT • (4.4.21) 

onde w é um velar unitário com suas duas últimas componentes 

iguais a zero. Logo, a transformação 

A< n-9> = p< n-2> A< n-2> p< n-2> T • (4.4.22) 
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não alt.erá a últ.ima coluna e linha de A' n- 2 >. afet-ando 

soment-e a submat.ri z definida pelas n -1 primeiras colunas de 

A' n- 2 > • Port.ant.o os element-os do vet-or w são defi n idos 

analogament-e aos correspondent-es a w na et.apa ant-erior, ou 

seja. é da forma 

< n- Z > 

an- zn - 1 -s o o]. (4. 4. 23) 

com 

1 
J-l = (4. 4. 24) 

[ 
< n - 2 > ) t /2 

2sCs - an-zn- 1 ) 

[
n -2 <n-2> )t /2 

s = ± E Cakn-1 )2 . 
k =1 

(4. 4. 25) 

Desse modo as r últ-imas colunas e linhas de 

A<n- r -t> são da forma t.ridiagonal. Ent.ão 

A< n - r - 2 > = p< n- r - t > A< n- r - t > p< n - r - t > T , (4 . 4 .26) 

onde a mat-riz t-ransformação p < n-r-t > é const.ruida a part-ir 

do vet.or unit-ário w. dado por 

wT = ~ a1n-r azn-r [ 

< n- r - 1 > < n - r -1 > < n-r-1> 
an-r-1n-r-s 
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c om 

1 
I..J = (4. 4. 28) 

[ 
<n-r-1> ]2./2 

2sC s-an- r - 1 n- r ) 

[ 
n- r- f. < n- r- 1 > ] 2. / 2 

s = ± E Cakn-r )2 
lc=:l 

(4. 4. 29) 

Essa t..ransformação não muda os aut..ovalores das 

duas maiores submat..rizes principais de A< n-r-u e a forma 

das suas úl t..i mas r colunas e 1 i nhas. Em consequênci a. as 

duas maiores submat..rizes principais de A< 1 > =A são da forma 

t..ridiagonal e semelhant..es as correspondent..es submat..rizes de 
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CAPITULO 5 

RECONSTRUÇÃO DE UMA MATRIZ DE JACOBI 

A PARTIR DE DADOS ESPECTRAIS 

5.1 - INTRODUÇXO 

Neste capitulo. como nos anteriores, 

conti nuaremos estudando a reconstrução de uma matriz de 

Jacobi, com a ressalva que este se di!'erencia dos demais 

pelos valores espectrais dados. 

Esta reconstrução !'oi desenvolvida por 

Gladwell (8) onde ele faz aplicações a um modelo !'isico. 

Consideremos a matriz de Jacobi de ordem n a 

ser reconstru1da. denotada por (1.2.1), sob a !'erma 

I 

I -bm I B o 
-------- - -1--- ----1 ----- --- --1 I 

A = -bm : am• t I -bm• 1 
I I (5.1.1) 

------ ----1-------1- --- ------
1 -bmH I 
I I 
I I 

o c 

onde B E Rmxm, C E RPXP e p = n-Cm+1). 
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n m 
Dadas as sequênci as C À\,) 1 • C J-l;,) 1 e 

sa~is~azendo as seguin~es desiguldades 

À1 < Àz < 
/-11 < 1-lz < 
Yt < Yz < 

< À.n 

< 1-lm 

< Yp • 

(5.1. ê) 

desejamos cons~ruir A de ~erma que Ã1 • Àz• ... , Àn sejam os 

seus au~ovalores. 1-lt • 1-lz • • · · • 1-lm cor responda aos 

au~ovalor· es de B, que é a subma~riz principal esquerda de A 

de ordem me y1 , Yz· ... , Yp sejam os au~ovalores de c. que 

corresponde a subma~riz principal direi~a de A de ordem p. 

Observemos que B e C, por sua vez, são 

ma~rizes de Jacobi de ordem me p, respec~ivamen~e. 

Há dois casos a se considerar: 

1~ - Quando os dois conjun~os de au~ovalores 
m p 

CJ.1;,) 1 e Cy;,) 1 s~o disjun~os. Se isso ocorre ~e mos 

' garan~ido a unicidade de cons~rução a ' menos de um ~a~or 

escalar. 

Quando exi s~e um ou mais pares 

(J-lj ,yk) idênticos, acarretando a coincidência também com os 
n 

au~ovalores de C/\;, ) 1 . Nes~e caso a recons~rução não será. 

única e a ma~riz resul~an~e dependerá. das escolhas ~ei~as no 

processo. 

Es~es dois casos serão vis~os com de~alhes nas 

seç~es subsequen~es, sendo que a recons~ruç~o de A recairá. 

nos mé~odos vis~os nos capi~ulos ê e 3, ou seja, poderá. ser 
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!eit.a at.ravés da sequência de polinómios ort.ogonais ou do 

algorit.mo de Lanczos. 
n 

Trabalharemos com a seguint.e not.ação: <P~CÃ)) 1 

corresponder á aos menores pr i nc i pai s esquerdos de C ÃI -A) e 
n 

{~(Ã)) 1 aos menores principais direit.os de CÃI-A). 

5.2 RECONSTRUÇÃO DA MATRIZ DE JACOBI ATRA~S DE 

POLI NOMI OS ORTOGONAl S 

m P 
Dadas as sequências (~~) 1 e Cy~) 1 ~ suponhamos 

que os seus element.os sejam dist.int.os ent.re si. Podemos~ 

dessa !erma, arrumar t-odos os element-os em ordem crescent-e e 
n-1 

os denot-amos por C{~) 1 

At-ravés das propriedades de mat-rizes de Jacobi 

t-emos que a desigualdade 

(5.2.1) 

é sat.i sf"ei t.a. 

Considerando as expansões de Laplace< 1 > para a 

mat.riz CÃI-A) as quais usando as m primeiras linhas ou as 

Cm+1) primeiras obt-emos 

(5. 2. 2) 

(1) - Ver ref"erência [17]. 
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Como 

n 
= n (À-À\.). 

\. :j_ 

m 
= n C À -f.li.) • 

i.= 1 

OpCÀ) = R (À-y\.). 
\.=1 

são os polinómios car-acter-isticos de A. 

(5. 2. 3) 

C5. 2. 4) 

C5. 2. 5) 

(5. 2. 6) 

B e c. 

r-espectivamente. temos par-a À = f.l\. que a equação C5.2.2) é 

dada por-

P n C f.l\. ) = - bm 2 P m- 1 C f.li. ) Op C f.li. ) • i =1 • 2. . . . • m • (5. 2. 7) 

e par-a À= Yi. a equação (5.2.3) é dada por-

(5. 2. 8) 

Do capitulo 1 sabemos que 

Op - j_ c y j ) ~ o • v j =1 • 2 • . . . • p • 
(5. 2. 9) 

pois B e C são matrizes de Jacobi. 
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Come y~ e ~j são di~eren~es V i.j. ~emcs que 

Op C ~i,) e P me Yi,) são não nulos de mede que. a menos dos 

~a~ores bm2 e bm+ 1
2 • as equações (6.2.7) e (6.2.8) ~crnecem 

Necessi~aremcs desses valores para reccns~ruir 

8 e C a~ravés de polinômios or~ogcnais con~orme explici~adc 

no capi ~ ul o 1 . Par a realizar ~ais r econs~r uções nos ~ al ~a 

apenas os pesos Cwi,) o e (Wi_)c usados no produ~o in~erno para 

gerar a sequência de polinômios or~ogonais. 

b 2 m 

Descreveremos a seguir a 

De C2.3.22) ~emcs que 

Mas C6.2.7) podemos escrevê-la como 

ob~enção dos pesos 

(6. 2. 10) 

(6. 2.11 ) 

Para veri~icarmos que os pesos são pcsi~ivcs 

suponhamos que l-li, ~em s r • s com valor menor e p-s cem 

valeres maiores, en~ãc por C6.2.1) ~emcs Ài,+s < l-li, < À~+s+i. 

desse modo 

77 



sinal C PnC J.l\. ) ) = c - 1 )f'- l- s;:. 

sinal C~(J.l\. )) = c -1) p- s;:. (5. 2. 12) 

sinal C P~C J.l\. )) = C -1 )m- l . 

Logo 

C5. 2.13) 

Assim B pode se~ consL~uida unicamenLe. 

No f i nal do p~ acesso os valo~ es de P m- 1 C 1-l\. ) 

se~ão conhecidos V i=1 , 2, . .. ,m, aL~avés da equação C2.3.21). 

sendo que qualque~ um desLes pode se~ subsLiLuido na equação 

(5.2.7) a fim de obLe~-se o valo~ de bm2 . 

A maL~iz C e o escala~ bm+i. 2 podem se~ 

~econsL~uidos de manei~a simila~. 

Conside~emos ago~a o segundo caso. onde 
m P 

exisLem valo~es idênLicos enL~e os conjunLos CJ.Jj) 1 e Crk)i.. 

SUponhamos que J..l j = rk . ; Mas po~ (5. 1. 2) 

podemos ~e o~ dena~ 1-lt • 1-lz • . . • • 1-l j - 1 • r 1 • r z • . . . • i" )c - 1 • 

j+k - Z 
denoLando-os po~ C(\.) 1 Pelas p~op~iedades de maL~izes 

de Jacobi Lemos 

Dessa fo~ma 

C5. 2. 15) 
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com 1 = j +k. 

Através das relações de recorrência 

(5. 2.16) 

(5. 2.17) 

as quais o s polinómios caraclerist.icos de uma mat.riz de 

Jacobi e de suas submat.rizes sat.isfazem. lemos que 

Derivando-se a equação C5. 2. 2) (ou a equação 

(5.2.3)) e fazendo À= Àt = ~j = rk ~emos 

Subst.iluindo (5.2.18) e C5 . 2.19) em (5.2.20) obt.emos 

Esla equacão ocupa o lugar das equações 

C5.2.7) e (5.2.8) para o aut.ovalor comum. 

Dividindo C5.2.21) por P~C~j)~Cyk) obt.emos 
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? m-1 C J-lj) = b 2 _____ _ 
m 

Op-1 Cyk) 
+ bm+12 ________ _ w = 

C5. 2. 22) 

Mas de acordo com a equação (5.2.10) 

(5. 2. 23) 

(5. 2. 24) 

Então (5.2.22) torna-se 

w = (5. 2. 25) 

Observemos que W é uma quantidade positiva. 

Para este caso podemos encontrar uma f'amilia 

de matrizes tridiagonais tendo os autovalores especi ficados. 

Escolhamos ~E co . n/2) e façamos 

bm2 Cwj)B = WCcoso0 2 • 

bm+ 1 2C~)c = WCseno0 2 . 

Obtemos. assim. 

C5. 2 . 26) 

as quantidades bm 2 C Wj ) 8 e 

bm+ 1 2C~)c que faltavam para realizar a construção de B e c. 

e o 



respec~ivamen~e. desde que os ou~ros pesos necessários para 

a recons~rução são ob~idos conforme o primeiro caso . pois 

não hâ coincidência de au~ovalores. 

Se houver mais de um par comum de au~ovalores 

esse procedimen~o deve ser seguido para cada um. 

Na e~apa !'inal do algori~mo de recons~rução. 

os polinómios Pm_ 1 (J.lj) e Op_ 1 Cyk) serão conhecidos de modo 

que bm2 e bm+ 1
2 podem ser encon~rados pelas equaç~es (5.2.7) 

e (5.2.8). respec~ivamen~e. aplicadas a um dos au~ovalores 

dist.in~os. 

5. 3 - RECONSfRUÇÃO DA MATRIZ DE J ACOBI ATRA ~S DO ALGORITMO 

DE L ANCZOS 

Seja o problema de au~ovalor de A dado por 

c A->--I ) X = o. 

Expressaremos ~al 

au~ove~ores normalizados 

respec~i vamen~e. 

Dessa !'orma ~emas 

o 
y< i.) 

m o p 
X = L: Pi. o + Xm+1 + L q · 

i-=1 1 j = 1 J 
o 

o 
o 

81 

problema em ~ermos dos 

o 

o 

p 
C z< u ) 

1 

z< J > 

de B e c. 

(5.3.1) 



onde 

P1 

[ x) = Pm (5. 3. 2) 

Xm+1 
q1 

qp 

cor-responde as coordenadas do aut.ovet.or x na base t·ormada 

pelos vet.ores 

[ 

~<t > ]· e m~ t [ : ] · 

O z< J > 

com i =1. 2, .. . , m 
j =1. 2, . . .• p (5. 3. 3) 

Aplicando a t.rans~ormação linear represent-ada 

por (Ã!-A) nos element.os da base, observamos que 

y.u 
CÃ!-A) O 

o 

= 

o 

o 

c À -/-li, ) y. l) 

b y ( l) 
m m 

o 

o 

, V í =1. 2 • ...• m; 
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(5. 3. 4) 

(5. 3. 5) 



o 
(Ã.l -A) = 

o 
z< J > 

o 

( i. ) 
bm+1.Z1. 

c À -n ) z < J > 

(5. 3. 6) 

Agora. escrevendo-os como combinação linear da 

nova base. ob'lemos que a ma'lriz que repr-esent..a a 

'lrans~ormação linear na nova base é dada por 

G = 

onde 

o 
o 

I 

I 
I 
I 
I 

À.-J..lm! 
---------- -------~-------~ ---------------

<:' I À,-~ I t t S1. -m 1 am+1. 1 1. P 
-----------------i-------~ -- ---- -- ------ -

1 t j_ : À.-y j_ o 
I I 
I I 
I I o 
! tp I Ã.-yp 

c:- . = b y ( l) 
- " m m " 

Logo o problema de a u tovalor t..orna-se 

o • I 
I 
I 

O I 
-.- I 
1\. J..lm l sm _________________ 1 __ __ __ _ 

51 · · · sm I À-am+1 
----------------- ~ -------

: ti 
I 
I 
I 
I 
I 

'l i tp 
--- ---------- --
Ã.-y 1 o 

o 
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(5. 3. 7) 

(5. 3. 8) 

= o. 

C5. 3. 9) 



Desta equação obtemos 

(À.-/-li. ) Pi. + Si_ Xm+ 1 = 0 

(Ã.-yj )qj + t.j Xm+1 = O 

i =1 . 2 •...• m 

j =1. 2 •...• p. 

Donde vem que 

Pi, = • V i =1 . 2 •... • m • 

t,j Xm+ 1 

= . v j =1 . 2 • ... • p . 

(5.3.10) 

(5. 3.11) 

(5. 3. 12) 

A Cm+1)-ésima equação do probl e ma de aut.ovalor 

C5.3.9) é dada por 

m 

E S · p · 
. " " "= 1 

obt.emos 

(5. 3. 13) 

Subst.it.uindo (5. 3. 11 ) e (5. 3 .1 2) em C5. 3 . 13) 

m 
. E 
"=1 

S· 2 

" 

Fazendo À.= À.k• V k =1 . 2 •... • n. t.em-se 

8 4 

(5. 3. 14) 



m S · 2 
\, 

.E----
~-=1 

p tj2 ) ()c) 

+ E ----- x,. 1 
j = 1 c À.k -y j ) 

m 
Pa~a o caso em que C~t) 1 

= o. (5. 3.15) 

p 
e Cyt ) 1 são 

dit'erentes, temos que x < k > m+ .1 -" O. V k =1 , 2. . . . , n , pois se 

Xm+i<k> =O teriamos que 

X < k> 
• .1 

~( )() 

= o. 

e isso acarretaria que 

(5. 3. 16) 

(6. 3.17) 

(5. 3. 18) 

ou seja, À.k também seria autovalo~ de B e C, o que não é o 

caso. 

Assim. de C5.3.14) temos para o primeiro caso 

que 
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m S · 2 
\. 

Cam•t -X.) + . E----
"=1 c À. -/-li,) 

t., . 2 
p J 

+ J. ~1 
(À.-yj) 

- o. C5. 3.19) 

quando À.= À.k• V k=1.2 •.. .• n. Escrevendo-a na ~orma racional 

Lemos 

m p m m p 
Ca À.) n (À.-J-1· ) n CX.-y - ) + ~ s- 2 n (À.-J-lk) n CX.-y · ) 

m+ 1 - . i- =1 " j=1 J i. ~1 " k= 1 j=1 J 

k;<:i, 
+ 

P R m E t.,.z CX.-yk) n CÀ.-J-1· ) 
i.=1 J k=1 i-=1 \. 

k~ j Pn(À.) 

+ = 

(!3. 3. 20) 

ou seja. 

m m 

i. ~1 si. 2 k: 1 C À. -1-lk) Op C À.) 

kõO'i. 
Cam+1 -X.) --------------- + + 

E t., . 2 R (À.-yk)p (À.) 
i.=t J k=1 m 

k ;o<' j Pn(À.) 

+ = 

(5. 3. 21) 

Logo lemos 
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c-- . 2 = 
-~. 

t.. . 2 = 
J 

Fazendo À=~~ em (5030 22) ob~emos que 

• i =1. 2. o o o • mo 

Analogamen~e para À = Yj ~emos 

• j =1. 2. o o o • po 

De acordo com C5o2o11) 

(50 30 22) 

(50 30 23) 

C5o3o24) 

(50 30 25) 

Dessa ~orma bm2 e bm+t 2 podem ser calculados, 

pois: 

m 
onde E Cwi. ) 8 = 1° 

~ = 1 

(50 30 26) 
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Da mesma f'orma 

p 
E t· 2 = 

j = 1 J 

F'E:á lo i slo, 

m . P 
obter Cym<l>) 1 e Cz1 <~> ) 1 . 

(5. 3. 27) 

pelas equações (5.3.8) podemos 

De modo que B e C podem ser reconslrui dos 

usando o algoritmo de Lanczos, conf'orme o capitulo 3 

descreve. 

Consideremos 

~jq = Ykq = ~lq · 

f"(~) 

Então 

m* 
- C am+ 1 - ~) + l: 

\.= 1 

S· 2 

" 

t...em como raizes os Cn-r) 

agora que 

t,. 2 

" 

existem 

r 

r pares 

(5. 3. 28) 

p* 

+ E----"= J. + E 

aulovalores ~-
" 

q=J. (~-11· ) 
r-Jq 

(5. 3. 29) 

não degenera dos. 

Sendo que o * si gni f' i ca que f' oi omiti do do somatório os r 

t...ermos: i = jq Cq = 1 . 2 • ... ,r) . 

Assim . são calculados como no caso 

anterior e os valores dos modos degenerados. 

são calculados como na seção anlerior. islo é, 
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w = -q 

Escolhemos cxq € CO. n/2) de f'or·ma que 

C5. 3. 30) 

Sjq2 = Wq(COSO<q) 2 , 

~kq 2 = WqCsencxq) 2 . 

(5. 3. 31) 

Ficando assim S· 2 
J q e det.er minados 

V q =1. 2, ... , r . 

Das equaçe5es (5.3.26) e (5.3.27) obt.emos bm2 e 

bm ... 1 
2 como !'unções dos parâmet-ros <exq}, mas observemos que 

m 
Assim, novament-e por (5. 3.8) obt.emos Cym<l>) 1 

p 
e Cz1 <l>) 1 . Podemos ent.ão calcular B e C usando o algorit-mo 

de Lancz os. 
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CAPITULO 6 

APLICAÇÃO DOS MÉTODOS DE RECONSTRUÇÃO DE UMA 

MATRIZ DE JACOBI A UM SISTEMA VIBRACIONAL 

6.1 - INTRODUÇXO 

Este capitulo trata de uma aplicação às 

reconstruç~es ~eitas até aqui. Descreveremos um modelo 

f"isico vibracional bastante simples que consiste de um 

conjunto de massas conectadas por molas. 

Nas seç~es 6.1 e 6.2 serão ~eitas com detalhes 
.. 

as descri ç~es da equação do movi mente desse modelo e a 

relação linear existente entre a ~unção entrada (~unção 

f"orça) e a ~unção saida (~unção resposta). respectivamente. 

Estas seç~es basear-se-ão nos autores [2J. [3]. [19] e [211. 

A seção 6 . 3 tratará da reconstrução do sistema 

vibracional através dos pólos e zeros da ~unção f"requência 

resposta. sendo que esta será única quando a ~orça. que 

consideraremos do tipo senoidal. ~or realizada em dos 

extremos do sistema. Neste caso os pólos produzirão os 

autovalores da matriz de Jacobi A a ser reconstruida. 

90 



enquant.o os zer·os cor-responderão aos aut.ovalores da 

submat.riz principal direit.a ou esquerda de A de ordem n-1. 

Os mét.odos numéricos que abordam est.e caso 

:foram descri t.os nos capi t.ulos 2, 3 e 4 onde t.odos eles 

consideraram a submat.riz principal de A como sendo a do 

lado esquerdo. isso cor-responde ao caso em que a força é 

aplicada na últ.ima component.e do sist.ema. Mas a reconst.rução 

é análoga quando da aplicação da força na primeira 

component.e. 

Porém. quando for realizada uma força em um 

pont.o int.erior do sist.ema , a reconst.rução da mat.riz de 

Jacobi será única soment.e se o pont.o de aplicação não é um 

nado de algum aut.omodo. i st.o é. se a aplicação não se dá 

numa posição em que a componente de um autovetor associado a 

aut.ovalores de A for nula. 

Nessas duas sit.uações a reconstrução do 

sistema é feita usando os métodos descrit.os no capitulo 2 e 

3, ou seja, através de polinômios ort.ogonais ou do algoritmo 

de Lanczos, com modificações adequadas. 

A parti r da mat.r· i z A procedemos a obt.enção 

das matrizes de inércia e de rigidez do sist.ema vibracional 

em questão. 

6.2 OBTENÇ~O DA EQUAÇ~O DE MOVIMENTO DE UM SISTEMA 

MASSA-MOLA 
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Consideremos um sis'Lema de vibração 

massa-mola bas'Lan'Le simples com n graus de liberdade, como 

mos 'L r a a f i gur a 6. 2. 1 . As n massas es'Lão conect-adas por 
n 

molas lineares de rigidez (kr) 1 e o conjunt-o se encont-ra em 

uma linha re'La sobre uma superficie horizont-al lisa. 
r. 

Denot-emos por ( qr) 1 os desl ocamen'Los realizados pelas n 
n 

par'Liculas e (~) 1 as massas das mesmas. 

• • • 

FIGURA 6.2.1 - n massas conect-adas por molas 

Um sis'Lema mecânico es'Lâ sujeit-o a dois 'Lipos 

básicos de vibração: V i. braçêf.o ~ i vre que é o movi men'Lo 

periódico que se observa quando o sis'Lema é deslocado da sua 

posição de equi 1 i brio es'Lá 'Li co. As forças a'Luan'Les são: 

força da mola, força de a'Lri'Lo e peso da par'Licula. 

Consideremos que no sis'Lema acima não exist-e força de a'Lri'Lo 

e o peso das par'Liculas não int-erfere. Por'Lan'Lo, a única 

força a'Luan'Le nele, em termos de vibração livre, é a força 

da mola. 

- VibraçdD forçada ocorre quando forças 

externas atuam sobre as particulas do sis'Lema durante seu 

moviment-o de vibração. Denot-emos as forças externas por 

92 



n 
[F r C t_)] 1 

As equações de moviment-o para o sist-ema podem 

ser obt.i das a part-i r das 1 eis de movi menlo de Newton. 

Aplicando-as ao sistema lemos 

r=1, 2 • ... , n-1 (6. 2.1) 

(6. 2. 2) 

onde • denot-a di~erenciação em relação ao lempo. 

A lei de Hooke a~irma que as ~orças das molas 

são dadas por 

r =1. 2, ... • n . (6. 2. 3) 

O extremo esquerdo do sistema estâ ~ixo. então 

(6. 2. 4) 

O sistema vibracional considerado tem bast.ant.e 

import-ância na Engenharia, embora seja o modelo discret-o 

mais simples possivel de uma hast-e vibrando 

longit-udinalmente. 

As equações (6.2.1) - (6.2.4) t-ambém podem 

descrever vibrações de lorção de um sislema, como moslra a 

:figura 6. 2. 2. onde qr , kr e ~ são i nt.erpret.adas como 

relação lorsional, rigidez torsional e momento de inércia, 
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respec~ivamen~e. Tal sis~ema discre~o proporciona um modelo 

simples para as vibrações de ~orção de uma has~e com 

dis~ribuição con~inua de inércia e rigidez. 

I /\\~ 1 \ ==t).)q" / I ' I 

k1 
) m2 

I - -- - - mn)) / m1 
I I J j \ I 

I I I '\ \ J V_) J 

\L 

FIGURA 6.2.2- Um sis~ema vibrando ~orsionalmen~e 

Um ~erceiro sis~ema. o qual é ma~ema~icamente 

equi val en~e as equações (6. 2.1) - C6. 2. 4). é o movimen~o 

transversal de um fio. como mostra a figura 6.2.3. que es~â 
n 

es~icado por uma tensão Te carregado por massas (~) 1 . De 

acordo com a suposição de vibração infini ~esimal. o fio 

par~e com um afas~amen~o mui~o pequeno da posição de 

equilibrio. en~ão a equação governan~e do movi men~o da massa 

1nr pode ser ob~ida pela consideração da figura 6. 2. 4 A 

equação do movimen~o de Newton produz: 

1nr qr = F r + Tsen ~ • 1 - Tsen ocr (6. 2. 5) 

(6. 2. 6) 

onde: 
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e r = Tsen ~ = k r C qr -qr _ 1 ) • k r = T /l r (6. 2. 7) 

A analogia do ex~remo livre para o 1io é que o 

úl~imo segmen~o des~e es~á preso a um anel de massa 

desprezivel. o qual pode deslisar sobre uma has~e verLical 

lisa. 

q~ q n 

_! -----_l_ -----_l_ -- --- ---- -

FIGURA 6.2.3- n massas sobre um ~io esLicado 

T 

nç--- -7~:±J_ 

qr 

l 

FIGURA 6.2.4 -As forças agindo sobre a massa~ 

Para expressar as equaçeses C6. 2. 1) e C6. 2. 2) 

na ~erma maLricial usamos (6.2.3) e obtemos 

(6. 2. 8) 
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(6. 2. 9) 

as quai s produzem 

lnt o o qi :L +kz -kz o qi 1 

o mz qz -kz kz +ka qz F'z 
= + 

o -kn 

o Tnn qn o -kn k n qn F'n 

C6. 2.10) 

Podemos escrevê-la como 

Mq + Kq = F'Ct..) • (6. 2. 11) 

onde q é chamado vet..or função respost..a de deslocament..os e as 

mat..rizes M e K são denominadas mat..riz inércia e mat..riz 

rigidez do sist..ema, respect..ivament..e. Observemos que ambas, M 

e K, são simét..ricas Cest..a é uma propr;iedade das mat..rizes 

correspondent..es a qualquer sist..ema conservat..ivo) . Nesse 

sist..ema. em part..icular. a mat..riz M é diagonal enquant..o K é 

t..ridiagonal e ambas são posit..ivas-de~inidas<~> · 

6 . 3 RELAÇÃO LINEAR ENTRE A PUNÇÃO FORÇA E A F UNÇÃO 

RESPOSTA 

(1) -Ver re~erência [22J. 
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Suponhamos que seja aplicada uma força 

senoidal FC t.) = Fsen wt. na C m+1) - és i ma massa do si st.ema 

Cm=0.1 •.. .• n-1). 

Temos ent..ão 

Mq + Kq = Fsen wt.. • 

com 

F = 

o 

f m+i 
o 

o 

(6.3.1) 

(6. 3. 2) 

Analisemos agora. a forma da solução de 

C6. 3.1). A equação diferencial matricial dada em C6. 3.1) é 

semelhant-e a equação diferencial ordinária 

m---- + ky = fsen wt.. • (6. 3. 3) 

na função yCt.). Pode ass im. ser demonst-rado que a solução 

geral de (6. 3.1 ) é formada pela soma de uma função 

complement-ar e de uma função part-icular. A função 

complement-ar é a solução geral da equação homogênea 

Mq + Kq = o. repr- esentando a vibração livre do sist-ema. Por 

sua vez. a função part-icular é uma solução qual quer da 
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equação (6.3.1). sendo que esta ~ep~esenta o movimento 

!'o~çado do ~i ~tema. P~ocu~amos então uma solução tendo a 

!'o~ ma 

q = = sen wt = Xsen wt C6. 3 . 4) 

onde os Xr•s são constantes e rep~esenlam as amplitudes dos 

deslocamentos no movimento harmónico e a ~~eqtiência 

mesma da !'o~ça exte~na. 

w é a 

Dif'e~enciando (6.3.4). temos q = - w2 Xsen wt e 

substituindo-a juntamente com C6.3.4) em C6.3.1). obtemos 

CK-w2 MDX =F . C6.3.6) 

Sendo CK-w2 MD uma mat~iz ryão singul a~ podemos 

esc~evê-la como 

(6. 3 . 6) 

Portanto. o veto~ q é dado po~ 

qCl) = CK-w2MD- 1 FCl) . (6. 3. 7) 

A equação acima exp~essa a ~elação linear 
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exist-ent-e ent-re a ent-rada F'(t,) e a saida q(t,). Seja 

HCw) = CK-w2 M:>- 1 (6. 3. 8) 

est-a mat-riz. na lit-erat-ura vibracional. é chamada mat-riz das 

~unç~es freqUências respost-as. onde cada H~ jCw) cor-responde 

a relação exist-ent-e ent-re a ent-rada na posição j e saida na 

posição i 

HCw) = 

De álgebra linear. t-emos 

adjCK-w2 M:> 

det,C K -w2 M) 

(6. 3. 9) 

6. 4 - RECONSTRUÇXO DO SISTEMA VI BRACI ONAL ATRA VE:S DOS PóLOS 

E ZEROS DA FUNÇXO FREQtffiNCI A RESPOSTA 

Como a ~orça exLerna é aplicada apenas na 

C m+1) -és i ma posição do si st.ema. analisaremos os pólos e 

zeros da função freqUência respost-a Hm+im+ 1 Cw): 

-Os pólos de Hm+im+ 1 (w) são obt-idos pela solução de 

det.CK-w2 M) = o. cujos valores são exat-ament-e os aut-ovalores 

do problema generalizado de aut-ovalor dado por 

CK-w2 M:>q = O • com q ?'! O . (6. 4. 1) 

- Os zeros. por· sua vez. são obt..idos a part..ir da 
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r· e solUÇãO de de 'L em• 1 = 0, Ol'lde em• 1 é a ma 'L r i Z de ordem l'l-1 

ob'Lida apar'Lir de CK-w2 M), 'Liral'ldo-se a Cm+1)-linha e 

C m+1) -coluna. Mas 'Lal solução é exa'Lamen'Le a mesma do 

problema generalizado de aut-ovalor dado por 

CK-w2 M:>q = O , com qm• 1 = O . (6. 4. ê) 

Assim, as ma'Lrizes K e M podem ser 

recons'Lruidas a par'Lir dos pólos e zeros da função 

freqüência respost-a Hm+tm+ 1 Cw) e, como vimos, es'Les são os 

aut-ovalores dos problemas generalizados C6. 4.1) e C6. 4. 2), 

respec'Li vamen'Le. 

Reduziremos (6.4.1) a forma usual, escrevel'ldo 

M = M1 /2M1 /2 

u = M1/2q 

À :; (1.)2 

o problema de aut-ovalor 'Lorl'la-se 

CA-ÃI)u = O • com u ~ O , 

ol'lde 

A = M- 1 /2 KM- 1 /2 

C6. 4. 3) 

(6. 4. 4) 

(6. 4. 5) 

Devido a forma part-icular das mat-rizes de 

i l'lér c i a e r i gí dez , 'Lemos que A cor r· esponder á. a uma ma 'L r i z de 
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Jacobi, con!orme de!inida no capitulo 1. Além disso. será. 

uma matriz positiva definida. 

~ando for aplicada uma !orça nos extremos do 

sistema os pólos da função frequência resposta 

corresponderão aos autovalores da matriz A e seus zeros . por 

sua vez, serão os autovalores da submatriz principal de A de 

ordem n-1. Se a força for aplicada em q 1 , teremos que estes 

serão os autovalores da submatriz principal esquerda. ou se 

f·or no outro extremo, qn. serão autovalores da submatr i z 

principal direita. 

Com esses dois conjuntos de autovalores 

podemos reconstruir a matriz A unicamente, a menos de um 

!ator escalar, através dos métodos vistos nos capitules 2, 3 

e 4, ou seja, utilizando polinómios ortogonais, o algoritmo 

de Lanczos ou transf'ormações de Householder, 

respectivamente. 

Se a f" orça f'or aplicada na C m+1) -ési ma 

coordenada, onde m=1,2, ... ,n-2, isto é, em um ponto 

interior. temos como anteriormente que os pólos da função 

f'requência resposta corresponderão aos autovalores de A. 

Quanto aos zeros, sabemos que estes serão os autovalores do 

pr-oblema CA-Ã.I)u = O, com um+i = O. 

Consideremos A sob a !erma 
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B I I o I -bm I 
I I 

----- - ----1 -------1 --- - - ---- -
I I 

-bm I 
am+ 1 

I -bm+1 A = I I (6. 4. 6) 
I I 

--- - --- ---1 -------1 - - --- -- - --
I 

-bm+1 
I 

o I I c I I 
I I 

onde B E Rmxm C E Rn-m-1xn- m-1. 

Subs~i~uindo-a na equação de au~ovalor ob~emos 

B - ÃI 

o 

I o -b l 
-----~--- : ----------

-" I b am+ 1 1\. I - m+ 1 

---------1----------
-bm+i l 

I 
I 

C - ÃI 

onde u• E Rmxi e u•• E Rn - m-ixi_ 

u• 

o = o. 

u• • 

De acordo com C6.4.7) ob~emos que 

CB-Ã.I)u• = O, 

C C-Ã.I) u • • = O. 

(6. 4. 7) 

(6. 4 . 8) 

Assim os zeros da :função :frequênci a respos~a 

produzem os au~ovalores do sis~ema :forçado. is~o é, eles 

corresponderão aos au~ovalores de um ou ou~ro sis~ema CB ou 

C). 

Di:feren~es manei ras de :fixar os autovalores do 

sistema :forçado B ou C conduzirão a di:feren~es soluç~es. 

Após terem sido escolhidos . temos como dados os autovalores 
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n m n-m-1 
C À.\.) 1 • C J...li.,) 1 e C r\) 1 de A. B e C. respect..i vament..e. 

sendo que t..ais conjunt..os sat..is~azem as desigualdades 

À\. ~ À. j • v i ~ j • 

~i., ~ J...lj • v i ~ j. (6. 4. 9) 

v i ~ j. 

pois A. B e C são mat..rizes de Jacobi. 

Hà dois casos possiveis: 

a O sist..ema forçado não t..em nenhuma 
m n-m- 1 

f'r equênci a nat..ur al dupla. i st..o é. os C J...lt ) 1 e C n) 1 são 

di st..i nt..os. Se eles ~orem arrumados em ordem crescent..e e 
n-1 

reclassificados como Ca\.) 1 • sat..isfazem 

À. i. < ai. < À. i.. + 1 • V i =1 • 2. . . . • n -1 . 

Isso é equivalent..e a afirmar 

aut..ovet..or u<L> de A t..em um nodo em um+ 1 • ist..o é, 

( i. ) 
um+ 1 ~ O • V i =1 • 2. . . • n. 

(6. 4 . 10) 

que nenhum 

(6.4.11) 

b - Um ou mais pares são idênt..icos: suponhamos 

< " ) 
que J...lj e Yk sejam idênt..icos. Assim J...lj = Yk = À.~ e um+ 1 = o. 

onde 1 = j + k. 

Nest..e caso. a reconst..rução de A quando da 

aplicação de uma força no int..erior do sist..ema não é única e 

foi descrit..a no capitulo 5. 
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A segui~ desc~eve~emos a ob~enção das ma~~izes 

K e M a par~i~ da ma~~iz A. 

Consideremos o compo~~amen~o es~á.~ico do 

sis~ema vibracional da figura 6.2.1 Se uma força 

concen~rada f 1 =k 1 é aplicada ma massa m1 en~ão somen~e a 

mola k1 será. es~icada e, por unidade. Como o e~~emo di~ei~o 

li~e ~odos 

uni~á.rios. is~o é. 

q = 

1 
1 

1 

Pela 

os deslocamen~os 

equação (6. 2.10) 

deslocamen~os são dados por 

Kq = 

das massas serão 

(6. 4.12) 

~emos que os 

(6. 4. 13) 

Essa equação é equivalen~e a 

Au = (6. 4. 14) 

o 
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e de acordo com (6.3.6) sua solução deve ser 

u = M~ /2 q = C m1 t /2 Ttlz ~ /2 C6. 4.15) 

Começando a part.ir de qualquer valor 

considerado para un = mn~ / 2 podemos resolver o conjunt.o 

t...r i diagonal de equações C 6. 3. 8) sem conhecer o valor de 

r~- 1 /2 k 1 e. assim, deduziremos os 'lermos rest.ant.es ~t/2 

C r =1 • 2. . . . • n -1 ) . Se conheci da a massa t.ot.al m podemos 

calcular 'lodos os mr. 

se os 'lermos fora da diagonal principal de A 

forem negat.ivos. os m· t/2 
I. encont.rados serão posit.ivos e 

sendo est.es conhecidos, a mat.riz de rigidez t.ambém o será, 

pois 

K = Mt /2 AMt /2 . (6. 4. 16) 
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CAPITULO 7 

.; 

RESULTADOS NUMERICOS 

7.1 -INTRODUÇÃO 

Nest.e capi t.ula descl'evel'emas alguns exemplos 

numél'icos a fim de ilusll'al' os mét.odos descl'ilos nos 

capilulos 2. 3. 4 e 5. e complemenlal' a aplicação desles a 

um pl'oblema vibl'acional de molas. confol'me apl'esent.ada na 

capit.ulo 6. 

Nas exemplos que vel'emos a seguil' usal'emos os 

: 

dados de um sist.ema conhecido como dados iniciais pal'a o 

pl'oblema invel'so. de modo que o sist.ema l'econsll'uido possa 

sei' compal'ado com os l'esult.ados COI'l'elos. 

Considel'al'emos. pol' simplicidade. nas exemplos 

das seções 7.3 e 7.4. que os sist.emas massa-mola possuem as 

massas e os coeficienles de l'igidez com magnit.ude um. 

Todas as implement.ações ulilizadas 

realizadas num micl'ocomput.adol' IBM-PC AT 286 • onde o 

.algal'it.ma que faz a l'econst.l'uçãa de uma mat.l'iz de Jacabi 

all'avés de poli nómi os or logonai s foi implement.ada na 
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linguagem FORTRAN e no software MATLAB. Os outros dois 

métodos que fazem esta mesma reconstrução foram realizados: 

somente no MATLAB. 

Na seção 7.4 os dois exemplos ilustram o 

capi t,ul o 5. 

7 . 2 COMPARAÇÃO DOS RESULTADOS NUMERI COS DOS DIFERENTES 

METO DOS 

Mostraremos: nesta seção a reconst-rução de uma 

matriz de Jacobi da forma 

2 - 1 o o 
-1 2 - 1 o 
o 

A = C7. 2.1) 2 -1 o 
o -1 2 -1 

o o -1 2 

através dos três métodos estudados nos capitules 2 . 3. e 4. 

Analisaremos os resultados para matrizes de ordem 25. 50 e 

75. 

Os au"Loval ores: de uma ma t,r i z desse "Li po são 

dados por 

~L = 2C1 + cos8L)• 1=1.2 •.. . • n (7. 2. 2) 
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onde 

e" = 
i" 
n+i C7. 2. 3) 

E os au~ovalores da subma~riz principal de 

ordem n-1 de A são dados ~ambém pela ~6rmula C7.2.2) mas com 

ei. = • com i= 1. 2 •...• n-1. (7. 2. 4) 

Realizaremos a r-econstr-ução a par-~i r dessas 

duas sequências de au~ovalores u~ilizando as implemen~ações 

A1. A2 e A3 do apêndice A. que execu~am a recons~r-ução 

a~r-avés de polinómios or-~ogonais. algori~mo de Lanczos e 

t.rans~or-mações de Householder-. respec~ivamen~e. Tais 

implementações ~or-am r-ealizadas atr-avés do so~twar-e 

PC-MATLAB. com qua~or-ze casas decimais. 

Os algori ~mos ~ornecem aproximações para os 

valor-es das diagonais pr-incipais e os valores fora dela. 

cujo err-o mâximo e erro médio são mos~rados nas ~abelas 

7.2.2. 7.2.3 e 7.2.4. 

Para a recons~rução da ma~riz de Jacobi 

(7.2.1) a~ravés de ~ransformações de Householder ~ivemos que 

f"azer- uma escolha adequada dos sinais das componen~es da 

úl~ima coluna da ma~riz simé~r-ica B. da ~or-ma (4.2.3), par-a 

as difer-en~es ordens. Na ~abela 7. 2.1 cons~am as posições 

na úl~ima coluna de B que ~iveram de assumir valor- nega~ivo. 
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Estas são as medi fi c ações necessárias na implementação A3 . 

pois caso contrári o após a execução teremos apenas 

reconstruido uma matriz tridiagonal com os mesmos valores da 

matriz de Jacobi desejada . em valor absoluto. mas com si nais 

diferentes nas posições fora da diagonal principal. 

TABELA 7.2.1 

n Linhas da última coluna de B com componentes negativas 

26 2 . 3.4.7.9.10.14.16. 17.18.20.21.23 

50 

76 

n 

26 

50 

76 

1.2.3.4 . 6.7.9.10.12.13.18 . 19.20.21.29.31.32. 33.37. 40. 

41.43.44.46.48 

1.4.6.8.11.12.16.18, 21 . 22 . 23 . 24.26.27 . 28.29.30.33.46. 

46 . 47.48.62 . 63.64.66 . 67.68.60.61 , 64.66.69.71.73 

TABELA 7.2.2 

ERRO MAXIMO E ERRO MÉDIO NOS VALORÉS DA DIAGONAL 

PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUÇÃO 

f:: FEl TA A TRA VJ::S DE POLI NOM.I OS ORTOGONAl S 

Diagonal Fora Diagonal 
Flops 

Erro Máx. Erro Méd. Erro Máx. Erro Méd . 

1 . 0 X 1 o-1" 1. 0 X 1 o-1" 11130 

2.0 X 10- 14 1 . 1 25x1 o- 1 " 1.0 X 10-1" 1.0 X 10-14 54943 

2.0 X 1 o- 1 " 1 . 348x1 o-1 " 1.0 X 10- 14 1.0 X 1 o-s." 97180 
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n 

25 

60 

75 

n 

25 

60 

75 

TABELA 7.2.3 

ERRO MAXIMO E ERRO MeDIO NOS VALORES DA DIAGONAL 

P RINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUÇÃO 

ê:: FEITA A TRAVÉS DO ALGORITMO DE LANCZOS 

Diagonal Fora Diagonal 
Fl ops 

Err o Má.x. Erro Méd . Erro Máx. Erro Méd. 

1.0 X l0- 1 4 1.0 X 10- 1 4 72442 

1.0 X l0-14 1.0 X 1 0- 1 4 610024 

2 . 0 X l Q-1 4 1 . 185x1 o- 1 4 1. 0 X 10- 1 4 1 . 0 X 1 0 - 14 2380256 

TABELA 7.2.4 

ERRO MAXIMO E ERRO MeDI O NOS VALORES DA DIAGONAL 

PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUÇÃO 

ê:: FEITA ATRAVÉS DE TRANSFORMAÇõES HOUSEHOLDER 

Diagonal Fora Diagonal 
Flops 

Erro Máx. Erro Méd. Erro Má.x. Erro Méd . 

2.0 X 10-14 1 . 1 25x1 o- 1 4 1. 0 X 10- 14 1. 0 X 10- t 4 1486988 

3.0 X 10-1 4 1 . 125x1 o- 1 4 1.0 X 10-14 1.0 X 10- 14 24387742 

3 . 0 X 1Q- 1 4 1. 444 x1 o- 1 4 3.0 X i0- 1 4 1 . 1 29x1 o- 1 4 124474603 

O que se obs erva é que t.r a bal hando com o 

PC- MATLAB . com quinze digi tos signi :fi cat.i vos. o erro de 
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execução fica na décima quart.a casa decimal. port.ant.o muit.o 

pequeno. Para m.at.rizes de pequeno port.e . at.é ordem 20. 

prat.icament.e o erro não exist.e nas diagonais principais nem 

!'ora delas. 

~ando a reconst.rução é feit.a at.ravés das 

t.ransformações de Householder percebe-se que o erro máximo e 

o erro médio são maiores do que os out.ros mét.odos. Fazendo a 

reconst.rução at.ravés dessa rot.i na 'lemos a desvant.agem do 

t...empo de execução que é bem maior do que os out.ros dois 

mét.odos levam para reconst.ruir a mat.riz. Isso pode-se 

observar pelo número de operações realizadas em cada um 

conforme as t.abelas ant.eriores especificam. 

Nas t.rês implement.ações const.am o cá.lculo do 

erro máximo e do erro médio nas diagonais e fora delas. Mas 

os result.ados fornecidos pelo programa não puderam ser 

considerados aqui. pois o PC-MATLAB nos dá. esses erros 

considerando os valores ant.es da saida par-a quat.or-ze casas 

decimais. onde ocorre arredondament.o. Dessa forma as t...rês 

t.abelas foram mont.adas com base nos result.ados apresent.ados 

pelo comput.ador considerando quat.orze casas decimais. 

A rot.ina PC-MATLAB t.rabalha com o cá.lculo de 

mat.rizes que possuam no máximo 8088 element.os. Assim as 

implement.ações feit.as no PC-MATLAB podem realizar câlculos 

no máximo com mat.rizes quadradas de ordem 89. 
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7.3 - EXEMPLO NUMERICO UTILIZANDO A LI NGUAGEM FORTRAN 

Implemen~amos na linguagem FORTRAN o mé~odo de 

r·econs~rução de uma ma~riz de Jacobi da f"orma (7. 2. 1) 

a~ r a vés de poli nómi os or ~ogonai s • que corresponde ao 

programa A4 do apêndice A. Trabalhamos neste exemplo com 

precisão simples e com sete casas decimais . 

A tabela abaixo mostra o cálculo do erro 

máximo e erro médio para matri z es de ordem 25 . 50. 75 . 100 e 

125. 

n 

25 

50 

75 

100 

125 

TABELA 7.3 . 1 

ERRO MAXIMO E ERRO MeDIO NOS VALORES DA DIAGONAL 

PRINCIPAL E FORA DELA QUANDO A RECONSTRUÇÃO 

ê: FEITA A TRAVÊS DE POLI NOMI OS ORTOGONAl S 

UTI LIZANDO A LI NGUAGEM FORTRAN 

Diagonal Fora Diagonal . 
Erro Máx. Erro Méd. Erro Máx. Erro Méd. 

4.0 X 10- 6 1. 88 X 10- 6 1. o X 10-6 3.68 X 1Q-7 

7.0 X 10-6 2.5 X 10- 6 3.0 X 10-6 1. 052 X 10-6 

9.0 X 10-6 2.4 X 10- 6 4.0 X 10- 6 1. 54 X 10- 6 

9.0 X 10- 6 2.97 X 10- 6 5.8 X 10- 6 2.138 X 10- 6 

2.2 X 10-S 8.792 X 10- 6 1. o X 10- 5 3.804 X 10- 6 

Num primeiro momento ten~amos implementar essa 

reconstrução utilizando dupla precisão e trabal hando com 14 
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casas decimais, o mesmo número de casas usadas no PC-MATLAB 

do exemplo da seção 7.2. Verificamos que a saida dos 

au~ovalores da ma~riz a ser recons~ruiida e dos au~ovalores 

de sua subma~riz principal esquerda eram iguais aos 

aut-ovalores do exemplo ant-erior soment-e a~é a sext-a casa 

decimal na maior i a dos dados. fazendo com que a mat.r i z 

obt-ida no final da reconst-rução t-ivesse erros a part-ir da 

quint-a casa decimal. Observamos que est-a diferença ocorria 

devido a forma int-erna do cálculo da função cosseno na 

linguagem for~ran em relação ao soft-ware PC-MATLAB. Um senão 

nest-a dificuldade é que como est-amos usando dados iniciais 

de um problema inverso já conhecido, de forma a comparar os 

resul t.ados obt-idos com es~e . o cálculo dos aut-ovalores é 

feit-o pela fórmula (7.2. 2) mas na prát-ica as duas sequências 

de aut-ovalores são realment-e dados iniciais do problema. 

Como podemos ver na tabela 7.3.1, quando 

t-rabalhamos com sete casas decimais o erro se reduz 

consideravelment-e. 

Est-a implement-ação na linguagem FORTRAN t-em a 

vant-agem do fat-or t-empo, pois mesmo para mat-rizes de ordem 

100 ou maiores o cálculo é prat-icament-e imediat-o. Além 

disso , temos a possibilidade de escolha do número de casas 

decimais. Nest-a linguagem t-ambém podemos realizar a 

r·econst.rução de mat-rizes: de ordem maiores: do que o PC-MATLAB 

pode realizar. 

No exemplo nos limi t.amos ao cálculo de 

ma~rizes de ordem 125, pois para ma~rizes de ordem maiores 
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do que 130 ocorre overflow. Isso devido ao fa'Lo de que com 

se'Le casas: decimais: o cálculo dos: au'Lovalores a'Lravés da 

f 6r mul a C 7. 2. 1) produz val ores r epe'Li dos • o que não pode 

ocorrer. 

7 . 4 - EXEMPLOS NUMeRICOS APLICADOS A UM MODELO VIBRACIONAL 

Consi der· e mos como prime i r o exemplo um si s'Lema 

vibracional massa-mola. conforme descri'Lo no capi'Lulo 6 . de 

ordem 16 cujas massas: 'Lem magni 'Lude 1 e as molas possuem 

rigidez uni'Lária. Suponhamos que seja aplicada uma força na 

sé'Lima posição provocando um cons'Lrangimen'Lo para que nes'La 

posição não ocorra deslocamen'Lo. 

Como novamen'Le usaremos dados de um si s'Lema 

conhecido como dados iniciais para o problema inverso a fim 

de que o si s'Lema r econs'Lr ui do possa ser comparado com os 
: 

r e sul 'Lados cor r e 'Los. Descrever e mos a segui r a ob'Lenção dos 

aut.ovalores de A e de suas subma'Lrizes principais esquerda e 

direit.a. B e C respec'Livamen'Le. cujas ordens s:ão m=6 e p=9. 

Sabemos do capi'Lulo 6 que os au'Lovalores de A 

correspondem as frequências na'Lurais do sis'Lema vibracional. 

Assim a equação (6.2.10) 'Lorna-se 
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1 o 
o 1 

o 

o 

o 
1 

q1 2 
.. 
qz -1 

+ 

.. o qn 

-1 o q1 

2 qz 
- O. 

- 1 

-1 1 qn 

(7.4.1) 

Nes~e caso a equação de au~ovalor (6.4.4) pode 

ser escri~a como 

onde À = w2 • pois m = k = 1. 

Observemos que as linhas de (7. 4.2) satis~azem 

a recorrência 

--'<r _1 + C 2-Ã) -'<r - Xr + 1 = O • r =1 • 2 • ... n. (7. 4. 3) 

A prime i r a das equações de C 7. 4 . 2) pode ser 

escri ~a nes~a forma desde que x 0 = O. Da mesma maneira, a 

úl~ima das equações de (7.4.2) pode ser escri~a na ~arma 

C7.4.3), desde que Xn+ 1 = Xn· 

Assim, as condições finais para a recorrência 

são 

X o = Xn + 1 - Xn · (7. 4. 4) 
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A fórmula de recorrência Lem como soluç~o 

geral 

Xy. = Acosre + Bsenre. C7.4.5) 

SubsLiLuindo-a em C7.4.3) enconLramos que e deve saLisfazer 

cosCr-1)e + cosCr+1)e = 2cosecosre = C2-À)cosre 

senCr - 1)e + senCr+1)e = 2cosesenre = C2-À)senre, 

isLo é, 

êcose = 2 - À. 

(7. 4. 6) 

(7. 4. 7) 

As condições finais serão saLisfeiLas se e 

somenLe se. 

A =O= senCCn+1)e) - senCne) = 2cosCCn+1/G)e)senCe/2).(7.4..8) 

De modo que os valores possiveis de e são 

e = ~k = 
Cêk-1) n 

2n+1 • k =1 , 2, ... , n 

cujos valores correspondenLes de À são 
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Os aut.ovalor-es de B são obt.idos a par-t.ir- da 

mesma análise par-a os aut.ovalor-es de A. mas com a r-est.r-ição 

de que Xm+i = O Cm+1 cor-r-esponde a posição em que a ~or-ça 

~oi aplicada). Assim podemos consider-ar- que a m+1-ésima 

massa est.á ~ixa em vez de livr-e. Desse modo. 

xm. 1 = AcosCCm+1)e) + BsenCCm+1)e). (7. 4. 11) 

Como Xo = O implica que A = O 'Lemos que 

m+i • k = 1 • 2 •.. .• m. (7. 4.12) 

Os aut.ovalor-es de C são obt.idos pela mesma 

~6r-mula dos aut.ovalor-es de A. pois as mat.r-izes A e C possuem 

a mesma ~or-ma. sua di~er-ença est.a na ordem. Logo 

• k =1 • ê • . . .• p. I 

i 
C7. 4 . 13) 

As implement.ações dos dois mét.odos que 

r-esolvem est.e caso encont.r-am-se no apêndice A e são A5 e A6. 

Par-a est.a r-econst.r-ução usar-emos A6. 

Assim par- a qua t.or- ze casas decimais os dados 

desejados são dados por-
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n 
-()..Í-)1 

0.00905615485383 
0.08101405277101 
0.22232910269015 
0.42789381051443 
0.69027853210943 
1.00000000000000 
1.34586407336516 
1.71537032345343 
2.09516383164749 
2.47151787101886 
2.83083002600377 
3.16011381914240 
3.44746807621014 
3.68250706566236 
3.85673586603215 
3.96385739452541 

m 
<1-lk) 1 

0.19806226419516 
0.75302039628253 
1.55495813208737 
2.44504186791263 
3.24697960371747 
3.80193773580484 

0.02727739319456 
0.24105249758702 
0.64543685674852 
1.19660915069406 
1.83484130905534 
2.49097097428160 
3.09389631624485 
3.57828101879279 
3.89163448340127 

Como os aut.oval ores dos t.rês espect-ros são 

t-odos dist.int.os a reconst-rução do sist-ema é única. 

2 -1 
-1 2 -1 

-1 2 
-1 

A = 

A mat.riz obt.ida é dada por 

-1 
2 -1 

-1 2 
-1 

o 

-1 
2 -1 

-1 2+€ 
-1 

-1 
2 -1 

-1 2 -1 
-1 2-€ -1 

. 
' 
o 

-1 2+€ -1 
- 1 2-€ -1 

-1 2+€ -1 
-1 2 -1 

-1 2+€ -1 
-1 1~ 

C7. 4. '1.4.) 
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Através do PC-MATLAB ver i f"icamos que os 

autovalore~ de C7. 4.14) são os me~mo~ do~ dados iniciais. 

Utilizando a implementação A7 que calcula as 

matrizes de inércia e de rigidez do sistema a partir da 

matriz de Jacobi A. 

Obtemos os seguintes resultados: 

1 +1 5€ 1 +1 3€ 1 +11 E 1 +9E 1+7€ 1+5E 1+2E 1+2E 

1 +2€: 1 +2€: 1 1 1-2€ 1-2€ 1-2€ 1 

1+16€ 1+14€ 1+12E 1+10E 1+8E 1+6E 1+4€ 1+2E 

1 +2€: 1+2E 1 +1E 1 1-E 1 -2E 1 -2E 1 -E 

~ando consideramos o cálculo das matrizes 

inércia e rigidez tomando os valores de A diretamente da 

implement.ação obt.emos os seguint.es valores para as 

component.es da matriz de inércia e de rigidez: 

n 1-€: 1-2€ 1-2E 1-3€ 1-4€ 1-5E 1-5€ 1-5€ 
{~}1 

1-4E 1-3E 1-3E 1-2E 1-3E 1-3E 1-3E 1 

n 1-E 1-E 1-2E 1-3E 1-3E 1-4€ 1-5E 1-5E 
.Cki.}1 

1-4E 1-4E 1-4E 1-3E 1-3E 1-2E 1-E 1-E 

Isto ocorre porque o sof"t.ware realizará. os 

cálculos internamente considerando mais casas decimais. 

f"azendo com que estes sejam dif"erentes dos valores esperados 

a partir da matriz (7.4.14). 
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Como um segundo exemplo consideremos um 

sis~ema de ordem 10 com massas uni~árias uni das por 10 molas 

com rigidez ~ambém uni~ária. Se a sex~a massa é cons~rangida 

para ler deslocamen~o zero. en~ão m = 5 e p = 4 . 

Os valores espec~rais com quatorze casas 

decimais são dados por 

0.02233834754974 
0.19806226419516 
0.53389625634035 
1.00000000000000 
1.55495813208737 
2.14946018717285 
2.73068204873279 
3.24697960371747 
3.65247754863199 
3.91114561157228 

0.26794919243112 
1.00000000000000 
2.00000000000000 
3.00000000000000 
3.73205080756888 

0.12061475842818 
1.00000000000000 
2.34729635533386 
3.53208888623796 

Como podemos observar exis~e um par de 

au~ovalores comuns nos espec~ros de B e c. acarre~ando assim 

' a igualdade com um au~ovalor de A, ou seja, ~z = rz = À4 . 

Nes~e caso a recons~rução não é única. Exis~e 

uma ~amilia de soluções. 

Como sabemos que bm e bm~t deverão ser um. o 

ângulo ~ deverá assumir um valor de ~erma que CcosoD2 = 3/7. 

A ma~riz de Jacobi encon~rada usando a 

implemen~ação A5 produz 
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2 -1 o o 
-1 2 -1 o 
o 

A = 2 -1 o C7. 4. 15) 

o -1 2 -1 

o o -1 1 

Observamos que a implement..ação produz 

exat..ament..e a mat..riz desejada. com saida de 14 casas 

decimais. Consequent..ement..e as mat..rizes inércia e de rigidez 

t..ambém serão as esperadas . 

Fazendo o cálculo dessas duas mat..rizes 

considerando os valores int..ernos no MATLAB obt..emos 

1 +4€ 1 +3€ 1 +2€ 1 +2€ 1 +€ 1 1 1 1 1 

1 +4~ 1 +4€ 1 +3€ 1 +ê€ 1 +€ 1 1 1 1 1 

No exemplo acima valores di~erent..es para o 

parâmet..r·o 0< produzem si st..emas de soluções di ~erent..es. as 

quais ent..ret..ant..o. possuem os valores espect..rais desejados. 

Como uma ilust..ração ~inal consideremos 

C cose() 2 = 19/20 e o si st..ema reconst..rui do a part..i r dest..e 

valor para a t..em a ~erma: 
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Valores da diagonal principal 

2.16904139433551 
1.84095860566449 
2.00000000000000 
2.23322683706070 
1.76677316293930 
2.00000000000000 
2.43712574850299 
1.56287426149700 
2.00000000000000 
1.00000000000000 

Valores da codiagonal 

-0.98727191637479 
-1.09046740940969 
-0.90048921649043 
-0.97242235807012 
-1.14200116754173 
-0.83416625041615 
-0.89940040026436 
-1.33288999721689 
-0.47265659343666 

Para est-e sist-ema verif"icamos que os 

autovalores da matriz reconst..ruida realmente coincidem com 

os valores dados. 

Nest-e caso as massas e os coeficient-es de 

rigidez encont-rados usando os valores int-ernos da mat-riz 

reconst.ruida são dados por 

3.86197636949616 
5.32272390821612 
4.47619047619046 
3.62965704416479 
5.83769841269837 
4.47619047619043 
3 . 11468263968252 
7.96238095238093 
4 . 47619047619046 
1.00000000000000 

122 

·: 

S. O 
{k\.)1 

' 3. 861'97636949515 
4.47619047619047 
5.32272390821611 
3.62966704416480 
4.47619047619044 
5.83769841269836 
3.11468253968261 
4 . 47619047619046 
7.96238096238092 
1.00000000000000 



echo on 

elear 

ele 

APÊNDICE A 

I MPLEMENTACAO A1 

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

UFRGS FEV 93 

Es~e programa ~az a recons~rucao de uma Ma~riz 

~ Jacobi a~raves de polinomios or~ogonais. sendo que a 

~ Ma~riz original e ~armada por 2 nas diagonais e -1 nas 

% outras duas diagonais adjacen~es. 

pause % Pressione qualquer ~ecla par~ continuar 

ele 

Ob~encao dos autovalores da matriz 

reconstruida e dos autovalores de 

% principal esquerda de ordem N-1. 

echo o~~ 

N = inputc•ordem da Ma~riz = •); 
f"orma~ long; 

V= zerosCN.1); 

U = zerosCN-1 .1 ); 

LB = zerosCN.1); 

MU = zerosCN-1.1); 
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f'or- i = 1: N-1 ; 

VCi) = 2 + 2*cosCi*pi/CN+1)); 

UCi) = 2 + 2*cos(i*pi/N); 

end; 

VCN) = 2 + 2*cosCN*pi/CN+1)); 

LB = ser- t,( V) ; 

MU = ser- t,( U) ; 

echo on 

LB % Aut.ovalor-es de A 

pause % Pressione qualquer- t.eela par-a eont.inuar-

ele 

MU % Aut.ovalor-es da submat,r-iz pr-incipal de A 

pause % Pr-essione qualquer t,eela para cont.inuar-

e le 

~ 

~ 

Fazendo a r-eeonst.r-ucao da Mat.r-iz de Jacobi. 

Aguar-de ... 

eeho of'f' 

Calculo dos pesos Wi a part.ir- de LB e MU 

w = zer-os( N .1); 

c = onesCN.N); 

D = onesCN.N); 

NUM = onesC1.N-1); 

DEN = onesC1 . N-1); 

f'or k = 1:N; 

f'or- i = 1: N-1; 

CCi.k) = LBCk) - MUCi); 

if' absCi-k) > O; 

DCi.k) = LBCk) - LBCi); 

end; 

·I 

124 



end; 

if N-k > O; 

IX N • k) = LBC k) - LBC N) ; 

end; 

end; 

for k = 1: N; 

NUMC: ,k) = prodCCC: ,k)); 

DENC: ,k) = prodCDC: ,k)); 

WCk,1) = NUMC: ,k)/DENC: ,k); 

end; 

X Os valores dos dois primeiros polinomios sao 

X gerados a par~ir de LB CPK e P) e BC1 , 1) e ob~ido 

AX = zerosCN ,1); 

P = zerosCN,1); 

PK = onesCN,1); 

B = zerosCN,N); 

for k = 1:N; 

AXCk) = WCk)*LBCk); 

end; 

BC1,1) = sumCAX)/sumCW); 

f'or j = 1:N; 

PCj) = LBCj) - BC1,1); 

end; 

Calculo dos ou~ros polinomios e dos elemen~os nao 

X nulos da ma~riz B Creflexao de A sobre a segunda 

X diagonal) 

PL = zerosCN,1); 

PM = zerosCN,1); 

Q = zeros( N-1 ,1); 

A = zerosCN,N); 

s = sumCW); 

for i = 2:N; 
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f"or k = 1:N ; 

PLCk) = WCk)*PCk)A2; 

PMCk) = LBCk)*PLCk); 

end; 

Q<i-1) = sumCPL)/S; 

BC i , i ) = sumC PM) /sumC PL) ; 

S = sumCPL); 

f"or j = 1:N; 

PLCj) = PCj); 

PCj) = CLBCj)-BCi,i))*PLCj) - QCi-1)*PKCj); 

PKCj) = PLCj); 

end; 

end; 

f"or k = 2:N; 

BC k -1 • k) = - sqr te QC k -1)) ; 

end; 

Obtencao da matriz A a partir de B 

AC N , N) = BC 1 • 1 ) ; 

f"or k = 2:N; 

ACN+1-k,N+1-k) = BCk,k); 

ACN+1-k,N-k+2) = BCk-1,k); 

AC N-k +2, N+1-k) = ACN+1-k. N-k +2); 

end; 

echo on 

f"lops 

echo of"f 

% A matriz CC3,N) representa os elementos nao nulos 

~ da matriz de Jacobi 

C = zerosC3,N); 

CC 1 • 1 ) = AC 1 • 1 ) ; 

CC 2 , 1 ) = AC 2 • 1 ) ; 
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f'or k = 2: N-1 ; 

f' o r i = 1 : 3 0 

CCi.k) = ACi+k-2.k); 

end; 

end; 

CC2.N) = ACN-1 .N); 

CC 3 • N) = AC N • N) ; 

echo on 

pause % 

ele 

Recons~rucao da Ma~riz de Jacobi concluida. 

Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

A 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

c 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

Calculo do erro maximo e do erro medio cometidos na 

% diagonal principal. Aguarde ... 

echo of"f" 

E = zeros:C N.1); 

F = zeros( N. 1 ) ; 

f'or i = 1:N ; 

i f" AC i • i) -= 2; 

ECi) = abs:CACi.i) - 2); 

end; 

end; 

F= sortCE); 

g = leng~hCf'indCF)); 
ERROMAXIDIAG = max(F); 

ERROMEDIODIAG = meanCFCN-g+1:N.1)); 

echo on 
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% Calculo concluido. 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

ERROMAXIDIAG 

ERROMEDIODIAG 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

% Calculo do erro maximo e do erro medio come~idos 

% nas duas diagonais adjacen~es a diagonal principal. 

% Aguarde ... 

echo of'f' 

L= zerosCN- 1.1); 

M = zerosCN- 1.1); 

'for i = 1: N- 1 ; 

i f' AC i • i +1) -= -1 ; 

LC i) = absC AC i • i +1) + 1 ) ; 

end; 

end; 

M = sor~(L); 

h= leng~hCf'indCMD); 

ERROMAXFORADIAG = maxCMD; 

ERROMEDIOFORADIAG = meanCMCN-h:N-1.1)); 

echo on 

% Calculo concluido. 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

ERROMAXFORADIAG 

ERROMEDIOFORADIAG 
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echo on 

clear 

ele 

IMPLEMENTACAO A2 

% DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

UFRGS FEV 93 

% Es~e programa faz a recons~rucao de uma Ma~riz de 

% Jacobi de ordem n. cujos elemen~os da diagonal 

principal devem ler valor 2 e os das diagonais 

% adjacen~es valor -1. A recons~rucao e fei~a a par~ir 

% de dados espec~rais u~ilizando o Algori~mo de Lanczos 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

' % Ob~encao dos Au~ovalores da ma~riz a ser recons~ruida 

% e dos au~ovalores da sua subma~riz principal esquerda 

echo of'f 

N = inpu~C"Ordem da Matriz = •); 
"forma~ long; 

V = zerosCN,1); 

U = zerosCN-1.1); 

LB = zerosCN.N); 

MU = zerosCN-1.N-1)> 

AX = zerosCN); 

BX = zerosCN); 

"for i= 1.: N-1; 

129 



VCi,1) = 2 + 2Mcos(iMpi/CN+1))~ 

UCi.1) = 2 + 2*cosCi*pi/N); 

end; 

VCN) = 2 + 2Mcos(NMpi/CN+1)); 

AX = sort,C V); 

BX = sor t,( tJ) ; 

LB = di agC AX) ; 

MU = diagCBX); 

e c ho on 

AX % Aut-ovalores de A CLB) 

pause % Pressione qualquer t-ecla para cont-inuar 

ele 

BX % Aut-ovalores da subma'lriz principal de A CMU) 

pause % Pressione qualquer t-ecla para cont-inuar 

ele 

Fazendo a rencons'lrucao da Ma'lriz de Jacobi . 

Aguarde ... 

echo of'f' 

elear U; 

elear V; 

X = zeros( N .1 ); 

C = onesCN . N); 

D = onesCN,N); 

NUM= onesC1,N-1); 

DEN = onesCl,N-1); 

f'or k = 1: N; 

f'or i = 1:N-1; 

CCi,k) = MUCi , i) - LBCk . k); 

if absCi-k) > O; 

IX i , k) = LBC i , i ) - LBC k • k) ; 

end; 
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end~ 

if" N-k > O; 

O(N,k) = LBCN,N) - LBCk,k)~ 

end; 

end~ 

f'or k = 1:N~ 
NUMC: ,k) = prodCCC: , k)); 

DENC: ,k) = prodCDC: ,k)); 

UDC k • 1 ) = NUMC : • k) /DENC : • k) ~ 

XCk,1) = sqrlCUDCk,1)); 

end; 

clear C; 

cl ear D; 

A= zerosCN,N); 

R = zerosCN,N); 

XNC: • N) = XC: , : ) ; 

f'or i = 1: N-1 ; 

ACN-i+1,N-i+1) = XNC: ,N-1+1)'*LB*XNC: ,N-i+1); 

RC: , N-1+1) = ACN-i+1,N-1+1)*XNC: ,N-1+1) - LB*XNC: ,N-i+1); 

1f i > 1 

RC: ,N-1+1) = RC: ,N-1+1)- ACN-i+1,N-1+2)*XNC: ,N-i+ê); 

end; 

ACN-i.N-1+1) = normCRC: ,N-1+1)); 

XNC: ,N-i) = RC: ,N-i+1)/ACN-i.N-i+1)~ 

end; 

AC 1 ,1) = XNC: ,1) • *LB*XNC: .1); 

f'or i ':: 1 : N-1 ; 

ACN-i ,N - i+1) ::- ACN-i,N-i+1)~ 

ACN-i+1,N-i) :: ACN-i,N-i+1)~ 

end; 

echo on 

f'lops 

echo of"f 

~ A matriz CC3,N) representa os elementos nao nulos 
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% da ma~riz de Jacobi 

C= zerosC3,N); 

CC1,1) == AC 1 ,1); 

CC 2,1) = AC2,1) ; 

f' o r k = ê:N-1; 

f'or i = 1: 3; 

CC i, k) = ACi+k-ê:,k); 

end; 

end; 

CC2,N) = AC N-1, N); 

CC3 ,N) = ACN,N); 

echo on 

Reconstrucao da Matriz de Jacobi concluida. 

pause % Pressione qualquer ~ecla para continuar 

ele 

A 

pause % Pressione qualquer tecla para con~inuar 

c:lc 

c 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

c:lc: 

Calculo do erro maximo e do erro medio come~idos: na 

% diagonal principal. Aguar de ... 

echo off 

E = zerosCN,1); 

F' = zeros C N , 1 ) ; 

for i= 1:N; 

i f AC i , i) -"'= 2; 

ECi) = absCACi,i) - 2); 

end; 
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end; 

F= sor-lCE); 

g = leng~hC~indCF)); 
ERROMAXIDIAG = maxCF); 

ERROMEDIODIAG = meanCFCN-g+1:N,1)); 

echo on 

X Calculo concluido. 

pause % Pr-essione qualquer- ~ecla par-a con~inuar

clc 

ERROMAXIDIAG 

ERROMEDIODIAG 

pause % Pr-essione qualquer- ~ecla par-a conlinuar

clc 

Calculo do er-r-o maximo e do er-r-o media cometidos 

% nas duas diagonais adjacen~es a diagonal pr-incipal. 

Aguar-de ... 

echo o~~ 

L= zer-osCN-1,1); 

M = zer-osCN-1,1); 

f'or- i = 1 : N-1 ; 

i f AC i , i +1 ) "'= -1 ; 

LC i ) = absC AC i • i +1 ) + 1) ; 

end; 

end; 

M = sor-~CL); 
h= lenglhCfind(M)); 

ERROMAXFORADIAG = maxCM); 

ERROMEDIOFORADIAG = meanCMCN-h:N- 1,1)); 

echo on 

Calculo concluido. 
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pause % Pressione qualquer lecla para continuar 

ele 

ERROMAXFORADIAG 
ERROMEDIOFORADIAG 
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echo on 

clear 

ele 

IMPLEMENTACAO A3 

~ DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

X UFRGS FEV 93 

X Es~e programa faz a recons~rucao de uma Ma~riz 

% ~ridiagonal a~raves de ~ransformacoes de Householder 

% sendo que com modificacoes adequadas nos sinais da 

% ul~ima coluna de B podemos recons~ruir unicamen~e a 

% ma~riz de Jacobi cujos elementos da diagonal principal 

% possuem valor 2 e os elemen~os das duas diagonais 

% adjacen~es e -1 

pause % Pressione qualquer ~ecla para continuar 

ele 

% Ob~encao dos autovalores da Matriz A a ser reconstruida 

X e dos autovalores de sua subrnatriz principal esquerda 

echo off 

N = inpu~c·ordem da Ma~riz = •); 
format long ; 

LB = zerosCN.1); 

MU = zerosCN-1,1); 

for i = i:N-1; 

VCi.1) = 2 + 2*cosCi*pi/CN+1)); 

UCi.1) = 2 + 2*cosCi*pi/N); 

end; 
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VCN.1) = 2 + 2*CosCN*pi/CN+1)); 

LB = sor'LC V); 

MU = sor'LC tD ; 

clear U; 

clear V· • 

echo on 

LB % Au'Lovalores de A 

pause % Pressione qualquer 'Lecla para con'Linuar 

ele 

MU X Au'Lovalores da subma'Lriz principal de A 

pause % Pressione qualquer 'Lecla para con'Linuar 

ele 

% Calculo da Ma'Lriz B sime'Lrica. Aguarde ... 

echo off 

B = zerosCN.N); 

c = onesCN.N); 

D = onesC N-1. N-1); 

A = zerosCN.N); 

NUM = onesC1 . N-1); 

DEN = onesC1.N-1 ) ; 

DELTA= sumCLB) - sumCMLD; 

f"or i = 1: N-1; 

BCi.i) = MUC i. : ); 

end; 

BC N. N) = DELTA; 

f"or k = 1: N-1; 

f'or i = 1: N; 

CCi.k) = LBC i.:) - MUC k.:) ; 

end; 

end; 
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f"or k = 1: N-1; 

f"or i = 1: N-1; 

i f abs:C i -k) > o-• 
r:x: i • k) = MUC i • : ) - MUC k • : ) ; 

end; 

end; 

end; 

T = zeros:CN-1 .1 ); 

f" o r k = 1 : N -1 ; 

NUMC: ,k) = - prodCCC: ,k)); 

DENC: , k) = pr-odC rx:: • k)) ; 

TC k , 1) = NUMC : • k) /DENC : • k); 

BCk,N) = sqr t.C TC k • 1)) ; 

BCN,k) = BC k, N); 

end; 

clear c-• 
clear- D-• 
clear- T-• 
clear- NUM; 

clear DEN; 

echo on 

X Calculo concluido. , 
' 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont.inuar

clc 

B 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont.inuar

clc 

X Transf"ormando a Mat.riz B em uma Mat.riz Tridiagonal 

X at.raves de t.ransf"ormacoes de Householder-. 

X Aguarde 

echo of"f" 

137 



f'or- j = 1: N-2; 

W = zer-osCN.1); 

P = zer-osCN.N) ; 

if' BCN-j.N-j+1) > O; 

s =- nor-mCBC1:N-j , N-j+1)); 

else; 

s = nor-mCBC1:N-j,N-j+1)); 

end; 

~ = sqr-~C2*S*Cs-BCN-j.N-j+1))) ; 

GAMA = 1 /'L; 

f' o r i = 1 : N -1 - j ; 

WCi,1) = GAMA*BCi ,N-j +1); 

end; 

WCN-j,1) = CBCN-j,N-j+1) - s) *GAMA; 

p = eyeCN.N) - 2*W*w·; 

A = P*B*P•; 

B = A· • 
end; 

A ma~r-iz CC3,N) r-epresen~a os elemen~os nao nulos 

~ da ma~r-iz ~ridiagonal recons~r-uida 

C = zeros:C3.N); 

CC 1 • 1 ) = AC 1 • 1 ) ; 

CC 2 • 1 ) = AC 2 • 1 ) ; 

f'or k = 2:N-1; 

f'or i = 1: 3; 

CCi,k) = ACi+k-2,k); 

end; 

end; 

CC2,N) = ACN-1,N); 

CC3,N) = ACN,N); 

echo on 

ele 

% Tr-ansf'or-macao concluida. 
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pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

A 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

c 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

X Calculo do erro maximo e do erro medio come~idos na 

X diagonal principal. Aguarde ... 

echo off 

E= zerosCN,1); 

F= zerosCN,1); 

for i = 1: N; 

i f AC i , i) ---= 2; 

EC i) = absC AC i , i) - 2) ; 

end; 

F= sort.CE); 

g = leng~hCfind(F)); 

ERROMAXIDIAG = maxCF); 

ERROMEDIODIAG = meanCFCN-g+1:N,1)); 

end; 

echo on 

X Calculo concluido. 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

ERROMAXIDIAG 

ERROMEDIODIAG 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 
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e l e 

Calculo do erro maximo e do erro media come~idos 

X nas duas diagonais adjacen~es a diagonal principal. 

X Aguarde ... 

e c ho of"f" 

L = zerosCN-1.1); 

M = zerosCN-1.1); 

f"o r i = 1 : N-1 ; 

i f" AC i • i +1) -v= -1 ; 

LC i) = absC AC i. i +1) + 1); 

end; 

M = s ort,(L); 

h = lengt,hCf"indCMD); 

ERROMAXFORADIAG = maxCMD; 

ERROMEDIOFORADIAG = meanCMCN-h:N-1.1)); 

end; 

echo on 

% Calculo concluido. 

pause % Press ione qualquer t,ecla par~ cont,inuar 

ele 

ERROMAXFORADIAG 

ERROMEDIOFORADIAG 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

I MPLEMENT ACAO A4 

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

FEV-93 UFRGS 

Recons~rucao de uma ma~riz de Jacobi de ordem n, 

cujos elemen~os da diagonal principal devem ~er 

valor 2 e os das codiagonais adjacen~es valor -1 

A recons~rucao e ~ei~a a par~ir de dados 

espec~rais u~ilizando o me~odo de polinomios 

or~ogonais 

LINGUAGEM: FORTRAN-77 para IBM-PC 

REAL AC200,200),CC3 , 200) 

REAL AUTC200),LBC200),MUC200) , WIC200),FNUMC200) 

REAL FDEC 200) , PKMLC 200) , PKC 200) .• CFFDQC 200) , CFFDC 200) 

REAL CFPC200),EPC200),EFDC200) 

REAL AUX, PI 

INTEGER N 

PI = 3 . 14169266 

WRITEC*,6) 

5 FORMATC1X,26HFORNECA A ORDEM DA MATRIZ:) 

REAIX*,10) N 

10 FORMATCI4) 

C ** OBTENCAO DOS AUTOVALORES DE A DA SUBMATRIZ PRINCIPAL ** 

DO 20 • I = 1 , C N - 1 ) 
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LBCI) = 2 + 2 * COSCI * PI / CN+1)) 

MUCI) = 2 + 2 * COSCI * PI / N ) 

20 CONTINUE 

LBCN) = 2 + 2 * COSCN * PI / CN+1)) 

C ************* ORDENACAO DOS AUTOVALORES DE A ************* 

DO 30 , K = 1 , CN - 1 ) 

DO 40 • I = CK+1) • N 

IF CLBCK) .LT. LBCI)) GOTO 40 

AUX = LBCK) 

LBCK) = LBCI) 

LBCI) = AUX 

40 CONTINUE 

30 CONTINUE 

C ****** ORDENACAO DOS AUTOVALORES DA SUBMATRIZ DE A ****** 

DO 50 • K = 1 • CN - 2) 

DO 60 • I = CK + 1) • CN - 1) 

IF CMUCK) . LT. MUCI)) GOTO 60 

AUX = MUCK) 

MUCK) = MUCI) 

MUCI) = AUX 

60 CONTINUE 

50 CONTINUE 

C ************* I MPRESSAO DOS AUTOVALORES DE A ************* 

WRITEC*.15) 

15 FORMATC/,1X,16HAUTOVALORES DE A//) 

DO 70. I = 1 • N 

WRITEC*,25) LBCI) 

25 FORMATC1X,200F10.7) 

70 CONTINUE 
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C ***** I MPRESSAO OOS AUTOVALORES DA SUB MATRIZ DE A ****** 

WRI TEC *. 35) 

35 FORMATC/. 1X.29HAUTOVALORES DA SUBMATRIZ DE A//) 

DO 80. J = 1 • CN - 1) 

WRITEC*.45) MUCJ) 

45 FORMATC1X.200F10.7) 

80 CONTINUE 

C *********** RECONSTRUCAO DA MATRIZ DE JACOBI A *********** 

DO 90 • J = 2 • N 

AUTCJ-1) = LBCJ) 

90 CONTINUE 

SMWI = O. O 

SMWILB = O. O 

DO 100 • I = 1. N 

AXNUM = 1. O 

AXDE = 1. O 

I F C I . GT. 1) AUTC I - 1) = LBC I - 1) 

DO 110 • J = 1 • CN - 1) 

FNUMCJ) = LBCI) - MUCJ) 

AXNUM = FNUMC J) * AXNUM 

FDECJ) = LBCI) - AUTCJ) 

AXDE = FDECJ) * AXDE 

11 O CONTI NUE 

WICI) = AXNUM / AXDE 

SMWI = SMWI + WICI) 

SMWILB = SMWILB + WICI) * LBCI) 

1 00 CONTINUE 

CFD1 = SMWILB / SMWI 

DO 120 • I = 1 • N 

PKMLCI) = 1. O 

PKCI) = LBCI) - CFD1 

120 CONTINUE 

DO 130 • K = 2 • N 

·: 
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SML ;;::: SMWI 

SMWI = O. O 

TWI = O. O 

DO 140 • I = 1 • N 

PARC = WICI) * CPKCI)**2) 

SMWI = SMWI + PARC 

TWI = TWI + LBCI) * PARC 

140 CONTINUE 

CF'F'DQC K -1 ) = SMWI / SML 

CF'PC K) = TWI / SMWI 

DO 150 • I = 1 • N 

PARC = PKCI) 

PKCI) = CCLBCI)-CFPCK))*PARC)-CCFFDQCK-1)*PKMLCI)) 

PKMLCI) = PARC 

1 50 CONTINUE 

130 CONTINUE 

00 160, K = 2 • N 

CF'FIXK-1) = SQRTC CF'FDQC K -1)) 

160 CONTINUE 

DO 1 70 • K = 2 • N 

EPCN+1-K) = CFPCK) 

EFIX N +1 -K) = CFFIX K -1) 

1 70 CONTINUE 

EPCN) = CFD1 

DO 180, I = 1 • N 

DO 190. J = 1. N 

IF' CJ .EQ. I) ACI,J) = EPCJ) 

IF CABSCI-J) . GT. 1) ACI .J) = O. 

IF CCI-J) . EQ. -1) ACI , J) = EFIXI) * C-1) 

IF CCI-J) . EQ. 1) ACI ,J) = EFIXJ) * C-1) 

190 CONTINUE 

180 CONTINUE 

C ** CALCULO DOS ELEMENTOS NAO NULOS DA MATRIZ DE J ACOBI *** 

CC 1 , 1 ) = AC 1 • 1 ) 
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CC 2 • 1 ) = AC 2 • 1 ) 

DO 200 K = 2 CN-1) 

DO 210 I = 1 • 3 

CCI.K) = ACI+K-2.K) 

21 O CONTINUE 

200 CONTINUE 

CC2.N) = ACN-1.N) 

CC 3. N) = AC N. N) 

C ************** I MPRESSAO DA MATRIZ DE J ACOBI *****~**** 

WRITEC*.55) 

55 FORMATC/ . 1X . 16HMATRIZ DE JACOBI/) 

DO 220 • J = 1 • N 

WRITEC*.65) J 

65 FORMATC1X./.I3.7H COLUNA/J 

DO 230 • I = 1 • N 

WRITEC*.75)ACI.J) 

75 FORMATC1X . 200F11 . 7) 

230 CONTINUE 

220 CONTINUE 

C ** IMPRESSAO DOS ELEMENTOS NAO NULQ? DA MATRIZ DE JACOBI * 

WRI TEC *. 85) 

85 FORMATC/.1X.38HELEMENTOS DAS TRES DIAGONAIS NAO NULAS/) 

DO 240 • J = 1 • N 

WRI TEC *• 95) J 

95 FORMATC1X./.1X.I3.7H COLUNA/) 

DO 250 • I = 1 • 3 

.WRI TEC *.105) CCI. J) 

105 FORMATC1X.200F11.7) 

250 CONTINUE 

240 CONTINUE 

C ********************* FIM DA EXECUCAO ****************~ 
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STOP 

END 
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echo on 

clear 

ele 

IMPLEMENTACAO A5 

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

UFRGS FEV 93 

~ Es~e programa faz a recons~rucao de uma ma~riz de 

~ Jacobi de ordem n para o caso ~ra~ado no capi~ulo 5 

% u~ilizando polinomios or~ogonais. Sendo que a ma~riz a 

~ ser recons~ruida devera ~er valor 2 para os elemen~os 

% da diagonal principal. exce~o na ul~ima posicao que 

~ sera 1 e os elemen~os das duas diagonais adjacen~es 

~ deverao ser -1. E valido para os dois casos mencionados 

~ no capi~ulo 5. 

I 

' 
pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

n = inpu~c·oRDEM DA MATRIZ= •); 

m = inpu~c·oRDEM DA SUBMATRIZ B + 1 = •); 

Ob~encao dos au~ovalores da ma~riz a ser 

~ recons~ruida e dos au~ovalores das subma~rizes 

~ principais esquerda CB) e direi~a CC) de A 

echo off 

forma~ long; 

p = n-m; 
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v = zer-osCn.1); 

u = zer-os( m-1 .1); 

X = zer-os( p , 1) ; 

LB = zer-os( n ,1); 

MU = zer-os( m-1 .1); 

GA = zer-osCp.1); 

f'or- k = 1: n ; 

end; 

f'or- k = 1 : m-1 ; 

UCk.1) = 2- 2McosCkMpi/m); 

end; 

f·or k = 1: p; 

XCk.1) = 2- 2McosCC2Mk - 1)/(2Mp + 1)Mpi); 

end; 

LB = sor-t.C V); 

MU = sort.C U); 

GA = sort.CX); 

eeho on 

LB Aut.ovalores de A 

pause % Pressione qualquer t.ecla par~ cont.inuar 

ele 

Aut.ovalores de B 

pause % Pressione qualquer t.eela para eont.inuar 

ele 

GA Aut.ovalores de C 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont.inuar 

ele 

Fazendo a reconst.rucao da mat.riz B. Aguarde ... 
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echo off 

Ob~encao dos pesos Wi 

AUXP = onesCn,m-1); 

P = onesCl ,m-1); 

f'or k = 1 : m-1 ; 

f'or i = 1: n; 

if MUCk,1) -- LBCi,1); 

l = i; 
f" = k; 

f'or j = l:n; 

i f j ---=i ; 

AUXPCj,k) = LBCi,1) - LBCj,1); 

end; 

end; 

else; 

AUXPCi.k) = MUCk,1) - LBCi,1); 

end; 

end; 

end; 

f'or k = 1 : m-1 ; 

PC: ,k) = prodCAUXPC: ,k)); 

end; 

AUXPP = onesCm-1,m-1); 

PP = onesC1,m-1 ); 

f'or k = 1 : m-1 ; 

f'or i = 1: m-1 ; 

i f i ---= k ; 

AUXPPCi,k) = MUCk,1) - MUCi.1); 

end; 

end; 

end; 

f'or k = 1 : m-1 ; 

PPC: ,k) = prodCAUXPPC: ,k)); 

end; 

AUXQ = ones(p,m-1); 
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Q = onesC1.m-1)~ 
f·or k = 1: m-1 ~ 

f·or i = 1: p; 

if MUCk.1) - - GACi.1)~ 

g =i; 

!or j = 1: p; 

if j ---=i; 

AUXQ<j .k ) = GACg.1) - GACj .1 )~ 

end; 

end; 

else; 

AUXQCi.k) = MUCk.1) - GACi.1); 

end; 

end; 

end; 

f·or k = 1 : m-1 ; 

QC : • k) = prodC AUXQC: • k)); 

end; 

W = onesCm-1.1); 

f"or k = 1 : m-1 ; 

if k == 1; 

WC k • : ) = - PC : • k) /C PPC : • k) *O( : • k) ) ; 

ALFA = 3/7; 

WCk.:) = WCk.:)*ALFA; 

else; 

WC k • : ) = - PC : • k) /( PPC : • k) *OC : • k) ) ~ 

end; 

end; 

% Os valores dos dois primeiros polinomios sao 

% gerados a partir de MU CPK e PY) e. RC1.1) e obtido 

AX = zerosCm-1.1) ; 

PY = zerosCm-1.1); 

PK = ones(m-1.1); 

R= zerosCm- 1.m-1); 
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for k = 1: m-1; 

AXCk) = WCk)*MUCl() ~ 

end~ 

RC1.1) = sumC AX) /sumC W) ; 

for j = 1: m-1; 

PYCj) = MUCj) - RC1 ,1); 

end; 

Calculo dos ou~ros polinomios e dos elemen~os nao 

~ nulos da ma~riz R Creflexao de B sobre a segunda 

~ diagonal) 

PL = zerosCm-1,1); 

PM = zeros:Cm-1,1); 

D = zerosCm-2,1); 

QY = zerosCm-2.1) ; 

B = zeros(m-1 . m-1); 

S = s:um(W); 

for i = 2:m-1 ~ 

for k = 1 : m-1 ; 

PLCk) = WCk)*PYCk)A2; 

PMCk) = MUCk)*PLCk)~ 
end; 

QYCi-1) = sumCPL)/S~ 
RCi,i) = sumCPMD/sumCPL); 

S = sumÇPL); 

for j = 1 : m-1 ~ 

PLCj) = PYCj); 

PYCj) = CMUCj)-RCi,i))*PLCj) - QYCi-1)*PKCj); 

PKCj) = PLCj); 

end; 

if i == m-2~ 
DD = PYC1) ~ 

end; 

end; 

for k = 2:m-1; 
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RCk-1,k) = - sqr~CQYCk -1)) ; 

IX k -1 .1 ) = QYC k -1); 

end; 

Ob~eneao da ma~riz B a par~ir de R 

8Cm-1 . m-1) = RC1.1); 

f"or k = 2:m-1 ; 

BCm-k.m-k) = RCk.k); 

BCm-k.m-k+1) = RCk-1.k); 

BCm-k+1.m-k) = BCm- k .m-k+1); 

end; 

eeho on 

Reeons~rucao eoneluida. 

pause % Pressione qualquer ~eela para eon~inuar 

ele 

B 

pause % Pressione qualquer ~eela para con~inuar 

ele 

' % Reeons~rueao da ma~riz C. Aguarde 

echo off 

Ob~encao dos pesos WWi 

AUXPX = onesCn.p); 

PX = onesC1.p); 

:for k = 1: p; 

:for i = 1: n; 

if GACk .1) == LBCi.1); 

:for j = 1: n; 

i f" j -= i; 

AUXPXCj.k) = LBCi . 1) - LBCj,1); 
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end; 

end; 

else~ 

AUXPXCi.k) = GACk.1) - LBCi.1)~ 

end; 

end~ 

end; 

for k = 1: p; 

PXC: .k) = prodCAUXPXC: .k)); 

end; 

AUXPPX = onesCm-1.p)~ 

PPX = ones:C1.p); 

for k = 1: p; 

f"or i = 1 : m-1; 

if" GACk.1) == MUCi.1); 

for j = 1 : m-1 ; 

i f j "-= i ; 

AUXPPXCj.k) = MUCi.1) - MUCj.1); 

end; 

end; 

else; 

AUXPPXCi.k) = GACk.1) - MUCi.1); 

end; 

end; 

end; 

for k = 1:p; 

PPXC: .k) = prodCAUXPPXC: .k)); 

end; 

AUXQX = onesCp.p); 

QX = ones:C1. p); 

for k = 1: p; 

for i = 1: p; 

i f i "-= k; 

AUXQXCi.k) = GACk.1) - GACi.1); 

end; 

end; 

. ) 
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end~ 

f'or k = 1: p~ 

QXC: .k) = prodCAUXQXC: .k))~ 

end; 

WW = onesCp.1); 

f'or k = 1: p; 

i f k == g; 

WWCk,:) =- PXC: , k)/CPPXC: ,k)MQ){C: ,k)); 

BETA= 1 - (3/7); 

WWC k • : ) = WWC k • : ) *BETA; 

else; 

WWCk.:) =- PXC: .k)/C??XC: . k)*QXC: .k)); 

end; 

end; 

Os valores dos dois primeiros polinomios 

~ gerados a partir de GA CPKX e ?2) e HCp.p) e obtido 

AXX = zerosCp.1); 

PZ = zerosCp.1); 

PKX = onesCp.1); 

RX = zerosCp.p); 

H = zerosCp.p); 

f'or k = 1: p; 

AXXCk) = WWCk)MGACk); 

end; 

HC p. p) 

t·or j 

PZCj) 

end; 

= 
= 

= sumCAXX)/sumCWW); 

1: p; 

GACj) - HCp.p); 

sao 

Calculo dos outros polinomios e dos elementos nao 

~ nulos da matriz H Cref'lexao de C sobre a segunda 

~ diagonal) 

PLX = zerosCp.1); 
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PMX = zerosCp.1); 

~ = zerosCp-1.1); 

C= zerosCp.p); 

SX = sumC WW) ; 

f'or i = ê::p; 

f'or k = 1: p; 

PLXCk) = WWCk)*PZCk)Áê; 

PMXCk) = GACk)*PLXCk); 

end; 

~Cp-i+1) = sumCPLX)/SX; 

HCp-i+1.p-i+1) = sumCPMX)/sumCPLX); 

SX = sumC PLX) ; 

f'or j = 1: p; 

PLX(j) = PZCj); 

PZCj) = CGACj)-HCp-i+1 .p-i+1))*PLXCj) - QXCp-i+1)*PKXCj); 

PKXCj) = PLXCj); 

end; 

if i == p - 1; 

EE = PZC1); 

end; 

end; 

E= zeros(p-1.1); 

f·or k = ê:: p; 

HCp-k+1,p-k+2) =- sqr~CQXCp-k+1)); 

ECp-k+1,1) = QXCp-k+1); 

end; 

I 

' 

Obtencao da matriz C a partir de H 

CC1.1) = HCp.p); 

f'or k = 2:p; 

CCk,k) = HCp+1-k.p+1-k); 

CCk-1,k) = HCp+1-k.p-k+2); 

CCk.k-1j = CCk-1.k); 

er1d; 

echo on 
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~ Recons~rucao concluida. 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

c 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

~ Recons~rucao da ma~riz de Jaeobi A a par~ir de B e 

~ C e ob~encao dos valores bm e bm+1. Aguarde ... 

echo o~~ 

A= zerosCn.n); 

ACm-1.m) =- sqr~C-PC1)*DD/CQ(: .1)*prodCD))); 

ACm.m-1) = ACm-1,m); 

ACm,m+1) =- sqr~C-PXC1)*EE/CprodCE)*PPXC1))); 

ACm+1,m) = ACm.m+1); 

AC1:m-1.1:m-1) =BC:.:) ; 

ACm+1:n,m+1:n) =CC: , :) ; 

ACm , m) = sumCLB) - sumCdiagCB)) - sumCdiagCC)); 

echo on 

~ Recons~rucao da ma~riz de Jacobi concluida. 

pause % Pressione qualquer tecla pra continuar 

ele 

A 
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IMPLEMENTACAO A6 

echo on 

elear 

ele 

DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

UFRGS FEV 93 

Es~e programa ~az a reeons~rucao de uma ma~riz de 

Jaeobi de ordem N para o caso ~ra~ado no capi~ulo 5 

u~ilizando o algori~mo de Lanezos. Sendo que a ma~riz a 

ser recons~ruida devera ~er valor 2 nos elemen~os da 

diagonal principal. exee~o na ul~ima posicao que sera 1 

e os elemen~os das duas diagonais adjaeen~es deveram 

ser -1 . E valido para os dois casos mencionados no 

capi ~ulo 5. 

' 
' 

pause % Pressione qualquer ~ecla para con~inuar 

ele 

n = inpu~c·ORDEM DA MATRIZ= •); 

m = inpu~c · oRDEM DA SUBMATRIZ B + 1 = •); 

~ Ob~encao dos au~ovalores da ma~riz a ser 

~ recons~ruida e dos au~ovalores das subma~rizes 

% principais esquerda CB) e direi~a CC) de A 

echo o~~ 

~erma~ long; 
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p = n-m; 

v = zerosCn,1); 

u = zeros( m-1 , 1) ; 

X = zeros C p , 1) ; 

LB = zerosCn,1); 

MU = zerosCm-1,1); 

GA = zerosCp , 1); 

!'or k = 1: n; 

VCk,1) = 2 - 2MeosCC2Mk - 1)/(2Mn + 1)Mpi); 

end; 

f'or k = 1 : m-1 ; 

UCk,1) = 2 - 2McosCkMpi/m); 

end; 

for k = 1: p; 

XCk,1) = 2- 2MeosCC2*k - 1)/(2Mp + 1)Mpi) ; 

end; 

LB = s:ort..C V); 

MU = sort.C tJ); 

GA = s:ort..CX) ; 

eeho on 

LB % Aut.ovalores de A 

pause % Pressione qualquer t..ecla para continuar 

ele 

MU % Aut.ovalores de B 

pause % Pressione qualquer t.ecla para eont.inuar 

ele 

GA % Aut.ovalores de C 

pause % Pressione qualquer t.eela para eont.inuar 

ele 

Fazendo a reeonst..rueao das mat.rizes B e C. 
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Aguar-de ... 

echo off 

Oblencao da ultima componente dos autovetor-es de B 

AUXP = ones(n,m-1); 

P = onesC1,m-1); 

f"or- k = 1 : m-1 ; 

f"or- i = 1:n; 

if MUCk,1) -- LBCi,1); 

1 = i; 
f" = k; 

f·or- j = 1: n; 

i f j "'-= i ; 

AUXPCj,k) = LBCi,1) - LBCj,1); 

end; 

end; 

else; 

AUXPCi,k) = MUCk,1) - LBCi ,1); 

end; 

end; 

end; 

for k = 1 : m-1 ; 

PC: ,k) = prodCAUXPC: .k)); 

end; 

AUXPP = onesCm-1,m-1); 

PP = ones(1,m-1); 

for k = 1 : m-1 ; 

for- i = 1 : m-1 ; 

i f i "'-= k; 

AUXPPCi,k) = MUCk,1) - MUCi,1); 

end; 

end; 

end; 

f"or k = 1 : m-1 ; 

PPC: ,k) = pr-odCAUXPPC: ,k)); 
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end~ 

AUXQ = onesCp,m-1); 

Q = onesCl,m-1)~ 

f'or k = 1 : m-1 ~ 

f'or i = 1:p; 

if MUCk,1) -- GACi,1)~ 

g = i~ 

ror j = 1: p ~ 

i f j -v= i ; 

AUX QC j , k) = GAC g • 1 ) - GAC j , 1 ) ~ 

end; 

end ; 

else; 

AUXQCi,k) = MUCk,1) - GACi,1); 

end~ 

end ~ 

end~ 

f'or k = 1 : m-1 ; 

QC: ,k) = prodCAUXQC: ,k)); 

end; 

S = onesC1.m-1); 

f"or k = 1 : m-1 ; 

if k == f'; 
' Se : • k) = - PC : , k) /C PPC : • k) MQC : , k)) ; 

ALFA = 3/7; 

q = se: . k); 

SC: , k) = SC: , k)MALFA ; 

else; 

se : , k ) = - PC : • k) /C PPC : , k) *O( : • k) ) ; 

end; 

end; 

BMQ = sumC S) ; 

Y = ones( m-1 , 1 ) ; 

f ·or· k = 1: m-1 ; 

Yek,1) = sqr~CSC: ,k))/sqr~CBMQ); 

end; 
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X Ob~encao da p~imei~a componen~e dos au~ove~o~es de C 

AUXPX = onescn.p)~ 
PX = onesC1.p); 

f'o~ k = 1: p~ 

f'o~ i = 1: n; 

i! GACk.1) == LBCi.1); 

f'o~ j = 1:n~ 

i 1 j -= i ~ 

AUXPXCj.k) = LBC i .l) - LBCj.1); 

end~ 

end; 

else; 

AUXPXCi.k) = GACk.1) - LBCi.1); 

end~ 

end; 

end; 

f'o~ k = 1: p; 

PXC: .k) = p~odCAUXPXC: .k)); 

end~ 

AUXPPX = onesCm-1.p); 

PPX = onesC1.p); 

f'o~ k = 1: p; 

f·o~ i = 1 : m-1 ; 

i! GACk.1) == MUCi.1)~ 
f'o~ j = 1: m-1 ; 

i 1 j -= i ; 

AUXPPXCj.k) = MUCi.1) - MUCj.1); 

end; 

end; 

else; 

AUXPPXCi.k) = GACk.1) - MUCi.1)~ 

end; 

end; 

end; 

f'o~ k = 1:p; 
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PPXC: .k) = prodCAUXPPXC: .k)); 

end; 

AUXQX = one~Cp.p); 
QX = onesC1. p); 

f'or k = 1: p; 

f'or i = 1: p; 

i f i "'-= k; 

AUXQXCi.k) = GACk.1) - GACi.1); 

end; 

end; 

end; 

f"or k = 1: p; 

QXC: .k) = prodCAUXQXC: .k)); 

end; 

T = onesC1.p); 

f'or k = 1: p; 

if k == g; 

TC: .k) = - PXC: ,k)/CPPXC: .k)~C: ,k)); 

r = TC: • k); 

BETA= 1 - C3/7); 

TC : .k) = TC: .k)*BETA; 

else; 

TC: .k) =- PXC: .k)/CPPXC: .k)~C: .k)?; 

end; 

end; 

BMUQ = sumC D ; 

Z = onescp.l); 

f"or k = 1: p; 

2Ck.1) = sqr~CTC: .k))/sqr~CBMUQ); 
end; 

Recons~rucao de B 

XN = zero~Cm-1.m-1); 
B = zero~Cm-1.m-1); 
R= zerosCm-1.m-1); 
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XNC: • m-1) = YC: • :) ; 

f"or i = 1: m-2 ~ 

BCm-i,m-i) = XNC: .m-i).*diagCMUD*XNC: ,m-i); 

RC: ,m-i) = BCm-i,m-i)*XNC: .m-i) - diagCMU)*XNC: .m-i); 

i'fi)1; 

RC: ,m-i) = RC: ,m-i) - BCm-i,m-i+1)*XNC: .m-i+1); 

end; 

BCm-i-1,m-i) = normCRC: .m-i)); 

XNC : • m-i -1) = RC : • m-i) /BC m-i -1 • m-i) ; 

end~ 

BC 1 ,1) = XNC : • 1) • *di agC MUD *XNC : .1) ; 

f"or i = 1:m-2; 

BCm-i-1,m-i) = -BCm-i-1,m-i); 

BCm-i,m-i-1) = BCm-i-1,m-i); 

end; 

Recons~rucao de C 

C= zerosCp.p); 

RX = zerosCp.p); 

NX = zerosCp.p); 

NX C : • 1 ) = ZC : • : ) ; 

f"or i =2:p; 
' CC i -1 • i -1) = NXC: , i -1) • *di agC GA:> *NXC: • i -1) ; 

RXC: • i -1) = CC i -1. i - 1) *NXC: • i -1) - di agC GA) *NXC: • i -1); 

if i ) 2; 

RXC: • i -1) = RXC: • i -1) - CC i -2. i -1) *NXC: • i -2) ; 

end; 

CCi-1,i) = normCRXC : ,i-1)); 

NX C : • i ) = RX C : • i -1 ) /CC i -1 • i ) ; 

end; 

CCp.p) = NXC: ,p)•*diagCGA:>*NXC: ,p); 

f"or i = 1 : p-1 ; 

CC i • i +1) = - CC i • i +1) ; 

CC i +1 • i ) = CC i • i +1 ) ; 

end; 
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echo on 

Reconst.r·ucao conclui da. 

pause % Pressione qualquer· t.ecla para cont-inuar 

ele 

B 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont-inuar 

ele 

c 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont-inuar 

ele 

Reconst.rucao da mat.riz de Jacobi A a part.ir de B e 

% C e obt.encao dos valores bm e bm+1 . Aguarde ... 

echo off 

A= zerosCn,n); 

AC m-1. m) = - sqr t.C BMQ); 

ACm.m+1) =- sqrt.CBMUQ); 

ACm , m-1) = ACm-1,m); 

ACm+1,m) = ACm.m+1); 

AC1:m-1,1:m-1) =BC:,:); 

ACm+1:n,m+1:n) =CC: , :); 

ACm,m) = sumCLB) - sumCdiagCB)) - sumCdiagCC)); 

echo on 

% Reconst.rucao da mat.riz de Jacobi concluida. 

pause % Pressione qualquer t.ecla para cont-inuar 

ele 

A 
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I MPLEMENT ACAO A 7 

~ DISSERTACAO DE MESTRADO DE INES FERREIRA MORAES 

~ UFRGS FEV 93 

~ Est-e progr·ama calcula a mat-riz inercia e a mat-riz 

~ rigidez de um sist-ema vibracional de molas a part-ir da 

X mat-riz de Jacobi reconst.ruida. 

echo of'f' 

format. long; 

n = n; 

O= zerosCn+1.1); 

CX:n.1) = 1; 

X Os valores da mat-riz A sao a ent-rada. 

A= zerosCn.n); 

f' o r i = 1 : n -1 ; 

i f' i == 1; 

CX:n-i .1) = - CACn-i+1.n-i+1) * OCn-1 +1.1))/ACn-i+l .n-i); 

elseif i "-= 1; 

CX:n-i .1) = - ACn-i+1.n-i+1) * CX:n-1 .+1.1); 
' CX:n-i .1) = OCn-i .1) - ACn- i+1.n-i+2) * 0Cn-i+2.1); 

CX:n-i .1) = OCn-i .1)/ACn-i+1.n-i); 

end; 

end; 

VETOR = OC 1 : n • 1 ) ; 

RAIZ~TRIZINERCIA = diagCVETOR); 

MATRIZINERCIA = RAIZMATRIZINERCIA A 2; 

MATRIZRIGIDEZ = RAIZMATRIZINERCIA * A * RAIZMATRIZINERCIA; 
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