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RESUMO 

O objetivo do presente trabalho é calcular o fator de utilização térmica 

através da aplicação do método L TS ,v . Inicialmente definimos o fator de utilização térmica 

f para reatores heterogêneos e homogêneos, salientando que o problema fundamental do 

cálculo desse fator para sistemas heterogêneos consiste em determinar os valores do fluxos 

médios nas regiões do combustível e do moderador. A seguir procedemos a análise do 

método LTS N e a sua aplicação no cálculo do fator de desvantagem p • bem como na 

determinação do fator de utilização térmica 
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ABSTRACT 

The objective of thís work ís to calculate the thermal utilization factor f 

applying the LTS N method. First, we define the thermal utilization factor f to 

heterogeneous and homogeneous reactors, observing that the maín problem to calculatefto 

heterogeneous systems consists in calculating the average flux in the fuel and in the 

moderator. Afterwards, we apply the LTS N method to obtain the disadvantage factor p and 

the thennal utilization factor f 
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1. INTRODUÇÃO 

Recentemente, uma nova formulação foi desenvolvida visando à obtenção 

de soluções analíticas para a aproximação S N (método das ordenadas discretas), da 

equação de transporte de partículas neutras. Esse método, chamado de LTS N [1 ,2,17], 

baseia-se na aplicação da transformada de Laplace sobre o sistema de equações S N , com o 

objetivo de converter o sistema original de equações diferenciais ordinárias em um sistema 

algébrico, cuja solução e a posterior aplicação da transfonnada inversa, por via analítica, 

fornece a solução exata do problema. Com o método LTS N já foram obtidas soluções 

analíticas para problemas considerando espalhamento isotrópico e anisotrópico 

[9,10,15,20], meios homogêneos e heterogêneos [1,2], modelos de um grupo e 

multigrupo[18], bem como problemas inversos [3], problemas sem simetria azimutal 

[12,13], problemas de autovalores (4,5] e multidimensionais [21,22,23]. 

A aproximação S N da teoria de transporte calcula o fluxo de partículas e, 

dessa forma, tem sido aplicada em engenharia de reatores nucleares, tanto no cálculo de 

blindagem como de criticalidade. O fator de utilização térmica é um dos importa~tes 

parâmetros a ser considerado no projeto neutrônico de um reator nuclear. Vários métodos 

já foram utilizados para calcular o fator de utilização térmica f Esses métodos podem ser 

classificados em duas categorias: os probabilísticos e os detenninísticos. Os probabilísticos 



são capazes de executar urna simulação real do problema e, entre eles, destaca-se o método 

de Monte Carlo [6,8] . Já os determinísticos resolvem os problemas de forma aproximada, 

porém, em geral, são mais rápidos. Entre eles, os que já foram utilizados para o cálculo do 

fator f são: método da difusão e o método proposto por Amouyal, Benoist e Horowitz, 

também conhecido por método ABH. Além disso, outros métodos foram utilizados para a 

determinação do fluxo de nêutrons nas regiões do combustível e do moderador de um 

reator, importante no cálculo do fator de utilização térmica, tais como: o método de 

Honeck, método P N, métodoS ,v e o método Double P 1 [8, 19]. 

No método Monte Carlo [6,8], os históricos das posições e velocidades de 

um determinado número de partículas são geradas através de simulações de eventos 

discretos, sendo utilizados para estimar o comportamento das partículas (no caso, nêutrons) 

ao longo de sua trajetória. Esse método é geralmente usado para determinar o fator de 

multiplicação K e não seus parâmetros específicos (p, f , & , n). 

O método da difusão [8,19] baseia-se na aplicação da teoria da difusão para 

determinar a distribuição do fluxo de nêutrons no combustível e no moderador. Considera­

se nesse método que a densidade de moderação térmica q , no combustível, é nula, o que é 

bastante aceitável, uma vez que o nêutron no combustível perde energia por espalhamento 

elástico, não atingindo nunca energia térmica, ou seja, nunca termalizando-se. Por outro 

lado, considera-se a densidade de moderação térmica, no moderador, constante e 
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independente de posição. Divide-se a estrutura combustível-moderador em células 

unitárias, cada uma contendo em seu centro um elemento de combustível. 

O método proposto por Amouyal, Benoist e Horowitz - método ABH [8,19] 

combina aspectos da teoria do transporte, métodos de probabilidade de colisões e a teoria 

da difusão e é bastante usado por apresentar bons resultados e por ser um dos métodos mais 

simples. Esse método calcula o fator de desvantagem característico de uma célula unitária 

de combustível. 

O método de Honeck , que originou o código Thermos [8,19], utiliza uma 

forma integral da equação de transporte para calcular a dependência espacial do espectro 

de nêutrons térmicos na célula, caracterizada por uma simetria unidimensional, geralmente 

cilíndrica. 

Na formulação P N [6,8], os fluxos angulares e o termo de fonte são 

expandidos em polinômios de Legendre. Usando as propriedades de ortogonalidade dos 

polinômios de Legendre obtém-se um sistema de equações diferenciais ordinárias que é 

resolvido para os coeficientes da expansão do fluxo angular. 

A idéia básica do método S N [6,8], também conhecido por método das 

ordenadas discretas, aproxima o termo integral da equação de transporte por quadratura de 

Gauss de ordem N e pela aplicação do método de colocação na variável angular da 

equação, considerando como função teste a Delta de Dirac e usando como pontos de 
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2. O FATOR DE UTILIZAÇÃO TÉRMICA 

Neste capítulo, definimos o fator de utilização térmica para reatores 

homogêneos e heterogêneos [8,19], para uma dada composição de combustível -

moderador, observando que, para reatores heterogêneos, precisamos conhecer as 

expressões do fluxo médio de nêutrons nas regiões do combustível e do moderador. 

O fator de utilização térmica f é importante no projeto neutrônico de um 

reator nuclear e é um dos quatro fatores que constituem o fator de multiplicação K..,, que é 

definido por 

K«> = f. TJ .e.p , 

e fornece o número de nêutrons térmicos absorvidos numa geração por cada nêutron 

absorvido na geração precedente. 

O fator f é a probabilidade de que um nêutron térmico seja absorvido no 

combustível. O termo 1J é definido pelo produto da probabilidade de que um nêutron 

absorvido produza fissão, pelo número de nêutrons produzidos em cada uma delas, v , ou 
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onde L~ representa a secção macroscópica de fissão térmica no combustível. O fator de 

fissão rápida , e, é o número que precisamos multiplicar a quantidade de nêutrons 

produzidos pela fissão para que o fenômeno (nascimento dos nêutrons por fissão) continue. 

A probabilidade, p, que um nêutron não seja absorvido pela região energética onde se 

encontram as ressonâncias é chamada de probabilidade de escape de ressonância. 

Para um sistema finito definimos por fator efetivo de multiplicação, Kif, a 

relação 

onde P é a probabilidade de permanência dos nêutrons no sistema, sendo determinada por 

1 
P = 

1 
+ L2 3 2 , sendo L2 a razão entre o coeficiente de difusão e a secção macroscópica de 

absorção e B2 (buckling) o laplaciano geométrico do sistema em questão. 

- B2 r 

Para que um sistema seja critico é necessário que K"".e
2 2 

= 1, onde e-B'r 
l+ LB 

é a probabilidade para que wn nêutron permaneça no sistema durante o processo de 

moderação. 

Um reator é dito homogêneo quando o núcleo é constituído de uma mistura 

homogênea de combustível e moderador. Um reator será heterogêneo quando o livre 

caminho médio dos nêutrons, em qualquer energia, é menor ou da ordem de grandeza da 

espessura do elemento de combustível. Com isso existirá uma diferença substancial do 
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fluxo no combustível e no moderador, decorrente da separação fisica do combustível e 

moderador. 

Nos reatores heterogêneos, a estrutura combustível-moderador está dividida 

em células unitárias, com geometria adequada, contendo no seu centro, o elemento de 

combustível. Se o combustível e o moderador estão uniformemente distribuídos no núcleo 

do reator, então ambos estarão expostos a um mesmo fluxo de nêutrons em todas as 

regiões. Por outro lado, se combustível e moderador estão fisicamente separados, haverá 

um fluxo diferente nos dois meios, à mesma energia. No caso de fluxo térrnjco, haverá wna 

depressão no fluxo na região do combustível. 

O fator de utilização térmica é extremamente sensível à diferença de fluxo 

nos dois meios , combustível e moderador. Para calcular esse fator, precisamos detenninar 

o fluxo médio no combustível e no moderador. 

Para reatores heterogêneos, definimos o fator de utilização térmica como 

sendo a fração de nêutrons térmicos absorvidos no combustível em urna estrutura infinita 

de combustível e moderador. 

Jhct= 
fvc I~ rp(r )dr 

----~--~----------------, onde 

f,c L~ r/J(r)dr + fvM I~ t/J(r)dr 
(2.1) 

Vc : volume de combustível 

V.\1 : volume do moderador 
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t/Jc : fluxo na região do combustível 

tjJM: fluxo na região do moderador 

2: ~ : secção de choque macroscópica na região do combustível 

L:/ : secção de choque macroscópica na região do moderador 

Como o combustível(C) e o moderador(M) estão homogeneamente 

separados, as secções de choque L~ e L';! são constantes, podendo ser colocados fora do 

símbolo de integração, ou seja: 

(2.2) 

Sendo o fluxo médio em cada região i = C, M , definido por 

- I r 
tA= V Jv, tA(r)dr , obtém-se: 

I 

~~Vc.~c f IICI = ___ L.___::":..__ ___ _ (2.3) 

Dividindo numerador e denominador pelo fluxo médio na região do 

combustível tfc , tem-se que: 
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(2.4) 

O fator de desvantagem p é definido como sendo a razão entre os fluxos 

médios na região do moderador e na região do combustível, ou seja: 

(2.5) 

Substituindo esta definição na expressão (2.4), a mesma reduz-se a: 

(2.6) 

O fato pelo qual o fator de desvantagem é sempre maior ou igual a wn, pode 

ser interpretado da seguinte forma: em wna estrutura heterogênea, os nêutrons são 

termalizados no moderador, passando então para o combustível. A depressão no fluxo na 

região do combustível é causada pela absorção de alguns nêutrons moderados pelos 

núcleos do combustível próximo a superficie do mesmo. Esse fenômeno é de grande 

importância no cálculo da probabilidade de escape da ressonância em reatores 
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heterogêneos, chamado de auto-blindagem. O fator de desvantagem p é função da secção 

transversal da região de combustível e moderador, bem como das dimensões da célula 

unitária. Quando as dimensões de heterogeneidade diminuem, aproxima-se do caso 

homogêneo. No limite, quando essa dimensão é tomada nula, o fluxo na região do 

combustível iguala-se ao valor do fluxo na região do moderador, ou seja, p = 1. 

VM 
Para uma dada relação --:;- , o fator de utilização térmica diminui com o r/ c 

aumento da dimensão da célula, uma vez que o fator de desvantagem p aumenta. 

O fator de utilização térmica para sistemas homogêneos é definido como 

(2.7) 

se considerarmos o sistema constituído de células unitárias de mesmo volume de 

combustível e moderador, agora uniformemente distribuídos na célula. Assim, podemos 

obter a densidade nuclear do material, combustível (C) e moderador (M), na célula 

homogênea como sendo: 

e 
N V N hom_ M M 

M - V ' onde v = v c + v.\1 (2.8) 

Para células homogêneas as secções de choque macroscópicas são: 

""Cbom - Nbom C 
L.Ja - C .O"a 
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Assim, a equação (2. 7) pode ser escrita da seguinte maneira: 

(2.10) 

Comparando as expressões do fator de utilização térmica (2.6) e (2. 10), para 

sistemas heterogêneos e homogêneos respectivamente, concluímos que fer::; /'om • pois p 

é sempre maior ou igual do que a unidade, uma vez que tjJ M ~ t/Jc , devido à depressão do 

fluxo no combustível. Dividindo-se a equação (2.6) pela equação (2.10), obtemos a 

seguinte relação: 

f hom :;; ~c ~M 
~a+ ~a (V,.,, /Vc). p 

~c+ ~M(V I V ) 
~a ~a M C 

(2.11) 

As secções de choque constantes na expressão acima referem-se a materiais 

puros. 

Portanto, para determinar o valor do fator de utilização térmica, para uma 

dada composição de combustível - moderador, é necessário conhecer as expressões do 

fluxo médio nas regiões do combustível e moderador, residindo nesta determinação, o 

problema fundamental do cálculo de f, que será tratado no capítulo 4.2. 

li 
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3. MÉTODOS PARA O CÁLCULO DO FATOR DE 

UTILIZAÇÃO TÉRMICA EM FORMA FECHADA 

Neste capítulo analisamos dois métodos que possuem solução analítica para 

o cálculo do fator de utilização térmica: método da difusão e método proposto por 

Amouyal, Benoist e Horowitz, também conhecido por método ABH. 

3.1 Método da Difusão 

Através da teoria da difusão [8,20], este método determina uma expressão 

analítica para o fator de utilização térmica. Considera-se neste método que a densidade de 

moderação térmica q, no combustível, é nula, o que é bastante aceitável uma vez que o 

nêutron no combustível perde energia por espalhamento elástico, não atingindo nunca 

energia térmica. 

Por outro lado, considera-se a densidade de moderação térmica no 

moderador constante e independente de posição, o que é justificado da seguinte maneira: 

cada barra de combustível é fonte de nêutrons rápidos que são moderados no moderador 
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vizinho. A distribuição da densidade de moderação térmica na vizinhança de cada barra de 

combustível é uma Gaussiana. Se a distância entre os centros das barras é pequena 

comparada com a distância de moderação, então estas Gaussianas se sobrepõem dando 

origem a um valor de q, no moderador, aproximadamente constante. 

Finalmente dividimos a estrutura combustível-moderador em células 

unitárias, cada uma contendo em seu centro um elemento de combustível. Desde que todas 

as células sejam idênticas, na estrutura infinita não existe fluxo de nêutrons de uma célula 

para outra. Portanto, a densidade de corrente é nula ao longo da fronteira da célula. 

Seja um elemento de combustível de urna placa plana de espessura Rc em 

uma célula de uma placa plana de espessura RM , conforme figura abaixo. 

Combustível 

----~----------~--------~ X 

Figura 1. Célula de uma placa plana 

A equação da difusão no combustível e moderador será: 
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(3.1.1) 

e 

(3.1.2) 

ou 

(3.1.3) 

e 

(3.1.4) 

onde 

(3.1.5) 

e De e DM são os coeficientes de difusão nas regiões do combustível e do moderador, 

respectivamente. 

As soluções das equações diferenciais (3.1.3) e (3.1.4) são, respectivamente: 

(3.1.6) 

e 

14 



(3.1.7) 

Devido à simetria do fluxo em relação ao eixo do elemento de combustível, 

tem-se que C1 = O. Desta forma, podemos reescrever a solução dada pela equação (3.1.6) 

como: 

(3.1.8) 

As condições de fronteira são: 

1. d:: = O em x = R,\1 , ou seja, a densidade de corrente líquida na fronteira da célula é 

2. tPc = rfJ.~f em x = Rc Condição de continuidade na interface 

3 - D dt/Jc = - D dt/JM 
. c dx M dx em 

Aplicando essas condições de fronteira nas equações (3.1.6) e (3.1. 7), 

obtemos: 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

(3.1.11) 
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e sendo 

Fazendo C= ~ 
coshKMRM 

cosh (a- b) = cosh(a). cosh(b) - senh(a) senh(b) 

podemos escrever a equação (3.1.12) da seguinte maneira: 

Da condição de fronteira (2), podemos escrever que 

A, coshK, R, ~ C.coshKM(Rw- R,)+ i~ 

Da condição de fronteira (3), obtemos: 

(3.1.13) 

(3.1.14) 

(3.1.15) 

(3.1.16) 

Dividindo as equações (3.1.15) e (3.1.16), membro a membro, encontramos: 

q 
(3.1.17) 

Isolando C na equação acima, temos que: 

q 

(3.1.18) 
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Chamando 

(3.1.19) 

a expressão (3 .1.18) pode ser escrita como: 

(3.1 .20) 

Da equação (3.1.16), substituindo o valor de C, acima obtido, obtemos a 

seguinte expressão para A 1 : 

(3.1.21) 

ou 

(3.1.22) 

Substituindo os valores das constantes obtidas com as equações (3.1.20) e 

(3.1.22), nas expressões do fluxo angular nas regiões do moderador e do combustível, 

obtemos: 

(3. 1.23) 

e 

(3.1.24) 
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O fator de desvantagem p foi definido como: 

Ru 

Jdx 
f/JM R, 

p =-= - R-, --'--- (3.1.25) 

f/1 c I iflc (X )dx 
o 

R, 

fdx 
o 

(3.1.26) 

Substituindo as expressões dos fluxos no moderador (equação 3.1.23) e no 

combustível (equação 3.1.24) na expressão (3.1.26), obtemos: 

(3.1.27) 

Resolvendo a integral do segundo membro da equação acima, podemos 

reescrevê-la da seguinte maneira: 

(3.1.28) 

Usando a expressão (3. 1.5) na equação acima, encontramos 
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(3. 1.29) 

que, simplificado, transforma-se em: 

(3.1.30) 

Integrando a equação (3. 1.24) em ambos os lados, achamos uma expressão 

que, posteriormente, será substituída no denominador da equação (3.1.26), ou seja: 

(3.1.31) 

Resolvendo a integral do segundo membro da equação acima, obtemos a 

expressão 

(3.1.32) 

Substituindo a expressão (3.1.5) na equação acima, resulta: 

(3. 1.33) 

Assim, a equação (3. 1.26) pode ser escrita da seguinte forma: 
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(3.1.34) 

(3.1.35) 

(3. 1.36) 

Substituindo a expressão (3 .1.19) na expressão actma, encontramos a 

seguinte relação para o fator de desvantagem: 

(3.1.37) 

A relação entre o volume do combustível e moderador é dada pela seguinte 

razão: 

~ _ Rc 
~~~ - RJt - Rc 

(3.1.38) 

Deste modo, podemos reescrever a expressão para o fator de desvantagem 

(3.1.37) como: 
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Chamando-se 

e 

o fator de desvantagem será dado por 

V "c c.t...Ja 
p = V "M 

M L...Ja 

(3.1.40) 

(3.1.41) 

(3.1.42) 

Do capítulo 2 ternos que o fator de utilização térmico é defmido pela 

seguinte expressão: 

"c V 
f 

L...Ja c 
- " c r , ,'vf 

L...Ja ~ c + L...Ja V,\1. p 
(3.1.43) 

Substituindo a expressão de p (equação 3.1.42) na equação actma, 

obtemos: 
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1 V ""M 
M L....a .F +E 

f - V "'c 
c L....a 

(3. 1.44) 

A função F pode ser interpretada como sendo a razão entre o fluxo na 

superfície do combustível e o fluxo médio no interior do combustível, ou seja: 

O termo E representa a absorção adicional no moderador, devido ao 

aumento do fluxo térmico no moderador acima do valor da interface combustível-

moderador. 

Portanto, o fator de utilização térmica expresso através do método da 

difusão é dado pela equação (3.1.44), onde as funções F e E são tabeladas (19]. 
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3.2 Método de Amouyal, Benoist e Horowitz 

O método proposto por Amouyal, Benoist e Horowitz [8, 19], também 

conhecido por método ABH, apresenta uma expressão analítica para o cálculo do fator de 

utilização térmica f de uma célula cilíndrica, contendo em seu interior uma barra de urânio 

de raioª' colocada em um anel de espessura c-a e de moderador de raio externo Q. Esse 

método consiste na aplicação da aproximação da difusão na região do moderador e pela 

teoria de colisões múltiplas na região do combustível. 

Neste método são feitas as seguintes hipóteses: 

• Todos os nêutrons nascem com uma mesma velocidade, ou seja, são monoenergéticos; 

• A difusão é isotrópica; 

• As fontes são uniformes, isotrópicas e de densidade Q nêutrons/em 3 /segundo no 

moderador, sendo nulas fora deste; 

• A densidade de nêutrons por unidade de ângulo sólido (densidade de fase) na fronteira 

da célula é nula. 

A determinação de f , a partir da captura no urânio e no moderador, resulta 

da relação: 



1 Captura no Moderador - - 1 = __;:;,....__ ______ _ 
f Captura no Ur ~ nio 

(3.2.1) 

Chamando de J _(c) a corrente de nêutrons saindo do moderador em r = c, 

J + (c) a corrente de nêutrons entrando no moderador em r = c e J _(a) a corrente de nêutrons 

entrando no urânio em r = a, a captura de nêutrons na barra de urânio por unidade de tempo 

e por unidade de comprimento da barra será, por definição, 2 1l c.J _(c) r' U , onde r' U é a 

probabilidade de nêutrons serem capturados pelo urânio na célula por nêutrons entrando na 

célula em r = c. Sendo assim, f' U depende da distribuição angular dos nêutrons que saem 

do moderador. 

A captura do moderador é devido a dois tipos de nêutrons: 

• aqueles que depois de serem emitidos pela fonte Q no moderador, jamais deixam o 

moderador. O número desses nêutrons capturados no moderador por unidade de tempo e 

de comprimento de célula é 

onde H representa a probabilidade de captura no moderador por um nêutron que nasce 

unifonne e isotropicamente; 

• aqueles que penetram no moderador em r = c. O número desses nêutrons capturados no 

moderador por unidade de tempo e de comprimento da célula é: 

21lc.f _(c)fm 
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Pelo princípio da conservação de nêutrons e determinando-se J±( c), 

chegamos à seguinte expressão: 

_!__ = _ 1_( + fm(l-f''U)) 
f l l- H H r'U (3.2.2) 

Devido à hipótese de isotropia dos nêutrons saindo do moderador em r = c e 

dos nêutrons entrando no urânio em r = a, podemos escrever que: 

cr'U =a[U (3.2.3) 

Isso significa que o número de nêutrons que saem do moderador é igual ao número de 

nêutrons que entram no combustível. 

As expressões para f'U, fU e f'm são as seguintes 

2a
2

" uc.P [" u = _ _;;;~=--
c 

fU=2aLuc.P 

onde P é uma probabilidade de fuga de nêutrons e H é definido pela expressão 

H= 1- b2- 2 1 
2 2 C A 2 

l+K"' b C+ 2 -~K"' 
c .L.Jmt 

onde: 
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(3.2.4) 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 



e 

(3.2.9) 

sendo: 

L uc = secção eficaz macroscópica de captura de urânio 

L us = secção eficaz macroscópica de difusão de urânio 

L ut =secção eficaz macroscópica total de urânio 

L me = secção eficaz macroscópica de captura no moderador 

"Lmt = secção eficaz macroscópica total no moderador 

Substituindo na fónnula (3.2.2) as expressões (3.2.5), (3.2.6) e (3.2.7), 

encontramos a seguinte relação para o fator de utilização ténnico 

(3.2.10) 

onde À denota a distânica de extrapolação. A determinação de P e À podem ser obtidos a 

partir de resultados encontrados na bibliografia [19] . 
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4. MÉTODO LTSN 

Neste capítulo, inicialmente apresentamos o método LTS N , recentemente 

desenvolvido [1,2,3,4,8,13,20], que fornece urna expressão analítica para o fluxo de 

nêutrons da equação de transporte unidimensional numa placa plana e caracteriza-se pela 

aplicação da tranformada de Laplace nas equações de ordenadas discretas S N • Através 

desta formulação, desenvolvemos urna outra forma fechada para o cálculo do fator de 

utilização térmica. 

4.1 A Formulação LTSN 

Consideremos o seguinte problema unidimensional S N em uma placa plana 

(4.1.1) 

com x E [0, x 0 ] e sujeito às condições de contorno abaixo: 

(4.1.2) 

e 

(4.1.3) 
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onde lflm(x) é o fluxo angular na direção fi.m , 

e a fonte 

S (x) = Q(x,pm) 
m fi.m 

A equação ( 4 .1 .1) pode ser escrita matricialmente como 

d 
dx ~(x) + A ~(x) =~(x) 

onde A é uma matriz N x N definida por 

a(i,j) ;;:; 

ij 
O't O' w j . . 
- - --,se r=J 
J.i; J.i; 

a ijw . 

- -
1 

, se i =t: j 
fi.; 

S(x) é um vetor conhecido e lfl(x) é um vetor desconhecido. 

(4.1 .4) 

( 4.1.5) 

(4.1.6) 

(4. 1.7) 

Assim, aplicando a transformada de Laplace na equação ( 4 .1.1) obtemos: 

m =l:N (4.1.8) 

que pode ser escrito matricialmente como 

(si+ A). /if(s) = llf(O) + S(s) ( 4.1.9) 

Logo, 
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(4.1.10) 

onde o vetor '!'( x) é 

(4.1.11) 

e o vetor H(x) é definido pela convolução [20] 

X 

J!(x)=B(x) * ~(x) = J B(x-17).~(17)d17 (4.1.12) 
o 

sendo 

B(x) = L-1[(sl + Af1
] (4. 1.13) 

Segundo Segatto et ali (15], vamos decompor a matriz A na forma 

diagonal como A = XDX _, , onde D é uma matriz diagonal, cujos elementos são os 

autovalores da matriz A e X é uma matriz de autovetores correspondentes. Portanto, a 

inversa da matriz (si + A) , através do método da diagonalização, é dado por 

(si+Ar' =[(sxx-' +XDX-')r' =[X(si+ D)x-'r1 =X(si+Df1X-' (4.1.14) 

Sendo 
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s o o I 

D= 
O s2 o 

(4.1.15) 

onde s; , i = 1 : N são os autovalores da matriz A, então 

s+s1 o o 
o s+s2 o 

si + D = (4.1.16) 
s+s3 

o o s+sN 

A inversa da matriz acima é dada por 

1 o o 
s + s1 

o 1 o 
(si+Dt 1 = s+s2 (4. 1.17) 

o o 1 

S+S,v 

Aplicando a transformada mversa de Laplace na expressão ( 4 .1. 17), 

obtemos 

30 



e-s,x o o 

L-J[si + Drl = e-ox = 
o e-SJx o 

(4.1.18) 

o o e-s,vx 

Desta forma, podemos reescrever a expressão ( 4 .1.1 O) como 

1f!(x)= (X.e-ox .X -1).1f!(O) + H(x) , (4.1.19) 

que nos fornece o vetor fluxo angular de nêutrons. 
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4.2 Fator de Utilização Térmica 

Consideremos o seguinte problema idealizado unidimensional S N em uma 

placa plana heterogênea, composta por duas regiões e um grupo ténnico de energia: a 

região do combustível (C), e a região do moderador (M). A figura 2 abaixo representa a 

placa com as duas regiões, respectivamente. 

c > I c< 1 

Combustível Moderador 

x = O x = a x = b 

Figura 2. Placa Heterogênea 

As equações do fluxo de nêutrons nas duas regiões são, respectivamente: 

, O< x<a , c > l (4.2.1) 

com condição de contorno reflexiva em x = O e x = b , e 

dlf/'11 c ,\' 
f.J. __ m_ + lj/ M = _}f_" 11/,'H W . ..l.. q , a < X* < b e C < } 

m dx• m 2 ~ '1' 1 1 ' ? 
t=l -

(4.2.2) 
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Para aplicar o método LTS N , fazemos uma mudança de variável na equação 

(4.2.2), isto é, O < x < L, onde x = x* -a e L= b- a , sendo que m = 1: N, ; é a 

densidade de moderação (8] e sujeita à condição de contorno reflexiva em x = L . 

Dividindo as equações dos fluxos angulares por f.lm obtemos os seguintes 

sistemas de equações diferenciais: 

para a região do combustível e 

M M N 
d lf/ m + lf/;, = CM ~ lf/·M W. + q( X) 

dx ? ~~ I 2 
fim -fim i = l 11m 

para a região do moderador. Desta forma, os sistemas acima podem ser escritos 

matricialmente como: 

e 

d 
-rtrM +A M lf/ ""' = O 
dxY' '!! m ~ 

sendo que a matriz A em cada região é definida por 
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(4.2.4) 



l Cc .WJ 

2j1, 
se i= j 

c Jl; 
aif = 

Cc. W) 
se i * j 

2j1i 

e 

1 CM .WJ 
se i= j 

a :~.f = 
Jl; 2J1; 

IJ CM . WJ 

2J1; 
se i* j 

e a densidade de moderação Q dada pelo vetor 

1 I 1-4 

O= q(x) 1 I f12 
::- 2 

Aplicando a transformada de Laplace nas equações (4.2.3) e (4.2.4) 

obtemos, respectivamente: 

(4.2.5) 
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e 

(4.2.6) 

ou seJa, 

(4.2.7) 

e 

(4.2.8) 

Assim, o fluxo angular lf/(x) em ambas as regiões será obtido através da 

transformada inversa de Laplace, isto é: 

(4.2.9) 

e 

(4.2.10) 

onde * denota convolução. 

Conforme foi descrito na formulação LTS N no item 4.1.13 deste trabalho, 

temos que 
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(4.2.11) 

onde R denota a região: combustível (C) e moderador (M). 

Segundo Segatto et a!. [15], essa transformada inversa pode ser escrita como 

X.e-0..-.X-1 
, onde D é uma matriz diagonal cujos elementos são os autovalores da matriz 

A e X é uma matriz dos autovetores correspondentes. Assim, podemos escrever que 

B(x) = x. e-0 ..-. X-1 
• (4.2.12) 

o que nos permite escrever a equação do fluxo angular de nêutrons como: 

(4.2.13) 

na região do combustível, e 

(4.2.14) 

na região do moderador. 

Escrevendo o fluxo angular em fonna de matriz bloco, obtemos para cada 

região a seguinte expressão 

(4.2.15) 

e 
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(4.2.16) 

onde 

X 

H(x) = B(x) * Q(x) = J B(x - r). Q( r)dr , (4.2.17) 
o 

lfJR(x) 

fiiJR (x) = 
fii2R (x) 

(4.2.18) 

f/1:12 (x) 

e 

lfl,~;z+l (x) 

fll2 R (x) = '1': 12+2 (x) 
(4.2.19) 

'I'~ (x) 

onde f111R ( x ) é o vetor de ordem N/2 dos fluxos angulares nas direções positivas , 'I': ( x) é 

o vetor de ordem N/2 dos fluxos nas direções negativas e B~(x) são matrizes de ordem 

N/2, onde R representa a região considerada. 

Os sistemas expressos pelas equações (4.2.15) e (4.2.16) podem ser escritos, 

respectivamente, como: 
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N lf// (x) = LB~ (x).lfl'/ (O) (4.2.20) 
j=l 

e 

N 

lf/iM (x) = IB;1 (x). lfl'/ 1 (O)+ Hi(x) , i = 1 : N (4.2.21 ) 
j=l 

Para a obtenção do fluxo angular nas duas regiões, necessitamos utilizar as 

condições de contorno estabelecidas no início do problema (reflexão em ambas as 

fronteiras), bem como a condição de continuidade na interface em x = a . 

Aplicando a condição de continuidade na interface combustível-moderador, 

ou seja, 'f.c (a)= '1/..M (O) e fazendo mudança de variável na região do moderador, obtemos 

(4.2.22) 

e 

[
lf/t (O)] [Btf (O) B;~ (O)] [lf/t (O)] [Ht (O)] 
lf/t (O) = B~ (O) B~ (O) . lf/t (O) + Hr (O) 

(4.2.23) 

Do sistema ( 4.2.22) podemos escrever as seguintes igualdades: 
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(4.2.24) 

e 

(4.2.25) 

Usando a condição de reflexão em x = O, isto é, lfl~ (O) = P.lf/1c (O) , onde P 

é a matriz permutação, nas equações (4.2.24) e (4.2.25), obtemos 

lf/1c (a) = [B~ (a)+ B.~ (a).P} lfl( (O) (4.2.26) 

e 

(4.2.27) 

Da equação matricial ( 4.2.23) obtemos 

(4.2.28) 

e 

(4.2.29) 

Usando a condição de continuidade , obtemos as seguintes equações: 

·' 

e 
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Aplicando a condição de reflexão em x = L , ou seja , lf//'1 (L) = P.lf/i~v~ (L), 

podemos escrever 

e 

[
lf//'' (L)l [Bu (L) 

lfli1 (L) = B~ (L) 
B~ (L)] [IJ!t (O)] + rHr (L)l 
B~; (L) . 'I'~ (O) Ht (L) 

Do sistema acima podemos escrever as seguintes equações: 

(4.2.32) 

(4.2.33) 

(4.2.34) 

Usando a condição de reflexão em x = L, obtemos a seguinte equação: 

(4.2.35) 

As equações (4.2.30), (4.2.31) e (4.2.35) formam o seguinte sistema 

[
B~1 (a)+ B~(a). P - Bt{ (O) 

B~1·(a)+B;(a).P -B~(O) 
. O B;~(L) -P. B;~(L) 

H(\1 (O) 

H;1 (0) 

P.Hi}vf (L)- H;"' (L) 

(4.2.36) 
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A solução do sistema ( 4.2.36), através da eliminação Gaussiana, nos fornece 

os fluxos angulares f//,c (O) , f/11M (O) e 'I'~ (O) . Dessa forma, o fluxo angular está bem 

definido pelas equações (4.2.13) e (4.2.14). 

Para calcular o fator de utilização térmica precisamos do fluxo escalar que é 

dado por 

} I N R 

tPR(X) =-f lf/(X,J.L)dJ.L =L W;.lf/; (x) , 
2-1 i=l 

onde R denota região (combustível e moderador). Assim podemos escrever que o fluxo 

médio em cada região será expresso por 

(4.2.37) 

e 

( 4.2.38) 

onde bii(x) é o elemento da i-ézima linha e j-ézima coluna da matriz B(x). 

Assim, podemos calcular o fator de desvantagem p , que é a razão entre os 

fluxos escalares nas regiões do moderador e combustível, ou seja 
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(4.2.39) 

onde H;'' ( x) é definido pela expressão ( 4 .2.17). 

Dessa forma, substituindo a expressão (4.2.39) na defmição dada pela 

equação (2.6), apresentamos wna expressão analítica para o fator de utilização térmica 

através da formulação LTS N . Além disso, a convergência do método LTS N garante que, 

quando N é aumentado, a solução aproxima·se da solução exata da equação de transporte. 
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4.3 Equivalência entre a Equação da Difusão e a Equação 

de Transporte S 2 

Com o objetivo de demonstrar que o método LTS N pode ser aplicado na 

solução da equação da difusão, mostramos, a seguir, que a equação da difusão é 

equivalente à aproximação S 2 da equação de transporte linear isotrópica. Para isso, 

consideramos a equação de transporte S 2 para wna placa plana unidimensional com fonte, 

expressa por 

m=1:2 (4.3.1) 

onde Q = ~ é a densidade de moderação. 

A expressão acima resulta no seguinte sistema de equações 

(4.3.2) 

e 

(4.3.3) 

Somando-se as equações (4.3.2) e (4.3.3) , obtemos a seguinte relação: 
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(4.3.4) 

Sabendo que J..4 = - 112 e que w1 = w2 = 1 , podemos escrever a 

equação (4.3.4) como 

dJ(x) 
--;;;:- + (1-c). ~(x) = q (4.3.5) 

onde 

e 

Comparando a equação (4.3.5) com a equação da difusão (3. 1.2), podemos 

observar que La = 1- c. 

Subtraindo as equações (4.3.2) e (4.3.3) entre si, temos 

Lembrando que J..4 = - 112 , então a equação acima pode ser escrita da 

seguinte maneira 
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dr/J(x) J(x) 
p,--+--= o 

dx A 

., df/J 
f-LJ-- + J(x) = O 

dx 

2 df/J 
J(x) = -J-LJ . dx (4.3.6) 

Definindo o coeficiente de difusão como D = p,2 
, podemos escrever a 

equação (4.3.6), conhecida como Lei de Fick [8], como: 

d(J 
J(x)=-D­

d.x 

Combinando a Lei de Fick com a equação (4.3.5) , obtemos a equação da 

continuidade que é expressa por 

df/J 
-D dx + (1- c).f/J = q (4.3.7) 

Este resultado indica que a solução S 2 da equação de transporte linear, dada 

pelo método LTS 2 , é equivalente ao problema de difusão unidimensional. Sendo assim, o 
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fator de utilização térmica pode ser calculado pela aproximação S 2 do mesmo modo como 

foi determinado pelo método da difusão, ou seja: 

onde 

V ~M 
1 M L..Jo - Lc .F+ E f V, c o 

e K~ e K;, são definidos pela equação (3.1.5). 

Portanto, o fator de utilização térmica pode ser calculado pela teoria da 

difusão pela fórmula (4.2.39), fazendo N = 2. 
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5. CONCLUSÃO 

Através deste trabalho, mostramos que o método L TS N pode ser utilizado 

para o calcular o fator de utilização térmica, fator este importante no projeto neutrônico de 

um reator nuclear. Utilizando esse método conseguimos uma expressão analítica para f , o 

que é vantajoso em relação aos métodos numéricos. Além disso, como foi provada a 

convergência do método o LTS N [11], é possível controlar a precisão dos resultados para 

os fatores de desvantagem e de utilização térmica pela formulação proposta através do 

aumento da ordem de quadratura N. 

Em termos de custo computacional, o método LTS N já está bastante 

aperfeiçoado e apresenta solução para o fluxo de nêutrons num intervalo de tempo muito 

pequeno, mesmo para ordem de quadraturas elevadas (N = 1500) [15]. 

Acreditamos que, a partir de agora, a formulação LTS N possa ser extendida 

ao cálculo do fator de utilização térmica em problemas multidimensionais utilizando a 

formulação nodal [21,22,23] e pseudo-espectral (em desenvolvimento). Portanto, 

sugerimos como trabalho futuro a investigação das referidas generalizações. 

Finalmente, concluímos que nosso objetivo neste trabalho foi atingido 

porque mostramos a viabilidade do método L TS N para calcular, em forma analítica, os 

fatores de desvantagem e de utilização térmica. 
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