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RESUMO

Este trabalho visa a constru¢do de um robd péndulo invertido e andlise de alguns métodos
existentes de fusdo de informacdo para célculo do angulo deste robo, combinados com as
metodologias de controle de estabilidade do péndulo invertido. A andlise consiste em estudar
como os algoritmos se comportam com os métodos de controle da planta e medir o dngulo do
péndulo com confiabilidade, usando os métodos de fusdo de sensores estudados, Filtro
Kalman e Filtro Complementar. As metodologias de sistema de controle mais utilizadas para
este fim s@o o PID e o LQR. Neste trabalho sdo implementadas as duas metodologias citadas,

e comparados os seus resultados.

Palavras-chave: Robo Péndulo Invertido. Filtro de Kalman. Filtro Complementar.

Controlador PID. Controlador LQR.



ABSTRACT

This work aims to costruction of an inverted pendulum robot and analysis of some existing
methods of information fusion to calculate the angle of this robot, combined with the
methodologies of the inverted pendulum stability control . This analysis intends to study how
the algorithms behave with the plant control methods and measure the pendulum angle
reliability, using the studied methods of fusion sensors, Kalman Filter and complementary
Filter. The control system methodologies most used for this purpose are the PID and LQR . In

this work the two cited methodologies are implemented , and compared their results.

Keywords: Inverted Pendulum Robot. Kalman FIlter. Complementary Filter. PID
Controler. LQR Controler.
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1 INTRODUCAO

Péndulo invertido € uma estrutura onde o ponto de articulagéo fica abaixo do centro de
gravidade. Este dispositivo além de ser um problema cldssico na dindmica, é usado em muitas
aplicagdes de robdtica. Assim, os aspectos cientificos referentes a instrumentacio e controle
de estabilidade sdo de fundamental importancia em diversas aplicagdes, pois o sistema € ndo
linear e instavel.

O péndulo invertido é também o modelo de muitos dispositivos. Pode-se citar como
exemplo desde o corpo humano, onde através da fusdo das informagdes dos sentidos da visdo,
audi¢cdo e propriocepcdo, o cérebro calcula o angulo que o corpo faz com o solo e ativa os
musculos para controlar o equilibrio, balango e a trajetéria do corpo. O estudo do pé€ndulo
invertido estd diretamente relacionado com mais recentes avancos na drea de exoesqueletos e
préteses para amputados, paraplégicos e tetraplégicos. Trabalhos como o do Brasileiro Miguel

Nicolelis usam tais conhecimentos.

Figura 1 - Exoesqueleto, trabalho do grupo do Neurocientista Miguel Nicolelis.

Além do corpo, o foguete também € um exemplo de péndulo invertido pois sua parte
ativa, que controla o angulo formado com o plano da terra, estd abaixo do seu centro de
gravidade. O Segway PT (Segway Personal Transporting), figura (2), é outro 6timo exemplo

de um objeto 1util para as pessoas, que sO existe gracas a algoritmos de fusdo de informacao e
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sistemas de controle aplicados ao problema de equilibrio do péndulo invertido. Estes
algoritmos sdo capazes de fazé-lo ficar de pé e ainda seguir os controles de uma pessoa sendo

carregada por ele.

Figura 2: Segway

Fonte: www.segway.com

1.1 OBJETIVOS

Neste trabalho serdo analisados alguns métodos existentes de fusdo de informagao para
calculo do angulo que o péndulo forma com a vertical em conjunto com as metodologias de
controle de estabilidade do péndulo invertido. Esta andlise visa estudar como os algoritmos se
comportam com os métodos de controle da planta. Existem muitas solucdes para este
problema, algumas sdo estudadas pela area do conhecimento de fusdo de informacéo, que visa
retirar uma informacao o mais confidvel possivel de um conjunto de dados com caracteristicas
diferentes. As técnicas que serdo exploradas neste trabalho sdo Filtro Kalman e Filtros
complementares, ambos com vantagens e desvantagens, e desempenho diferentes.

As metodologias de sistema de controle mais utilizadas para este fim sdo o PID
(Proporcional Integral Derivativo) e o LQR (Linear Quadratic Regulator). Neste trabalho
serdo implementadas as duas para comparar os resultados.

Assim, os objetivos deste trabalho sio:

. Medir o angulo do péndulo com a maior exatiddo possivel, dados os métodos
de fusdo de sensores estudados, filtro Kalman e filtro complementar, e comparar os seus
resultados.

. Implementar o robd péndulo, e manter o equilibrio do protdtipo utilizando os

algoritmos de controle, PID e LQR, e comparar os seus resultados.
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Neste documento no capitulo 2 serdo abordados os aspectos tedricos do modelo do
péndulo invertido, dos algoritmos de fusdo de sensores e sistemas de controle. No Capitulo 3
sao descritos as implementacdo do robd e dos algoritmos. No capitulo 4 estdo os resultados

obtidos. E no capitulo 5 encontra-se a conclusdo deste projeto.



2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 MODELO DO PENDULO INVERTIDO

Para projetar um sistema de controle eficiente e um sistema de fusao de informacdes é
necessario desenvolver o modelo matematico do rob6 que descreva seu sistema dinamico.
Esta modelagem pode ser feita tanto em fungdo de transferéncia como no espaco de estados,
neste trabalho foi escolhido a segunda. Para facilitar a desenvolvimento da modelagem
dividiremos este capitulo em duas partes, primeira descrevendo o modelo do motor DC usado
no projeto e a segunda descrevendo o modelo dindmico do robd pendulo invertido

propriamente dito.

2.1.1 MODELO DO MOTOR DC

A estrutura base do robd € formada pelas rodas e o corpo do robd péndulo, como as
rodas sdo acionadas por motores, o0 modelo matemético dos motores é fundamental para a
modelagem da estrutura completa do robd. Este modelo descrevera no espaco de estados o
motor DC e serd usado na modelagem do robd pendulo invertido para fornecer uma relagio
entre a entrada de tensdo dos motores e o controle de torque necessario para equilibrar robd.

Esta modelagem foi feita baseada em [11].

A figura 3 mostra o diagrama esquemadtico do motor DC. Quando uma tensdo é

aplicada nos terminais do motor, a corrente I,(t) é gerada na armadura do motor.

Figura 3: Diagrama esquemdtico elétrico e mecanico do motor de corrente continua

i,(1) R, L

a

—_—
0 AN YN

(1) J
v, (1) e(?)

Fonte: Baseado em [24]

Onde:

R, e L, = Resisténcia e Indutincia da armadura
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I.(t) = corrente na armadura
V.(t) = tensao aplicada na armadura do motor
e(t) = forca contra eletromotriz induzida no motor
w(t) = velocidade angular do rotor
f = coeficiente de atrito viscoso
j = momento de inércia da carga acoplada ao motor

O motor produz um torque 7,, proporcional a esta corrente, esta relagdo € expressa

conforme a eq (1), onde Km € uma constante que depende de aspectos construtivos deste.

Tm = Kmia(t) Eq.(1)

O resistor e o indutor em série com a fonte de tensdo e(t) sdo usados para modelar o
circuito elétrico do motor. A forca contra eletromotriz e(t) é produzida porque as espiras do
rotor estdo em um campo magnético varidvel. A tensdo gerada pode ser aproximada como
uma relacdo linear com a velocidade do eixo, descrita na equacdo eq.(2), onde w é a

velocidade angular do eixo do motor.
e(t) = k.w(t) Eq.(2)

Assim, pode-se expressar o modelo elétrico do motor exposto na figura (3.1) através

da lei das tensdes de Kirchoff pela equacdo eq.(3) abaixo:

Z Tensdes = V,(t) — Rgiq(t) — Lad;—(tt) —e(t)=0 Eq.(3)

Em seguida seréd analisado o modelo mecénico do motor, assim usando a equagdo do

movimento rotacional aplicado ao motor é expresso na eq (4). Onde fw representa o atrito

viscoso e t. representa o torque externo de perturbagdo e jo representa o torque resultante.

Z Torques =1, — t, — fw(t) =jw Eq.(4)

Substituido as equacdes eq.(1) e eq.(2) nas equagdes do modelo elétrico e mecanico,
aplicando a simplificagdo de que para modelos reais L, = 0 ¢ f = 0, assim a indutancia do
motor L, e o atrito viscoso fw serdo desprezados nessa analise e rearranjando os termos, as
equacdes eq.(5) e eq.(6) podem ser reexpressas como segue:

. ke A
io(t) = —R—w(t) te Eq.(5)



17

—la(t) —— Eq.(6)

Substituido eq.(5) na eq.(6):

dw(t) —knke ka T, Ea.(7
i - JR, w(t)-l_]Ta i q.(7)

A dindmica do motor pode ser representada no espago de estados, este € um sistema de
equacdes diferenciais de primeira ordem, com parametros dngulo 0, e velocidade angular o,

como segue a equagio eq.(8):

. 0 1 0 0
ME [0 _’]‘%" ME ]"T’" -; ] Eq.(8)
y=1[1 0] [5)] +[0 0] [Z‘z] Eq.(9)

Também € interessante expressar o torque do motor em fun¢do dos parametros do

motor e da tensdo aplicada. Assim substituindo a eq.(5) na eq.(1)

km ek
Ty = R—aVa -y w(t) Eq.(10)

2.1.2 MODELO DA ESTRUTURA DO PENDULO INVERTIDO

A estrutura do robd auto equilibrado pode ser dividida em duas partes, sendo a roda e
o corpo do robd péndulo. As rodas sdo coaxiais acionadas por dois motores independentes, o
direito e o esquerdo. O robd € simétrico com relacdo ao lado direito e esquerdo, assim
modelando um dos lados, para obter o modelo final deve-se espelhar este. Esta modelagem foi

feita baseada em [11].



Figura 4: Diagrama de corpo livre da roda

o
R,

Onde:

H; = forca de atrito

X = acelerac@o no eixo x

M,, € a massa da roda,

H; € a for¢a de reacdo entre o chassi e roda,

H, € a forca de atrito.

Usando a lei de Newton aplicada ao movimento linear e rotatdrio resulta:

Z F. =M% ~ M,%= H,— H, Eq.(11)

ZMO —la = J 6, = C.— H,r Eq.(12)
Onde:
M, = forgas ao redor do centro da roda
Jw = Momento de inércia da roda
o = aceleragdo angular do eixo (rad/s”)

0,, € a aceleracdo angular da roda
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C; = torque do motor
r =raio da roda

Isolando a forga de atrito e substituindo em eq.(11)

N A Y
M, % = 7T — Wr‘” — H, Eq.(13)
e considerando o torque da roda igual ao torque do motor (C, = T1,,), conforme a
equacdo eq (10) e o momento inercial da roda como o momento da carga acoplada ao motor:
km 3 koky, . Jw =

M, X = |74 6, ——06, — H Eq.(14
wX TR, ¢ TR, " r v r q-(14)

O movimento linear no eixo x é mais interessante, pois este serd usado logo em
seguida na deducdo do chassi do robd péndulo. Como o movimento linear age no centro da
roda, a rotagdo angular pode ser transformada em movimento linear pela mudanca de

variaveis:

0,r =% = 9W=; e Gwr=x=>6W=;

Assim a equacgdo eq.(14) pode ser reescrita da seguinte forma:

km kekm Jw
- =% - =i - Eq.(1
rRaVa 2R, 2X H; q.(15)

M, x =
Lembrando que este € o modelo para uma roda, sendo o modelo simétrico, o0 modelo
da outra roda € andlogo. Sendo assim o modelo para o robd inteiro é:

]W (3 ka Zkekm .
2 (MW + )5 =

TRq ¢ 2R,

—(H

Tdireita

+H

Tesquerda)

Eq.(16)

A seguir sao descritas as equacdes do chassi do péndulo. A figura 5 mostra o diagrama

de corpo livre do chassi.
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Figura 5: Diagrama de corpo livre da roda

Onde:

C = torque aplicado pelo motor na roda

Jp = momento de inércia do chassi

M. = massa do chassi

0. = angulo de rotagdo do chassi

g = aceleracdo da gravidade

H,; e H, = forca de reacdo entre as rodas e o chassi

[ = distancia do eixo de rotagdo até o centro de massa

Novamente, usando a lei de movimento de Newton, a soma das for¢as na direcdo

horizontal € dada pela equacao:

Z F, =M = (Hy+ H,) — M6, cos 6, + M 162 sin6, = M, Eq.(17)

(Hy + H,) = M.% + M_l6, cos 6, — M.16? sin 6, Eq.(18)

A soma das forgas perpendiculares ao péndulo
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Z Ep = McXcos0,

Eq.(19)
(H; + H,)cosO, + (P; + P,)sinf, — M.g sin6, — M_16, = M.k cos 6,
A soma dos momentos ao redor do centro de massa do péndulo
Z M, =]j.a
Eq.(20)

—(Hg + H)lcos8,— (P; + Pl sinb, — (Cq+ C,) =J,6,

O torque aplicado pelos motores no robd é descrito pela equacdo eq.(10). Aplicando a

mudanca de variavel C; + C, = 27, e rearranjando os termos, obtem-se:

2k, 2k ke, X

|74 — Eq.(21
R, ¢ r a-21)

[—(Hy + H)lcos 6, — (P; + P)I sinb,.] =J.0, + A
a

Neste ponto € interessante unir as equacdes de momento e de forga, para isso

multiplica-se a eq.(18) por - [, que resulta:
—(Hy + Hp)lcos 6, — (Py + Pl sinb, + M.glsin6, + M 1?6, = —M_%lcos 6, Eq.(22)

e substituidos a equacdo eq.(20) na equagdo eq.(21)

2km
Rq

2Kekom %

Jebc + =2V — ===+ Mcglsin, + Myl*0, = M ¥lcos6,  Eq.(23)
E para eliminar a expressio (Hy; + H,) da dindmica dos motores, a eq.(17) é
substituida na equacgdo eq.(16),

2 2kekm .
'R, @ — 2R, X —M.X—M.6.cos0.+MIO;sin6.  Eq.(24)

2 (Mo + 1) =

Ambas as equagdes acima sdo nao lineares, porém podem ser linearizadas para valores
pequenos de angulo proximos a 8, = w + ¢, onde ¢ representa um angulo pequeno a partir

da direcdo vertical.

Assim, aplicando as seguintes relacdes de transformacao de linearizacio:
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2 o
dt) =0, ouseja, 6, = 0.

cosf. =1,sinfb, = —¢, e (
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Eq.(25)

Rearranjando as eq. (24) e eq.(25) e aplicando a linearizacdo, obtem-se as equacdes

que descrevem o movimento do robd péndulo.

v 2k 2k.k
M2+ J)pe + =V, — —="% — M glp = M_l¥
R, TR,
2km 2]¢ . 2kekm . .
TR Va = (ZMW + T—2+ MC) X + TZ_Rax —Mcl¢

Eq.(26)

Eq.(27)

As varidveis de interesse para montar o modelo no espaco de estados sdo ¢ e X .

Isolando essas varidveis das equacdes eq.(26) e eq.(27), pode-se montar as matrizes do

modelo no espaco de estados, como segue:

i [0 1 0 01
H 2K (Mclr —Jo — M) MEgl”> "1
[ *] R.7r2a a I x I
I(pI o 0 0 1||qb|
|_J 2kekm (rB — M.1) My, gl 0 [¢J
¢ R, 2% M2+ ],
- 0 -
2k, (I, + M2 — M_Ir)
+ Raora v,
2k, (M.l —1rpB)
R,ra
Onde:
2 ]W
a= |Ip+2M1 (M, +73
e

ﬁ:(ZMW+2r]—;”+MC)

Eq.(28)

O modelo apresentado assume que as rodas estdo sempre em contato com o solo e que

nao escorregam.

2.2 TEORIA DE ESTIMACAO
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Estimacdo é um processo estatistico de extracdo de informacdes sobre o valor de
parametros a partir da medicio de uma determinada grandeza. Em geral, os dados sdo
amostras de uma medida e os pardmetros sao caracteristicas do sistema que se deseja estudar,
por exemplo, medir a aceleragdo de um movel para extrair, a partir das medidas, a velocidade
do mesmo. Os valores medidos guardam uma relagdo com os parametros, isto €, a medig¢do de
aceleracdo de um mdvel guarda uma relacdo com as varidveis posicdo e velocidade do

mesmo.

Em geral os dados de medidas s3o corrompidos por imperfei¢des (ruidos) de
informagdo. Em um contexto de engenharia, usualmente ha interesse na utilizacdo de sinais
elétricos na saida de sensores, estes, por sua vez, apresentam imperfei¢cdes como: ruido
elétrico, IEM (Interferencia Eletro Magnetica), Erro de Amostragem, erro de calibragdo do
sensor, etc. [6]. Por estarem corrompidos por ruidos, os sinais na saida de sensores serdo aqui
considerados como varidveis aleatdrias, estando constituidos por duas parcelas, uma

deterministicamente relacionada a seus respectivos parametros e uma aleatodria.

Um dos primeiros estimulos para o desenvolvimento de teoria de estimag@o foram os
estudos astrondmicos, no século XV, no qual o movimento dos planetas e cometas utilizava
dados de medidas de telescopios rudimentares. O movimento desses corpos pode ser
caracterizado por 6 pardmetros e o problema na época era estimar estes pardmetros a partir
das medidas ruidosas. Para resolver este problema, Karl Friedrich Gauss propds o método dos
minimos quadrados no seu trabalho “Theoria Motus Corpum Coelestium” [10], no qual
descreve a base para o estudo de estimag@o. Gauss sugere que o valor mais apropriado para
um parametro desconhecido é o valor mais provavel. O valor da diferenca entre o valor
medido e valor computado é chamado de residual. Assim o método de minimos quadrados se
preocupa em determinar o valor mais provavel dos parametros. Estes sdo os valores que

minimizam a soma dos quadrados dos residuais [10]

Por exemplo, supondo que m medidas de uma varidvel amostrada nos instantes (t;, t,, .
ty) sdo indicadas a cada instante como Y, considerando que os parimetros X sdo
determinados a cada instante a partir dos dados amostrados e sdo relacionados pela seguinte

equacdo (30):

Zy = Hk.xk + (%7 Eq(29)
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Onde v, representa o erro de medicdo que ocorre a cada instante de tempo. Como
pode ser visto na equagdo os pardmetros e os dados de observacdo sdo considerados
linearmente relacionados pelo fator H;, que é a matriz de transicdo de estados. Tomando a
estimativa de x baseada nas n amostras (z; ,zy, . . . ,z,) como sendo X,,. Entdo o valor residual

associado com k ésima medida é dado pela equacdo (31)
e 2 7z, — Hpxy k=10,1,..,n Eq.(30)

O método dos minimos quadrados consiste em determinar os valores mais provaveis
de x, isto é, determinar X,,. Este valor mais provavel é tal que minimiza a soma dos quadrados

dos residuos. Assim, escolhendo x, tal que a fungdo L,, eq. (32) seja minimizada.

n
1
Ln = 5 ) [ = HXI W[z — HiX] Eq(31)
k=0

Os elementos da matriz W), sdo selecionados para indicar o grau de confiancga de cada
medida. Como serd explicado melhor no filtro de Kalman W), esta relacionado com o inverso

da matriz de covariincia do ruido de medida.

2.3 FILTRO KALMAN

Em 1960, R. E. Kalman publicou seu famoso artigo [3] descrevendo uma solugdo
recursiva para o problema de filtragem 6tima aplicada a sistemas lineares no espago de
estados [2]. Originalmente desenvolvido para utilizagdo na navegacdo espacial, o filtro de
Kalman se revelou 1til para muitas aplicagdes e € principalmente utilizado para estimar os
estados do sistema que apenas podem ser observados indiretamente.

O filtro de Kalman é um método de estimag@o estocdstica que combina modelos
deterministicos e estocdsticos de modo a obter estimativas 6timas de varidveis de estado de
sistemas lineares [8] capaz de estimar varidveis de estado de um sistema linear a partir de
medi¢des incompletas ou ruidosas. Trata-se de um conjunto de equagdes matemdticas que
fornece uma solugdo eficiente computacional (recursivo) do método dos minimos quadrados.
O filtro € muito poderoso em vdrios aspectos: ele suporta estimativas do passado, presente e
estados ainda futuros, e pode fazé-lo mesmo quando a natureza precisa do sistema modelado é

desconhecida. [2]
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Esta ferramenta pode estimar as varidveis de uma ampla gama de processos. Em
termos matematicos, pode-se dizer que um filtro de Kalman estima os estados de um sistema
linear. Este conjunto de equagdes, ndo s6 funciona bem na pritica, mas é teoricamente
atraente, porque pode-se demonstrar que de todos os possiveis filtros, ele € o que minimiza a
variancia do erro de estimativa. Filtros de Kalman s@o frequentemente implementados em
sistemas de controle embarcados porque, para controlar um processo, é necessdrio primeiro

uma estimativa precisa das varidveis deste processo [1].

2.3.1 SISTEMA E MODELO DE OBSERVACAO (ESTIMACAO DO PROCESSO)

O problema que o filtro Kalman procura resolver € a estimagcdo de um conjunto de
parametros que variam no tempo. Sendo assim, se aplica para estimar o estado de “x[n]” a
partir das medidas « y[n] » de um sistema de tempo discreto que € descrito pelo sistema linear
de equagdes estocdsticas a seguir, também chamadas de equacdes de transicao de estado:

Equacdo de estado:

Xee1 = Axp + Bu, + wy Eq.(32)

Equacio de saida:

Yk = C.Xk + Zy Eq(33)

Onde:

A € a matriz de transi¢do de estado, é a matriz que relaciona um estado com o proximo

B € a matriz de transi¢@o das entradas de controle

C é a matriz de transi¢do de saida

X € o vetor de estados do sistema;

Uy, € o vetor de entradas deterministicas;

wy € o vetor de varidveis aleatdrias, isto €, perturbacdes nos estados do sistema, é
chamado de ruido do processo, neste modelo serdo considerados ruidos branco gaussiano;

7, € o vetor de variaveis aleatdrias que perturbam a saida do sistema. Como a medida
deste € feita na saida, este sinal € conhecido como ruido de medigéo, ou ruido de saida;

Vi € o vetor de saida, também chamado de vetor de medida;

k é o indice do tempo

Este modelo observado descrito pelas equacdes acima, pode ser representado pelo

diagrama em blocos na figura (6).
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Figura 6: Modelo do sistema do espago de estados

Wk

u q X
=5 B | > C
+

Unit

A Delay

X1

Fonte: Baseado em [9]

A matriz A [n x n] na equagéo de estado relaciona o estado no instante k com o estado
no instante k-1, na auséncia de entrada ou ruido de processo. A matriz B [n x 1] relaciona a
entrada de controle u para o estado x. E a matriz C [m x n] na equagfo de saida relaciona o
estado x com a saida y, sendo n o nimero de estados e m o nimero de saidas. [2] Para este
trabalho, serdo considerados apenas sistemas invariantes no tempo, assim as matrizes A, B e
C sdo constantes, logo sdo as mesmas para todo k.

O vetor x contém todas as informacdes sobre o estado atual do sistema, mas nao se
pode medir x diretamente. Em vez disso, mede-se y, que é uma fun¢do de x que estd
corrompida pelo ruido z. Pode-se usar y para tentar obter uma estimativa de x, mas ndo
podemos necessariamente obter a informagdo a partir de y pelo seu valor nominal, porque ele

esta corrompido por ruido. [1]

2.3.2 TEORIA E ALGORITMO

Com base no modelo do sistema dindmico e nas medidas disponiveis de u e de y
pretende-se estimar o estado x do sistema. Para obter o melhor estimador, este deve satisfazer
a dois critérios:

1. Que o valor médio da estimativa do estado seja igual ao valor médio do verdadeiro
estado. Ou seja, a estimativa nio deve parecer tendenciosa. Matematicamente, diz-
se que o valor esperado da estimativa deve ser igual ao valor esperado do estado.
Para este objetivo, pode-se dizer que o Filtro Kalman é um estimador “nédo
tendencioso” ou “unbiased”, isto €, E[X; ] = E[x,].]. [1]

2. Deseja-se uma estimativa de estado que varia tdo pouco quanto possivel do valor
do estado verdadeiro. Isto é, alem da média da estimativa de estado ser igual a

média do estado, também deseja-se um estimador com a menor variacdo possivel
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da estimativa de estado. Matematicamente, diz-se que deseja-se encontrar o
estimador com a menor variancia possivel.
O filtro de Kalman se vale do estimador ndo tendencioso de varidncia minima
(minimum variance unbiased estimator - MVUE). Este estimador minimiza o erro médio
quadrético, assim o valor estimado € aquele que minimiza a variancia do erro:

% = argminy E[||x, — % |1?]

O termo E[||x, — X¢||?], entdo chamado de varidncia do erro, é fortemente
relacionado com a matriz de covariancia do erro E [(x; — &) (xx — £x)T]. Especificamente a
variancia do erro de um estimador € igual ao traco da matriz de covariancia do erro.

Elllxy — % |I?] = traceE[(xy — Xx) (xx — Xx)"]

O algoritmo de Kalman é um filtro linear de varidncia de erro minima.O filtro de
Kalman € o estimador que satisfaz os dois critérios estabelecidos anteriormente. Mas sua
solug@o ndo se aplica a menos que sejam satisfeitas certas suposi¢des sobre o ruido modelado
nas equacdes de estado e saida. Lembrando o modelo de sistema, w € o ruido do processo e z
¢ o ruido de medig¢do, e assume-se que o valor médio de ambos é zero. Assume-se, ainda, que
ndo existe correlagdo entre w e z, ou seja, a qualquer momento k, wy, e z, sdo varidveis
aleatérias independentes. Também sdo consideradas ruidos brancos, ou seja, possuem

espectro largo, e com distribui¢des normais de probabilidade dados por:

p(wi) ~ N[0, Q]
p(2x) ~ N[O, Ry]

Onde Qi e Ry sdo as covaridncias de wy e de z, respectivamente. As matrizes de

covariancia dos ruidos Qg e R sdo definidas como:

T _ _n=(Q% k=1
Elwew; ] =Qxdé(k—1) {0 caso contrario
R, k=1

T — —_ =
Elzxz;] = R 6(k — 1) {0 caso contrario

E[wgz!] = 0 para todo k, 1
Onde wg e ZE indicam a matriz transposta de wy e zy. Serdo consideradas as duas

varidveis aleatdrias e independentes.

2.3.3 ORIGENS COMPUTACIONAIS DO FILTRO DE KALMAN
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O Filtro Kalman estima o estado do processo utilizando uma arquitetura de controle
realimentado como mostrado na figura (6). O filtro prediz o valor do estado e mede a saida
(ruidosa) do sistema. Assim pode-se dividir as equacdes do filtro em duas: equagdes de

predicao e equagdes de atualizacdo.

Para ilustrar o algoritmo de Kalman, serd utilizada a figura (7), cujas condi¢des iniciais
sd0: X_; = Xy e P,_; = P,. A fase de predicdo utiliza a estimativa do estado da iteracio
anterior para estimar o estado na iterag@o atual. Esta estimativa do estado atual com base em
estados passados também € conhecida como a estimativa de estado a priori, porque embora
seja uma estimativa do estado na iteragfo atual, ndo inclui informagfo das medidas da iteragéo
atual, ou seja, nesta fase os valores de estados sdo “estimados” com base na dindmica do

sistema modelado e nos valores de estados anteriores.

Figura 7: Estrutura de equagdes do Filtro Kalman

-

| Ftapa de Atualizacio

Ftapa de Predicio
(1} Caleulo do ganho de Kalman

K, = P,CT(CP,CT+R)

{1y Vanavel de estado a prion 1
.{A =..‘!j‘£‘. 1 - J‘g”# 1
(2)Atualizacio da estimativa com a medida de 2y

- . - - - - a _ ,.," - - - ‘\_-
{2} Covanancia do efro a prion X, = "'.('+'5"A'{"J;_{ 'Ik}
Y = r

P = AP,  AT+Q

(3) Atualizacio da covariancia do erro

P, = (I-K,C)P,

condigdes iniciaiz de 1,{ , B J“:, \ /

Fonte: imagem baseada em [2].

Na fase de atualizac@o ou correcao, a estado a priori é combinado com informagao de
saida atual para refinar a estimativa do estado. Esta fase gera a estimagdo do estado a
posteriori, pois utiliza também a informacdo da observacdo da saida do sistema, ou seja, o
valor do estado € “corrigido” com base na informacdo da observacio da saida do sistema e da

ponderacdo da varidavel ganho de Kalman, como serd visto em seguida.

Inicialmente serdo definidas algumas notag¢des usadas no ponto de vista de estados.

Define-se
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Xk-1

como sendo o estado do instante anterior estimado. O acento circunflexo na variavel x
significa estimativa, uma vez que ndo se pode observar o valor verdadeiro de x, apenas fazer-

se uma estimativa.
Define-se também
%

como sendo o estado a priori, significa a estimativa da matriz de estados no momento
corrente k baseado nos estados prévios do sistema e nas estimativas dos estados anteriores a
este. O sinal “-” sobre-escrito significa “a priori”, o que significa que a estimativa € feita a

partir das estimativas anteriores do sistema.
Define-se também a varidvel

Xk

como sendo o estado a posteriori, que € estimado no instante k com base nas
observagdes de y, e observacdes anteriores a esta. Estas notacdes se aplicam também as

outras matrizes que serdo expostas a seguir.

O vetor de estados iniciais, X, € um vetor aleatério descorrelacionado com os ruidos w

e z. A média e a matriz de covarincia iniciais da varidvel estimada sio:
Xo = E[xo]
Py = E[(xx — Z1) (xic = £)"]
Pode-se definir também a estimativa de erro a priori e a posteriori como sendo:
er = xo— Ri Eq.(34)
en = X — 2 Eq.(35)
E assim pode-se definir a matriz de covariancia do erro a priori e a posteriori.

Py = Elege;”] Eq.(36)
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P = E[exe] Eq.(37)

2.3.4 EQUACOES DA ETAPA DE PREDICAO

Inicialmente a dedugdo das equagdes do filtro de Kalman da fase de Predic@o, neste
passo a solucdo para minimizagdo do valor médio quadratico do erro a posteriori € dado por

Elllxg — Zill?] = E [(xx — 21" (2 — £p0)] Eq.(38)

¢ quando a estimativa do estado a posteriori € o valor esperado do estado. Assim o
estado predito é dado pela equacdo abaixo, onde usa-se o fato do ruido do processo ter média
zero e que o valor de entrada u,_; € conhecido.

X = E[xp41]
= E[Axg-1 + Bug—1 + wy-1]
= AE[xg-1]+ BE[ug—1] + E[wWg-1]
= AXp_1+ Buy_4 Eq.(39)

Para realizar a estimativa da matriz de covariincia a priori P, usa-se o critério do
minimo erro médio quadratico da estimativa do estado a posteriori, considerando que X e wy
sdo descorrelacionados,

Pe = E[(x — &)t — %)
= AE[(x — Zeo) (o — X)) AT + E[wywy]

2.3.5 EQUACOES DA ETAPA DE ATUALIZACAO

Na fase de atualizacdo, procura-se encontrar uma equacdo que estime o estado a
posteriori X, como uma combinagdo linear da estimacdo do estado a priori X, e uma
diferenca ponderada entre a observacdo atual y, e a saida predita estimada por CXj

(Iembrando que y, = Cxj + Zz), como mostra a equagdo a seguir:
R = %% + Ky — CX) Eq.(41)

A diferenca (y;, — CX; ) na equacdo eq.(41) é chamada de residuo. O residuo mede a
discrepancia entre a saida medida y, e a medida predita CXj, . Isto significa que ele dd uma
estimativa do ruido de medida z,. A matriz K; [n x m], também chamada de ganho K, é

calculada para minimizar o valor da matriz de covaridncia do erro a posteriori P,. Esta
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minimizacao € alcancada fazendo as substitui¢des da equacao (41) na equagdo (35) e apds na

equacdo (37), realizando as operacdes indicadas, tem-se que:
P.=(-K.O)P; (I-K.CO)T + KR Kl Eq.(42)

Tomando a derivada do trago da matriz com relacdo a K e igualando a zero, e entdo

resolvendo a equacdo para K (para mais detalhes [2][6][7]), tem-se que:

P CT
Kk = =~ H—T . 5
CP;CT+ R
K, = P CT(CP;CT+ R)™! Eq.(43)

Este valor de K € tal que minimiza o erro médio quadritico da estimacdo assim
chamada de Ganho Kalman. A matriz de covaridncia associada a estimativa 6tima pode ser

simplificada substituindo a equacdo (43) na equacdo (42). [7] como:

P, = —-K,C) P, Eq.(44)

Porém, a expressdao eq.(43) é vilida para qualquer ganho K, 6timo ou sub-6timo,

enquanto a eq.(44) é valida apenas para o ganho 6timo.

2.3.6 INTERPRETACAO DO FILTRO KALMAN

A figura (8) resume as etapas do algoritmo na forma de diagrama de blocos.
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Figura 8: Estrutura no espago de estados do filtro Kalman

Iwk Modelo do sistema no espaco de estados Zkl
+ +
u X
+ "
> B & C >k
+
< Afraso
A unitario
X1
ﬁ-
+
—> B > C
+
+
E Atraso
A unitario
X4 Ry Residuo
! io fil de K d d
A
Xk

Fonte: Baseado em [9]

O valor marcado no diagrama com “Residuo” define a diferenca entre a medida de Yy
e a medida predita de CX), fazendo uso dessa informacdo disponivel a cada instante k. O

Residual é uma importante medida de quao bem a estimacao estd sendo realizada.
Residuo = y, — CXy

A partir da equagdo (43) do ganho Kalman, pode-se observar que quanto menor for a
covariancia do ruido de saida Ry, o ganho K torna-se mais préximo de C; !, ou seja, o valor
do ganho K serd tanto maior quanto menor for o ruido na medicdo Ry.

ngrgo K, = Cit

Analisando a equagdo do ganho K, eq.(43) percebe-se que quanto maior o ruido de
saida Zy,isto significa, maior o R e consequentemente K serd menor, e a saida do filtro ird
ponderar com menor peso a medida y no cdlculo do préximo X~. Por outro lado, se o erro de
saida for pequeno, R serd pequeno e K serd maior, e o filtro dard maior credibilidade & medida
y no calculo de X~. E ainda, quanto mais a covariincia do erro a priori se aproxima de zero, o

ganho K pondera o residuo mais levemente.



33

P}{_il’ilo Kie = 0
Outro jeito de pensar sobre a ponderagdo de K é quanto mais a medida da covariancia
do erro Ry se aproxima de zero, mais confidvel serd a medida atual Yy, enquanto que a medida
predita CX; sera menos confidvel. Por outro lado, quanto mais a covariancia do erro do
estado a priori Pj, se aproxima de zero, pior serd a estimativa, ou seja, menos confidvel serd o

valor da medida atual Yy, enquanto a medida predita CX), serd mais confidvel.

2.3.7 SINTONIA DO FILTRO

O desempenho do filtro pode variar muito se os parametros ndo estdo ajustados
corretamente, portanto, serdo expostas algumas caracteristicas dos mesmos. Os pardmetros

ajustaveis sao:

1. A matriz de covariancia inicial.

2. A estimativa do vetor de estado incial.

3. A matriz Q e seu correspondente vetor w ruido aleatdrio.
4. A matriz R e a seu correspondente ruido aleatdrio vetor v.

A matriz de covariancia inicial € a variac@o esperada do erro da estimativa do estado
para o parametro correspondente e € representado pelos elementos da diagonal desta matriz.
Para o filtro funcionar corretamente, os valores da matriz covariancia precisam ser grande o
suficiente, de tal modo que a diferenca entre o estado inicial e a estimativa de estado inicial
estejam na faixa que € admissivel de acordo com a matriz de covariincia. Se a estimativa de
estado inicial é bastante precisa, entdo a matriz covaridncia apenas precisa permitir um
pequeno erro. A estimativa do Estado vai demorar mais tempo para convergir como a matriz
de covaridncia fica maior. A matriz Py diferente renderd uma magnitude caracteristica
transitéria diferente, mas a sua duracdo serd a mesma e as condicdes de estado estaciondrio

ndo sdo afetadas.

Uma estimativa inicial do sistema deve estar disponivel para o algoritmo do filtro
funcionar. Ndo existe um requisito geral para a estimativa inicial ser precisa, desde que os
valores iniciais da matriz Q sejam suficientemente grandes para o filtro funcionar

corretamente.
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A matriz Q representa a covariincia do vetor erro do sistema w. Assume-se que 0s
elementos de W s@o ndo correlacionados; portanto a matriz Q ¢ uma matriz diagonal.
Aumentar Q indica ruidos elevados no sistema dindmico ou aumento da incerteza no modelo.
Como resultado, o ganho K do filtro geralmente aumenta e as medi¢des sdo ponderadas mais
intensamente, isso € razoavel, j4 que o aumento de Q indica que deve-se colocar menos

confiang¢a na saida do préprio modelo de dindmica do filtro.

A matriz R representa a covaridncia da matriz de erros de medi¢do v. Esta matriz
indica o quio grande se espera que seja o erro de medi¢do. Aumentar R indica que a medicdo
estd sujeita a um forte ruido e assim devem ser ponderados mais levemente pelo filtro. Este

valor estd ligado a variancia do sensor.

2.4 FILTRO COMPLEMENTAR

Outra maneira de obter uma informacdo confidvel de angulo de inclinagdo € o filtro
complementar. Este método leva em consideragdo as caracteristicas dos dois tipos de sensores
envolvidos: acelerdmetros e giroscépio. A maioria dos sensores inerciais medem taxas, isto &,
variagdes como velocidade ou aceleracdo, podendo ser linear ou angular. Usualmente as
informagdes de variagc@o sdo validas sobre longo periodo de tempo. Elas devem ser integradas
para obter o deslocamento, porém pequenos erros estiticos na medida causam crescimento
ilimitado na grandeza integrada. A seguir, sdo explicadas as caracteristicas dos sensores

envolvidos no sistema do péndulo.

O problema com os acelerometros:

z

O éangulo € calculado pela funcdo arco tangente do valor da razdo dos sinais dos
acelerometros. Como estes medem todas as aceleragdes que estdo agindo no objeto, eles vao
medir muito mais que simplesmente a aceleracdo referente a gravidade. Até mesmo as
pequenas for¢as agindo no péndulo irdo perturbar o célculo de angulo. No caso do péndulo,
este tem a tendéncia a oscilar em torno da posi¢do de equilibrio, logo a medida de angulo
estard comprometida pelas aceleragdes causadas por esta oscilagdo. Assim, o sinal de angulo

apresenta um ruido aditivo, que pode-se perceber que € de alta frequéncia, ou pelo menos

possui frequéncia acima da que se espera.

O problema com os giroscopios:
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Sabendo que o giroscépio mede velocidade angular, o valor do angulo € calculado pela
integracdo dos valores de giroscopio ao longo do tempo. A medi¢do através desta técnica tem
a tendéncia de flutuar, e ndo retornar a zero quando o sistema volta a sua posi¢ao original. Isto
se deve as imperfeicdes do sensor que causa um erro na medida e, como as amostras sao
somadas, o erro se acumula, causando drift, isto é, a medida de angulo diverge com o tempo.
Porém a medida no instante inicial € confidvel. Assim, pode-se concluir que o ruido da

medida de angulo causado pelo processo de integracdo possui frequéncia baixa.

O filtro complementar é concebido sem qualquer referéncia ao filtro Kalman, embora
esteja relacionado a ele. O projeto do filtro complementar ndo considera qualquer descri¢do
estatistica do ruido que corrompe os sinais, € o seu filtro é obtido por uma simples andlise no

dominio da frequéncia.

A estrutura de filtro complementar é semelhante ao resultado final do filtro de Kalman
porém sem o ganho Kalman, que determina estatisticamente qual dos sinais € mais confidvel,
e no filtro complementar, este valor esté relacionado com a frequéncia de corte dos filtros. A
ideia basica da estimag@o do angulo de inclinagdo usando acelerdmetros e giroscépio estd

exposta na figura (9).

Figura 9: Estimacdo do angulo de inclina¢do usando acelerdmetros e girosc6pio

Acelerometro Giroscépio Filtro Passa Altas [: T,por exemploj

7S
6 ~ f (velocidade) dt \L
angular

_|_
O—|

accel.x
6 = arctan( ) \
accel.y

1
Filtro Passa baixas [ = }

s +1

Fonte: Baseado [18]

2.5 CONTROLE PID

Os processos industriais sdo controlados desde o século 18, quando em 1788, James
Watt desenvolveu seu famoso aparato para controlar a velocidade da maquina a vapor. Porém

o primeiro instrumento de controle proporcional, integral e derivativo foi desenvolvido nos
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anos 40 pela Taylor Company. Apesar de antiga, esta tecnologia ndo mudou muito e preserva
os principios da maquina de Watt. Os principais elementos de um sistema de controle sdo a
planta, que € o processo ou o dispositivo que se deseja controlar; o sensor, o qual permite a
leitura da varidvel que se deseja controlar, e permite a realimentacdo. Ainda o valor de
referéncia, que é o valor que se deseja que a planta assuma, além de perturbagdes e, 0 mais
importante, o controlador, que tem a fung@o de conectar os elementos fisicos da planta com os
valores de referéncia, ou seja, ele atua na planta afim de que esta responda da maneira que se

deseja. [19]

2.5.1 O CONTROLADOR PID

A figura (10) mostra a topologia tipica de um sistema de controle digital. Mesmo
sendo digital, este sistema é formado por uma parte analdgica. O valor T € o intervalo de
amostragem, ou seja, a frequéncia de amostragem é f; = 1/T. A principal funcdo do
controlador é tornar é*(kT) = 0 ou o mais proximo de zero possivel e para isso, o valor de

referéncia r(kT) deve ser igual a §*(kT) ou tornar-se o mais préximo disso.

Figura 10: Sistema de controle digital
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Fonte: Baseado em [7]
E interessante notar as unidades de medida que cada sinal representa: Sinal de

realimentacao y(t): este é o proprio sinal de saida, medido pelo sensor e digitalizado, porém
continua representando a mesma grandeza. No caso do rob6 péndulo, a variavel de processo
¢ o angulo que o robd faz com a vertical, também chamado de inclinagdo 0. Referéncia:
representa o valor desejado da varidvel do processo, y(t), ou seja, € interpretado como sendo a

mesma grandeza. Neste caso representa 0. A variavel de controle, ou saida do controlador é
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aplicada a planta com a inten¢do de fazé-la atingir um determinado comportamento. Neste

caso ¢ aplicada uma tensdo e a planta transforma em &angulo. Assim, o sinal de controle
representa V/ g- O sinal de erro € resultado da diferenca entre o sinal de reférencia e de saida,

ambos representam a grandeza 0.

A varidvel de processo € o grande objetivo final do controle, e as caracteristicas deste
sinal serdo as métricas de avaliacdo do sistema controlado. Esta caracteristica principal usada
neste trabalho serda o erro (é*(KT)), pois o péndulo invertido tem a tendéncia a oscilar em

torno da vertical ao longo do tempo em um equilibrio instavel.

2.5.2 O CONTROLADOR PID DIGITAL

O controle PID foi pensado inicialmente como um dispositivo analdgico, e possui a
seguinte expressao matematica:

t
u(t) = Kye(t) + Kl-f e(t)dr + Kd%e(t) Eq.(45)
0

O sinal de controle do controlador PID € formado pela soma da saida de trés blocos
em paralelo, os quais podem ser equacionados separadamente. As parcelas Proporcional,
Integral e Derivativa tém com entrada o sinal de erro, ou seja, o valor de reférencia menos o

valor da realimentagdo dado pelo sensor.

Para ser implementado de forma digital, a equagdo diferencial (45) deve ser
transformada em uma equacio a diferencas. Existem varios métodos de aproximagdo, como o
foward difference, backward difference, entre outros. Neste caso, serd utilizada a aproximacao
de Tustin [25], também conhecido como método bilinear ou método dos trapézios. Assim a
eq.(45) se transforma na equagdo eq.(46). Esta equacdo € possivel de ser implementada em

um microcontrolador ou FPGA
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Figura 11: Parcelas do controlador PID
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Fonte: Propria
T
u[n] = Kpe[n] + K; | u[n—1] + E(e[n] +e[n—-1])
2uln] —uln—-1
+ Kd< i T[ ]— e[n—1] Eq.(46)

n=kT,vk=0,12..

2.6 O CONTROLADOR LQR

O controle LQR € uma técnica de controle moderna no espago de estados para projeto
de reguladores dindmicos 6timos [Richi Chi ooi]. Esta tecnica faz parte de uma area de
sistemas de controle chama “controle 6timo. O regulador proporciona uma lei de controle

6tima para um sistema linear com indice de desempenho quadrético.[17]
Dado o sistema no espago de estados conforme conjunto de equacdes:
Equacdo de estado:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + w Eq.(47)

Equacao de saida:
y(t) = Cx(t) + z Eq.(48)

Onde:
x € o vetor de estados do sistema;

u € o vetor de entradas deterministicas;
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w é o vetor de varidveis aleatdrias que perturbam o estado do sistema, é chamado de

ruido do processo, sdo as incertezas do sistema ou ruidos que agem sobre o sistema;

z é o vetor de varidveis aleatérias que perturbam a saida do sistema. Como a medida

deste ¢ feita na saida, este sinal € conhecido como ruido de medi¢ao, ou ruido de saida;
y € o vetor de saida, também chamado de vetor de medida;

Este modelo € semelhante os descrito para o filtro de Kalman, porém esta descrito para
tempo continuo. Para sua implementacdo serd necessdrio um processo de discretizacdo da

planta que sera descrito no capitulo 4.

O principio de funcionamento do controlador esta mostrado na figura 10. Onde mostra
a planta modelada pelas matrizes A,B e C esta representada pelo sistema em blocos e o

controlador pelo bloco —K (k).

Figura 12: Estrutura de controle LQR
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Fonte: OGATA , Katsuhiko, Discrete-time Control Systems

Trés suposicdes sdo feitas para que o controlador LQR seja implementado:
1) Todos as varidveis de estado(x(t)) estdo disponiveis para realimentacdo, isto é
podem ser medidas por sensores.

2) O sistema é estabilizdvel, isto significa que todos os modos instdveis sdo

controlaveis.
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3) O sistema é detectavel, possuindo todos os modos instaveis observaveis.
Para verificar que o sistema € controldvel e observavel € possivel utilizar as funcoes
obsv(A,C) e ctrb(A,B) no Matlab.

A lei de controle LQR baseia-se na minimizacao da equagao de custos:

J= f XT(t) Qx(t) + uT(t)Ru(t)dt Eq.(49)
0

Onde Q e R sdo parametros de ponderacdo que penalizam os estados e a varidvel de
controle respectivamente. Assim, estas matrizes sdo os parametros de sintonia do controlador.
A matriz Q é uma matriz diagonal principal, onde cada componente representa a penalizacio
de cada um estado do sistema. R é uma matriz quadrada de tamanho igual ao numero de
saidas do controlador, logo normalmente é um escalar, e penaliza a saida do controlador.

Em funcio do indice quadritico de desempenho da fung¢do de custo, o sistema tem

uma soludio matematica que leva a seguinte “lei de controle otima”

u(t) = —Kx(t) Eq.(50)

Onde u(t) € o sinal gerado pelo controlador e K € o o vetor de ganhos calculados pela
equacao:

K = R-1BTS Eq.(51)

Onde S pode ser encontrado pela solu¢do da equacdo algébrica de Riccati.

SA+ATS —SBR™IBTS =0 Eq.(52)

O vetor K pondera a realimentacdo de cada variavel de estado que realimenta o
sistema. As matrizes Q e R fazem a ajuste relativo a importancia de cada variavel de estado na

funcao de custos (J) eq.49.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, serd feito um estudo detalhando os principais componentes do robd,
bem como seus aspectos construtivos, a modelagem matematica e os algoritmos aplicados no
desenvolvimento neste trabalho. Ainda serdo apresentados os modelos elétricos e mecanico
do dispositivo, a descri¢do dos componentes utilizados e o estudo dos algoritmos de fusdo de

informacao e sistema de controle em malha fechada utilizado neste projeto.
3.1 MODELAGEM DO ROBO

3.1.1 MODELAGEM DO MOTOR

A escolha do motor € critica para controlar o robd. Para que permaneca na posi¢io
vertical, o motor deve ter torque e velocidade de rotagdo adequada ao sistema. Caso o torque
seja baixo, o motor ndo se sustentard. E caso a velocidade seja muito baixa este apresentara
comportamento errdtico, oscilando, mas sem conseguir estabilizar na posi¢do vertical. Na

figura (13) é apresentada a imagem do motor fixo na estrutura.

Figura 13 - Partes de do robd péndulo.

Fonte: Prépria

O motor escolhido para o projeto foi o JGA25-371-12V-431RPM, pois possui encoder

e conjunto de engrenagens para reduzir a velocidade na razdo de 1:9,28. A folha de dados do
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motor apresenta os dados de ensaios mostrados na tabela (1) abaixo. Segundo o folha de

dados, todos os ensaios foram realizados com a tensdo de operagdo do motor de 12V.

Tabela 1 — Dados de ensaio do motor.

Ensaio Ensaio Ensaio a Rotor
Sem Carga Com Carga Bloqueado
Corrente (mA) 46 300 1000
Rotacdo (RPM)/(rad/s) 463 / 48.485 370 / 38.746 0
Torque (Kgecm)(Nm) - 0,23 / 0,0225 1,1 / 0,108

Fonte: folha de dados do Motor.

O valor de resisténcia interna do motor, pode ser obtido de duas formas: pelo ensaio a

rotor bloqueado, ou pela simples medi¢do com o ohmimetro. Do ensaio com rotor bloqueado

realizado pelo fabricante consta o valor de 12Q2 e com o ohmimetro foi medido 10.8 Q em um

motor e 11.0 Q no outro. Optou-se por utilizar o valor médio das resisténcias medidas de 10.9

Q, visto que se trata do componente utilizado no projeto, e a folha de dados foi feita com

ensaio de amostra de varios motores, e seus dados podem variar de um lote para outro.

Os parametros de coeficiente elétrico K. e coeficiente mecanico Ky, foram calculados

a partir dos dados do catidlogo do motor. O K, calculado como segue a equacdo

V,=R.i+K, . w
Onde:
V, é a tensdo aplicada no motor
R € aresisténcia do motor, 10,9 , neste caso
i corrente que circula no motor
K, é o coeficiente elétrico, como visto no capitulo anterior

w € a velocidade angular do motor.

A partir dos dados do ensaio do motor com carga, obtem-se o valor de K, =

1.2339[Vs/rad]. O K,,, é calculado na equacio:

Onde:
T € 0 torque que o motor imprimi

K., € o coeficiente mecanico;
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Utilizando-se os dados do ensaio com rotor bloqueado para o célculo, obtem-se

Ky, = 0.114 [Nm/A]

3.1.2 MODELAGEM DA ESTRUTURA

A estrutura mecanica do robé péndulo invertido desenvolvido neste trabalho é
constituida de quatro partes principais, como mostrado na figura (10) abaixo, as quais sdo:

rodas, motores, bateria e estrutura de suporte.

Figura 14 — Robd péndulo montado.

Motoes

Fonte: Prépria
A estrutura do robd foi pensada para ser simples, constituida de duas placas de fibra de
vidro de tamanho 100x150mm, separadas de 75 mm. Estas placas sdo as mesmas que sdo
comumente utilizadas para confeccio de circuitos impressos.
Na parte inferior, foi fixada a placa do microcontrolador Tiva TM4C123G, a placa de
acionamento dos motores e, embaixo, os motores. Na placa superior foi colocado o conjunto

de baterias.
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A modelagem matemética do robd inspirado no trabalho de [11] descrita no capitulo
de referencial tedrico, requer que se conhegam diversas medidas de aspectos construtivos do
robd, tais como peso e dimensdes de cada uma das suas partes. Para tanto, cada peca foi
pesada e medida, para o levantamento dos parametros e cilculo dos momentos de inércia.

Cada parte foi modelada como uma pega simples para o cdlculo do momento de
inércia. Ao final, 0 momento de inércia do robd péndulo invertido é o somatério dos
momentos de inércia de suas partes.

O motor e as rodas foram modelados como cilindro, que gira no seu préprio eixo. A
bateria foi modelada como paralelepipedo e os suportes foram modelados como placas
delgadas. No caso das pilhas e do suporte, estes giram ao redor de um eixo que passa fora do
seu centro, e para calcular o momento de inércia foi utilizado o teorema de Steiner. Esse
teorema consiste em uma corre¢do no momento de inércia de um corpo quando o eixo de
rotagdo € paralelo e deslocado ao eixo central da peca.

Assim para o robd construido neste projeto, o cdlculo dos pardmetros resultou na

seguinte tabela:

Tabela 2 — Dados de ensaio do motor.

Parametro Valor Unidade
Momento de inércia da Roda 1.90125e-04 Kg. m?
Momento de inércia do péndulo 4.4317e-3 Kg. m?
Massa do péndulo 0.655 Kg
Massa da Roda 0.090 Kg
Raio da roda 0.065 m
Distancia até o centro de massa 0.06064 m

Fonte: Propria
A partir destes valores foram calculados os coeficientes das matrizes A e B que
constituem o modelo do péndulo invertido.

Equagdes do modelo

x=Ax+B.u
X 0 1 0 0] rx 0
x _ 0 —-0.6565 3.3331 O] [x N 0.1894 v
0 0 0 0 1| 9 0
7] 0 3.2326 77.6204 o0l L6 —0.9326
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3.1.3 SISTEMA ELETRICO

O robo € alimentado a partir de um conjunto de oito baterias recarregdveis de tensdo
nominal de 1.2 V cada, num total de cerca de 9,6V. A bateria alimenta diretamente a etapa de
poténcia dos motores e a alimenta a placa do microntrolador através de um regulador de 5V,
7805. O microntrolador funciona com tensdo de 3.3V e o kit de desenvolvimento Tiva
launchpad possui embutido um regulador para alimentar o microcontrolador.

Os sensores MPU-9150 e os encoderes sdo alimentados pelo regulador 3,3V presente

na placa de desenvolvimento, como mostra a figura(15).

Figura 15 — diagrama de alimentag#o.

Fonte: .Prépria

3.1.4 MICROCONTROLADOR:

Neste projeto foi utilizado um kit de desenvolvimento da Texas Instrument Lauchpad,
com microcontrolador Tiva TM4C123G. Este microcontrolador conta com canal de
comunicacdo I2C utilizado na comunicacdo com o sensor; 16 canais PWM, utilizando quatro,
sendo dois para cada motor, para que seja possivel fazer a reversao de rotagdo do motor; e trés
canais de QEI (Quadrature Encoder Interface) utilizando 2 na leitura do encoder. A figura(16)

mostra a placa Tiva Launchpad utilizada no projeto.

Figura 16 — Kit de desenvolvimento Launchpad da Texas Instruments.
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Fonte:. Texas Instruments
A figura (17) mostra o diagrama de blocos dos periféricos do rob6 péndulo invertido.
Nele consta o CI MPU9150, que contém o giroscopio e acelerdmetros e envia os dados via
12C; o CI HG7881CP que contém a etapa de poténcia em ponte H para acionamento de cada
um dos motores e estdo conectados em canais PWM do microcontrolador; os encoderes, cujos
sinais sdo decodificados pelo periférico QEI embutido no processador e a interface USB
utilizada para debug do projeto. Todos estes componentes sdo conectados diretamente ao

microcontrolador na placa de desenvolvimento Tiva LaunchPad.

Figura 17 — Diagrama de blocos do projeto.

HG7881CP

Fonte: .Prépria
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Além dos aspectos de interface com outros periféricos do sistema, este processador
conta com Nicleo ARM Cortex M4 de 32 bits, com frequéncia de operagdo de até 8OMHZ
com capacidade de até 100 MIPS (mega instructions per second), o que o torna capaz de
processar todos os sinais em tempo de uma amostra de 0,002segundo, dado que a frequéncia
de amostragem foi de 5S00Hz. Para tanto foi utilizado um timer do microcontrolador para
garantir a frequéncia de amostragem.

A linha de nidcleos Cortex® M4F® da ARM® possui como principal avanco o
processador anexo de ponto flutuante (Floating Point Unit — FPU) capaz de realizar
multiplicacdo de nimeros em ponto flutuante em 1 ciclo de mdquina e divisdes em 14 ciclos
de méquina. No projeto esta unidade é utilizada para o cdlculo do arco tangente dos
acelerdmetros.

Este hardware possui desempenho muito superior em comparacdo com o modelo
antecessor, como mostra a figura (14) a seguir. Neste grafico estdo expostos os tempos
médios de execugdo (medidos em ciclos de méaquina) das principais rotinas mais dispendiosas

de tempo de processamento, tais como PID, filtros e multiplicacdo de matrizes.

Figura 18 — Comparativo de performance entre Cortex M3 e M4+FPU.
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Fonte: .Texas Instruments
Este microcontrolador foi escolhido por possuir todos os hardwares necessarios ao
projeto ainda apresentar baixo custo. A placa de desenvolvimento com gravador embutido,

botdes e LED’s de debug custa cerca de U$13,00.

3.1.5 SENSORES

Trés sensores foram utilizados para o célculo do angulo teta com relagdo a vertical,
sendo dois acelerdmetros e um giroscopio. Estes foram montados segundo a geometria

mostrada na figura (15) abaixo.
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Figura 19 — Disposi¢do geométrica dos sensores inerciais.

-
-
= | | u
[ ]
7
/ 1 &
ARy »w 4
L @5
AU
AR |
VAN « TR\ 7 I QY P Y
/ g w AcCeieracao v
4 e H D
4 1
! P
A VR BN
A V4 [ AN
N 4 [ \
[AV4 I [ 1
[ 1 1 ]
[ |\ - 1
[ AN 7
[ N V4
[ ) v d
! \-I T —
1 I\ o

Fonte: Propria
A montagem foi feita de maneira que o angulo 6, seja calculado pelo arco tangente dos
sinais dos acelerdmetros e o mesmo angulo seja calculado pela integral do sinal do
giroscopio. Pois como foi descrito no capitulo anterior, a informacido de ambos os sensores

possui erros que a fusdo de informagdo pode compensar.

O sensor foi posicionado na parte inferior do robd, préximo a linha de eixo dos
motores, para que as aceleragdes decorrentes da oscilacdo do robd influenciem o minimo
possivel as medidas. Esta configuracdo de posicdo do sensor ndo afeta o giroscopio, pois a
velocidade angular é a mesma nédo importando o raio onde se meg¢a, nem o angulo calculado,

pois o angulo é o mesmo, independente da distincia até o eixo do motor.

O sensor utilizado foi o MPU-9150, que apresenta acelerdmetro de trés eixos, e
giroscopio de trés eixos. Ele foi escolhido por ser um componente de baixo custo, facil acesso
no mercado e ja ter os sensores alinhados internamente, ou seja, como 0 componente &

monolitico, apenas precisa estar alinhado com a estrutura.

A figura (16) A mostra os eixos do sensor, e a figura (16) B mostra o sensor montado
na placa. Esta € uma placa separada da placa do processador, e serve para ser fixada na parte

que se deseja medir os movimentos.

Figura 20 — (A)Eixos do Sensor (B) Placa com sensor montado
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Fonte: .Datasheet Inversense MPU-9150
Este sensor possui sensibilidade ajustavel, como mostra a tabela (3). Isto se d4 através
da configuracdo do fundo de escala. O MPU-9150 possui filtro e amplificador interno para
tratamento dos sinais dos sensores giroscépio e acelerdbmetro. Possui ainda conversor A/D

interno de 16 btis para cada canal de medicao

Tabela 3: sensibilidades do giroscépio

Fundo de escala do giroscépio | Fator de escala
+250°s 131 LSB/(°/s)
+500°%s 65,5 LSB/(“/s)
+1000s 32,8 LSB/(°/s)
+2000°/s 16,4 LSB/(°/s)

Fonte: Datasheet Inversense MPU-9150
O fundo de escala escolhido foi o de +250°s por ser sensivel e ndo saturar em nenhum

ensaio. A folha de dados traz também os valores erro como mostra a tabela (4):

Tabela 4: Erros do giroscépio
Erro Valor

Tolerancia +3%

Sensibilidade a temperatura para operacdo na faixa entre 25° e 85° | £0.04%

Nao linearidade +0.2%.

Fonte: Folha de dados Inversense MPU-9150
Todos os valores percentis sdo em func¢do do fundo de escala escolhido. Assim
chegamos a um erro total maximo de 6.48% do fundo de escala. Isto significa uma variacio
do de 16,2°s. A folha de dados informa também o valor maximo de “Zero Rate Output”’

(ZRO) que é de £20°/s. Assim podemos concluir que o valor méximo de erro do sensor serd
56.2%s.

Tabela 5: sensibilidade do acelerdmetro
Fundo de escala do acelerOmetro Fator de escala




+2g 16384 LSB/g
+dg 8192 LSB/g
+8g 4096 LSB/g
+16g 2048 LSB/g

Fonte: Folha de dados Inversense MPU-9150
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Neste caso também o valor escolhido de fundo de escala foi o menor, £2g. Isto torna a

medida mais sensivel. A tabela (6) traz os valores de erro dos acelerémetros.

Tabela 6: erros do acelerdmetro

Erro Valor
Calibragdo inicial +3%
Sensibilidade a temperatura para operagdo na faixa entre 25° e 85° | £0.04%
Nao linearidade +0.5%.

O somatdrio de erros mostra um total maximo de 7.04% do fundo de escala, isto é,

erro total de 0.0502g. A folha de dados traz também o valor de ruido total de 4mg, assim serd

considerado o erro total do acelerdmetro de 0.0542g.

3.1.6 ENCODER

Um encoder em quadratura converte deslocamento linear ou circular em dois sinais de

onda quadrada, defasados 90°. Monitorando o nimero de pulsos é possivel saber o

deslocamento angular e pela derivada é possivel calcular a velocidade angular. E analisando a

fase dos sinais € possivel saber a dire¢ao de rotacio.

O funcionamento do encoder é mostrado na figura (21), onde o disco gira com o eixo

do motor. As marcas na borda do disco criam sinais de luz e sombra no detector de luz, que os

transforma em sinais elétricos. Todo este sistema estd embutido no motor, como mostra a

figura (22).

Figura 21 — Funcionamento do Encoder.
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Fonte de
Luz

Disco Encoder
Rotacional

<< 77

>
=\
Circuito de Saidas — E
. G;;Lllho - [Analégicas (a,b) N—F% s
IR — T —
Encoder A ¢— L / e

Encoder B 4—— .

Detector de Luz
em Quadratura

Fonte: .Kalman Quadrature [26]

Figura 22 — Encoder utilizado montado no motor.

Fonte: .propria

A folha de dados do motor mostra que o disco dentado possui 334 ranhuras, e como o
sistema 1€ em quadratura, ou seja, existem dois feixes de luz, que geram duas ondas quadradas
defasadas de 90°. Para cada ranhura sdo geradas 4 bordas, sendo duas de subida e duas de
descida. Assim, para cada rotacdo do motor o canal de medi¢ao QEI conta 334 x 4 = 1336
bordas. A caixa de redug@o acoplada ao motor possui relacdo de 1 : 9,28 assim, para cada

revolucdo do eixo da roda, sdo contados 12398 bordas.

3.2 IMPLEMENTACAO DE ALGORITMOS DE FUSAO

Os métodos de fus@o de informacdo implementados neste trabalho foram utilizados
para estimar a posicdo angular 6 e a sua derivada, ou seja, a velocidade angular, em um

sistema unidimensional. Pressupde-se que o péndulo oscila em apenas uma direcdo. Nesta
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configuracdo, o sistema de fusdo de informacdo utiliza os dados dos acelerdmetros e do
giroscopio para estimar o angulo e velocidade angular do péndulo.
Nas proximas secdes serdo descritas os métodos de Filtro de Kalman e Filtro

complementar e suas implementa¢des no projeto. .

3.2.1 FILTRO COMPLEMENTAR

A seguir, serd analisado a implementacdo do filtro complementar. Este filtro é
composto pela soma de dois filtros um passa altas e um passa baixas, como ja explicado no
capitulo anterior. A equacao a seguir descreve o filtro implementado:

~ 1 T.S 1
O = m Bacet + mg Wyiro

Esta equacdo descreve um filtro passa baixas aplicado ao sinal de 8,.;, isto é, ao valor
de angulo proveniente do célculo do arco tangente dos acelerometros, e um filtro passa baixas
a integral do sinal do giroscépio. Ambos os filtros sdo de primeira ordem. E possivel
implementar filtros de ordem mais elevada, mas fogem ao escopo deste trabalho.

O sinal da velocidade angular pode ser tomado da saida do filtro passa altas, antes do
integrador. Como trata-se de sistemas lineares a troca de ordem nio altera o resultado final.

Assim, o diagrama de blocos do filtro complementar pode ser tal como a figura (23).

Figura 23 — diagrama de blocos do filtro complementar.

Giroscoépio z

Fonte: .propria

O valor de T determina o valor de frequéncia digital de corte [23]. Ambos os filtros
devem ser projetados de tal forma que a frequéncia de corte do filtro passa baixas seja a
mesma do filtro passa altas, o que fard com que a soma dos dois filtros serda unitaria. Isto
garante que o sistema responda de forma plana para todas as frequéncias, ndo causando

amplificacdo nem atenuaciao em determinadas faixas de frequéncia digital. [15]
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Para serem implementados no microcontrolador, os filtros foram transformados para o
dominio tempo na forma de séries. Esta transformacgdo gerou filtros do tipo de resposta
infinita ao impulso, como pode ser visto nas equagdes a seguir. Isto significa que a saida
depende da entrada do filtro e das saidas anteriores, esta € uma das principais caracteristicas
dos filtros do tipo resposta infinita ao impulso.

A transformac@o resultou na seguinte equagdo para a estimacdo do angulo 0:

O = . (Og—q + Gp.dt )+ (1 — ). 6y

Onde

a é o parametro que d4 a frequéncia de corte dos filtros.

6, ¢ o angulo estimado pelo filtro, ou seja, é a saida do filtro

Gy, € o valor do giroscdpio

0,¢ o valor de angulo calculado a partir dos acelerdmetros

E na seguinte equagao para a estimacdo da velocidade angular:

@k = Q. Gk - (1 —a).(ﬁk_l

Onde @, € a estimativa da velocidade angular sem a drift.

Como trata-se de um filtro com resposta infinita ao impulso, seus pardmetros devem
obrigatoriamente ser menores que a unidade, caso contrario, pode instabilizar o filtro,
fazendo-o divergir. Foram testados vérios valores de @ empiricamente, o valor que apresentou

resultado mais satisfatorio foi a. = 0,98. [23]

3.2.2 FILTRO DE KALMAN:

Como visto no capitulo anterior, o filtro Kalman necessita do modelo matematico do
sistema do qual estimard as varidveis de estado. A estrutura do sistema modelado para o
célculo do angulo utilizado neste projeto foi simplificada para levar em consideracio apenas a
geometria e as caracteristicas dos sensores de aceleracdo e de giro. O modelo utilizado é
mostrado na figura (24).

Como se deseja calcular o mesmo angulo 0 proveniente de duas fontes diferentes, ou
seja, deseja-se estimar o angulo 6 proveniente dos acelerdmetros sem o ruido causado pela
oscilagdo do mével, e o mesmo angulo 6 porém sem a drift causada pela integracdo numérica,

os estados escolhidos sdo o proprio angulo 0 e a drift de giro.
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Ambos os sinais de angulo e giro oscilam de acordo com forcas externas, mas que
medem velocidade angular. Sendo assim, podemos considerar como entrada deste sistema o

sinal de velocidade angular medido pelo giroscépio.

Figura 24 — diagrama de entradas e saidas do filtro Kalman.

Acelerémetro x

D>

Acelerometroy

FILTRO DE

KALMAN

Giroscopio z

C>

Fonte: .prépria
O modelo criado para descrever a estrutura formada pelos sensores apresenta como
saidas mensurdveis os sinais dos acelerdmetros e de giro, como € mostrado na figura (24).

Assim pode-se deduzir o modelo do sistema pelas equacdes no espago de estado abaixo.

Bk = Hk—l + (Gk - Gdk—l)'dt
= 9k—1 + det - Gdk—l'dt

Gay = Gajp_y
Onde:

0 representa o angulo com a vertical,
G4 é o drift do giro, ou seja, o erro do giroscopio, e

Gy, € o sinal de velocidade angular, medido pelo giroscépio, o qual serd a entrada deste
sistema.

Assim, podemos reescrever as equacdes no formato de matrizes do espaco de estados
no dominio digital, como segue:

Xk = A'Xk—l + B.uk_1

A Al P A AR R

Importante notar que para este modelo é considerada constante. A folha de dados do

sensor diz que o valor de giro pode derivar dentro do intervalo de -20°/s até +20°/s sobre o
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valor de velocidade angular. Porém, como ndo se sabe o valor exato, este serd estimado
dinamicamente.

Os valores que interessam para este projeto sdo o angulo e a velocidade angular,
portanto estes serdo os valores de saida do filtro. Assim as equagdes no espago de estados da
saida é:

Equacio de saida:

Na forma de matriz:

Yk = C'Xk—l + D.uk_l

he=lel=lo Sl + -6

O algoritmo de filtro Kalman, como descrito no capitulo anterior, estd dividido em
duas etapas. Na primeira etapa, de predicao, s@o calculados os valores dos estados a priori, e a
matriz de covariincia, como mostram as equagdes eq.(13) e eq.(12).

As condi¢des iniciais utilizadas nesta etapa sdo os valores iniciais para os estados,

., = 1o
Gal, 0
E a matriz de covaridncia a posteriori inicial utilizada é uma matriz identidade

P=1y 3]

E a matriz de covariancia dos ruidos Q € um parametro do sistema, e € montada como
segue:
_ [Qacel 0 ]
Q B 0 Qgiro
Os valores de Qgce; € Qgiro $30 baseados nos dados levantados do datasheet do sensor
e sdo constantes no processo.

Assim temos que:

6], =16 T+ [6]-

pe= 0 el e % o0 ]
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A segunda etapa do algoritmo, de atualizag@o, calcula inicialmente o valor do ganho
K, descrito na eq.(15), e atualizagdo de Xj, como descrito na eq.(13) e por fim atualiza o
novo valor da matriz de covariancia do P, como visto na eq.(16).

Para o célculo de K}, o valor de R representa a varidncia do ruido de medida, como
visto no capitulo anterior. Assim o valor utilizado representa o valor de ruido de quantizacio
inserido por um conversor A/D de 16bits que € o caso do CI MPU-9150 utilizado. Utilizando
a equagdo SNR = 6,02. N + 1,67 [dB] para calcular o ruido de quantizagdo de um conversor
A/D de 16 bits, para um sinal que excursiona de OV a 3V, obtem-se uma amplitude de ruido
de 3,74E-5.

A atualizagdo do valor de Xy ,€ feita da seguinte forma:

2] =[] +ma (2] - vrld] - L))

O valor entre parénteses é chamado de residuo e sua anélise fornece informacdo sobre
a convergéncia do método de estimacao.
Por fim € atualizado o valor da matriz de covariancia do erro a posteriori pela eq.(16)
P, = —-K,C) P,
Todo este processo deve ser executado a cada nova amostra dos sensores. Foram
realizados experimentos com frequéncia amostral de 1KHz, 5S00Hz, 200Hz e 100Hz e os
experimentos ndo mostraram grande diferenca de desempenho entre si. Entdo foi utilizado o

valor de 500Hz.

3.3 ALGORITMOS DE CONTROLE

De posse das medidas dos sensores e das varidveis que precisam ser controladas na
planta do rob0, parte-se para a implementacdo dos controladores. Na literatura existem dois
métodos mais utilizados, o Controlador PID e o LQR. Ambos foram estudados no capitulo 2 e
serdo implementados. Neste capitulo serdo expostos os detalhes da implementacdo desses

controladores e suas caracteristicas.

3.3.1 LQR -LINEAR QUADRATIC REGULATOR

A implementacdo do controle LQR inicia-se na modelagem do robd péndulo invertido,
como descrito no capitulo 2. As matrizes A e B, descritas no referencial tedrico, e as matrizes

Q e R, descritas no filtro Kalman, sdo a base para a implementagdo do controlador.
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Porém as equagdes que descrevem o funcionamento do sistema no espacgo de estados
estdo no dominio continuo, e devem ser discretizadas para que seja implementado o algoritmo
numérico de controle no microcontrolador. Existem varios métodos de discretizacdo, e para
este trabalho, foi utilizado o método “Zero Order Holder” (ZOH).

Este método

x(t) = A.x(t) + B.u(t) +w(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t)
Com as covariancias igual ao assumido na dedugéo do Filtro Kalman
w(t) ~N(0,Q)
v(t) ~N(O,R)
A discretizagdo ZOH fornece as seguintes saidas:

Ag = el = L7H(sI = A }r

T
By = (f eATdT>.B
=0

Onde T é o periodo de amostragem e AT é a matriz transposta de A. Para realizar esta
transformacdo foi utilizado o Matlab, pois possui fungdes especificas para realizar estas
transformacoes.

O controlador LQR do rob6 péndulo invertido se baseia na regulagdo das quatro
variaveis de estados descritas no capitulo sobre o modelo do péndulo invertido. A estrutura do
controlador do robd péndulo invertido € mostrada na figura (25). O controlador é alimentado
pelos valores de estado; o dngulo 0 e a velocidade angular s@o fornecidos pelo algoritmo de

fusdo de informacio, e o valor da posicdo e velocidade da roda vem dos encoderes.

Figura 25 — Estrutura do controlador LQR.



58

COTNLrol

Fonte: .propria

Os encoderes medem o deslocamento angular da roda, apartir deste valor calcula-se o
deslocamento linear e velocidade linear do robd. Como o robd foi projetado incialmente para
se deslocar em uma tnica direcdo, ambos os encoderes medem o mesmo valor, porém para
compensar possiveis deslizes o deslocamento angular considerado é a média dos dois valores

lidos dos encoderes.
O deslocamento em x € calculado pela equacio:

X, [m] = Valor do encoder )
kM = coder Max ="

Onde:
Encoder Max é o valor lido para um giro completo da roda e
r € o raio da roda do robd.

A velocidade € calculada pela derivada numérica do deslocamento. Assim, € calculada

pela seguinte equacao:

Xk — Ki-1)

Vim/s) = ~—

Onde dt € o inverso da frequéncia de amostragem.

Como visto no capitulo anterior, o valor do sinal de controle € funcdo das varidveis de
estados. E o célculo dos pardmetros K do controle LQR foi feito utilizando a fun¢do LQR do
Matlab, a partir das matrizes Ag, Bq, Qq € Ry. Assim a fun¢do K = 1qrd(A4,B4,Q4,R4,FS), onde
FS € a frequéncia de amostragem, resultou nos seguintes valores de K = [-31,6228; -28.8728;

-274.2128; -29,1567].

Assim, u = —K.X é o valor de tens@o que deve ser aplicado ao motor. No projeto este

valor € o que controla o valor de PWM aplicado ao motor. Como mostra a figura(26)
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Figura 26 — Diagrama de blocos do robd controlado pelo LQR.
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Fonte: .prépria

3.3.2 CONTROLADOR PID

O controlador PID implementado neste projeto recebe como informacdo o angulo.
Este controle possui como varidvel controlada apenas o angulo que o péndulo faz com a
vertical, pois o controlador PID é um controle de apenas uma variavel, sendo assim,
matematicamente bem mais simples que o LQR que necessita uma complexa modelagem
matemadtica para ser implementado.

A sintonia do controlador, ou seja, o célculo dos parametros Kp, Ki e Kd utilizado
neste projeto € relativamente simples. O método de Ziegler e Nichols ¢ um método muito
utilizado na inddstria, e consiste em aproximar o comportamento da planta ao comportamento
de primeira ordem, ou seja, planta com um polo. Assim, ele estima o valor do ganho do
sistema e do valor do menor polo.

Neste trabalho foi utilizado o método de Ziegler-Nichols para sintonia de controlador
PID, como realizado em [12]. Este procedimento requer que seja feito um ensaio apenas com
um controlador proporcional, elevando o ganho até que a varidvel controlada oscile. Assim o
ganho no qual a varidvel controlada oscila € o ganho K,,, e o periodo de oscilacdo é a varidvel
P,.

O ensaio realizado resultou na figura (27), onde estdo marcados os pontos de 6 ciclos
de oscilacdo. O valor de P, considerado é a média dos 6 ciclos, assim P, = 82,16 amostras. E

o valor de K,, nutilizado no cédigo foi de 200.

Figura 27 — Ensaio Ziegler e Nichols.
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Ensaio do motor com controle Proporcional
T

1
04l ]
1 .

O

dngulo [rad]

ozt

a4tk
a6H:

asf:

Al : : .
1 1 | 1 1 1
9400 9500 9E00 9700 9300 9900

amastras

Fonte: .propria

De posse desses dados, utiliza-se as férmulas de Ziegler-Nichols de sintonia de
controlador, da tabela (7).
Tabela 7: Parametros de sintonia de PID Ziegler e Nichols
Controlador Kp T, Tp
PID 0.65K,, 0.5P, 0.12P,
Fonte: [12]

A tabela 7 fornece as informacdes dos parametros T; e T;. Os referentes ganhos
integral e diferencial dependem também do periodo entre as amostras do sinal, como
mostrado nas equacdes abaixo. A frequéncia de amostragem utilizada neste ensaio foi de

500Hz, logo, Ts = 0,002.
T, =P, *0,5 = 81,46 amostras * Ts = 0,16292s
Tp =P, %0,12 = 0.16292 x 0.12 = 0,0195504s
Assim, pode-se calcular:

Kp =K, % 0,65 = 130

i o KeTs _ 130%0002
T, T 01629



o K,.Tp _ 130 0,0195504 _ 197078
a7 T 0,002 - ’

Assim chegamos aos parametros:

Kp = 130
K; = 1,60
Kp = 1270,78

61

Com estes dados foi realizado os ensaios do controlador PID, como serdo vistos no

capitulo a seguir de resultados.
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4 RESULTADOS

4.1 SIMULACOES

Apds a modelagem matemaética e a identificacdo dos pardmetros do motor e da
estrutura mecanica do robd, foi realizada a simula¢do do comportamento do rob6 em malha

aberta. Também é importante de verificar a funcionalidade dos métodos de controle utilizados

neste projeto.
Na figura 28 consta o gréfico da resposta ao impulso na planta em lago aberto

Figura 28 — Resposta do sistema em lago aberto ao impulso.
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Fonte: Propria

Os autovalores da matriz A do sistema formam os polos do sistema. Os valores de
polos positivos indicam instabilidade do sistema. Os autovalores do robd (calculados no

Matlab) sao: 0; -0.00890229; -13.12038; +13.11821, o que deixa claro a instabilidade da

planta.

As simulacdes dos controladores visam estudar o comportamento da planta de forma

simplificada, em condicdes ideais. Fornecendo assim dados para implementagdo pritica do
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robd. O controlador PID foi sintonizado com os parametros gerados pelo método de Ziegler e

Nichols.

A figura 29 mostra a resposta ao impulso do robd. O controlador PID controla o

angulo mas ndo a posi¢ao do robd, portanto este desloca-se e ndo retorna a posi¢do inicial.

Posigéo Angula

Figura 29 — Resposta ao impulso do sistema com controlador PID.
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Fonte: Propria

A figura 30 apresenta a simulacdo da resposta ao impulso do robd com o controlador

LQR. Este impulso simula uma perturba¢do no rob6. Assim € possivel perceber que o modelo

simulado oscila muito pouco antes de chegar novamente a posi¢do de referéncia.
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Figura 30 — Resposta ao impulso do sistema com controlador LQR.
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Fonte: .Prépria

4.2 IMPLEMENTACAO DO ROBO PENDULO INVERTIDO

Foram desenvolvidos dois tipos de teste para avaliar o funcionamento dos métodos de
controle estudados neste projeto. O primeiro teste consiste em fazer o sistema responder a um
degrau, ou seja, o robd parte de uma posi¢do inclinada de 0,19 radianos, cerca de 11°,
devendo equilibrar-se em zero radianos, como mostrado na figura 31. Este teste foi aplicado
para cada uma das quatro combinagdes de controlador e método de fusdo de sensores. O
segundo teste consiste em uma andlise estatistica do sinal do controlador e sinais dos

sensores. Por fim, é mostrada a andlise de tempo de execugdo de cada algoritmo.

A arquitetura do sistema do robd utilizado para realizar os testes pode ser vista na
figura 31. Em cada ensaio uma combinagdo diferente de controlador e do método de fusdo de

informacao foi configurado.
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Figura 31 — Rob0 na posi¢ao inicial do teste de resposta ao degrau

Fonte: .Prépria

Figura 32 — Rob0 na posi¢ao inicial do teste de resposta ao degrau
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Fonte: .Prépria

O angulo inicial foi medido por ambos os sensores (acelerdmetro e giroscopio) e
posteriormente processados pelos sistemas de fusdo de informacdo. Foram realizadas 5120
medigdes, o que significa cerca de 5 segundos de medi¢des, e para tal configuracdo ambos os
sistemas de fusdao de informacdo forneceram como valor médio 0,19 radianos. Optou-se por
confiar nesta informagdo, dado que o sistema estava em repouso, logo a informacao ja estava

estabilizada.
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A estrutura montada para os teste pode ser vista na figura 32, onde consta a estrutura
de um sistema de controle realimentado. Os sensores inerciais como ja abordado nos capitulos
anteriores sdo os acelerdmetros e o giroscOpio. Estes passam pela etapa de fusdo de

informacdo, para obter-se uma estimativa de angulo mais confidvel.

Os subsistemas testados sdo: a Fusdo de sensores € o Controlador, mostrados em
vermelho na figura 32. O controlador LQR utiliza como varidveis controladas todas as
variaveis de estados, isto € x, X, 8 e 8. Ja o controlador PID apenas considera a informacéo de

angulo 6.

Todo o ciclo de c6digo implementado no processador pode ser visto na figura 33, onde
consta o fluxograma do projeto. As etapas de fusdo de sensores e controle estdo em vermelho.
Também estdo marcados na figura os tempos gastos em cada operagdo realizada pelo
processador. Pode-se notar que as operagdes de célculo de arco-tangente e reconfiguragio de
canais PWM tomam praticamente todo o tempo do processo, e as diferenga de tempo de
processamento entre os algoritmos testados é pequena frente ao tempo gasto por essas

funcdes.
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Figura 33 — Fluxograma do algoritmo do robd

Fonte: .Prépria

4.2.1 CONTROLE PID coOM FILTRO COMPLEMENTAR

Neste ensaio foi configurado o filtro complementar como método de fusao de sensores
e o controlador PID, cuja tnica varidvel controlada é o angulo 0. A figura 33 mostra o grafico
da resposta ao salto do angulo 6 do robd e a posi¢do x medida pelo encoder. Esta informacdo
diz o quando o robd se deslocou linearmente enquanto busca a posicionar o adngulo 0 igual a

Z€10.
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Como pode-se ver na figura 34, como o controlador PID nio controla a varidvel “x”
esta desloca-se. Porém, embora se desloque no eixo horizontal e apresente elevada oscilagéo,

o sistema nessa configuracdo conseguiu se sustentar pelos 5 segundos de teste.

A variancia do sinal de angulo foi de 25,011. Esta métrica serd um parametro
comparativo entre os todos os testes realizados. Servindo para determinar qual combinagdo

apresenta menos oscilacao final.

Esta métrica foi escolhida por estar relacionada com a poténcia AC do sinal, ou seja,
poténcia do sinal oscilante. O RMS esta relacionado com a poténcia total do sinal, logo a
poténcia DC mais a poténcia AC. Porém, neste sistema deseja-se o sinal de &ngulo com média
igual a zero, pois uma tendéncia no angulo causard um deslocamento no eixo x, devido a
tentativa do controlador de corrigir esta tendéncia. Assim a medida de poténcia apenas da
parte AC é mais adequada, pois evita a medida do deslocamento no eixo x, e corre¢des do
controlador. Em outras palavras esta medida pondera apenas a oscilacdo do angulo, e quanto

menos a oscilagdo final melhor serd considerada a combinagao.

Figura 34 — Resposta ao degrau do sitsema formado por PID e Filtro Complementar
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No teste onde foi utilizado o controlador PID, porém com o filtro Kalman, percebe-se

uma pequena reducdo na oscilacdo do angulo e até mesmo do sinal de deslocamento. A

variancia do sinal de angulo é: 32,222, mostrando um aumento em relacdo ao teste anterior. A

figura 35 mostra a resposta ao salto desta combinacfo. Isto serd explicado no teste seguinte.

Figura 35 — Resposta ao degrau do sistema formado por PID e Filtro Kalman
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4.2.3 CONTROLE LQR coM FILTRO COMPLEMENTAR

O ensaio do sistema de controle LQR e fusdo de sensores com filtro complementar

apresentou uma sensivel reducdo na oscilagdo do angulo, como mostra a figura 36, onde

pode-se notar que o sistema de controle tem uma grande influéncia na oscilagdo final do

sistema.
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O controlador LQR melhorou bastante o sistema em comparacdo com a combinacio
entre PID e Filtro complementar, pois além de diminuir a oscilagdo final também faz com que
o sistema volte a posi¢do de origem, como pode ser visto na figura, no grafico em vermelho.
Pode-se ainda ver que o robo se deslocou no eixo x para permitir o equilibrio, porém, tem a
tendéncia de voltar a posi¢do inicial. A varidncia do sinal de angulo deste ensaio é 12,026,

praticamente um ter¢o da combinacdo PID e filtro complementar.

Figura 36 — Resposta ao degrau do sistema formado por LQR e Filtro Complementar
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4.2.4 CONTROLE LQR coM FILTRO KALMAN

Ao final foi testado a combinagdo de controlador LQR e fusdo de sensores com o filtro
Kalman. Este caso apresentou os melhores resultados, como pode ser visto na figura 37. Além
de apresentar a menor oscilacdo de adngulo de todas combinagdes, com variancia de 4,01, o

robd foi capaz de se deslocar da menor distancia do ponto de partida.

Figura 37 — Resposta ao degrau do sistema formado por PID e Filtro Kalman
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4.3 ANALISE DOS CONTROLADORES

Na segunda parte dos testes foi analisado o comportamento estatistico dos

controladores e os métodos de fusdo de informagdo, separadamente.

A figura 32 mostra os sinais de controle do robd péndulo. Como consta no capitulo 2,
o controle LQR busca controlar a planta com custo minimo, e conforme pode ser visto na
figura 38, o sinal de controle LQR é sempre menor que o PID, além de conseguir equilibrar a

planta com muito menos oscilacdo, conforme visto nos testes de resposta ao degrau.
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Figura 38 — Resposta ao degrau do sistema formado por PID e Filtro Kalman
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E interessante notar que os dois sinais vieram de ensaio diferentes. O sinal em azul
veio de um ensaio realizado com a planta sendo controlado pelo controlador PID e o
vermelho veio de um ensaio controlado pelo controlador LQR. Ambos os sinais de controle

seguem o mesmo padrdo porque o sistema € consideravelmente repetitivo.

Na tabela 8 consta o resumo das estatisticas de sinais de controle. Nela pode-se notar
que o controlador LQR apresenta menos variancia, ou seja, a energia do sinal de controle do
controlador LQR € menor que a do PID. Isto mostra que o controlador LQR é muito mais
eficiente para este projeto, uma vez que gera um sinal muito menor para controlar o robd,
fazendo com que este oscile muito menos. O controlador PID além de gastar muito mais

energia de controle, causa maior oscilacdo da planta, como j visto nos ensaios anteriores.

Tabela 8: Resumo das estatisticas dos sinais de controle

PID LQR
Media 0,1939 -0,6937
Variancia 299,5785 99,8715

Fonte: Prépria
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4.4 ANALISE DOS METODOS DE FUSAO DE SENSORES

Esta etapa de testes visa a andlise dos métodos de fusdo de sensores utilizados neste
projeto (filtro Kalman e filtro complementar) na medi¢do do angulo e velocidade angular.
Apds, serd feita uma andlise das estatisticas dos sinais de angulo e velocidade angular

medidos pelos métodos.

4.4.1 ANALISE DA FUSAO DE INFORMACAO DE ANGULO ENTRE FILTRO KALMAN E FILTRO

COMPLEMENTAR

A figura 39 mostra os sinais de angulo fornecidos pelos algoritmos de fusdo de
sensores. Pode-se perceber que o sinal do filtro Kalman tem maior amplitude que o sinal de
angulo fornecido pelo filtro complementar. Isto se deve a frequéncia de corte do filtro passa
baixas do filtro complementar. Por ter uma banda de frequéncia limitada, o filtro passa baixas
ndo consegue seguir variacdes bruscas de angulo. Consequentemente, a oscilacdo medida pelo
filtro Kalman € maior, pois 0 mesmo ndo se baseia em limitacdes de frequéncia, mas sim em
dados estatisticos dos sinais de dngulo e velocidade angular, bem como nas caracteristicas do

sistema.

Figura 39 — Sinais de dngulo estimado pelos métodos Filtro Kalman e filtro complementar
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A tabela 9 traz os valores de variancia dos sinais medidos pelos dois métodos. Como

visto na figura 38 a energia do sinal do Kalman é maior, representando que este método mede

uma banda de frequéncia maior que o filtro complementar.

Tabela 9: Resumo das variincias dos sinais de dngulo e do Filtro Kalman e Filtro Complementar

Kalman

Filtro Complementar

Variancia do angulo

1,17497e-2

6,6637¢e-3

Fonte: Propria

4.4.2 ANALISE DA FUSAO DE INFORMACAO DE VELOCIDADE ANGULAR ENTRE FILTRO

KALMAN E FILTRO COMPLEMENTAR

Nesta etapa pode-se verificar que os sinais de velocidade angular medidos pelo filtro

Kalman e filtro complementar sdo bastante parecidos, como pode ser visto na figura 40. O

sinal de velocidade angular passa por um filtro passa altas no filtro complementar. Ele

raramente, durante o processo de controle de equilibrio do robd, a velocidade angular

apresenta sinais de baixas frequéncias. Porém, no momento de partida o filtro Kalman

apresenta uma maior amplitude, isto se deve ao tempo de estabilizacdo do algoritmo.

“elocidade Angular

Figura 40 — Sinais de angulo estimado pelos métodos Filtro Kalman e filtro complementar

Kalman
—— Flltro Complementar

400 500 600 700
TempoiAmostras)

Fonte: .Prépria

800 900 1000



75

Como pode se visto na tabelal0 os valores de variancia da velocidade angular
calculadas pelos métodos ndo difere muito, visto que a banda de frequéncia cortada pelo filtro

complementar da estimagdo da velocidade angular contem apenas a tendéncia de giro.

Tabela 10: Resumo das varidncias dos sinais de dngulo e velocidade angular
Kalman Filtro Complementar

Variancia da velocidade angular 1,9135 1,5815

Fonte: Propria
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi construido um robd movel do tipo péndulo invertido auto
equilibrado sobre duas rodas. Foram realizados estudo e implementacdo de algoritmos de
fusdo de sensores aplicados aos sensores inerciais para estimar valores confidveis de dngulo e
velocidade angular. Também foram estudados e implementados sistemas de controle
utilizados para manter o equilibrio do robd na posicao vertical.

O estudo de péndulo invertido é importante pois aplica-se a varios objetos tais como o
transportador pessoal Segway, foguetes, ou até mesmo estruturas de exoesqueleto que
auxiliam pessoas com deficiéncia locomotora a caminhar. Além disso, o estudo de sistemas
ndo linear e intrinsecamente instdvel fornece base para teste de algoritmos de controle cada
vez mais sofisticados. Robds auto equilibrados em duas rodas tem se tornado cada vez mais
interessantes para a indudstria, uma vez que permitem grande flexibilidade e eficiéncia no
transporte de pessoas e/ou cargas. Assim o estudo para tornar o controle desta planta cada vez
mais robusto e eficiente € uma tendéncia da industria.

Para este projeto, o robd foi construido com dois motores DC com encoderes
acoplados, estrutura feita com placas de fibra de vidro e alimentado pro oito pilhas
recarregaveis. Foram utilizados acelerdmetros e giroscépio como sensores para o equilibrio
do robo6. E para processar os dados dos sensores e sistema de controle foi utilizado um
processador da Texas Instruments da familia Tiva, com nucleo ARM Cortex M4F com co-
processador ponto flutuante.

Neste trabalho, a estimacdo dos valores de angulo e velocidade angular foi realizada
de duas formas pelos algoritmos de fusdo de sensor: filtro complementar e filtro Kalman, para
comparar seus resultados. Além disso, foram implementados os métodos de controle PID e
LQR para controlar o robd e fazé-lo equilibrar-se na posicdo vertical. Os ensaios realizados
nos algoritmos testados mostraram resultados muito bons no método de filtro Kalman e do
controlador LQR. A combinac¢do destes métodos produziu os melhores resultados de
equilibrio do robd.

Como melhoria para o projeto pode-se considerar a implementagdo do Controlador
LGR (Regulador Linear Gaussiano), que consiste em um controlador LQR e um filtro Kalman
que considere o modelo da planta usada. Para isto, faz-se necessario um processador mais
rapido, pois requer que as matrizes do filtro Kalman sejam de tamanho 4x4, o que torna o

algoritmo mais complexo e com esfor¢co computacional consideravelmente maior.
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APENDICE -

Tabela de custos do Projeto

Componente Quantidade Valor unitdrio(R$)
Kit LaunchPad 1 36,50

Motore ga25-371-12v-431rpm com encoder 2 33,50

MPU-9150 1 36,08

Rodas 2 22,95

Pilhas recarregéveis 8 11,00

Placa de hc788G 1 12,76

Cabos 50 0,1

Placa de fibra de vidro 2 5,76

Total

303,26




