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RESUMO

Neste trabalho, aborda-se o problema de estabilidade de sistemas com dados
amostrados aperiodicamente, na presenca de atuadores saturantes em posicao e em
taxa de variagao. Os atuadores sao modelados como sistemas de primeira ordem
com saturagao de entrada (saturagdo de magnitude) e do estado (saturacao de taxa
de variacao).

No modelo, considera-se que o sinal de controle é mantido constante entre dois
instantes de amostragem consecutivos, enquanto as dinamicas da planta linear e do
atuador saturante sao em tempo continuo, i.e., nao é feita discretizacao do sistema.
O efeito da amostragem aperiddica é considerado através de um looped-funcional,
derivado do funcional de Lyapunov-Krasovskii. O método desenvolvido relaciona
uma fungao quadratica de Lyapunov e o funcional, considerando a amostragem
assincrona e o atuador saturante. Assim, se a derivada temporal do funcional ao
longo das trajetorias do sistema for definida negativa, verifica-se que a funcao de
Lyapunov ¢é estritamente decrescente nos instantes de amostragem. Os efeitos das
saturacoes sao considerados por meio do uso da condicao de setor generalizada.

A partir do looped-funcional, da funcao de Lyapunov e das relacoes de setor ge-
neralizadas, sao formuladas condigoes que permitem caracterizar a estabilidade e
projetar ganhos estabilizantes da origem do sistema amostrado, em contexto local
e global, através de algoritmos baseados na solucao de LMIs. Sao propostas con-
digoes para maximizacao da estimativa da regiao de atracao da origem ou, dado
um conjunto de condicoes iniciais, para maximizacao do limite superior do intervalo
de amostragem. As condigoes estabelecidas sao validas para o sistema com acesso
a todos os estados, como também, no caso dos estados do atuador nao estarem
disponiveis a medicao.

Palavras-chave: Sistemas amostrados, estabilidade, looped-funcional, fun-
cional de Lyapunov, saturacao de magnitude, saturagao de taxa de vari-
acao, saturacao, Linear Matriz Inequality (LMI).






ABSTRACT

This work addresses the problems of stability and stabilization of sampled-data
systems taking into account aperiodic sampling and magnitude and rate saturating
actuactors. The actuators are represented by a first-order system subject to input
(magnitude saturation) and state (rate) saturation.

In the considered model, the control signal is assumed to be constant between
two successive sampling instants, while the dynamics of the linear plant and the
saturating actuator are in continuous-time, i.e., no discretization is performed. The
aperiodic sampling is taken into account from the method based on the input delay
approach via looped-functional, derived from a time-dependent Lyapunov-Krasovskii
functional. The developed method is based on a particular functional, that is related
to a Lyapunov function. It is shown that if the time derivative of the looped-
functional along the trajectories of the continuous-time system is strictly negative,
then the Lyapunov function is strictly decreasing at sampling instants. The actuator
saturations are taken into account from the use of a generalized sector condition.

From the looped-functional, the Lyapunov function and the generalized sector
conditions, the developed results lead to conditions that can be solved as LMI prob-
lems for asymptotic stability assessment and stabilization local or global of the origin
of the sampled-data system. Convex optimization problems are developed to com-
pute an estimate of the region of attraction or, given a set of admissible initial
conditions, compute the maximal admissible inter-sampling time for which the con-
vergence of the trajectories to the origin is ensured. Theorical results are valid for
systems with access to all the states, and also for the case that actuator states are
not available to the measurement.

Keywords: Sampled-data systems, stability, looped-functional, Lyapunov-
Krasovskii functional, magnitude/position saturation, rate saturation,
saturation, Linear Matrix Inequality (LMI).
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1 INTRODUCAO

Sistemas de controle sao largamente utilizados em processos industriais, nos cam-
pos aeronautico, robdtico, militar e automobilistico, entre outros, com objetivo de
possibilitar maior produtividade, eficiéncia, atender a requisitos de seguranga ou de
desempenho. Um sistema em malha fechada é composto basicamente pela planta,
por sensores e atuadores e pelo controlador. Estes componentes apresentam nao-
linearidades que muitas vezes podem ser desprezadas ou linearizadas. Nestes casos,
as teorias de controle de sistemas lineares podem ser aplicadas.

Alguns elementos nao-lineares, como a saturagao, sao mais complexos, nao po-
dem ser linearizados, nem desprezados e suas caracteristicas devem ser consideradas
na dinamica do sistema. A funcao saturagao é uma forma de modelar as limita-
coes fisicas, tecnoldgicas ou de seguranca, existentes nos elementos do sistema de
controle, comum em sensores e atuadores, que nao fornecem ou recebem sinais de
amplitude ilimitada.

As saturacoes presentes no sistema degradam o desempenho, sendo fontes de
multiplos pontos de equilibrio, ciclo-limites e de instabilidade (TARBOURIECH
et al., 2011). Citam-se como exemplos de elementos com saturagao: vélvulas pro-
porcionais, atuadores hidraulicos e pneumaticos, motores, atuadores de aquecimento
ou resfriamento, sensores, amplificadores. Enfim, os equipamentos possuem alguma
limitagao de quanta energia pode ser transmitida ao componente, esta limitagao é
modelada matematicamente pela funcao saturacao.

Como a saturagao € inerente a varios componentes do sistema em malha fechada,
o estudo de estabilizacao de sistemas sujeitos a saturacao é uma area de interesse
de varios pesquisadores. Em muitos casos somente é considerado a saturacao de
magnitude do sinal de entrada, como visto em (HU; LIN, 2001), (TARBOURIECH
et al., 2011), (ZACCARIAN; TEEL, 2011) e em referéncias 1a citadas. Por outro
lado, em alguns sistemas criticos e que exigem alta performance dos atuadores,
como na aeronautica, é fundamental considerar a saturacao nao s6 de magnitude
como também de taxa de variacao inerente ao atuador, i.e., o atuador nao responde
de forma satisfatéria a mudancga do sinal de controle ou nao apresenta velocidade
ilimitada de resposta. E sabido que, quando desconsiderada, a saturacao de taxa
de variagao é fonte de desastres na area aerondutica, como exposto em (MILLER;
PACHTER, 1997) e em (RUNDQWIST; HILLGREN, 1996), pois, hd um atraso de
fase associado a esta saturagao que tem efeito desestabilizante (BERG; HAMMET;
BANDA, 1996) e causa oscilagoes (pilot-induced-oscillations - P10).

Em malha fechada, os sensores medem os estados ou saidas do sistema, forne-
cendo sinais, em tempo continuo ou discreto, para o controlador. O controlador é em
geral um dispositivo digital, logo, em tempo discreto, enquanto a planta e o atuador
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evoluem continuamente no tempo. A transmissao de dados entre os componentes
pode ocorrer de forma discreta em intervalos de tempo periddicos (i.e., o intervalo
entre duas amostragens consecutivas é constante) ou aperiédicas.

Ao considerar o sistema hibrido, i.e., com componentes em tempo continuo e
discreto, e amostragem em intervalos periddicos, é possivel discretizar os elementos
em tempo continuo, e as teorias existentes para controle de sistemas discretos podem
ser aplicados. Contudo, em sistemas reais existem elementos nao-lineares. Neste
caso, a teoria de controle de sistemas discretos classica nao pode ser aplicada. Como
ocorre em sistemas com atuadores saturantes em taxa de variagao, que faz com que o
sistema apresente caracteristicas nao-lineares, mesmo que a planta seja considerada
linear. Neste caso, nao se aplica o método classico de discretizacao que garante
que os valores dos estados do modelo discreto e do sistema em tempo continuo sao
iguais nos instantes de amostragem. Para este problema, (BATEMAN; LIN, 2002a)
e (GOMES DA SILVA JR. et al., 2008) propdem condigbes para estabilizacao de
sistemas saturantes em tempo discreto. No primeiro, estuda-se a estabilidade de
sistemas discretos com saturagoes encadeadas, nao sendo possivel aplicar a plantas
em tempo continuo. Diferentemente de (BATEMAN; LIN, 2002a), em (GOMES DA
SILVA JR. et al., 2008), as saturacoes de magnitude e de taxa de variagdo do atuador
sao consideradas no projeto do controlador (ndo-linear), i.e., o sinal de controle em
tempo discreto respeita os limites do atuador, e o modelo discreto da planta linear
¢ utilizado para validagao do controlador, e assim, pode ser utilizado para plantas
em tempo continuo.

Por outro lado, os componentes do sistema podem estar distribuidos e conecta-
dos em rede, como é o caso de Networked Control Systems (NCSs) ou Sistemas de
Controle em Rede. Neste caso, podem ocorrer atrasos na transmissao dos pacotes
ou variacoes nos intervalos de amostragem, devido a perda dos pacotes de dados,
problemas com canal ocupado, ou pelo processamento de dados de cada componente.
Isto resulta em intervalos de amostragem aperiddicos, comum em redes sem fio, ou
protocolos de rede de comunicagao que nao garantem tempo periddico de acesso ao
canal de comunicagao. Alguns exemplos de protocolos que possuem estas caracte-
risticas s@o o Assynchronous Transfer Mode (ATM), o Ethernet, ou algumas redes
baseadas no protocolo Carrier Sense Multiple Access (CSMA) e redes com meio
fisico wireless. Na pratica, até mesmo sistemas com amostragem periddica estao
sujeitos a perda de pacotes de dados.

A variacao do intervalo de amostragem influencia na dinamica e na estabilidade
do sistema e, mesmo em sistemas lineares, a abordagem de discretizacao classica
passa também a ser invalida, tornando complexo a caracterizacao da estabilidade
(ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001). Basicamente, ha trés principais aborda-
gens para caracterizacao da estabilidade de sistemas amostrados, a primeira consi-
dera o modelo discreto com incertezas (CLOOSTERMAN et al., 2009), (CLOOS-
TERMAN et al., 2010), (OISHI; FUJIOKA, 2009). A segunda, considera o sistema
a reset, que é uma classe particular de sistemas hibridos (BEKER et al., 2004),
(NESIC; ZACCARIAN; TEEL, 2008). A terceira, proposta em (FRIDMAN; SEU-
RET; RICHARD, 2004), consiste em considerar o dado amostrado como um sinal
atrasado, e assim, aplicar teorias de controle para DDEs (delay differential equation
ou equagao diferencial com atraso).

Assim, para modelar o sistema com componentes conectados em rede, deve-se
considerar tanto a variagao no intervalo de amostragem, como também, saturacgoes de
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magnitude e de taxa de variacao inerentes a atuadores. Estas duas caracteristicas
degradam o desempenho e podem instabilizar o sistema. Observa-se, entretanto,
uma lacuna de trabalhos publicados nesta area.

Sendo assim, neste trabalho, propoem-se a formulacao de um modelo do sistema
amostrado aperiodicamente com atuadores saturantes em magnitude e em taxa de
variacao um modelo. A partir deste modelo, propoem-se condicoes para a analise
da estabilidade e estabilizacao da origem do sistema estudado. A lei de controle é
uma realimentacao estatica dos estados amostrados. Consideram-se dois casos: uma
em que todos os estados do sistema sao mensuraveis, e outra em que os estados do
atuador nao estao disponiveis para medicao.

Os resultados desenvolvidos neste trabalho baseiam-se na abordagem inicial-
mente proposta em (FRIDMAN; SEURET; RICHARD, 2004), e modificada em
(SEURET, 2011), que estabelecem um looped-funcional para sistemas amostrados
aperiodicamente. Porém, para o sistema estudado, algumas alteragoes sao necessa-
rias no looped-funcional, pois ao contrario de (SEURET; GOMES DA SILVA JR.,
2012), que estuda a estabilidade de sistemas amostrados com saturagao do sinal de
controle, no presente trabalho é considerada a saturacao de taxa de variacao do
atuador, que depende tanto dos estados amostrados como dos mesmos em tempo
continuo.

O presente documento é dividido nos seguintes capitulos:

e No Capitulo 2, apresenta-se uma breve revisao sobre os métodos existentes
para estabilidade e estabilizacao de sistemas amostrados e de sistemas lineares
sujeitos a saturacao tanto em amplitude quanto em taxa de variacao. No caso
da amostragem periodica e sistemas lineares, existem teorias de controle em
tempo discreto consolidadas, porém nem sempre garante-se que a amostra-
gem ¢ realizada em intervalos fixos e a influéncia da amostragem aperiddica
deve ser considerada na andlise de estabilidade. Outra caracteristica que deve
ser considerada sao as saturacoes, pois mesmo em sistemas com amostragem
periodica, na presenca de atuadores saturantes, os métodos de discretizacao
classicos nao sao validos, tornando a andlise complexa.

e O objetivo do Capitulo 3 é apresentar uma formulacao para o sistema estu-
dado, propondo problemas para andlise de estabilidade e de sintese de ganhos
estabilizantes da origem do sistema amostrado. Considera-se a lei de controle
como sendo uma realimentacao estatica dos estados amostrados do sistema,
com intervalo de amostragem aperiédico e limitado. A partir da formulacao
do sistema, do looped-funcional de (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012)
e das condigdes de setor generalizadas de (TARBOURIECH et al., 2011), sao
estabelecidas condigoes que permitem analisar a estabilidade de sistemas amos-
trados com atuadores saturantes, este método relaciona uma funcao candidata
de Lyapunov e um funcional em tempo continuo. Estas condicoes sao base
para o desenvolvimento dos resultados tedricos obtidos nos Capitulos 4 e 5.

e No Capitulo 4, sao apresentadas condigoes para a andlise de estabilidade assin-
totica local e global da origem do sistema amostrado, com atuadores saturantes
em magnitude e em taxa de variacao, modelado como proposto no Capitulo 3.
Sao propostas condi¢oes que permitem a formulacao de problemas de otimiza-
¢ao com restrigcoes LMI para maximizacao da estimativa da regiao de atracao
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da origem ou, dado um conjunto de condigoes iniciais, para maximizacao do
limite superior do intervalo de amostragem. Também sao fornecidas condigoes
para maximizacao do limite superior do intervalo de amostragem para o caso
global, i.e., para todas as condicoes iniciais do espago de estados as respectivas
trajetorias do sistema amostrado convergem assintoticamente para a origem.
Para ilustrar algumas caracteristicas do sistema abordado e do método pro-
posto, sao apresentados alguns exemplos numéricos.

No Capitulo 5, sao apresentadas condicoes para sintese de ganhos de reali-
mentacao para estabilizacao assintética local e global da origem do sistema
amostrado, com atuadores saturantes em magnitude e em taxa de variacao,
modelado como proposto no Capitulo 3. Dois casos sao considerados: um
com acesso para medicao de todos os estados do sistema, e o outro em que os
estados do atuador nao sao mensuraveis. Sao formuladas condi¢oes que per-
mitem o calculo da lei de controle, através de algoritmos baseados na solucao
de LMIs, com intuito de maximizar a estimativa da regiao de atragao ou, dado
um conjunto de condicoes iniciais, de maximizar o limite superior do intervalo
de amostragem. Também sao fornecidas condi¢oes para projeto de ganhos de
realimentacao e maximizacao do limite superior do intervalo de amostragem
para o caso global, i.e., para todas as condicoes iniciais do espaco de estados as
respectivas trajetérias do sistema amostrado convergem assintoticamente para
a origem. Alguns exemplos numéricos sao apresentados para ilustrar algumas
caracteristicas do sistema abordado e das condigoes desenvolvidas para projeto
de ganhos estabilizantes.

No ultimo capitulo, sdo apresentados conclusoes e propostas de trabalhos fu-
turos.

No Apéndice A, estao disponiveis alguns conceitos basicos de teoria de sistemas
nao-lineares, que servem de base para este trabalho, tais como: estabilidade
no sentido de Lyapunov, segundo método de Lyapunov, conceito de regiao de
atracao e condigoes de setor utilizadas para considerar os efeitos da saturacao.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA: SISTEMAS AMOSTRA-
DOS SUJEITOS A ATUADORES SATURANTES EM PO-
SICAO E EM TAXA DE VARIACAO

2.1 Introducao

Saturacao em atuadores é uma caracteristica presente em sistemas de controle.
Devido a limitagoes fisicas, tecnologicas ou de segurancga, os atuadores nao fornecem
sinais de magnitude ilimitada nem sao capazes de responder a variacoes bruscas do
sinal de entrada, estas limitacoes sao caracterizadas como saturacao de magnitude
(ou posigao) e de taxa de variac¢ao (ou velocidade), respectivamente. Assim, o efetivo
sinal de controle da planta apresenta influéncia dos efeitos da saturacao de magnitude
ou de taxa de variagdo do atuador. Estas nao-linearidades podem ser fontes de
degradagao do desempenho e de instabilidade (KHALIL, 1996), (HU; LIN, 2001),
(TARBOURIECH et al., 2011), (ZACCARIAN; TEEL, 2011).

Em sistemas de controle modernos, o sistema (planta e atuador) apresenta em
geral dinamica em tempo continuo, enquanto o controlador digital recebe dados
amostrados da planta (saida do sensor). Este é o caso, por exemplo, de sistemas
de controle em rede (NCSs), que é um controle distribuido, onde os elementos do
sistema (atuadores, sensores, planta, controlador) estdo conectados por uma rede
industrial. Em NCS, o intervalo entre duas transmissoes consecutivas de pacotes de
dados entre os elementos esta sujeito a variacoes, devido a perda de pacotes ou ao
protocolo de comunicacao nao garantir tempo de acesso a rede.

Portanto, no estudo da estabilidade de sistemas lineares amostrados com atu-
adores saturantes em magnitude e em taxa de variagao, deve-se conhecer métodos
existentes para considerar os efeitos da saturacoes, bem como a influéncia da amos-
tragem aperiddica na dinamica e estabilidade do sistema com dados amostrados.
Assim, a seguir apresentam-se alguns trabalhos nestas duas linhas de pesquisa e
resultados recentes na juncao destas.

2.2 Sistemas Lineares Sujeitos a Atuadores Saturantes em
Magnitude e em Taxa de Variacao

A nao-linearidade do tipo saturacao é presente nos componentes do sistema de
controle, sendo definida por

ama:m sS€ U,(t) Z amaaza
sat(u(t)) = u(t), se Upin < u(t) < Umag, (1)
aminy s€ UJ(t) S aminu
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Le., para Umin < u(t) < Upar, 0 sinal varia linearmente dentro dos limites da sa-
turacao (Umin € Umas), correspondendo a regido linear, porém ao ultrapassé-los, o
sinal é mantido em um valor maximo/minimo. A fungao saturagao (1) representa
as limitagoes existentes nos elementos do sistema, mais comum nos sensores € nos
atuadores, que por questoes fisicas (construtivas) ou de seguranca, nao fornecem
sinais de amplitude ilimitadas.

A saturagao degrada o desempenho, é fonte de multiplos pontos de equilibrio,
ciclo-limites e de instabilidade (KHALIL, 1996), (TARBOURIECH et al., 2011). A
maioria das pesquisas nesta area trabalha somente com o problema de saturacao da
magnitude do sinal e modelos lineares, como em (HU; LIN, 2001), (TARBOURIECH
et al., 2011), (ZACCARIAN; TEEL, 2011) e suas referéncias.

Neste caso, supondo uma planta linear e a saturacao de magnitude do sinal de
controle, a dinamica do sistema pode ser descrita como

&y(t) = Az, (t) + Bsat(u(t)), (2)

sendo, x,(t) o vetor de estados, A e B matrizes que descrevem o sistema e u(t) a
entrada de controle.

Ha& trés abordagens principais para lidar com os efeitos da saturacao do sinal
de controle. A primeira é projetar o controlador considerando explicitamente os
limites existentes do sinal de controle. A segunda abordagem consiste em utilizar
compensadores anti-windup, para lidar com o efeito da saturagao, introduzindo rea-
limentagoes adicionais, de tal forma que, se minimize a degradagao de desempenho
e se aumente a estimativa da regiao de atracao. Estas duas primeiras abordagens
sao exploradas em (TARBOURIECH et al., 2011). A terceira consiste no controle
preditivo baseado em modelo ou model predictive control (MPC) ou receding horizon
optimal control (RHOC). Neste caso, a partir de um modelo do processo, computa-se
a salda do sistema em instantes futuros e a lei de controle com base em um problema
de otimizagao a cada instante (CAMACHO; BORDONS, 1997). Isto requer relativo
esforgo computacional on-line e assume-se que a amostragem seja periddica.

Por outro lado, a saturacao de taxa de variagao do sinal de controle também é
critica, sendo necessario considerar sua influéncia em muitas aplicagoes, como nos
atuadores eletromecanicos (e.g., vdlvulas proporcionais), pneumaticos e hidraulicos,
podendo também ser fonte de ciclo-limites, multiplos pontos de equilibrio. Neste
caso, existe um atraso de fase associado a esta saturacao que possui efeito desestabi-
lizante (BERG; HAMMET; BANDA, 1996). Este tipo de saturacao recebeu atencao
especial primeiramente na area da aeronautica, que requer alta performance dos atu-
adores que, em contrapartida, apresentam limitagoes em dinamica. Por exemplo,
atuadores hidraulicos que apresentam saturagao de taxa de variacao podem cau-
sar pilot-induced-oscillations (P1O) ou pilot-in-the-loop oscillation, sendo fonte de
desastres, como reportado em (MILLER; PACHTER, 1997) e em (RUNDQWIST;
HILLGREN, 1996).

Basicamente, duas abordagens sao utilizadas para tratar sistemas com atuadores
saturantes em magnitude e em velocidade. A primeira considera o projeto de um con-
trolador nao-linear, i.e., contendo saturacoes no controlador em estados, entradas,
saidas, a fim de gerar um sinal de controle respeitando as limitacoes de magnitude e
de taxa de variacao do atuador, como em (KAPILA; HADDAD, 1998), (KAPILA;
PAN; DE QUEIROZ, 1999), (GOMES DA SILVA JR. et al., 2008). A segunda, uti-
lizada neste trabalho, considera o modelo do atuador saturante no comportamento
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do sistema e projeta a lei de controle estabilizante para o sistema aumentado com
atuador e planta.

Neste caso, o atuador é modelado como um sistema de primeira ordem com sa-
turacdo do sinal de entrada (saturagdo em magnitude) e do estado (saturagao de
taxa de variagao) do atuador, chamado de position-feedback-type model with speed
limitation, como apresentados nos trabalhos de (GOMES DA SILVA JR.; TAR-
BOURIECH; GARCIA, 2003), (BATEMAN; LIN, 2002b), (LIN, 1997), (NGUYEN;
JABBARY, 1999).

Em (LIN, 1997) e (WADA; SAEKI, 2000), o atuador saturante é descrito pelo
modelo de primeira ordem, neste caso, a saturacao de magnitude esta na saida do
atuador (entrada da planta). Assim, o sistema pode ser descrito como

Ba(t) = sat,(—Aza(t) + Au(t)),
v(t) = saty(z.(t)), ®)

com z, sendo o vetor de estados do atuador, —\ representa o polo do atuador
desconsiderando as saturacoes, sat, representa a saturacao de taxa de variacao do
atuador, v(t) é a saida do atuador e efetivo sinal de entrada da planta que apresenta
limitagdo em magnitude (sat,), como ilustrado na Figura 1. Note que em (3) as
saturagoes estdao desencadeadas. A partir deste modelo, é proposto, em (WADA;
SAEKI, 2000), um método para sintese de um compensador anti-windup.

Atuador Planta

Figura 1: Sistema amostrado com atuadores sujeitos a saturacao em magnitude e
em taxa de variacgao.

No modelo de primeira ordem do atuador, se o médulo do polo A — oo, entao sua
dindmica se assemelha ao bloco rate limiter do Simulink (STOORVOGEL; SABERI,
1999).

Considerando uma outra abordagem para a dinamica do atuador saturante, pode-
se reescrever o sistema como:

By (t) = Azy(t) + Bu(o)
Eo(t) = sat,(—Az,(t) + Asat,(u(t))), (4)
v(t) = xz,(t).

Neste caso as saturacoes estao encadeadas. A saturacao de magnitude representa
uma limitacdo do sinal que o controlador é capaz de fornecer e/ou do sinal de
entrada do atuador. A Figura 2 ilustra o sistema (4). O sistema com atuador
saturante modelado como position-feedback-type model with speed limitation dado
em (4), pode ser considerado como um caso particular de sistemas lineares com
saturagoes encadeadas, como visto em (BATEMAN; LIN, 2002a), (BATEMAN; LIN,
2002b), (TARBOURIECH; PRIEUR; GOMES DA SILVA JR., 2006) e (ZHOU;
ZHENG; DUAN, 2011). Neste caso, ha duas saturagoes encadeadas.
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Atuador Planta

N
N

Figura 2: Sistema amostrado com atuadores sujeitos a saturacao em magnitude e
em taxa de variacao (modelo com saturagdes encadeadas).

Considerando o atuador modelado como um sistema de primeira ordem descrito
como (4), varias pesquisas para estudo da estabilidade global foram desenvolvidos
(STOORVOGEL; SABERI, 1999), i.e., hd uma lei de controle, tal que, para qualquer
condicao inicial a trajetéria do sistema sempre convirja assintoticamente ao ponto
de equilibrio desejado, e um dos requisitos é o sistema nao ser exponencialmente
instdvel em malha aberta (SONTAG; SUSSMAN, 1990). Porém, na maioria das ve-
zes esta regiao de condigbes iniciais admissiveis é limitada. Neste caso, (LIN, 1997)
propoe o estudo em contexto semi-global. No caso em que o sistema é exponencial-
mente instavel em malha aberta apenas é possivel a estabilidade local ou regional do
ponto de equilibrio, como estudado em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH,;
GARCIA, 2003).

Usando um modelo politépico para modelar as saturagoes, em (BATEMAN; LIN,
2002b) e (BATEMAN; LIN, 2002a), sao propostas condi¢oes para caracterizagao da
estabilidade ou estabilizagao assintotica local da origem do sistema com saturagoes
encadeadas, em tempo continuo e discreto, respectivamente. Neste caso, considera-
se a lei de controle como uma realimentacao de todos os estados do sistema ou
somente dos estados da planta, i.e., nao ha acesso para medigao dos estados do atu-
ador. Em (TARBOURIECH; PRIEUR; GOMES DA SILVA JR., 2006), apresentam
resultados para caracterizacao da estabilidade ou estabilizacao da origem do sistema
com saturagoes encadeadas, em contexto local e global, os efeitos das saturacoes en-

cadeadas sao consideradas por meio das condiges generalizadas de setor (Apéndice
A.3).

2.3 Sistemas Amostrados

Nas tltimas décadas, com a implementacao de controladores digitais, voltou-se a
atencao a sistemas em malha fechada com dados amostrados, chamados de sampled-
data systems ou sistemas amostrados. Neste caso, a planta e o atuador evoluem
continuamente no tempo, enquanto o sinal de controle ¢ mantido constante entre
dois instantes de amostragem consecutivos, i.e., o controlador é em tempo discreto,
enquanto a planta e os atuadores sao em tempo continuo.

Quando a amostragem é periddica, i.e., os intervalos entre duas amostragens
consecutivas nao variam, hé teorias de controle ja consolidadas que utilizam o modelo
discreto para sistemas lineares, como a analise do sistema discreto no plano-z.

Por outro lado, nem sempre pode-se assegurar que a amostragem seja em inter-
valos periddicos, e.g. em NCSs e em event trigger control. Esta variagao do intervalo
de amostragem afeta o desempenho e as propriedades de estabilidade do sistema. A
amostragem aperiddica pode ser resultado de perdas de pacotes (comum em sistema
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sem fio), canal de comunicac¢do ocupado, tempo computacional nos componentes
da rede, diminuicao da transmissao de pacotes para reduzir gastos energéticos ou
nao garantia de tempo de acesso ao canal, caracteristica comum em protocolos de
comunicagao sem fio, ATM (Assynchronous Transfer Mode), Ethernet.

Em (ZHANG; BRANICKY; PHILLIPS, 2001), explora-se a influéncia dos atrasos
introduzidos pela transmissao e pelo processamento de dados entre os componentes
do sistema, neste caso, o delay induzido pela rede pode ser menor ou maior que o
intervalo de amostragem (ASTROM; WITTENMARK, 1997). Outro efeito encon-
trado em NCS é a amostragem aperiddica, resultado da perda de pacotes, comum nas
redes sem fio, onde a transmissao dos dados nem sempre é garantida, ou nas redes de
comunicagao que nao garantem tempo de acesso a rede. Em (ZHANG; BRANICKY;
PHILLIPS, 2001), demonstram-se os efeitos da amostragem aperidédica em sistemas
amostrados, apresentando a degradacao do desempenho, quando comparado ao sis-
tema em tempo continuo ou amostrado periodicamente, e até mesmo a instabilizacao
do sistema em malha fechada. O efeito instabilizante da perda de pacotes é mos-
trado em (BRANICKY; PHILLIPS; ZHANG, 2000), (HESPANHA; NAGHSHA-
TABRIZZI; XU, 2007), (HALEVI; RAY, 1988). Em (BRANICKY; PHILLIPS;
ZHANG, 2000), caracteriza-se se o NCS é estdvel com uma dada taxa de perda
de pacotes, e também determina a maior taxa de perda de dados para o qual sis-
tema continua estavel.

Outra ocorréncia de dados transmitidos em intervalos aperiédicos é em event
trigger control, pois a amostragem é realizada apenas quando hé uma violagao de
uma condicao ou de uma event condition. Esta é normalmente relacionada aos es-
tados ou saida da planta. Este tipo de controle é usualmente utilizado em sistemas
embarcados e com energia limitada, e.g., sistemas multi-robéticos e rede de sensores.
As principais vantagens deste tipo de controle estao ligadas ao menor consumo ener-
gético e menor transferéncia de dados na rede, reduzindo o custo computacional,
além do tempo de ocupacao do canal de comunicacao. Isto resulta em intervalos
aperiodicos entre envios de dados consecutivos que podem causar degradacao do
desempenho, influenciando na estabilidade.

Um dos métodos para estudo da estabilidade em event trigger control é a abor-
dagem por sistema de dados amostrados aperiddicos, discutido em (HEEMELS;
JOHANSSON; TABUADA, 2012), onde se garante a estabilidade para um intervalo
maximo de amostragem e os dados sao transmitidos quando ocorre uma violagao
da event condition. J& em (LEHMANN; KIENER; JOHANSSON, 2012), os autores
consideram a saturacao do sinal de controle em um sistema com event-trigger control,
utilizando abordagem com dados amostrados. Determinam limites maximos e mini-
mos de intervalo de amostragem, para sintese de um controlador PI (proporcional-
integral), e utilizam a condigao de setor generalizada de (TARBOURIECH et al.,
2011) para considerar o efeito da saturagao no sistema.

Ha duas abordagens principais para modelar os efeitos da amostragem aperiédica.
O primeiro é baseado em modelos discretos com incertezas, como em (CLOOSTER-
MAN et al., 2009), (CLOOSTERMAN et al., 2010) e (OISHI; FUJIOKA, 2009). A
segunda abordagem considera o sistema em tempo continuo com entrada de controle
com atraso variante no tempo. Neste caso, o sistema em malha fechada torna-se um
delay differential equation (DDE) e pode-se caracterizar a estabilidade por meio
dos teoremas de Lyapunov-Razumikin ou Lyapunov-Krasovskii, este amplamente
utilizado em sistemas com atraso. Esta abordagem foi inicialmente proposta em
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(FRIDMAN; SEURET; RICHARD, 2004) e adaptado em (NAGHSHATABRIZZI,
HESPANHA; TEEL, 2008) e em (FRIDMAN, 2010). Sao propostos métodos base-
ados no funcional de Lyapunov-Krasovskii, que é uma aplicacao do segundo método
de Lyapunov para estudo da estabilidade de sistemas com atrasos, interpretando a
evolugao das solugoes no espaco das fungoes, descrito no Apéndice, na Se¢ao A.1.1.

Em (FRIDMAN; SEURET; RICHARD, 2004), a entrada de controle u(t) com
dados amostrados aperiodicamente é considerada como um sinal atrasado, descrito
como

u(t) =ulty) =ult —7(t), tp <t <tpy, 7(t)=t—tg,

com t; sendo o instante em que ocorre a k-ésima amostragem, e o atraso variante
no tempo 7(t) com a derivada 7 = 1, para t # t, e 7 = 0 para t = t;. O sinal
de controle é mantido constante entre dois instantes de amostragem consecutivos,
enquanto o atuador e a planta evoluem em tempo continuo, assim, para estabilizacao
por realimentacao dos estados amostrados do sistema em malha fechada, utiliza-se
a abordagem de Lyapunov-Krasovskii. Um termo do funcional de (FRIDMAN;
SEURET; RICHARD, 2004), e comum na literatura de DDE e de NCS, é

0 t
Vo = / / i (s)Ri(s)dsdb,
TMATI Jt+0

com Ty a7y representando o maximo limite de tempo entre duas amostragens conse-
cutivas.

Em (NAGHSHATABRIZZI; HESPANHA; TEEL, 2008), sendo p a diferenca
entre o instante atual e da ultima amostragem, adiciona-se termos ao funcional e o
termo V5 é modificado por

7= / (ratars — 1+ )" () Ri(s)ds. 5)

Assim como em (FRIDMAN; SEURET; RICHARD, 2004), o funcional definido
em (NAGHSHATABRIZZI; HESPANHA; TEEL, 2008) limita superiormente a fun-
¢ao de Lyapunov (andloga a fungao energia do sistema), e, se a derivada temporal
deste funcional for definida negativa, conclui-se que o sistema é assintoticamente
estavel.

Uma alternativa ao uso convencional do funcional de Lyapunov-Krasovskii em sis-
temas amostrados foi proposto em (SEURET, 2011), chamado de looped-funcional,
representado por W (7, xx(7)), com xx(7) = x(t) + 7), para 7 € [0, Tarars], sendo x
o vetor de estados do sistema. Esta abordagem mostrou-se menos conservativa que
o método convencional, pois, o funcional de Lyapunov-Krasovskii modificado nao
precisa limitar superiormente a fungao de Lyapunov V(xy), porém, deve ser igual
a funcao de Lyapunov nos instantes de amostragem t;, com k € N, como ilustrado
na Figura 3, i.e., como o sistema ¢ amostrado, serda analisado a evolugao da fun-
gao V(xx) somente nos instantes de amostragem aperiédicos. Assim, se a derivada
temporal do funcional ao longo das trajetérias do modelo continuo for estritamente
negativo, entao prova-se que a fungao de Lyapunov é estritamente decrescente nos
instantes de amostragem aperiddicos e, portanto, permite caracterizar a estabilidade
da origem do sistema em tempo continuo sem utilizar métodos de discretizacao.
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Figura 3: Ilustracdo da relacdo do looped-funcional W (t — tx, xx(7)) e da funcao
quadrética de Lyapunov V(x;) para sistemas amostrados (SEURET, 2011)

2.4 Sistemas Amostrados com Saturacoes no Atuador

Em sistemas amostrados com intervalos constantes, i.e., amostragem periddica,
ja existem alguns resultados obtidos considerando o modelo da planta e do atuador
com saturacoes encadeadas em tempo discreto, sendo uma aproximacao discreta
do sistema nao-linear, como em (BATEMAN; LIN, 2002a). Contudo, a planta e
o atuador geralmente apresentam dinamica em tempo continuo, e na presenca das
saturagoes, os resultados de (BATEMAN; LIN, 2002a) com o modelo discreto nao
podem ser aplicados.

Em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2008), propoem-se métodos de estudo da
estabilidade e da estabilizacao de sistemas discretos na presenca de atuadores com
saturagao de magnitude e de dinamica. Para isso, consideram a planta linear em
tempo continuo, enquanto o controlador ¢ um componente digital e, portanto, em
tempo discreto. Neste caso, as saturacoes de magnitude e de taxa de variacao sao
consideradas no controlador e o sinal de controle fornecido para a planta respeita os
limites existentes.

Por outro lado, na pratica, nem sempre a entrega do pacote de dados ou pe-
riodicidade de transmissao de dados sao assegurados. Isto resulta na amostragem
em intervalos aperiddicos, tornando a analise de estabilidade e a estabilizacao pro-
cessos mais complexos. A partir do método inicialmente proposto em (FRIDMAN;
SEURET; RICHARD, 2004) para sistemas amostrados, em (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012), os autores utilizam o looped-funcional modificado de (SEURET,
2011), para um sistema linear com saturacao de magnitude do sinal de controle, e
consideram as variagoes no intervalo entre duas amostragens consecutivas. A satura-
¢ao é tratada utilizando a condigao de setor generalizada ( apresentada no Apéndice
A.3), que permite a formulagao de condigoes em forma de LMI, sendo menos conser-
vadora que a condicao cléssica. Esta formulagao permite trabalhar com problemas
de otimizacao da estimativa da regiao de atracao dos sistema em malha fechada
ou, dado um conjunto de condigoes iniciais, maximizar os limites de variacao do
intervalo de amostragem, para o qual a estabilidade é mantida.

Em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2014), é proposto um método de anélise
de estabilidade global da origem de sistemas amostrados aperiodicamente com con-
trolador dinamico em tempo discreto sujeito a saturagao de magnitude do sinal de
controle. Para considerar os efeitos da amostragem aperidédica utiliza-se também a
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ideia do looped-funcional modificado em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012)

para sistemas com saturacao.

2.5 Consideracoes Finais

Os atuadores, presentes em qualquer sistema de controle, apresentam nao line-
aridades do tipo saturacao, que representam a limitacao de quanta energia pode
ser transmitida para o componente. Esta nao-linearidade nao pode ser desprezada
nem linearizada, degradando o desempenho e sendo fonte de miltiplos pontos de
equilibrio, ciclo-limites e instabilidade (KHALIL, 1996). Este é escopo de estudo de
diversos pesquisadores, como em (TARBOURIECH et al., 2011), (HU; LIN, 2001),
(ZACCARIAN; TEEL, 2011) e referéncias 14 citadas, que consideram a saturagao
em magnitude do sinal de controle e a planta linear, tornando o sistema em malha
fechada nao-linear.

Contudo, grande parte dos estudos sao desenvolvidos para sistemas em tempo
continuo, como os acima citados. Na presenca da saturacao em sistemas amostra-
dos, mesmo com amostragem periddica, as técnicas de controle classicas em tempo
discreto ndao podem ser aplicadas a sistemas nao-lineares. Em (SEURET; GOMES
DA SILVA JR., 2012) e (GOMES DA SILVA JR. et al., 2014), os autores consi-
deram o sistema amostrado aperiodicamente com saturacao de magnitude do sinal
de controle. Para considerar o sinal de controle em funcao de dados amostrados
aperiodicamente, utilizam a abordagem proposta em (FRIDMAN; SEURET; RI-
CHARD, 2004), que considera o dado amostrado como um sinal atrasado e aplicam
técnicas de controle baseadas no funcional de Lyapunov-Krasovskii para caracteri-
zar a estabilidade da origem do sistema, nao necessitando realizar discretizacao do
sistema.

Outra caracteristica relevante presente nos sistemas é a limitacao em taxa de va-
riacao que o atuador apresenta, ja que nao é capaz de responder instantaneamente
a variacao do sinal de controle. H& um atraso de fase associado a esta satura-
¢ao que tem efeito desestabilizante (BERG; HAMMET; BANDA, 1996). Além de
ser fonte de desastres na area da aerondutica, como reportado em (RUNDQWIST;
HILLGREN, 1996) e (MILLER; PACHTER, 1997). (GOMES DA SILVA JR. et al.,
2008) apresentam métodos que consideram a planta linear e em tempo continuo, com
atuador saturante em magnitude e em taxa de variagao. Neste iltimo, a amostragem
é considerada periddica.

Nao se tem conhecimento de trabalhos publicados que considerem a amostragem
aperiddica e o atuador saturante em magnitude e em taxa de variagao. A partir desta
lacuna e do fato destas limitacoes serem inerentes a atuadores, como também, das
vantagens da implementacao de sistemas em rede, este trabalho propoem condicoes
para a analise de estabilidade e estabilizacao da origem do sistema considerado.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA E PRELIMINARES

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se a formulagao bésica do problema estudado. Este é
composto por uma planta linear e em tempo continuo, sujeita a atuadores saturantes
em magnitude e em taxa de variacao, com realimentacao de estados amostrados
aperiodicamente.

O atuador é modelado como um sistema de primeira ordem com saturacao de
magnitude do sinal de entrada (controle). Neste caso, a saturacao de taxa de variagao
¢ modelada como uma limita¢do no estado do atuador, como em (GOMES DA
SILVA JR.; TARBOURIECH; GARCIA, 2003). As saturagdes sdo reescritas como
fungoes zona-morta e seus efeitos sao considerados por meio de condigoes de setor
generalizadas, apresentadas no Apéndice A.3.

O sinal de controle é uma realimentacao dos estados do sistema amostrados
aperiodicamente. Assim, sao considerados limites para a variacao do intervalo de
tempo entre duas amostragens.

O principal problema estudado em sistemas de controle é caracterizar a estabili-
dade e/ou projetar ganhos de realimentagdo que garantam a estabilidade assintética
local ou global da origem. No presente caso, duas caracteristicas principais devem
ser consideradas: a amostragem aperiddica e as saturagoes presentes no atuador, que
influenciam na dinamica e podem instabilizar o sistema em malha fechada. Assim,
¢ interessante determinar qual o limite maximo para variacao do intervalo de tempo
entre duas amostragens consecutivas para o qual a estabilidade assintdtica local ou
global da origem é assegurada, e no caso local, determinar uma estimativa da regiao
de atracao da origem do sistema em malha fechada.

Para isso, neste capitulo, sao expostas condigoes obtidas para o estudo da es-
tabilidade assintotica local e global da origem do sistema amostrado, a partir do
looped-funcional de (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), derivado do fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii, comumente utilizado em DDEs e em NCSs. Os
resultados tedricos obtidos sao base para o desenvolvimento deste trabalho.

3.2 Formulagao do Problema

Nesta secao, apresenta-se uma formulagao basica do sistema estudado. Trata-
se de um sistema com dados amostrados, composto por uma planta linear sujeita
a atuadores saturantes em magnitude e em taxa de variagao com realimentacao
estatica de estados.

Considera-se uma planta linear, em tempo continuo, invariante no tempo e des-
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crita no espago de estados como:
t,(t) = Ax,(t)+ Bur(t), (6)

onde, z,, € R" representa o vetor de estado da planta e v € R™ ¢ a entrada, A e B
sao matrizes constantes e de dimensao apropriada.

Para modelar o i-ésimo atuador com limitacoes, utiliza-se um modelo de pri-
meira ordem como exposto em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH; GAR-
CIA, 2003), com saturacao de magnitude (sat,) como uma saturacao na entrada do
atuador e de taxa de variagao (sat,) como sendo uma limita¢ao na dinamica (estado)
do mesmo. Assim, para i = 1,..,m, o i-ésimo atuador é descrito por

ia(i)(t) = satr(i)(—)\(i)xa(i)(t)+)\(i)satp(i)(u(i)(t))), (7)

onde —A\(;) corresponde ao polo do i-ésimo atuador desconsiderando as saturacoes.
u € R™ e x, € R™ representam os vetores de entrada e de estado do atuador,
respectivamente. Note que para A — 0o, a dinamica do atuador se assemelha ao
bloco rate limiter do Simulink.

As funcoes de saturacao modelam as limitacoes que os atuadores demonstram
na pratica: nao sao capazes de responder instantaneamente a mudanca de sinal e
nem de fornecer uma saida correspondente a uma entrada de magnitude ilimitada.
Estes elementos nao-lineares sao definidos como:

saty(i) (W) sign(wi(s)min{
saty ) (wa@)) = sign(wagy)min{

Wi1()
Wa(i)

’ aP(”}? 8
 Ur(i) } (®)

onde ) e ;) sao os limites simétricos das saturagoes de magnitude e de taxa
de variacao do atuador, respectivamente, i.e., existem limites superiores e inferio-
res dentro dos quais o sinal pode variar, porém ao viola-los o sinal satura, ou seja,
permanece com um valor méximo/minimo. Assim, ndo é possivel aplicar qualquer
magnitude de sinal de controle nem exigir que o atuador responda de forma extre-
mamente rapida. Note que estas saturagoes sao inerentes a qualquer atuador real
em razao das limitagoes fisicas, tecnolégicas ou de seguranca.

Considere que a lei de controle é uma realimentacao de estados com dados amos-
trados da planta e do atuador. Os estados sao amostrados no instante t = t; e o valor
do sinal de controle u(t) é mantido constante até o préximo instante de amostragem
t = t;11. Este comportamento é representado na Figura 4 por um amostrador e um
segurador de ordem zero (ZOH), i.e.,

u(t) = u(ty) = [K, K] EZEZH b St <t (9)

onde t; é o instante em que ocorre a k-ésima amostragem. Os instantes de amos-
tragem formam uma sequéncia crescente de escalares positivos, com k € N| tal que,
U[tk, trr1[= [0, +o0]. K, e K, sao os ganhos de realimentagao dos estados da
planta e do atuador, respectivamente. Considera-se que a diferenca entre dois ins-
tantes de amostragem sucessivos, definido por T}, = t,, 1 —t, estd sujeito a variagoes,
e.g., devido a perda de pacotes. Sao supostos os seguintes limites para T}

OSTlSTkSTQ vk € N. (10)
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A partir da conexao entre (6) e (7), com v(t) = x,(t), o sistema em malha fechada
pode ser descrito por

T,(t) = Axy(t) + Bz,(t),
Tq(t) sat, (—Azq(t) + Asat,(Kpz,(ty) + Kaza(tr))), (11)
para tp <t < {tpyq,

onde A € R™ é uma matriz diagonal composta pelos polos do atuador, i.e.,
Ay = A@). O sistema (11) é ilustrado na Figura 4

Atuador Planta

Figura 4: Sistema amostrado com atuadores sujeitos a saturacdo em magnitude e
em taxa de variagao com u(t) = K,x,(tx) + Koza(tr), para t, <t < tpiq.

O modelo descrito por (11) pode ser reescrito utilizando o modelo genérico de
sistemas com saturagoes encadeadas de (TARBOURIECH; PRIEUR; GOMES DA
SILVA JR., 2006) e de (BATEMAN; LIN, 2002b), resultando em

(t) = Asx(t) + Basate(Aix(t) + Bisati(u(t))),

u(t) = uty) = Ca(ty), tn <t<tpn, (12)

com os estados da planta e do atuador representados pelo vetor de estados au-
mentado z(t) = [z,(t)" xa(t)T}T, r € R", com n = n, +m, sat;(-) = sat,(-),
saty(+) = sat,(-) e as matrizes

Ay = [’g g] By = m A =[0 —A], Bi=A, C=[K, KJ. (13)

Assume-se que o ponto de equilibrio do sistema em malha fechada (12) seja a
origem. O conjunto de todas as condigoes iniciais, z(0) € R", tal que, as respecti-
vas trajetorias convergem assintoticamente para a origem corresponde a regiao de
atragao (R,) da origem, como descrito no Apéndice A.2, e na Defini¢ao 1 de (KHA-
LIL, 1996). Dada a dificuldade de determinar de forma analitica R,, um problema
de interesse é estabelecer uma estimativa D desta regiao, tal que, D C R, C R",
considerando-se as limitacoes do atuador e o fato de que o intervalo entre duas
amostragem consecutivas possa ser variavel.

H& duas caracteristicas principais no sistema ilustrado na Figura 4 que necessi-
tam de atencao no estudo da estabilidade assintdtica da origem: as saturacoes do
atuador e a amostragem aperiddica. Como descrito e exemplificado em (ZHANG;
BRANICKY; PHILLIPS, 2001), é conhecido que quanto maior for a perda de paco-
tes na transmissao de dados de sistemas em NCSs, i.e., maior variacao do intervalo
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de tempo entre duas amostragens sucessivas, maior sera a diferenca de dinamica
entre o sistema amostrado aperiodicamente e aquele em tempo continuo ou discreto.
Isto causa efeitos que inclusive podem instabilizar o sistema para certas variagoes do
intervalo de amostragem. Por outro lado, a presenca de atuadores saturantes ¢é fonte
de multiplos pontos de equilibrio, de ciclo-limites e de instabilidade, como apresen-
tado em (MILLER; PACHTER, 1997), que cita a saturacao de taxa de variagao do
atuador como a fonte de desastres na area da aerondutica.

Portanto, existe uma relacao entre a estabilidade e os valores dos limites do
intervalo de amostragem e as saturagoes do atuador. Pode-se avaliar esta relagao
através do tamanho de um conjunto de condicoes iniciais admissiveis D, que pode
ser visto como uma estimativa de R, da origem do sistema (12). Ou também
através de 7, i.e, dado um conjunto de condigoes iniciais, determinar qual o maximo
limite superior de T}, tal que, a estabilidade da origem do sistema amostrado seja
assegurada. Assim, os seguintes problemas de interesse podem ser formulados.

P1. Dados os ganhos de realimentagao de estados, K,, K,, e os limites 7, e 75 do
intervalo entre duas amostragem consecutivas, i.e., T, € [71, 72|, determinar
uma estimativa D da regiao de atracao da origem.

P2. Dados os ganhos de realimentacao de estados, K,, K,, e um conjunto de
condigoes iniciais admissiveis (D), maximizar o limite superior da variagao
do intervalo de amostragem, 75, tal que, as respectivas trajetérias do sistema
convirjam assintoticamente para a origem Vz(0) € D.

P3. Dados os limites 7, e 75 do intervalo entre duas amostragem consecutivas, i.e.,
T, € [11, 7o), projetar os ganhos de realimentagao de estados, K, K,, de forma
a maximizar a estimativa da regiao de atracao da origem.

P4. Dado um conjunto de condigoes iniciais admissiveis (D), projetar os ganhos
de realimentacao de estados, K, K,, de forma a maximizar o limite superior
da variacao do intervalo de amostragem, 7, tal que, as respectivas trajetérias
do sistema convirjam assintoticamente para a origem Vz(0) € D.

Como apresentado em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), P1 pode ser
visto como um problema de analise de estabilidade com restricoes de um sistema
em rede, e P2 como um problema de caracterizacao de estabilidade de sistemas em
rede. Neste caso, na analise do sistema em rede, é considerado o maior limite superior
admissivel do intervalo de amostragem para o qual a estabilidade seja assegurada
como uma restricao de rede. Os problemas P1 e P3 sao complementares, como
também, P2 e P4, sendo P1 e P2 problemas de andlise de estabilidade e P3 e P4 de
estabilizacao.

Estes problemas também sao considerados para o caso do sistema amostrado
com realimentacao apenas dos estados da planta, como ilustrado na Figura 5. Neste
caso, ¢ suficiente considerar C' = [K,, 0] no sistema amostrado em malha fechada
modelado por (12), i.e., K, = 0, sendo que nesta abordagem, ndo ha acesso aos
estados do atuador e a lei de controle é definida como

u(t) = u(tk) = prp(tk> e <t <tpyr. (14)

Para o sistema (12), o ideal seria que para todas as condigoes iniciais existentes,
as respectivas trajetorias do sistema convergissem para a origem ao longo do tempo,
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Figura 5: Sistema linear amostrado sujeito a atuadores saturantes em magnitude e
em taxa de variacdo com u(t) = K,z,(t;), para ty <t < tj4q.

porém, em sistemas em malha fechada com atuadores saturantes, a realimentagao
linear em muitos casos nao é suficiente para estabilizar globalmente a origem. Além
disto, um dos requisitos necessarios é o sistema nao ser exponencialmente instavel em
malha aberta (SONTAG; SUSSMAN, 1990). Por isso, em muitos casos estuda-se a
estabilidade assintotica local ou regional da origem. Quando possivel serao também
discutidos os problemas referente ao sistema (12) em contexto global, neste caso, a
regiao de atracao é todo o espaco de estados.

3.3 Modelo do Sistema Amostrado em Malha Fechada

Para qualquer intervalo de amostragem T} € [r1, T3], define-se xx(7) conforme
em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012):

Xe(T) = z(ty +7),7 € [0, Tk].

A partir do modelo (12), a dinamica em malha fechada durante o intervalo de
amostragem, para 7 € [0, Ty], pode assim ser representado por

Xi(7) = A2xi(7) + Basata(Arxa(r) + Bisaty (Cxx(0)))- (15)

Por outro lado, os seguintes vetores de fungoes de zona-morta podem ser definidos
a partir das saturacgoes de magnitude e de taxa de variagao como

Vilxk) = Yr, = sati(Cxx(0)) — Cxx(0),
Vo Xk Vi) = Y, saty(Arxk(7) + Bisati(Cxi(0))) (16)
—(A1xe(7) + B1(Y, + Cxi(0))).

Entao, a partir de (15) e de (16), V7 € [0, T} e T}, € [11, 2], 0 sistema em malha
fechada (12) pode ser reescrito como:

Xk:(T) = (Ag + BgAl)Xk(T) + BQBlCXk(O) + BgBﬂﬂkl + Bgiﬂ]@. (17)

3.4 Resultados de Base

Nesta secao, sao expostos resultados preliminares utilizados como base para o de-
senvolvimento deste trabalho. Para caracterizar a estabilidade da origem do sistema
(12), sao fornecidas condigdes que relacionam uma fungao candidata de Lyapunov
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V(xx) analisado nos instantes de amostragem e um funcional W (7, xx) em tempo
continuo. Pela satisfacdo destas condigoes, pode-se verificar que V(xy) é estrita-
mente decrescente nos instantes de amostragem, se a derivada temporal do funcio-
nal ao longo das trajetoérias do sistema amostrado for definida negativa. Assegura-se
assim a estabilidade assintética local da origem do sistema (12). Para considerar os
efeitos das saturacoes utiliza-se a condicao de setor generalizada descrita no Lema
2 (Apéndice A.3). No caso do sistema em malha aberta nao ser exponencialmente
instavel, estas condigoes também sao estabelecidas em contexto global.

3.4.1 Tratamento da Saturacgao

Neste trabalho, a saturacao é reescrita por meio da funcao zona-morta como
definido em (16). Com relagao a esta nao linearidade, para lidar com os efeitos da
saturacao, utiliza-se como base o Lema 2 (Apéndice A.3) que apresenta a condigao de
setor generalizada. Utiliza-se a condigao de setor generalizada de (TARBOURIECH
et al., 2011) por ser menos conservadora em relagdo a abordagem classica, como
discutido em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2005). Para tanto, sejam
as matrizes G, G € Gay € R™* " e GGo3 € R™ ™, ¢ 0s conjuntos

S(u) = {xx(0) € R [(C = G)axr(0)] <ty parai = 1,...m},  (18)

S(uz) = {(xx(0), xx(7),¥r,) € R" x R x R™; [(A1 — Gar) 5y Xx(7)
+(B1C — G2)i)Xk(0) + (B1 — Ga3) () ¥n, | < Uiy, (19)
parai=1,...,m}.

Aplicando o Lema 2 nas fungées de zona-morta ¢y, e ¥y, de (16), se xx(0) €
S(uy), e (xx(0), xx(7),%r,) € S(uz), entdo as seguintes inequagoes sao satisfeitas
para quaisquer matrizes diagonais e definidas positivas U; e Uy € R™*™:

VL U (Y, + Gixe(0)) <0, (20)

Uiy Ua (Y, + Go1Xk(7) + Ga2xk(0) + Gagthy, ) < 0. (21)

No caso do estudo da estabilidade global, as condig¢oes de setor generalizadas
sao substituidas pela condicao de setor cléssica, verificada globalmente pela nao-
linearidade zona-morta, considerando as matrizes G; = C, Gy = A1 e Gog = BC
e Go3 = By. Assim, as seguinte inequacoes sao satisfeitas para quaisquer matrizes
diagonais e definidas positivas Uy e Uy € R™*™, Vx4 (0), xx(7) € R™

Ui, Ur(th, + Cxi(0)) <0, (22)
Uiy Uz (Vr, + A1xu(7) + BiCx#(0) + By, ) < 0. (23)

3.4.2 Estabilidade do Sistema Amostrado

Os resultados tedricos desta subsegao sao baseados em (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012). Este artigo apresenta condig¢bes que relacionam uma funcao
de Lyapunov V(xx) e um looped-funcional em tempo continuo W (r, x;) para um
sistema linear com saturagao do sinal de controle amostrado (realimentagao estética
dos estados). Visto que a presenga da saturagdo impede que se obtenha um modelo
do sistema em tempo discreto equivalente, o looped-funcional permite considerar
o sistema em tempo continuo e, assim, pode-se analisar a estabilidade de sistemas
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amostrados com atuadores saturantes, enquanto a entrada é mantida constante entre
os intervalos de amostragem.

Porém, diferentemente de (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), neste tra-
balho, o sistema apresenta tanto saturacao de posi¢ao como de dinamica nos atua-
dores e a funcao de saturacao de taxa de variacao depende nao sé do estado amos-
trado como também da evolucao do estado do atuador em tempo continuo. Assim,
considera-se o funcional W(r,x;) superior a funcdo V(xx) entre os instantes de
amostragem e igual nos instantes de amostragem, e garante-se que xx(7) permaneca
na regiao em que a condigao de setor (21) é valida. A partir destas ideias, enuncia-se
entao o seguinte teorema.

Teorema 1. Sejam uma funcio V(xi) : R* — R™, tal que,

e um funcional em tempo continuo Vy : [0,73] X K — R, que satisfaz para todo
xr €K

Vo(rxx) > 0, Vr € (0,Ty) e VTy € [r1, 7). (25)

Seja W (T, xx) = V(xx) + Vo(T, x), com W(r,x1) sendo a derivada temporal de
W(r, xx) em relagiao a 7, com 7 € [0,T}|, ao longo das trajetdrias do sistema (12).
Se existirem matrizes Gy, Ga1, Gag € R™* ", Goz € R™ ™, matrizes diagonais e
definidas positivas Uy e Uy € R™ ™ | tais que as sequintes inequagoes sao satisfeitas:

Xk(0)"(Ciy = Gr) " (Clay — Gagay)xa(0) < @3y V (x#(0)), (26)
()] O1) w(in]
xx(0) Oy | [O10) O20i) O3] [ xk(0) | < w3V (xk(7)), (27)
wlﬂ @3T(l) wkl

W(T, Xk) — 21?1{2 Us[thr, + Garxi(7) + Gaaxr(0) + Gozthy,]

=20 Ur[thr, + Gixx(0)] <0,

com ©1 = A1 —Ga1, Oy = B1C —Gyy e O3 = By —Gag, entdo para qualquer condi¢do
inicial £(0) = x0(0) pertencente ao conjunto

(28)

D={zxeR%V(z) <1}, (29)
resulta que:

a) AV(xx) = V(Xe+1) = Vxx) <0,

b) as respectivas trajetorias do sistema (12) com intervalo de amostragem satis-
fazendo (10) convergem assintoticamente para a origem.

Demonstragao. Supondo que xo(0) € D, entdao a partir de (26) e de (27), para
1 =1,...,m, resulta que,

Xo0(0)"(Cliy = Gi»)" (Ciiy — Griay)xo(0) < i
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x(0)]" [Ol) (O]
Xo0(0) @2(@-) [@1@) SP) @3(1)] xo(0)]| < U(y).-
1/101 6‘?’:(1) %1

Isso significa que xo(0) € S(uy) e (x0(0), x0(0),%0,) € S(u2). Consequentemente,
conclui-se, a partir de (20), de (21) e de (28), que

W (0, x0(0)) < 0. (30)

Como Vy(7,xx) > 0, para 7 € [0,T%], conclui-se que V(xx) < W(r, xx(T)),
V 7 € [0,T]. Assim, considerando p — 0, (30) implica que

Wip, xo(p)) < W(0,x0(0))
Vxo(p) < W(p,xo(p)) < W(0,x0(0)) = V(x0(0)) + Vo(0, x0(0)).

A partir de (25), tem-se V5(0, x0(0)) = 0. Conclui-se entao de (31) que

Vxo(p)) < V(xo(0)),

(31)

i.e., xo(p) € D. Repetindo o raciocinio, pode-se concluir que
V(xo(7)) < V(x0(0)),V7 € [0, T4],

Le., (xo(0), xo(7), %o,) € S(u2), V7 € [0,T}], e conclui-se que

W (T, xo(7)) < 0,7 € [0, Ty].

- d
Assim, integrando W (7, xo(7)) = d—(V(XQ(T)) + Vo(7, x0(7))) < 0 no intervalo
T

[0, 7], como Vo (T, xo(Tk)) = Vo(0, chig(0)) = 0, tem-se que
V(xo(Tk)) — V(x0(0)) < 0.

Uma vez que 41(0) = xx(Tk), este procedimento pode ser repetido e conclui-
se que V(xx) é decrescente nos instantes de amostragem, ou seja, prova-se que
AV (xx) < 0 por meio do funcional W(7,xx) que satisfaz (28) e assim, para as
condigbes iniciais pertencentes a D, as respectivas trajetérias do sistema (12) tendem
assintoticamente para a origem.

]
Observagao 1. Diferentemente de (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), no

Teorema 1, o funcional Vo(7, xx) € positivo definido. Isto resulta que o funcional
em tempo continuo W (T, xx) limita superiormente a fungao V(xy). Esta restri¢do
adicional é devido a saturacdo de taxa de variacao do atuador depender tanto dos
estados amostrados como do estado do atuador em tempo continuo.

Note que para que a condigdo (21) possa ser efetivamente utilizada, deve-se ter
(X£(0), xx(T), ¥r,) € S(ta) e deve-se garantir que as respectivas trajetorias nao dei-
zem o conjunto S(uy). As inequagoes (28) e V(xx(T)) < W(T, xx(7)) assequram
que as trajetorias para as condi¢oes iniciais x(0) = xo(0) nunca deizem o conjunto
D o que assegura a partir de (26) e de (27), a validade de ambas condigdes de setor

(20) e (21).
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Observacgao 2. Note que nao € necessdario que a derivada temporal da fungdo V (xx)
seja definida negativa ao longo das trajetorias, apenas que seja estritamente decres-
cente nos instantes de amostragem, i.e., AV (xr) = V(xr+1) — V(xe) < 0. A ndo
necessidade da condi¢ao V(Xk) < 0 ¢ importante em sistema amostrados, jd que

V(xk) pode assumir valores positivos entre os instantes de amostragem.

Caso o sistema em malha aberta (17) seja assintoticamente estdvel, pode-se ve-
rificar se a origem é globalmente estavel. Para isso o seguinte Corolario fornece
condigoes para analisar a estabilidade assintdtica global da origem do sistema (12).

Coroldario 1. Sejam uma funcao V(xi) : R™ — R*, tal que,
Vixe) >0,¥xr #0 e lim V(xx) = oo, (32)
Xk —00

e um funcional em tempo continuo Vg : [0,73] X K — R, que satisfaz para todo
xr €K

Vo(Te, xx) = Vo(0,xx) =0, Vo(r,xx) >0, VT €[0,T}] e VI € [r, 7). (33)

Seja W (T, xx) = V(xx) + Vo(T, x), com W(r,x1) sendo a derivada temporal de
W (r, xx) em relagio a 7, com T € [0,T}|, ao longo das trajetdrias do sistema (12).

Se existirern matrizes diagonais e definidas positivas U; e Uy € R™ ™, tais que
a sequinte inequacao seja satisfeita

W (T, xk) — 208, Us[tbr, + Arxe(7) + BiCxx(0) + Bity,]

2907 Uity + Cu(0)] < 0. (34)

Entao, AV (xx) <0, e a origem do sistema (12) € globalmente assintoticamente
estavel.

Demonstracao. A prova é similar ao do Teorema 1, porém, neste caso, considera-se
as relacoes ¥, Ur 1y, +Cxx(0)) < 0 e e, Us (g, + Arxe(7) + Bi(, +Cxx(0))) <0,
ao invés de (20) e (21). Isso significa que as condigoes de setor sdo globalmente
satisfeitas, i.e., Vz(0) = x0(0) € R" e Vxi(r) € R". Assim, se (34) é satisfeita,
conclui-se que W (7, x) < 0 e portanto, AV (y;) < 0, i.e., assegura-se que a funcio
V(xx) é decrescente nos instantes de amostragem, Vx;(0) € R". Como, de (32),
V(xx) é radialmente ilimitada a estabilidade global assintética da origem do sistema
(12) segue. O

3.5 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foi apresentado o sistema amostrado sujeito a atuadores satu-
rantes em magnitude e em taxa de variacao a ser considerado neste trabalho, bem
como foram formulados os problemas de andlise de estabilidade e estabilizacao a
serem tratados. Sendo a lei de controle uma realimentagao dos estados amostrados
do sistema, consideram-se duas situacoes: uma com acesso a todos os estados e, na
outra, com os estados do atuador nao acessiveis a medicao.

Na formulacao dos problemas, sao considerados como objetivos a maximizacao
de uma estimativa da regiao de atragao da origem ou, dado um conjunto de condigoes
iniciais D, maximizar 7, para o qual a estabilidade assintética da origem do sistema
amostrado seja assegurada.
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O Teorema 1 e o Corolario 1 formulados sao a base para o desenvolvimento deste
trabalho, apresentando condigées que relacionam uma fungao de Lyapunov V(xx)
e um funcional W (7, xx) em tempo continuo, permitindo analisar se a origem do
sistema é assintoticamente estavel localmente ou globalmente. O uso do looped-
funcional permite considerar os efeitos da variacao do intervalo de amostragem,
sendo T} € [11,T2]. Os efeitos das saturagoes sdo considerados por meio do uso das
condicoes de setor generalizadas.
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4 ANALISE DE ESTABILIDADE

4.1 Introducao

A partir do sistema modelado e dos resultados tedricos do Teorema 1 e do Coro-
lario 1, expostos no Capitulo 3, sao apresentados os resultados obtidos em relagao
a caracterizacao da estabilidade assintotica local e global da origem de sistemas
amostrados aperiodicamente com atuadores saturantes.

Para obtencao das condicoes de andlise de estabilidade, utiliza-se uma classe
de funcional de Lyapunov, introduzida em (NAGHSHATABRIZZI; HESPANHA;
TEEL, 2008) para sistemas amostrados e modificado em (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012) para sistemas amostrados com saturacao da entrada de controle.
Em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), este looped-funcional é utilizado
para lidar com os efeitos introduzidos pela amostragem aperiédica, sendo nao ne-
cessario o funcional ser positivo definido, apenas que seja igual a fungao quadratica
de Lyapunov nos instantes de amostragem. Este funcional permitir caracterizar a
estabilidade da origem do sistema em tempo continuo com entrada amostrada, sem
necessidade de discretizar o sistema. Por outro lado, no sistema amostrado formu-
lado no Capitulo 3, modela-se o atuador como um sistema de primeira ordem com
saturagao de magnitude e de taxa de variacao. Esta ultima dependente nao sé dos
dados amostrados como também da evolucao em tempo continuo dos estados. As-
sim, necessita-se adaptar o looped-funcional de (SEURET; GOMES DA SILVA JR.,
2012) para este caso.

Os efeitos das saturagoes presentes no atuador sao considerados por meio do
Lema 2 (Apéndice A.3), isto é, das condigoes de setor generalizadas (20) e (21),
apresentadas no Capitulo 3, que permitem a obtencao de condi¢oes menos conserva-
doras quando comparado a condigao cldssica de setor, como discutido em (GOMES
DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2005).

4.2 Estabilidade Regional (Local)

Conforme o modelo definido na Sec¢ao 3.3, seja o sistema em malha fechada, para
7 € [0, T}], descrito por

Xk(T) = <A2 + BQAl)Xk(T) + BgBlcxk(O) + BQBﬂ/Jkl + BQ¢]§2, (35)

com Ty € [11, 2] e a entrada de controle

) = ult) = Cu0) = [, K] [0 w<t<na o
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Seja V(xx) uma fungao candidata de Lyapunov quadratica e V4(0, xx) um funci-
onal que satisfazem

a) V(xx) = Xk:(T)TPXIg(T>, com P=PT > 0;
b) Vo(0, xx) = Vo(Tk, xx) =0 e
c) Vo(r, xx) > 0,V7 € (0,T}).

Considere um candidato a funcional em tempo continuo Vy(7, xx) definido para
todo 7 € [0, Ty], baseado em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), como

Volroxk) = (T —7) {Da(m) = xe(0)]"S1lxr(T) — xx(0)]

+r {Xzi?)}T X, [x520>] N /OTX;;F(Q)ka(Q)dH}, (37)

com matrizes simétricas e definidas positivas X; € RmHWx0m+n) g o B e R,

Observe que Vy(T, xx) satisfaz as condigbes do Teorema 1, i.e., Vo(7,xx) > 0,
para 7 € (0,T), e Vo(0, xx) = Vo(Tk, xx) = 0 nos instantes de amostragem, pois, se
7 =0, tem-se [xx(7) — xx(0)] = 0, e o termo integral é igual a zero, e para 7 = Ty,
(Tk - T) =0.

A partir dos resultados tedricos do Teorema 1, da fungao quadratica de Lyapunov
V(xx) e do funcional W (7, xx) = V (xx)+Vo(T, X&), 0 seguinte Teorema é estabelecido
para andlise de estabilidade local da origem do sistema (35), considerando os limites
simétricos das saturagoes de magnitude (@) e de taxa de variacdo (uz) do atuador
e a amostragem aperiédica com T}, € |1, To].

Teorema 2. Seja o sistema (35) com os ganhos de realimentacio C = [K, K,],
com Tk [7’1,7'2] 0<7m <. Se existem matrizes simétricas e definidas positivas
P, S eR e R™, X, € R(m+”)x(m+”), matrizes diagonais e definidas positivas
Uy e Uy € R™™, matrizes Y € RV, Gy e Gy € R™™, N € RO 2mxn oy
escalar positivo €, satisfazendo as sequintes inequacoes matriciais, para j = 1,2 e
1=1,...m

ﬁl + Tjﬂz + Tjﬁg < 0, (38)
ﬁl — ij.[3 TjN
~ 0 39

[ P GH)%;)} >0, (40)

—2 ' :| 2 07 (41)
com

I, = He{MI'PM;— MG M, — MIGyM, — MIB,CY M,
—M{ B\UyMy — N Mg + (eM] + MJ)((Az + BoA1)Y My
+ByB,CY M, — YM3 + BQB1U1M4 + ByU,M;)}
—2M{ Uy My — 2M7 Uy M5 — M58, My,

I, = He{M SiMys} + MIRMs,

3 = MjX Moy,

(42)
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e as matrizes auxiliares de dimensoes apropriadas

My=[ 0000, M=[0TI1000,
M;=[0 0100, M=[0001I0], (43)
Ms=1[00 0 0

Entao, tem-se que para qualquer condi¢ao inicial x(0) = xo(0) pertencente ao
conjunto
E(P) = {r e R", 2" Px < 1}, (44)

onde P =Y TPY ™Y as respectivas trajetérias do sistema (35) convergem assinto-
ticamente para a origem.

Demonstragao. A partir da fungao quadratica de Lyapunov V' (xx) e do funcional
Vo(7, xx) em (37), define-se um funcional W (7, xx) = V(xx(7)) + Vo(7, xx) como
segue:

W(rxe) = Xk (1) Pxi(r) + (T = D{ () = xa(0)]"Silxu(r) — xi(0)]

] 0[50+ [ tomo "

Observe que a fun¢ao V(xx) e o funcional Vy(7, xx) satisfazem as hipdteses do
Teorema 1.

Dado que X1, S1, R > 0, Vo(7, xx) > 0 para qualquer 7 € [0, Ty, entao, W (7, xx) >
V(xx). Como visto anteriormente, esta restrigao é devido a saturagao de taxa de vari-
acao do atuador depender tanto dos estados amostrados como dos mesmos em tempo
continuo. Pode-se assim, a partir do Teorema 1, provar que V (xx(7%)) — V (xx(0)) <
0, se (30) for satisfeita e o estado ficar confinado em uma regiao na qual as condigdes
de setor sao vélidas.

Assim, a partir do funcional W (7, xx) > V(xx) e das condigdes de setor ge-
neralizadas (20) e (21), define-se o funcional I'(7, xx) formado pelos elementos da
inequacao (28) do Teorema 1, como segue:

L(roxw) = W(rxe) = 208 Ui, + Gixa(0) (46)
— 2. Us[th, + Garxa(T) + Gaaxi(0) + Gogihy, ],

com G99y = B;C e G935 = B;. Calculando W(T, Xx) ao longo das trajetérias do
sistema obtém-se

L(mxk) = 2x; (T)Pxe(T) = 203, Ui [thr, + G1xx(0)]
— 20, Ua[thr, + Garxu(7) + BiC'xk(0) + Baify, |
+(Ti = )X (T) [RXk () + 251 (xa (1) — x#(0))]
—[xe(T) = x&(0)]"S1lxr(T) — xx(0)]}

(T, — 27) {X@IZ% ' X, {XZZO)} - /O ' T (0) Ry (0) do.

Note que os valores das derivadas temporais de xx(0) e 1, s@o zero entre os
instantes de amostragem, pois permanecem com valores constantes (dados amostra-
dos).
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Agora prova-se que se as inequagoes (38) e (39) forem satisfeitas implica que
(1, xx) < 0. Para tanto, seja o seguinte vetor:

&(r) =& = D™ x0T (@7 ol WL’ (48)

Considerando matrizes definidas positivas N € RC"2m)*7 ¢ R ¢ R™ " ¢ o termo
integral presente em (47), tem-se a seguinte inequagao (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012)

/OT X (0) Rx(0) dO — 26 (1) Nxa (1) — xu(0)] + 75 (T) NRTINTEL(T) > 0. (49)

Por outro lado, a partir do sistema (35), segue que

2 (MY + DY {(r) + (A2 + A Bo)a(7) 0)

+ByB1Cx(0) + By By, + Bathp, } = 0,
para quaisquer matrizes Y7 e Y3 € R™". Esta equagao pode ser interpretada como
o uso da abordagem de sistema descritor introduzida em (FRIDMAN; SHAKED,
2002) e por ser um termo nulo, serd adicionado a inequagao (47) sem altera-la.
Utilizando & e as matrizes auxiliares (43), reescreve-se (50) como

& A2(M YY" + M3 Yy )Mo} = 0, (51)

com My = [Ay + ByAy ByBiC —I BBy By.
Utilizando (49), (51) e as matrizes auxiliares definidas em (43), segue que

L(roxe) < &M+ (T — 7)o + (T — 20)IJ6 + 7 NRTINTEG . (52)

com
I, = He{M/PM;— MU M, — M]U,G My — M U,M;
—MIUGoy My — MTU,B,C My — MIU, B, M,
H(MIY + MY )Mo — NMio} — M35 Mo, (53)
I, = M{RM;+ He{Mj S My},
Iy = MLX| My,

Considere a contribuicdo correspondente aos termos x7, (7)(.)xx(7) no lado direito
de (52), dada por

M3[TLy + (T}, — )y + (T — 27)3 + TNRINT| M -
— Y, Y] 4 (Th — )R+ *NsRNT, (54)
onde N3 € R™" é uma componente de N. Para um contribuigdo negativa de
termo X1 (7)(.)Xx(7), Y2 deve ser uma matriz ndo-singular. Entdo, pode-se definir
as matrizes Y = Y, Uy = Uy, Uy = Uyt e 2 = diag{Y,Y,Y, Uy, U,} e a relacio
Y] = €Y5, para um escalar positivo . Assim, considerando fk = =71, a inequacio
(52) pode ser reescrita como

U(r, k) < &ETILE+ (T — 1)2TT1,E

- 55
(T, — 27)EMTI,E + T2 NRTINTE]¢,. (55)
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Com as matrizes auxiliares definidas em (43), tem-se

M\E=YM, ME=YM, MpZE=YM;, =_[Y o]y
MsE=YM; ME=UM;, MZ=0,M; 27 |0 U4 %
M()E - (AQ —|— BQAl)YMl + 82310YM2 - YM3

+ByByU, My + ByUs M.
Considerando agora as seguintes mudancas de variaveis
P=VIPY, §=VIST. h=VTRY
Go1 = Ga1Y, ~N = ”TTNY, ~ Gy = GYY,
5= 5) o 6,
e aplicando em (55), segue que:
D(roxe) < &7 + (T — 7)1y + (Ty — 20)T15 + TN RNTIE,.
Portanto, se
I, + (T), — 7)1y + (T}, — 27); + TNR'NT <0, (56)

com Iy, I, e TI3 definido como em (42), V7 € [0,T}], conclui-se que I'(7, xx) < 0
e, portanto, W(T, Xx) < 0 e, de acordo com Teorema 1, V(xx) é decrescente nos
instantes de amostragem, contanto que as condigoes de setor sejam véalidas.

Por convexidade, (56) é satisfeito V7 € [0,T}], com T}, € [y, T2], se as seguintes
inequagoes forem satisfeitas

].:[1 + Tjﬁg + ij.[g < 0, (57)

I, — 7,3 + ;,NR'NT <0, (58)

para j = 1,2. Note que (38) é diretamente (57) e, aplicando o complemento de
Schur, (39) é equivalente a (58). Portanto, conclui-se que (38) e (39) certifica que
F(T’ Xk) < 07

Do Teorema 1, para provar que as trajetérias correspondentes as condigoes inciais
x(0) € E(P) convergem assintoticamente para a origem, é necessério garantir que
as relagoes (26) e (27) s@o satisfeitas. Pré e pds multiplicando (40) e (41) por
diag{Y 1, I}, segue que

1
Xk(0)'{P = =—(Cy = G1)" (Cy) = Gr))}xx(0) 2 0, (59)
1)

ie. xx(0)"(Ciiy — Gi)"(Ciiy — Gy xx(0) < V(Xk(o))a%(iﬁ e

1
Xk(T)T{P - ag_(Al(i) - G21(i))T(A1(i) - G21(i))}Xk(T) >0, (60)
2(4)

ie. Xk(T)T(Al(i) —Ggl(i))T(Al(i) — Ga1()) Xk (T) < V(Xk(T))ﬂg(i), onde, em particular,
considerou-se Goy = B1C e Go3 = Bj na inequacao (21). As inequagoes (40) e
(41) garantem entao que as condigoes de setor sejam localmente satisfeitas, i.e.,
xx(0) € S(u1) e (x(0), xx(7), ¥r,) € S(uz). u



50

Note que o Teorema 2 é baseado nas condicoes estabelecidas no Teorema 1.
Assim, neste teorema, bem como no Teorema 1, o funcional Vy(7, xx) é positivo
definido. Esta restricao é devida a saturacao de taxa de variacao no atuador depen-
der tanto dos estados amostrados, como do estado do atuador em tempo continuo.
Assim, deve-se assegurar que nos instantes de amostragem (x(0),v%,) € S(uz) e
xx(0) € S(u;), como também que em tempo continuo (xx(0), xx(7), ¥k, ) € S(usg).
Como, para tp < t < tgi1, tem-se W(r,xx) > V(xx), € para t = tg, tri1, ...,
W(r, xx) = V(xx) e a partir das inequagoes (40) e (41), garante-se que, mesmo
entre os instantes de amostragem, as trajetorias do sistema pertencam a regiao
S(tug) e xx(0) € S(uy) e as condigoes de setor sao validas.

Pela satisfacao das inequagoes (38) e (39) no Teorema 2, a derivada temporal
do funcional W (7, xx) ao longo das trajetérias do sistema (17) é definida negativa.
Como W (r,xx) > V(xk), conclui-se que a fun¢ao quadrética de Lyapunov V' (yy) é
estritamente decrescente nos instantes de amostragem e, segue-se que a origem do
sistema ¢ localmente assintoticamente estavel. Estas inequagoes também asseguram
que as trajetorias do sistema para as condigbes iniciais x(0) € £(P) nunca deixem o
conjunto E(P) e convirjam assintoticamente para a origem.

Assim como no Teorema 1, ndao é necessario que a derivada temporal da funcao
V(xx) seja definida negativa ao longo das trajetdrias, apenas que seja decrescente
nos instantes de amostragem e que xx(0) € S(@1) e (xx(0), xx(T)Vr,) € S(u2),
V1 € [0, T}], assegurado pelas inequagdes (40) e (41), respectivamente.

Observagao 3. No caso do sistema (35) ser amostrado periodicamente, as condi¢des
desenvolvidas também sao vdlidas, assim, considera-se Ty, = 7 = To.

4.3 Estabilidade Global

Caso o sistema em malha aberta (35) nao seja exponencialmente instével, pode-se
verificar se a origem é globalmente estavel, i.e., Vz(0) € R" as respectivas trajetérias
do sistema (35) tendem assintoticamente para a origem. A partir dos resultados
obtidos no Corolario 1, o seguinte Corolario fornece condicoes suficientes para a
garantia da estabilidade assintética global da origem do sistema (35).

Coroldrio 2. Seja o sistema (35) com T}, € [11,72], 0 < 71 < 7o Se existirem
matrizes simétricas e definidas positivas P 5’1 e R e R ¢ X1 € R(m”)x(m”)
matrizes diagonais e definidas positivas Uy e Uy € R™ ™, matrizes N € R(?’””m)xn
e Y € R™™ e um escalar positivo e, tal que, as desigualdades matriciais (38), (39)
sao satisfeitas, com G, =CY e égl = Alff, entao, a origem do sistema (35) é
globalmente assintoticamente estavel.

Demonstracao. A prova deste Coroléario é similar a do Teorema 2. Sendo suficiente
considerar as matrizes G; = C, Go1 = Ay, Gog = B1C e (Go3 = By, i.e., neste caso,
as relagoes P, Uy (¥, +Cxx(0)) < 0 e ¢, Us (¢, + Arxa(7) + Bi (¢, +Cxi(0))) <0
da condigao de setor generalizada sao verificadas globalmente, i.e. ¥y(0) e xx(7) €
R". ]

Assim, se as condigoes do Coroldrio 2 forem satisfeitas, Vz(0) € R", verifica-se
que a fun¢ao V' (xx) é decrescente nos instantes de amostragem, através da derivada
temporal do funcional W (7, xx) ao longo das trajetérias do sistema (17) for definida
negativa, para todo Tj, € [11,7s]. Estas condi¢oes asseguram que as trajetérias do
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sistema amostrado (17) para todas condigoes iniciais x(0) = x((0) € R" convirjam
assintoticamente para a origem.

Observacao 4. No caso especifico de estarem disponiveis para medi¢do apenas os
estados da planta, como ilustrado na Figura 5, i.e. a lei de controle € definida como

u(t) = ulty) = Kpzp(ty) te <t < tpo, (61)

é suficiente considerar C' = [K, 0], tanto no Teorema 2 como no Coroldrio 2.

4.4 Problemas de Otimizacao

Baseado nas condigoes dadas no Teorema 2 e no Corolario 2, sao propostos
problemas de otimizacao baseados em LMIs para resolver os Problemas P1 e P2
estabelecidos na Secao 3.2. Para tanto, considera-se o seguinte Lema.

Lema 1. (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012) Sejam P e Py matrizes defini-
das positivas e P =M"PM, com M sendo uma matriz nao-singular e uma matriz
Py. Entdo se

Py 1

I MamT_p| Y (62)

seque que P < F.

4.4.1 Maximizacao da Estimativa da Regiao de Atracao

Note que o conjunto £(P) obtido pela satisfacao das condigoes do Teorema 2
é por definicao incluso em R, e pode ser usado como uma estimativa da regiao de
atracao da origem. A partir do Problema P1, dado T}, € [r1, 72] e considerando algum
critério de tamanho, o objetivo é maximizar o conjunto £(P). Com este objetivo,
pode-se, por exemplo, maximizar o menor eixo de £(P) a partir do seguinte problema
de otimizacao:

min ¢

sujeito a

(?ﬁ% (39), (140), (41), (63)
{1 mw_p} >0

A partir do Lema 1 é visto que se P = YT PY ™!, a tltima inequacio de (63)
implica que P < 0I. Entao, o maximo autovalor de P é menor que . Por isso, a
minimizagao de § garante que o menor eixo de £(P) seja maximizado. Observe que,
as restrigoes de (63) sao LMIs para um valor fixado de . Entao, a solugao 6tima de
(63) pode ser obtida resolvendo problemas LMIs para um grid em &.

4.4.2 Maximizagao do Intervalo de Amostragem

A partir do Problema P2, considere uma regiao de condicoes iniciais admissiveis
para o sistema (35) descrito como segue

E(P) ={x e R", 2" Pyw < 1}. (64)

Entao, para 71 dado, o objetivo é encontrar o maximo valor de 75 para o qual
a estabilidade é garantida para todo Ty € [r1,72]. Isto pode ser obtido através do
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seguinte problema de otimizagao:

max To

sujeito a

(38), (39), (40), (41), (65)
Py 1

{] ?H?T—ﬁ} >0

Note que, do Lema 1, a ultima inequacao de (65) implica que P < Py e E(Fy) C
E(P). Assim, considerando 7 dado, e um valor fixo de €, o problema de otimizagao
(65) pode ser resolvido de forma interativa como um problema LMI para valores
crescentes de 7 e testando a factibilidade destas LMIs.

Por outro lado, se o sistema em malha aberta for assintoticamente estavel, pode-
se tentar encontrar o maximo limite 7, do intervalo de amostragem para o qual a
estabilidade assintética global da origem do sistema (35) seja assegurada. O seguinte
problema de otimizacao pode ser utilizado neste caso:

mazx o
sujeito a (66)
(38), (39)

com él = C? e 621 = Ali}

4.5 Exemplos Numéricos

Nesta secao sao apresentados exemplos para validar as condigoes estabelecidas
para analise de estabilidade e para ilustrar algumas propriedades de sistemas amos-
trados com atuadores saturantes.

4.5.1 Exemplo 1: Maximizacao da £(P) para Planta Instavel com C =
[Kp K]

Seja o exemplo considerado em (GOMES DA SILVA JR.; TARBOURIECH;
GARCIA, 2003), onde o sistema modelado por (11) é descrito pelas matrizes

10 —0.1)°
C'=[-6.318 —1.966 0.502],

[p L nf] aon

note que a planta ¢ instavel e o atuador apresenta limites de saturacao de posigao
e de dinamica com #; = 1 e em uy, = 10, respectivamente. Para o intervalo de
amostragem aperiédico definido por T} € [0.01,0.07], com o objetivo de determinar
um conjunto de condigoes iniciais admissiveis, utiliza-se o problema de otimizagao
(63), com £ = 3.6 obtido como valor 6timo em um grid, e obtém-se uma estimativa
da regiao de atragdo £(P) definida pela matriz

058.74 173.91 29.40
P = 117391 54.13 9.15
2940  9.15  2.23

Considerando T} variando randomicamente no tempo e T, € [0.01,0.07], a Figura
6 apresenta a projecao dos estados para algumas trajetérias com z,(0) = 0 no plano
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definido pelos estados da planta e um corte do conjunto £(P) neste plano. Mostra-
se que as trajetdrias (em azul) correspondentes as condigoes iniciais na fronteira do
corte de £(P) (em preto) convergem assintoticamente para a origem como esperado.
Embora as projegoes das trajetérias deixem o corte de £(P), pode ser checado que
as mesmas nao saem de £(P), como ilustrado na Figura 7. Por outro lado, para
algumas condigoes iniciais nao pertencentes, porém préximas da fronteira de £(P),
as trajetérias correspondentes sao divergentes (em vermelho), demonstrando que os
resultados obtidos nao sao tao conservadores.

Figura 6: Trajetorias dos estados no plano definido pelos estados da planta para
z,(0) = 0 e para condigdes iniciais pertencentes (em azul) e ndo (em vermelho) ao
elipsoide £(P) e um corte de £(P) neste plano (em preto).

0 05 1 15 2
tempo(s)

Figura 7: Valores de Y7 Py para condicdes iniciais na fronteira do corte do elipsoide
E(P).

Para a condicdo inicial #(0) = [0.01 —0.24 1.2}T (pertencente a £(P)) com
intervalos de amostragem aperiédicos satisfazendo Ty € [0.01,0.07], os resultados da
simulagao do sistema sao apresentados nas Figuras 8 e 9. Na Figura 8, mostra-se os
sinais de sat,(u) e de &, (saida de saturacao de taxa de variagao). Note que a entrada
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amostrada faz z, variar bruscamente nos instantes de amostragem. Na Figura 9,
apresentam-se os sinais dos estados da planta (z,), do atuador (x,) e de sat,(u).
Observe que, mesmo sujeito a limitagoes, a saida do atuador (em tempo continuo)
acompanha o sinal de controle (entrada do atuador) que satura nos instantes iniciais
(saty(u)) e o efetivo sinal de entrada da planta (em azul) é similar ao de controle
(em vermelho). Isto demonstra que £(P) nao é restrito a regiao linear, permitindo
saturagao de magnitude ou de taxa de variagao do sinal.

sabyuft), ()

0 0T5 J| 1 ‘.5 é 215 é
tempo(s)

Figura 8: Sinais de sat,(u) (em vermelho) e de &, (em azul), para z(0) = [0.01 —
0.24 1.2

Ty, Tq, sat(u(t))

05 1 15 2 25 3
tempo(s)

Figura 9: Estados da planta (em preto), estado do atuador (em azul) e sat,(u) (em
vermelho), para x(0) = [0.01 —0.24 1.2]".

Para as condigoes iniciais 2(0) = [0.01 — 0.24 1.2]7, a Figura 10 apresenta a
funcdo V(x(t)) = z(t)" Pz(t) no tempo (em azul) para T, = [0.01,0.07]. Note que
V(z(t)) é decrescente nos instantes de amostragem e diferentemente, das restrigoes
estabelecidas em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), entre os intervalos de
amostragem V' (z(t)) deve ser limitado por W (r, xx). Além disso, ndo é necessério
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que V(z(t)) seja negativo definido. A origem ¢ assintoticamente estdvel apesar de
sua derivada temporal ao longo das trajetérias do sistema nao ser definida negativa.

15 2 25 3
tempo(s)

Figura 10: Evolucdo de V(x(t)) = x(t)" Px(t) no tempo (em azul) para T} €
[0.01,0.07], considerando x(0) = [0.01 —0.24 1.2]".

Para demonstrar a influéncia da variacao de Ty, a Figura 11 apresenta os estados
da planta para T = [0.01,0.07] (em preto) ao longo do tempo e para 73 = 7 = 0.01
(em vermelho), i.e., um sistema com amostragem em intervalos periddicos, para
z(0) = [0.01 —0.24 1.2]7, tal que 2o € £(P). Note que ha diferengas na evolugio
dos sinais e que a variacao de T}, influencia na dinamica do sistema.

p(1)

tempo(s)

Figura 11: Estados da planta para Ty € [0.01,0.07] (em preto) e para 71 = 75 = 0.01
(em vermelho), considerando z(0) = [0.01 —0.24 1.2]".

Considerando um valor fixo de 77 (73 = 0.01) e diferentes valores de 75, a Tabela
1 mostra a relacao entre o tamanho da estimativa da regido de atracao £(P), por
meio do trago da matriz P obtidos a partir do problema de otimizacao (63). Ao
incrementar o valor de 7y, i.e., aumentando o intervalo |1y, 73], maiores valores de §
sdo obtidos, e portanto, menor é a estimativa da regiao de atragao £(P). Note que
no caso do periodo de amostragem ser constante (77 = 72) obtém-se a maior regiao
quando comparado com casos de amostragem aperiddica.
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Tabela 1: Valores de 6 e do trago () de P, com 73 = 0.01 fixo para diferentes valores
de 79.

e | n [6x(10°) [y x (10%) |
3 | 1xm 4.81 4.80
3 |2xm 4.91 4.90
3 | 3xm 5.04 5.02
32| 4xm 5.22 5.19
3.2 |5xm 6.10 5.72
3.2 |16xm 6.85 6.00
3.6 | 7Txm 11.95 6.15

4.5.2 Exemplo 2: Maximizacao de £(P) para Planta Instdvel com C =
(K, 0]

Utilizando o exemplo de (BATEMAN; LIN, 2002b), onde o sistema ¢é descrito
conforme o modelo (35), com as matrizes

0 —05 0 0

Ay=1{1 15 —1| By=0

0 0 0 10

A =100 0 —1] By = [1]
C=1[0 3 0],

e os limites das saturagoes sao 1, = us = 1. Observe que o sistema em malha aberta
é instavel e a dinamica do atuador é descrita por A = 1 e a matriz de ganhos de
realimentagdo é dada na forma C' = [K,, 0], i.e., ndo héd acesso para medicao do
estado do atuador.

Com o objetivo de maximizar a estimativa da regidao de atracao £(P), a partir do
Problema P1. Para o intervalo de amostragem aperiédico Ty, € |11, 2], com 73 = 0.01
fixo e diferentes valores de 75, por meio das condigoes (63) e para diferentes valores
de €, foram obtidas estimativas da regiao de atracao definidas pela matriz P. Assim,
para relacionar Ty e £(P), apresenta-se na Tabela 2 o traco de P e os valores de 7.

Tabela 2: Valores de € e do trago () de P, com 73 = 0.01 fixo para diferentes valores
de 1, com C = [K, 0].
el n [ 2 e[ n | v |

24| 1xm7 | 909 | 25| 8x 7 | 10.55
241 2x71 | 926 | 25| 9x7 | 10.84
25 |3 xm | 944 |26 | 10x 7 | 11.14
25 | 4xm | 962 || 27| 11 x 7y | 11.56
25 |5xT1 | 982 |26 |12x 7 | 11.87
25| 6x7 |10.04 || 2.6 | 13x 7 | 12.36
25| 7xm1 | 1028 || 2.6 | 14 x 7y | 12.78

Pelos dados obtidos e mostrados na Tabela 2, como esperado, nota-se que ao au-
mentar os limites do intervalo de amostragem, menor € a regiao de condigoes iniciais
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admissiveis (maior traco da matriz P) e para o sistema com amostragem periddica
obtém-se o maior conjunto de condigoes iniciais admissiveis quando comparado com
a amostragem assincrona.

Para T}, € [0.01,0.2], com o problema de otimizagao (63) obtém-se a estimativa
da regiao de atracao £(P) definida pela matriz

947 —426 0.25
P=|—-426 1481 -2.07
0.25 —=2.07 0.55

Para um intervalo de amostragem aperiodico variando randomicamente, tal que
Ty € [0.01,0.2], a Figura 12 apresenta a projegao dos estados para algumas trajeté-
rias com x,(0) = 0 no plano definido pelos estados da planta e um corte do conjunto
E(P) neste plano. Mostra-se que as trajetérias (em azul) correspondente as condi-
¢oes iniciais na fronteira do corte de £(P) (em preto) convergem para a origem como
esperado. Embora estas projegoes das trajetérias deixem o corte de £(P), Vt > 0,
pode ser checado que as mesmas nao saem do conjunto E(P).

Figura 12: Trajetorias dos estados no plano definido pelos estados da planta para
z4,(0) = 0 e para condigoes iniciais pertencentes (em azul) e ndo pertencente (em
vermelho) ao elipsoide £(P) e um corte de £(P) neste plano (em preto) e corte de
E(Pcon) (em magenta), com C'=1[0 3 0].

Por outro lado, para algumas condig¢oes iniciais ndo pertencentes a £(P), as
trajetérias correspondentes sdo divergentes (em vermelho). Estas condigoes iniciais
indesejadas nao sao tao préximas a fronteira de £(P), como aquelas no Exemplo 1
da secao 4.5.1. Isto se deve ao fato das inequacoes do Teorema 2 determinarem que
Vt > 0, tem-se que z(t) € E(P), e para t —» 00, x(t) — 0, ou seja, as trajetérias
nao devem sair do conjunto £(P).

Esta condicao pode ser verificado por meio da estimativa da R, da origem de
(BATEMAN; LIN, 2002b), obtida para o sistema em tempo continuo (sem amos-
tragem) com a fronteira bem préxima as condigdes iniciais indesejaveis. Este con-
junto de de (BATEMAN; LIN, 2002b) é definido pelo elipsoide £(Pron) = {x €
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R™; 27 Poonr < 1}, ilustrado na Figura 12 (em magenta), definido pela matriz

3.1042  —0.3063 0.0345
Peon = |—0.3063  4.1286 —0.527
0.0345 —0.527  0.152

Verifica-se que as condigoes iniciais pertencentes a £(Pgoy) convergem para a
origem com T € [0.01,0.2]. Contudo suas respectivas trajetérias nao ficam confi-
nadas ao conjunto, o que nao ocorre com E(P). Pelo Teorema 2, Vz(0) € £(P) é
garantido que z(t) € £(P), V¥t > 0 e para t — oo, x(t) — 0.

Para a condicdo inicial z(0) = [0.01 —0.08 1]” pertencente ao conjunto £(P), e
uma amostragem aperiédica com T, € [0.01,0.2], os sinais resultantes da simulagao
sao ilustrados nas Figuras 13 e 14. Na Figura 13, sdo mostrados os sinais de sat,(u)
e de &,. Ja na Figura 14, sao apresentados os estados da planta (), do atuador (z,)
e sat,(u). Note que, apesar de ocorrer saturagdo de taxa de variagdo no atuador, a
estabilidade é mantida para T} € [0.01,0.2], demonstrando que a estimativa obtida
pelas condicoes do Teorema 2 nao evita a regiao nao-linear, i.e., o atuador pode
saturar em magnitude ou em taxa de variacao. Portanto, mesmo sujeito a limitagoes,
a saida do atuador (em azul) (em tempo continuo) é similar ao sinal de controle
(entrada do atuador) (em vermelho), que satura nos instantes iniciais em taxa de
variacao (sat,(u)) e o efetivo sinal de entrada da planta é similar ao de controle,
porém com a presenca da dinamica do atuador no sinal.

0.2r

IS

saty(u(t)), q
o
~

tempo(s)

Figura 13: Sinais de sat,(u) (em vermelho) e de 2, (em azul), considerando z(0) =
[0.01 —0.08 1)7.

4.5.3 Exemplo 3 - Estabilidade em Contexto Global

Seja o sistema com duas saturagoes encadeadas de (TARBOURIECH; PRIEUR;
GOMES DA SILVA JR., 2006), como o modelo (35), definido pelas matrizes

0 1 0

=14 Ba=1_,4
Ap =[-0.0264 —0.3423] By =[1],
C =[-0.1422 —0.5441]

(67)
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‘‘‘‘‘

0 2 4 6 8 10
tempo(s)

Figura 14: Estados da planta (em preto), estado do atuador (em azul) e sat,(u) (em
vermelho), para x(0) = [0.01 —0.08 1]7.

e os limites das saturagoes sao u; = s = 1. Note que o sistema em malha aberta é
estdvel. Assim, a partir do problema de otimizacao P2 em contexto global, i.e. dados
os ganhos de realimentacao, deseja-se maximizar do limite superior do intervalo de
amostragem para o qual a estabilidade assintética global da origem do sistema (67)
é assegurada. Para isso, sdo utilizados as inequagoes de (66), para 73 = 0.01, em
um grid em € e incrementando 75. Assim, para qualquer intervalo de amostragem
T, € [0.01,2.81], a origem do sistema em malha fechada com realimentagao de
estados é globalmente assintoticamente estavel.

Visto que a origem deste sistema é globalmente assintoticamente estével para
qualquer intervalo de amostragem aperiédico, variando randomicamente no intervalo
Ty € [0.01,2.81], para condicdes iniciais 2(0) = [100 50]”, as Figuras 15 e 16 ilustram
alguns sinais do sistema ao longo do tempo. Na Figura 16, é mostrado que mesmo
com o atuador saturando por bastante tempo, a convergéncia dos estados para a
origem ¢ garantida.

1201

X1(t).x2(t)

Figura 15: Estados do sistema, considerando x(0) = [100 50]", para T, €
[0.01,2.81].
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satl,sat2
o

tempo

Figura 16: Sinais de sat; (em vermelho) e saty (em azul), considerando x(0) =
[100 50]7, para T}, € [0.01,2.81].

4.6 Comentarios Finais

Conforme visto neste capitulo, foram estabelecidos inequagoes matriciais que
permitem analisar a estabilidade tanto regional como global de sistemas sujeitos a
amostragem aperiodica e a saturacao de magnitude e de taxa de variagao no atuador.
Note que as condigoes desenvolvidas sao vélidas tanto quando é possivel medir todos
os estados do sistema como no caso em que nao ha acesso a medicao do estados do
do atuador. Além disso, estas condicoes sao vélidas para sistemas com multiplas
entradas (m > 1).

As quasi-LMIs ' do Teorema 2 e do Corolario 2 utilizadas para resolver os pro-
blemas de otimizacao podem ser resolvidas como condi¢oes LMIs em um grid em ¢
e 7j, para j = 1, 2.

A partir dos exemplos numéricos, pode-se perceber que as condi¢oes encontradas
nao sao tao conservadoras, e que ha uma relacao entre os limites em que o intervalo
de amostragem pode variar e a estimativa da regiao de atracao. Isto demonstra
que quanto maior for a flexibilidade na aquisicao de dados, i.e., maior a possibi-
lidade de perda de pacotes ou diferencas no intervalo de amostragem e, portanto,
maior T}, € [, 7], menor serd a estimativa da regido de atragao da origem. Assim,
observa-se que sistemas com amostragem periddica apresentam maior regiao quando
comparadas com aqueles com amostragem aperiédica. Ou seja, a variacao do inter-
valo de amostragem impacta diretamente na estabilidade do sistema, mostrando-se
um problema complexo e que deve ser considerado. Pelo exemplo 3, verifica-se que
estas condigoes também sao suficientes para anélise da estabilidade global da origem
do sistema (17).

nequacoes que sao LMIs, somente quando é fixado um valor para o parametro desconhecido.



61

5 ESTABILIZACAO POR REALIMENTACAO DE ESTA-
DOS

5.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos em relagao ao problema de
sintese de ganhos de realimentagao para estabilizagao regional ou global da origem
de sistemas amostrados, modelados conforme proposto no Capitulo 3. O sistema
é composto por uma planta linear com atuadores saturantes em magnitude e em
taxa de variagao, sendo a lei de controle definida por uma realimentacao estatica
dos estados amostrados em intervalos aperiédicos.

Os resultados obtidos anteriormente sao utilizados como base para o desenvol-
vimento de condigoes para o projeto de ganhos de realimentacao. Para o sistema
considerado, o Teorema 1 e o Corolario 1 apresentam condi¢oes que relacionam uma
fungao de Lyapunov (neste caso, é uma fungao quadrética candidata de Lyapunov)
e um funcional em tempo continuo. Assim, se a derivada temporal do funcional
for definida negativa, entao, a funcao de Lyapunov é estritamente decrescente nos
instantes de amostragem, e a origem do sistema é assintoticamente estavel.

Uma abordagem semelhante a do Capitulo 4 é utilizada no problema de sintese
dos ganhos de realimentagao. Neste caso, a matriz de ganhos de realimentacao ¢
desconhecida. Assim, uma mudanca de variavel é proposta de forma que o problema
de sintese possa ser resolvido através de problemas de otimizacao baseados em LMIs.

Uma questao complexa e interessante consiste na estabilizagao do sistema amos-
trado quando a lei de controle depende apenas dos estados da planta, i.e. os dados
do atuador nao estao disponiveis para medicao. Ao contrario dos resultados obtidos
para andlise de estabilidade no Capitulo 4, que s@o vélidos tanto para C' = [K, K]
como C' = [K,, 0], é necessario uma abordagem diferente para projetar a matriz de
ganhos de realimentacao somente dos estados da planta. Neste caso, a matriz de
ganhos nao é cheia e nao se pode aplicar os resultados obtidos para o sistema com
realimentacao de todos os estados. O método proposto para sintese de ganhos de
realimentagao estabilizantes para o sistema com C' = [K,, 0], sem acesso aos estados
do atuador, também esta descrito e exemplificado neste capitulo.
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5.2 Estabilizacao de Sistemas Amostrados Sujeitos a Atua-
dores Saturantes em Magnitude e em Taxa de Variagao

Conforme o modelo definido na Secao 3.3, seja o sistema em malha fechada, para
7 € [0,T}], descrito por

Xk(T) = (AQ + BQAI)Xk(T) + BgBlcxk(O) + BgBﬂﬂkl + Bgiﬁkw (68)

com T}, € [11, T3] e a entrada de controle

u(t) = u(ty) = Oxx(0) = [K, K] [ig’;ﬂ te <t < trpr (69)

A partir dos Problemas de estabilizacao P3 e P4, definidos na Secao 3.2, formulam-
se condigoes para projeto de ganhos de realimentacao para estabilidade local ou
global da origem do sistema (68).

Seja V(xx) uma funcdo candidata de Lyapunov quadratica e V4(0, xx) um funci-
onal que satisfazem

a) V(xx) = x1(7)" Pxi(7), com P = PT > 0;
b) V6(0,xx) = Vo(Tk, xx) =0 e
c) Vo(r,xx) >0, V7 € (0,T}).

Da mesma forma que no Capitulo 4, considere um candidato a funcional em
tempo continuo Vy(7, xx), definido para todo 7 € [0,7}], baseado em (SEURET;
GOMES DA SILVA JR., 2012), como

Voroxk) = (T —7) {Da(m) = xa(0)]" Silxa(r) — xx(0)]

o {XZIE?)]TXl [X@IZ,E?)] +/OT T (0) Ry (0)dO}, (70)

com matrizes simétricas e definidas positivas X; € R(m+n)x(m+n), Sie Re R™™

A partir dos resultados teéricos do Teorema 1, da funcao quadratica de Lyapunov
V(xx), do funcional W (7, xx) = V (x&)+Vo(T, xx) e das condigoes de setor (20) e (21),
serao a seguir desenvolvidos métodos para sintese de ganhos de realimentagao para
estabilizacao local e global do sistema (68). Para isso consideram-se os limites das
saturagoes de magnitude (u;) e de taxa de variagao (uy) do atuador e a amostragem
aperiédica variante no tempo e limitada no intervalo T} € |1, 72|. Estas condigbes
sao estabelecidas para o caso dos estados da planta e do atuador serem mensuraveis,
como também quando nao hé acesso a medigao dos estados do atuador.

5.2.1 Caso 1: Estados do Atuador e da Planta Mensuraveis

O seguinte teorema, estabelece condigoes para sintese de ganhos de realimentacao
na forma C' = [K, K,], para estabilizagao regional da origem do sistema (68).

Teorema 3. Seja o sistema (68) com T, € [1,72], 0 < 71 < 7o. Se existem
matrizes simétricas e definidas positivas P, S; e R € R, X, € Rm+n)x(min)
matrizes diagonais e definidas positivas Uy e Uy € R™ ™ matrizes Y € R™™", C,
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Gi e Gy € R™™ N € ROM2mX1 o v escalar positivo e, satisfazendo as sequintes
inequacgoes, para j =1,2 ei=1,...,m:

1:[1 + Tjﬁg + Tjﬂg < 0, (71)
1:[1 - Tjﬁg T]N
[ . CrR <0, (72)
2 SENenY)
IR BT (73)
* ul(z)
T

5 } >0, (74)
com

I, = He{MI'PM;— MG M, — MGy M, — MIB,CM,
—MIB, UM, — NMs + (eMT + MI)((Ay + ByA)Y M,
+ByB,C My — Y My + By By U, M, + B2ﬁ2M5)}

—2M{ Uy My — 2M7 Uy M5 — M55 My,

I, = He{MIS My} + MIRM;,

My = MJX1 Moy,

e as matrizes auriliares de dimensoes apropriadas como descritas em (43), entado,
para o ganho de realimentacio C' = CY ™1, tem-se que para qualquer condi¢ao inicial
z(0) = x0(0) pertencente ao conjunto

E(P) = {r e R", 2" Px < 1}, (76)

onde P =Y TPY ™ as respectivas trajetérias do sistema (68) convergem assinto-
ticamente para a origem.

Demonstracao. A prova é semelhante ao do Teorema 2 que trata do problema de
andlise de estabilidade, assim, deve-se considerar C' como uma matriz de valores
de ganhos de realimentagao desconhecidos e, portanto, a mudanca de variavel C' =

CY, assim, o ganho de realimentagao de estados pode ser obtido a partir de C' =
cy 1. O

Caso o sistema em malha aberta seja assintoticamente estavel, é interessante
verificar a possibilidade de projeto de um ganho de realimentacao que assegure a
estabilidade assintética global da origem. Assim, baseado nos resultados obtidos
no Corolario 1, o seguinte Corolario fornece condigoes para determinar a matriz de
ganhos de realimentacao C' = [Kp Ka] que garanta a estabilidade assintdtica global
da origem do sistema (68), para Ty € [y, 7.

Coroldrio 3. Seja o sistema (68) com T}, € [11,72], 0 < 71 < 7o. Se existirem
matrizes simétricas e definidas positivas P, 5’1 e R € R ¢ X, € Rmtm)x(min)
matrizes diagonais e definidas positivas Uy e Uy € R™™  matrizes C € R™",
N e ROm2mxn oy ¢ R™™ ¢ um escalar positivo €, tais que, as deszgualdades
matriciais (71), (72) sio satisfeitas, com Gy = C e Gy = AY, entio, a origem
do sistema € globalmente assintoticamente estdvel para qualquer Ty € 11, T2] com o
ganho de realimentacio C = CY .



64

Demonstracao. A prova deste Corolario é similar ao do Teorema 3. Sendo suficiente
considerar as matrizes G; = C, Go1 = Ay, Gos = B1C e Gz = Bl, i.e. neste caso as
condi¢do de setor generalizadas ¥ Uy (v, + Cxx(0)) < 0 e ¢ Us (v, + Aixu(T) +
By (¢x, + Cxx(0))) < 0 sao verificadas globalmente.

O

5.2.2 Caso 2: Somente Estados da Planta sao Mensuraveis

Seja o sistema (68), no caso especifico de estarem disponiveis apenas os estados
da planta para medicao, i.e., a entrada de controle é definida por

U(t) = U(tk) = CXk<O) = Kpl‘p(tk) t, <t < tht1, (77)

e a matriz de ganhos de realimentacao é na forma C' = [Kp 0}.

Note que os resultados obtidos para sintese de ganhos estabilizantes no Teorema
3, ndao podem ser aplicados a este caso, com entrada descrita por (77), pois a mu-
danca de varidvel C' = CY nao é vélida e resulta em uma matriz de ganhos cheia,
diferente do desejado.

O mesmo problema é encontrado em (BATEMAN; LIN, 2002a), onde as con-
digoes para analise de estabilidade podem ser aplicadas ao sistema com entrada
descrita em (77). Contudo, as condi¢oes para projeto de ganhos estabilizantes nao
sao validas. Pois, a matriz de ganhos de realimentacao é definida como F, = [K 0],
visto que sé sao mensuraveis os estados da planta. Como realiza-se uma mudanca
de variavel para estabelecer as condig¢oes: Yo = F5(), sendo () uma matriz simétrica
e definida positiva, logo Fy # Y2Q ! e 0 método para sintese nao pode ser aplicado,
semelhante ao que ocorre em relagao ao Teorema 3 deste trabalho.

Assim, o seguinte teorema propoe condi¢oes para projeto da matriz de ganhos
na forma C' = [Kp O], para estabilidade local da origem do sistema (68) e com lei
de controle na forma definida por (77), com base nos Teoremas 3.

Teorema 4. Seja o sistema (68), com T, € [11, 7], 0 < 11 < 1. Se existem
matrizes simétricas e definidas positivas P S1eR € R™ ™, X, € ROmHm)x(man)
matrizes diagonais e definidas positivas Uy e Uy € R™™  uma matriz C € R™" na
forma

¢ = [Kp O] )
matrizes él e (;’21 e R™", N e R(3”+2m)m, uma matriz bloco tm’angular}} e R™™,
na forma:

- Y1 0

Y = -

e um escalar positivo € satisfazendo as sequintes inequagoes, para j = 1,2 e 1 =
1,...,m:

H1 + T]HQ + TJH3 < 0, (79)
Hl - T]H3 TJN
~ <0 80
[ * —7;R ’ (80)
2 T —G)E
{ b _QG”(“} >0, (81)
* i
T

} >0, (82)
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com

I, = He{MTﬁM3 — M GiMy — M7 Gy My — MY B\C' M,
—MI'B,UM, — N M, + (aMT + M7 )((A2 + ByAy)Y M,y
+ByBiC My — Y Ms + By BiUy My + Byla M)}
—2M{ Uy My — 2M{ Uy M5 — M58, My,

I, = He{M SiMys} + MIRMs,

My = Mg XMy,

e as matrizes auziliares de dimensoes apropriadas descmtas em (43), entao, para o
ganho de realimentacao C' = [K, 0], com K, K Y , tem-se que para qualquer
condigcao inicial £(0) = xo(0) pertencente ao conjunto

E(P)={x e R", 2" Pz < 1},

onde P =Y TPY ™ as respectivas trajetérias do sistema (68) convergem assinto-

(83)

ticamente para a origem.

Demonstracao. A prova é semelhante ao do Teorema 2 que trata do problema de
analise de estabilidade do sistema (68). No Teorema 4, C' é uma matriz de ganhos
de realimentagao desconhecida, na forma C' = [K, 0], sendo K, os ganhos de
realimentacao dos estados da planta. Para a mudanca de Varlavel C = CY ser
vélida, defini-se Y como uma matriz bloco triangular, conforme (78), e C' = [K, 0],
com K =K Y1 A matriz de ganhos de realimentacao pode ser obtido a partir de
C=CYV " on K, = K,Y " O

5.3 Problemas de Otimizacgao

Baseado nas condigoes dadas no Teorema 3 e no Corolario 3, sao propostas a
seguir condigoes para resolver os Problemas de otimizagao P3 e P4 estabelecidos na
Secao 3.2.

5.3.1 Maximizacao da Estimativa da Regiao de Atracao

Note que o conjunto £(P) obtido pela satisfagdo das condigoes do Teorema 3 é
por definicao incluso na regiao de atracao da origem, R,, e pode ser usado como
uma estimativa desta. A partir do Problema P3, dado T} € [r1, 7], o objetivo é
projetar um ganho de realimentacao maximizando o conjunto de condigoes iniciais
admissiveis £(P), considerando algum critério de tamanho. Com este objetivo, por
exemplo, pode-se maximizar o menor eixo de £(P), a partir do seguinte problema
de otimizagao:

min 0

sujeito a

(1), (72), (1), (10, (84)
1 1

{19+W_4>Q

Como visto na Se¢ao 4.4, a partir do Lema 1, e dado que P = Y TPY™ ! a
ultima inequagao de (84) implica que P < 01. Entao, o maximo autovalor de P é
menor que 0. Por isso, a minimizacao de § garante que o menor eixo de E(P) seja
maximizado. Observe que, as restrigoes de (84) sao LMIs para um valor fixado de €
e para valores conhecidos de Ty € [11,72]. Entao, a solugao 6tima de (84) pode ser
obtida resolvendo problemas LMIs em um grid de €.
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5.3.2 Maximizacao do Intervalo de Amostragem

A partir do Problema P4, considere uma regiao de condigoes iniciais admissiveis
para o sistema (68) descrito como segue

E(Py) = {rx € R", 2T Pyz < 1}. (85)

Entao para 71 dado, o objetivo é determinar um ganho de realimentacao que
maximize 7, e para o qual a estabilidade assintética da origem do sistema em malha
fechada seja garantida para todo Ty € [11, 2] e Vz(0) € E(F). Isto pode ser obtido
através do seguinte problema de otimizacao:

max Ty

sujeito a

(71), (72), (73), (74), (86)
Py 1
1 yvayvr—p) 7Y

A partir do Lema 1, a ultima inequagao de (86) implica que P < Py e E(Fy) C
E(P). Entao ao se garantir a estabilidade para £(P), assegura-se que as respectivas
trajetérias do sistema (68), para condigoes iniciais pertencentes a (Fy), convergem
assintoticamente para a origem. Assim, considerando 7; dado, e um valor fixo de
g, o problema de otimizacao (86) pode ser resolvido de forma interativa como um
problema LMI para valores crescentes de 75 e testando a factibilidade destas LMIs.

Por outro lado, se o sistema em malha aberta for assintoticamente estavel, pode-
se sintetizar uma matriz de ganhos de realimentacao de estados globalmente esta-
bilizante que maximize o 7, admissivel para o qual a estabilidade assintotica global
da origem do sistema (68) seja assegurada VI € [1,72]. O seguinte problema de
otimizacao pode ser utilizado neste caso:

maxr Ty
sujeito a (87)
(71), (72)

com él =Ce C~¥21 = Al}}.

Observagao 5. Os resultados (84) e (86) obtidos sdo suficientes para a solugdo
dos problemas de otimizacao P3 e P4, para o caso da lei de controle u(ty) =
(K, K.xx(0), respectivamente. Note que estes resultados podem ser aplicados ao
Caso 2, apresentado na Se¢ao 5.2.2, i.e., quando a matriz de ganhos de realimenta-
¢ao é na forma C = [K, 0]. Para isso, deve-se considerar as condigdes apresentadas
pelo Teorema 4 em (84) e (86).

5.3.3 Estabilizacao Assintética Global com Taxa de Decaimento

Considerando a seguinte inequacao

W, xi) + 1V (xk(0)) <0, (88)
com pu € [0;1/T}) e integrando no intervalo de [0, Ty], tem-se

AV (xk) + (Tep)V (xk(0)) <0, 0<Thp <1
Vxe(Th)) < (1 =Tp)V (xx(0)),
Vxe(Th)) < aV(xx(0)), a € (0,1],
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i.e. a funcao de Lyapunov V(i) decai nos instantes de amostragem com uma taxa
Assim, se as condigoes do Corolario 3 e a inequagao (88) sao satisfeitas, en-

tao a origem do sistema é globalmente assintoticamente estavel e garante-se uma

convergencia exponencial considerando-se os instantes de amostragem.

Observagao 6. Para u = 0, se as condi¢oes do Coroldario 3 e (88) sao satisfei-
tas, entdo o sistema (68) € globalmente exponencialmente estdvel com uma taza de
decaimento suficientemente pequena.

5.4 Exemplos Numéricos

Nesta secao, sao apresentados exemplos para validar as condicoes estabelecidas
neste capitulo para sintese de ganhos de realimentacao estabilizante. As simulagoes
sao realizadas com o intervalo de amostragem aperiédico, variando randomicamente
no intervalo T, € |1, T2].

5.4.1 Exemplo 1: Maximizacao de £(P) para Planta Instavel com C =
(K, Ko

Seja 0 mesmo exemplo da Segao 4.5.1, considerado em (GOMES DA SILVA JR.;
TARBOURIECH; GARCIA, 2003), com o sistema descrito por

A= {100 _(1).1] B— m A=20, (89)

com as limitagoes do atuador em u; = 1 e 4y = 10. Observe que o sistema em
malha aberta ¢ instavel. Aplicando as condi¢oes do problema de otimizagao (84)
para sintese de ganhos de realimentagao, C' = [K,, K,|, tal que seja maximizada a
estimativa da regiao de atracao, foram obtidos os dados da Tabela 3, para valores
de 7 = 0.01 e diversos valores de 7.

Tabela 3: Valores do trago (v) de P, com 7 = 0.01 fixo para diferentes valores de
T9.

e | n [y x(10°)] C =K, K, |
3 |1xmn 4.80 5.9853 —1.8630 0.5112
3 |12xm 4.90 6.0691 — 1.8891 0.4962
3 |3xmn 5.02 6.1312 —1.9084 0.4839
3
3

DX T 5.59
35 |6xm 5.94
39| 7Txmn 6.21

6.1585 —1.9169 0.4805
6.8845 — 2.1429 0.4342
7.3264 —2.2804 0.4082

= ]
E |
4x7m | 518 |[-6.1634 — 19184 0.4753]
- ]
- ]
= ]

Note que, ao aumentar os limites do intervalo de amostragem T}, menor é a
regiao de condigoes iniciais admissiveis £(P) (maior traco da matriz P obtida). Para
T1 = Ty, i.e., intervalos de amostragem periodicos, encontra-se a maior estimativa da
regiao de atracao quando comparado aos casos de amostragem aperiédica.
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Para os limites do intervalo de amostragem 7}, € [0.01,0.07], obteve-se a matriz
de ganhos de realimentacao

C'=[-7.3264 —2.2804 0.4082], (90)
e com isso, uma estimativa da regiao de atracao £(P) definida pela matriz

565.3512 175.9752 26.3027
P = 11759752 54.7758 8.1872
26.3027  8.1872  1.8455

A partir do ganho de realimentacao projetado e da estimativa de R,, na Fi-
gura 17, sao apresentados as projecoes dos estados para algumas trajetérias com
z,(0) = 0 no plano definido pelos estados da planta e um corte do conjunto £(P) no
plano. Mostra-se que as trajetérias (em azul) correspondente as condigoes iniciais
na fronteira do corte de £(P) convergem para a origem como esperado. Embora
estas projegoes das trajetérias deixem o corte de E(P), ¥Vt > 0, pode ser checado
que as mesmas nao saem do conjunto £(P). Por outro lado, para algumas condi-
¢Oes iniciais ndo pertencentes, porém préximas da fronteira de £(P), as trajetérias
correspondentes sao divergentes (em vermelho). Isto demonstra que os resultados
obtidos nao sao tao conservadores.

Figura 17: Trajetorias dos estados no plano definido pelos estados da planta para
z,(0) = 0 e para condigdes iniciais pertencentes (em azul) e ndo pertencentes (em
vermelho) ao elipsoide £(P) e um corte de £(P) no plano (em preto).

E sabido que a saturagao em taxa de variacao é fonte de ciclos limites e até mesmo
de instabilidade. Atualmente, ha trabalhos que consideram sistemas amostrados com
saturacao de magnitude do sinal de controle, i.e, modelado como

Xie(1) = Axi(r) + Bsat(Cxx(0)), (91)

desconsiderando a saturagao em dinamica que existe nos atuadores. Este é o caso
do trabalho de (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012) que considera tanto a
amostragem aperiddica como a saturacao apenas em magnitude do sinal de controle.

Para observar o efeito da saturacao de taxa de variacao do atuador, neste caso
considera-se o sistema (89) composto apenas pela planta com saturagao do sinal de
controle, modelado como (91), com as matrizes
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A=A B=B.

A partir das condigoes estabelecidas no Teorema 2 de (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012), para a amostragem aperiédica T, € [0.01,0.07], obteve-se a matriz
de ganhos C' = [-21.7079 —6.7569] e o conjunto de condigdes iniciais definido pela

matriz
132.9839 41.3935

Pr=1,13035 12.8844]"

A Figura 18 ilustra um corte do conjunto £(P;) obtido, no plano definido pelos
estados da planta e as respectivas trajetérias do sistema amostrado (89) para con-
digbes iniciais na fronteira de £(P;). Apesar do ganho ter sio sintetizado somente
considerando a possibilidade de saturagao de magnitude, o sistema foi simulado con-
siderando a dinamica do atuador e a saturacao de taxa de variacao. Note que todas
as trajetérias divergem, exemplificando a importancia de considerar a modelagem e
a limitagdo em dinamica do atuador e £(P;) nao esta contida na regiao de atracao
da origem do sistema (89) quando a dinamica do atuador é considerada.

Figura 18: Trajetérias (em azul) do sistema (89), no plano definido pelos estados
da planta, para condigbes iniciais pertencentes a fronteira do elipsoide £(P;) e um
corte de £(P;) no plano (em preto) com os ganhos projetados pelo Teorema 2 de
(SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), com T}, € [0.01,0.07].

Outra abordagem para observar o efeito da saturacao em taxa de variacao no
sistema amostrado (89), é considerar os estados da planta e do atuador no sistema,
com apenas satura¢ao de magnitude do sinal de controle, modelado como (91), com

as matrizes
- A B _ 0

A partir das condigoes estabelecidas no Teorema 2 de (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012), quando comparado aos resultados obtidos por (84), obtém-se
maiores intervalos de amostragem aperiddica, para os quais a estabilidade assintética
da origem ¢ assegurada.

Para amostragem aperiédica Tj, € [0.01,0.07], para os ganhos de realimentacao
projetados sem considerar a saturacao de taxa de variagdo, i.e. Cy = [-7.2232 —
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2.2484 0.3549], obtém-se o conjunto de condigoes iniciais admissiveis definido pela
matriz

446.4483 138.9650 22.4467
Py, = |138.9650 43.2570 6.9870
22.4467  6.9870  1.7042

para z(0) € £(P,) as respectivas trajetdrias do sistema (89) considerando a saturagao
de #, convergem para a origem. Por outro lado, considerando um limite maior
da amostragem aperiddica, para T}, € [0.01,0.1], mas levando em conta apenas a
saturagao de magnitude, obteve-se a matriz de ganhos C3 = [-28.54 —8.88 —0.3§]
e o conjunto definido pela matriz

Y

695.01 216.33 9.36
Py = 1216.33 67.33 291
9.36 291 0.12

Porém, este conjunto £(P3) nao pode ser considerado uma estimativa da regiao
de atracao quando ha saturacao de taxa de variacao, pois nem todas as condigoes
iniciais pertencentes a £(P3) convergem assintoticamente para a origem neste caso.
Por exemplo, para a condi¢do inicial #(0) = [-0.32 1 —1.7]7, pertencente a &(Ps),
a respectiva trajetoria do sistema (89) considerando a saturagao de &, diverge, como
pode ser visto na Figura 19. Ja na Figura 20, pode ser visto que ocorre saturacao
de magnitude e de taxa de variagao no atuador. Isto exemplifica também, que se
o atuador nao estivesse sujeito a saturacao de taxa de variagao, pelo método de
(SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), o sistema seria estavel para intervalos
de amostragem maiores.

Tp, Tq, Saty(u)

0 05 1 15
tempo(s)

Figura 19: Estados da planta (em preto) e do atuador (em azul), sinal de controle
saturado sat,(u(t)) (em vermelho), com C' = [-28.54 —8.88 —0.38], para z(0) =
[-0.32 1 — 1.7

5.4.2 Exemplo 2: Comparacao entre C' = [K, 0] e C =K, K,
Seja o sistema modelado por (68) de (BATEMAN; LIN, 2002b), com as matrizes

0 -05 0 0
0 0 0 10 (92)

Ar=1[0 0 -1 B =[1],
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saty(u(t)), 1)

9
8
7
6
5|
4
3
2
1
0

0 0.5 1 1.5

tempo(s)

Figura 20: Sinais de sat,(u) (em vermelho) e de saturagao de taxa de variagao sat,
(em azul), com C = [~28.54 —8.88 —0.38], para z(0) =[-0.32 1 — 1.7].

e os limites das saturacoes sao u; = 4z = 1. Note que o sistema em malha aberta é
instével, e que pode ser descrito como (11), com a matriz que descreve a dinamica
do atuador sendo A = 1.

A partir do Problema P3, que consiste na sintese de ganhos de realimentacao que
maximize a estimativa da regiao de atragdo £(P), considerou-se este problema com
a matriz de ganhos de realimentacao definida como C' = [K, 0] e C = [K, K,
com 71 = 0.01 fixo e para diferentes valores de 7. Os valores dos tracos das matrizes
P obtidas estao apresentados nas Tabelas 4 e 5 para estes dois casos.

Tabela 4: Valores do trago () de P, com 7, = 0.01 fixo para diferentes valores de
T2, com C' = [K, 0].

| | v ] C=K, 0 | = | v | C=[K, 0 |

1x 7 | 48.02 | [0.1502 2.4614 0] | 8 x 7 | 59.35 | [ 0.0392 2.6336 0]
2x 7 | 4856 | [ 0.1250 2.4743 0] | 9x 7 | 61.58 | [-0.0415 2.6686 O]
3x 7 | 49.21 | [0.1027 2.4888 0] | 10 x 7y | 73.27 | [-0.0381 2.6664 0]
4 x 71 | 50.00 | [0.0813 2.5051 0] || 11 x 7y | 86.45 | [-0.0303 2.6557 0]
5x 7 | 5094 |[0.0576 2.5237 0] | 12 x 7 | 97.03 | [-0.0144 2.6282 0]
6 x 7 | 52.18 | [ 0.0256 2.5468 0] || 13 x 7 | 109.12 | [-0.0011 2.7232 0]
7Tx 1 | 54.25 | [-0.0322 2.5793 0] | 14 x 7 - -

Conforme esperado, nota-se tanto na Tabela 4 como na Tabela 5, que ao aumen-
tar os limites do intervalo de amostragem, menor é a regiao de condigoes iniciais
admissiveis. Observa-se também, que para o sistema com amostragem periodica
obtém-se o maior conjunto de condigoes iniciais admissiveis quando comparado com
a amostragem aperiodica.

Por outro lado, tem-se que a partir de ganhos de realimentacao projetados na
forma C' = [K, K,|, pode-se obter estimativas da regiao de atracdo maiores que
com C' = [K, 0], que corresponde ao caso em que os estados do atuador nio estao
disponiveis para medicao.

Assim, para o sistema com e sem acesso a medi¢ao aos estados do atuador,
para Ty € [0.01,0.13], obtiveram-se as estimativas da regiao de atragdo da origem,



72

Tabela 5: Valores do trago () de P, com 7 = 0.01 fixo para diferentes valores de
T, com C' = [K, K, ee=2.

’ Ty ‘ 0l ‘ C =K, K H Ty ‘ v ‘ C =K, K
1 x 7] 10.38 | [0.4140 1.4531 0.2858 &xm | 11.18 | |0.4874 1.5032 0.1233
2x 7 | 1048 | |0.4411 1.4734 0.2157 9x 71 | 11.33 | |0.4906 1.5039 0.1246
3 x 7| 10.57 | [0.4599 1.4876 0.1670| || 10 x 77 | 11.49 | |0.4932 1.5037 0.1304

[ ] [ ]
| | | |
4x 7 | 10.68 | [0.4758 1.4997 0.1241] || 11 x =y | 11.68 | [0.4970 1.5043 0.1328]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]

5x 7 | 10.79 | [0.4770 1.4995 0.1286] || 12 x 7y | 11.88 | [0.5010 1.5048 0.1372
6 x 7 | 10.91 | [0.4818 1.5021 0.1214] || 13 x 7, | 12.11 | [0.5462 1.6353 0.0802
7x 7 | 11.04 | [0.4845 1.5027 0.1222] || 14 x 71 | 12.36 | |0.4757 1.4997 0.1241
definidas pelas matrizes
68.636 —19.683 1.273 4.3279  —0.0752 —0.2026
P = |—-19.683 38.096 —4.820( P, = |—0.0752 7.0252 —1.2610
1.273 —4.820 1.072 —0.2026 —1.2610 0.5047

(93)
e as matrizes C; = [—0.0011 2.7232 0] e Cy = [0.5462 1.6353 0.0802], respecti-
vamente. Esta comparacao esta ilustrada na Figura 21, que apresenta o corte do
elipsoide obtido com (84), no plano definido pelos estados da planta para x,(0) = 0,
com a matriz de ganhos C' = [K,, K,] (£(FP,) em preto) e C' = [K,, 0] (£(P) em
vermelho), para o sistema amostrado com T} € [0.01,0.13].

0.8

0.6

04r

i i i i i i i
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 21: Corte da estimativa de R, da origem do sistema (92), para T} €
[0.01,0.13], no plano definido pelos estados da planta para z,(0) = 0, com C; =
[—0.0011 2.7232 0] (£(P;) em vermelho) e Cy = [0.5462 1.6353 0.0802] (£(P,) em
preto).

Nas Figuras 22 e 23, é ilustrado um corte dos conjuntos £(P;) e £(Ps), respec-
tivamente, no plano de estados da planta, para z, = 0, e intervalo de amostra-
gem T} € [0.01,0.13]. Note que para o sistema com a matriz de ganhos na forma
C = [K, K,|, para condigoes iniciais nao pertencentes ao conjunto £(FP), porém
proximas a fronteira, as trajetérias do sistema (92) sdo divergentes, demonstrando
que as condigoes estabelecidas nao sao conservadoras. Por outro lado, na Figura 22,
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para os ganhos na forma C' = [K, 0], o método mostra-se mais conservador, mas
garante-se que z(t) € £(P), t>0,Vz(0) € E(P).

Figura 22: Trajetérias (em azul) do sistema (92), no plano definido pelos estados da
planta para z,(0) = 0, para condigbes iniciais pertencentes a fronteira do elipsoide
E(P;) e um corte de £(P;) no plano (em preto), para C; = [—0.0011 2.7232 0].

|

05

Figura 23: Trajetérias (em azul) do sistema (92), no plano definido pelos estados da

planta para z,(0) = 0, para condi¢bes iniciais pertencentes a fronteira do elipsoide
E(P,) e um corte de £(FP2) no plano (em preto), para Cy = [0.5462 1.6353 0.0802].

i
0.5 1

5.4.3 Exemplo 3 - Caso Multivariavel

Seja o sistema modelado por (11) e considerado em (GOMES DA SILVA JR.;
TARBOURIECH; GARCIA, 2003), descrito pelas matrizes

—0.0366  0.0271  0.0188  —0.4555 04422 0.1761
| 00482 —10100 0.0024 —4.0208| | 3.047 —7.5022
~ 101002 02855 —0.7070 1.3230 |* 7 T |-5.5200 4.4900 |’
0 0 1.0000 0 0 0
20 0
A‘{o 15}’
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com os limites simétricos das saturacoes de magnitude e de taxa de variacao do
atuador em @, = [2 5|7 e @y = [5 2|7, respectivamente. Note que a planta é
instavel.

A partir de (84), os dados presentes na Tabela 6 sdo os ganhos estabilizantes,
projetados de forma a maximizar £(P) e o trago da matriz P, para os respectivos
limites [0.01, 73] de Tk. Nota-se que ao aumentar os limites do intervalo de amostra-
gem, obtém-se uma estimativa da regiao de atragao da origem do sistema multivaria-
vel (94) menor, conforme esperado. Este fato mostra também que o método permite
obter um conjunto de condicoes iniciais admissiveis maior para sistemas amostrados
periodicamente quando comparado aos com amostragem aperiédica.

Tabela 6: Valores do trago (v) de P, com 7 = 0.01 fixo para diferentes valores de
T, com C' = [K, K, ee=2.
L |y x107 | C=[K, KJ |

x| 2410 0.0003  0.0014  0.0082  0.0103  0.7068 0.0180
—0.0083 —0.0113 —0.0584 —0.0676 —0.0121 0.6367
9% | 2465 0.0003  0.0014  0.0081  0.0102  0.7058 0.0171
—0.0076 —0.0104 —0.0542 —0.0628 —0.0130 0.6649
3w | 252 0.0003  0.0014  0.0080  0.0101  0.7084 0.0163
—0.0069 —0.0096 —0.0500 —0.0580 —0.0146 0.6929
4xr | 2501 0.0003  0.0014  0.0080  0.0100  0.7136  0.0156
—0.0064 —0.0089 —0.0465 —0.0540 —0.0171 0.7167
5% | 2.663 0.0003  0.0014  0.0079  0.0099  0.7179 0.0144
—0.0060 —0.0085 —0.0442 —0.0513 —0.0203 0.7325
6xm | 2742 0.0003  0.0013  0.0078  0.0098  0.7249 0.0128
—0.0059 —0.0083 —0.0431 -0.0500 -—0.0225 0.7393
x| 2.8 0.0003  0.0013  0.0077  0.0097  0.7336 0.0107
—0.0060 —0.0083 —0.0430 —0.0498 —0.0221 0.7380
Sxm | 2.000 0.0002  0.0013  0.0077  0.0097  0.7445 0.0086
—0.0062 —0.0083 —0.0431 —0.0498 —0.0178 0.7334

Para T}, € [0.01,0.08], a partir de (84), obtém-se a matriz de ganhos de reali-
mentacao

0.0002  0.0013  0.0077  0.0097  0.7445 0.0086

¢= —0.0062 —0.0083 —0.0431 —0.0498 —0.0178 0.7334|"’

e uma estimativa da regiao de atracao da origem, definida pela matriz

[ 0.0002 0.0001  0.0004 0.0004 —0.0002 0.0029 ]
0.0001  0.0002  0.0010  0.0012 —0.0011 0.0039
0.0004  0.0010  0.0054  0.0066 —0.0063 0.0203
0.0004  0.0012  0.0066  0.0082 —0.0079 0.0234
—0.0002 -0.0011 -0.0063 —0.0079 0.1553 —0.0107

| 0.0029  0.0039  0.0203  0.0234 —0.0107 0.1217 |

Considerando z(0) = [2 —4 —3 4 1.8 —2|7, pertencente a £(P) e T}, €
[0.01,0.08], as Figuras 24 a 27 ilustram a dinamica do sistema ao longo do tempo.
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A Figura 24 ilustra os valores dos estados da planta e do atuador, demonstrando
que a trajetoria do sistema converge assintoticamente para a origem, e nao deixa o
elipsoide £(P), como verificado na Figura 25, i.e. para t > 0, z(t) € E(P).

Tp, La

0 20 40 60 80 100
tempo(s)

Figura 24: Estados do atuador z,(t) (em vermelho) e da planta z,(¢) (em azul), com
z(0)=[2 —4 -3 4 1.8 —2]", para T} € [0.01,0.08].
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i i
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15
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Figura 25: Valores de z(t)Px(t), com z(0) = [2 —4 -3 4 18 —Z]T, para
T, €[0.01,0.08], uy = [2 5] .

As Figuras 26 e 27 mostram os sinais de sat, e sat,, respectivamente. Note que
ha dois atuadores neste sistema, um com dinamica A; = 20 e limitacao 4, = 2 e
o, = 5, e seus respectivos sinais em azul, e outro com dinamica Ay = 15 e limitacao
u; = 5 e uy = 2, com sinais em vermelho. Observe que, para z(0) = [2 —4 —
3 4 1.8 —2]", os atuadores saturam em taxa de variacdo, demonstrando que as
condicoes propostas nao evitam a regiao nao-linear, isto contribui para que o método
seja menos conservador.

5.5 Comentarios Finais

Neste capitulo, foram estabelecidos condicoes na forma de inequagoes matriciais
que permitem projetar ganhos de realimentacao de estados, tais que seja assegurado
a estabilidade regional ou global de sistemas sujeitos a amostragem aperiddica e a
saturagdo em magnitude e em taxa de variagdo no atuador, modelados por (68).
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saty(u(t))

Figura 26: Sinais de sat,(u(t)) dos atuadores com dinamica A\; = 20 (em azul) e Ay =
15 (em vermelho), com z(0) = [2 —4 —3 4 1.8 —2]", para T} € [0.01,0.08),
u; = [2 5],

i i i i i i E|
0 5 10 15 20 25 30 35
tempo(s)

Figura 27: Sinais de sat, dos atuadores com dindmica A; = 20 (em azul) e Ay = 15
(em vermelho), com z(0) = [2 —4 —3 4 1.8 —2}T, para T, € [0.01,0.08], uy =
5 2%,

Estas condi¢oes permitem estabilizar sistemas com realimentacao de estados do atu-
ador e da planta. Uma particularizacao destes resultados considera a lei de controle
dependente somente dos estados da planta. Neste caso, a fim de se obter condigoes
em uma forma quasi-LMI, as matrizes C' e Y devem apresentar estruturas particula-
res, o que de certa forma, introduz um maior conservadorismo nas condicoes. Para
derivar estas condicoes, sao utilizadas algumas mudancas de varidveis linearizantes.

As quasi-LMIs do Teorema 3 e do Corolario 3 utilizadas para resolver os proble-
mas de otimizacao podem ser resolvidas como condi¢coes LMIs em um grid de € e
7;. Estas condigoes sao vdlidas para sistemas com multiplas entradas (atuadores),
assim, basta considerar m > 1.

De forma similar aos resultados obtidos no Capitulo 4, por meio dos exemplos,
pode-se perceber que as condigoes encontradas nao sao tao conservadoras, i.e., foi
verificado que para todas as condigoes iniciais pertencentes a estimativa da regiao
de atracao da origem é assegurado a estabilidade assintdtica da origem, para Ty €
[11,72]. Além disso, trajetérias de condigdes iniciais nao pertencentes ao elipsoide e
nao distantes a fronteira da estimativa divergem.

Foi mostrado também a relagao entre os limites em que o intervalo de amostragem
pode variar e a estimativa da regiao de atragdo. Quanto maior for o intervalo |71, 73],
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menor é o conjunto de condigoes iniciais admissiveis. Mostra-se que sistema com
amostragem periddica apresentam maior estimativa da regiao de atracao quando
comparada com aquele com amostragem aperiddica. Ou seja, a variagao do intervalo
de amostragem impacta diretamente na estabilidade do sistema, mostrando-se um
problema complexo e que deve ser considerado.



78



79

6 CONCLUSAO

Neste trabalho foram propostas condi¢oes para a andlise de estabilidade e para
a estabilizacao da origem de sistemas com dados amostrados aperiodicamente, com
atuadores saturantes em posicao e em taxa de variacao. Considera-se no modelo
que o sinal de controle é mantido constante entre dois instantes de amostragem
consecutivos, enquanto as dinamicas da planta linear e do atuador saturante sao em
tempo continuo, i.e., nao é feita discretizacao do sistema.

No Capitulo 3, a partir do looped-funcional definido em (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012), foi enunciado o Teorema 1 que relaciona uma fun¢ao candidata
de Lyapunov discreta e um funcional em tempo continuo, como condigoes base para
determinar a estabilidade assintética local da origem do sistema amostrado. As
saturagoes sao consideradas por meio da condi¢do de setor generalizada de (TAR-
BOURIECH et al., 2011). Diferentemente do proposto em (SEURET; GOMES DA
SILVA JR., 2012), o funcional considerado limita superiormente a fungao discreta
entre os instantes de amostragem. Esta restricao é devido a saturagao de taxa de
variacao depender nao s6 dos estados amostrados como também dos estados em
tempo continuo. Assim, deve-se garantir que as trajetérias continuas sejam confi-
nadas ao elipsoide que define a regiao de estabilidade, i.e., diferentemente do caso
em (SEURET; GOMES DA SILVA JR., 2012), o elipsoide deve ser invariante com
relacao as trajetorias continuas.

Caso o sistema em malha aberta nao seja exponencialmente instavel, o Capitulo 3
também apresenta o Corolario 1 para analise da estabilidade assintética de sistemas
amostrados na presenca de atuadores de atuadores saturantes em contexto global.
O Corolério 1 relaciona uma funcao candidata de Lyapunov em tempo discreto
e um funcional em tempo continuo, e se as condigoes sao satisfeitas, entao para
qualquer condicao inicial pertencente ao espaco de estados, as respectivas trajetorias
do sistema amostrado convergem assintoticamente para a origem e as condigoes
generalizadas de setor (22) e (23) sao satisfeitas globalmente.

No Capitulo 4, foram estabelecidas condigoes para andlise da estabilidade local e
global da origem do sistema amostrado (17), modelado conforme exposto no Capitulo
3. Estas condigoes sao validas tanto para o sistema com acesso a todos os estados,
como no caso dos estados do atuador nao estarem disponiveis a medigao.

No Capitulo 5, foram estabelecidas condi¢oes para projeto de ganhos de rea-
limentacao para estabilizagao da origem do sistema amostrado, os atuadores sao
modelados com saturacao de magnitude e de taxa de variagao. Caso os estados do
atuador nao sejam mensuraveis, é necessario uma atencao especial para a mudanca
de varidvel correspondente a matriz de ganhos de realimentacao C' = [K), 0]. Assim,
propoe-se um método para a sintese dos ganhos de realimentagao estabilizantes com
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somente medicao dos estados da planta.

Para o caso em que o sistema em malha aberta nao for exponencialmente ins-
tavel, os Capitulos 4 e 5 fornecem também condigoes para andlise de estabilidade e
estabilizacao em contexto global.

As inequagbes matriciais desenvolvidas neste trabalho sdo em quasi-LMI forma.
Estas podem ser testadas como LMIs em um g¢rid em duas variaveis escalares,
e €, verificando-se a factibilidade por meio de algoritmos baseados em optimizagao
convexa para resolver os problemas propostos: maximizar a estimativa da regiao de
atracao da origem ou, dado um conjunto de condigoes iniciais, maximizar o limite
superior do intervalo de entre duas amostragens sucessivas, dado por 7. Quando
possivel, também sao fornecidas condi¢oes para maximizar 7o em contexto de es-
tabilidade global. Neste caso, o conjunto de condigoes iniciais é todo o espaco de
estados. Os métodos desenvolvidos sao validos tanto para plantas SISO (single-
input single-output) quanto MIMO (multiples-input multiples-output), i.e., um ou
mais atuadores.

A partir dos exemplos numéricos, é mostrada a relacdo entre a amostragem ape-
riddica e a estimativa da regiao de atragao. Quanto maior for o intervalo admissivel
entre duas amostragens consecutivas T}, menor tende a ser o tamanho do conjunto
de condigoes iniciais admissiveis. E efetivamente verificado que as condicoes es-
tabelecidas determinam que para condigoes iniciais z(0) pertencentes ao conjunto
elipsoidal £(P), que as respectivas trajetérias do sistema (17) nao deixam o conjunto
e tendem assintoticamente para a origem, i.e., para todo z(0) € £(P), tem-se que
z(t) € E(P), t >0, e z(t) — 0, quando t — oco. Observou-se também, a partir
dos exemplos numéricos, para condig¢oes iniciais nao muito distantes a fronteira de
E(P), as respectivas trajetorias do sistema amostrado divergem, demonstrando que
os resultados obtidos nao sao tao conservadores.

Por outro lado, conforme esperado, pode-se observar que as condicoes estabeleci-
das para sintese de ganhos de realimentagao na forma C' = [K, K,], i.e., assumindo
tanto os estados da planta como do atuador mensuraveis, resultam em uma estima-
tiva da regiao de atragao da origem maior quando comparado ao caso dos estados
do atuador nao serem mensuraveis.

6.1 Trabalhos Futuros

A partir dos resultados tedricos obtidos para sistemas amostrados, modelados
conforme descrito no Capitulo 3, é necessario investigar alguns pontos para aprofun-
dar o estudo nesta linha de pesquisa. Levando em conta que o sistema é amostrado
aperiodicamente, com atuadores saturantes em magnitude e em taxa de variacao,
propoem-se os seguintes topicos para trabalhos futuros.

e [nvestigag¢do de movos funcionais
O funcional estabelecido na forma W (r,xx) = Vo(T, xx) + V(x&), descrito
nos Capitulos 4 e 5, é apenas uma possibilidade de looped-funcional. Assim,
propoem-se estudar e desenvolver novos métodos e funcionais menos conserva-
dores para anélise de estabilidade e de projeto de ganhos estabilizantes. Prin-
cipalmente para o caso em que os estados do atuador nao estao disponiveis a
medicgao.

o Modelagem de incertezas
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As condicoes propostas sao satisfatérias na analise de estabilidade e na estabi-
lizacao do sistema estudado, porém, nao sao consideradas incertezas no modelo
do sistema. Estas alterariam a dinamica do sistema e os métodos desenvolvi-
dos nao garantiriam a estabilidade. Assim, é interessante o desenvolvimento
de condigoes para analise de estabilidade e estabilizacao do sistema estudado,
considerando incertezas, que podem ser modeladas, por exemplo, de forma
politopica.

Projeto de lagos anti-windup

Considerar o projeto de um controlador estabilizante com laco anti-windup na
malha de realimentacao, como em (GOMES DA SILVA JR. et al., 2014), que
estabelecem condicoes para a andlise de estabilidade da origem de sistemas
amostrados aperiodicamente, com saturacao de magnitude, e um controlador
anti-windup.

Projeto de controladores
Projetar outros controladores dinamicos, como o PID (proporcional-integral-
derivativo), comum em NCSs.

Aplicagao e testes em experimentos fisicos
Aplicar os métodos desenvolvidos a plantas reais, como sistemas roboticos e
processos em rede com amostragem aperiddica.
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APENDICE A CONCEITOS BASICOS

Sistemas nao-lineares é uma linha de pesquisa complexa e relevante na drea de
sistemas de controle, visto que todos os sistemas na realidade apresentam alguma
nao-linearidade. Muitas vezes estes elementos sao desprezados ou aproximados para
um modelo linear, porém, em alguns casos, os efeitos das nao-linearidades sao rele-
vantes, e o uso de teorias de controle linear sao invélidas ou imprecisas.

Nesta se¢ao, sao apresentados alguns conceitos basicos sobre sistemas nao-lineares,
como a estabilidade no sentido de Lyapunov e o segundo método de Lyapunov,
utilizados como bases para o desenvolvimento de métodos para caracterizagao da
estabilidade de sistemas lineares sujeitos a atuadores saturantes e amostragens ape-
riddicas. Além disso, conceitos como a regiao de atracao e condigoes de setor das
nao-linearidades sao apresentados.

A.1 Estabilidade no Sentido de Lyapunov

As nao-linearidades inerentes a qualquer sistema real provocam efeitos que de-
gradam o desempenho ou mesmo sao fontes de instabilidade. Muitas vezes a anélise
de estabilidade por meio de aproximagoes para sistemas lineares sao invalidas ou
imprecisas, assim, ha diferentes métodos e problemas estudados em sistemas nao-
lineares, e.g., caracterizar a estabilidade entrada-saida, entrada-estados ou do ponto
de equilibrio.

A estabilidade do ponto de equilibrio é comumente caracterizada no sentido
de Lyapunov. Assim, um ponto de equilibrio é considerado estavel se todas as
trajetorias de condigoes iniciais proximas ao ponto nao divergem, caso contrario, é
instavel. E assintoticamente estavel, se as trajetérias das condigoes iniciais préximas,
nao sé nao divergem como tendem assintoticamente ao ponto de equilibrio.

A seguir, é apresentado o segundo método de Lyapunov que é baseado no con-
ceito analogo ao da energia e apresenta condigoes suficientes para caracterizar a
estabilidade do ponto de equilibrio, comumente utilizado no estudo da estabilidade
em sistemas nao-lineares.

Teorema 5 (Segundo Método de Lyapunov). (KHALIL, 1996) Seja x = 0 um ponto
de equilibrio para o sistema @ = f(x), onde f: D — R™ e D C R™ é um dominio
contendo x = 0. Seja V : D — R uma funcao continuamente diferencidvel tal que
V(0)=0 e V() >0 em D—{0}
V(z) <0 em D,
entao x = 0 € estdvel. E se .
V(z) <0 em D,
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entdo, x = 0 € assintoticamente estdavel.

A partir do Teorema 5, se hd uma fungao de Lyapunov V(z) que seja definida
positiva e, se sua derivada temporal for definida negativa em D, o ponto de equilibrio
¢ assintoticamente estavel no conjunto D.

Observacgao 7. Se a funcdao candidata de Lyapunov for radialmente ilimitada para
xr — oo e satisfaz o Teorema 5 para o dominio sendo todo o espaco de estados, entdo
¢ caracterizado a estabilidade (assintdtica) global da origem do sistema & = f(x).

Por outro lado, se o sistema em malha fechada for realimentado com dados
amostrados em intervalos periddicos, i.e., o sistema pode ser descrito por um modelo
em tempo discreto, pode-se caracterizar a estabilidade por meio de uma funcao
discreta candidata de Lyapunov que satisfaca o seguinte teorema.

Teorema 6. Seja x = 0 um ponto de equilibrio para o sistema x(k + 1) = f(x(k)),
comk € N, onde f: D — R" e D C R" € um dominio contendo x = 0. Seja
V :D — R uma funcao discreta, tal que,
V(0)=0 e V(x(k)) >0 em D—{0}, Vk>0
AV(z) <0 em D,
com AV(zx)=V(x(k+1)) —V(x(k))

entao x = 0 € estavel. E se
AV(z) <0 em D.
entao, x = 0 € assintoticamente estavel.

Assim, em sistemas discretos é suficiente caracterizar a estabilidade a partir do
Teorema 6, se ha uma funcao discreta de Lyapunov V' (z) que seja definida positiva,
e estritamente decrescente nos instantes de amostragem, i.e., AV (z) < 0, entao, o
ponto de equilibrio é assintoticamente estavel no conjunto D.

A.1.1 Teorema de Lyapunov-Krasovskii

Um método para estudo de sistemas amostrados consiste em considerar a dina-
mica do sistema em tempo continuo e a entrada de controle com dados amostrados
como sendo um sinal de controle com atraso. Este método foi introduzido por (FRID-
MAN; SEURET; RICHARD, 2004), que obtém condigbes de andlise de estabilidade
da origem do sistema amostrado, por meio de funcionais de Lyapunov-Krasovskii
que interpreta a evolucao das solucoes no espaco das funcoes, sendo uma forma de
aplicagao do segundo método de Lyapunov em sistemas com atraso.

Teorema 7 (Lyapunov-Krasovskii). Sejam o sistema ©(t) = f(t,z(t + 0)), para
t > tog, com ponto de equilibrio em x = 0, condi¢ao inicial xy, = x(to + 0) definida
sobre o intervalo 0 = [—7,0], e as funcoes Vi, Vo e V3 : RY — RY, tais que,
Vi(r) > 0, Vo(r) > 0 e V3(r) > 0, ¥r > 0. Se existir um funcional continuo
W R xD — R, tal que

Vi([lz1, (0)]]) < W (t, 240 (0)) < Va([[24(0)]]c),
Wi(t,ze) < =Vs(||lz(@)]])-
com x(0) = x(t+0). Entdo a origem do sistema € uniformemente assintoticamente

estavel.

Note que W : R x D — R é definida sobre o espaco da fungoes z4(0) = z(t + 0)
definidas no intervalo [t — 7, t] e comumente chamado de funcional de Lyapunov.
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A.2 Regiao de Atracao

Considere o sistema descrito por & = f(z) com ponto de equilibrio na origem.
Se o ponto de equilibrio for assintoticamente estavel, entao, existe um conjunto de
condicoes iniciais admissiveis, tal que, as respectivas trajetérias tendem assintotica-
mente ao ponto de equilibrio, o conjunto que contém todas estas condigoes iniciais
é denominado regiao de atracao e definido a seguir.

Definicao 1. A regido de atracio (R,) da origem do sistema & = f(x) é definida
como o conjunto de todas as condigoes iniciais x(0) para os quais as trajetdrias do
sistema convergem assintoticamente para a origem, i.e., Vz(0) € R,, entdo x(t) — 0
com t — o0.

Se a regiao de atracao nao for todo o espago de estados, entao é dito que a
origem ¢ localmente ou regionalmente assintoticamente estavel. Se R, for todo o
espago de estados, i.e. Vz(0) € R", x(t) — 0 com t — oo, a origem ¢ globalmente
assintoticamente estavel.

A determinacao analitica da regiao de atracao nao é simples, pois, este conjunto
pode ser nao-convexo, ilimitado ou aberto (KHALIL, 1996). Assim, é interessante
determinar uma regiao de condigoes iniciais admissiveis Xy, tal que, as respectivas
trajetorias tendem assintoticamente para a origem, que possa ser calculado analiti-
camente em forma de elipse ou poliedro, i.e. Xy C R, C R".

Um método de céalculo analitico do conjunto A} é associa-los a niveis do domi-
nio D da func¢do de Lyapunov V(z) do sistema, i.e., Xy = {x € R V(x) < c}.
Portanto, se a funcao de Lyapunov satisfaz as condigoes do Teorema 5 e garante a
estabilidade assintética no dominio D, se Ay C D, entao as trajetorias iniciadas em
Xy permanecem nesta regiao e tendem assintoticamente para a origem. Assim, este
conjunto pode ser chamado de estimativa da regiao de atracao.

A.3 Condicoes de Setor Generalizada

A condicao de setor generalizada ou modificada de (TARBOURIECH et al.,
2011) é aplicada a nao-linearidades do tipo zona-morta, definida como

amam - UJ(t), S€ W(t) Z ﬂmaa}a
(w(t)) = 0, s Umin < W(t) < Umaz,
Z_Lmin - W(t), s€ W(t) S ami?ﬁ

com Uz > 0 € Upin < 0.
Seja a nao-linearidade simétrica, com Ui, = Umer = % € 0 conjunto

S(u) ={w e R™, v € R™; lwyuy — vy | < Uy, para i =1, ym},
o seguinte Lema fornece a condicao de setor generalizada.

Lema 2 (Condicao de Setor Generalizada ou Modificada). (TARBOURIECH et al.,
2011) Se w e v sdo elementos do conjunto S(u), entdo a nao-linearidade do tipo
zona-morta Y(w), definido como ¥(w) = sat(w) — w, satisfaz

V(W) U (w) +v) <0, (95)

para qualquer matriz definida positiva e diagonal U € R™* ™.
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Demonstra¢ao. (TARBOURIECH et al., 2011) Assumindo que w e v sdo elementos
de S(u). Neste caso, segue-se que gy — Wy + Ve > 0 e =Ty — we) + vey < 0.
Considerando trés casos:

e Caso 1: sew(y > ), segue-se que Y (w)) = Uu)—we) < 0e(we))Una (Y (we))+
U(i)) = w<w(i)>U(z’,i) (ﬁ(i) —w@) + ’U(i)) < 0 desde que U(i,i) > 0.

o Caso 2: se —Ug) < w() < U, segue-se que Y (w)u) = 0 e Y(we)) Uiy (Y (we)) +
U(i)) =0,V U(i,i) > 0.

o Caso 3: sew() < —U(), segue que Y (w()) = —Ue)—we) > 0 e (we)) U (Y(we)+
U(i)) = w(OJ(i))U(M)(—l_L(i) — W) T U(i)) < 0 desde que U(i,i) > 0.

Portanto, se w e v sdo elementos de S(u), pode-se concluir que ¥ (wg)) U i) (W) +v0))
VU(,M) >O€VZ:17,m ]

Assim, pelo Lema 2, se a inequagao (95) for satisfeita, pode-se verificar se a nao-
linearidade ¥ (w) esta contida no setor S(@), ja no caso global, considera-se que seja
satisfeita a condicao

V(W)U (W) +w) <0, (96)

para qualquer matriz diagonal e definida positiva U € R™™ e S(u) = R™.

Observacao 8. Para nao-linearidade do tipo zona-morta, a condi¢cao de setor clds-
sica (KHALIL, 1996) é um caso particular da condi¢do generalizada, e a utiliza¢ao
da condicao de setor modificada permite que se obtenha condi¢oes menos conservado-
ras quando comparada a cldssica e em forma de LMIs, como discutido em (GOMES

DA SILVA JR.; TARBOURIECH, 2005).

A.4 Complemento de Schur

Pode-se converter um problema nao-linear convexo em LMIs usando o comple-
mento de Schur. Dada a LMI )
A B

5T |~

sendo A = AT e C = C7T, se A é uma matriz ndo-singular, tem-se

A Bl [ I 0][A 0 I A™'B
B" ¢|  |B"AT' I]|0 C-B'AT'B| |0 I

se C' é uma matriz nao-singular, tem-se
A B| [I BC'|\[A-BC'B" 0 A
BT Cc| |0 I 0 Cc||C'B" I '

A partir destas equagoes, pode-se deduzir que

> 0,

A B N A>0, C—BTA'B>0
BT C C>0, A—-BC'BT>0"



