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RESUMO

A técnica da matriz ndo-modal é 1itil num contexto em que néo se tem acesso aos
modos normais de um sistema, caso freqiiente em muitos modelos meteoroldgicos de
area limitada. O método é investigado no contexto de um modelo unidimensional,
tanto para integragao temporal, como para filtrar componentes de altas freqiiéncias
dos dados iniciais do modelo (procedimento conhecido como inicializagao).

Determinam-se os campos de velocidade com o uso da inversa generalizada de
Moore-Penrose, como solugao de uma equagao de Poisson associada a cada compo-
nente da velocidade horizontal.

Mostra-se também um estudo da dispersao vertical de contaminantes em camadas
estaveis, cujo coeficiente de difusdo turbulenta é obtido da teoria de similaridade
local, num esquema de fechamento de primeira ordem.



INTEGRATION AND INITIALIZATION BY
NON-MODAL MATRIX IN A BAROTROPIC
MODEL AND A NUMERICAL STUDY OF THE
TURBULENT VERTICAL DISPERSION

ABSTRACT

The non-modal matrix technique is valuable if it does not have knowledge of the
normal modes of the system. It is very usual in many limited area metercological
models. The method is investigated in the one-dimensional model context, for tem-
poral integration, and for filtering high frequencies in the initial data of the model
(this procedure is known as initialization).

The velocity fields are obtained by using the Moore-Penrose generalized inverse.
¥ g g

This inverse is a solution of the Poisson equations assotiated to cach horizontal

velocity component.

It is also shown a study of the vertical dispersion of containants in stable layers,
whose turbulent coefficient is taken from the local similarity theory (first close order).
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CAPITULO 1
INTRODUGCAO

Entende-se a atmosfera como a massa gasosa que envolve nosso planeta e os conceitos
basicos para o estudo da atmosfera partem de fundamentos fisicos que tem sido
estabelecidos. Os trés campos da fisica que mais sao aplicados a atmosfera sao a
termodinamica, a radiagdo e a dinamica dos fluidos.

A termodinamica ¢ o estudo dos estados de equilibrio de um sistema sujeito a
processos energéticos (ou transformacgdes ) especificados. Enquanto que a radiagio
é o estudo da emissao de energia pela matéria na forma de ondas eletromagnéticas,
da propagagdo no espago e da absorgio desta energia pela matéria.

A dinamica dos fluidos preocupa-se com o movimento de liquidos e/ou gases
sob a acao de forgas. Os conceitos da dinamica, para o sistema atmosférico, sao
compostos dos trés postulados e da lei da gravitagdo universal newtonianos. Além
disso, tem-se a lei da conservagao da massa e o conceito do equilibrio entre forgas.
Este principio tem larga aplicagao, devido a tendéncia de que os sistemas sujeitos a
um conjunto de forgas desloquem-se para um estado de equilibrio entre essas forgas.

O objetivo ultimo da meteorologia tedrica é descrever a resposta da atmosfera di-
ante de forgantes térmicas: aquecimento (solar) e resfriamento radiativo, e mudangas
da fase da dgua, provocando expansao e contragao das massas de ar, correntes con-
vectivas; envolvendo conversées da energia de uma forma para outra.

O conjunto de equagdes resultante da matematizacdo destes conceitos fisicos,
que, a priori, nos permitiriam prever o estado futuro da atmosfera (deslocada de seu
equilibrio pelas forgas que agem no sistema), compdem-se de sete equacdes inter-
conectadas: a equagao vetorial da taxa de quantidade de movimento; a primeira lei
da termodinamica (a equagio da energia); uma equagio de evolugido para a umidade;
a lei dos gases (relacionando as variaveis termodinamicas) e a equacao da conservacao
da massa (continuidade).

As equagoes da atmosfera impéem ainda um desafio para uma solugao completa.
E portanto essencial estabelecer hipéteses que permitam algumas simplificagoes nes-
tas equagoes.

O primeiro passo é uma simplificacio geométrica. Assume-se o plancta Terra
como sendo um corpo perfeitamente esférico. A Terra em rotagio ¢ usada como
referéncia, uma vez que a teoria newtoniana exige um sistema inercial. O sistema de
coordenadas usado é sempre vinculado ao problema em estudo, visto que até hoje
nao foi possivel localizar o sistema inercial (se existir).



Como as equagobes se aplicam a todas as escalas de movimento, os meteorologis-
tas dividem a dinamica atmosférica em dois grandes grupos. Aqueles interessados
nas caracteristicas de fluxo de grande escala e aqueles envolvidos em fendmenos de
pequena e média escalas (turbuléncia atmosférica). A hipétese aqui é que o efeito
das varias escalas de um e de outro grupo possam ser ignoradas. Desta maneira, pro-

blemas de grande escala poderiam, em certos casos, serem tratados desconsiderando-
se a turbuléncia.

As demais aproximagoes estao baseadas nas observagoes atmosféricas. Estas
simplificacdes implicam na eliminagdo de variaveis (equagdes). Entre as diversas
versoes simplificadas do sistema de equagoes, as mais conhecidas sao:

(a) A Aprozimagdo Hidrostdtica: Considera-se a aceleragdo vertical, as componentes
verticais da forca de Corilois e as componentes verticais das forgas viscosas des-
preziveis quando comparadas a forga gravitacional; proporcionando uma relagao
entre pressao e massa especifica (dp/dz = —gp).

(b) A Aprozimagio Isoentrdpica: Se a atmosfera ndo fosse aquecida e se cla nio
produz calor, nem perdesse energia irreversivelmente sob forma de dissipassiao
viscosa ou outros meios, a taxa de entropia especifica manter-se-ia constante. Esta

é exatamente a hipdtese isentrépica, a qual fornece uma relagio entre temperatura
€ pressao:

(c) A Aprozimagdo Geostrdfica: Na escala sindtica é frequentemente observado um
equilibrio entre o gradiente horizontal de pressio [(l/p)@up] e a componente
horizontal da forca de Coriolis 26 x #;. Isto implica que a componente horizon-
tal da velocidade esta (aproximadamente) balanceada como o campo de massa,
constituindo-se numa relagao diagnoéstica do estado atmosférico.

Estas relagoes servem muitas vezes como base para elaborar modelos numéricos
usados para prever estados futuros da atmosfera. Este processo computacional
denomina-se Previsao Numérica do Tempo (NWP).

A aproximagao geostrofica indica que os fluxos de baixa freqiiéncia tem maior
relevincia dos que contém freqiiéncias mais altas. Para assegurar que os dados
iniciais estejam livres de ondas espurias os campos iniciais sao submetidos ao processo
de inicializacdo. O método mais usado é conhecido como inicializagio por modos
normais nao-lineares. Existem dificuldades associadas a este método no dominio
dos modelos de area limitada. Estas dificuldades tem motivado a investigacao de
técnicas alternativas, ou seja, métodos que nao requeiram o conhecimento explicito
dos modos normais do modelo [35, 55].



A proposta aqui apresentada é baseada numa teoria desenvolvida por
Claeyssen [14]. Esta teoria trata de uma nova forma de obter a matriz de transicao
de estados. Esta matriz serd denominada Matriz Nao-Modal, que poderia ser uti-

lizada como um filtro para garantir a evolugdo do fluxo atmosférico sem o ruido das
altas frequéncias.

Como teste para a nova técnica, serd usado o modelo descrito por Lynch [32].
Este modelo parte de condigbes iniciais geostroficamente balanceadas. A matriz
nao-modal sera usada também na integragao temporal deste modelo.

Devido a aproximagao hidrostatica e/ou condigdes de contorno, diversos tipos de
discretizagdo podem produzir equagdes singulares, ou seja, os coeficientes matriciais
nao sao inversiveis. Para integragao estaciondaria ou reconstrugao de campos, a in-
versa de Moore-Penrose poderia ser apropriado para a integragio; uma vez que cla
representa uma soluc¢do de minimos quadrados para um sistema singular estacionario.

Usamos a decomposigio em valores singulares [24], para determinar esta inversa
generalizada e recuparar os campos de vento a partir da vorticidade e da divergéncia.

Outro tema que desperta muito interesse é a dispersao de contaminantes na
atmosfera. Contudo, a modelagem completa da camada limite planeraria (Planetary
Boundary Layer - PBL) é extremamente dificil. Pois além da turbuléncia estar
permanentemente presente, a PBL passa por diversos processos fisicos extremamente
diferenciados; caracterizados por trés condigdes limites:

1) camada convectiva: ocorrendo na presenga do aquecimento solar, havendo entao
um fluxo de calor no sentido superficie-atmosfera;

2) camada neutra: caso em que a turbuléncia mecanica é o mecanismo dominante;

3) camada estdvel: no periodo noturno ha uma inversdo do fluxo de calor do que
o ocorrido no caso convectivo, isto €, a corrente térmica passa a ser no sentido
atmosfera-superficie.

Para equacionar dos fluxos turbulentos, produzidos pela combinagao nao linear
das variaveis do escoamento, pode-se relaciond-los aos gradientes das quantidade

médias por meio de difusividades, determinadas pelo escoamento, e nao pela natureza
do fluido.

Experimentos [12, 43] tem demostrado a existéncia de uma estrutura de similari-
dade local para a camada estdvel (Stable Boundary Layer - SBL). Este carater local
da turbuléncia sugere a possibilidade da formulagio de uma teoria que descreve a
SBL noturna. Moraes [41] e Degrazia & Moraes [20] desenvolveram um modelo para
o calculo da difusividade turbulenta pelo emprego da teoria de similaridade local e
da teoria estatistica.



Para melhor apresentar as questoes acima mencionandas, o presente trabalho é
estruturado em oito capitulos. O trés capitulos subseqiiéntes a este tratam de definir
conceitos basicos e as teorias matemadticas usados na integragao e inicializagao. As-
sim, o capitulo 2 descreve de maneira breve a teoria de matrizes circulantes, inversas
generalizadas e a matriz nao-modal, onde é demonstrada a propriedade de inversa
de Drazin para matrizes bloco circulante. O capitulo 3 trata das equagdes gerais
para a atmosfera e a aproximagao de agua rasa. E o capitulo 4 mostra os principais
métodos de inicializagao, tradicionais e modernos.

A difusao vertical turbulenta é investigada através de um modelo unidimensional,
comentado no capitulo 5. Tal modelo ¢é semelhante ao descrito por
Niuewstadt [44], onde o coeficiente de dispersao é aquele deduzido por Degrazia
e Moraes [20]. O modelo de dispersao é integrado no tempo através de uma aproxi-
macao bastante conhecidada da matriz ndo-modal: o esquema de Crank-Nicolson.

As equagoes para o modelo DYNAMO estdo no capitulo 6, onde a discretizagio
espacial por diferengas finitas conduz a dois tipos de equagdes matriciais: a for-
mulagao prognédstica e a primitiva. A formulagdo prognéstica é usada para testar
o método da matriz ndo-modal e a decomposigio em valores singulares usada na
reconstrucao dos campos de vento (atualizados em cada passo de tempo).

Resultados e comentarios finais estao contidos no capitulo 8.



CAPITULO 2
PRELIMINARES MATEMATICOS

Neste capitulo apresentamos alguns aspectos tedricos deste trabalho: uma descrigao
sintética da teoria de matrizes circulantes, uma outra expressao para a matriz de
transicdio de estados e solugbes para sistemas matriciais singulares (estdticos e
dinamicos).

2.1 Matrizes Circulantes

As matrizes circulantes permitem uma teoria simples e elegante utilizada em muitos
campos de interesse. O que vai se descrever aqui segue de perto o trabalho clasico
de P. Davis [18]. Uma matriz circulante C' de ordem N, ou simplesmente circulante
de ordem N, é uma matriz da forma

" cy € ... CN
O = chreler; €y vess80) =

Ca €3 s C1

Aléem disso, uma matriz C é circulante se, C comuta com a matriz 7y (uma
matriz de mesma ordem)

WNC=C'JTN (21)
(01 0 0 0 0]
0010 00
TN = P P
0000 0 1
|1 000 0 0|

Em vista das propriedades da matriz 7y, as circulantes permitem um outro tipo
de representagao, dada por

N-1
C=py(nn) = ) k1 Ty
k=0



aqui 7% = I, 7 representa a seqiiéncia (e1, ¢z, . . ., en) € 0 polinémio p,(z) é chamado
representante da circulante.

Define-se a matriz de Vandermonde como

1 1 1
I Ta TN
2 2 2
W[z, 22,..2n] = | 00 T3 0 ZN
\_ .'I:‘;\"_I x‘;v'l G a:}'t’r'l

e a matriz my pode ser diagonalizada por [18]
ain=I*"QF (2.2)
onde ) ¢ matriz diagonal, F'* e F sdo as matrizes de Fourier, isto é

F*=N"12.yy [l,w,wg,...,wN"] ;
F=N12.yy [1,@,@2,...,9”“]; (2.3)

1 = diag [l,w,wg,... ,wN"] ;o w

e e')m/N;

e a sobre barra denota o complexo conjugado e i é a unidade imagindria, ou seja,

1 =+/—1.
Entdo, se C é circulante tem-se a decomposi¢do fundamental
C=F'AF

onde A é a matriz diagonal; expressada por

A = diag [py(1),py(@), ..., Py (V)] (2.4)

Para estender estes resultados as matrizes bloco circulante, utiliza-se a descrigao
de Claeyssen [13]. Porém, o fator bloco serd tomado como a matriz identidade das
submatrizes, esta restrigio estara plenamente justificada ao examinarmos o modelo

meteorolégico DYNAMO.



2.1.1 Matrizes Bloco Circulantes

Dadas as matrizes quadradas A;, Ay, ..., Ay, cada uma de ordem N, uma matriz
bloco circulante do tipo (M, N) é uma matriz MN x M N definida por

Ay Ay ... Apy
Avg by oo App
A& = beire(Ay, Ag, ..., Ax)= | M -
Az As wve

Evidentemente, se N é igual a um, a matriz A reduz-se ao caso escalar. E
importante ressaltar que uma bloco circulante ndo é necessariamente uma circulante.

As propriedades (2.1) e (2.2) sio generalizadas [13,18] por

A -Yun=Tun - A (2.5)

Tun =Funy - Qun - Fun (2.6)
onde as matrizes bloco acima sio

Tyun =7 @ In (produto de Kronecker);

Fyn = M2 Vy[lIn, wiy, WIn,..., oMy

Fun = M~V2.Vy([In, @Iy, @Iy, ldots, @™ Iy];

Fyn - Fuv =1Iaun;

Qun = diag[ly, wiy, Wily,..., w‘""llN];

as matrizes Insn e Iy sdo as matrizes identidade bloco, de ordem M N e a identidade
de ordem N. O niimero w é a m-ésima raiz da unidade: w = e*™/M



Neste contexto, o produto de uma matriz quadrada por uma matriz bloco, é para
ser compreendido como a matriz bloco obtida multiplicando-se a matriz quadrada
por todos os elementos (submatrizes) da matriz bloco dada. A notagio adotada é
util no sentido de preservar a representagao com o caso escalar.

Portanto, as matrizes bloco circulantes preservam a representagao polinomial,
dada na seguinte forma

N-1
A = beire(A, Az An) = Po(Tun) = Y Ak - Tan
k=0

N-1 N-1
= Z q[jk\m sAppa = E ?Tf:u ® Ak (2.7)
k=0 k=0

As equagoes (2.6) e (2.7) permitem a diagonalizagido por blocos de bloco circu-
lantes, isto é

A=F P (Qun) F (2.8)
onde I' é a sequéncia (A,, Ay, ..., Ay) e o polinomio Pr(z) € o representante da bloco
circulante.

2.1.2 Matrizes Bloco Circulantes com Blocos Circulantes

Definimos uma matriz A como uma bloco circulante com blocos circulantes do tipo
(M, N) (13, 18] por

Ay A-g /lM
as| S A
Ay B . My
a ay ... ay
g | O3 3 e B e by B
ﬂ:g (1.3 (1:1

onde Aj é matriz diagonal dada por (2.4).

Matrizes deste tipo podem ser fatoradas na forma de blocos
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A = FALT; (2.9)

onde F~, F sao extensdes para blocos das matrizes de Fourier escalares (2.3) e A4

é uma matriz diagonal por blocos. Com o uso do produto tensorial de Kronecker,
pode-se escrever

f'=(FM®FN)* e F=Fy®FyN
(2.10)
M-1
Ag = 3 Dy ® Mg
k=0

2.2 A Matriz Nao-Modal

Neste capitulo apresentamos a expressiao para a matriz de transigao de estados con-
forme apresentado por Clayessen [13]. No sistema abaixo a matriz A é de ordem N,
X(t) e f(t) sao vetores N x 1

dX(t
dt( ) =AX(t)+ f(t); X(0)= X (2.11)
O caso homogéneo ocorre quando f(¢) = 0, conhecido como resposta livre

ou resposta impulsiva. A solugdo formal para sistemas do tipo acima com coe-

ficientes matriciais A constantes, ditos sistemas independentes do tempo, ¢é dada
pelas equagoes [49]

X(t) = D(t) Xo + [; Dt —7) f(r) dr

oo f,k .
D(t) =3 A"
pe={)

onde A = Iy e D(t) é a matriz de transicao de estados, assim o estudo do sis-
tema (2.11) se reduz aquele da matriz D(t).

Diferentemente das séries numéricas, as séries matriciais sempre podem ser re-
duzidas a uma soma finita. Pode-se ter entio uma outra forma para a matriz D(t),
a férmula a ser apresentada sera chamada de Matriz Nao-Modal.
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Pelas propriedades da matriz de transicio de estados [49], D(t) é solugido da
seguinte equacdo diferencial matricial [14, 23]

dD(t) : B
——Jt—— = AD(!), D(U) = Iy.

Usando a transformada de Laplace na equagao acima, obtém-se
D(X) = ATY(A) = AdG[A(N)]) 671 (N)

onde
AN) = (M — A); §(A) = det(Al — Zb;_ =8 =1

os by’s sao os coeficientes do polinémio caracteristico. Como os pdlos da fungao D(A)
sdo justamente as raizes de §()), e elas existem num nimero finito, a transformada
inversa de Laplace degenera numa integral de contorno finita, deste modo

D(t) = 5?%}517(/\) M d)

aqui I' é um circulo contendo os autovalores da matriz A. Escrevendo a matriz
adjunta na forma [14, 23]

N
Adj[A(N ZZ Yl U

By

entdo, a matriz ndo-modal pode ser escrita como

i=1

t) = i [Ji by d(i*’*—”(t)} & (2.12)

onde d*)(t) denota a k-ésima derivada da fungio

2m :5—/\_) a
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2.3 Inversas Generalizadas e Sistemas Singulares

2.3.1 Inversas Generalizadas

Inversa de Moore-Penrose

Dada uma matriz A,,x,. Entdao uma matriz X, «,, que satisfaz alguma ou todas

das seguintes propriedades (condigées de Penrose) é chamada uma inversa genera-
lizada

(1) AX A= A; 2) X A X

A X;
(3) (AX)=AX; (4) (X A)*= X A.

-

b |

Aqui o (*) representa a transposta conjugada. Uma matriz satislazendo todas
as propriedades acima é chamada inversa de Moore-Penrose (ou inversa M-P) da
matriz A. Campbell e Meyer [6] mostram que toda matriz tem uma inversa M-P
tinica, que serd denotada por AT. Diz-se também que uma matriz G,y,, é uma
inversa-(¢,7,k) de A, se G satisfaz a i-ésima, j-ésima, e k-ésima condigoes de Penrose.

Em algoritmos computacionais a definigio acima é pouco pratica. Ha varias
maneiras de calcular a inversa M-P. Aqui serda usado uma decomposi¢io matricial
que ¢ de grande utilidade na manipulagiao de matrizes retangulares (ou quadradas).
Esta é a decomposi¢cdio em valores singulares (SVD) de uma matriz escalar:

Seja Ayxn uma matriz com elementos complexos e de posto v. Entao existem matrizes
unitdarias U, V de ordens m e n, respectivamente, tal que

A=UDV* e D:[D‘O] (2.13)

onde D é mxn e Dy = diag[dy, da, .. .,d;) é uma matriz diagonal ndo singular de ordem r.

Para uma dada matriz A de ordem m xn, A* A ¢ uma matriz hermitiana positiva
definida, cujo o posto r = r(A*A) = r(A) = r(A*). Entretanto, » é o nimero de
auto-valores positivos de A* A. Estes auto-valores d},d3,...,d? sio os valores singu-

lares de A [24]. Algoritmos numéricos para o célculo a SVD tem sido apresentados
por Golub [24].

Usando a decomposicao SVD, pode ser determinada uma féormula conveniente
para AT, isto é, A =U"D V", onde U e V sdo matrizes unitarias, entdo
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-1
A* =V DU e D+=[Dl; g] (2.14)

Para a equacdao matricial Az = b, a solugdo: z = A* b é comprendida como a
solucio de minimos quadrados para o sistema [24].

Se A é a circulante A = F* A F, entdo sua inversa M-P ¢é a circulante
A= F*A* P (2.15)

onde AT é dada por

AT = diag[A}, A7, AR) (2.16)

o /A se A #0
A { 0 iy (2.17)

A prova é muito simples, visto que as quatro condigoes de Penrose sao imediata-
mente verificiveis para A*.

2.3.2 Sistemas Singulares de Equagoes Diferenciais

Considere-se o seguinte sistema de equagdes diferenciais

dX

4 dt

+ BX = f(1) (2.18)

onde A é singular, B podendo ser singular ou ndo, a equagio acima ¢ chamada de
um sistema singular.

Diz-se que um sistema é tratavel se, e somente se, existe um escalar complexo
A tal que (A + B)™! existe [6, 7]. Antes de descrever a solugdao para este tipo de
sistema € necessario apresentar algumas defini¢oes sobre o indice de uma matriz e
um tipo generalizado de inversa.

Indice de uma Matriz: O menor inteiro ndo negativo v tal que posto(AY) =
posto( A¥*!') é chamado o indice da matriz quadrada A e é denotado por Ind(A).
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Inversa de Drazin: (Definigio Algébrica) Se A é uma matriz quadrada de ordem
N com v = Ind(A) and AP uma matriz de ordem N tal que

APAAP = AP
AAP = APA (2.19)
APA® = A

entio AP é chamada a inversa de Drazin de A.

Obviamente, se A € uma matriz nao singular, a inversa de Drazin é igual a inversa
ordindria e Ind(A) = 0.

Outra propriedade importante é que se AAt = AtA, entio AP = At. As
matrizes que comutam com sua inversa M-P sio chamadas matrizes EP.

Utilizando estes conceitos pode-se obter uma solugio inica para o sistema (2.18)
[6-8, 3], dada por

X(t) = DAL X, + [ "Dt — 1) AP (r) dr
+ (I - AAP) i‘l (—=1)F[ABP)* BP f® (1) (2.20)
k=0
onde

A=0A+B)'A; B=(0A+B)"'B; [=(A+B)/;

e, neste caso a matriz nao modal é da forma

D(t) :% [Ji bkd("“"“)(t)} (—APB)N-

=1 [k=0

A fungdo d(t) que figura na expressio de D(t) é dada na secio 2.2. Os by’s
sao os coeficientes do polinémio caracteristico da matriz (—APB), isto ¢, §(\) =
det(M + APB) = TN o b A\N=% (com by = 1) e v denota o indice da matriz A.

Para o caso de matrizes bloco circulantes a inversa de Drazin é dada pelo teorema
abaixo

Teorema: Se A é uma matriz bloco circulante do tipo (M, N), entdo

AP = [F"-A-F]P =F"- AP .F = F" diag[AP, AD,...,AD] F
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Demostragao: A primeira igualdade é imediata, pois decorre da propriedade (2.7),
logo basta verificar a segunda igualdade para demostrar o teorema. Lembrando que
a inversa de Drazin do produto' tem a forma [6, 7]

(A-B)P = A[(BA?}°B

se as matrizes A e B nio comutarem?.

Se na expressao acima toma-se A =F* A e B=F, entao
[F*-A-FIP=F"-AA»)P.F

De outra forma,se A =F*e B =AF, tem-se
[F*-A-F]° =F" . (A>)PA-F

decorrendo a igualdade A(A?)P = (A?)PA; como [A,A] = 0, entdo, (A%)P =
AP AP e da primeira e segunda propriedade da definigio de inversa de Drazin,
tem-se

APAPA = APAAP = AP

com o que torna o teorema valido e

'Define-se: [A,B]=A-B—-B-A
%se: [A,B]=0 = (A-B)? =BP.AP



CAPITULO 3
EQUACOES PARA ATMOSFERA SECA

Pela segunda lei da dindmica de Newton, a forga resultante sobre uma particula n é
igual a taxa de variacdo da quantidade de movimento

d(mv,,)

ZF

se a massa for uma quantidade constante, a expressao acima é substituida por uma
relacdo entre forgas especificas

dU,,_ ﬁR " Z r
dt m &

Se o fluido (atmosfera) for aproximado como sendo constituido de um conjunto
infinito de particulas que preenche todo um volume dado (o continuo), o conceito de
massa serd substituido pelo de massa especifica (massa por unidade de volume) e o
operador d/dt sobre um campo vetorial A representard a derivada substantiva (ou
material)

dA g =\
E—(aﬁ-v-v A

onde /0t é a aceleragio local e -V é a aceleragio convectiva.

Para determinar a equagao do movimento, é necessario identificar as forgas que
atuam sobre o fluido, que neste caso sao

e forga gravitacional

- GM
fo=

onde ¢ = GJM(I/(: — 1/r) é o potencial newtoniano, representando a encrgia
potencial de uma particula em virtude de sua posigdo no campo gravitacional; ¢
é a constante universal da gravitagio; M é a massa da Terra; r = a + z, sendo a
o raio médio da Terra e z a altitude acima do nivel médio do mar;

= ]

e gradiente de pressao: _I_';, =(-1/p) Vp;
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"
e forga viscosa: f, = v V27 , onde v é a viscosidade cinemdtica [52].

Assim a equagao do movimento de um fluido é expressa por

& T e, =
a = ———p Vp - Vo + fu‘ (3‘1)

A equacglo acima ndo pode ser usada de uma maneira isolada, pois, assim que
uma parcela (de ar) se desloca de uma regiao de pressiao mais alta (H) para uma mais
baixa (L), a nova massa acrescentada provoca um aumento na pressdo da regiao de
baixa. Com a finalidade de descrever a evolugio da pressao recorre-se ao auxilio da
primeira lei da termodinamica: u = ¢ + w + s, sendo u a energia interna especifica,
w ¢ o trabalho especifico, ¢ é a energia sob a forma de calor - se ¢ = 0 o processo se
diz adiabdtico - e s é a energia dissipada, gerada pelo atrito viscoso. Desprezando
a energia de dissipagdo, a lei de conservac¢io de energia, em termos das variaveis
termodinamicas, é dada por

dr  d(1/p) _ i
& — +p g o (3.2)

Se a atmosfera é assumida como um gas ideal, no sentido termodinamico, a
pressao, temperatura e massa especifica estao relacionadas pela lei dos gases ideais:
p = pRT, onde R é a constante dos gases (ar seco). Para os gases ideais tem-se a
relagao ¢, = R + ¢,, onde ¢, e ¢, sao os calores especificos do ar a pressao e volume
constantes, respectivamente.

Usando a lei dos gases ideais a equagdo de conservacao de energia (3.2) pode ser
escrita numa forma mais conveniente

dl'  1dp
e S e 3.3
n p di (3.3)

Os processos fisicos que contribuem para o aquecimento (resfriamento) do sistema
atmosférico sao: a radiacdo, a condugao molecular/turbulenta e a liberacao do calor
latente. Nota-se ainda que se o processo for adiabético, a equacdo acima se traduz
na aproximagao isentropica.

A equagdo de conservagio da massa fornece uma relagio prognostica para a
massa especifica
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Fig. 3.1 - Um sistema cartesiano girando com a Terra.

s N ., ) :
dt+'0 v=0 (3.4)

A equagdo do movimento (3.1) referem-se a um sistema inercial. Um sistema
de coordenadas que seja solidario a rotagdo da Terra (ndo inercial) faz surgir, para

um observador que participa do movimento de rotagao, outros termos nesta equagao
vetorial.

Considerando dois sistemas cartesianos ortogonais, sendo um fixo (Z, 7, Z) - iner-
cial - tal que sua origem coincida com o centro do planeta, e outro com a mesma
origem, mas gire solidariamente com a Terra: (z,¥, 2).

A partir do sistema inercial (ou absoluto), a velocidade ¥, do ar é a soma da
velocidade nao inercial o, relativa a Terra, e da velocidade ¥,, devida a rotagio do
planeta. Deste modo

Uy = U + U,

Para uma quantidade escalar o, sua derivada material no sistema absoluto é
idéntica a derivada material no sistema mével: (da/dt), = da/dt. Desta maneira, a
derivada substantiva de um campo vetorial A é

dA afA’,,;.Jr
dt — dt dt
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Fig. 3.2 - Ilustragio do deslocamento de um ponto 7(t) para a posigao 7(t + At).

Da figura (3.2) nota-se que o ponto 7(¢) desloca-se sobre a semi-esfera com a
velocidade linear §) x 7. Assim, o vetor 7 percorre 27 sin # no tempo 2ﬂ'/|ﬁ|; onde
r = |F]. Deste modo, para uma velocidade de rotagédo ) constante, o médulo da
velocidade linear da particula é |(3] |7] sin 0, que é o médulo da vetor §} x 7(t). Desta

forma, se estabelece a seguinte relagao entre as derivadas substantivas de um campo
vetorial

Entao, o vetor velocidade e aceleragao sao dados por

- dr’ dr' =
Vg = (E)G—E‘PQXT.

ar dv d (d7 . A
% = ()= [llL= @+ et

% + 20 x7 + Ax(Ax7).

A equagao do movimento atmosférico para um sistema nao inercial, com veloci-
-
dade de rotacao §) constante, é dada por
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%:_lﬁp—ﬁtb—Qﬁxf:‘—ﬁx(ﬁx1"')+f;- (3.5)
p

Os novos termos agregados a equagdo do movimento sdo ditas for¢as aparentes,
percebidas pelo observador nao inercial. O termo 2 X v é conhecido como forga de
Coriolis e Q2 x (§2 x 7) é a forga centrifuga. A forga centrifuga, em geral, ndo aparece
explicitamente na equagdo, pois a quantidade g, = Vo + O x (ﬁ X 7), chamada
gravidade efetiva (o que realmente observamos através do fio de prumo), substitui
os termos da forga gravitacional e centrifuga.

Antes de terminar a se¢do é pertinente observar de que é possivel desenvolver
uma mecanica em que as chamadas forgas aparentes tornem-se forcas reais. Tal
mecanica foi recentemente proposta pelo professor André K. T. Assis [1], preser-
vando a equivaléncia entre cinematica e dinamica . A mecanica de Assis ol o pri-
meiro modelo na fisica a demonstrar a relagao linear existente entre massa inercial e
massa gravitacional, observada experimentalmente por Newton e postulada na rela-
tividade, onde tal conceito é denominado principio da equivaléncia [31]. Além disso,
desaparece o conceito de referencial inercial.

A interagdo gravitacional entre particulas materiais nesta mecéinica é fornecida
pela relagao

o Fij £ .. 5 N
Fji = L?—é 1+5 (‘-"ij T ?J) (3.6)

onde as grandezas envolvidas sao entidades relacionais, ou seja,

=T =T g =N =)
= dr;j_ o st dzr‘,’_,"

T = T =

L 1 LA
7i; € o versor de 775, ¢ é a velocidade da luz, £ = 6. O valor de ¢ reflete o ajuste
do modelo ao problema da precessio do periélio das érbitas planetarias [1]. Assis
propoem para gravitagio k = —H,m;m;, onde H, é assumido constante.

A lei de forga (3.6) com k = H.q;q; e & =1 ¢é alei de Weber na teoria
eletromagnética [40], utilizada para satisfazer o terceiro postulado da sua mecanica:

A soma de todas as forgas sobre qualquer corpo
material é nula.
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Partindo da lei de forga (3.6) pode ser mostrado [1] que, num universo isotrépico,
homogéneo e sem rotagao

N " N 1’31
ZFjl——Tmchl:O < E-%:mlal (37)
=2 3=2

retratando a atragao gravitacional entre um ponto material m;, animado de uma
aceleragao a;, e o universo isotrépico, onde T é dado por

4 & (R
TE—3—HQE:; 0 p(r)rdr =

H, 6 M

2¢2 R

sendo M, R a massa e o raio do universo observavel, respectivamente. Note-se que,
pela homogeneidade, p(r) = pq.

A expressdo (3.7) representa a equagao do movimento, onde o primeiro termo re-
flete a interacdo do ponto material com forgas locais e o segundo termo, as interagoes
com os corpos distribuidos isotropicamente a seu redor (o restante do universo). Esta
foi uma idéia bastante engenhosa empregada por Assis e mostra, claramente, que a
forga inercial ¢ devida a interagdo de um corpo com todo o universo e, para um
universo de particula unica, inexiste inércia: o Principio de Mach.

3.1 Equagdes de Agua-rasa para o Plano-f3

O modelo de dgua-rasa parte da hipdtese de que a densidade do [luido ¢ considerada
constante, utilizado primariamente em dinimica do oceano [48], onde a dgua do mar
é praticamente incompressivel, o que geralmente nao ocorre no meio atmosférico.
Entretanto, tal modelagem tem se demonstrado util na simulagao dos fluxos da
atmosfera, principalmente para os deslocamentos oscilatérios.

Lancando mao da hipdtese da atmosfera homogénea, no qual p(z) é constante,
a diferenga é eliminada. E neste modelo a atmosfera se estenderia até uma altura
hs = pof/gp (=~ 8 Km), onde py é a pressao da superficie; e a [ronteira superior
(superficie livre) estaria bem definida: p;, = 0.

Para determinar as equagoes para o plano-f, sera realizada uma anélise de escala
para a eq. (3.5) desprezando-se as forgas viscosas. Sendo o raio médio da Terra
denotado por a, a eq. (3.5) pode ser expressa em termos de componentes’

P 3 q I ]

Ver segio 2.3 de (29)
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Z

hixy,t)
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X, ¥

Fig. 3.3 - Camada rasa, onde é mostrada a fronteira livre.

d
v + == —l-a—p + 2Qw senp — 2Qw cosy;
dt a a p Oz

dv u’tanp vw 1dp
s EP e T IO .
7 + -+ . B U seny;

dw u?+v? 10p
— — =——— - 202 i
dt a p 0z i SRSy

Definindo as seguintes escalas caracteristicas para fendmenos sinéticos (em médias
latitudes: fo = 2 senpo = 2§ cospy =~ 1074 s71) :

U~ 10 m/s escala horizontal de velocidade

W ~ 1072 m/s escala vertical de velocidade

L~ 10°m escala longitudinal (diregoes z e y)

D~ 10" m escala de profundidade

AP/p ~ 10° m?s™% escala horizontal de flutuagio da pressio
LIU ~10° s escala de tempo

Para uma dada latitude g, o parametro de Coriolis f = 2() senp pode ser
aproximado pelo teorema de Taylor

() = f(o) + @’z&%l (¢ = o) + O(A¢?)

tomando y =~ a(p — o), entdo: dy/dp = a. Pela regra da cadeia, determina-se

9f(po) _ (91 0y _ ,



desta forma f ~ fo + By, onde 8 = (29 cospg)/ a.

Tabela 3.1 - Analise de escala das componentes horizontais da equagao do movi-

mento,
Equagio do Mov. A B C D E F
componente-x ':T‘: —2Quseny +20Qw cosyp e ":;:“‘ﬂ = — i%&
componente-y %‘?’ +2Qu sengp = ”—t—'ﬂ = -i;gﬁ
escalas UL foU foW UW/a U?Ja AP[pL
magnitude (m/s?) | 1074 1072 106 102  107¢ 20

Tabela 3.2 - Analise de escala da componente vertical da equagiao do movimento.

componente-z %‘f —2Qu cose -152{11"—2- = — -:; %E -q
escalas UW/L foU U?la P,JpD g
magnitude (m/s?) | 1077 103 107 10 10

Da analise de escala na vertical, verificou-se o equilibrio hidrostatico (dp =
—pg dz), cuja forma integrada conduz a

p(z,v,5,0) = e, ) = gp [ dz = gplh(z,y,) - 2]

desta forma

o _, oh_ o0
am_g'oa:c_pax’

op _ 0h_ 0%

A equagao da continuidade para fluido incompressivel é V - v = 0, que integrada
na vertical (com w(0) = 0) resulta
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h
=H] (au av) o !(Bu_i_gj)

Por outro lado, visto que h(z,y,t) é uma superficie material

dh  Oh oh dh
Wy = = = i

dt ~ ot 5 T gy

desta forma obtém-se a equagao de evolugao para a altura geopotencial (continuidade)

B (o, 2,
dt 5$+ B

Assumindo como valida a aproximacao hidrostatica, tomando as equagdes do
movimento horizontal como dadas pela andlise de escala acima e multiplicando-se a
equagao da altura geopotencial pela aceleragao da gravidade, obtém-se

fv ?=U
dv g .
‘d—t'+fu+a—y=0 (3.8)

dd du  Ov
i S ashed
dt T (8:r o d J) o
que € conhecida como a aproximagao de dgua rasa, com f = fo+ fy, para o plano-f.

3.2 Equacgoes de Reynolds

Conforme anteriormente mencionado, o estudo da ciéncia meteorologica tem se divi-
dido entre fenémenos de escala sinética e os de média e pequena escalas, os tltimos
por conta principalmente da turbuléncia na atmosfera.

A turbuléncia de modo geral, e a atmosférica em particular, pode ser caracteri-
zada por sete aspectos mais importantes [52]:
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Fluxos turbulentos sao altamente irregulares e cadticos (aleatorios).

Fluxos turbulentos possuem alta capacidade de difusao: devido ao movimento
aleatdrio das parcelas do fluido (os vértices turbulentos), intensa mistura é verifi-

cada. Embora este mecanismo seja analogo ao mecanismo da difusao molecular,
a difusdo turbulenta tem muito mais intensidade.

A turbuléncia sempre ocorre para valores altos do nimero de Reynolds: R, =
U L]v,onde U e L sio escalas de velocidade e espacial, v é a viscosidade cinematica.
Reynolds observou que a transi¢ao de um fluxo laminar para um turbulento, no
interior de tubos, se d4 a partir de um valor critico: R, ~ 10°.

"
Fluxos turbulentos sdo rotacionais, com alto indice de vorticidade (& =V x 7) e
intensa flutuagao de @.

[Fluxos turbulentos sio sempre dissipativos: a energia cinética do movimento tur-
bulento transforma-se em energia interna, devido a dissipagdo molecular (viscosi-

dade).

Os fluxos turbulentos sao continuos, no sentido de que as escalas dos menores
vortices turbulentos sao muito maiores do que qualquer escala molecular.

A turbuléncia é uma caracteristica do escoamento e nao do fluido.

Devido ao carater aleatdrio (estocastico) da turbuléncia, para seu estudo mate-

matico usam-se métodos estatisticos de descrigio. Desta forma, algum tipo de carac-
teristicas médias (estatisticas) sao necessdrias, estimadas a partir de dados empiricos.

Dada uma fungao aleatéria f(t), sua média estatistica para um dado intervalo

At apresenta as seguintes propriedades [52]:

i) +9=f+7; i1) a=a; se aé constante;

i) af=af; i) 0f[ds = df/0s;

Reynolds sugeriu a hipétese de que o escoamento turbulento pode ser reconhecido

como uma superposicao de um fluxo médio (semelhante ao laminar) e uma flutuagao,
ou seja, f = f + f', de modo que f' = 0.

A equagdo (3.5) expressa em notagao indicial torna-se

dv; vy dp Doy
—k E__‘. e s W pinn G E bedeti | 8
f ()f. + Uy ()1_, 2 CikjalpVj s - 0:!3' i 9034

F dx; 2
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onde o;; € uma componente do tensor tensio (de segunda ordem), cuja divergéncia
expressa a forga viscosa.

Fazenso uso da hipdtese de Reynolds mencionada acima, tem-se
s /. = /. = ]
p=p+p; vi=0+v; 0ij = 0ij + 0y

e assumindo que p = p, a substituicdo das expressdes acima na equagao indicial do
movimento, torna-se, apos se tomar a média,

dv; op
PE = af 2 € U 0; + Z (a,, pu! v;) + pgba;. (3.9)

Tj

que € conhecida como a equagdo de Reynolds e o termo —pv! v’ é chamado tensor de

Reynolds.

Para uma substancia escalar quimicamente inerte (7, 1), satisfazendo a seguinte
equagio de difusdo

B(UJ

+Z o - ?

l-uN

onde K, ¢ o coeficiente de difusio molecular. Tomando a = a + o' ¢ v; = 0; + v}
e substituindo na expressdo anterior, resulta

oa 0Ua) « 0 [, 9& —— |
3t+; o, ‘Eax,- hmaxjﬁuja . (3.10)

Fisicamente, o nimero de Reynolds pode ser interpretado como a razao entre as
forgas inerciais e forgas viscosas: R, = U? L™'/vUL™% = U L/v. Assim, se R, — oo
significa que as forgas inerciais predominam sobre as forgas viscosas. Contudo, as
forgas inerciais sao representadas pelos termos nao lineares da equagao do movimento,
o que torna a turbuléncia um fenémeno essencialmente nao linear.

Altos valores de Reynolds sio quase sempre encontrados na atmosfera [45].
Desta maneira, de acordo com o exposto no paragrafo anterior: |o| < |pv}v}|;

isto é, no regime turbulento podemos desconsiderar a contribuigao da viscosidade
(e difusividade) molecular.
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As equagdes (3.9) acrescentam novas varidveis as equagoes do movimento: as
tensoes de Reynolds. Na tentativa de uma solugdo usam-se métodos de fechamento.
Uma técnica para o fechamento das equagées consiste em relacionar os fluxos turbu-
lentos aos gradientes das quantidades médias - a teoria K - através de coeficientes
de difusdo que sdo propriedades do fluxo e nao do fluido.

3.2.1 O Conceito de Camada Limite

O movimento de um fluido coincide, em muitos casos, com a teoria dos fluidos per-
feitos e a influéncia da viscosidade estd confinada a uma delgada camada a partir de
uma parede sélida. Se nao existe tal fronteira sélida, nao haveria diferenga aprecidvel
entre os campos de um fluido real e a teoria de um fluido perfeito [52]. A existéncia
de um contorno sélido faz o fluido aderir a parede, e as forgas viscosas retardam o
movimento do fluido numa fina camada préxima a parede, até o valor correspon-
dente ao fluxo de fluido ideal. Este corpo de idéias foi elaborado pelo fisico alemao
L. Prandtl; e a camada sob consideragao é denominada camada limite.

Em poucas palavras, a teoria da camada limite prediz que o movimento de um
fluido pode ser compreendido como a superposi¢io de um fluxo como predito pela

teoria dos fluidos ideais, ¢ um fluxo sob a influéncia da viscosidade, numa camada
proxima a uma fronteira rigida.

O estudo da atmosfera se distingue pela necessidade de se considerar os processos
térmicos, indicados por um parametro chamado nimero de Richarson:

= () (22 (20T
" T \ify 0z 0z
onde 0 = T (poo/p)?/» é a temperatura potencial e U é a velocidade média do vento.

A camada limite planetaria é entdo a regiao em que o fluxo de grande escala
da atmosfera livre ajusta-se as condigdes de contorno impostas pela superficie da
Terra. O fluxo resultante do forte cizalhamento e os efeitos térmicos do aquecimento
(resfriamento) superficial criam fontes de energia para os movimentos turbulentos,
que sao tipicos das camadas limites.



CAPITULO 4
INICIALIZACAO EM METEOROLOGIA

Em geral, na NWP somente os fluxos de baixa freqiiéncia tem pouco significado,
embora também existam solugdes de ondas de alta freqiiéncia (ondas de gravidade
inerciais). As observagdes mostram que existe um balango entre o vento e o campo de
pressao, assegurando que as ondas de alta freqiiéncia tem amplitudes muito menores
do que os fluxos rotacionais. Para garantir que os campos iniciais refletem este
balanco atmosférico e a previsio contenha somente pequenas amplitudes para as
ondas de gravidade inerciais, usamos o processo chamado inicializacao.

Esquematicamente, um processo ideal de inicializagdao, supondo que os dados
atmosféricos correspondam a ondas do tipo

b2 .
gty = 3 ape™
k=1

com as freqiiéncias ordenadas: w; < wy < ... < w, < ..., corresponde ao diagrama
abaixo.

z(t) =) ape™*
k

l

INICIALIZACAO

Y

a(t) =) ax ent
k

ap  se wi < w,
a =
. 0 se wy > W,

Fig. 4.1 - Representagdo de um processo de inicializagao ideal.

27



28

No inicio da NWP as equagdes atmosféricas foram modificadas para filtrarem as
componentes de alta freqiiéncia, as equagées da teoria quase-geostrdfica, que possuem
pequena divergéncia (D = % ). Todavia estas "equagoes filtradas”, embora livre
dos ruidos, envolvem aproximagoes que nem sempre se justificam, as quais poderiam
induzir erros na previsao. Particularmente na zona equatorial, cujo fluxo apresenta
divergéncia relativamente elevada - em comparagao com as latitudes mais altas -
acarretando na necessidade de se incluir outras solugbes além das previstas pelas
equacoes filtradas, pelo menos para os niveis mais baixos.

Historicamente, os métodos que mais tem se destacado para controlar os movi-

mentos de alta frequéncia, na pratica dos modelos de previsdo, podem ser listados
como:

Inicializagao Estatica;

Inicializagio Dindmica;

O Método Variacional;

Inicializagao por Modos Normais:
— Linear,

— Nao-Linear;

Técnicas Nao-modais:

— Método da Transformada de Laplace,

— Modos Normais Ndo-Lineares Implicito;

Filtros Digitais.

Abaixo descreve-se suscintamente cada técnica, exceto o método da transformada
de Laplace, analisado no capitulo 7.

4.1 Inicializacao Estatica

O termo inicializagdo estatica refere-se a qualquer procedimento de ajuste dos dados

iniciais afim de que estes obedecam alguma(s) restrigao(des), na intengao de eliminar
o ruido das ondas de alta freqliéncia.

A pratica padrdao é analisar o campo geopotencial ® e, desta forma, associar
o seu gradiente ao campo de velocidade do vento; através da relagio geostrofica

v = [7'k x VO, ou das relagbes de balango linear e nao-linear [26] dadas
respectivamente por
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V% + V[ Vip = V2,

V- (fVP)+2

P 9P ( O

2
— D
dz? Jy? Bazﬂy) =N

onde a componente rotacional do vento 7 = E x 61,() pode ser calculada da fungao
corrente 1), obtida de uma das relagoes anteriores.

Héa duas dificuldades basicas com este método. A primeira é que a equagao de
balango pode tornar-se hiperbdlica, principalmente onde a vorticidade absoluta tende
a valores negativos. Para garantir a elipticidade, os campos deverdo ser alterados.
A segunda limitagao parte do fato de que a auséncia da componente divergente do
vento garante a presencga dos modos de gravidade [26].

Deste modo, a inicializagao estatica é insatisfatoria, porque despreza muitas in-
formagGes observacionais 1teis, os campos devem ser modificados artificialmente e a
persisténcia do ruido é ainda um problema.

4.2 Inicializagao Dinamica

A idéia do método parte do fato de que os modelos meteoroldgicos possuem um
mecanismo inerente de ajustamento geostrofico!. Desta maneira usar-se-ia o préprio

modelo em ciclos foreward-backward para ajustar os dados. Tais ciclos podem ser da
forma

Upyy = Uy + A (%)n;

o = au‘
u’ﬂ. = u'ﬂ+l == At ( at )
n+1

Uy =3y — 22U

As principais restrigoes ao método sao: os modos meteorologicos sao amortecidos
junto com o ruido; é computacionalmente caro; processos irreverssiveis nao podem
ser incluidos devido as integragées backward.

lver [26] segiio 2.8




30

4.3 O Método Variacional

O objetivo aqui é tornar minimas as diferengas entre os valores tomados da analise
objetiva e os dados ajustados, cuja minimizagao esta sujeita a restrigdes dinamicas
como, por exemplo, a aproximagao geostréfica. Como os valores observados @° e ®°
nao satisfazem tais restricées e definindo

=+ ® = 9% + 9,

da relagio geostréfica obtém-se: @ = f~1 % x V(®° 4 ') — @°.

Minimizar as diferengas @' = @ — @° e ® = ®° — &, no sentido de minimos
quadrados é equivalente a minimizar o funcional

I= /n(af‘|'&"|2 + o ) d;

ou, na linguagem do célculo de variagoes : 6/ = 0. Os pesos a? e o} sio fatores
associados a cada variavel que tornam o ajuste possivel.

Obviamente [ = I(®’), entdo seguindo-se as regras do calculo variacional [26], a
seguinte equagao diferencial segue

v?tbr . qi(br — fCU - v?q)ﬂ;
ou, equivalentemente
Vo — g3d = f(° — ¢30°% (4.1)

onde ¢4 = f ay/a, e a vorticidade observada (° é dada por

Devido ao fato de que a atmosfera em latitudes médias, como regra, esta em
permanente balango quase-geostréfico e quase-estatico, revelando a existéncia de
um mecanismo fisico de adaptacao, é possivel definir um geopotencial de ajuste ®*
(45, 26], que faz com que as equagdes de dgua-rasa (3.8) adimitam um invariante
estacionario (s) acoplado a campos transientes, na forma



V20, — (/%) &, = f° — (7/") @°. (4.2)

As equagdes (4.1) e (4.2) coincidem se g5 = f/v/®*, ou ainda, ag/a, = (&*)71/2,
resultando que o ajustamento geostrofico e a inicializagao coincidirao.

A solugdo analitica obtida serve somente para ilustrar o método. Varios tipos de
restricoes podem ser usadas, tais como: a equagao de balango ndo-linear, a equagao
do vento térmico, o balango hidrostéitico e outras. Todavia o tratamento simultaneo
do ajuste da anélise objetiva aos diagnésticos dinamicos podem tornar os procedi-
mentos variacionais extremamente complexos.

4.4 Inicializagao por Modos Normais

Recentemente métodos baseados nos modos normais do modelo de previsao tem
sido propostos. A primeira tentativa foi separar os modos lentos (rotacionais ou
de Rossby) dos modos rapidos (divergentes ou de gravidade) e anular os ultimos.
Esta idéia teve somente um sucesso parcial, pois os modos de alta freqiiéncia eram
rapidamente re-exitados pelos termos nao lineares das equagdes . Uma versao mais
sofisticada deste método é tornar nula a taxa inicial de variagao dos modos rapidos,
a inicializagdo de modos normais nao-lineares (NMI).

Para apresentar o método seguir-se-a a descrigio dada por Daley [19].

Admitindo que as variaveis de um modelo %, v, ® possam ser separadas em com-
ponentes verticais e horizontais, na forma

u ﬁ(’\$59at) -
v | =] 9(Aet) | Z(z) = U(\eit) Z(2)
® (A, 1)

e substituindo numa forma linearizada, obtém-se trés equagoes horizontais, pela
técnica de separagdo de variaveis

di 1 9d

L2 80 =0 4.
T 2Q0 senp + 2 cosp O 0; (4.3)
9o 199

i T, —— o] 4.4
o + 2Q1 senep + 290 0; (4.4)
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ob  gH [oa a9 .
78 + woio— cos i + % (D cosp)| = 0; (4.5)

onde H é chamado de altura equivalente e (¢H)~! é a constante de separagio.

Assumindo que as componentes horizontais tenham um comportamento oscila-
torio no espago e freqiiéncia (o) complexa no tempo

N
u

ﬁ(A,L,O, .f,) =2 3{}1“ ciml—'zﬂia:;
QQ q_)m

onde m é o numero de onda zonal, o é uma frequéncia adimensional e 1 = \/—1, que
conduz ao seguinte problema de autovalor

. R m (i)m

ou™ = —9™ senp + ———;
acosp

T m
-7 ~m 1 8(1)

o™ = —u"senp — ———;
a Jp

. -
(i)m o gh’ A1 a(v COS(;J)
40)%a cosy dp
Para L niveis ter-se-a L alturas equivalentes Hy, & = 1,2,...,L. Para cada

nivel, o sistema acima ¢ transformado num conjunto de equagoes algébricas, por dis-
cretizagao, para cada nimero de onda zonal. Tais solugdes correspondem a expansao
em harmonicos esféricos ou fungdes de Hough [26, 60], como é conhecida a estrutura
horizontal.

Desta maneira para cada nivel existirao 3 M N fungdes de estrutura horizontal

k(N ) o (A @) k(N 0); 1<n<MN;
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onde n indica o nimero do modo horizontal. Cada modo estd associado a uma
autofreqiiéncia of, o que permite classifici-los em duas classes. A primeira consiste

de modos de baixa freqiiéncia (modos de Rossby) e a segunda sdo os de alta freqiiéncia
(ondas de gravidade).

Uma das propriedades dos modos normais é que @¥, ®¥ sio simétricos em relagio
ao equador, enquanto que 9 é anti-simétrico. Outra é que os modos I1%()\, ¢, z) =

U* Zi(z) formam solucdes ortogonais, normalizados pela condigio
<TF. 1 > = ] fi*. {1 do = & 6
o

onde 65 é o delta de Kronecker. A equagio acima deriva do fato das fungdes verticais
e horizontais serem, individualmente, ortogonais, ou seja

Zi(2) Z;(2) dz = 6]

~

fA / b (akaf + ki) + BhbE| cosp dipd) = ¢,
¥

Entao, um vetor arbitrario X = )?(,\, ¢,2,t) pode ser expandido na forma
X = Y3 atlienty=33 iUk Z(2)
no k % Tk

Y el =% by

2t = <. X> & EX

onde z¥ é chamado o coeficiente da expansio em modos normais e £ ¢ a matriz de
transformacgao do espago fisico para o espago de modos normais.

Para um modelo completo (incluindo termos nio lineares) da forma (4.3)-(4.5),
tem-se, para cada nivel k:

k
d—i— = i AU* + eN(UY)
{

onde a matriz A representa o operador (discretizado) linear do modelo, que admite

a fatorizacao: A = E~'A E, sendo E a matriz cujas colunas estio os autovetores
4n associados aos autovalores o, da matriz A, que correspondem aos modos e as
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freqiiéncias do sistema linear, isto é, ¢ = 0. Se a matriz for simétrica £~' = E7, as
colunas de E (autovetores) sao ortogonais e as freqiiéncias o, sdo todas reais.

- —
Realizando a troca de variaveis X = F U, obtém-se o desacoplamento

—

dX*
dt

= iAX* + RF

ou em componentes

= io,zr + »f (4.6)

onde R* ou r¥ é a projegio do termo nio linear N(U) no espago dos modos nor-

mais. Podemos decompor A em suas contribuigdes de baixa {reqiiéncia (subespago
de Rossby) e de alta freqiiéncia (subespago de gravidade)

afy) _ Ay 0 J[Y] T Re(Y,2)
d| 2| ~ 0 Az || Z Rz(Y,2)

Se tomarmos 7, como constante em (4.6), a solugio serd

Tp = [m;;(ﬂ)—ir—"] ghtnt o S

n a‘i’t

ao fixar-se: z,(0) = 17, /0y, para cada um dos modos rapidos (Z), o termo oscilatério
anula-se. Todavia o balango z,(0) = ir, /o, € ndo linear (r, = r,(z,)): a relagio
deve ser resolvida iterativamente.

Portanto, na inicializagio por modos normais lineares fixa-se os modos rapidos
como sendo nulos: Xy = [Y; 0]. E a inicializagdo por modos normais ndo linear é o
processo iterativo:

Zm+1(0) = i A" Rz[Yo, 2*(0)).

Este tornou-se o esquema de maior sucesso em NWP e foi desenvolvido por
Machanhauer [39] e Baer & Tribbia [2]. E ébvio que para aplicar a NMI devemos
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conhecer os modos normais lineares do modelo. Para modelos globais ¢ hemisféricos
a solucao é conhecida. A situagao para o dominio de area limitada é completamente
diferente, pois nao existe um método pratico geral para definir os modos normais.

Apesar disto, hd algum progresso na adaptagdo do NMI a modelagem de area limi-
tada [4].

As principais dificuldades para calcular os modos normais no contexto de area
limitada sdo:

(a) a ndo separabilidade nas varidveis horizontais devido a forma do dominio e/ou
se o parametro de Coriolis é fun¢io de ambas variaveis horizontais;

(b) as condigoes de contorno podem variar no tempo.

Estas dificuldades tem motivado a investigagao de técnicas alternativas, ou seja,

métodos que nio requeiram o conhecimento explicito dos modos normais do modelo,
as quals ver-se-a a seguir.

4.5 Inicializacao por Modos Normais Implicita

Esta técnica foi desenvolvido por C. Temperton [55] e testada para um modelo he-
misférico discretizado na forma de elementos finitos. Para descrever o método usa-se
a mesma representacdo da segao anterior. O sistema analizado entio é

—

d = ;
& Al + e
dt

onde, novamente, A = E-'AE. Assimse X = EU = [Y Z]7, sendo Y os modos
lentos e Z os modos rapidos, tem-se

ve|Ur|_ Ei'Y | _ [ Ev'EvY
Ug B+ 2 E;'E; Z
ou ainda, Ur = E,TIEyij e Ug = EEIEZG.

Defindo a tendéncia

X(At) — X(0)
At

§X = =iAX+R = R=(6X)—iAX.
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a equagio para inicializagio por modos normais Z4+!' = i Ay Rz, pode ser reescrita
como

24t — Z¥ = AZ =i AF (6:2)
ou, em termos das variaveis do sistema fisico
AAU =i EVAE E3' A7 By (8,0) =i E3' Ez 6,0. (4.7)

que € a equagao basica para o esquema de Temperton.

Se vetor de estado é formado pelas varivdveis prognésticas U = [¢ D ®]7, onde

¢ é a vorticidade, D ¢é a divergéncia e ¢ é o geopotencial, Temperton descreve duas
propriedade para os modos:

1) para os modos lentos U = [(r Dg ®r|": V?®r= f(r e Dp=0;

2) como a vorticidade potencial (2 = { — f®) é nula, para os modos rapidos obtém-

ge: € = [,

Se um modelo atmosférico for descrito por

5T & 0 —f 0 ¢ N
5* D|=|f 0 =V 2 D |+ | Np
Ll o 0 -1 0 o Ny

que, de acordo com (4.7), cada iteracdo de modos normais implicito ¢ da forma

0 f 0 A¢ (6:€)
—f 0 v2||aD|=]| (D) (1.8)
0 1 0 AD (6:0) |,

onde A(, AD, Ad sao as mudangas requeridas para as variaveis do modelo, 6,(, 6,D,
8@ sdo as tendéncias obtidas apds integrar o modelo num tnico passo de tempo.

Como os modos de Rossby estao balanceados - (6;D)r = 0 - tem-se que (6,D)o =
(6:D)c. A segunda equagao de (4.8) e a propriedade 2, permitem escrever
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(V2 - f%) A® = (6,D)o (4.9)

A 1nica variavel que permanece indeterminada é AD. Mas, pela terceira equagio
do sistema: AD = (6;9)¢.

Para determinar (6,®)¢, pode-se usar a propriedade 2: f(6,®)c = (6:()g. En-
tretanto, pela propriedade 1, f(6,()r = V%(8,8)r e, como as tendéncias gerais sio
as somas de suas componentes, escreve-se

F(6€)a = f(8:0)o = f(8:C)r = [(8:C)o — V*(6:@)o + V(8:0)c

ou ainda,

(V2= 1%) (6:D)a = V*(6,:2)0 — £(8)o. (4.10)

Na forma algoritmica o método dos modos normais implicito é esquematizado
como:

1) Obter os valores de tendéncia (um tnico passo de integragao);
2) Resolver (4.9) para Ad;

3) Resolver (4.10) para (6:P)c;

4) Obter AC = [ (AD);

5) Obter AD = (6;9)c;

6) Atualizar as variaveis do sistema.

4.6 Filtros Digitais

A 1déia de filtros digitais como um modo alternativo para a inicializagao, foi proposta

recentemente [38, 42]. Nesta descri¢io breve, seguir-se-d a exposigido desenvolvida
por P. Lynch [38].

O processo de inicializagao tem por objetivo eliminar o ruido provocado pelas
altas freqiiéncias. O filtro sera entdo denominado de passa-baiza, no jarguao da
literatura de filtros digitais [27]. No caso de um filtro passa-baixa ideal, tem-se

400
@) = (h + )(2) =f_w h(r) f(t —7) dr
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onde k(t) € o filtro, f(t) é a "fungdo de entrada” e [*(t) os dados filtrados.

No espago de freqiiéncias, o analogo a convolugao acima €

Fr(w) = F{(h * [)()} = F() F(f) = H(w) F(w)

ro{ Hsk

onde a transformada de Fourier da fungao de entrada e do filtro é expressa por F'(w)
e H(w), respectivamente. A transformada inversa da eq. (4.11), fornece a expressio
do filtro no dominio do tempo, isto é

_ 31 ;e it g, _ sen(wet)
h(t)_zﬂf_oo H(w) e do = =25

Se, ao invés da fungao no tempo continuo, tem-se uma seqiiéncia discreta de
pontos, a convolugao é reescrita como

N
fr:= E hkfn—k
k=—N

onde f, = f(nAt),n = ...,-2,-1,0,1,2,...; e h, = sen(nd.)/(n~), onde 8, =
we At é a freqiiéncia digital.

Como é bem conhecido, a série truncada de Fourier origina o fenémeno de Gibbs.
As oscilagées de Gibbs podem ser grandemente reduzidas por meio de uma fungao
janela. Desta forma, a resposta de um filtro pode ser melhorada se ele for multipli-
cado, por exemplo, pela janela de Lanczos [27]

_sen[nm/(N + 1)]
A= nr/(N +1)

A freqiiéncia de Nyquist wy = m/At, corresponde a frequéncia maxima que uma
componente f, pode representar no menor periodo 7y = 2 At. Este resultado pode
ser usado para determinar a freqiiéncia de corte (w.) da seguinte mancira: toma-se
um tempo ¢, = N; At, o tempo total de integragio do modelo para a inicializagio, e
arbitra-se w; = 2w /ts, ou 0, = w/N,.
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O processo de inicializagdo é realizado com integragdes foreward e backward sobre
o semiperiodo t,/2, e apds somam-se ambos valores filtrados:

1 l
f;?‘(o) — '"ihﬂfﬂ + Z h—n fn
n=1

-N;

f5(0) = %hofo+ g Y (4.12)

n=-1

I7(0)

f7(0) + f5(0)

A técnica foi testada para o modelo HIRLAM [38], com t, = 6 horas, At =
360 s e, portanto, w, = 7/30 (N; = 30). Os campos de temperatura, umidade,
pressdo de superficie e vento foram filtrados apds andlise objetiva, com resultados
verdadeiramente animadores. O filtro usado no processo foi

_ [sen[n 7/ (N, + 1)]] (sen(n wc))
" nw/(N,+1) nm '

E claro que, para o método ser fisicamente consistente, processos irreversiveis
nao podem ser considerados.



CAPITULO 5

DIFUSIVIDADE TURBULENTA NA CAMADA
ESTAVEL

Conforme observado na segao 3.2, as equagdes para o regime turbulento exigem
expressoes que relacionem as variaveis médias com os fluxos turbulentos - o problema
de fechamento das equagoes.

Num esquema de fechamento de primeira ordem, relaciona-se gradientes de quan-
tidades médias aos fluxos de Reynolds por meio de coeficientes de difusdo. Tendo em
vista que a turbuléncia é caracteristica do escoamento, as difusividades, diferente-
mente do caso laminar, poderao variar tanto no tempo como no espaco.

A difusividade vertical em camada estavel segue a modelagem empregada por

Degrazia e Moraes [20], considerando-se gradientes horizontais como sendo néo
relevantes.

5.1 Teoria da Similaridade

A teoria de similaridade de Monin-Obukhov é hoje uma das teorias cldssicas para se
descrever a turbuléncia, pois teve grande sucesso em descrever a camada superficial

da PBL. A camada superficial ocupa cerca de 10% da altura total da camada limite,
a partir da superficie.

A hipétese na teoria de Monin-Obukhov é que as quantidades relevantes para
a descricao da estrutura da camada dependam de poucos parametros fisicos dimen-

sionais. Como conseqiiéncia, a velocidade de fricgdo ou dindmica (u. = /7,/p -
T, ¢ a tensdao na superficie), o fluxo de calor (¢q. = w' 0'|;=0) e o pardmetro de

convecgio (B = g/T =~ g/0), poderiam formar escalas de velocidade, comprimento
e temperatura, como segue

u

k3 L=-

5 g*:_q‘ (5.

kB.q.’ K.

o
[
—

onde k£ 2~ 0.4 é a constante de Von Karman. Como u. > 0, o sinal de ¢q. determina
os sinais de L e .. Analogamente ao método da parcela', pode-se definir, através
das escalas, o tipo de estratificagio:

Ver anexo B.
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instavel ¢, >0, L <0, 0, <0;
estavel e. <0, L>0, 8, >0;
neutra g« — 0, |L| = o0,]0.] — 0.

A parte fundamental da hipétese de Monin-Obukhov é a auto-similaridade dos
perfis verticais de i e 0:

Kz du z Kz dl z
EE = (E) ) G_,E =& (E) 3 (5.2)

onde £ e & sao fungdes universais da varidvel adimensional z/L determinadas por
experimentos.

A formula fundamental da teoria semiempirica

du
—uw = 2 ’

= u =11‘J;

2
P
pode ser combinada com (5.2) para se obter as difusividades

G T G .

N =

5.1.1 A Teoria da Similaridade na Camada Estavel

Embora nas duas dltimas décadas a compreensao da camada convectiva (instavel)
tem sido bem estabelecida, a camada limite estavel (Stable Boundary Layer - SBL)
é bem menos conhecida, pois outros fenénemos interferem no processo, como ondas
de gravidade.

Entretanto, a modelagem da SBL noturna tem sofrido um grande avango com as
informagdes extraidas de alguns experimentos [12, 43, 50], revelando uma similari-
dade local dos fluxos turbulentos.
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A teoria de similaridade é adaptada ao caso da SBL [20], onde a parametrizagao
dependera de outras quantidades no lugar das grandezas superficiais u. e 0.. Assume-
se que as escalas apropriadas dependem dos valores locais da tensao 7(z), do fluxo
de calor w'0'(z) e do comprimento de Monin-Obukhov local® A

T

e L = E (5.4)
w' ¢
——— = (1 — 2/h)* 5.5
(w' 0" (1=2/h) (55)
7 = (1= z/yoess=en (5.6)
onde 1y = u? = —u’ w’ é a tensio superficial, h é a altura da camada limite turbulenta

estavel, z é a altura acima do solo, L é o comprimento de Monin-Obukhov e a;, a3
sao constantes a serem determinadas por experimentos. Esta hipdtese ¢ aplicavel

em regimes estaveis sobre terreno homogéneo, onde a turbuléncia é continua e nao
dominada por ondas de gravidade.

5.2 Difusividade Turbulenta da Teoria Estatistica

O ponto de partida da analise de propriedades variando continua e aleatoriamente
¢ essencialmente estatistico. Para tornar claro o tipo de métodos utilizados e es-
tabelecer uma notagao adequada, vao ser definidas alguns conceitos e apresentadas
algumas propriedades de fungoes estocasticas.

A média e a funcdo de auto-correlagio de uma fungao aleatéria num intervalo de
tempo At sido definidas como

_ 1 rat ' _u(tu(t+ 1)
i= szo wWdl R ==

e escalas integrais de espago e tempo como

2 .- r3/2
= k(g/T)w'e



43

I = fo " R(z)de;  t, = /D ” R(t) dt.

Alguns autores [45) também denominam a fungio B(r) = u?R(r), como fungdo
de correlagiao. Se R(7) depender somente de 7, mas ndo de ¢, a funcdo u(t) é dita
estacionaria e, claramente, B(7) = B(—7), B(0) = 0? = constante.

Sob muitos pontos de vista, principalmente o experimental, é mais confortavel
estudar estas caracteristicas com o auxilio da transformada de Fourier - o espec-

tro destas grandezas. Assim, o espectro da fungao de correlagao para uma fungio
estacionaria é

+00 : 2 foo
E(w) = —/ B(r)e™" dr = -—/ B(T) cos(wr) dr.
= 7 Jo
Com a transformacdo inversa recuperamos a fungio

Blr)= /Um E(w) cos(wT) dw

B(0) = o® = fo " E(w) duw.

A teoria estatistica de Taylor estabelece que se z é o desvio de uma particula
tipica, devido a velocidade turbulenta w’, apds um tempo ¢, e 22 é a média do
quadrado de um nimero grande de valores de z, entdo, o coeficiente de correlagao
lagrangeana da componente w na diregio z ¢ da forma

Loy W(t)w(t47) _dz
RW(T) = -IEE 3 w = -Jt“
A integragio de 7 = —t a 7 = 0 e o fato de que R.(7) é uma funcio estacionaria,

resulta

Y —_—— 1d2?
2 Lir)dr = w'(t = ——.
w A Ry (7)dr = w'(2)2(t) T

Consequentemente, outra integragio produz
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—_ (T gt
z2(T):2w’zjo .[o RE(7) drdt. (5.7)

Da expressao acima ¢ possivel imediatamente realizar uma analise para dois casos
limites. Se 7 — 0 tem-se que R,, — 1 logo, para T" pequeno

22 =uw? T2 (5.8)

Para tempos muito longos, t — oo, R, — 0, deste modo [§ Ry(7)dr = t,, a
escala integral lagrangeana. Neste limite, obtém-se

22 =2w?4¢,T. (5.9)

A interpretacdo fisica associada a estes casos limites é que inicialmente todas
as particulas deslocam-se em linhas retas - o caso da equagao (5.8). Para grandes

espagos de tempos, as particulas "esqueceram” suas velocidades iniciais e a equagdo
(5.9) é entdo vilida.

Realizando a integragio por partes na equagio de difusao de Taylor (5.7), conduz
a forma

22 =2u? T(».r —t) RE(t) dt;
0

cuja transformada de Fourier [47] é dada por

2
o =¢o2 1 ]w Sk(n) [M] dn; (5.10)
0

nmwT

onde S% é a densidade espectral da componente da velocidade lagrangeana. A quan-
tidade [sen(n77)/(n77)]* age como um filtro de passa-baixa [27].

A expressdo (5.10) pode ser interpretada da seguinte maneira: inicialmente, flu-
tuacoes de todas as escalas contribuem para 22, quando o tempo de difusio aumenta,
as altas frequéncias vao progressivamente perdendo a capacidade de influenciar a dis-
persao, isto €, as baixas freqiiéncias dominam o processo.

Os dados experimentais mostram que a correlagao lagrangeana tende mais lenta-
mente para zero do que a euleriana.
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nF(n) Euleriano
---- Lagrangeano
Log(n)
R(t)
Euleriano
---~- Lagrangeano

Fig. 5.1 - Densidade espectral e correlogramas hipotéticos ilustrando as di-
rerengas entre dados lagrangeanos (L) e eulerianos (E).

Adotando a hipétese simples de que Rp(r) = Rg(t), quando 7 = ft [47], a
equagao (5.10) pode ser reescrita como

o =0, 12/:0 SE(n) [%@1] dn; (5.11)

o termo f, representando a razao entre as escalas temporais lagrangeanas e euleri-

anas [47] e tem a seguinte expressdao: f, = (v/7/4)(U/ow), onde U é a velocidade
média do vento.

O coeficiente de difusiao para o caso de turbuléncia homogénea [46] é expresso
por

Substituindo (5.11) na equagido acima a difusividade torna-se

&2 ® S
B = ﬁ‘” f E 2“”t/ﬁ”) dn. (5.12)
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A

O comportamento assintético para um longo tempo de’'difusdo, onde n ~ 71, é
entao

1{22 = %[Uﬁ:ﬁw Sw(o)l‘ (513)

com o espectro da velocidade vertical [20] dado por

5/3] ~1
nSu(n) = 0.6(c)*? (i) [(fm)f'ﬁ + 1.5 (f) ]
U? q '

q

onde f = nz/U, afreqiiéncia reduzida, n a frequiéncia ciclica (em Hz), U a velocidade
média do vento na diregao z, (f;)n,w € a freqiéncia do pico espectral na estratificagao
neutra, ¢ = ®./c. = (1 +3.7z/A), sendo ¢, uma fungao de dissipagiao adimensional.

De acordo com Sorbjan [51]: ¢, =125 e (fm)nw = 0.33.

5.3 Difusao Vertical

A equagao de difusao de contaminantes passivos é descrita pela conservagao da massa
em (3.10). Um caso especial ocorre na dispersao de fonte de area instantanea, isto é,
a dispersao vertical de uma distribuigao de concentragao média de area, simplificando
a equagao de difusio para o seguinte sistema

dec 0 de

‘55 -—'C_:’—; ((::'a—z), 0(-.(!‘!-, (514)

&(2,8) =Q68(z—hr), emt=0; (5.18)

K,; = =0 emz=0 e z=h (5.16)
0z

A expressio do coeficiente de difusdo é obtido da forma assintética (5.13) e das
hipdteses de similaridade local (5.4)—(5.6), permitindo obter [20]

37 z(1 — z[/h)" /2y,
E = : 5.1
K 16 1+3.7(z/A) (5.17)
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No sistema (5.14)—(5.16) ¢ representa a concentracdo média de poluentes, @ a

intensidade da fonte de drea de altura hp, 6(z) é a fungao delta de Dirac e h é a
altura da SBL.

A equagio (5.14) é discretizada usando diferengas finitas, onde a malha é refinada
perto da fonte (z = hr). A fungdo de Dirac pode ser aproximada pelas equagoes

(Q/AZ*)(z — hp) + QA= z € [hp — Az, hp)
&(z,0) =8 —(Q/AZY)(z—hp)+Q[/Az, 2z € (hpy hr + AZ]
0 z & [hr—Qz hp+ A2]

A integragido temporal é realizada utilizando-se o método de Crank-Nicolson.
Este método, entretanto, nao é Ly-estavel [53], podendo ocasionar oscilagdes inde-
sejaveis, principalmente se Az torna-se muito pequeno, pois o maior autovalor (Ay,)
da matriz de amplificagio (I—1/2 At A)~! (I+1/2AtA), onde A é a matriz gerada
pela discretizagio do operador d/dz* e incorpora as condigdes de contorno (5.16),

aproxima-se de -1 quando Az — 0. Para evitar tais oscilagées deve-se fazer uma
restri¢io ao passo de tempo: At < Azh/x.

Outra maneira de contornar o problema das oscilagdes é simular a condigao (5.16)
por uma distribuigdo normal

&(2,0) = — e~heP /207,

o\2w

os resultados com a aproximagao acima tem sido razoaveis com o > 3.



CAPITULO 6
O MODELO METEOROLOGICO DYNAMO

O modelo que vai ser descrito abaixo foi concebido por P. Lynch [32], para simular
movimentos atmosféricos em grande escala (a escala sindtica). Apesar de sua grande
simplicidade o cédigo DYNAMO é capaz de reproduzir importantes fenémenos da
dindmica atmosférica, embora tenha sido imaginado para testar esquemas de inicia-
lizagao.

As hipéteses do modelo sao:

e aproximagao de agua-rasa (shallow-water equations):
considera-se a atmosfera como um fluido incompressivel e em equilibrio hidrostéatico
com a vertical, com o campo de velocidades independente da componente z;

e admite-se atmosfera seca e isentrépica;
e fronteira livre para a altura geopotencial (contorno superior);
e a superficie (fronteira no nivel z = 0) é considerada plana;

e Assume-se condigoes de contorno periddicas para todas as variaveis dependentes
perturbadas.

6.1 Equacgoes do Modelo

Partindo das equagbes de dgua-rasa numa camada delgada de fluido homogéneo e
incompressivel acima de um superficie plana sob a a¢io da gravidade, num sistema
de referéncia nao inercial,

du od

a — fU + 5:; = 0 (6.1)
dv ao

P73 + fu + 53; =0 (6.2)
dd

onde d/dt é a derivada substantiva; z, y sio as coordenadas no sentido oeste e norte;
t é o tempo; ® = gh o geopotencial, sendo h a altura do fluido acima da superficie
plana; u,v sdo as velocidades zonal e meridional. Considera-se o parametro de

Coriolis na forma f = fy + By, com fy, B constantes. Por iiltimo, os subscritos
significam derivagao parcial.
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Assumindo que o vento principal (zonal) é constante e estd geostroficamente

balanceado com o geopotencial (f& = —0®/8y) e os desvios (perturbagdes) sio
variaveis unidimensionais

u=a+u(z,t); v=1(z,t); @=d(y)+ (i)

Elimina-se a dependéncia em y subtraindo-se a relagio geostréfica da eq. (6.2),
obtendo-se a equagdo (6.2'). As equagbes da vorticidade ({ = v;) e da divergéncia
(6 = u.) sao obtidas das combinagdes [(6.2'); - (6.1),] e [(6.1)z + (6.2'),], respecti-
vamente. Ou seja,

G+ (uQ)e +6f+Pv=0 (6.4)
6.‘. + (ua):c == Cf = - ﬁ u' + $,..,=0 (65)
P, + (ud), — fiv+®6=0 (6.6)

a equagao (6.6) é obtida incorporando-se o balango geostréfico a equagao da con-

tinuidade (6.3).

O sistema (6.4)—(6.6) forma o conjunto de equagdes bdsicas do modelo, onde
as varidveis prognésticas (¢, 6, ®) dependem somente de = e ¢ (independentes). A
dependéncia em y ocorre somente no parametro f e no geopotencial médio ®; porém,
argumentos [26] de escala podem ser usados para mostrar que a dependéncia é tao

pequena que f e ® podem ser tomados como constantes, onde eles nao aparecem
diferenciados.

0 teorema de Helmholtz permite a particio do campo de vento horizontal
Ty =ui+vj em componentes nio divergentes e irrotacionais [29 ,61]

'i'._.?'H =ﬁ‘k+ ",p=k><V1[J+Vx;
onde 1 é a fungdo corrente e x o potencial de velocidade. Desta maneira tem-se

Vi = ¢ V3x = 6. (6.7)

Desta forma as componentes horizontais do vento sao recuperadas de
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v =V it =N,

Entao, para o presente modelo deve-se resolver, em cada passo de integragao,
duas equacoes de Poisson.

6.1.1 Adimensionalizagao das Equagoes

A conveniéncia de tornar as equagbes adimensionais, € tornar clara a importancia
relativa de varios termos do sistema, definindo-se escalas caracteristicas para cada
variavel. A varidvel espacial é adimensionalizada por L (comprimento do canal), as
velocidades por uma velocidade caracteristica V, o tempo por f~! e o geopotencial

por fLV.

O uso de uma adimensionalizagao deste tipo nas equacgoes do modelo, faz sobres-
sair alguns grupos adimensionais. Definindo

g ()

% g -\

1l
I

"
7L Rgs

onde Ry é o nimero de Rossby; Rp é uma medida do efeito 3; e Rp é o reciproco
do numero de Froude, relacionando a escala de comprimento do movimento com o

raio de deformagio de Rossby, Lr = V®//.

Deste modo as equagées (6.4)—(6.6) podem ser reescritas na forma adimensional

Ct+ Ro(u€)z+ 6+ Rgv' =0 (6.8)
6+ Ro (u)s — ¢ + Rou/ + 8., = 0 (6.9)
(I)g -+ Ro (u’l’)z = Rouo'v’ + RF 5 =0 (610)

Para maior clareza preservou-se a nota¢io adotada; salientando somente que ug
¢ o vento zonal médio (%) adimensionalizado.
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O sistema (6.8)—(6.10) pode ser escrito numa forma matricial prognéstica

%§+AZ+BX=—&NA&X) (6.11)

onde os vetores de estado sao
Z=[ 6 %, X=[v u 9

os coeficientes matriciais e o termo nao linear sao dados abaixo

0 1 0 Rg 0 0
A=|-1 0 & |; B=| 0 R0
0 RI-‘ 0 —'Rouo 0 0

T 9X:Z

Nz(2,X) = [N§ Nj N3| = (aj, )

A relagdo entre o vetor das varidveis prognésticas (Z) e o vetor das variaveis
primitivas (X) é dada por

Z=MX (6.12)

no qual M é um operador diferencial linear de primeira ordem:

2 00
M=|0 £ 0.
0 0 1

Aplicando a equagao (6.12) na equacdo (6.11), obtém-se a formulagao primitiva

M %—]: + (AM + B)X = —Ro N(X); (6.13)

e o termo nao linear associado é

A(X: M X)

N )= ="

Doravante denotar-se-a a matriz (AM + B) pela matriz H.
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6.1.2 Consideragoes Energéticas

Uma maneira de acompanhar a evolugédo do estado atmosférico é observar as con-

versdes de energia de uma forma para outra. A seguir é apresentado a expressao da
energia potencial e da energia cinética.

Considerando a energia de uma coluna de fluido de segdo transversal unitdria, a
energia potencial na coluna é

b 1
[0 pgz dz = Lpgh® = %p‘bz

onde h(z,t) é a profundidade total do fluido. Quando a superficie do fluido é perfeita-
mente plana, h(z,t) = h, constante, o sistema estd num estado de minima energia
potencial. Usando esta profundidade (k) como um valor de referéncia, define-se a
energia potencial disponivel (available potential energy - APE) como

h - - 1
-/E pg(z — h) dz = Lpg(h — h)? = §g~p¢’2 (6.14)

que nos fornece uma medida da energia potencial da coluna que estd disponivel para
a conversao em energia cinética.

A energia cinética na coluna pode ser dividida entre as contribuiges do fluxo

meédio (principal) e do fluxo vortical. A energia cinética vortical (eddy kinetic energy
- EKE) é expressa por

h |
/0 LHu? +v?*)p dz = L(u? 4+ v*)ph = Ep(u.’2 +v%)® (6.15)

observa-se que a EKE depende da profundidade k, enquanto que a APE depende
somente do desvio da profundidade média.

As equacdes de energia do modelo sdo deduzidas da maneira classica: a equagiao
(6.1) é multiplicada por p®u’, a equagdo (6.2) por pPv e a equagao (6.3) por p®’;
elas entdo sao somadas e integradas em relacio a z. Assim chega-se a equagao para
o balango de energia do movimento

d : : 0%
o / [%P(u 24 0")® + 1p® 2] de = — ]p't; [%(u’? +v*) + <D’] By dx
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o lado esquerdo é a taxa de EKE mais a APE, o lado direito representa a conversao
da energia do fluxo principal em energia cinética; claramente, se o fluxo atmosférico
parte do repouso (& = ¢, = 0) a energia total permanece constante.

Neste modelo simples (unidimensional) a energia cinética pode ser separada em
suas contribuigdes devido aos movimentos rotacionais e divergentes; como segue

K =Ky+ Ky Ky=1p(V)? = 1p0*®; Ky = 1p(Vx)*® = 3pu”®.

Estas quantidades sio importantes para avaliar o desempenho do modelo, uma

vez que o balango aproximadamente geostrofico impdem campos de velocidade fra-
camente divergentes (§ < ().

6.2 Discretizagao Espacial

Para integrar o sistema (6.11) ou (6.13) usou-se uma aproximagao por diferengas
finitas, transformando a equagdo num sistema de equagdes diferenciais ordinarias.

Como as velocidades (v,u) e as varidveis progndsticas ({,d) estdao relacionadas
por um operador diferencial de primeira ordem, ¢ adotada uma grade alternada [10).
As velocidades sao especificadas para "semi-pontos” e as variaveis prognosticas e o
geopotencial para "pontos inteiros”.

Os operadores de discretizagao sao dados por

1
(‘Im)z = E(q=n+1;‘2 == ‘Im—l,-'z)

B 1
(qm) = 5((1"m+1)"2 + Qm-l,"‘Z)

_ 1
(qm)a: L A_(qm-l»l - ‘?m—l)

T

1
(Qm)zx = 'A_xg(%n-ﬂ o 2Qm + (Im—l)

1
(u q)z‘lm = m[uﬂt—#l/? (qm-i-l - qm) - um—lf'z (qm - qm—l)]
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Usando estes operadores na formulagdo prognéstica e primitiva e assumindo
condigdes de contorno periédicas para todas as variaveis dependentes perturbadas

(Q(z + L) = Q(z)), obtém-se

‘fi—?ﬂxz = —[1/2 BX + Ry Nz(Z,X)] = —Ro N5(Z,X) (6.16)
dX
M —= +(AM +1/2B) X = Ry N(X) (6.17)

onde os vetores de estado e os termos nao lineares tornam-se

Z=[G & @1 ... (v, On, ‘I)NJT

i
X = [U_lfg U_1/2 (1)1 cee UNz—1/2 'U,N:._l/g (I)N;-]
1
N, = —
2(2,X) = 5= CD(X)RZ
1
NX)=—-——
(X) = 55 CDX)RMX

e os coeficientes matriciais de (6.16) e (6.17) sio dados na forma

E F F [ G G ji
F E F G G
F E F G G
A= L 3 B= ” j
F E F G G
\_F F E | G G
[ M, M, 1 = B | T
M, M, I I
M, M, - I
M = . v = s
M, M, S |
| M, M, |, & -1
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i D(X) = diag [urjp Lwap2 1, ..., un,-a2 ]

by 2 2e

— e~

Os elementos (submatrizes) das matrizes acima sao expressos por

g 1 B 00 0
E=|-1 0 —-2|; F=[00 £ |;
0 Rr O 00 0

claramente, todas as matrizes bloco acima sdo bloco circulantes do tipo (N,3), o
que permite a aplicagao dos métodos apresentados na segao 2.1.

Para recuperar os campos de vento devemos primeiro resolver duas equagoes do
tipo (6.7). Apresenta-se aqui somente a solu¢do para a fungao corrente, visto que o

caso do potencial de velocidade é analogo. Para o modelo DYNAMO a equagdo de
Poisson discretizada é como segue

(6.18)

onde ¥ = [y, ¥2,...,¥n]T, == Az? ({1, C2y-.-,Cn,]T € a matriz Ay é dada por
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Como o problema para o potencial de velocidade ¢é similar, a matriz do sistema

¢ a mesma como dada em (6.18). Observa-se que no sistema (6.18) a matriz A, é
uma circulante singular.

Uma solugdo para a equagao (6.18) pode ser tentada com o uso da decomposigio
de valores singular como dada em (2.15). Entdo a solugdo torna-se

Ut=A%Z e AL=F"ALF (6.19)

onde a matriz diagonal A, é dada por

Aa = diag[hy, Agy. .. AN M =2 [cos (W) = 1] .

No apéndice A é mostrado um outro método de solugio para o problema da
equagao de Poisson acima.



CAPITULO 7
INTEGRACAO E INICIALIZACAO

7.1 Dominio da Freqiiéncia: Método de Lynch

Aplicando a transformada de Laplace na formulagio primitiva discretizada, obtém-se
X(s) = H™'(s) [M X(0) + & N(X)] (7.1)

e a forma complexa para inversao é usada para recuperar o vetor de estados no
dominio do tempo,

* - —1 = -1 sAt A
xm_%jﬂ S)Z + e N(X2) s e*A ds; (7.2)

onde H(s) = (sI+ A) M+ 1/2B, é a matriz de transferéncia e o subindice n denota
o tempo discretizado, isto é: X,, = X(n At).

A equagado acima pode ser utilizada num processo de inicializagao, sumarizado
como segue

a0 == j{ H(s) [Z;(0) + & N[X}(0)] s™] ds (7.3)

aqui € € um parametro pequeno (Rossby), e o primeiro aproximante é tomado com
¢ = 0. O contorno I' é um circulo de raio 7, e considera-se os termos nao lineares
variando lentamente no tempo; esta hipdtese serve para justificar a aproximagao feita
em (7.2) da transformada de Laplace da nédo-linearidade.

A integral em (7.3) pode ser calculada a partir de uma regra de quadratura

em que o circulo é aproximado por um poligono regular inscrito, de lados AAj
(figura 7.1), ou seja

é P dh o= % F(M) A (7.4)
T k=1
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|

I 2

;-

Fig. 7.1 - O contorno I' e sua aproximagdo poligonal. Aqui vg e vg repre-
sentam a freqiiéncia minima da onda de gravidade e a freqiiéncia
maxima da onda de Rossby adimensionalizadas.

onde os pontos A sao pontos centrais do lado do poligono; e o = tan(x/N,)/(7/Ny),
¢ um fator de corregéo de poligono discutido em [35]. Lynch informa que obteve bons
resultados com Ny = 8 no somatério acima.

O raio 7, usado para definir o contorno em (7.4) pode assumir qualquer valor
no intervalo [0.203,2.224]; que refletem a freqiiéncia mdxima da onda de Rossby e

a freqiiéncia minima das ondas de gravidade [34]. Lynch tem usado v = 1 em suas
simulagoes [33-36].

A integral em (7.2) pode ser considerada como uma transformada inversa de
Laplace modificada [34-37, 57], agindo como um filtro (low-pass), eliminando as
componentes de alta freqiiéncia nos dados iniciais.

Se a equagao matricial do modelo meteoroldgico discretizado espacialmente fosse
dada em termos de equagoes de diferengas, ao invés de tempo continuo, o método da
transformada Z poderia ser utilizado como mostrado em [37].

A principal dificuladade da técnica reside no cdlculo das Ny inversas H,(s).
O uso da teoria de matrizes circulantes permitiria uma diagonalizagio por blocos
do sistema (6.17), reduzindo o esforgo computacional e o custo de armazenagem

requerida [15]. Procedendo a diagonaliza¢do, onde assumimos, por simplicidade,
ug = 0, obtém-se

H(s) = LIy, + L+ LsYV"' = F*Ho F (7.5)
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onde Hq = L1In, + LoQn, + L3(n, )V="! = diag[H;, Ha, ..., Hy,]. As submatrizes
Ly, L, Lz e H, (k= 1,2,...,N;) sio dadas por

[ fod- 2 % 0
L= Az ~& +1Rs) 5 |
\_ 0 —%ﬁ S
s 1 1
(& +1Rs) yvs 0
Ly=| ~& (43R 22 |
| 0 L& 0
00 0 ap b 0
L3 = 0 0 f;g : _Hk= -—b;_- ap Cp ¥
LU 0 0 0 di e

ai.. = ﬁ(wk_l — 1) -} %Rﬁ(wkﬁl + 1)

by = a(w1-1)

« = o (2)
dp = ZEW'-1)

gk = B,

A inversa da matriz diagonal Hq é dada finalmente por

1
H! = i
Q det(Hg) adJ(Hﬂ)

onde os elementos (submatrizes) da matriz Hg' sio escritos como

1 (aper — cxdy) —biex bicy
H;l - A_ bkek arpey —aiCy
k —bydy —akdk ((LE + bf)

onde det(Hy) = Ay = (af + b})ex — axcidy.
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7.2 Dominio do Tempo: Método da Matriz Nao-Modal

7.2.1 Formulagido Progndstica

A equagio (2.11) é formalmente idéntica a equagio (6.16). Portanto a solugio
para (6.16) é da forma

Z(t) = D*(t) Zo + ¢ /; D*(t — 1) Ng[Z(7),X(7)] dr (7.6)

1 3N [7-1

7 _;l — - 1 .
D*(t) =it 2 [Z ar fr‘ o 1\ (—A)3N= (7.7)

onde os a;’s sao os coeficientes de O(A), o polinémio caracteristico da matriz (—A).

Para computagao digital é mais adequado uma versiao discretizada da equa-
Gao (7.6). Assumindo que os termos Ng(Z,X) possam ser tomados constantes num
intervalo pequeno [t,t + At], ¢ ficil mostrar que (7.6) assume a forma

Zyyr = D¥(At) Zy, + € V(AL) Np(Zn, X,); (7.8)

onde ¥(t) é a integral da matriz de transi¢do de estados, isto é, W(t) = f; D*()) dA.

Deste ponto é possivel derivar imediatamente um esquema de inicializagao, a
saber

1) Zips (At) = DH(AL) Z(0) + € Y(At) Np[Z1(0), X;(0)]
2) M Xj41 = Zi41 (Equagdo de Poisson) (7.9)
3) Zi(0) = [D* (A [Zisa(B1) — € U(AL) No(Zes, Xewn)]

arbitrando-se € = 0 e At = 0 quando k = 0.

Para o modelo DYNAMO é possivel determinar uma solugio semi-analitica para
o sistema (6.16). Como a A matriz A é bloco circulante e, portanto, admite a
diagonalizagdo por blocos: A = F* A4 F, com A, = diag[Af,AS,..., A} ], no qual
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0 1 0 .
ALA — —1 0 (648 3 Qp = Ez—_f lcos (.2_?7(_?_’\(__1_1) _— 1] .
0 Rp 0 " z

Como o polinémio caracteristico da matriz A é o mesmo que o da matriz A4,
€escreve-se

N::
|A+ AT = [Ax+ M) = J] AZ(N)
k=1

onde A£()) é o polinémio caracteristico associado as submatrizes Af, explicitamente
Ap(N) = [AE+ M| = N = pi )

sendo i = Rpaj — 1. Obviamente o conjunto de autovalores de A é:
m={AeC| X —ur=0}={0,+u}; k=12,...,N,.

Em virtude da diagonalizacio de A, é possivel calcular a matriz ndo-modal de
maneira exata': D(t) = F* diag[D;(t), Dz(t),..., Dn,(t)] F, no qual

(up+1) 0 —ap

i -1 0 (472
Di(t) = — 0 0 0 + cos(0xt) 0 i 0
Hi Rr 0 -1 —Rr 0 (p2+1)
0 1 0
el i 0w (7.10)
% 1 o Re o

onde 0 = Im{pu} e t = At para a equagdo (7.8).

7.2.2 Formulagao Primitiva

A fim de incluir os "termos 8 ” numa aproximacao linear do esquema de inicializa-
cdo, podemos utilizar a eq. (2.17). Se a matriz M em (2.17) for ndo singular basta
pré-multiplicar este sistema pela matriz M ™! e recairemos no caso descrito pela se¢io
anterior. A situac¢do ¢ muito diferente no caso de M nao ter inversa, onde entao o

sistema € dito singular; neste caso poderiam ser utilizadas as técnicas descritas na
segao 2.3.

Wer apéndice D.



CAPITULO 8
RESULTADOS NUMERICOS E CONCLUSOES

8.1 Resultados Numéricos

8.1.1 Difusao Vertical Turbulenta

Partindo-se do modelo nimerico de difusdo descrito na segao 5.3, estuda-se o pro-
cesso de transporte turbulento ocorrendo em dois estagios da evolugdo temporal de
uma camada limite estavel noturna. Analisa-se aqui um caso de transporte turbu-
lento para o inicio da noite e um caso de transporte turbulento para tempos mais
avangados na noite. Para simular o primeiro caso escolhe-se na equagdo (5.17) os
valores de a; = 2 e ap = 3, extraidos de medidas em Minnesota, quando processos
evolutivos ndo-estacionarios estavam presentes. As medidas em Minnesota foram re-
alizadas durante o periodo de transigao de uma camada limite convectiva para uma
estavel. Para simular o segundo caso, escolheu-se na equagdo (5.17) os seguintes
parametros: a; = 3/2 e az = 1, resultado de medidas realizadas em Cabauw,
quando a SBL atingiu condigdes mais estacionarias. As medidas em Cabauw foram
realizadas aproximadamente trés horas apds o pér do sol, evitando-se assim o periodo
de transigao. Quando se fala de processo estacionario, é no sentido de que os fluxos
turbulentos nao dependam do tempo.

Na figura 8.1-M e na figura 8.1-C esta representada a evolugio temporal do perfil
vertical de concentragdo para uma fonte de area localizada a 12.5 m do solo. As letras
M e C designam respectivamente a camada limite estavel de Minnesota e Cabauw.

Percebe-se da figura 8.1 que o contaminante vai ocupando a camada limite
deslocando-se lentamente de baixo para cima. Tal resultado deve ser interpretado
a luz do decréscimo gradual da turbuléncia para zero, préximo ao topo da camada.
Observa-se também que a camada limite de Minnesota apresenta uma mistura ver-
tical mais acentuada do que de Cabauw, levando dessa forma a uma distribuigao
vertical de concentragido, para grandes tempos, mais homogénea. Esta diferenga no
processo de mistura entre estes dois estagios de desenvolvimento da camada limi-
te torna-se ainda mais evidente na figura 8.2, que exibe a evolugao temporal da
concentracao em diferentes alturas.

A homogeneidade da concentragio é obtida mais rapidamente para a camada
limite de Minnesota.
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A figura 8.3 expressa a evolugdo temporal do perfil vertical de concentragao
para uma fonte de drea localizada a 300 m do solo. Observa-se na figura 8.3-C que
o maximo da concentragao, mesmo para grandes tempos, se mantem aproximada-
mente na altura da fonte, nao havendo uma eficiente excursao de contaminantes no
sentido das regides inferiores da camada limite estavel. Para o caso de Minnesota,
representado na figura 8.3-M, o processo de difusio de contaminante no sentido do
solo é lento, porém devido a maior magnitude dos coeficientes de difusdao o perfil
apresenta para grandes tempos uma forma homogénea.

Os contaminantes abandonados em regides elevadas da SBL, onde o gradiente
do? [dz é muito pequeno, difundem-se muito lentamente sob a influéncia dos pe-
quenos turbilhes. Estes produzem um campo turbulento quase homogéneo, de modo
que as particulas de poluentes podem permanecer durante grandes tempos em al-
turas elevadas sem perceber o carater mais difusivo e ndao homogéneo da turbuléncia
presente em regides mais baixas da SBL.

Na figura 8.4 a concentragao proxima ao solo é mostrada como fungdo do tempo
para diferentes alturas de fonte de drea. Observa-se que os contaminantes emitidos
por fontes de areas localizadas na metade inferior da camada limite difundem-se mais
rapidamente no sentido do solo. Este efeito é devido a forma do perfil de K.., que
apresenta valores elevados préximo ao solo em comparagio com os valores de K.
encontrados na parte superior da camada.

Para simular os casos descritos os seguintes parametros foram usados:

e L =116 m - dado obtido apartir do experimento de Minnesota;
@ = 400 g/m?* - a intensidade da fonte de area;
e h =400 m - a altura da SBL;

u, = 0.31 m/s - tensdo superficial;
e parametros de discretizagdo:
— At =10 seg: passo de tempo,

» = h Az = 50: nimero de pontos da grade nao refinada.

Os coeficientes de dispersao estaciondrios determinados dos experimentos de
Cabauw e Minnesota estao representados graficamente na figura 8.5.
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Fig. 8.1 - Perfil vertical de concentragao para diferentes tempos.
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Fig. 8.2 - Evolugio temporal da concentracio para fonte de area a 12.5 m do solo.
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Fig. 8.3 - Evolugdo temporal da concentragio para fonte de area a 300 m do solo.
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Fig. 8.4 - Concentragido préxima ao solo para diferentes alturas da fonte de dera
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Fig. 8.5 - Perfil de .. para os experimentos de Cabauw e Minnesota.

8.1.2 Integragao com Matriz Nao-Modal e Inversa M-P

Para testar as solugdes apresentadas pela matriz nio-modal na forma (7.10) e pela
inversa de Moore-Penrose (M-P) (6.19), as seguintes condigdes iniciais foram usadas

9,(0) = g4 cos(2rjAz/L)
vi-172(0) = [2;(0) — @;-1(0)]/ Az
u;_172(0) = 0; 3=1,2...5Ns
onde ¢4 é a amplitude da onda. Estas condigbes simulam uma onda de Rossby.

O modelo DYNAMO foi processado com os seguinte grupo de nimeros adimen-
sionais
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I =0.10; Rs = 10; Rr = 0.16;

e os parametros de discretizagao:
L = 10000 Km; N ia= L N, = 2% = 32;
N; = 1000; At = 100 sec.

O nimero dos pontos de grade N, estdo numa forma altamente fatorada (2"),
que é a maneira mais eficiente de calcular a transformada discreta de Fourier [5, 56].

Para comparar a solugio da inversa M-P e a solugdo apresentada por [28], define-
se o “erro” quadratico

&= (W —p);

onde pu = v,u, ®, Ky, Kx, V,, e o sobrescrito (*) representa a solugio dada por (6.19).

Da figura (8.6) vé-se que a diferenga entre ambas as solugdes é muito pequena, ela é
menor do que 10717,

B possivel apresentar uma relagio de ordem para as diferengas quadraticas das
variaveis dinamicas do modelo: €, > €, > €¢. Para os erros quadraticos das quanti-
dades de energia é possivel também obter-se uma relagao de ordem: ey, > ek, > €v,.
As quantidades de energia dao uma boa indicagio da estabilidade numérica de mod-
elos computacionais. As diferengas quadraticas para a energia cinética-rotacional
(Ky) é mostrada na figura (8.7). Na integragio temporal usou-se uma técnica de
Adams-Basforth de segunda ordem [32].

As diferengas sao muito pequenas entre os campos computados pelo método
descrito no apéndice A e pela decomposigao em valores singulares (inversa M-P).
Salienta-se ainda que o cédigo trabalha com precisido simples.

O apéndice C apresenta o procedimento para o caso bi-dimensional, se a condigao
de periodicidade é assumida para ambas variaveis espaciais.

A integragao via matriz ndo-modal (NM), dada pela equagdo (7.10), também nao
apresentou diferengas muito marcantes nos campos meteorolégicos, quando compara-
dos com uma integragao tipo Adams-Basforth (AB). Isto pode ser notado observando-
se diretamente a figura 8.10. Para uma referéncia mais precisa, a tabela 8.1 mostra

o valor maximo da diferenga relativa (A¢) entre os valores finais dos campos (N, =
1000), onde
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Fig. 8.6 - Inversa M-P: Valores finais para o vento meridional.

€aB —ENM

AE =
¢ €aB

|

sendo £ = u,v, ¢.

Tabela 8.1 - Valores maximos de diferengas relativas para os valores finais dos

campos.
¢ A x (x 10° Km)
u 3.1170 x 107! 0.5
v 2.4501 x 1072 7.0
) 3.5874 x 102 9.0
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A figura 8.8 é uma representagao tridimensional do geopotencial como fungédo de

(z,1) e a figura 8.9 é o diagrama de Hovmoeller do geopotencial.



Tt

0.40 -
IS ]
C —
RS i
@) -
o i
80'20t
Q ]
LIJ -
e} ]
L) ]
0.00 Ir'llIIIIi{i]r[i'IIIl‘ll"lli-illlllli"lllllril IIIITI'I]II’IlIIlIl—l
0.00 500 10.00 15.00 20.00 2500 30.00
horas

Fig. 8.7 - Inversa M-P: Energia cinética-rotacional para o ponto central,

As energias potencial disponivel, cinética divergente e cinética rotacional estao
representadas graficamente nas figuras 8.11, 8.12 e 8.13, respectivamente. Nota-se
que ocorre um descolamento da solugio obtida pela matriz ndo-modal e a integracdo
por Adams-Basforth, principalmente para a energia potencial disponivel e a energia
cinética rotacional. Este efeito é devido, provavelmente, ao erro de arredondamento

que se propaga na integragao, podendo ser amplificado pela natureza nao linear do
sistema.

A contribuigdo dos termos ndo lineares e dos termos beta se da sob o produto
da integral da matriz de transigao de estados. Para estabelecer um procedimento
numérico para o calculo desta integral (comparando com sua solucio ezata), foi usada
uma regra trapezoidal simples

U(AY) = /:‘ DOV dr ~ [D() + 1] (At/2); (8.1)

na qual nenhuma diferenga significativa foi apontada.
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Fig. 8.8 - Representagao tridimensional para o geopotencial integrado via ma-
triz ndo-modal.
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8.1.3 Inicializagao Via Matriz Nao-Modal

Para testar o algoritmo proposto na se¢dao 7.2.1, serao utilizadas condigoes iniciais
semelhantes as descritas na segdo anterior:

10
D;(0) = ¢4 Y cos(2rkjAz/L + ¢1)
k=1

vi-172(0) = [®;(0) — @;-1(0)]/Az
Hj_12(0)=0; j=1,2,...,Nm

onde ¢ € uma fase escolhida aleatoriamente. Aqui também adota-se uy = 0, indi-
cando que a taxa de variagdo da energia total do sistema deverd ser nula, os demais
parametros de discretizagdo serdo os mesmos ja utilizados.

Para calcular o operador de inicializagdo (a matriz ndo-modal modificada) a
integral em (7.7) é calculada pelo método de Lynch, equagio (7.4), com v = 1.
A integral da matriz ndo-modal modificada é aproximada por

Ut(At) >~ [DY(At;) + DH(0)] (Ati/2);

da mesma forma como mostrado na segio anterior, onde At; é um passo de tempo
utilizado para a inicializagdo, ndo necessariamente igual ao passo de tempo da inte-
gragao.

Para facilitar a visualizagdo mostra-se a evolugao de um ponto central (z = N,/2)
para a componente zonal do vento horizontal e para o geopotencial (figuras 8.14
€8.15). Claramente, ocorre uma redugéo significativa das oscilagdes de alta freqiiéncia.

Conforme alertado, a energia total do sistema deve ser conservada, pois o fluxo
principal é nulo. A figura 8.16 expde a evolugao da taxa de energia total do sistema.
Novamente, as oscilagoes foram reduzidas drasticamente, demostrando que o método
proposto é eficiente na eliminagiao do ruido provocado pelas ondas de gravidade.

Outra forma de visualizar as diferengas entre os campos inicializados e nao ini-
cializados é mostrada nas figuras 8.18 e 8.19. A figura 8.18 representa a diferenga
entre o geopotencial inicializado e nao inicializado, as curvas de niveis destas direngas
sao apresentadas na figura 8.19
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Fig. 8.18 - Representagao tridimensional da diferencga entre geopotencial ini-
cializado e nao inicializado.
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Como mostrado na segdo anterior, as condigdes iniciais impostas geravam fluxos
divergentes pequenos, mas nao nulos. Viu-se que a energia cinética associada aos
movimentos divergentes eram da ordem de 10%, enquanto que os movimentos rota-
cionais comportavam energia da ordem de 10°. Isto indica que os modos de Rossby,
associados a componente rotacional, é mais relevante, do ponto de vista da energética

do modelo, do que os modos de gravidade. Tal diagndstico é imposto pelo estado
bésico (geostrdfico).

Na figura 8.17 é mostrada a evolugdo da energia cinética divergente, que esta de
acordo com o que foi obtido na figura 8.12.

8.2 Conclusoes

Antes de abordar criticamente os temas aqui apresentados, serd descrito, de forma
esquematica, um sumario dos resultados obtidos:

Resumo dos Resultados

1) O método da transformada de Laplace pode se tornar mais eficiente se as matrizes
do sistema forem (bloco) circulante;

2) Inversa de Drazin para matrizes Bloco-Circulantes;
3) Dispersdo Numérica em camada estdvel:
e O modelo descreve um comportamento fisicamente esperado,
e Camadas com processos mais estacionarios apresentam dispersao mais lenta,
o Assimetria de K., influéncia a disperséo;
4) Integragio e Inicializagio Nao-Modal:
o O método é uma alternativa para integragio e a solugao nao-homogénea pode
ser obtida por formulas simples de quadraturas,

o Efetivo para eliminar altas freqiiéncias;

5) A decomposicao SVD é uma solugdo para reconstrugio dos campos de vento.

Para a difusao vertical turbulenta foram feitas simulagoes da dispersao de fontes
de area em diversas alturas. As investigagbes centraram-se basicamente em dois
periodos de desenvolvimento da SBL noturna. Num caso, o coeficiente de difusiao
selecionado foi representativo de uma SBL préxima ao periodo de transi¢do, onde
processos evolutivos ndo estacionarios estavam ocorrendo (Minnesota). No outro
caso a difusividade era caracteristica de uma SBL mais estacionéaria (Cabauw).
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Este modelo simples revela que o transporte em ambos os periodos de evolugio
da SBL é um processo lento, quando comparado as camadas limites convectivas.

A pequena mistura vertical presente nas SBLs é o mecanismo responsavel por esta
situagao.

Uma questdo importante a ser estudada seria a tentativa de descrever o coefi-
ciente de difusio como propriedade do estado de evolugio da camada limite. Desta
forma a difusdo turbulenta seria descrita por formas assintoticas, independentes

do tempo, mas caracteristicas do estado da camada, se convectiva, estivel ou em
transigao.

A assimetria do coeficiente de difusdo influencia fortemente a dispersao de con-
taminantes. E a altura da fonte é extremamente importante na avaliagao do impacto
ambiental causados por poluentes numa SBL.

Para a matriz ndo-modal, entre as principais dificuldades encontradas destacam-
se as exigencias do conhecimento dos coeficientes do polinémio caracteristico e, a
mais grave, o calculo das poténcias da matriz do sistema. Apesar de que a hipdtese
de periodicidade nas condigdes de contorno torne o problema muito mais simples,
nem sempre pode-se valer desta condigao.

A ultima exigéncia torna o método nio competitivo, pelo menos para os com-
putadores atuais. Todavia, deve-se estudar a importancia de cada termo (poténcia)

:
na expressao (2.12). E possivel que somente poucos termos dominem esta soma,
tornando a técnica operacionalmente aplicavel.

Para a determinagio dos coeficientes do polinémio caracteristico, o método de
Danilevsky [22, 30] tem se demostrado o mais eficiente.

De qualquer forma, a solugio via matriz ndo-modal pode permitir importantes
informagoes para efeitos de analise, pois constitui-se numa solugio em forma fechada.
Além disso mostrou-se eficiente na redugao do ruido provocado pelas altas frequiéncias.
Na verdade, a matriz nao-modal representa de forma exata a transformada inversa
de Laplace da matriz de transferéncia do sistema, mostrando a relagao intima entre o
método da transformada de Laplace proposto por Lynch e a técnica aqui apresentada.

Tanto a matriz ndo-modal, como o método da transformada de Laplace, estdo
baseados na integragido de uma integral de contorno no plano complexo. E, portanto,
interessante pesquisar técnicas precisas para o cédlculo destas integrais. Somente
para exemplificar comparamos a solugio exata (7.10) com o método da quadratura
gaussiana [9, 59], com 18 pontos de quadratura, e o de Lynch, equacio (7.4). A
tabela 8.2 mostra somente os fatores relativos a primeira submatriz' de (7.10), onde

INa tabela temos: Bi,;(t) = Yico @t fo M =""1eM O~ (A) d), e t = At.
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Tabela 8.2 - Comparagdo entre o método de Lynch e quadratura gaussiana para
o calculo de By ;(1).

Sol. Exata

Quad. Gauss.

Lynch (y = 1)

Lynch (v = 50)

Co BN .

4.99996 x 10~°
9.99983 x 1073

1.00000

5.00000 x 10~°
1.00000 x 10~2

1.00005

6.53270 x 107!
4.52172 x 1073

1.00002

1.27237 x 1073
5.13454 x 1073

1.05406

se nota que a quadratura de Lynch é uma estimativa pouco precisa (v = 50).

Outro ponto a destacar refere-se ao fato de que, entre os métodos de inicializagiao
propostos na literatura, os dois métodos apresentados por P. Lynch (transformada
de Laplace e o de filtros digitais) e o método da matriz ndo-modal sdo os unicos
que permitem ao analista selecionar quais as solugdes que devam constar na resposta
do seu sistema. Este aspecto adquire relevancia nos sistemas equatoriais, onde a
separagdo entre os modos de Rossby e os de gravidade ndo é tao forte.

A formulagio prognéstica exige a solugao de duas equagoes de Poisson para a
atualizacio do vetor de estado das variaveis primitivas. Enquanto que na formulacio
primitiva ndao necessita-se disto, mas em contrapartida, outras dificuldades podem

ser encontradas. Como o sistema DYNAMO é singular o calculo da inversa de Drazin
é exigido.

Para a integragao estatica, ou a reconstrugdo dos campos, a solugao pela de-
composigdo em valores singulares (usada sob a forma da inversa de Moore-Penrose,
pois o sistema é singular) mostrou-se apropriada. Como a inversa de Moore-Penrose
representa a solugao no sentido dos miminos quadrados, os resultados obtidos per-
mitem afirmar que ela se constitui num potencial que também satisfaz a equagao
de Poisson discretizada. No caso de condigdes periddicas, esta solugao é simples e
eficiente e seu uso para dimensées mais altas é imediato.



APENDICE A

Reconstrugao dos Campos de Vento

No capitulo 6 foi visto que, a cada passo, novos valores para as componentes horizon-
tais devem ser obtidos da vorticidade ¢ e da divergéncia . Portanto deve-se resolver
duas equagoes da forma

R RO B0) (A1)

A equacdo discreta associada a expressao acima pode ser escrita como

Aaq’:p

onde p = Az? 5. Tomando-se o potencial ¢ = ¥ +¢, no qual ¢ é uma constante, entao
¢ é também uma solucio de (A.1). Fixando-se a constante ¢ tal que ¥y = ¥y, =0,
o sistema discreto reduz-se a

— 2‘1-’1 + \Ijz - 1
v, - 20, + Vs — P2
‘I:z - 2‘.1’3 G & ‘If-a = ﬂia (A.2)
qJN:"‘z - 2II’N:—1 = pN:—l
¥, b e = AN

Se a primeira equagao do sistema (A.2) é multiplicada por um, a segunda por
dois, etc..., e somando-se todas as equagdes restantes, tem-se

Ny
NoUy =3 kpr
k=1

e o valor de ¥; é obtido. Usando a primeira equagao algébrica do sistema (A.2)
encontra-se W, e a substituigdo progressiva nos fornece a solugao integral. O erro
de arredondamento pode ser conferido calculando ¥y, = pn,—1 + 2¥ N, -1 — YN, —2,,
que deveria ser nulo [28].
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APENDICE B
O Método da Parcela

Da integragdo da aproximagao isentropica tem-se

Rfcp
ol
p

onde # é a temperatura potencial e p; é a pressio na superficie. A substituicdo
da aproximagdo hisdrostatica e da lei dos gases ideias, apds tomar o logaritmo e
diferenciar a expressao da temperatura potencial, obtém-se

No processo adiabético, a temperatura potencial permanece constante, portanto

9 T

r
1T, 0z

C

onde I'y é o gradiente vertical de temperatura (lapse rate) para o ar seco.

Desta forma se o gradiente vertical de temperatura de uma parcela, num movi-
mento ascendente, for menor do que o processo adiabatico (I' < I'y), a parcela terd
uma temperatura menor do que os niveis superiores; e a parcela sera mais densa do
que o ambiente, o que a forgard a voltar ao nivel original.

Por outro lado se I' da parcela for maior do que I'y, a parcela em ascengao tera

uma temperatura sempre maior do que o ambiente, portanto menos densa, o que
provoca um empuxo ascencional adicional.

O que foi descrito qualitativamente nos paragrafos anteriores, pode ser resumido
num critério para o deslocamento de parcelas nao saturadas:

'y >T: estavel;

'y =T: neutral;
'y <T': instavel.
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APENDICE C

A Inversa de Moore-Penrose em Problemas Bidimensionais

O problema é resolver a seguinte equagao diferencial parcial
Vi = g(z,y) (C.1)

onde V? é o operador laplaciano. Se o esquema de diferengas finitas de 5-pontos é
aplicado a equagao acima com condigdes periddicas em ambas as variaveis  and y,
a discretizagio conduz ao seguinte sistema matricial [54]

A VU =R1G (C.2)
onde arbitra-se Az = Ay = h e a matriz Ap é uma bloco circulante com blocos
circulantes do tipo (m,n) 18, 13]:

[ A I, 5Ll
I, I,
I, A I
Ay = i@ (C.3)
Li. A Jy
L I‘n In A |
—4 1 1
1 -4 1
1 -4 1
A = o o § =F AL F, (C.4)
1 A4 1
1 1 —4

onde I, é a matriz identidade de ordem n e A,, é uma matriz diagonal (2.4). Portanto,

a matriz do sistema pode ser fatorizada na forma de blocos, como visto na se¢ao 2.1.3,
isto é

Apr =F AL F. (C.5)

Destaca-se que a equagao (C.2) é novamente um sistema singular. Entdo, apli-
cando a decomposicao SVD, obtém-se a solugio

Ut = 12 (F*ALF)G. (C.6)
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APENDICE D

Solugao Analitica para a Matriz Nao-Modal

Na secao 7.2.1 a matriz nao-modal foi fatorizada na forma
D(t) = F* diag[Di(t), D2(t),..., Dn. ()] F

onde o k-ésimo elemento da matriz bloco diagonal acima é dado por

Di(t) = 3 Brsi(®) (=AF)*

i=1

onde f ;(t) é a fungao

b( /\j—-:'—l C'\t

Bk.j(i) = g '2?1' X —A-I'C\-)—- d)

sendo Aj(A) o polinémio caracteristico associado a matriz —Af!, e b; os coeficientes
deste polindmio (com by = 1).

D.1 Solugao pelo Problema de Valor Inicial Associado

Na teoria da matriz ndo-modal tem-se mostrado que a determinagdo de Sy ;(t) é
equivalente a encontrar uma solugio d(t) que satisfaga [14, 23]

ng

S b ds=0(t) = 0

=0
d{na-l)(o) =1, e d0)=d0)=...= dm8=2) —

onde d™(t) é a n-ésima derivada da fungio d(2).
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Para o caso examinado (modelo DYNAMO) np = 3, logo o problema de valor
inicial associado €

&(t) - pd(t) = 0
d(0)=1 e d(0)=4d'(0)=0

com p? = Rp ap — 1. Esta é uma equagio simples que tem como solugio a funcao

1 [ etkt 4 errt )
dt)= —| ————1].
) #i( 2

Este resultado permite escrever

Bra(t) = d(i)
Bra(t) = d'(t)

Bra(t) = d"(t) — phd(t)

com o que obtém-se a expressao (7.10) utilizada na segio 7.2.1.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] ASSIS, A.K.T., 1991: On Mach’s Principle, Found. Phys. Lett., 2, 301-318.
(2] BAER, F. and TRIBBIA, J. , 1977: On Complete Filtering of a Gravity Modes
trough Non-linear Initialization, Mon. Weather Rev., 105, 1536-1539.

[3] BRENAN, K.E., CAMPBELL, S.L. and PETZOLD, L.R., 1989: Numerical
Solution of Initial-Value Problems in Differential-Algebraic Equations, Else-
vier Science Publishing Co.

[4] BRIERE, S. , 1982: Nonlinear Normal Mode Initialization of a Limited Area
Model, Mon. Weather Rev., 111, 2285-2297.

[5] BRIGHAM, E.O., 1974: The Fast Fourier Transform, Prentice-Hall.
[6] CAMPBELL, S. L. and MEYER, C. D. Jr. , 1979: Generalized Inverses of

Linear Transformations, Pitman Publishing Co. Ltd.

[7] CAMPBELL, S.L., 1980: Singular Systems of Differential Equations, Pitman
Publishing Co. Ltd.

(8] CAMPBELL, S.L., 1982: Singular Systems of Differential Equations II, Pit-
man Publishing Co. Ltd.

[9) CAMPOS VELHO, H.F., 1988: Solugdo do Problema de Milne por
Transformada de Laplace com Inversaio Numérica, tese de mestrado,
PROMEC/UFRGS, Porto Alegre, BRASIL.

[10) CAMPOS VELHO, H.F. and CLAEYSSEN, J.C.R., 1991: Initialization of a

Barotropic Model Using Dynamical Matriz Solution Approach, International
Conference on Industrial and Applied Mathematics (ICIAM 91), Washing-
ton, DC, USA.

[11] CAMPOS VELHO, H.F. and CLAEYSSEN, J.C.R., 1992: Singular Value De-
composition in the Integration of an Atmospheric Model, XIII Congresso
Ibero Latino Americano de Métodos Computacionais para a Engenharia,
Porto Alegre, RS, BRASIL.

[12] CAUGHEY, S.J.,, WYNGAARD, J.C. and KAIMAIL, J.C., 1979: Turbulence
in the Evolving Stable Boundary-Layer, J. Atmos. Sci., 36, 1041-1052.

[13] CLAEYSSEN, J.C.R. and LEAL, L.A.S., 1988: Diagonalization and Spec-
tral Decomposition of Factor Block Circulant Matrices, Linear Alg. and its
Applic., 99, 41-61.

[14] CLAEYSSEN, J.C.R., 1990: On Predicting the Response of Non-conservative
Linear Vibrating Systems by Using Dynamical Matriz Solution Approach,
J. of Sound and Vibration, 140, No. 1, 73-84.

[15] CLAEYSSEN,J.C.R. and CAMPOS VELHO, H.F., 1990: Block Circulants in

the Initialization of a Limited Area Barotropic Model, VI Congresso Nacional
de Meteorologia, Salvador, BRASIL.

89



90

[16) CLAEYSSEN, J.C.R. and CAMPOS VELHO, H.F., 1991: Dynamical Solutions
and Circulants in the Numerical Integration of a Limited Area Barotropic
Model, anais do XIV Congresso Nacional de Matematica Aplicada e Com-
putacional, pp. 138, Nova Friburgo, Rio de Janeiro, BRASIL.

[17] CLAEYSSEN, J.C.R. and CAMPOS VELHO, H.F., 1992: Initialization and
Integration of a Barotropic Model Using Unmodal Matriz Solution, II Caribe
Workshop of Fluid Mechanics.

(18] DAVIS, P., 1979: Circulant Matrices, John Wiley & Sons.

[19] DALEY, R., 1981: The Normal Mode Approach to the Initialization Problem, in
DYNAMIC METEOROLOGY: Data Assimilation Methods (Applied Math-
ematical Sciense - 36), Springer Verlag.

[20] DEGRAZIA, G.A. and MORAES, O.L.L., 1992: A Model for Eddy Diffusivity
in a Stable Boundary Layer, Boundary Layer Meteorol., 58, 205-214.

[21] DEGRAZIA, G.A., MORAES, O.L.L.,, CAMPOS VELHO, H.F. &
CLAEYSSEN, J.C.R.: Difusividade numa Camada Limite Estavel: Um Es-
tudo Numérico da Dispersio Vertical Turbulenta (a ser publicado).

[22] DEMIDOVICH, B.P. and MARON, L.A., 1987: Computational Mathematics,
Mir Publishers.

(23] GALLICCHIO, E.D., 1987: Solugdes Dinamicas, Desacoplamento e Aproxima-
gao em Equacdes Diferenciais Matriciais de Ordem Superior, tese de mestra-
do, Instituto de Matematica, UFRGS, Porto Alegre, RS, BRASIL.

[24] GOLUB, G.H. and REINSCH, C., 1970: Singular Value Decomposition and
Least Squares, Numer. Math., vol. 14, pp. 403-420.

[25] GOLUB, G.H. and VAN LOAN, C.F., 1988: Matrix Computations, 2nd Edi-
tion, Johns Hopkins University Press.

[26] HALTINER, G.J. and WILLIAMS, R.T., 1980: _Numerical Prediction and
Dynamic Meteorology, 2nd edition, John Wiley & Sons.

[27] HAMMING, R.W., 1989: Digital Filters, Prentice-Hall.

[28] HOCKNEY. R.W. and EASTWOOD, J.W., 1981: Computer
Simulation Using Particles, McGraw-Hill.

[29] HOLTON, J.R., 1979: An Introduction to Dynamic Meteorology, Academic

Press.

[30) HOUSEHOLDER, A.S., 1964: The Theory of Matrices in Numerical Analysis,
Dover.

[31] LONGAIR, M.S.,1991: Theoretical Concepts in Physics, Cambridge University
Press.

[32] LYNCH, P., 1984: DYNAMO - A One Dimensional Primitive Equation Model,
Tech. Note No. 44, Irish Meteorological Service, Dublin.



91

[33] LYNCH, P., 1984: Initialization of a Barotropic Limited Area Model Using the

Laplace Transform Technique, Tech. Note No. 46, Irish Meteorological Ser-
vice, Dublin.

(34] LYNCH, P., 1985: Initialization Using Laplace Transform, Quart. J. Roy. Me-
teor. Soc., 111, 243-258.

[35] LYNCH, P., 1985: Initialization of a Barotropic Limited Area Model Using the
Laplace Transform Technique, Mon. Weather Rev., 113, 1338-1344.

[36) LYNCH, P., 1986: Numerical Forecasting Using Laplace Transforms: Theory
and Application to Data Assimilition, Tech. Note No. 48, Irish Meteorological
Service, Dublin.

[37) LYNCH, P., 1991: Filtering Integration Scheme Based on the Laplace and Z
Transforms, Mon. Weather Rev., 119, 653-666.

[38] LYNCH, P. and HUANG, Xiang-Yu, 1991: Initialization of the HIRLAM Model

Using a Digital Filter, Report DM-57, Department of Meteorology, Stock-
holm University.

[39] MACHENHAUER, B., 1977: On the Dynamics of Gravity Oscillations in
a Shallow Water Model, with Applications to Normal Mode Initialization,
Beitr. Phys. Atmos., 50, 253-271.

[40) MAXWELL, J.C., 1954: A Treatise on Electricity and Magnetism, Dover.

[41) MORAES, O.L.L., 1988: The Velocity Spectra in the Stable Boundary Layer,
Boundary Layer Meteorol., 43, 223-230.

[42] NOWOSAD, A., CAMPOS VELHO, H.F., CLAEYSSEN, J.C.R., 1991: Fre-
quency Filter with Discrete Fourier Transform for lime Initializalion of a
Meteorological Model, anais do Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional, pp. 139, Nova Friburgo, Rio de Janeiro, BRASIL.

[43] NIEUWSTADT, F.T.M.; 1984a: The Turbulent Structure of the Stable Noctur-
nal Boundary Layer, J. Atmos. Sci., 41, 2202-2216.

[44) NIEUWSTADT, F.T.M.; 1984b: Some Aspects of the Turbulent Stable Bound-
ary Layer, Boundary-Layer Meteorol., 30, 31-55.

[45] PANCHEV, S., 1985: Dynamic Meteorology, D. Reidel Publishing Company.

[46] PANOFSKY, H.A. and DUTTON, J.A., 1984: Atmospheric Turbulence, John
Wiley & Sons.

[47] PASQUILL, F., 1974: Atmospheric Diffusion, 2nd edition, John Wiley & Sons.

(48] PEDLOSKY, J., 1987: Geophysical Fluid Dynamics, 2nd edition, Springer-
Verlag.

[49] PORTER, B. and CROSSLEY, R., 1972: Modal Control: Theory and
Applications, Taylor & Francis Ltd.

[50] SORBJAN, Z., 1986: On Similarity in the Atmospheric Boundary Layer,
Boundary-Layer Meteorol., 34, 377-397.




92

[51] SORBJAN, Z., 1986: Local Similarity of Spectral and Cospectral Characteristics
in the Stable-continvos Boundary Layer, Boundary-Layer Meteorol., 35, 257-
275.

[52) SCHLICHTING, H., 1985: Boundary Layer Theory, McGraw-Hill.

[53] SMITH, G.D.; 1985: Numerical Solution of Partial Differential Equations:
Finite Diference Methods, Oxford University Press.

[54) STRANG, G., 1986: Introduction to Applied Mathematics, Wellesley-
Cambridge Press.

[55] TEMPERTON, C., 1985: Implicit Normal Mode Initialization, Mon. Weather
Rev., 116, 1013-1031.

[56] VAN LOAN, C.F.; 1992: Computational Frameworks for the Fast Fourier
Transform, STAM Frontiers in Applied Mathematics.

[57) VAN ISACKER, J. and STRUYLAERT, 1985: Numerical Forecasting Using
Laplace Transforms, Publications Serie A, 115, 32 pp. (disponivel de Royal
Belgian Meteorological Institute).

[58] VAN ISACKER, J. and STRUYLAERT, 1986: Laplace Transforms Applied to a
Baroclinic Model, Short- and Medium-Range Numerical Weather Prediction,
Proc. of IUGG NWP Symposium, 247-253, Meteorological Society of Japan.

[59] VILHENA, M.T., CAMPOS VELHO, H.F., CLAEYSSEN, J.C.R., 1987:
Solugio do Problema de Milne com Inversio Numérica da Transformada
de Laplace, VIII Congresso Latino-americano e Ibérico sobre Métodos Com-
putacionais para Engenharia, Rio de Janeiro, BRASIL.

[60) WASHINGTON, W.M. and PARKINSON, C.L., 1986: 1 Introduction
Three-Dimensional Climate Modeling, University Science Books (Oxford

Univerty Press).
[61] WESTRUPP, R., 1990: Simulagiao do Modelo Barotrépico Unidimensional de

Agua Rasa no Plano f, tese de mestrado, Instituto de Matemdtica/UFRGS,
Porto Alegre, RS, BRASIL.




