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Resumo

A situacdo em que ocorre a interacdo entre um feixe de elétrons rdpidos e um plasma
€ considerada um modelo fundamental para o estudo de instabilidades cinéticas em
plasmas. A dinamica ndo linear desta interacdo vem sendo amplamente estudada,
com a intencao de entender melhor os processos por trds da geracao de turbuléncia de
Langmuir, observada durante os chamados type II radio bursts e type Il radio bursts.
Nesses estudos, € comum que seja suposto um feixe de elétrons de baixa densidade,
o que leva a um longo intervalo de evolu¢do temporal, muito maior do que o periodo
das ondas que estio sendo consideradas. Para longos periodos de evolucao temporal,
uma investigacdo a respeito da atuagdo dos efeitos colisionais se faz necessaria. No
presente trabalho, incluimos os efeitos das colisdes bindrias ao conjunto completo
de processos ndo lineares da instabilidade bump-on-tail, na presenca de oscilagdes
eletrostaticas, e obtemos a evolugdo temporal bidimensional desse sistema. Para isso
comecamos com uma revisao tedrica que inclui teoria cinética de plasmas, teoria
de turbuléncia fraca e um estudo sobre colisdes em plasmas. A seguir, adaptamos
o operador colisional de Fokker-Planck, na aproximacado de Landau, de maneira
que pudéssemos agrupa-lo a equacao cinética bidimensional para a evolugdo das
particulas. Feito isso, passamos essas equacdes para a forma de diferencas finitas
e as integramos em conjunto com o restante das equagdes da teoria de turbuléncia
fraca. Uma comparacgao dos resultados obtidos com a evolu¢do do mesmo sistema
na auséncia de colisdes, nos indica que os primeiros sinais da atuacao colisional
na fungdo de distribui¢cdo, embora muito sutis, surgem logo no inicio da evolucao
temporal. No entanto, a evolu¢do das ondas sé serd afetada pelas colisdes bem mais
tarde, quando, aparentemente, os processos colisionais passam a dominar a dindmica
do sistema, superando os processos coletivos ndo lineares. Essa predominancia da
atuacao colisional é percebida como uma lenta, mas progressiva simetriza¢ao das
distribuicdes no espago de velocidades e no espaco de vetor de onda. Os resultados
estdo de acordo com o esperado e as perspectivas futuras sdo promissoras.



Abstract

The situation in which occurs the interaction between a beam of fast electrons and a
plasma is considered a fundamental model for the study of kinetic instabilities in
plasmas. The nonlinear dynamics of this interaction has been extensively studied
with the intention to better understand the processes behind the Langmuir turbulence
generation, observed during the so-called type II and type III radio bursts. In these
studies, is usual to assume a low density electron beam, which leads to a long time
development interval; much longer than the period of the considered waves. For
long periods of time evolution, an investigation concerning the action of collisional
effects is needed. In this study, we include the effects of binary collisions to the
complete set of non-linear processes of the bump-on-tail instability in the presence
of electrostatic oscillations, and obtain the solution for the time evolution of the
system in two dimensions. For that, we start with a literature review which includes
kinetic theory of plasmas, weak turbulence theory and a study of collisions in
plasmas. Then we adapt the Fokker-Planck collisional operator, in Landau approach,
so we could group it to the two-dimensional kinetic equation for the evolution
of the particles. Then, we write these equations in the form of finite difference
equations, and integrate them together with the rest of the weak turbulence equations.
A comparison of the results obtained with the evolution of the same system in
the absence of collisions, indicates that the first signs of collisional activity in the
distribution function, although very subtle, appear at the beginning of time evolution.
However, the evolution of the waves will only be affected by collisions much later,
when the collisional processes apparently dominate the dynamics of the system,
overcoming the nonlinear collective processes. This predominance of collisional
acting is perceived as a slow but progressive symmetrization of the distributions
in the velocity space and the wave vector space. The results are consistent with
expectations, and future perspectives are promising.
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Capitulo 1

Introducao

Nao nos damos conta, mas plasmas fazem parte de nossa vida. Comecgando pela esfera
de plasma que nos aquece e que € um dos fatores determinantes para o desenvolvimento da vida
como conhecemos, o Sol. S6 compreender melhor a intricada dinamica solar, entender como as
emissoes solares afetam o ambiente espacial em torno da Terra e tentar determinar o real impacto
dessas emissoes sobre o clima terrestre seria o suficiente para justificar a pesquisa em fisica de
plasmas. No entanto, a fisica de plasmas nos oferece muito mais. No ambiente interplanetario
€ no espaco interestelar, praticamente toda a matéria estd no estado de plasma. Do vento solar
as ands brancas, ou as magnetosferas de pulsares, ou em ambientes mais exdticos como os
discos de acre¢do em torno de buracos negros, entender os processos que ocorrem nas diversas
configurac¢des possiveis dos plasmas espaciais € um bom comeg¢o para compreender o universo
que nos cerca - pelo menos os 4, 6% formados por matéria baridnica e que conseguimos medir
diretamente!. Aqui na Terra, plasmas fazem parte do nosso dia a dia, direta e indiretamente.
O exemplo mais comum da presenca direta do plasma em nosso cotidiano sdo as lampadas
fluorescentes e os painéis de neon. Mas € de forma indireta que a fisica de plasmas revolucionou
as nossas vidas, através das técnicas de processamento de materiais com o uso de plasmas.
Desenvolvida com base em um modelo tedrico elaborado pelo fisico-quimico norte-americano
Irving Langmuir, na primeira metade do século XX, esta técnica permitiu o processamento em
larga escala de semicondutores para a fabrica¢do de microchips, reduzindo o tamanho e o custo
de fabricacdo dos cicuitos integrados, contribuindo para a escalada tecnolégica dos dltimos 30
anos [1, 2].

Um plasma pode ser distinguido de um gés neutro pela presenca de particulas carrega-
das. No entanto, para caracterizar um plasma, a quantidade de particulas carregadas deve ser
suficientemente grande para que as forcas de natureza elétrica e magnética entre as particulas
predominem sobre as interagdes colisionais envolvendo particulas neutras, que governam a
dindmica em gases nao ionizados. Além disso, a quantidade de ions e de elétrons em um ele-
mento de volume do sistema deve ser aproximadamente a mesma, de maneira que se estabeleca
a quaseneutralidade. Nesse caso, uma carga resultante em um elemento de volume pode ser
considerada uma pequena flutuagdo. Além disso, qualquer excesso de cargas de um determinado
sinal em um elemento de volume tende a ficar eletricamente “blindado” com relacao a cargas
mais distantes, uma vez que atrai para seu entorno cargas de sinal oposto e repele cargas de
mesmo sinal. O raio do volume que delimita o alcance efetivo das interacdes entre as cargas €

'NASA Wilkison Microwave Anisotropy Probe (WMAP). Disponivel em <http://map.gsfc.nasa.gov/universe/
uni_matter.html>. Acesso em 03 de agosto de 2015.
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chamado de “comprimento de Debye” e o volume com esse raio é denominado “esfera de Debye”.
Evidentemente, esse alcance € um conceito estatistico, baseado em valores médios. Todo esse
raciocinio nos leva a concluir que em um plasma neutro predominam os campos flutuantes.
Pode parecer pouco, mas sdo essas flutuagdes que sio responsdveis pelas complexas interacoes
eletromagnéticas que ocorrem em um plasma, também chamadas de “comportamento coletivo’
[3, 4]. O comportamento coletivo € resultado da movimentagdo das cargas pelo plasma, na
tentativa de compensar as flutuacoes e reestabelecer a neutralidade. Essa movimentagdo coletiva
€ caracterizada por uma grande diversidade de modos oscilatérios relacionados a movimentagao
i0nica e eletronica. Desses modos, podemos destacar um cuja frequéncia natural de oscilacio é
aquela conhecida como “frequéncia de plasma eletronica”, ou apenas “frequéncia de plasma”,
que estd associada ao deslocamento dos elétrons em torno dos fons que, muito mais massivos,
ndo conseguem acompanhar o movimento. Este € um modo oscilatério de alta frequéncia e seu
periodo de oscilagdo determina uma escala de tempo importante que pode ser comparada ao
tempo de relaxacdo de mecanismos dissipativos, como colisdes, que tem a tendéncia de suprimir
os efeitos coletivos [5].

’

Os plasmas podem exibir comportamentos bastante complexos, dependendo de serem ou
ndo magnetizados, de terem ou nao populacdes de particulas fora do equilibrio termodinamico,
de serem ou ndo homogéneos, e de muitos outros fatores. Entre os fendmenos que podem ocorrer
em plasmas, interessa-nos particularmente a chamada instabilidade bump-on-tail, que ocorre
quando um feixe t€nue de elétrons energéticos incide em um plasma com func¢do de distribui¢ao
de fundo monotonicamente decrescente, uma Maxwelliana, por exemplo. A incidéncia do
feixe, na regido de altas velocidades, cria um segundo pico que, embora seja muito menor do
que o pico da distribuicdo de fundo, tem altura suficiente para que se forme uma regido com
derivada positiva na funcdo de distribuicdo de velocidades total. Essa configuracdo possibilita a
ocorréncia de instabilidades cinéticas quando particulas do feixe entram em ressonancia com
as oscilacdes presentes no plasma, cedendo energia para as ondas, que crescem em amplitude,
culminando na conhecida turbuléncia de Langmuir. Este modelo de interacdo feixe plasma,
descrito acima, pode ser empregado, em uma primeira aproximagao, para descrever alguns dados
observacionais que indicam a ocorréncia de turbuléncia de Langmuir durante emissdes solares,
mais especificamente, os solar flares* do tipo I1I. Nessas emissdes, a turbuléncia de Langmuir,
gerada quando elétrons rapidos escapam de regides ativas da cromosfera em direcdo a coroa
solar e o espaco interplanetério, é parcialmente convertida em radiagdo com frequéncia igual a
frequéncia de plasma local e seus harmonicos. Essa conversdo € ndo linear e envolve os processos
de espalhamento e de decaimento de ondas.

A proposta deste trabalho € incluir efeitos de colisdes bindrias ao conjunto completo de
efeitos ndo lineares da instabilidade bump-on-tail e obter a evolugdo temporal deste sistema,
integrando numericamente as equagdes da teoria de turbuléncia fraca aplicadas a interagcao
feixe-plasma, em duas dimensdes. Com esses resultados, pretendemos determinar como as
colisdes afetam a dinamica das particulas e o desenvolvimento das ondas. Resultados anteriores
para o mesmo sistema, mas sem a presenca de colisdes, obtidos por Ziebell et al. [6, 7, 8, 9],
mostram que a evolugdo do sistema inicia com uma grande influéncia dos efeitos quaselineares,
que saturam rapidamente com a formagao de um plateau na regiao entre a distribui¢ao de fundo
e o feixe, com a consequente interrup¢ao do crescimento das ondas. Em seguida comecam a se
tornar mais efetivos os efeitos ndo lineares que formam no espectro das ondas de Langmuir um
pico contrapropagante, com relacio ao pico criado por efeitos quaselineares, e formam também
um anel conectando os dois picos. No espaco de velocidades, ocorre um alargamento da funcdo

2Pode ser traduzido como “fulguragdes”, porém o termo em inglés é mais comumente empregado na literatura.
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de distribuicdo e o aquecimento dos elétrons na regido de velocidade oposta a direcdo do feixe.
A perspectiva € que as colisdes, em algum momento, passem a dominar a dindmica do sistema,
alterando a forma da funcao de distribui¢@o e o espectro das ondas.

Comecamos este estudo, no Capitulo 2, com uma revisdo tedrica da teoria cinética de
plasmas, onde mostramos como solucionar o sistema Vlasov-Maxwell na aproximacao linear,
para um plasma com fungao de distribui¢do Maxwelliana, obtendo a relagio de dispersao para
ondas de Langmuir. Em seguida, € feita uma breve discussio sobre o processo fisico que surge
da interpretacdo da solugdo obtida, o amortecimento de Landau.

No Capitulo 3, aprofundamos nossa discussdo com a inclusio de efeitos nao lineares
supondo que, agora, as flutuacdes, em vez de serem amortecidas, crescem em amplitude, dando
inicio a instabilidades. Para lidarmos com essa situagdo empregamos o complexo formalismo da
teoria de turbuléncia fraca. Seguindo uma ordem de complexidade, dentro da teoria de turbuléncia
fraca, comecamos pelo formalismo quaselinear, obtendo o coeficiente de difusdao quaselinear
e a expressao para o crescimento das ondas. Em seguida, passamos ao formalismo nao linear,
obtendo as equacgdes cinéticas para as particulas e para as ondas. Escrevemos as equagdes
cinéticas especificas para as ondas de Langmuir e fon-acusticas e discutimos os processos de
interagdo onda-particula quaselinear (emissdo) e nao linear (espalhamento) e o processo de
interacao onda-onda (decaimento de trés ondas). Por fim, apontamos a necessidade da inclusao
do termo de emissdo espontinea e resumimos os procedimentos que levam a inclusdo dos termos
de emissdo espontanea nas equacdes que envolvem interagdo onda-particula, apresentamos as
equagdes dos efeitos espontaneos e, finalmente, chegamos ao sistema completo de equagdes da
teoria de turbuléncia fraca.

O Capitulo 4, aborda as colisdes em plasmas. Iniciamos essa discussdo com um breve
resumo do formalismo de Klimontovich, dando €nfase as aproximagdes que envolvem os termos
de correlagdes entre as particulas. Discutimos algumas diferentes formas de aproximacao e
seguimos com a aproximacao de polarizacdo. Em seguida, sdo desenvolvidas as densidades
espectrais e definidos os limites de validade da formulacgdo, para entdo chegarmos a equacao
cinética colisional de Balescu-Lenard. A seguir, aplicamos a aproximagdo de acoplamento
fraco e chegamos a equacao cinética colisional de Landau, e fazemos uma discussao sobre as
frequéncias de colisdes. A secdo final deste capitulo é dedicada a adaptar a equagdo de Landau
recém obtida, ao trabalho que serd desenvolvido.

No Capitulo 5 apresentamos a parte do trabalho que representa a aplicagdo do forma-
lismo a descricdo da evolugdo da instabilidade feixe-plasma, em duas dimensdes. Inicialmente,
discutimos alguns aspectos pertinentes ao modelo. Em seguida, passamos a projecdo bidimen-
sional do operador colisional para, entdo, colocd-lo em forma adimensional, mais conveniente
para aplicacdao numérica. A seguir, apresentamos as equacoes da teoria de turbuléncia fraca ja
projetadas em duas dimensoes e na forma adimensional. Por fim, discutimos como o operador
colisional € agrupado a equacdo cinética das particulas e definimos as condi¢des iniciais que
serdo usadas na integracdo. Os métodos usados na andlise numérica e os resultados obtidos
sao relatados no Capitulo 6. Uma discussao sobre esses resultados e as perspectivas futuras
encontra-se no Capitulo 7.



Capitulo 2

Teoria cinética de plasmas

Para descrever a evolucdo de um sistema fisico precisamos determinar a posi¢ao € o
momentum de cada um dos elementos que fazem parte das interacdes deste sistema. Quando o
objeto de pesquisa tem poucos elementos, podemos obter uma descri¢do dessa evolu¢do somando
as contribui¢des individuais de cada elemento. Entretanto, essa abordagem torna-se impraticdvel,
tanto do ponto de vista analitico, quanto do ponto de vista computacional quando aplicada a
sistemas de muitos corpos, como um plasma.

Plasmas sdo gases ionizados em que, geralmente, a quantidade total de particulas carrega-
das negativamente € igual a quantidade total de particulas carregadas positivamente, podendo
conter também particulas neutras [10]. Sistemas constituidos apenas de particulas com um tipo
de carga, ou que tenham um excesso significativo de um tipo de carga em relagcao ao outro, sd@o
também considerados plasmas, sendo conhecidos como plasmas ndo-neutros [11]. Vamos consi-
derar apenas o caso em que o plasma encontra-se totalmente ionizado. Dessa forma, o sistema
que vamos investigar € composto por uma imensa quantidade de particulas em que metade tem
carga elétrica positiva e a outra metade tem carga elétrica negativa, todas em movimento dentro
de um determinado volume.

A interacdo entre particulas carregadas € extremamente complexa, uma vez que cada
uma delas, mesmo em repouso, € fonte de campos que lhe permitem interagir a distancia com
todas as demais cargas do sistema, simultaneamente. Essas interacdes provocam o deslocamento
ou alteracdo do movimento dessas cargas e, com isso, a geracdo ou modificacdo de campos
magnéticos, que também atuam sobre outras particulas, e assim sucessivamente. O resultado é o
que chamamos de “comportamento coletivo, autoconsistente, com interacdes de médio alcance”.
O ponto aqui é que mesmo na auséncia de campos externos, a dindmica de um plasma pode ser
bem complicada. Além disso, dependendo do tempo caracteristico do fendmeno que estamos
querendo descrever, € necessario que levemos em conta também os efeitos de colisdes entre as
particulas.

O formalismo de Klimontovich, que descreve a evolucao deste sistema em nivel ma-
croscOpico, envolve uma extensa cadeia de equagdes composta pelas médias das equagdes
microscopicas para as particulas e para os campos que compdem um plasma. As médias das
funcdes microscopicas dos diferentes tipos de particulas presentes no plasma sdo chamadas
“momentos”, com a média da fun¢do de uma tnica espécie de particula sendo o primeiro mo-
mento, a média do produto entre fun¢des de dois tipos de particulas sendo o segundo momento,
e assim por diante. Esses momentos envolvem termos de correlacdes entre diferentes tipos de
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particulas e crescem em tamanho e complexidade conforme sejam considerados momentos de
ordem mais alta. Ocorre que a equacao de movimento para a média de um tipo de particula, o
primeiro momento, tem um termo que inclui o segundo momento e, se quisermos escrever uma
equacao de movimento para o segundo momento, ela envolvera o terceiro momento, sendo da
mesma forma para momentos maiores. Consequentemente, nessa descri¢do macroscopica, a
complexidade do sistema envolvendo um grande nimero de particulas continua presente, na
sequéncia de equacdes que envolvem os diversos momentos e correlagdes entre particulas. No
entanto, sob determinadas condicdes, podemos aproximar esses momentos e essas correlagoes,
cortando a cadeia de equacdes hierdrquicas em uma determinada ordem, resultando um sistema
de equacdes autoconsistente que descreve as interacdes que ocorrem em um plasma. Entraremos
em mais detalhes sobre o formalismo de Klimontovich no Capitulo 4, onde daremos énfase as
aproximacgdes que envolvem as correlagcdes entre as particulas, para que possamos incluir os
efeitos colisionais, o que € o principal objetivo deste trabalho.

Na primeira secao do presente capitulo, para que possamos dar uma ideia geral da teoria
que estd sendo empregada, iremos partir direto das equacdes macroscopicas, comegando pela
equacdo de Boltzmann e descartando em seguida o termo colisional. Isso corresponde a primeira
aproximacdo das equacdes hierdrquicas de Klimontovich, resultando na equagio de Vlasov'.
Em seguida completaremos o nosso sistema de equagdes com as equagdes de Maxwell. Com
o0 sistema autoconsistente completo, vamos efetuar a primeira possibilidade de aproximagdo, a
aproximacao linear. Discutiremos os métodos de solucdo desse sistema de equagdes para, em
seguida, obtermos a relacdo de dispersdao das ondas de Langmuir, considerando uma fung¢ao de
distribuicao de fundo Maxwelliana. Por fim, interpretaremos esses resultados, falaremos um
pouco sobre o amortecimento de Landau e a possibilidade da existéncia de instabilidades.

2.1 Equacoes da teoria cinética de plasmas

Em [10] somos apresentados a uma formulacdo microscdpica que combina os métodos
da mecanica classica para a descri¢do da variagdo da posi¢do e do momentum das particulas, com
as equacoes de Maxwell para a descri¢do dos campos microscopicos gerados pela movimentagao
das particulas. Dessa forma, o estado de um plasma ficaria definido se conseguissemos determinar
as coordenadas e os momenta de todas as particulas, bem como os valores dos campos elétrico
e magnético em cada ponto, em um determinado instante do tempo. Com isso, teoricamente,
conseguiriamos montar um sistema de equagdes que descreveria a evolugdo temporal do sistema,
bastando para isso que determindssemos as condi¢des iniciais de posi¢do e de momentum para
as particulas e as condicdes iniciais para os campos. Contudo, como mencionado anteriormente,
essa abordagem € impraticavel, devido a imensa quantidade de particulas que compdem um
plasma. Entretanto, essa formulacdo pode ser aproximada, permitindo que obtenhamos uma
descri¢do macroscOpica das propriedades do plasma. Existe uma hierarquia de aproximagdes que
leva as trés principais teorias da fisica de plasmas: cinética, multi-fluido e magnetohidrodindmica

!Essa aproximacdo pode ser vista na Subsecgo 4.1.2. Cabe ressaltar que a escolha por nio abordar o formalismo
de Klimontovich completo neste capitulo sobre teoria cinética, foi feita com a inten¢do de simplificar a apresentacdo
da base tedrica, que é extensa. Se tivéssemos feito essa abordagem aqui, as colisdes, topico principal deste
trabalho, ficariam agrupadas a teoria de Vlasov o que deixaria o capitulo longo e ndo daria a €nfase necessdria
ao desenvolvimento do termo colisional. Dividir o formalismo de Klimontovich e aborda-lo um pouco em cada
capitulo também ndo seria uma opg¢ao, ele perderia coesdo e ficaria confuso. Entdo, decidimos por discuti-lo em um
capitulo especifico sobre colisdes, focando na série de aproximagdes que levam ao termo colisional que usaremos
neste trabalho.
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(MHD). Essas teorias sdo aplicaveis em diferentes contextos, dentro da gama de fendmenos e de
condic¢des que podem ocorrer em um plasma. Como o assunto deste trabalho envolve a evolugao
de processos fisicos que dependem de detalhes da distribuicao de velocidades das particulas,
precisamos aplicar a mais fundamental das trés formulacdes, a teoria cinética. A teoria cinética
de plasmas consiste na aplicacdo dos métodos e conceitos da mecanica estatistica, em conjunto
com as equagdes de Maxwell, para obter uma descricdo macroscépica formal da evolug@o de um
plasma. Este serd nosso ponto de partida.

Seja f,(r,v,t) uma fungdo estatistica que expressa a densidade de particulas do tipo
a no espaco de fases ou, simplesmente, uma func¢do de distribui¢do. O produto da funcdo de
distribui¢do pelo elemento de volume no espago de fases hexa-dimensional, f,(r, v, t)d*rd>v,
representa a probabilidade de encontrar uma particula do tipo o em um elemento de volume d*r
em torno de r e em um elemento de volume d*v em torno de v, no instante .

A dinimica desse sistema € descrita pela equacdo de Boltzmann

Ofalr,v,t) ' F [ Ofa(r,v,1)
~ + v Vifalr,v,t) + o Vifa(r,v,t) = (37& )CDH . 2.1

Na equacgdo acima, F € a forca atuante no sistema, V, e V sao operadores vetoriais
diferenciais parciais com relag@o a r e a v, respectivamente. O lado direito da equagao representa
os efeitos de colisdes entre as particulas que compdem o sistema. Por hora, vamos considerar
efeitos que ocorrem em intervalos de tempo muito menores do que o tempo de relaxacao
colisional. Com isso podemos desprezar os efeitos de correlacdes entre as particulas e desenvolver
somente o lado esquerdo da equacao (2.1), deixando o desenvolvimento das colisdes para um
capitulo especifico, onde sua inclusdo sera justificada.

Em um plasma, a forca atuante do lado esquerdo da equacdo da equagdo de Boltz-
mann € a forca de Lorentz, mais uma forca externa, que normalmente também € de natureza
eletromagnética’

1
F= Z Qo |:E(I‘, t) + -V X B(I‘, t) + Fext- (22)
= c

Contudo, estamos interessados no caso em que Fqy¢ = 0, ou seja, ndo vamos levar em conta a
atuacdo de campos externos, mas somente os campos gerados internamente pela movimentagao
das particulas carregadas do plasma.

Substituindo (2.2), ja supondo Foy = 0, em (2.1) e, por simplicidade de notacdo,

omitindo as dependéncias em r, v e ¢, obtemos a chamada “equacdo de Vlasov”:

« [ ]_
ai—i—v-vrfaﬁ—i (E4+ -vxB)|-Vyfa=0. (2.3)
ot Mg, c

Os campos elétrico E e magnético B que aparecem em (2.3), tem sua atuacdo no sistema
descrita pelas equagdes de Maxwell:

V-E=4mp (2.4)

V-B=0 (2.5)
10B

VxE= o (2.6)

2Utilizaremos nesse trabalho o sistema cgs de unidades, comumente usado na literatura sobre fisica de plasmas.
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4 10E
VxB=—"34-22 2.7)

c c Ot
onde p € a densidade carga do plasma e J € a densidade da corrente que circula no plasma. Suas
expressoes, em uma abordagem estatistica, dependem da funcao de distribuicao do plasma, e

tem a seguinte forma,

p =3 qana(r,t) = Y da [ fulr.vt)d (2.8)

J(r,t) = an/vfa(r,v,t)d%. (2.9)

Nessas equacdes a soma em « leva em conta as diferentes espécies de particulas carregadas que
constituem o plasma, com « = i, para fons e « = e, para elétrons.

As expressdes descritas acima, da forma como foram apresentadas, isto €, sem que
levemos em conta os efeitos colisionais, formam um conjunto completo e auto-consistente
de equagdes que descrevem as interagdes eletromagnéticas que ocorrem entre as particulas
carregadas que compdem um plasma. Quando os efeitos das colisdes passam a ter importancia,
ocorrem mudancas abruptas nas coordenadas de espago e de velocidade das particulas. Nesse
caso, as trajetorias das particulas ndo serdo mais continuas e o sistema deixa de ser auto-
consistente. Devido a grande importancia que o caso envolvendo colisdes tem para este trabalho,
iremos discuti-lo em um capitulo especifico. Nas secdes que seguem vamos apresentar algumas
propriedades e métodos envolvendo o sistema Vlasov-Maxwell.

2.2 Abordagem linear do sistema Vlasov-Maxwell aplicada
as ondas de Langmuir

Para que possamos desenvolver uma logica didatica, de maneira que seja possivel embasar
0 nosso trabalho e situd-lo dentro da teoria cinética, € imprescindivel que comecemos pela mais
fundamental das aproximacodes, a aproximacao linear do sistema de equagdes obtido na se¢do
anterior. Contudo, ndo entraremos em muitos detalhes, pois além de ndo ser o objetivo principal
deste trabalho, o que estd sendo apresentado aqui pode ser visto com muito mais detalhes em
muitos livros texto, como nas referéncias [4, 5, 12, 14].

O sistema Vlasov-Maxwell pode ser aplicado ao estudo de fendmenos ondulatérios em
plasmas. Dentre os diversos tipos de oscilacdes que podem ocorrer em um plasma, focaremos
nosso estudo nas ondas de Langmuir, que sdao ondas eletrostaticas de alta frequéncia. O nosso
objetivo € obter a relacao de dispersao para essas ondas, com o uso da teoria linear.

A faixa de frequéncia das ondas de Langmuir estd acima da frequéncia associada a
movimentacao eletrdnica em torno dos fons que, por serem bem mais massivos, movimentam-se
lentamente, em comparacdo com os elétrons. Disso podemos concluir que essa frequéncia € tao
alta que podemos tratar os fons como um fundo estatico neutralizador. Portanto, a fun¢do de
distribuicao total, que é composta pela soma das distribui¢cdes dos ions, f;, e dos elétrons, f.,
ird variar somente em termos da distribuicao eletronica. Podemos entdo suprimir f; do nosso
desenvolvimento e trabalhar somente com f., que serd denotada por f, por simplicidade de
notacdo. Além disso, estamos interessados em oscilagdes de alta frequéncia que satisfazem

wT > 1, (2.10)
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onde w é a frequéncia angular das ondas e 7 o tempo médio entre as colisdes bindrias que
ocorrem entre as particulas. Com isso, podemos justificar a auséncia do termo de colisdes que
aparece na equacao (2.1) e que ndo estd sendo levado em consideracdo nesta formulacao.

2.2.1 Processo de linearizacao

Para simplificar o procedimento, vamos supor um plasma ndo magnetizado, no qual
atuam somente oscilacdes eletrostdticas. Vamos também supor que essas oscilagdes sejam de alta
frequéncia, dessa forma podemos desconsiderar a movimentagdo idnica e tratar os fons apenas
como um fundo estdtico neutralizador. Isso se deve ao fato de a massa dos fons ser muito maior
do que a massa dos elétrons e, com toda essa inércia relativa, eles nao conseguem acompanhar a
movimentagdo eletronica. Sendo assim, podemos descartar o somatdrio em «, e substitui-lo por
—e, que designa a carga dos elétrons. E como temos apenas a presenca de ondas eletrostaticas,
temos que B = 0. Nessas condig¢des, a forca atuante na equacao de Vlasov tem a seguinte forma:

F = —¢E. 2.11)

Sabemos que no caso puramente eletrostitico, o campo elétrico estd diretamente relacio-
nado a variacao espacial do potencial elétrico, com seu vetor direcionado na direc@o oposta a
direcdo de crescimento do potencial:

E=-Vo. (2.12)

Substituindo (2.12) em (2.11), colocamos a forga eletrostatica em termos do gradiente do
potencial elétrico
F=eV0, (2.13)

onde os sinais negativos anulam-se e obtemos a for¢a a ser inserida na equagdo de Vlasov. Com
isso, ficamos com a seguinte equacao de movimento:

af(t;]:,?t) +v- Vrf(ra v, t) + mivré'vvf(r7 v, t) =0. (214)

Agora vamos considerar que nosso plasma possui uma fungao de distribui¢do f(r, v, 1),
composta por um termo de ordem zero que representa uma fungdo de distribui¢ao homogénea de
equilibrio estaciondrio, fy(v), e uma fun¢do de distribui¢do de primeira ordem referente a uma
perturbagdo de pequena amplitude, f;(r, v,t), da seguinte forma:

f(r,v,t) = fo(v) + fi(r,v,t). (2.15)

O mesmo pode ser suposto para o campo elétrico, porém, neste caso, vamos considerar
que o campo elétrico de equilibrio, Eg, € nulo, de modo que E = E;, que vamos denotar sem o
subindice 1, por simplicidade.

Como estamos expressando a equacao de Vlasov em termos do potencial elétrico, pode-
mos obté-lo através da equacao de Poisson, para que possamos resolver a equacao de Vlasov.
Para isso, aplicamos mais uma vez o operador vetorial V em (2.12):

V- E = -V?0. (2.16)
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Das equacdes de Maxwell temos
V-E =4mp (2.17)

que, junto com (2.16), nos leva a equacdo de Poisson para o potencial elétrico
V20 = —4np, (2.18)

onde ® = P,.

A densidade de carga que aparece no lado direito da equagio (2.18) € a seguinte’:
p=eng— e/ f(r,v,t) d*v

(2.19)
= eng — e/ [fo(v) + fi(r,v,1)] d*v
onde o primeiro termo representa a densidade de carga associada aos ions. O valor de equilibrio

da densidade de elétrons é dado por

no = / folv) . (2.20)

Vemos, pelas equacdes (2.19) e (2.20), que os termos referentes a densidade de equilibrio
ngo se anulam. O que resta € uma densidade de carga associada a perturbacdo, dependendo
exclusivamente da funcdo de distribuicdo perturbada:

o = —e/ fi(r, v, 1) do. 2.21)

Com isso, obtemos uma expressao para a equacao de Poisson

V2P — dre / Fir, v, 1) do. (2.22)

Para que fique mais claro o processo de linearizacao da equacdo de Vlasov, vamos
explicitar os termos em f; e em fi,
fo | 0N

Tt By Vil 1)+ VOV o+ £) =0, (223)

onde, por simplicidade, as dependéncias de f; e de f; foram suprimidas.

Na expressdo acima, a fungdo de distribui¢do de equilibrio, fj, é constante no tempo,
entdo o termo que leva sua derivada temporal é nulo. Assim também € com a sua derivada
espacial, dada por V., fj, visto que f, é homogénea. No termo que leva o gradiente da f no
espaco de velocidades, precisamos levar em consideracdo a condi¢ao de baixa amplitude da
perturbacdo, pois temos o gradiente do potencial, que depende somente de f; e a derivada do
termo de perturbac@o no espaco de velocidades. O produto entre essas duas funcdes de f,
derivadas, leva a um termo de segunda ordem muito pequeno que, devido a baixa amplitude
da perturbacao, pode ser desprezado. Sob estas condi¢des, obtemos uma equagdo aproximada
para a perturbacdo da funcao de distribuicao, a qual pode ser chamada de equacdo de Vlasov
linearizada:

dfi

NN Vf S,V = 0. (2.24)
ot Me

3Neste trabalho, todas as integrais sem limites de integracio explicitos serdo tomadas como de —oco a +00
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2.2.2 Solucao da equacao de Vlasov

Queremos obter uma solugdo para o sistema formado pelas equacdes (2.22) e (2.24).
Para tal, convém expressa-las em termos das varidveis do espaco reciproco w e k. Comecamos
aplicando a transformada de Fourier no potencial e na fun¢do perturbada, colocando ambas as
quantidades em fun¢do do vetor de onda k, como pode ser visto logo abaixo

Py = D(k, r ®(r, t)e k), (2.25)

f=fk,v, 1) r fi(r, v, t)e k), (2.26)

A seguir, em um procedimento parecido, envolvendo a transformada de Laplace, pas-
samos a dependéncia temporal de ¢y e de fi para uma dependéncia na varidvel do dominio
reciproco de tempo, o dominio de frequéncia que, por enquanto, chamaremos de “p”. Para
aplicar a transformada de Laplace, multiplicamos as respectivas fungdes por e ! e as 1ntegramos
no tempo, de zero a infinito. E importante impormos a condicdo de que a parte real de p seja
grande o suficiente para garantir a convergéncia das integrais e, consequentemente, garantir a
existéncia da func¢ao transformada. Entdo, prosseguindo com as transformadas, temos:

by = by (p) = /0 T gt du(t)e ™, 2.27)

f = filp / dt fi(v,t)e” (2.28)

onde o simbolo “~ *“ denota a transformada de Laplace e sua respectiva dependéncia em p.

Ao aplicarmos o método das transformadas de Fourier e de Laplace, tiramos vantagem
das propriedades das derivadas dessas transformadas, o que nos permite substituir as equagdes
diferenciais, que contém as derivadas, por equacgdes algébricas. Contudo, uma vez que fk e
Cﬁk forem obtidas, precisamos efetuar a transformada inversa. De maneira que, substituindo as
fungdes transformadas nas equacdes (2.22) e (2.24), ficamos com

26, — dre / P fo, (2.29)

: » e - . A
[p+ik-v)] fu = fulv,t =0) + E(I)k (ik-Vy fo) Px, (2.30)
onde o termo fi(v,t = 0) é a condi¢do de contorno.

Isolando fk em (2.30) e substituindo em (2.29), obtemos

- ‘ t=0) e ik- vaoA
P, =4 /dS fk(v77 _— . 2.31
i = 4me U[pjtz'k-v +mep+2k - Py (2.31)

Como $y ndo depende de v, podemos colocé-lo para fora da integral

A 4mre? k- Vfo dre fk(v,t=0)
b |1 /d3 vio | _ /d3 vt =1 232
“[ vk-v—ip] 2 o rik-v (2.32)
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e isolando Py do lado esquerdo, obtemos uma expressao para o potencial transformado, que nao
depende de fy

. dre fe(v,t = 0) 47T€ k-Vifo
b — / & =) / & . 2.33
k=2 U rik-v T em, P—k-v (2.33)

O denominador da expressdo acima é conhecido como “func¢do dielétrica” e € expresso
como D(k,ip):

4 k-
D(k,ip) =1+ me” /d3 k- Vvfo

2.34
k2m. ip—k-v’ (2.34)

Com a intencdo de simplificar a expressao acima, vamos escerver a velocidade em termos
de sua componente paralela a k, que vamos denotar por u, da seguinte forma:

ue =V (2.35)

onde

(2.36)

Colocando D(k, ip) em termos de u, obtemos a fungao dielétrica para ondas eletrostdticas
de frequéncia w = ip

. dme? Ou fo(u)
Dik,ip) =1- /d — g Rewy = po, 2.37
( Zp) k:2me u U — Zp/’k’ e{p} Po ( )

que, junto com

A 1 e - A

=0 = — Py (k- ) 2.

Jx prik-v) [fk(V,t 0) + o k (tk-Vy fo) Pk (2.38)

e
b i dme o fdni=0)

4. — dme 2.39
“= Dleip) & ] M u—ip/k (2:39)

forma o sistema de equagdes que precisamos solucionar®.

Conhecendo fk e by, precisamos aplicar a transformada de Laplace inversa para obter
fr(v,t) e Py (t). As respectivas transformadas inversas sdo dadas por

1 po+ioo ~ "
vty == [ dp fice, (240)
po—1i0c0
1 po+1i00 N .
O () = %/ T dp by e, 2.41)
po—1i00

4 Notas de aula do professor Luiz Fernando Ziebell no Instituto de Fisica da UFRGS, sob o titulo de FIP20810,
Topicos em Fisica Ndao Linear, Plasmas e Fluidos: Fisica de Plasmas A, divulgadas aproximadamente em outubro
de 2014. Disponivel em <http://www.if.ufrgs.br/~ziebell/fip20810/notas_aula.pdf>. Acesso em marco de 2015.


http://www.if.ufrgs.br/~ziebell/fip20810/notas_aula.pdf
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onde py € uma constante positiva que garante a convergéncia da integral, com fk e ®y dadas
pelas equacgdes (2.38) e (2.39), respectivamente.

A integracdo das transformadas € feita ao longo de uma linha, paralela ao eixo imagindrio,
que deve estar localizada em Re{p} > py, com p, suficientemente grande para que as integrais
que definem as transformagdes de Laplace convirjam. Portanto, todas as singularidades de fk
e de &, devem estar a esquerda do contorno de integracdo. Para obter a solu¢do completa do
sistema, ou seja, as fungdes fi(r,v,t) e ®(r,t), parat > 0, devemos aplicar a transformada
de Fourier inversa a f;,(v,t) e ®,(t). Mas, para aplicarmos o teorema dos residuos, ®y tem
de satisfazer duas condic¢des: a) ser analitica, exceto por um nimero de polos isolados; b) ter
uma continuacgdo analitica da metade a direita do plano complexo p, até a metade esquerda do
mesmo plano. Contudo, as integrais envolvidas na transformada inversa de dy ndo possuem
solugdo analitica, exceto em alguns poucos casos particulares [13]. As solucdes para esse
tipo de problema sdo obtidas levando em conta o comportamento de ®y(t), para ¢ grande
(mas ainda pequeno, comparado com o tempo de relaxacdo colisional 7) € determinado pela
natureza de seus polos e sdo esses pontos de singularidade que definem os modos normais de
oscila¢do que ocorrem no plasma. Isso quer dizer que qualquer efeito que nao seja relacionado as
singularidades, € transiente e que, para tempos grandes, somente os modos normais de oscilacao
permanecem. Uma explicacdo detalhada a esse respeito, pode ser consultada em [12]. Essas
solucdes assintdticas podem ser encontradas empregando um método desenvolvido pelo fisico
russo Lev Landau e € isso que serd feito na proxima subsecao.

2.2.3 Solucao assintotica e o método de Landau

Para que obtenhamos a solu¢do do nosso sistema de equagdes, precisamos resolver a
equacao (2.39), onde temos que lidar com integrais que possuem polos no denominador. Ja
discutimos na subsecdo anterior as dificuldades que um tratamento analitico dessas integrais nos
impdem e, com isso, decidimos aplicar o método de Landau, que leva em conta o comportamento
assintotico do sistema, para soluciond-las.

O método de Landau consiste em deslocar o caminho de integracdo de maneira que o
que antes estava definido para Re{p} > py fique, apds o deslocamento, também definido para
Re{p} < 0. Esse novo contorno deve ser deformado de maneira que ele ndo passe pelos polos
de .. O mesmo vale para a integral que aparece em D(k, ip), pois se os valores de p mudam
com o deslocamento da integral no numerador de Cka, eles devem ser deslocados também na
integral presente no seu denominador. Uma representacao grafica desse contorno pode ser vista
na Figura 2.1. Essa técnica foi desenvolvida por Landau em 1946, que inovou ao abordar a
solucdo do sistema VIasov-Maxwell como um problema de valor inicial, tendo obtido resultados
interessantes que discutiremos mais adiante.

Prosseguindo, vemos que a equacdo (2.39) tem a seguinte forma
f(u)
h(p :/du : , Re{p} >0, (2.42)
g aip/l e

onde f(u) deve ser analitica em |u| < oo, exceto por um nimero isolado de polos. O caminho
de integragdo contorna o ponto u = ip/|k| por baixo, de maneira que ele ndo passe sobre o ponto
de singularidade, nem esteja acima dele. Como podemos ter polos acima, ou abaixo do eixo
Re{u}, precisamos separar nossa integral em duas partes, para que nosso contorno esteja sempre
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By Rep

Figura 2.1: Contorno de integracdo no plano complexo.

abaixo dos pontos de singularidade:

hp) = Jdu — Zp/|k‘ se Re{p} > 0;

_ : (2.43)
[ du u_l.p”k‘ + 2im f (ﬁ) , se Re{p} <0,

onde o termo 2i7 f (i—p

‘k|) € o chamado “prolongamento analitico”.

Aplicando o método em Py, temos as seguintes integrais:

1 —Q—100 N
Z Ry en 19" T/ dp @y (p)e”
D

1T 0—100

]_ a+100 N . 1 po-+1i00 N "
*f/ dpulp) e + o [ dp bilp) e,

2m J—a—ico 1T J—atico

(2.44)

onde R;, representa os residuos no polo do integrando - obtido tomando o limite R; =
lim, ., (p — pj;) dy(p) -, sendo p; as singularidades. Analisando as integrais da equagdo
acima, vemos que o segundo e o quarto termo tem uma contribuicdo muito pequena quando
p — oo. O terceiro termo cai exponencialmente com o tempo quando ¢ — oo. Lembrando
que o tempo, embora seja considerado infinito neste processo, ainda € muito pequeno quando
comparado ao tempo de relaxacado colisional. Com isso, ficamos apenas com [12]

Oy (t — o0) Z R; ebit, (2.45)

ou seja, P ndo depende das condi¢des iniciais. Entdo, ndo temos mais as dificuldades associadas
a integracao no plano complexo, tendo em vista que a solugdo obtida depende apenas de residuos
nos pontos do plano complexo determinados por D(k,ip) = 0. Isso significa que podemos
determinar os pontos de singularidade resolvendo a seguinte relagdo’:

8uf0 o

3 Notas de aula do professor Luiz Fernando Ziebell no Instituto de Fisica da UFRGS, sob o titulo de FIP20810,
Topicos em Fisica Ndao Linear, Plasmas e Fluidos: Fisica de Plasmas A, divulgadas aproximadamente em outubro
de 2014. Disponivel em <http://www.if.ufrgs.br/~ziebell/fip20810/notas_aula.pdf>. Acesso em marco de 2015.

4me?

k2m.

D(k,ip) =1—
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onde o indice “L” da integral indica que a integracdo estd sendo feita com o uso do contorno de
Landau.

A localizacdo da parte real dos polos, com relag@o ao eixo imagindrio de p;, nos indica o
tipo de processo que estd ocorrendo no plasma. Quando os polos localizam-se a esquerda do
eixo, temos que Re{p;} < 0, nesse caso, ocorre um amortecimento das oscilagdes presentes
no plasma; e quando os polos localizam-se a direita do eixo, temos Re{pj} > 0, indicando a
ocorréncia de instabilidade, com amplificagdo das oscilagdes. A parte imaginaria de p; representa
os modos de oscilagdo presentes no plasma, onde cada termo da soma em j corresponde a um
modo especifico de oscilagdo amortecida ou amplificada.

Definindo a varidvel w = ip, podemos colocar as equagdes (2.45) e (2.46) em uma
forma mais familiar. E importante salientar que, ao definir w como sendo o imagindrio de uma
varidvel complexa, invertemos as relagdes entre as partes real e imagindria, com a descri¢cdo das
propriedades do plasma, com a parte real de w representando as oscilagdes e a parte imagindria
correspondendo ao amortecimento ou amplificacdo dessas oscilagdes. Nesse ponto também é
interessante definir a normalizac@o da nossa funcao de distribuic@o de equilibrio, que é dada por:

fo(v) = noFo(v), / d*v Fy(v) = 1. (2.47)

Reescrevendo (2.45) com o uso da nova variavel, temos:

Py (t) =D Rje ™, (2.48)
j=1

onde w; = w, + w;.

Em (2.46), além da introdugdo da varidvel w, que € satisfeita por w;, a normalizagdo da
funcdo de distribuicao introduziu a densidade de equilibrio dos elétrons, dada por ng, € com isso
pudemos identificar o quadrado da frequéncia de plasma para elétrons wf,e,

4 2
Wi = e (2.49)

pe Me

obtendo a forma mais conhecida da chamada “equacgdo de dispersdo’:

w2 0., F,
Dk.w)=1— Pe/d _ Gt 2.50
(,UJ) L2 . uU—W/|k’ ) ( )

onde o contorno L, em torno dos modos normais de oscilacao, pode ser visto na Figura 2.2.

Normalmente, ocorre que Re{w(k)} > Im{w(k)}, nesse caso, as oscilagdes perduram
por um longo tempo depois de ocorrida a perturbagdo inicial. Esses modos oscilatdrios, de
frequéncia bem definida, sdo conhecidos como os modos normais de oscilagdo do plasma e
satifazem a equacao (2.50).

2.2.4 Relacao de dispersao para ondas de Langmuir

Vamos agora fazer o uso da equacdo (2.50) para obter a relacdo de dispersao para ondas
eletrostaticas de alta frequéncia em um plasma em equilibrio termodinamico. Como ja discutido
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fm{u) Im(u)

|_ -w/k

R
Re(u) L ! ! Re(u)
! e ) w/k

Figura 2.2: Limite assintético do contorno de Landau. Em (a) Im{w/k} > 0 indica a presenca
de instabilidade e em (b) Im{w/k} < 0 indica a presenga de amortecimento. Figura adaptada de

[4].

no inicio dessa se¢@o, vamos supor os ifons como um fundo estético. Para os elétrons, vamos
supor uma funcao de distribuicdo de velocidades de equilibrio Maxwelliana:

Me 1/2  meu?
€

Fo(u) = (M g (2.51)

onde 7, € a temperatura dos elétrons e u € a velocidade paralela a direcdo de propagacao das
ondas. Derivando (2.51) com relacdo a u,

8Fg 2 me 3/2 _ meu?
a1 O T (252

e substituindo em (2.50), temos

me u?

2 Me 3/2 w}%e ue 2Te
Dik,w) =1+ =7 <2T) > /L du g =0 (2.53)

Contudo, a equacdo acima nao pode ser resolvida pelo teorema dos residuos, pois quando o
contorno de integragdo € fechado, no infinito, a integral diverge. No entanto, dentro de certos
limites, algumas aproximacdes podem ser feitas.

Vamos comecar simplificando a equagdo (2.53), escrevendo a velocidade térmica como
Upe = \/m e fazendo uma mudanga de varidveis, com z = w/ku, € y = u/ue, com
dy = du/uy.. Entdo, ap6s algumas manipulagdes, ficamos com?

2 2
2wy, e Y
z

VA
D(k.w) =1 | 7/
() *w[ Ry

O ultimo termo que aparece entre colchetes em (2.54) é chamada de “funcao de dispersao de
plasma” ou “fun¢do de Fried-Conte™:

] . (2.54)

1 e v’
Z(2) = — / dy £, (2.55)
L Yy—z
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onde L € o contorno de Landau e deve passar ao longo do eixo real de y, contornando por baixo
o polo em y = z. Essa func¢do teve suas propriedades tabuladas por Fried & Conte em [15]. Com
1ss0, nossa relacdo de dispersdo fica da seguinte forma

2

2
Dk,w) =1+ uff;; 1+ 2 2(2)]. (2.56)
te

Normalmente, (2.54) precisa ser resolvida numericamente. Entretanto, tomando certos limites,
podemos empregar algumas propriedades da fun¢do Z(z) e obter resultados analiticos, sendo
esse o caso das ondas de Langmuir.

Para ondas de alta frequéncia, com vy >> u., onde v, = w/k € a velocidade de fase das
ondas do plasma, podemos supor que |z| > 1. E, decompondo a varidvel complexa z em parte
real e imagindria, z = z + iy, sendo |[Im{z}| < 1, a fungdo Z(z) pode ser escrita analiticamente
com o uso da relagdo de Plemelj [14]:

—y2
€ (2.57)
y — Z

2 o0
Z(z) =i/Te® +\/1%73/_OO dy

onde P € o valor principal da integral. Para calcular a integral, usamos a condi¢iao de grande
argumento, |z| > 1, e expandimos o termo 1/(y — z) como uma série em poténcias inversas de

e e B A G RI I P

Substituindo esta série na integral em (2.57) e efetuando a integrag@o, obtemos

a1 1 3 15
Z(z):zﬁe —Z(1+222+424+826+...>. (259)

Truncando a série acima no terceiro termo, ficamos com a seguinte expressao para D(k, w):

2 2 1 3

D(k,w) ~ 1+ 222w—p2e [zﬁ 26" ————| =0, (2.60)
w

onde usamos z = w/kug,.

Com essa aproximacdo, podemos separar a relacido de dispersdo em parte real, D,, e
imagindria, D;, e considerando o caso em que |w;| < |w,|, podemos expandi-la em torno de w,.:

aD (k, )

W

D(k,w) ~ D,(k,w,) + iw;

w:wr@D (k,w) Dik,w) @61)
. . r , W 7 , W
= D, (k,w,) +iD;(k,w,) + w; [z 0 N

w=wr

Para |w;| < |w,|, a parte real da relagdo de dispersdo pode ser obtida com a seguinte
aproximagao:
D,(k,w,) =0, (2.62)

que, consequentemente, nos permite escrever uma expressao para a parte imagnaria

Dl(k, WT)

_ 2.
9D, (k). (2.63)

W; =
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A parte real para a relacdo de dispersao para ondas eletrostaticas de alta frequéncia, com
o uso de (2.62) e lembrando que z = w/kuy,., é dada por

2 2
b 3‘:}?; kwite ~0. (2.64)
Que apds algumas manipulagdes algébricas, resulta em
W,
w=-2 (1 /14 12623 /2, | (2.65)

E usando o fato de que estamos considerando oscilagdes nas quais k*u?, /wye < 1, podemos
aproximar a expressao acima como

2 k22
w? e e [1 - (1 +6 7;)] . (2.66)

wpe

A raiz com sinal negativo serd imagindria e estamos querendo obter w,., entdo iremos
descartd-la. A raiz com sinal positivo € real e resulta em

2
W = (1 g R e ““) (2.67)

wpe

Essa raiz € consistente, uma vez que w, € proxima de w,., que € um resultado bem conhecido
da teoria de fluidos para plasmas. Entdo a condigdo usada para obté-la, k*u?, /w,. < 1, estd
de acordo com a nossa aproximagio inicial w/k > wu,.. Portanto, a parte real da relacdo de
dispersao para ondas de Langmuir fica

/{32
Wy A e <1 43 “t€> . (2.68)

2 w?

Para a parte imagindria, usaremos (2.63), entdo vamos comegar identificando D;(k, w;)

2
Di(k,w,) = 20282 /re =+, (2.69)
w
e a derivada 0, D,.(k,w;)
D(kw) _ 0 [1 E ,Eek?ute]
1
Ow Ow w? w (2.70)
w? w? k2ut wg
- pe pe e e
2 + 12— 5 ~ 2 5

Das expressdes acima, obtemos a frequéncia imagindria:

wy = — l\/: k;‘};e e_(ngite>]wr_ (2.71)

Fazendo w = w,, podemos usar a aproximagao w, ~ wpy.. Porém essa aproximagdo € valida
somente para a frequéncia fora do argumento da exponencial, visto que a funcao exponencial é
sensivel a pequenas diferencas em seu argumento. Entdo, ficamos com

4 2 2
™ wpe wpe k Ute
RPN — 1+3 : 2.72
w 8 Ek3uy exp[ 2k% e < + w2 )] ( )

pe
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Sendo
W= w, + iw;, (2.73)

onde a parte real determina a frequéncia e a parte imagindria representa os efeitos das parturba-
¢0es sobre a fungdo de distribui¢io. Neste caso, como w; é negativo, temos um amortecimento®.

E bom lembrar que (2.68) e (2.72), sio vilidas para a regido do espectro das oscilagdes
de Langmuir cujo comprimento de onda € consideravelmente maior do que o comprimento de
Debye, isto é, kAp < 1, com A\p = w./ wpe [12]; 0 que equivale a nossa aproximagao inicial, na
qual supomos velocidade de fase muito maior do que a velocidade térmica do elétrons, vy >> .

2.2.5 Amortecimento de Landau

O método descrito na subsecdo anterior foi apresentado em 1946 por Landau, como uma
forma de tratar corretamente as integrais com polos, que aparecem ao tentarmos solucionar a
equacdo de Vlasov. Desse tratamento surgiram essas frequéncias imagindrias que, inicialmente,
pareciam apenas um resultado abstrato de uma integracao no plano complexo. Segue que, ao
interpretarem esses resultados, o processo fisico que resultava dessa interpretacio era ainda mais
estranho: um amortecimento das oscilagdes que parecia ocorrer sem dissipagdo colisional. Esse
fendomeno ficou conhecido como “amortecimento de Landau”, ou, em inglés, “Landau damping”.

As ondas presentes em um plasma com funcdo de distribuicio Maxwelliana, na presenga
de uma pequena perturbacdo, sdo amortecidas. Porém, esse processo ndo envolve interagdes
particula-particula, como colisdes, que dissipam energia. O que ocorre € um processo que envolve
a interacao entre essas ondas e as particulas do plasma. De acordo com a descricao tedrica,
esse processo ocorre via ressondncia entre os elétrons que se movimentam com velocidade
préxima a velocidade de fase das ondas e € proporcional a declividade da func¢do de distribui¢ao
de equilibrio - que deve ser negativa para que ocorra amortecimento. Embora, inicialmente, o
amortecimento de Landau tenha sido considerado apenas um resultado tedrico, sem conexao
com o que acontece em plasmas reais, ele foi detectado experimentalmente, pela primeira vez,
em um plasma de laboratério por Malmberg and Wharton, no ano de 1966. Desde entao diversos
experimentos em laboratérios e observagdes em plasmas espaciais também detectaram tais
efeitos [14]. Hoje em dia € um fendmeno bem conhecido, inclusive com aplicacdes em outras
areas, como no tratamento cinético da formacao de galédxias [4].

Em plasmas que possuem uma fung¢do de distribui¢do de velocidades na qual a amplitude
decresce com o aumento do médulo da velocidade, como nas distribuigcdes Maxwellianas,
existem mais particulas com velocidade menor que a velocidade de fase, do que particulas com
velocidade maior. Logo, existem mais particulas que podem ser aceleradas pela onda, do que
particulas que possam ser freadas por ela, consequentemente havera mais particulas ganhando
energia das ondas, do que particulas cedendo energia para elas, levando a um amortecimento
das oscilagdes. Esse amortecimento ndo envolve a dissipa¢cdo da energia das ondas, mas sim
a transferéncia dessa energia para as particulas via ressonancia. Entretanto, se adicionarmos
um feixe de elétrons a um plasma Maxwelliano, e se esse feixe for intenso o suficiente para
que surja um segundo pico na regido de velocidades que corresponde a velocidade do feixe,
mesmo que esse pico seja muito menor do que a fungdo de distribuicao de equilibrio, havera
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uma regido de derivada positiva, entre o feixe e o corpo da funcdo de distribui¢do. Nesse caso, a
presenca da declividade positiva poderd dar origem a instabilidades. Entdo, podemos dizer que
ocorre um efeito oposto ao amortecimento de Landau, ou seja, uma amplificacio das oscilagdes
nessa regido, com as particulas do feixe cedendo energia para as ondas, também por ressonancia.
Nesse dltimo caso, devido ao crescimento da amplitude das oscilacdes, elas tendem a afetar a
forma da fj, que, por sua vez, ird alterar o crescimento das oscilagdes. Portanto, se quisermos
acompanhar a evolucdo desse processo ao longo do tempo, precisamos ir além da aproximacgao
linear e incluir efeitos ndo lineares a teoria.

Cabe lembrar, por fim, que além dos fendmenos descritos nesse capitulo, onde, por estar
mais de acordo com o trabalho principal a ser apresentado, consideramos apenas a dinamica dos
elétrons, mantendo os fons estdticos, a aproximagao linear também € perfeitamente aplicdvel a
dindmica i6nica. Basta que adotemos os limites e aproximagdes adequados a faixa de frequéncia
da movimentacao dos fons. O desenvolvimento da aproximacao linear nesses limites pode ser
visto em [12], onde o mesmo procedimento feito aqui € aplicado a um plasma Maxwelliano, para
oscilagdes fon-acusticas.



Capitulo 3

Teoria de turbuléncia fraca

No capitulo anterior, supusemos que nossa fun¢ao de distribui¢do era composta por
uma funcao de equilibrio, ndo oscilante, mais uma pequena perturbagcdo. Entdo, ao aplicarmos
a teoria linear, assumiamos que a amplitude dessas oscilagdes perturbativas era tdo pequena
que podiamos descartar os termos nao lineares que apareciam na equacgdo de Vlasov devido a
presenca dessas perturbacdes. Ao fazer isso, acabamos por desconectar completamente a fung¢io
ndo oscilante da perturbacdo oscilante. Entretanto, a parte perturbativa da funcao de distribuic¢ao,
de fato, afeta a funcdo de equilibrio, e esses efeitos, que normalmente sdo pequenos, tendem a
aumentar conforme a amplitude das perturbagdes cresce [16].

Esses processos, conhecidos como “processos coletivos”, tem grande importancia na dina-
mica de um plasma e sdo, particularmente, associados a uma enorme variedade de instabilidades.
Eles tem inicio quando uma pequena perturbacdo desloca um certo grupo de particulas carre-
gadas, essa movimentacao ird gerar campos eletromagnéticos que atuardo em outras particulas.
Como discutido no capitulo anterior. O ponto aqui é que o aparecimento de uma instabilidade é
acompanhado de um aumento na intensidade do campo elétrico, que pode atingir grandes valores.
Consequentemente, mesmo que campos externos ndo estejam atuando sobre o plasma, campos
relativamente fortes podem ocorrer espontaneamente devido ao crescimento das instabilidades.
E importante mencionar que a presenca de varios tipos de instabilidades é um dos principais
atributos caracteristicos de um plasma como estado da matéria [17].

Com o aumento da amplitude dos campos perturbativos, os processos que envolvem a
interacdo entre as diferentes oscilacdes presentes no plasma comecgam a ganhar importancia.
Isso significa que ondas com diferentes vetores de onda e frequéncias ndo mais irdo evoluir
independentemente umas das outras, violando o principio da superposi¢do. Levando em conta
que este principio serve de base para as simplificagdes adotadas na teoria linear, permitindo
que essas perturbacdes arbitrdrias possam ser expressas como uma superposicdo dos modos
normais de oscilagdo do plasma (justamente por evoluirem independentemente uns dos outros)
[18], podemos perceber que a aproximacao linear ja ndo serd suficiente para a descri¢do desses
processos. Sendo assim, para descrevé-los, € necessdrio que adotemos uma abordagem ndo
linear.

Os intimeros efeitos ndo lineares que podem acontecer em um plasma, podem ser classifi-
cados de diversas formas. Porém, a mais basica de todas € quanto a intensidade desses efeitos.
Em plasmas fracamente ndo lineares, a amplitude das ondas é pequena o suficiente para que a
propagacdo das ondas seja tratada de acordo com a teoria linear, com a parte nao linear sendo
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responsavel pelas fracas interacdes que ocorrem entre os modos de oscilacdo. Para o caso de
ndo linearidades intensas, a aproximacao linear deve ser abandonada completamente e os efeitos
lineares devem ser incluidos nas equacdes diretamente. Neste trabalho abordaremos somente o
primeiro caso, que € convencionalmente chamado de “teoria de turbuléncia fraca”.

A teoria de turbuléncia fraca pode ser discutida em termos de trés interacdes basicas: a
interagdo onda-particula quaselinear, a interacao onda-onda e a interagdo onda-particula nao
linear [18]. Nas proximas sec¢des, a formulagdo de cada uma dessas interagdes serd elaborada e
discutida dentro do contexto do trabalho principal a ser apresentado.

3.1 Formalismo quaselinear

Seguindo uma ordem de complexidade, vamos comecar pelo mais simples dos processos
ndo lineares abordados pela teoria de turbuléncia fraca, a teoria quaselinear. Nesta aproximagao
supomos que a amplitude das oscilacdes € tdo pequena que podemos descartar as interacdes onda-
onda, isto €, podemos ignorar a violagao do principio da superposi¢ao e dar um tratamento linear
a propagacdo das ondas [18]. Sendo que o efeito das oscilagdes sobre a funcdo de distribuicdo
de equilibrio € dado por efeitos ndo lineares.

O objetivo dessa secao € abordar essas caracteristicas com mais detalhes, dando enfoque
ao desenvolvimento matematico da teoria e ao significado fisico dos resultados obtidos. A
formulagdo apresentada € fortemente baseada em [16]. Alguns detalhes ou pontos discutidos
foram baseados também em [14], [17], [18], [19], [20] e [21].

3.1.1 Sistema Vlasov-Maxwell no formalismo quaselinear

Vamos novamente supor um plasma homogéneo, ndo magnetizado e, inicialmente, em
equilibrio. Na auséncia de colisdes, a equacdo de movimento continua sendo a equagdo de
Vlasov. Entao, para particulas do tipo «, e considerando apenas oscilagdes eletrostaticas temos

8 (0% (0%
U o pt T BV, f0 =0, (3.1)
ot Ma
onde o campo elétrico E é dado por
V.E=dn an/fa(r,v,t)d?’v. 3.2)

Agora supomos que a func¢do de distribui¢do f, e o campo elétrico E, que aparecem
nas equacoes acima, sdo compostos pela soma entre uma parte de equilibrio e uma perturbacao
infinitesimal, como segue

Jo = fao + fa1, (3.3)
E =E;+E;. (3.4)
Até aqui a formulacao da teoria quaselinear € idéntica a formulagdo feita para a teoria

linear. Contudo, ambas diferem quanto a uma hipétese basica: a variagdo temporal de f,o. Na
teoria linear, a fun¢do de distribui¢do de equilibrio era independente do tempo, enquanto no
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formalismo quaselinear f,o varia temporalmente. No entanto, a condi¢cdo de validade deste
formalismo exige que essa variacdo seja muito lenta, quando comparada a variacao temporal das
perturbagdes. A evolucdo temporal das quantidades de ordem zero € introduzida a formulagdo
ao tomarmos as médias espaciais de f, e de E.

Prosseguindo, a média da fun¢do de distribui¢do de velocidades é expressa da seguinte
forma:

(fa(r,v, 1)) = (fao(V, 1)) + (far(r, v, 1)), 3.5
onde

(e, v, 1)) _; [ futev 1y (3.6)

As flutuagdes relacionadas a f,,; s@o aleatdrias, portanto a média é nula e, consequentemente, a
média da funcdo de distribui¢do serd a propria funcdo de equilibrio:

(falr,v, 1)) = fao(v,1). (3.7)

Para o campo elétrico, vamos supor que o campo de equilibrio seja nulo: Eg = 0. Com

isso ficamos com
E=E,. (3.8)

Como as flutuagdes do campo também sdo aleatdrias, 0 mesmo argumento usado para a
funcao de distribuicao se aplica a este caso. Portanto, de acordo com (3.8), temos que a média

do campo elétrico € nula
(E(r,1)) = (Eq(r,£)) = 0. (39)

Podemos olhar para a questdo do campo médio de uma outra forma. A média do campo
em termos do negativo do gradiente do potencial € dada por
1 09(r,t)

(E(r,t)) = —7 Tdi“’r. (3.10)

Se considerarmos uma integragc@o sobre todo espaco, e levando em conta que o potencial
tende a zero no limite em que r — oo, vemos que (E(r,¢)) = 0. O mesmo resultado seria
também obtido no caso de uma regido finita com condi¢des de contorno iguais nos limites
diametralmente opostos. A equacdo de Vlasov em termos das médias tem a seguinte forma

0 (fa) o <E‘9fa> _o G.11)

0 q
o T Vg et (B

Na forma como esté escrita, a equacdo acima nao nos fornece muita informagdo. Todavia,
podemos escreve-la em termos da fungdo de distribuicao total, ja levando em conta o resultado
obtido em (3.7). Com isso obtemos uma forma muito mais elucidativa para média da equacdo de

Vlasov,
afaO +v- <afa0 + 8foz1> + qia [<E> . afoz() + <E'afoz1 >‘| —0. (312)

ot or or Mg, ov ov

Vemos que no segundo termo da expressdo acima temos a derivada espacial de f,,
porém, como nossa funcdo de distribui¢ao de equilibrio € homogénea, este termo € nulo. Assim
como o terceiro termo, que também € nulo, visto que (E(r,¢)) = 0. Entdo, ao eliminarmos os
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termos nulos de (3.12) e isolarmos 0 f,/0t, obtemos uma equagio para a evolucdo temporal de

fon: af af
ald _qia . al
%= m <E o > (3.13)

Podemos ver em (3.13), que a variacao temporal da funcdo de distribui¢ao de equilibrio
depende da média do produto das flutuacdes do campo elétrico, com as flutua¢des da funcao de
distribui¢do no espaco de velocidades - o que a define como uma varia¢do de segunda ordem.

Substituindo a variacdo temporal da funcio de distribuicao de equilibrio em seu respectivo
termo na equacdo (3.1), obtemos

afal V.afal + qia E.afao qo [E.afal N <E.afa1 >] —0.

(3.14)

+ == 4 =
ot or Mg ov My, ov ov
termos néo lineares

Esse € um ponto importante para a discussao de alguns aspectos da teoria quaselinear,
pois € onde descartamos os termos nao lineares, assinalados na equag@o acima como ‘“‘termos
ndo lineares”. Se ndo fizéssemos isso, ficariamos com um sistema de equagdes aberto e, conse-
quentemente, sempre precisariamos adicionar termos de ordem n + 1, para obter equagdes que
descrevem a evolucao temporal do sistema que envolvem flutuagdes de ordem n. Lembrando
que esses termos s6 podem ser descartados porque estamos supondo flutuagdes infinitesimais,
logo o produto entre elas serd ainda menor. Com isso obtemos uma expressao para a equagao de
Vlasov que é formalmente a mesma obtida na aproximacao linear:

afozl V.afal +q7aE‘%

ot + or Ma ov

~ 0. (3.15)

Entretanto, neste caso, a funcao de distribui¢ao de equilibrio varia no tempo de acordo com a
equacdo (3.13), que envolve termos de segunda ordem. Do ponto de vista da teoria quaselinear
isso faz todo sentido, uma vez que a validade dessa aproximacao € diretamente ligada ao fato
de que a variacdo temporal de f, seja lenta - muito mais lenta do que a variagdo temporal
das flutuacdes. Por isso que mesmo que esses termos nao contribuam na equagao de Vlasov,
por serem pequenos, eles podem ser empregados para obter a evolucdo temporal da funcio de
distribui¢do de equilibrio.

Portanto, a equacdo (3.15), junto com as equacdes (3.13) e (3.2), forma o sistema
de equacdes acopladas da teoria quaselinear, para oscilagdes eletrostaticas em um plasma
homogéneo e ndo magnetizado.

3.1.2 Difusao quaselinear

No presente trabalho, do ponto de vista da teoria quaselinear, estamos preocupados
somente em obter resultados de instabilidades geradas por efeitos ndo lineares. Portanto, iremos
abordar apenas o caso em que existe uma regiao em que 0 fy/dv > 0, isto €, uma regido que
favorece os crescimento das instabilidades, como discutido no final do capitulo dois. Também va-
mos restringir nossa abordagem as oscilagdes de alta frequéncia, associadas a movimentag¢ao dos
elétrons. Sendo assim, podemos considerar os fons como um meio estatico neutralizador, o que
nos permite abandonar o somatorio e o indice . Novamente, essa restri¢ao estd sendo imposta
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com a inten¢do de aproximarmos a formulagao da teoria, com sua aplicagdo no assunto principal
do presente trabalho. O formalismo estendido para o caso de um plasma com multicomponentes
pode ser visto em [19].

Prosseguindo, vamos supor dependéncia harmonica para as flutuagdes da funcao de
distribui¢do e do campo elétrico:

fi = fuceler=ed

B = B im0 e

onde as varidveis com ” ~ ” denotam as respectivas transformadas de f; e de E.

Usando a dependéncia harmonica podemos escrever (3.15) em termos das varidveis do
espaco de Fourier:
dfo

ov

E, isolando flk, ficamos com uma expressao para a evolucdo das flutuacdes da funcado de
distribuicdo

—i(w—v-k)fix — — Ek = 0. (3.17)

3f0
- € Ek
Jik =

Eei’b(vk—w). (3.18)

Como estamos considerando apenas oscila¢des eletrostaticas, € conveniente escrevermos
Ey em termos do potencial elétrico
Eyx = —ik®y, (3.19)

onde & = (ka e'kr=wt) Substituindo em (3.18), obtemos:

e k- afo

Jik=——

o m Py (3.20)

A equagdo acima deve ser substituida na equacdo de Poisson (2.22), resultando em

R 4 2 k afo .
j2d, = ¢ /< N __ b, Po. (3.21)

Me vk —w)

O desenvolvimento da expressdo acima, para a obtengdo da equagdo de dispersdo, €
idéntico ao demonstrado no capitulo anterior, na aproximacao linear, logo, omitiremos esses
passos e iremos direto ao resultado:

w? 1 dfo
pe - k-2 =
k2 / (k-v— w)k ov dv=1. (3.22)

Podemos ver que a equagdo (3.22) é a mesma equagdo de dispersdo obtida na teoria linear. No
entanto, aqui, na teoria quaselinear, a fun¢do de distribuicio de equilibrio, fj, representa a média
espacial da func¢do de distribui¢do de velocidades e varia lentamente com o tempo. Cabe lembrar
que o uso dessa equagdo de dispersdo sé se justifica quando as condigdes |w;| < w, € |w;| K kv
sdo satisfeitas. Nesse caso, substituimos a fun¢ao de distribuicao inicial pela evolugao temporal
da fj, chamada de “distribui¢do de fundo”, que € dada por

Ofo _ ¢ /g 9K
o)
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Para obter a evolugdo temporal de f no espaco de Fourier, vamos substituir E(r,t) e
f1(v,t), em (3.23), pelas suas respectivas transformadas, como segue:

3 3.
% € < M ﬁ;k(t)ei[k—w(k)t], d°k aflk (v,t) z[k’—w(k’)t]> (3.24)

ot Me 873 873 ov
Colocando (3.24) em termos do potencial Py e ja efetuando a média, temos a seguinte
expressao:

1 3 d3 / A . A 11,/ ’
aaf;o o V & 87 / [/ ;l lz 8]{; (—Zk) q)kez[kr—w(k)t] flk’ez[k r—w(k )t]‘| d37", (325)
me OV T T

onde, levando em conta que somente fk tem dependéncia em v, pudemos colocar para fora da
integral a derivada com relacdo a velocidade. Se invertermos a ordem de integracao, (3.25) pode
ser escrita da seguinte forma

Ofg 1 e 0 d3k/d3k, : [ / pill+)r g3
83

ot Vmeov ) 8 i frioe W (3.26)
Me OV s

em que o termo isolado entre colchetes, no lim V' — oo, € a defini¢do da delta de Dirac:

1 i(k+k')r 33
ﬁ/vd T e = §(k+K). (3.27)

Aplicando a defini¢do acima em (3.26), obtemos a seguinte expressao para a distribuicao

de fundo: ;
oy _ 1 e d r[d%k S

—im o [k Dy fice

- 2
ot V Me ov J 8r3 (3.28)

Coeficiente de difusdao quaselinear

Com a equacdo para a evolugdo temporal da fun¢do de distribuicao de equilibrio conhe-
cida, precisamos de uma expressdao que descreva como essa variagcdo ird atuar no espago de
velocidades. Para isso € necessdrio expressar a equagdo (3.28) em termos de f,. Entdo, vamos
comegar verificando algumas propriedades de simetria das varidveis Py e w(k) no espago de
Fourier.

Tendo em mente que o potencial elétrico ®(r,¢) deve ser real em toda parte, temos a
seguinte relacao de simetria:
O(r,t) = ¢*(r, 1), (3.29)

onde o termo com * denota o complexo conjugado de ®(r,t).

Podemos usar essa propriedade para analisar a simetria do potencial, reescrevendo (3.29)
em termos de sua transformada de Fourier [14],

/OO dBk @k(t) ik-r efzw (k,t)t / d3k, @k( ) —ik-r eiw*(k,t)t. (3.30)

Invertendo o sinal da varidvel de integracdo k e dos limites de integracdo do lado direito de
(3.30), percebemos que o resultado dessa integral permanece inalterado:

/_ Bk (i)ik((t) e~k ez’w*(k,t)t _ /_ d3(—/{3) (i)*,k(t) olkr ez’w*(—k,t)t

[e.9]
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/ Bl B (1) ek gttt — / Bl &F | (1) T i (St (3.31)

Comparando a relagdo acima com o lado esquerdo de (3.30), verificamos que também ha simetria
do potencial eletrostético no espago de Fourier:

Py (1) = D* (1) (3.32)
E, por ser complexa, a propriedade de simetria da relagdo de dispersao € a seguinte:

wk,t) = —w*(=k,1), (3.33)
o que pode ser constatado em (3.31).

Usando (3.33), podemos reescrever o argumento da exponencial que aparece em (3.28)
da seguinte forma:

w(—=k) + w(k) = w, (k) + iw;(—k) + w, (k) + iw;(k)
W(—k) + w(k) = 2iwi (k). (3.34)

Aplicando as propriedades de simetria recém obtidas a (3.28), j substituindo o argumento
da exponencial obtido em (3.34), temos

afo o 1 (& a dSk: 2 N i(k)t

2w,
E = Zvﬁeaiv . ﬁk q)k f1k€ (335)
Mas,
R e k ~% "
= —X )
Jik me vk —w) (3.36)
entdo, substituindo em (3.35), obtemos
Ofg 1 €2 0 Br P2 dfo
—_— = k(k-— 3.37
ot Vm2ov 8131 (vk —w) ov ]’ (337)
lembrando que . L
D = PPyl (3.38)

A equacgdo (3.37) expressa o chamado “coeficiente de difusdo quaselinear” e relaciona a
evolugdo temporal de f; com uma deformacao do espaco de velocidades. Essa deformacdo parte
da regido onde existem particulas em ressonancia com as ondas de Langmuir e vai se espalhando,
como uma difusdo de velocidades, deformando a fun¢do de distribuicao.

Expressando o coeficiente de difusdo em termos do campo elétrico, com o uso da relagdo

P2 = k:2 : (3.39)

e, escrevendo o produto escalar do numerador na forma de somatério, obtemos uma equacao
diferencial de segunda ordem, conhecida como “equacdo de difusdo quaselinear’:

o
o~ 2

[D afo] , (3.40)

" an

0
an
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onde D;; expressa o coeficiente de difusdo quaselinear, cuja forma mais conhecida € a seguinte

ez 1 1 | DI D'y
Dy = & — / Bl — K Tk g 3.41
! m2 V 8m3 ik2(k-v—w) "’ (341)

Aqui cabe uma explicagdo a respeito do nome dado ao coeficiente D;;. Embora a equagao
(3.41) relacione a lenta evolucao temporal da fun¢do de distribuicdo com a média quadratica das
oscilacdes rapidas do campo elétrico e, com isso, pareca uma equacgdo nao linear, a evolucao
temporal da amplitude dessas oscilacdes € dada por efeitos lineares. Por isso chamamos D;;
de coeficiente de difusdo quaselinear. Vamos obter a evolucio dessas oscilacdes na proxima
subsecao.

3.1.3 Densidade espectral

Anteriormente obtivemos o coeficiente de difusdo quaselinear, que relaciona as ondas
geradas por efeitos ndo lineares a dispersdo das mudangas na forma da funcio de distribuicao.
Contudo, ainda ndo sabemos como a amplitude dessas instabilidades evolui temporalmente e
como se relacionam com a distribuicao de fundo. E € isso que investigaremos a seguir. Vamos
comegar tomando a média do quadrado do campo elétrico, dividida por 87

<E13> 11 1 A a1 & dr
— * i(k—k’)-r
8  V 8&r 83 / &'k Ek/ @K By [ 873 © ] ’ (3.42)

onde, assinalada entre colchetes, temos a defini¢do da delta de Dirac. Aplicando as propriedades
da delta, ficamos com
(Bgy 11 1

L4 3.1 f _ [ 3
5 = S /dk:Ek 10N /dkSk(t). (3.43)

A quantidade definida na expressao acima é chamada de “densidade espectral de energia
elétrica”. Ela tem seguinte forma:
5k<t) — 1 |Ek(t)|2
8tV 8w
e representa a intensidade espectral das flutuagdes que ocorrem no plasma, sendo que essas
flutuacdes devem satisfazer a relacdo de dispersao.

(3.44)

A variagdo temporal da densidade espectral £ (t) ocorre conforme as ondas do plasma
vao sendo amplificadas (ou absorvidas). Essas ondas oscilam com a parte real da frequéncia
determinada pela relacdo de dispersdo e, como estamos considerando que w; < w;., sua amplitude
¢ lentamente varidvel, visto que essa varia¢do depende da parte imagindria da frequéncia [21, 22].
Portanto, as amplitudes dessas ondas sdo proporcionais a e*i‘, de modo que podemos escrever a
dependéncia temporal da amplitude do espectro como

Ek(t) _ 1 |Ek|2€2wi(k)t _ gk62wi(k)t (345)
87V 83 ’
ou entdo, na forma de equacdo diferencial:
& (t
k(t) _ 2uw; (K)Exc (1) (3.46)

ot
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Substituindo (3.44) em (3.41), obtemos uma expressao que correlaciona o crescimento
das ondas no plasma, com os efeitos de difusdo da fun¢do de distribui¢ao de velocidades, em
termos da densidade espectral

_ ——/d:” i 87&x(?) O gk (3.47)

Bk-v—w) 7

No entanto, a equagido (3.47), com uma quantidade complexa, w, no denominador, nio
se mostra muito promissora. Contudo, podemos coloca-la em uma forma mais conveniente se
a multiplicarmos no denominador e no numerador pelo complexo conjugado de k - v — w, da
seguinte forma

i(k-v—w, +iw;)E(t)
k;2 (kv —w.)?+w?
E, usando as simetrias de E(t) e de w(k), podemos ver que a parte imagindria dessa expressdo €
nula. Ficamos entdo com

Dy = —87r— / &k kik;. (3.48)

wi&i(t)
(k- v —w)?+w?]

D, = 87r— / &k kik;. (3.49)

No limite de validade da teoria quaselinear, no qual supomos que a amplitude dos campos
perturbativos varia lentamente, podemos aplicar o seguinte limite matematico

l i
im
wi—0 (k- v — w,)? + w?

=mik-v—w). (3.50)

No contexto da teoria quaselinear, a delta, resultante do processo de limite descrito acima,
€ associada com a condi¢ao de ressonancia w = k - v, em que v € a velocidade da particula que
interage com ondas de vetor de onda k. Quando essa condicdo de ressonancia € satisfeita, a
particula mantém uma fase constante com relacio a onda, sendo efetivamente acelerada pelo
campo elétrico, essencialmente constante, que a onda exerce sobre ela [18].

Substituindo (3.50) em (3.49), ficamos com a seguinte expressao para o coeficiente de
difusdo quaselinear

L&) ok v —w). (3.51)

2 k
Di; = 8n— / &k
Me

A equacdo (3.51), junto com as equagdes (3.40) e (3.46), respectivamente reproduzidas
logo abaixo,

Oh _ 0 [, O
o z]: 0, [Dw avj]’ (3.52)
aggt(t) = 2w; (k)& (1), (3.53)

formam o conjunto completo e auto-consistente de equagdes da teoria quaselinear, para um
plasma ndo magnetizado, no qual atuam apenas ondas eletrostdticas de alta frequéncia. A parte
imagindria das ondas, w;, a varidvel responsavel pela evolucao do espectro, varia linearmente
e € obtida através da solugao da relacdo de dispersao, que depende da distribui¢ao de fundo.
Enquanto esta ultima varia sob acdo de interacdes ndo lineares entre os modos normais de
oscilagdo.
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Analisando o sistema de equagdes acima com um pouco mais de atengdo, percebemos
que a difusao no espaco de velocidades, da forma como € descrita pela equacao (3.40), leva a
uma redugdo na declividade da derivada 0 f, /Jv, isto é, ocorre uma achatamento da fungdo de
distribuicdo naquela regido. Se a funcdo de distribuicdo for, por exemplo, uma Maxwelliana, em
que Jfy/0v < 0 sempre, essa reducdo ird diminuir a influéncia das oscilagdes sobre as particulas,
levando a uma reducdo na absor¢ao [17].

No entanto, estamos mais interessados no caso em que df,/0v > 0, o que pode ocorrer
quando ha a incidéncia de um feixe de elétrons na cauda de um plasma Maxwelliano, desde
que o feixe tenha intensidade o suficiente para que um segundo pico apareca na funcdo de
distribuicao. Nesse caso temos w; > (0, 0 que propicia a ocorréncia de instabilidades para uma
determinada faixa de frequéncias. A transferéncia da energia das particulas do feixe para as ondas
do plasma ocorre via ressonancia e é responsavel pelo aparecimento dessas instabilidades, que
resultardo no crescimento da amplitude das oscilacdes. Esse crescimento causard uma difusdo
no espaco de velocidades, resultando, novamente, na diminui¢do na declividade de 0f;/0v.
Como consequéncia, o crescimento da amplitude do espectro vai ficando mais lento, e a forma
da distribuicao de fundo vai estabilizando, até a ocorréncia da formagao de um plateau na regiao
entre o corpo principal da fun¢do de distribuicdo e o feixe, onde antes havia a regido de derivada
positiva. Nesse ponto, o sistema atinge um estado estacionério, onde ndo ha mais crescimento
das ondas, nem difusdo no espaco de velocidades. Esse tipo de instabilidade ¢ conhecido como
“instabilidade bump-in-tail” e sera discutida detalhadamente mais adiante, no tépico principal
deste trabalho.

3.2 Formalismo nao linear da teoria de turbuléncia fraca

Nesta secdo daremos continuidade a descri¢ao dos processos que fazem parte da teoria de
turbuléncia fraca, abordando ndo linearidades de ordem mais alta do que as que foram discutidas
na se¢o anterior, com a teoria quaselinear. E importante ressaltar que, embora este formalismo
trate de interacOes que envolvem instabilidades mais intensas, ainda estamos no limite da teoria
de turbuléncia fraca discutido no inicio do capitulo. Para quantificar esse limite, vamos considerar
um plasma turbulento na aproximacao eletrostatica, descrito pelo sistema Vlasov-Poisson, junto
con suas devidas médias estatisticas. Nesse caso, duas densidades de energia caracterizam o
problema: a energia cinética média das particulas, por unidade de volume &y, = nm < v? > /2;
e a densidade de energia &, associada com as flutuagdes do campo elétrico perturbativo. Sendo
assim, por “teoria de turbuléncia fraca”, nos referimos a situagdes em que

Er < Epin, (3.54)

isto €, a densidade de energia associada as flutuacdes € pequena quando comparada com a
densidade de energia cinética média das particulas. A essa condicao, estd relacionada a suposi¢ao
de que o crescimento das ondas € lento [19].

A teoria de turbuléncia fraca comecou a ser desenvolvida no final da década de 1950,
sendo continuamente aprimorada até meados da década de 1970, em grande parte por cientistas
da antiga Unido Soviética. Nomes como N. V. Tsytovich [17, 20, 21], A. I. Akhieser [12, 16],
R. Z. Sagdeev e A. A Galeev [18], entre outros, compdem, até hoje, as principais referéncias
de base para os trabalhos desenvolvidos na drea. Outra referéncia importante, € o classico
tratado do cientista norte-americano R. C. Davidson, [19]. As abordagens adotadas pelos autores
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russos, citados acima, sdo bem similares. Eles empregam um método com solugdes perturbativas
da equacdo de Vlasov nao linear, de primeiros principios. No entanto, a principal énfase €
dada a equacdo cinética ndo linear das ondas, que descreve diversas interacdes ndo lineares,
onda-particula e onda-onda, entre os auto-modos lineares de oscilacdo. Como consequéncia, as
interacdes ndo lineares entre as particulas ficam de fora da teoria. Em seu lugar € usada apenas
uma equacao de difusao quaselinear para as particulas [23].

Neste trabalho, abordaremos a teoria de turbuléncia fraca tomando como base o trabalho
desenvolvido por Peter Yoon em [23], onde o autor generaliza a teoria de turbuléncia fraca,
incluindo efeitos ndo lineares tanto nas equagdes para as ondas, quanto na equagdo para as
particulas. Desse modo ele consegue descrever teoricamente alguns resultados observacionais
e de simulacdes de “particle-in-cell”, nos quais eram obtidos os, até entdo, teoricamente inex-
plicdveis harmdnicos 2w,. para ondas eletrostaticas. Mais tarde, em [24], o autor extendeu
esse formalismo para o caso eletromagnético. No entanto, como mencionado anteriormente,
iremos restringir nossa discussao apenas as oscilagdes eletrostaticas. Também ndo entraremos
em detalhes a respeito da derivacdo dessas equagdes, pois além de extensa, sua complexidade
estd fora do escopo deste trabalho; e, uma vez que nossa inten¢ao aqui nao € abordar a ocorréncia
e nem a descricao desses harmoOnicos, iremos trabalhar apenas com os ja conhecidos modos
lineares para a evolucdo dos processos nao lineares.

3.2.1 Equacoes cinéticas generalizadas

Seguindo o mesmo procedimento adotado nas demonstragdes anteriores, vamos consi-
derar um plasma homogéneo, livre da atuagdo de campos externos e na auséncia de colisoes.
Nessas condi¢des, a equagcdo de movimento continua sendo a equacdo de Vlasov eletrostatica,

0t Vi) L o Gt ev.t) + 2 B(r, 1) 2eB: V1)

T, . v =0, (3.55)

e o campo elétrico auto-consistente, E(r,t), continua sendo dado pela seguinte equacdo de
Maxwell,

VB t) =412 Y e, / o fa(r, v, 1), (3.56)

€9

Nas equagdes acima, f, € a funcdo de distribuicdo da particula “a” - onde a representa tanto
elétrons “e”, quanto fons “2” - e, levando em conta a condi¢do de neutralidade de carga, temos
n = n. = N;, que € a densidade do plasma. Vemos que houve uma certa mudanca na notagao,
com relacdo aos capitulos anteriores. Isso se deve ao fato de estarmos seguindo a notacdo usada
em [23], que serve como referéncia para essa discussao. Mais algumas mudangas irdo aparecer
ao longo desta se¢do sem que, no entanto, possam interferir no bom entendimento do que esta

sendo apresentado.

Seguindo o mesmo procedimento feito na aproximacdo quaselinear, escrevemos a fun¢ao
de distribuicdo e o campo elétrico como uma soma da média espacial dessas quantidades, com
suas respectivas flutuacdes (quantidades precedidadas por 9):

fa(r, v, t) = Fy(v,t) 4+ fo(r,v,t)

E(r,t) = 0E(r, 1), (5.37)

onde, F},, na notacdo que estamos usando, representa a média da funcao de distribuicdo de
equilibrio - que chamdvamos de f,q - €, como concluido anteriormente, a média da funcao de
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distribui¢do de equilibrio € independente de r e a média do campo elétrico € nula, resultando nas
expressoes acima. Substituindo na equacdo de Vlasov, temos:
oF, e, 8Fa 00df,
ot My, 8V ot

d6f,
ov

Y vVif, + S GE. —0. (3.58)
Mg

Tomando a média da equag@o acima, obtemos a mesma equacao cinética para a evolucao
temporal da fun¢do de distribui¢do de equlibrio, ou como a chamaremos a partir de agora,
“equacdo cinética formal para as particulas™:

oF, €a d0f,
=——(JE: . .
ot My <6 ov > (3.59)
Subtraindo (3.59) de (3.58), obtemos uma equacdo para as flutuacdes:
85fa 8F €q d0f, 0d0fa\|
o v-Vif, 5 ma [5E~ v <5E- v >] =0. (3.60)

Se compararmos a equacao acima com a equacgao (3.14), vemos que ambas sdo exatamente a
mesma equacgao, porém, com notacdes diferentes. E € nesse ponto que ocorre a distin¢ao entre
o formalismo ndo linear e a aproximagdo quaselinear. Na teoria quaselinear descartdvamos os
termos proporcionais a 0Ed f, e agora, com a inten¢do de incluir efeitos nao lineares de ordem
mais alta, iremos manter estes termos.

Como feito na se¢do anterior, o procedimento consiste em decompor as flutuagdes em
termos de suas transformadas de Fourier-Laplace, com respeito a escala de tempo rapida das
flutuacoes':

5fa(rav7 t) = /dgk'/ dw 5f1(:w(v,t)6i(k'r—‘*’t)7

Sf2 (v, 1) r [T o v e 0o,
' (3.61)
SE(r, 1) = / d?’k / dw S, (t)eller—t)
SEye(t) = / dr / dt GE(r, t)e~ier=t)
onde a integragdo se da ao longo do caminho L, com um prolongamento de w = —oco + 70 até

w =00+ i0,emque o > 0 e o — 0. Lembrando que estamos supondo lenta dependéncia
temporal das amplitudes espectrais 0 fi! (v, ) € dE(t)y,. Sendo assim, essas quantidades sdo
calculadas como se elas fossem temporalmente independentes na escala rdpida de tempo. Essa é
a chamada “aproximacgdo de dois tempos”.

A novidade nesse formalismo é a transformada de Fourier-Laplace dos termos ndo
lineares, onde temos a transformada de um produto de fun¢des. Nesse caso, a transformada de
Fourier-Laplace € representada pela convolucdo dessas fungdes:

, / dt §fa(r,v, 1) SE(r, 1) e~ iler—et) — / &P / Ao 12 0B 1045

= /d3k'/dw' 6f1(<1—k’,w—w’ 6Ek/7w/

! Notas de aula do professor Peter H. Yoon na School of Space Research, Kyung Hee University, Yongin, Korea,
sob o titulo de Lecture 7. Formal Vlasov Weak Turbulence Theory, divulgadas aproximadamente no segundo
semestre de 2011. Disponivel em: <http://migre.me/r3GcS>. Acesso em: 15 de abril de 2015.

(3.62)
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Aplicando essas transformacdes ao sistema Vlasov-Maxwell, obtemos um conjunto de

equagoes hierdrquicas, composto pela equacgdo cinética formal para as particulas da espécie a
(23],

aFa o 3 310 i(k+k') r—i(w+tw’)t,
_ __maav /d k/dw/dk/dw (FEu . i) e . (3.63)

pela equagdo para a evolucao da fun¢do de distribuicdo perturbativa das particulas, também da
espécie a,

9 . OF, e O o
(w—k-v—l—i) s = —¢%5Ek,w-— —ze——-/d?’k /dw

ot ov mg OV (3.64)
X {6Ek’,w/5fakfk’,w7w’ — <5Ek/7w/5fk7k’,w7w’>:|;
e pela equacdo de Poisson para as flutuagdes do campo elétrico,
k-0, = —dmii Y e / v o fe (3.65)

Os brackets presentes nas duas primeiras equagdes deste conjunto, denotam as médias de
ensemble sobre as fases das perturbagdes. Como ja discutido na teoria quaselinear, no ponto
em que descartamos os termos de segunda ordem, a presenca desses termos nao lineares torna
o sistema de equagdes acima aberto, visto que, para que obtenhamos a solugéo para o f , €

necessario que conhecamos a expressao para a correlag@o entre duas particulas, <(5 fe 0 fi w,>,

que depende das correlagdes de terceira ordem, <5 Jkw0 fir 0 fﬁ,,7w,/>, e assim por diante.

Vemos que a derivada temporal de lenta escala de tempo, i(0/0t), foi mantida no lado
esquerdo da equacao (3.64). Para lidarmos com essa situacao, vamos adotar o método descrito
por Peter Yoon em [23], no qual ele emprega a aproximacao de dois tempos, propondo que o fator
i(0/0t) seja “absorvido” em uma “nova” defini¢do para a frequéncia angular, w — w + i0/0t.
Dessa forma, de acordo com o autor, a equag@o para a fung@o de distribuigéo perturbativa, 0 fi
pode ser resolvida iterativamente até terceira ordem para a intensidade do campo elétrico dEy .
Uma vez obtida a solucdo iterativa desejada, ela € inserida na equagdo de Poisson perturbada e,
por fim, sd@o tomadas as médias de ensemble apropriadas, supondo que existam fases aleatdrias
associadas com as flutuagdes. Como resultado desse procedimento, obtemos a equacao nao
linear para o balango espectral, que forma a base da teoria de turbuléncia fraca. E é nesse estagio,
de acordo com a aproximagéo de dois tempos, que i(0/0t) é reintroduzido. O resultado obtido é
o seguinte [23]:

kw 2 Jw

OBy s oo (OE%) 1 o P (K, W'k -k, w— )
— = SE%) — ’ ’ 3.66
- ( E(k/’ w/) - E(k - kl) w = w/) < >k,w €* (k7 w) ( )

x (8E%),, <5E2>k_k/,w_w/}_2 [ @ [ XOK WK, k,w) (SB2),, | (9B), .

0= e(k,w) (6E%) | 1 Oelk,w) O 5E2 +2/d3k’/dw { (K, o'k~ K,w— )]

)

onde o termo
ek,w) =1+ x(k,w) (3.67)
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¢ a fungdo resposta dielétrica linear, e os termos

x(k,w) = xalk,w), (3.68)
X (K, wi ks, wa) = 3 X P (ky, w1 [k, w)) (3.69)

c
X ki, wi|ko, wo ks, w;) = Zi§3)(k17w1|k27w2|k3,w3) (3.70)

sdo, respectivamente, as susceptibilidades dielétricas linear, ndo linear de segunda ordem e nao
linear parcial de terceira ordem. As expressOes para as susceptibilidades, para particulas da
espécie a sdo as seguintes':

4 aAa .
valk,w) = =25 [doke gy, 37D

1 4mie,n,

2)(k k S
Xa (K1, wnfka, w2) 2 kikalky + Ko

(3.72)
X /dSU B ez o1 02 [ K1 (K2 B ) + K (K By )| Pl

1 4dmie,n
V3 (ky, w1 kg, ws|ks, wy) = —= L

Xa ( 1, 1| 2 3| 3 3) 2k1]€2k’3‘k1+k2+k3‘ (373)

X /d3v (gk1+k2+k3,w1+W2+w3'kl)gk2+k3,w2+w3' {k2(k3'gk3,w;5) + k3(k2'gk2,w2)} Fav
onde gy ., € um operador diferencial e tem a seguinte forma:
€a 1 0
Bk = — _ . (3.74)

My w—k-v+i0 ov

A equagdo (3.66) € um resultado formal bem conhecido na teoria de turbuléncia fraca.
Naturalmente, o préximo passo seria aplicar o procedimento padrao da teoria cinética, supondo
que |Im e(k,w)| < |Re €(k,w)|. Com isso, poderiamos obter a relagio de dispersdo das ondas
através da parte real de (3.66), enquanto sua parte imagindria determinaria a rapidez com que as
ondas evoluem no tempo, ou seja, a equagdo cinética das ondas. Contudo, se as func¢des resposta
ndo lineares ndo forem analisadas em detalhes, este método falha e a equacdo ndo linear para
o balanco espectral, (3.66), continuard sendo um resultado puramente formal, sem aplicagcdes
praticas [23]. Mais adiante voltaremos a falar sobre isso.

Prosseguindo com a equagdes cinéticas generalizadas da teoria de turbuléncia fraca,
vamos a equacao cinética generalizada para as particulas. Para obté-la, primeiro, partindo da
solugdo iterativa para ¢ f ,, derivamos a quantidade <5 Jiew 5Ek/,w/>, que aparece em (3.64).
Com isso, chegamos a forma generalizada para a equagdo cinética formal para as particulas do

! Notas de aula do professor Peter H. Yoon na School of Space Research, Kyung Hee University, Yongin, Korea,
sob o titulo de Lecture 7. Formal Vlasov Weak Turbulence Theory, divulgadas aproximadamente no segundo
semestre de 2011. Disponivel em: <http://migre.me/r3GcS>. Acesso em: 15 de abril de 2015.
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tipo a [23]:

(§E?
Zea/dgk/dw { k>kwk gkw

k/
+ Z/dgk//d k‘k‘l W| ) 7w‘ |:k/(k — k/)'gk—k’,w—w’ + (k — kl>(k/ . gk/’w/)i|

k —K/|
(SE),, , (6B,
— /dgk//d ! ka/2 = (gk,w'k/)gkfk’,wfw"{kl(k' g—k’,—w’)]}Faa
(3.75)
onde
SE?) . (6E*),.,
P L (2) 1 1/ o < k—k/ w—w k/ w 2
M (k,wlK',w') = X (K, o'k - K, w w)( ) T e(k_k,’w_w,)> (0E >k7w
(2)* (k/ 'k — K, w— w/)
X 7w ) 2 2
N 6*(k, (U) <6E >k/,w/ <5E >k7k’,w7w/ ’
(3.76)

A equagdo (3.75) € dita generalizada porque, nela, varios termos ndo lineares de acopla-
mento entre as ondas sdo incorporados com mesmo grau de expansao da perturbagcdo, como na
equacdo cinética das ondas. Normalmente, para a equagdo cinética das particulas, esses termos
sdo descartados e costuma-se trabalhar apenas com o primeiro termo do lado direito de (3.75),
que € o termo de difusdo quaselinear [23]. Até um certo ponto essa abordagem ¢é satisfatoria
e tem sido de grande utilidade em estudos mais recentes envolvendo a interacdo feixe-plasma,
como nas referéncias [7, 8]. E € essa aproximag@o que usaremos neste trabalho. Entdo, pegando
somente o primeiro termo de (3.75) e substituindo gy ,, pela sua defini¢do em (3.74), obtemos
nossa equacdo cinética para as particulas do tipo a?:

OF, ie2 0 [ 4 (0E?), OF,
ot _mQE)v,/dk/d k2 w—k- V—i—zO(%] (3.77)

3.2.2 Equacao cinética das ondas para os modos lineares

Como discutido no inicio do capitulo, na abordagem mais comum da teoria de turbuléncia
fraca, costuma-se supor que os efeitos do crescimento das oscilagdes sdo tdo pequenos que essas
ondas podem ficar de fora da relacao de dispersdao. Consequentemente, os modos normais de
oscilacao sdo completamente determinados apenas pela resposta linear do plasma, equanto as
interagdes entre as ondas e as particulas sdo, em geral, determinadas pelas equagdes cinéticas
ndo-lineares das ondas e das particulas. Com isso, temos uma teoria que descreve interacdes nao
lineares entre os modos lineares de oscilagdo.

A relacdo de dispersao geral ndo linear pode ser determinada pela parte real da equacao
(3.66), na qual estdo presentes os diversos termos de acoplamento entre os modos de oscilagdo

Notas de aula do professor Peter H. Yoon na School of Space Research, Kyung Hee University, Yongin, Korea,
sob o titulo de Lecture 9. Equations of Electrostatic Weak Turbulence Theory for Unmagnetized Plasmas, divulgadas
aproximadamente no segundo semestre de 2011. Disponivel em: <http://migre.me/r3FRi>. Acesso em: 15 de abril
de 2015.
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que atuam no plasma. Todavia, no presente trabalho, estamos interessados somente nos modos
normais de oscila¢ao que satisfazem a relagdo de dispersao linear,

_ 2
0 = Re e(k,w) (0F >k7w : (3.78)
que vem a ser a parte real do primeiro termo a direita da equacao (3.66). Prosseguindo, a solu¢io
da equacgdo acima determina a relacdo de dispersao das ondas,

W= Wi (3.79)

onde « considera a possibilidade de que possa existir mais do que um modo normal de oscilagdo
no plasma. De fato, em um plasma ndo magnetizado existem dois modos normais eletrostaticos
de oscilacao: as ondas de Langmuir (oscilagdes de alta frequéncia), que vamos designar com o
indice o = L, e as ondas fon-acusticas (de frequéncia mais baixa), que vamos designar com o
indice a« = S.

Uma vez que a relacdo de dispersdo tenha sido determinada por (3.79), podemos escrever
a densidade de energia espectral das ondas, como segue [23]:

i

(0E?) =3 [L0(w—wp) + 0(w +wf)]. (3.80)

Na equagdo acima, os sinais + estdo associados com a frequéncia angular, representando a
direcdo de propagacdo das ondas. Na teoria ndo-linear essa é uma considera¢do importante, visto
que ondas que propagam em dire¢des opostas, ou paralelas, satisfazem diferentes condi¢des de
ressonancia.

A equacgdo cinética para os modos lineares de oscilacdo, obtida apds uma série de
manipulagdes algébricas e consideracdes a respeito de seu limite de validade, tem a seguinte
forma [23]:

ol 2Ime(k, awk / 310 4 N8
- &PE A5k, X)L I
ot ¢ (k, owy) azé U,zj:d KTk
(2) kl k — k' . B
5% o wk,| o — o'wy,)|?
4 / B .
i Troc%w J/;tl (k7 ka) (3 81)
L Ig I IR Ij I " s s
. (6’(k’, owy) €k —K, 0"l ) —d(k, owp) 5(0wk T g wk—k’)’

onde o coeficiente A, 5(k, k'), é¢ dado por

4
Aa,ﬂ(kyk/) = WIm(Z [X(z)( , 0 wk/|k k/ ka — U/wg/)]
] (3.82)
x P — YK, Wl — K, —o'wl |k, cwk®
ek — K, owg — o'wy) WO e ! ))

sendo P o valor principal da integral na qual o coeficiente foi introduzido. Em ambas as
expressoes, foi empregada a seguinte simplificagdo de notacao [23]:

ORe ¢(k, ka)
Oowy,

€(k,owy) = (3.83)
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O primeiro termo do lado direito da equacao (3.81) representa os processos de emissao
induzida (interacio onda-particula linear), o segundo descreve os processos de espalhamento nio
linear (interag@o onda particula ndo linear) e o terceiro termo descreve os processos de decaimento.
Este ultimo é um processo de decaimento de ondas que envolve interagdes ressonantes entre
trés ondas, o que pode ser inferido pela presenga da funcdo delta, é(owy — o’ wﬁ, —o"w! ),
neste termo. Vemos pelos argumentos da delta que esse processo envolve somente ondas com
diferentes vetores de onda, e vemos também que a condic¢ao da delta ndo pode ser satisfeita se as
trés ondas forem do mesmo tipo. Por exemplo, consideremos o caso de ondas de Langmuir. As
ondas de Langmuir tem frequéncias com valor proximo a w,., de modo que a soma de frequéncias
de duas ondas, que resulta maior do que 2w,,., ndo pode ser igual a uma frequéncia de uma
outra onda de Langmuir. Os outros processos, de emissao e de espalhamento induzidos também
envolvem ressonancias, contudo, essas condi¢des de ressonancia ficardo evidentes somente
quando as fung¢des resposta nao lineares forem trabalhadas matematicamente [23].

3.2.3 Equacoes cinéticas especificas para ondas de Langmuir e para on-
das ion-acusticas

No intuito de escrever as equacgdes cinéticas especificas para as ondas de Langmuir
(v = L) e fon-acusticas (o = ), precisamos das formas especificas para a fun¢do dielétrica
linear.

Para as ondas de Langmuir podemos aproximar a susceptibilidade de acordo com as
desigualdades |w|/kvi, > 1€ |wE|/kvi, > 1, onde foi definido a = e para elétrons, e a = i
para fons, sendo, vy, = 2T,/m, = 2 [ d*v v*F,, o quadrado da velocidade térmica e T, a
temperatura cinética das particulas do tipo a. Aplicando estas condi¢des, ficamos com a seguinte
aproximagcao, vélida tanto para elétrons, quanto para fons [23]:

w? kT,
~ _ Cpa a 3
Yalk,w) =L (1 + 3w2ma> -t /d (w —kev).  (384)
Da expressao acima, obtemos a relacio de dispersdo para ondas de Langmuir,
3
N (1 + 2k2ADe> , (3.85)
que satisfaz a ja conhecida condi¢do de simetria, wX, = —w’, e onde \%_ = T,/47he? € o

quadrado do comprimento de Debye, sendo 7, a temperatura do elétrons.

Agora, considerando os limites de validade para as ondas fon-actsticas, temos, para a
razdo entre a velocidade de fase das ondas fon-acusticas e a velocidade térmica dos elétrons, a
desigualdade |wy|/kvy,, < 1. Para a velocidade térmica dos fons, o limite de validade é dado
por |wi| kv, > 1. Dessa dltima desigualdade, vemos que a aproximagdo feita em (3.84) é
vélida para os fons. Porém, de acordo com a primeira desigualdade que temos logo acima, ela ndo
¢ vélida para os elétrons. Neste caso, precisamos usar a seguinte expansao para a suceptibilidade
[23]:

Xe(k, w) = 2 /d3 ( —k-v). (3.86)

2
k Uth
Com isso, chegamos a relagdo de dispersdo para as ondas ion—acﬁsticas,

1437/T.\"?
S _ i/ Le
W = kaS <1—|—]{2)\2De> N (387)
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onde temos a seguinte relagdo de simetria w®, = —w,, e ¢} = T,/m; é o quadrado da

velocidade ion-actstica. Cabe ressaltar que as ondas ion-acusticas s6 podem existir nos casos
em que a temperatura dos elétrons € muito maior do que a temperatura idnica.

Com a intencdo de facilitar a compreensio, vamos escrever separadamente cada termo da
equagdo (3.81), levando em conta o tipo de interacdo envolvida. Também, por simplicidade de
notagiio, vamos definir a seguinte quantidade?

me\ /2 T, 1/2
e = KA (m) (1 + 3T€) . (3.88)

Interacao onda-particula linear: processo de emissao induzida

O primeiro termo da equacdo cinética linear das ondas, (3.81), leva em conta as mudancas
nas intensidades das ondas L e S, devido a influéncia do crescimento - ou amortecimento -
quaselinear, o que chamamos de “emissao induzida”.

Aplicando as aproximacoes (3.84) e (3.86), obtemos, para ondas de Langmuir e para as
ondas fon-acusticas, respectivamente [23]:

Ol wh, OF,

Br |, Tl J o BT b (ol k) (3.89)
0L e [ 3 15y (OF.  meOF 5
ot emind. = min(oex) /:2 /d vlick ov + m; Ov 0 (ka -k V) 5. (3.90)

Vemos claramente nas equagdes acima, pelas condigdes de ressondncia wy, + k - v = 0, que este
¢ um processo de interacdo onda-particula, uma vez que v é o vetor velocidade da particula e k
o vetor de onda do modo de oscilagc@o . Portanto, o que temos nestas equacdes nada mais € do
que uma versao mais genérica das equacdes da teoria quaselinear, descrita na se¢do anterior, que
vem a ser a interacdao onda-particula linear.

Interacao onda-onda niao linear: processos de decaimento induzido e espontaneo

O terceiro termo de (3.81), leva em conta a interag@o ressonante entre trés ondas. Como
mencionado anteriormente, as condi¢des de ressonancia presentes neste termo, 0 (owg — o’ wﬁ, —
o"w] ), ndo podem ser satisfeitas se todas as ondas forem do mesmo tipo. A tnica combinagao,
entre os modos lineares de oscilacdo, com frequéncia e com nimero de onda capazes de satisfazer
as condi¢des de conservagdo de energia e de momentum exigidas pela delta, sdo duas ondas de

Langmuir e uma onda ion-acustica.

2 Notas de aula do professor Peter H. Yoon na School of Space Research, Kyung Hee University, Yongin,
Korea, sob o titulo de Lecture 9. Equations of Electrostatic Weak Turbulence Theory for Unmagnetized Plasmas,
divulgadas aproximadamente no segundo semestre de 2011. Disponivel em: <http://migre.me/r3FRi>. Acesso em:
15 de abril de 2015.

3A forma como esta equagio estd sendo apresentada aqui ndo é a mesma que aparece em nossa principal
referéncia para esta seco, [23]. No trabalho citado, essa mesma expressdo ndo inclui o termo de elétrons. Contudo,
o0 autor ndo justifica tal aproximagdo, o que nos faz considerar a possibilidade de que essa auséncia seja apenas um
erro de digitacdo, principalmente pelo fato de que tal termo estd presente em todos os seus trabalhos subsequentes
que sdo baseados neste artigo, e em trabalhos de outros autores que o usam como referéncia.
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Desenvolvendo a expressao da susceptibilidade dielétrica de segunda ordem para fons
e para elétrons, conclui-se que o coeficiente de decaimento ¢ dominado somente pela resposta
da distribui¢do eletrOnica, tanto para as ondas L, quanto para as ondas .S. Portanto, a dindmica
i6nica pode ser desprezada [23]. Dessa forma, ficamos com as seguintes expressdes para o
quadrado do médulo das susceptibilidades de segunda ordem para as ondas de Langmuir e para
as ondas fon-acusticas, respectivamente

XK, o'wh |k — K, owt — o'wk)|? ~ e (kK (3.91)
’ ’ AT2 K22k — K?
2 [k-(k — k)]?
|X(2) (K, o'wlk — K, owy — o'Wl =~ e’ k| ) (3.92)

AT? 2Kk — K|

As equacdes para a varia¢do na densidade de energia das ondas, devido ao decaimento de
trés ondas sdo as seguintes’:

orE
=2 Y owy /dgk’ Vibe 6 (awk 0wl — oWy k,>
at decay o’ O'N +1
(ka [ l‘:ii/ U wk/ Ik k/IJL U///,Lk,k/wl[{/_k/IU/ILIIzL), (3 93)
oI '
L =Y o / &Pk Vi (ka —o'wl — U"wﬁfk/)
at decay O'I,U”*:I:l
x (ot PTG = 0wl I IS — 0wy 1TV ITS),
onde
62 k-K 2
Vibe = IXP (K, d'wig |k — K, owf — o'wl)]” ~ T ]5/2|k _) IER (3.94)
e
s 2 L S L2 e? [k(k— kl)}Q
Vidw = XP (K, dwig |k — K, ow — o'wl)]” (3.95)

T .
AT? K2k |k — K|
Estas equagdes descrevem o processo de decaimento de uma onda de Langmuir em outra onda
de Langmuir, mais uma onda fon-acustica. O primeiro termo entre parénteses nas equagoes
em (3.93), descreve o processo de decaimento espontaneo, enquanto o segundo € o terceiro

representam o processo de decaimento induzido.

A relac@o de conservagdo para a densidade de nimero de plasmons (ondas que se
propagam no plasma), para este acoplamento de trés ondas € dada por [23]

L 20
=1 [ b 2h ) (3.96)
wie ﬂkw

O processo de decaimento de trés ondas envolve troca de energia e de momentum entre
as ondas L e S, logo a quantidade conservada é o niimero total de ondas de Langmuir e ondas
fon-acusticas combinadas. E interessante lembrar que, devido as limitagdes impostas pelas

g i 1 decay
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condi¢des de ressonancia de trés ondas, que envolvem duas ondas de Langmuir e uma onda
fon-acustica, para um determinado valor de vetor de onda k, a quantidade total da densidade
de nimero de plasmons conservados € igual ao total da densidade de niumero das ondas de
Langmuir, mais duas vezes o total da densidade de nimero das ondas fon-actsticas, como pode
ser visto em (3.96).

Interacao onda-particula nao linear: processo de espalhamento induzido

Por fim, vamos considerar o segundo termo da equacao (3.81), que envolve interagdo
onda-particula nao linear, resultando no processo de espalhamento induzido. Essa interacdo é
governada pelo coeficiente de espalhamento A, (k, k'), dado pela equacdo (3.82). As equagdes
para o processo de espalhamento induzido para as ondas de Langmuir e para as ondas {on-
acusticas sdo, respectivamente, dadas por?

IG‘L ) /
ok = =33 [Ap( K + Aps(k, KI5 17, (3.97)
at esp.ind. k/ o'+£1
oIgs N el s
Sl = [ Asu (e KT + Ass( K)IES] I, (3.98)
esp.ind. k! o/+1

onde podemos ver que simplesmente reescrevemos o segundo termo da equacdo cinética linear
das ondas, separando o coeficiente de espalhamento de maneira a considerar as possiveis
interagdes de espalhamento entre os modos de oscilagido L e S. A seguir, iremos considerar cada
uma dessas interacdes separadamente.

Vamos comegar pelo espalhamento ndo linear causado por uma onda de Langmuir sobre
outra onda de Langmuir, representado em (3.97) pelo coeficiente Ay, 1,(k, k’). Essa interacdo é
importante quando |w{ — wi,| se mantém pequeno, o que equivale a |wi — wg | ~ |(k — K')-v].
Aqui, cabe ressaltar que |wl — wf | # |wi 1|, uma vez que o processo de espalhamento ndo
linear ndo envolve as mesmas condi¢des de ressonancia do processo de decaimento de trés ondas.

Prosseguindo, para este processo, temos as seguintes situagdes de interesse, para os
elétrons,

WE > kg, wi > Koy, e wf —wl < [k —Kvgp,, (3.99)
e para os ions,

WE > kv, Wb Kog, e wl —wl > k=K |vg,. (3.100)

Sabemos que nos casos em que hd a presenca de elétrons energéticos no plasma, a
ressonancia onda-particula, wl ~ k - v, pode ter um papel relevante para a taxa de crescimento
quaselinear das ondas de Langmuir. Portanto, o processo de espalhamento nao linear s6 comeca
a ter importancia apds a ocorréncia da satura¢io do crescimento quaselinear - ja discutimos esse
processo de saturacdo no final da sec@o anterior, quando abordamos brevemente a interagcdo
feixe-plasma no contexto da teoria quaselinear. Com isso, e considerando as desigualdades acima,
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podemos fazer algumas aproximagdes. Entdo, sob a perspectiva da susceptibilidade dielétrica de
terceira ordem, os denominadores de ressonancia onda-particula podem ser aproximados como
[23]

1 1 k-v
B~ S U U 3.101
GE—kom) ok T WEE G100
1 1 k'-v

S - N (3.102)
(Wi =k n) wp o (W)

A interagio onda-particula quaselinear entre elétrons e ondas L ocorre quando wi =k - v,
logo, a velocidade ressonante € v,.; ~ Zw,./k, com nimero de onda equivalente k,.s =
+w,. /v. No entanto, a intera¢do onda-particula ndo linear, envolvendo duas ondas de Langmuir,
segue a condi¢do wi & wf = +(k — k’)-v. Portanto, temos que a velocidade ressonante serd
Ures ~ £ (3wpe/2)(k* — k*)Ape/ |k — K|, que é muito menor do que a velocidade ressonante da
interacdo quaselinear. Disso concluimos que a interagdo onda-particula ndo linear é importante
em intervalos de velocidade e de nimero de onda ressonantes que sdo inacessiveis do ponto de
vista da interag¢do quaselinear [23].

Entdo, apés uma longa derivacdo, baseda na suposi¢do de que a diferenca entre as
frequéncias cwl — o’wl, é muito pequena quando comparada a [k — k’|vy,,, obtemos a expressio
Kk k e

para o coeficiente de espalhamento entre duas ondas de Langmuir [23]

s 6 k k/ 3 8 L me L
App(k, k) = w2 m2 TRk /d (k — k) 8 ngk _ka,)F _EUWkFi (3.103)

xé[awk o'wl, — (k — k’)}

Pode-se mostrar que o coeficiente Ay, acima, € muito mais afetado pela resposta idnica do que
pela resposta relacionada aos elétrons [25, 26]. Contudo, por estar fora do escopo deste trabalho,
nio entraremos em detalhes sobre esse tema.

Vamos agora ao espalhamento induzido por ondas de Langmuir em ondas {on-acusticas,
dado pelo coeficiente A7 g (k, k’). Esse termo normalmente é ignorado na literatura, sem qualquer
justificativa para tal. A atuacdo desse tipo de espalhamento € dada pelas seguintes desigualdades,
para elétrons,

wE > ko, wi < Ko, e wf —wd > [k — K, (3.104)
e para ions,

WE > kg, wy > Ko, e wi —wi > [k —K o, (3.105)

A condicdo de ressonancia associada a essa intera¢do onda-particula nio linear € do tipo
o'wiy — k' -v = 0. Com isto, fica claro que a atuagio deste termo sobre a distribuigio dos
elétrons € insignificante, visto que a frequéncia angular das ondas S estd totalmente fora de
escala com relacdo a frequéncia da movimentagao eletronica. Embora, em [23], o autor escreva
a expressao para esse coeficiente, inclusive, inserindo-a na equagao de espalhamento induzido
das ondas L, ndo iremos escrevé-la aqui, pois ndo serd utilizada no trabalho principal.

Prosseguindo com o coeficiente Agy(k, k'), as desigualdades que definem este espalha-
mento sdo as seguintes, para os elétrons,

Wi < kv, wi > Kog, e wi —wl o> |k — Ko, (3.106)
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e para os ions,

Wi > kv, wi > Ko, e wi —wl>> [k — K v, (3.107)
Nese caso, a condigdo de ressonancia é dada por wi; — k - v = 0. Essa condi¢do é exatamente a
mesma envolvida na intera¢do onda particula quaselinear, envolvendo ondas fon-acusticas. Como
na equacao cinética da onda esse termo vai somado ao termo quaselinear, ele pode ser encarado
como uma pequena corre¢ao, de ordem mais alta, a resposta linear da interacido onda particula.
Entdo, por defini¢do, este termo é muito pequeno e sua atuagdo pode ser desconsiderada. Este
termo também ndo serd apresentado aqui, porém, ao contrario do coeficiente A;g(k, k'), que
pode ser encontrado em [23], o coeficiente, Agy (k, k'), ndo chegou a ser escrito pelo autor.

Por dltimo, temos o coeficiente Ags(k, k'), que governa a situagdo em que ondas ion-
acusticas espalham ondas fon-acusticas. Para este caso temos as seguintes desigualdades, para
elétrons,

Wi L kv, wi < Kog, e wp —wyp < |k — ¥ |og,, (3.108)
e para ions,

W > kv, wi > Ko, e wy —wi > |k — Ko, (3.109)

Para esse processo temos a seguinte expressao para o coeficiente de espalhamento [23]

T e (k-kK)?
Ags(k, k/) = _ﬂkawﬁwz M k4/{7’4)\4

0,0’
Wik

i, (3.110)
bR g o k1]
onde
: K B2+ k2 —k-K — oo'kk'
ot _ W ' 111
Wige =007+ [k -k — o0'kk' + (ok — o'k')? |k — k/|2k%e/2] R

O espalhamento das ondas ion-acusticas causado por ondas fon-acusticas € um processo
lento [27] e ndo sera abordado neste trabalho. No entanto, como iremos considerar o efeito das
colisdes, que também atuam no sistema a longo prazo, pode ser que em futuros trabalhos esse
tipo de espalhamento seja adicionado a evolugao do sistema, visto que é possivel que ambos
atuem na mesma escala de tempo.

Com isso, as equagOes para o processo de espalhamento induzido, para as ondas de
Langmuir, levando em conta somente o coeficiente de espalhamento Ay (k,k’), ficam [23]

- - = d3 k/ / d3 k k/
esp.ind. CU2 mg 0./2::‘:1 / kzk/Q ( )

ort
ot

0 L_ L me (3.112)
X v [(owk -0 wk,) F, — ankF

><5{awk o'wl, — (k —¥)- ]IL/,
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e para as ondas fon-acusticas, em que usamos apenas o coeficiente Agg(k, k'), temos

| _x E (k- K)?
Kk = — Z ek /d3v Wiy VTRV
8t esp.ind. wge meaml o'=+1 7 k4kl4ADe (31 13)
Fi
xowg (k — k')- . 4 [awf —o'wy — (k — k’)-v} IS,

onde W) ’f:,/ € dado pela equagdo (3.111).

3.3 Adicao dos efeitos das flutuacoes espontaneas nas equa-
coes da teoria de turbuléncia fraca

As equagdes que apresentamos até este ponto ndo consideram os efeitos das flutuagdes
térmicas de particula dnica. Em plasmas nao colisionais, essa abordagem ¢ justificada alegando
que o pardmetro de plasma, g = 1/(2)3,.), com Ap, = [T,/(47he?)]/2, é muito pequeno
e pode ser desprezado. Embora essa aproximacdo seja valida para uma grande variedade de
plasmas encontrados na natureza e em plasmas de laboratdrio, existem casos em que os efeitos
relacionados ao parametro de plasma ndo podem ser completamente descartados. Temos, por
exemplo, os plasmas de laboratdrio, caracteristicos de experimentos de interacio feixe-plasma,
cujas densidades tipicas podem ser da ordem de 7 =~ 10°/cm?® e a temperatura dos elétrons
de poucos eV/. Nesses casos, o parimetro de plasma chega a ser da ordem de g ~ 10™% ~
10~3. Outro caso seria o dos plasmas interplanetarios, onde a densidade média é da ordem de
fi &~ 1/ cm?, e a temperatura dos elétrons fica em torno de 7, ~ 0.01eV. Aqui, o pardmetro
de plasma fica em torno de g ~ 107° ~ 10~%. O que pode ser considerado pequeno, mas
ndo completamente desprezivel [28]. Como o principal objetivo deste trabalho € apresentar a
inclusdo do efeito das colisdes nas equacdes da teoria de turbuléncia fraca e, como veremos
mais adiante, o pardmetro de plasma é um parametro importante das equagdes do operador de
colisdes, € imprescindivel que incluamos os efeitos de emissdao espontanea, visto que ambos sao
diretamente proporcionais a g.

Para a inclusdo desses efeitos, vamos usar como principal referéncia um artigo publicado
por Peter Yoon, [28], em 2005. Nesse artigo o autor da continuidade ao trabalho desenvolvido
em [23] e discute o problema da inclusao das flutuagdes espontaneas a partir de primeiros
principios, com a intencao de que tal método inclua os modos lineares de oscilagdo e também os
harmonicos das oscilagdes de Langmuir, que sdo modos ndo lineares das ondas L. As abordagens
sobre efeitos espontaneos disponiveis na literatura deixavam de fora os modos ndo lineares.
Mesmo que, neste trabalho, ndo estejamos preocupados com os modos nio lineares de oscilagdo,
a adocao dessa referéncia se justifica pela coeréncia da base tedrica utilizada e pela notacao
empregada no desenvolvimento da teoria de turbuléncia fraca generalizada.

Vamos apresentar diretamente as equacdes para os processos que envolvem flutuagdes
espontaneas, sem entrarmos em detalhes, uma vez que a derivagdo destes termos € longa e foge
do escopo deste trabalho. Entretanto, cabe relembrar que o método utilizado pode ser diretamente
consultado no artigo usado como referéncia [28]. As equagdes serdo escritas na mesma forma
que foram escritas as equacdes para os processos induzidos, na secdo anterior.



Capitulo 3. Teoria de turbuléncia fraca 43

Processo de emissiao espontaea

Para os processos de emiss@o espontanea temos, respectivamente, para ondas L e S, as
seguintes equagdes

aIaL ~ 2 .
(911{5 = nek#/d?’v S(owt —k-v)F,,
emiss.espont
(3.114)
aIJS 2.2 .
81;5 :uknk#/dgv S(owy —k-v)(F. + F).
emiss.espont

Processo de decaimento espontaneo

O processo de decaimento, como j4 discutido anteriormente, € um processo que envolve
interacdes ndo lineares somente entre ondas, ou seja, ndo ha efeito de ressonancia entre ondas
e particulas nesse processo. Levando em conta que os efeitos de flutuagdes espontaneas que
estamos discutindo nessa se¢do sdo obtidos a partir de flutuacdes de particula tnica, temos que,
em processos que ndo envolvem interacdo onda-particula, essas flutuagdes nao estdo presentes.
Portanto, os efeitos de decaimento espontaneo estio relacionados somente com as interagdes
onda-onda e estdo presentes no primeiro termo entre paréntesis da equacao (3.93).

Processo de espalhamento espontineo
Para o processo de espalhamento espontaneo, vamos considerar apenas o termo de

espalhamento entre ondas L. Contudo o termo genérico, para as possiveis combinagdes de ondas,
pode ser encontrado no artigo de referéncia, [28]. Temos entao

8I§L L 31./ 3
(awk) /ﬂ/dk: /d kaQ ( LI — owl 1T

ot
x 8 [owy — ka,—(k K)-v] (F. + F).

(3.115)

esp.espont

As equagdes descritas acima, somadas as equagdes referentes aos seus respectivos pro-
cessos induzidos, fazem parte da equagdo cinética da onda para os modos lineares.

3.4 Equacoes completas da teoria de turbuléncia fraca

Para finalizar, vamos escrever o conjunto completo e auto-consistente de equagdes da
teoria de tubuléncia fraca, levando em conta todos os efeitos descritos ao longo deste capitulo.

Entao, para as ondas L, considerando os efeitos quaselineares de emissao induzida e
espontinea e ndo lineares de espalhamento e decaimento, induzido e espontaneo, temos

8[0 e aF (rL
éll;k ﬁkp? /d?’véawk k- V)<ne F.(v) +m(owf) k- 3\</>;Lk>

o’ oL
_ L e? /d3k’ pig e (kX IR Y
O Z Rk =K\ g
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4ol EIUL - ]g,L [kus ) Slowl — o'wl — o"wd ) (3.116)
ok :U’ﬁ’ :uk Mk’ ,Uzk K/ k k k—k
pE b (k- K)?

+0-wk 2 Z/dgk//dg k II;Q k/Q 5[0'(»01% O-Wk/ o (k kl) ]
e pe o’

A 2 ]o’L IoL . [U,L [crL aE

X [nj <O Wk 7T T o' wig kL> [Fo(v)+ Fi(v)] +7m— m kL (k —K)- (V)]
Wpe :uk/ Nk m; Mk’ :uk av

E, para ondas .S, considerando os mesmos efeitos (inclusive o de espalhamento, que aqui foi

incluido por completicidade), temos

[O’S 2
ok Sw’f/d%awwf—k-v)[ﬁ@[&(v)+E~<v>]

ot
IF.(v) m oF;(v)\ Ig°
Ly k. =< My PRl k_
+ 7 (owy) ( v + . v 8
pig g pigge (K- (k=K (0, 7% I
- &K , Skl k
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gt Igs I,LI oL
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onde, apés manipulagdes algébricas, o fator W¢g 7, fica da seguinte forma

2
1 1
A 3118
Kk (* )yk KD e (k — K, 0w — o/ )2 (3.118)

sendo 2k K k)
S S - * — 00
EH(k k/’UWk - a/wk,) 1+ |k - k/‘2 (k oo k/>2 )\QDE (3.119)
(T e (TN Teg
2 m; Pl 2 me T? P\TT2))
com k’ /k,/2
(0 k =o'k (3.120)

ST Tk—wp

A equagdo para as particulas € dada por

M) T s s [ ( )uﬁé(awﬁ‘—k-v)
(3.121)

ot mg o a=L,S
mg owi Ik OF.(v)
(47r2 k Fa(v) + ek ovo )’
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Para escrever as equagdes acima foram usadas as seguintes defini¢des

1 _ opt wt 1 _ ouy wE
¢ (k, owy) 2 ¢ (k, owy) 2
1/2 1/2
L s 3y3 [ Me 3T,
Hy , tie = |k De(mi> ( + Te) )

onde pi foi definido com a intengdio de dar um aspecto de simetria entre as equagdes para as
ondas L e as equagdes para as ondas S.



Capitulo 4

Colisoes em plasmas

No capitulo sobre teoria cinética, quando apresentamos a equagao de Boltzmann (2.1),
descartamos o termo a direita da igualdade, responsével pela descri¢dao dos efeitos colisionais.
Naquele momento, argumentamos que estivamos interessados em descrever processos que
ocorriam em uma escala de tempo muito menor do que o tempo de relaxacdo colisional. Ou seja,
no ponto em que todo o desenvolvimento desses processos ja tivesse ocorrido e saturado, o efeito
das colisdes, na evolucao do sistema, ainda nao seria significativo.

Sob essa hipotese, seguimos, inicialmente, com a teoria linear, na qual conseguimos
descrever somente os efeitos instantdneos que surgem quando uma pequena perturbacao atua
no sistema, ou seja, a funcao de distribui¢do nio evoluia no tempo. Em seguida, prosseguimos
com a teoria quaselinear, com a qual obtivemos a evolu¢ao temporal da funcado de distribuicao
e do espectro das ondas. Naquela ocasido, ao escrevermos as equagdes da teoria quaselinear,
argumentamos que a evolugdo temporal da funcio de distribuicdo era muito lenta quando
comparada com os periodos das ondas do plasma. No entanto, quando as colisdes entram em
cena, esse processo pode ser considerado rdpido em comparagdo com o tempo de relaxacdo
colisional. Por fim, abordamos os efeitos ndo lineares que ocorrem quando essas flutuagdes
(as mesmas da teoria linear e da teoria quaselinear) atuam sobre o plasma. Esses processos,
por serem de ordem mais alta, sio menos intensos do que os efeitos quaselineares, logo, tem
uma atuacdo mais lenta e seus efeitos perduram por mais tempo'. Nos dois primeiros casos,
nas teorias linear e quaselinear, podemos considerar que a hipétese adotada é, de certa forma,
bem precisa, pois a primeira ndo evolui e a segunda satura rapidamente. Para o terceiro caso,
0s processos nao lineares, essa premissa também € vélida, mas sé até certo ponto, uma vez
que seus efeitos sO surgem apods o crescimento das ondas por efeitos quaselineares e, a partir
dai, continuam atuando a longo prazo, sem saturacdo. Sendo assim, se quisermos avaliar de
maneira mais cuidadosa a evolucdo dos processos ndo lineares a tempos longos, € interessante
que incluamos o efeito das colisdes nesse estudo.

Para discutirmos a influéncia dos efeitos colisionais sobre a evolugdo temporal da fungdo
de distribui¢do do plasma, vamos expor, resumidamente, o formalismo de Klimontovich, focando
no termo de correlacdes de segunda ordem, necessario para que expressemos a integral colisional.
Em seguida, discutiremos rapidamente diferentes formas de operadores colisionais que surgem
desse formalismo, suas aplicacdes e seus limites de validade. Por fim, faremos uma discussao

'Uma abordagem detalhada desses efeitos nio lineares, aplicados 2 interacio feixe-plasma, em duas dimensdes,
pode ser encontrada em [7].

46
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mais detalhada sobre o operador que serd utilizado em nosso estudo, o operador colisional de
Fokker-Plank.

4.1 Breve resumo do formalismo de Klimontovich

Nosso objetivo nesta se¢do ndo € fazer um estudo detalhado do formalismo de Klimonto-
vich, visto que esse topico € amplamente abordado na literatura e pode ser estudado diretamente
nos livros do préprio Klimontovich, [10, 29], que sdo excelentes referéncias no que se refere a
teoria estatistica aplicada a plasmas e servirdo de base para este resumo. O nosso interesse aqui é
dar uma idéia clara de onde surge uma expressao matemadtica para o termo a direita da igualdade

em (2.1) que, até entdo, conhecemos apenas como (9 f,/0t), ;-

4.1.1 Equacgoes microscopicas para um plasma totalmente ionizado

O estado microscépico de um plasma, em um certo instante no tempo, ao contrario do
que ocorre com um gds composto por particulas neutras, ndo € totalmente definido quando
conhecemos as 6/V coordenadas de espago e de velocidade de todas as suas particulas. Isso
porque a presencga de particulas dotadas de carga elétrica em um plasma faz com que tenhamos
que definir, também, os valores das amplitudes microscopicas dos campos elétrico e magnético
em cada ponto no espago, o que acrescenta um grau de dificuldade extra na descri¢ao da dindmica
do sistema [10]. Vamos denotar e, € m, como a carga e a massa de uma particula do tipo a,
respectivamente. Em um plasma totalmente ionizado o subindice a assume dois valores: a = e, 7,
onde e, = —e e e; = Ze. Sendo N, o nimero total de particulas da espécie a, podemos escrever
a condi¢do de neutralidade de um plasma como

> eaN, =0. 4.1)

A densidade de fase das particulas do tipo a, no espaco de fases hexadimensional,
x = (r,v), é definida como

Ny(x,t) = Ny(r,v,t) Z d[r — 1 (t)]0]v — via ()], 4.2)
ou, de uma forma mais concisa,

Z Oz — xia(t 4.3)

Das defini¢des acima temos que N,(z,t)dx € igual ao nimero total de particulas da
espécie a, cujas coordenadas de espaco e de velocidade x, em um certo intante de tempo ¢,
localizam-se no interior do elemento de volume infinitesimal dzx.

A dindmica da densidade de fase N,(x,t) evolui de acordo com a seguinte equacdo

ON,(z,t) N ONy(z,1) N F/(r,t) ONy(z,t)

ot VT or Mg o 0 (4.4)
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O sobrescrito M na equacao acima, sinaliza que a forca em questao, que € de natureza eletromag-
nética, depende dos campos elétrico e magnético microscopicos. Sendo assim, ela € composta
pela forca de Lorentz, em termos dos campos elétrico € magnético microscopicos, mais uma
forca externa que, normalmente, também € de natureza eletromagnética:

FM = Foo+ e,EM(r,t) + % v x BY(r,1)]. 4.5)

Vamos supor que nosso plasma ndo sofre a influéncia de campos externos e, portanto,
F .o = 0. Substituindo na equacdo de movimento para a densidade de fase, obtemos a equacido
de “Klimontovich-Dupree”:

ON, ON, eq [y \% M)} ON,
(% +v- 81‘ +’]’]’La|:E +(CXB W—O, (46)

onde, por simplicidade de nota¢do, suprimimos a dependéncia em (r,¢) dos campos EM ¢ BV,
assim como a dependéncia em (z, t) da densidade de fase.

As densidades microscépicas de carga e de corrente, ¢* e jM, respectivamente, sio
expressas em termos da densidade de fase:

M (r,t) = Zea/d?’v N,(r,v,t),

4.7)
7N (rt) = Zea/d?’v v N, (r, v, ).

Os campos elétrico e magnético microscépicos sao dadas pelas equacdes de Maxwell,
também expressas em termos da densidade de fase:

V-EM :47rZea/d3v Ny(r,v,t),

vV-BY =0,

19BY (4.8)
c Ot
4

+%Zea/d3vVNa(r,v,t).

VxEM =

_ 19EM

BM
V x 5

As equacgdes (4.6) e (4.8) formam um conjunto fechado de equacdes para as fungdes
microscopicas N, (z,t), EM(r,t) e BM(r, t). No entanto, estamos interessados no caso em que
atuam apenas ondas eletrostéticas sobre o plasma. Dessa forma, V X EM =0eV x BM =,
de maneira que ficamos com um sistema de equa¢des mais simples:

8Na 8Na ea M aNa o
o Vor T ov 0 @2
V.EM =47} ea/d% N, (r, v, 1). (4.10)

Com isso, podemos escrever o campo elétrico como o negativo do gradiente do potencial
eletrostatico microscéopico
EM(r,t) = —VoM(r,1). (4.11)

Embora este sistema de equagdes seja muito parecido com o sistema apresentado na
secdo 2.1, ele ndo € o mesmo, visto que a formulacdo que temos aqui € exata, do ponto de vista
cldssico, enquanto a formulacdo anterior ja contava com uma abordagem estatistica.
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4.1.2 Média das equac¢oes microscopicas

O sistema de equagdes classicamente exatas que obtivemos na subsecao anterior nao é
nada pratico, pois ele leva em conta a evolucao de cada particula individualmente, e plasmas,
por via de regra, sdo sistemas compostos por um nimero muito grande de particulas. Calcular
a evolucdo deste sistema, com essas equacgdes ¢ uma tarefa impraticidvel. Esse foi o nosso
argumento para que, no Capitulo 2, féssemos direto para as equacdes estatisticas. Nesta subsecao,
nosso objetivo € obter essa formulagdo estatistica, mas dando énfase ao desenvolvimento da
integral colisional.

Vamos comecar tomando a média da equagao (4.9)

0Ny | (N +<E 3N> 0. 4.12)

ot or Mg ov

Usando as defini¢des [10], da funcdo de distribui¢do f, e do campo médio E, temos as seguintes
médias

<Na(Iv t)> = nafa(xv t)

(E¥) — Bie.1). (4.13)

e a identidade
(BY Ny(2,1)) = B(r, )na fulw, t) + (FEMON,) (4.14)

onde n, = N,/V é a concentracdo média das particulas da espécie a e os termos com
representam as flutuacdes infinitesimais, das fungdes microscépicas, em torno da média.

Com isso, podemos reescrever nosso sistema de equacdes da seguinte forma [10, 29]

afa afa afa - 6 a
ot v or + (9V T gm0V

V-E = 47rZeana/d v fa(r,v,t),

(0EON,). ., = Cu(x,t),

r,z,t

(4.15)

onde o termo C,(z,t) a direita da igualdade, na primeira equagdo, é chamado de “integral colisi-
onal”. Essas equacdes ndo formam um conjunto fechado, uma vez que a integral colisional tem
dependéncia com o segundo momento (JEJN,), . ,. Cabe ressaltar que se fizermos C,(x,t) = 0,
obtemos a forma eletrostatica da equacdo (2.3), que € a aproximagao de primeiro momento, ou
seja, voltamos a teoria de Vlasov, na qual todas as correlagdes sdo ignoradas.

Expressando a flutuacdo do campo elétrico em termos do potencial eletrostatico, podemos

escrever o segundo momento em termos de ((5Na6Nb>x7x,7t , COMO segue
(OEONG), .y = ep 7 (ONGONp), 4 - (4.16)
Dessa forma, ficamos com a seguinte expressao para o termo de colisdes
Co(z,t) = 3 / iy LG O N v N, (V). (4T
“ NaMyg orlr—r'| ov '

Fica claro, pela equacdo acima, que precisamos obter uma expressao para a evolucdo do segundo
momento central, se quisermos escrever uma equacao cinética para as colisoes.
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Médias dos produtos entre as flutuacoes das densidades de fase, em termos das funcoes de
distribuicao reduzidas e em termos das correlacoes de muitos corpos:

Anteriormente, vimos que a média da densidade de fase para uma particula é dada por

(Nao(,1)) = nafa (4.18)

Analogamente, podemos conectar o valor médio dos produtos das densidades de fase
Ng, Ny, N, ..., em diferentes pontos do espaco de fase, com as fungdes de distribuicdo [10]. Para
fazer isso, vamos comecar considerando a soma dupla

> > 0 — 24)0(a — ayy), (4.19)
1<i<Na 1<j<N,
dividindo-a em duas partes,

> S0 — 20)0(x —wpy) + 0 D>, Oz — x4:)0(x — ). (4.20)

1INy 1KIK N 1K< Ng

Tomando os limites N — oo e V' — oo, arazdo N/V = n, com n constante; e, considerando o
caso em que as particulas do tipo a possam ser da mesma espécie que as particulas da espécie b,
obtemos a seguinte expressao

(No(z, t)Np(2', 1)) = ngnpfap(z, 2, 1) + dapnad(x — ') fulx, 1), 4.21)

onde, comparando com N, desprezamos a unidade, e onde f,;, é a funcao de distribui¢do para
duas particulas das espécies a e b. O termo com a delta serve para distiguir a posi¢do das
particulas no caso em que a = b, dessa forma duas particulas ndo podem ocupar 0 mesmo ponto
no espaco de fase. Com a inten¢do de deixar mais clara a posi¢ao de cada particula, fizemos uma
pequena mudanga na notagdo, substituindo o subindice externo aos brackets, por parénteses ao
lado de cada densidade de fase.

Prosseguindo, para o produto entre trés densidades de fase, temos [10, 29]

(No(x, ) Ny(2' ) Ne(2" 1)) = ngnpne fape(z, 2, 2" 1)
+ dapnancd(z — ') foe(z, 2", 1)
+ Oacnanpd (. — ") fap(x, 2/, 1) (4.22)
+ Openaned (2" — &) foe(x, 2" 1)
+ OupOpenad(x — 2')0 (2" — ") fu(x, 2", t).
Vamos nos limitar a expressar somente até o terceiro momento, mas o mesmo procedimento
poderia ser feito para o produto entre quatro, cinco densidades de fase, e assim por diante.

Podemos escrever as fun¢des de distribuicao para duas ou mais particulas em termos das
suas respectivas fungdes de correlacdo. Novamente, vamos nos restringir as correlagdes entre
duas particulas, g.,(z, 2, t), e trés particulas, gup.(z, 2', 2", t) [10, 29]:

fan(x, 2’ 1) = fa(w,t) fo(2', ) + gap(z, 2, 1),
Jave(z, 2 2" 8) = folx, t) fo(a' ) fe(2", 1)
+ fo(z, t)gpe(x’, 2" 1)
+ fo(@' ) Gac(z, 2" 1)
+ fo(@" ) gap(z, 2, 1)
+ Gape(z, 2", 2" 1).

(4.23)
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O desvio da média da fungio aleatéria N, (z, t), é dado por [10, 29]
ONy(x,t) = Ny(z,t) — (No(z, 1)), (4.24)
da qual obtemos as seguintes propriedades

(0No(z,t)) =0,
(6N, (2, )Ny (2", 1)) = (No(, ) Ny(2', 8)) — (Na(, 1)) (No(', 1)),
t

(ONy(x,t

=
=
=
\O—t;
=
H\
~
=
I
=
8

( 1)) (4.25)
<w’,t)><6Nc(a:’ ) (,)>
(", 1)) (0N, (2, 1)d Ny (', 1))
(,0)) (No (2, £)) (Ne(2", 1)) .

Combinando as expressdes acima, com a equacdo (4.21), mais a primeira equacao em
(4.23), conseguimos conectar a média do produto entre duas flutuacdes das densidades de fase,
com a correlacdo de dois corpos g,,. Dessa forma, obtemos uma expressdao para o segundo
momento central em termos da correlacao de pares [10, 29]:

(0N (2, t)ONy(2', 1)) = nanp gap(z, 7', t) + dap0(x — 2" )N fa- (4.26)
E, para o terceiro momento, em termos das correlagdes de trés corpos gupe, temos [10, 29]
(AN (2, )ONy (', t)ON (2", 1)) = ngnpne gape(x, ', 2" t)
+ dap0(x — 2 )npnegee (', 2", 1)
+ 00 (2" — 2" ngnegac(z, 2" 1) 4.27)

+ 0acd (. — 2" YngnipGan(z, 7', 1)
+ 5ab6b05(x - ZL‘,)(S([E, - ZL‘H)anC(ZL’”, t)'

4.1.3 Equacoes hierarquicas de Klimontovich

Para atingirmos nosso objetivo, precisamos derivar uma equagao para <5N0«5Nb>m,x’,t'

Vamos comegar examinando as fun¢des IV, (z, t) e I E(r, t). Partindo de (4.9), usando a seguinte
propriedade [10]

EMN, = E(N,) + 6E (N,) + E6N, + 6ESN,, (4.28)

e lembrando de (4.24), obtemos

) )
) %t (nafu+ 5No) + v (nafu+ ON) o)
+m—a—v-(Enafa + 0Enafo + BN, + 0EIN,) = 0.

Agrupando os termos com flutuagdes e separando-os dos termos que levam apenas os valores
médios, ficamos com

aéNa 86Na e[l a
TR ma e (6Enaf. + ESN, + GEON, )

- <afa Ofa aE,afa> ' (4.30)

ot tv or m, Ov

= (SESN,)

ngma
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Por fim, usando (4.15) e (4.10), obtemos as equacdes para as flutuacdes aleatérias O N, e 0E,
respectivamente [10, 29],

00N, +V'85Na —E 00N, e naéE Ofa
ot or My ov My ov
e 9 4.31)
= oy (OESN, — (0EON), ,., ),
VOE =47 Y e, / PusN, ¢ VxE=0, (4.32)
com JE e (JEJN,), , , podendo ser expressos, respectivamente, como
S e / dz’ ar = r,|6Nb(r v, 1), (4.33)
e
(OEONG), 4y = e v (ONGONp), 4y - (4.34)

O mesmo procedimento deve ser feito para §V,(2',t). Em seguida, multiplicamos a
equacdo para 6N, (x,t), por 6 N,(2',t) e tomamos a média. Fazemos o mesmo para a equacgio
para 0 N, («’, t), mas dessa vez multiplicando por 6 N, (x, t). Por fim, somamos os dois resultados.
Dessa forma, obtemos uma equagio para ((5Na(5Nb>x’$/’t [29]:

0 0 0
a <5Na5Nb> P +v-— 8 <(5N (Sj\fb%j b + V 8 , <5N05Nb>gc,m’,t
€a 8 0
+ SUE . S (NG, 2B —— (N,ON), L,
me  Ov P my OV o 4.35
L Gl sy e e sy gy 0% -
My b/rx,t av mp z,r’t ov'
e, 0 3 0
- miaaiv ’ <5E5Na(5Nb>r,a:,m’,t me 8V <6N 6E5Nb>:c’,r,z’,t’

Esta € a segunda equacdo da hierarquia de equacdes cinéticas, chamada ‘“hierarquia BBGKY” (a
sigla vem de “Bogolyubov, Born, Green, Kirkwood e Yvon”), onde JE € dado por (4.32). Os
segundo e terceiro momentos, podem ser escritos em termos das correlagdes de dois e de trés
corpos, (4.26) e (4.27), respectivamente, dessa forma obtemos uma cadeia de equagdes para f,,,
em termos das funcdes de correlacdo gup, Gapes --- -

Vemos que o sistema de equagdes formado por (4.32) e por (4.35), ndo € um sistema
fechado, uma vez que ha a presenca do terceiro momento no lado direito da equagdo (4.35)
e, supondo que fossemos escrever uma equagio para o terceiro momento, esta envolveria
0 quarto momento e assim por diante, com expressdes cada vez maiores e mais complexas.
Se conseguissemos escrever e resolver toda essa cadeia de equagOes acopladas, terfamos um
conhecimento completo do sistema. Contudo, essa tarefa € tdo complicada quanto resolver as
equacdes microscopicas (4.6) e (4.8), o que, como ji observado, € impraticavel. Precisamos
entdo, definir um critério para cortarmos esta cadeia de equacdes e obtermos um sistema fechado
que considere apenas os primeiros momentos.



Capitulo 4. Colisoes em plasmas 53

Parametro de plasma

Em gases neutros e rarefeitos, a esfera de interagcdo molecular tem um raio da ordem do
raio das moléculas, 79 ~ 107® — 10~7 cm, o que torna a intera¢do entre trés ou mais moléculas
algo muito raro, visto que € bem improvavel que, em um gas rarefeito, trés moléculas se
aproximem, a0 mesmo tempo, a uma distancia tdo curta, da ordem de r [10]. Com base nisso, €
possivel quebrar a cadeia de equagdes, equivalente para gases neutros, a partir dos termos de
correlacdo de trés corpos g, € obter um sistema fechado de equagdes para as fungdes f, € gqp-

Por outro lado, em plasmas, as interagdes entre as particulas carregadas sdo dominadas
pela lei de Coulomb e, sendo assim, a intensidade da interacdo decai com r~!, ou seja, muito
mais lentamente do que em gases neutros. Nesse caso, uma particula interage a0 mesmo tempo
com muitas outras particulas e o alcance das interacoes efetivas entre as particulas carregadas €
dado pelo “comprimento de Debye”, definido como [29]

)\QD - L’

Ay, e2n,
onde, como é costume na fisica de plasmas, suprimimos a constante de Boltzmann kg que
multiplica a temperatura 7'.

(4.36)

O comprimento de Debye define o raio da chamada “esfera de Debye”, que € a esfera que
define o volume de interacdo de uma particula com as particulas de seu entorno. Isso significa
que, na maioria dos plasmas, a esfera de Debye contém um grande nimero de particulas, isto
é, n\3, > 1. Como nossa inteng¢do € encontrar um parimetro que seja pequeno o bastante, de
maneira que justifique um corte na cadeia de equagdes cinéticas, podemos definir um parametro
que seja o inverso do nimero de particulas em uma esfera de Debye [29], da seguinte forma

1
9= —7- (4.37)
n\p
Este é o chamado “parametro de plasma”.

Se a obtencao deste parametro tdo importante soa um tanto quanto artificial, podemos
analisar as defini¢cdes das quantidades g e Ap. Disso obtemos que

e2nl/3

T Y
ou seja, o parametro de plasma é da mesma ordem da razao entre a energia média de interacdo
entre duas particulas e a energia cinética de uma dessas particulas [12].

g~ (4.38)

Vamos entdo assumir que o parametro de plasma € pequeno. Se g < 1, isto €, a energia
de interac@o é muito menor do que a energia cinética, podemos assumir que a correlacdo entre as
particulas seja fraca [12]. Sendo assim, podemos supor que

fa~r O), g~ O(g),  Gae ~ O(g°), - (4.39)

Essas hipdteses permitem que desprezemos termos de ordem ¢, com n = 0,1,2...
denotando a ordem das correlagdes. Dessa forma, podemos cortar a hierarquia de equagdes.
Embora essas hipdteses seja razodveis e adequadas, ndo hd uma prova definitiva que sirva para
um caso geral’.

2 Notas de aula do professor Luiz Fernando Ziebell no Institiuto de Fisica da UFRGS, sob o titulo de FIP20810,
Topicos em Fisica Ndao Linear, Plasmas e Fluidos: Fisica de Plasmas A, divulgadas aproximadamente em outubro
de 2014. Disponivel em <http://www.if.ufrgs.br/~ziebell/fip20810/notas_aula.pdf>. Acesso em marco de 2015.


http://www.if.ufrgs.br/~ziebell/fip20810/notas_aula.pdf
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4.1.4 Aproximacoes de segundo momento e de polarizacao

Aproximacao de segundo momento
Partindo da equacdo (4.35) e ignorando os termos que envolvem os terceiros momentos,

ou seja, fazendo o lado direito desta equacdo igual a zero, obtemos uma expressao para a
aproximagdo de segundo momento

g <5Na5Nb>z,x’,t + V'gar <6N@5Nb>a:,z’,t + V/'i <5Na(5Nb>

ot or' r,x’ t
€a 0 €p 0
B S (NN g B o (NN, (4.40)
€alla df, ey ofy
+ m, <6E6Nb>r,x,t ) v + Wb <5N05E>m,r’,t W =0

No entanto, esta aproximag¢ao ndo € apropriada para a aplicacdo em plasmas, pois, ao descar-
tarmos completamente os termos a direita da segunda equacao hierdrquica, zeramos todos os
termos de correlagdes bindrias presentes em (4.27) [29].

Ocorre que, as interacOes entre as particulas carregadas de um plasma, decrescem mais
lentamente conforme elas afastam-se umas das outras, o que faz com que interajam simultane-
amente com varias outras particulas; e sdo esses termos de correlagdes bindrias, presentes na
expressao para o terceiro momento, que dao conta das interagcdes com mais de uma particula
[29]. Vamos entdo, adotar outra abordagem para a simplificagdo da equacgdo (4.35).

Aproximacao de polarizacao

Na aproximacgao de polariza¢do, vamos manter as contribui¢des dos termos que envolvem
fa © gap, descartando somente as correlacdes terndrias na expressao para o terceiro momento
central, que se encontram a direita da equagao (4.35), sob a hipétese de que g.p < fo fp, OU seja,
nos processos de interacao de pares, os efeitos das correlagdes sdo pequenos [29].Dessa forma,
obtemos

0 0 , 0 €q 0 ey 0
|f9t + V'a +vVv % + EE : % + %E : a\/,] <5Na5Nb>x,x/,t
€allq Ofa ey dfp
OEINY) .., ONJHE) . - —— 4.41
+ M < b>r,a: ,t 8V me < >x r’t 8 / ( )
|0 0 , 0 €a 0 ey 0 0
= [m + V'a + v g + m7aE : g + ﬁbE : av,] <5Na5Nb>z,x’,t )
onde N .
(NN = 20w |00 = @) fala, ) = - folw O 0] 4.42)
Nos limites N — oo e V' — oo, com N/V = n, a equacdo acima fica
(ONaONy)y o = Nabard(x — 2') falz, ). (4.43)

O sobrescrito ’0” em (4.43) denota o fato de que este termo € independente do segundo momento
e é completamente definido pela fun¢do de distribui¢do de particula dnica f,. Vamos chama-lo
de “termo de fonte” [29].
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Usando (4.26) e (4.34), podemos escrever a aproximacao de polarizacdo em termos
de gup(x,2’,t). Mas antes, para simplificarmos a nossa notagdo, vamos definir os seguintes
operadores diferenciais:

N 0 0 0 e 0 ep 0
L, = — — 4+ *E.—+ "E-— 4.44
ab 0t+var+v 8r’+ma 6v+mb ov’ (4.44)
e
s 100, 0 1 00, O
Oy = m, Or Ov  my Or OV’ (4.45)
onde e e
By = 20 (4.46)
v — 1|

€ a energia potencial eletrostatica.

Prosseguindo, a aproximacdo de polarizacdo em termos das correlagdes de pares, com o
uso dos operadores definidos acima, tem a seguinte forma [29]

A

Lab gab(wv I,7 t) - é\ab fa(xv t)fb(xlv t)

n [ Aa "o N " / 4.47
—{—ch/dﬂj {eac gcb(aj y L 7t)fa(x>t) +9bc gac(xax 7t)fb($ 7t):| ( )

Na expressao acima, o segundo termo a direita da igualdade, proporcional a n., leva em conta
os efeitos da polarizagdo do meio, tornando esta aproximacao bem efetiva para a aplicagdo em
plasmas.

A aproximacao de polarizagdo, apresentada nesta subsecao, € o resultado de primeira
ordem de uma expansao perturbativa feita em termos de poténcias do pardmetro de plasma g.
Esta, foi introduzida por Bogolyubov com a intencdo de levar em conta os efeitos coletivos
que ocorrem em plasmas e, com isso, obter um sistema fechado de equagdes para a fun¢do de
distribui¢d@o de particula dnica f,(z,t), e para as correlagdes de duas particulas g, [29].

As equacdes hierarquicas para as flutuacdes de dois tempos sao obtidas de forma seme-
lhante a desenvolvida para as equacdes de um tempo e também podem ser aproximadas pelo
método da aproximagdo de polarizagdo. Sendo assim, iremos apenas apresentar as equagoes,
sem maiores detalhes sobre a sua derivagdo.

Para as flutuacdes de uma particula, temos

L, 6N, + Ca_sg. 9 Nata

=L, SN?, (4.48)
My ov

onde, 5 5 5
N €a
La = A, ‘A —E- .0
ot v or + meg OV

€ o operador diferencial para particula dnica. Nesta aproximacdo, as correlagdes das flutuacdes
de fonte sdo definidas por

(4.49)

Lo (6N6Ny); 4 0y =0, (4.50)
com a seguinte condi¢do inicial
(ONGONo) 3 g it |, = Nabard (= 2') ful, ). (4.51)
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Multiplicando (4.48) por I N,(2',t') e tomando a média, obtemos a expressdo para o
segundo momento central de dois tempos

Pt Ca (SEGN,) 9 nata

T
Mea r.t,x’t aV

Lo (ON,ON,) = Lo (6NN, . (4.52)

1 4/
x,t,x x,t,x’ b

Com isso obtemos um conjunto autoconsistente de equacdes, para oscilagdes eletrostati-
cas em um plasma totalmente ionizado, composto pelas equagdes (4.15), (4.47) e (4.52), que
devem ser resolvidas com a ajuda das equagdes (4.32) e (4.33). Esses resultados serdo utilizados
na derivacdo de uma expressao para a integral colisional.

4.2 Equacoes cinéticas colisionais

Como ponto de partida, para a escrever as equacdes cinéticas colisionais, vamos colocar
a integral colisional, dada por

<8fa> e D (ONLSE), ., = Culz,t), (4.53)
col

ot MaNg OV

na sua representacao espectral. Para isso, empregaremos o mesmo processo que foi utilizado na
subsecao 3.2.1, ver a equacgdo (3.62). Dessa forma, obtemos

0, —__C a./d?’k:/dw (ESNo(V))
nc;ma 0@\/ | y o (4.54)
o L[k urson,..
onde foi usada a seguinte propriedade de simetria
(CEONG(V)) 1o e = (OE"ONG (V) - (4.55)

Fazendo um paralelo com a subsecdo 3.2.1, vemos que o sistema composto pelas equacdes
(3.63), (3.64) e (3.65) é muito semelhante ao sistema de equacdes que precisamos resolver.
Naquela ocasiao, seguimos por um caminho que desenvolvia os termos nao lineares, levando
as equacoes ndo lineares para a teoria de turbuléncia fraca. Agora, no entanto, nosso objetivo
€ outro; queremos obter as correlagdes diretas entre as particulas. Sendo assim, seguiremos a
abordagem apresentada na se¢do anterior, que parte das equagdes para as densidades de fase
microscopicas para cada componente do plasma e para os campos microscopicos. Com isso,
simplificamos a nossa solucdo, pois em vez de resolvermos um complicado sistema de equacdes
para a funcao de distribui¢do e para os campos, como foi feito em 3.2.1, temos de lidar com
um conjunto de equacdes mais simples, para os momentos das densidades de fase e dos campos
microscopicos. Este método, com um uso apropriado da aproximacgdo de polarizagdo, pode
tornar nossa tarefa ainda mais simples.

4.2.1 Densidades espectrais

Precisamos escever uma equagdo cinética para f,, para isso, € necessario que expres-
semos a fungdo espectral (0E*0N,(v)), , em termos da prépria fungdo de distribuicdo. A



Capitulo 4. Colisoes em plasmas 57

aproximacao de polarizacdo permite que facamos isso de duas maneiras distintas. Na primeira
opgdo, precisamos solucionar as equagdes para os segundos momentos centrais, (0 N,d Nb>z@,’ .
e (0N, ON,), +.0r.¢» 0 que pode ser bem complicado; na segunda abordagem, a solugdo pode
ser obtida resolvendo o sistema de equacdes composto por (4.48), (4.50) e (4.51). Este ultimo
método € muito mais simples, pois, a primeira equacdo deste sistema, equivale a aproximarmos
o lado direito de (4.31) usando [29]

0 0 e 0 €q O
— — + —2E-— 6N~ ——2 " . (6ESN, — (ESN, . 4,
<0t v or * Mg 8V> ¢ Mg OV ( @A “>m¢) (4.56)

Reescrevendo nosso sistema de equacdes, temos a seguinte equacao

0 0 e 0 €all af,
—4v—+ —E-—||6N, - 6N?| = - 2E- " 4.57
<8t v or * my 8V> { “} My ov’ (4.57)
que deve ser solucionada com a ajuda de
0 0 €a 0 0
= — 4+ —E- — | (0NN, s =0, 4.58
(825 TV or - Ma 8V> < bt (4.58)
usando a condi¢do inicial
(ONONy 1011 |, = Nabard(x — 2') fulz, 1). (4.59)
E, para as flutuacdes do campo elétrico, temos
VxOE=0 e V-6E=4r3 e, [ d'voN, =0. (4.60)

Para que possamos definir a integral colisional, € suficiente que conhecamos as funcdes
espectrais no dominio de frequéncia w > v, e no intervalo de vetores de onda k£ > 1/[, onde v,
¢ a frequéncia de colisdes das particulas do tipo a e [ é o tamanho do sistema [29].

Parametros colisionais, limites de validade e hipdteses simplificadoras:

Antes de prosseguirmos com a derivacdo das equagdes cinéticas para as colisdes, precisa-
mos definir muito bem alguns aspectos relacionados aos processos colisionais em plasmas.

Vamos comecar denotando o tempo de relaxagdo da fun¢do de distribui¢io f,, como
To. O tempo de relaxacdo minimo, isto €, o tempo necessdrio para que o equilibrio local seja
atingido, é dado por 7,..;. Outro parametro importante € o comprimento de relaxacdo minimo
le1, que se relaciona com o tempo de relaxacdo minimo da seguinte forma, l,..; = v, 7;.¢;, Onde
vy, € a velocidade térmica. Podemos colocar 7, € [, em termos do pardmetro de plasma:
Trel ~ 1/Wpeg € Lot ~ Ape/g, onde wy,. € a frequéncia de plasma para elétrons e A\p. € o
comprimento de Debye. Considerando um plasma rarefeito, em que g < 1, temos as seguintes
relacdes:

ADe 1 1
D S Ape € Tou ~  p— (4.61)

Wped Wpe

lrel ~
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Neste caso, podemos descartar os efeitos colisionais [29].

Os processos de relaxacao sdo causados pela presenga de flutuagdes, e sua contribuigdo,
para a equagdo cinética da funcao de distribuicao f,, é dada pela equacdo (4.53). Conforme a
integral colisional € expressa em termos das fung¢des espectrais, € necessario que comparemos
lre1 € Trep cOm as correlacdes de comprimento [, € de tempo T.,;.

Em um estado préximo ao equilibrio, /... € definido pela distdncia em que o campo
de uma particula carregada € blindado, ou seja, o comprimento das correlagdes € o proprio
comprimento de Debye. Isso significa que a principal contribui¢cdo vem dos vetores de onda
em que k > 1/\pe, isto &, kyin ~ 1/Ape. Ja tempo de correlacgdo é diferente, para diferentes
componentes de k: Teor ~ Teor (k).

Para a derivacdo das equagdes cinéticas, € necessario que consideremos a hipotese de
que as fungdes espectrais para k < k,,;, tenham uma contribui¢do desprezivel para a integral
colisional. Isto porque o tempo de correlagdes 7., (k) normalmente diminui conforme £ cresce,
e isso permite que desprezemos os efeitos das correlagdes de longa duracdo. Portanto, s6
precisaremos considerar flutuacdes com tempos curtos de correlagio [29], como segue

Tcor(k) < Tcor(km'm) = Tcor,max- (462)
Em sistemas proximos ao equilibrio,

1 Ape 1
Tecor,max ™ ~ D ~ . (463)

kmin Uth, Vte Wpe

Combinando as equagdes acima com (4.61), concluimos que, para g < 1, essa hipétese corres-
ponde a supormos que [29]

1
Teor,max = Tcor<kmin) L Tpeg € 77—~ )\De < lrel- (464)
kmin
Como consequéncia dessas desigualdades, podemos descartar as correlagdes iniciais durante a
solucdo das equagdes para as correlagdes, ou das suas equacdes correspondentes para N, e I E.

Entdo, de acordo com as suposi¢des anteriores, vamos considerar, Ap. como um limite
entre longo e curto alcance para as flutuacdes. Sendo o seu correspondente intervalo de tempo

dado por

Ape 1
L~ Pl — (4.65)

T E—
Uth Wpe

Isso significa que, ao resolvermos as equacdes para as funcdes espectrais, ou as equagdes para
as flutuagdes 0N, e JE, o atraso temporal e a variagdo espacial de f, podem ser desprezados,
quando comparados aos intervalos Ap./vi, ~ 1/wWpe € Ape, respectivamente® [29].

A definicdo desses limites entre flutuagdes de longo e de curto alcance, nos permite dar
sentido as expressoes campos “fortes”, “fracos”, “lentos”, de maneira que possamos conectar
este significado com as solugdes para 6 NV, e JE. Sendo assim, um campo elétrico é considerado

fraco quando

Fp.
eTD < 1. (4.66)

30u seja, entende-se que a escala de variagio temporal da f, é bem maior do que o periodo das oscilagdes, e a
escala de variacdo espacial da f, é bem maior do que o alcance das correlagdes.
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E um campo magnético € fraco se
QC = —_— << —_— wa’ (467)

onde €. € a frequéncia de ciclotron dos elétrons e c € a velocidade da luz.

Um campo elétrico, atuando na integral colisional, é considerado lentamente varidvel
quando sua frequéncia wy satisfaz
1
wo K — ~ Wpe- (4.68)
T
Portanto, considerando as hipéteses de campo fraco e lentamente varidvel, descritas

acima, podemos descartar E, o tinico campo médio que ainda aparecia em nossas equagdes [29].
Dessa forma, ficamos com equacdes mais simples para o calculo das fun¢des espectrais:

%) %) o] _  €alla o, Ofa
<8t T V'm) [(SNa ~ 5Na] - OE (4.69)
) ) o)
(at + V'ar> (ONaONy)y 4 w1 = 0. (4.70)
Da equacdo (4.69) nés temos
SN (v) = GNP (v) — ol kdfulv)/ N 5B, 4.71)

mek w—v-k

onde usamos

b

0B, = 0Ey Jk = JoNe (4.72)
Multiplicando (4.71) em ambos os lados por d E_g _,,, tomando a média e usando (4.55),
ficamos com

(05 JONE,(v)) = (0B s uONE,(v)) Z;T; k"zf “_(‘\’f)'{{a" (5E%), . @73

Para escrevermos uma expressao para <5E2>k’w, comecamos substituindo (4.71) em
(4.60), o que resulta em

: u ieqng k-0fa(v)/Ov
ik6 By = 47r§a:ea / d*v <5Nkf;(v) R R §Fy. | 4.74)
A partir da equag@o acima, obtemos
0By, = 5E£’“ (4.75)
T ellew)’ |

onde 0 Ey , é dado por
4
SEY, = _@% Se, / v SN (v), (4.76)
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e a constante dielétrica ¢(k, w) é dada pela ja conhecida expressdo

k-0fa(v)/0v
k,w) =1 / Py~ . 477
e(k,w) =1+ Z T (4.77)
Sabemos que

(0F%), = (0FkubBiu). (4.78)

Com base em (4.76) podemos escrever uma expressdo para 0 By,
SE;,, = oA > e / d3v' ON__ (V) (4.79)

“ o ke(k,w) G e

que, junto com (4.74) € (4.76), nos fornece uma equagdo para (4.78) em termos de (SN2 (v)I NP (v'))

k,w:

167‘&'2 / * (! a
(8, . = ey e S [ [ a0 (0030 )

1672
= ——— N e, N e [ BV | dv (ONI(VION(V)) .
e 3o [ 8 [ (00 e

(4.80)

Por fim, precisamos de uma expressdo para (dN2(v)ONy(v')), . Para isso, vamos
trabalhar dentro dos limites Ap./vi, ~ 1/wpe € Ape, de forma que podemos tratar a fungao de
ditribuicdo f, como independente de r e de ¢. Portanto, temos

(SNSW)OND(VY), | = G / d(r — ') / d(t — 1)
<6N0(7’ v t)5Nb (r',v' t)> —ifke (r—r")—w(t—t)]
= Sl (v /d r—r /d (4.81)
X o[r — 1’ —V(t—t)]fa( )ik (r= r')—w(t=t)]
1

— Gy V)8 KV fo(v)

Substituindo (4.81) em (4.80) e integrando em v, obtemos

2 / / /
(F). = mieap 2 [ O RW). @

Para o termo <6E_k7_w5 Nl‘jg)(v)>, o procedimento € parecido. Usando (4.79), podemos
escrevé-lo em termos de (O N (v)O Ny (v')), ,» como segue

(0B 4 —wONE,(v)) =i in S e / d* (ON{S,ONY, (V). (4.83)

ke(k,w)
Aplicando o resultado obtido em (4.81) e integrando em v, ficamos com

. eanqet(k,t)

(510N, (v)) = i "o e(k, w) 2

dw—k-v)fa(v). (4.84)
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Entao, substituindo (4.82) e (4.84) em (4.73), obtemos uma representacao da fungao
espectral (§E*6N,(v)), - em termos das fungdes de distribuigdo f, e fp:

oy el
(OE"ON,(V))kw = 227r2]{;|€(k,uJ)|2

_itamta ke0fu(v)/0¥ : NE > einy /d3v’ 0w — k- V) fy(v').
- .

mek  w—vk 7k?le(k,w

5((") - k- V)fa<v>
(4.85)

Para colocar a equacdo acima em uma forma mais conhecida, fazemos uso da seguinte
propriedade da constante dielétrica

-, , Ofo(V')
Re ie”(k,w) = Im e(k, w) =2 prb/d% d(w -v)k e (4.86)
Substituindo a expressdo acima em (4.85) e rearranjando os termos, ficamos com [29]
* — 5w —k -  Callai g
(GE SN, (V))y,, = 0w — K v)zm3| o /d v 8w —k V)
O6() . .\ M 0Lv) 8D
b\V b YJa /
x k- ( fa( ) — . fb(v)> .

4.2.2 [Equacao cinética de Balescu-Lenard

Com a func¢io espectral em termos de f, e de f, devidamente escrita, podemos inseri-la
em (4.54). A equagdo resultante € conhecida como “equacao cinética de Balescu-Lenard” e tem
a seguinte forma [29]

Ofa B 26 ebnb 3 [ Jkik;jo(k-v—k-Vv)
(az) l_ : /d /d“ K ek, kv
(4.88)

| (aggﬁﬁ(vl) -1 ).

Nesta equacdo é implicitamente concluido que ¢(k, k - v) # 0, o que equivale a supormos que
a contribui¢ao dos modos normais de oscilagdo é desprezivel. Isso pode ser verdade quando
o plasma estd préximo do equilibrio térmico, ja que, nesta condi¢do, ndo ha energia livre no
plasma, logo, os modos normais de oscilacdo ndo podem ser excitados. Consequentemente,
grande parte das flutuacdes eletrostdticas ocorrem via emissdes térmicas espontaneas, nas quais
e(k,w) # 0% E é neste ponto que entram os termos de flutuagdes espontaneas apresentados no
capitulo anterior.

Equacio cinética tipo Fokker-Planck

Nosso principal interesse neste trabalho € agrupar a integral colisional as equacdes da teo-
ria de turbuléncia fraca de uma maneira que essas equagdes possam ser integradas numericamente

4 Notas de aula do professor Peter H. Yoon na School of Space Research, Kyung Hee University, Yongin,
Korea, sob o titulo de Lecture 5. Spontaneous Thermal Fluctuation and Collisional Knetic Equations, divulgadas
aproximadamente no segundo semestre de 2011. Disponivel em: <http://migre.me/rSTHV>. Acesso em: 15 de abril
de 2015.
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através de um cddigo eficiente e enxuto. Como o processo colisional € um processo que envolve
interagOes entre particulas, € natural que queiramos aproximar a forma da integral colisional
a forma da equacdo para a evolucdo temporal das particulas (3.121), ou seja, a forma de um
operador de difusdo quaselinear no espago de velocidades. Quando a equacio de Balescu-Lenard
¢ colocada nesse formato, a integral colisional passa a ser chamada “equacao de Fokker-Planck”
ou “operador colisional de Fokker-Planck™.

Considerando essa possibilidade, voltamos a equacdo (4.73), mas dessa vez, mantemos a
expressdo (d £?) no segundo termo do lado direito. No primeiro termo do lado direito da mesma
equacdo, em vez de substituirmos o resultado da dltima igualdade em (4.86), escrevemos apenas
a propriedade expressa pela primeira igualdade, como segue

eqnaIm e(k, t)

(0B 1 W0NE,(v)) = 2m2kle(k, w)[2

dw—k-v)fa(v). (4.89)

Dessa forma, obtemos

of.\  meZ d 5
<@t>wl_ mgav-/dk/dwé(w—k-v)

k Im e(k,t) kk Of,(v) (*90)
me m e(K, 2 oV
(27r3k:2|e(k,w)|2fa(v) - (9B >k,wﬁ' v )
onde
/ Oy (v
Im e(k,w) = ;;wzb/d?’v S(w—k- vk ab‘(// )’
(4.91)

2 — # 2 3/ o . / 12
<6E >k,w T wk?|e(k, w)|? ijebnb/d v'o(w — k- V') fi (V).

O aspecto mais interessante da forma de Fokker-Planck do operador colisional, é que
podemos escrevé-lo em termos de coeficientes:

(afa> = 0 [Aifa(v,t)—FDijafa(v’t)], (4.92)
col

ot (%i 8vj

onde A; é o chamado “coeficiente de friccdo” e D;; é conhecido como “coeficiente de difusdo”.
As expressdes para esses coeficientes sdo dadas, respectivamente, por

e ki Im e(k,w)
[k [dwdw—kev)
2m2m, / w ol v) k2 le(k,w)|?’

e o kk
Dij:W/dk/dW5(w_k'V)<5E>k,wk72J'

A=

(4.93)

Mais adiante, quando formos agrupar a equagdo colisional com as equagdes da teoria de
turbuléncia fraca, a vantagem dessa representagdo ficard bem clara.

A equacio colisional (4.90), junto com o sistema de equagdes (4.15), forma um conjunto
fechado de equagdes cinéticas para um plasma, na aproximacdo de polarizacdo. As principais
propriedades do operador de colisdes e os efeitos de sua atuagdo sobre o plasma, serdo abordados
na proxima se¢ao.
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4.2.3 Propriedades gerais do operador colisional de Balescu-Lenard

Como ponto de partida, vamos mostrar que se a funcdo de distribui¢do f, for uma
distribuicdo Maxwelliana, a integral colisional C, se anula. Para demonstrarmos essa propriedade,
vamos considerar a integral no espaco de velocidades, no lado direito de (4.88).

A distribui¢do Maxwelliana tem a seguinte forma

1 —’U2/1}

fa(V) = W@ tha (494)

onde vy, € a velocidade térmica das particulas a, que é dada por

2T,
Ve = — (4.95)
Entdo, a derivada da distribuicao Maxwelliana com relagdo a velocidade fica
Ofa(v) Mg
=_9 ¢ . 4,
v T v (v) (4.96)
Substituindo o resultado acima na integral de velocidade do termo de colisdes, obtemos
[ @ kv —k- vk O m O b ) h)
ov' m, 8V
k-v 4.97)

:—mb/d3v’5(k-v—k-vl)<
=0, se 1,=1,.

O resultado acima nos mostra que distribui¢des de equilibrio térmico, como a Maxwelliana,
satisfazem a solucgdo estaciondria da equacdo cinética. Disso, podemos inferir que o termo de
colisdes tende a levar a evolucdo de qualquer funcao de distribui¢io arbitraria em dire¢do ao
equilibrio térmico [29].

Agora, vamos considerar a seguinte integral
t) = Znama/d3v Co(r, v, t)®(v), (4.98)

onde ®(v) é uma fungio arbitrdria e

2e2etngny, 0 dk-v—k- V)
(v ) =3 e S [ [
Calx,v:1) zb: me OV / ! le(k, k- v)[?

e 9 (4.99)
mg ’
o (e o ) B,

my ov’

Podemos mostrar que J(r, ¢) = 0, para os casos em que ®(v) = 1, v e v*/2. Para isso
vamos substituir (4.99) em (4.98) e reescrevé-la da seguinte forma

/
Jar ) == 33 eb”“””/d?’ [ [ (aq) 661;5?)

kké(k v—k- V).<8 ma8>
Bl kv

(4.100)
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Nos dois primeiros casos, para ®(v) = 0 e para ¢(v) = v, ndo precisamos nem efetuar os
célculos, visto que € evidente que o lado direito da expressao acima serd nulo para esses valores
de ®(v). No terceiro caso, ®(v) = v?/2, apés efetuarmos as derivadas nos resta a seguinte
expressao

T, t) == 6eb”“””/d3 /d3 /d3’ k-v—k-v)

(5(k-v—k-v) d  my /
ki e(k, k - v)[2 <8v - ) fa) (V)

my OV’

(4.101)

que também vai a zero quando aplicamos as propriedades da fungdo §(k - v — k - v/).

Por fim, vamos mostrar que, levando em conta as correlagdes que definem a integral
colisional, a entropia total de um plasma sempre aumenta e tende a uma constante no limite de
tempo assintotico. Sendo assim, temos que a entropia em um plasma é dada por

~3 na / o fo(v,8) In fu(v, ). 4.102)

Fazendo
O(v) = —1n fu(v,1), (4.103)

introduzimos o vetor

1a®<)+1ac1>()

Alv,v) = m, OV my OV’
1 0 1 0 ,
= m—aa—lnfa( V) — ylnfb(v) (4.104)

:1< 1 Ofulv) mg 1 3fb(V/)>
fuv) v omy f(V) OV )

Podemos usar a expressdo acima para reescrever (4.98) em termos de A(v, V')

Jo(r.t) = 6 ebnanb/dsk/d?, /dS / k4’ (k kkv)\|’2)fa(v)fb<vl)

L o ma 1 9f(v)\ 1 0fu(v) ma 1 Of(V)
X(fa(V) 8v _mbfb(V/) ov’! )kk<fa() v mbfb( ') OV )

[ ,o0k-v—k- v ,
= SRS [ [ [0 e R O AT
(4.105)

Como o integrando da equagdo acima € positivo, temos que .J, > 0, sempre. O resultado igual a
zero corresponde a seguinte situacio

9 g ) - aa/

ov
onde « é uma constante independente dos indices a e b. Se essa condicao € satisfeita, tanto a
fun¢do J,(r,t) quanto a integral colisional C,(r, v, t) serdo nulas. A funcdo de distribui¢do que
corresponde a solugdo de (4.106) € a distribuicio Maxwelliana, dada pela equacao (4.94). Disso
podemos tirar duas conclusdes a respeito da entropia: a) a entropia atinge seu maximo quando as

In f,(Vv) = a(v—v'), (4.106)
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funcoes de distribuicao atingem o equilibrio, isto €, quando todos os componentes do plasma se
tornam Maxwellianos, com a mesma temperatura 7" e velocidade v; e b) se 0 mdximo de entropia
ocorre no estado de equilibrio e as colisdes tendem a levar o plasma a este estado, que é o estado
final do sistema, entdo podemos concluir que a entropia sempre aumenta com o tempo. Portanto,

as
>

— > 0. 4.107
dt — ( )

Se olharmos o integrando de (4.88) com mais atencao, iremos perceber que a integral em
k diverge logaritmicamente. Isso pode ser verificado se fizermos k — 0o, 0 que corresponde a
k > 1/Xpe, neste caso, temos que € — 1 e a integral colisional ird se comportar como

/d%@(‘s(k'vk_? k/'v)> ~/d3k;(’)(]1€>, (4.108)

o que leva a uma divergéncia logaritmica para altos valores de k [29].

A causa dessa divergéncia vem do fato de que, para pequenas distincias (r < Ap.), a
aproximacao de polarizacdo se torna idéntica a aproximacao de acoplamento fraco. Portanto, a
integral colisional obtida aqui é valida somente quando

|€acs]

T

> ; (4.109)
ou seja, para distancias em que a energia potencial € muito menor do que a energia cinética. A
relacdo equivalente no espaco de vetor de onda € dada por [29]

T
B — (4.110)

|eaeby

A partir disso, podemos definir um limite aproximado de integracdo sobre k e assim
evitar essa divergéncia. Esse limite é fenomenoldgico e é baseado na distancia minima entre
duas cargas, na qual a energia térmica tipica € balanceada pela energia eletrostatica de Coulomb,

como segue

7 o Lol 4.111)

T'min

Entdo, uma vez que k ~ 1/r, podemos definir um valor de corte para k, ou seja, um nimero de

onda maximo para a integracao:
T

‘eaeby

k< Kmaz ~ (4.112)

Cabe ressaltar que, como a divergéncia para grandes valores de k € logaritmica, o valor exato deste
corte tem pouca influéncia no resultado, desde que os limites fenomenoldgicos estabelecidos
sejam respeitados [29].

4.2.4 Aproximacao de acoplamento fraco: equacao cinética colisional de
Landau

Analisando (4.88) com mais aten¢do, percebemos que a fun¢ado de distribuicdo f, estd
presente ndo sO explicitamente, entre parénteses, na propria equacdo, mas também aparece de
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maneira implicita, na expressao para a constante dielétrica (4.77), que define a polarizacao
do meio. Isso torna a equagdo de Balescu-Lenard bem complicada, o que nos leva a buscar
uma alternativa mais simples, mas que ainda retenha as caracteristicas principais da equacgdo de
Balescu-Lenard.

Essa forma alternativa, mais simples, do operador colisional existe e foi desenvolvida
por Landau. Podemos deriva-la a partir da equacao de Balescu-Lenard, considerando o fato de
que a polariza¢do de um plasma, a uma determinada frequéncia k - v, € definida pela constante
dielétrica ¢(k,w). Logo, podemos dizer que a equagdo (4.88) leva em conta a polarizacio
dindmica do plasma. Entdo, para obter a forma de Landau, vamos substituir €(k,w), pela
constante dielétrica de equilibrio €(k, 0), obtida da equacio (2.56) fazendo w = 0:

2
e(k,0) =1+ 575 (4.113)
De

Como a constante dielétrica aparece no denominador da integral colisional, a contribui¢ao
maior na integral em k£ vem da regidao onde k > 1/\p.. Podemos entdo, definir os seguintes
limites de integracdo para k:

1 T
— <k < knax ~ —.
)\De |€a6b|

4.114)

No intervalo de nimeros de onda definido acima, a constante dielétrica pode ser substituida
pela unidade, ou seja, ¢ = 1. Disso, resulta a chamada integral colisional de Landau, que tem a
seguinte forma [29]

8 b afa meg afb
C, = A—/f’w _Ma0lb ) 4115
zb:nb ov; v @y v, b my, OV ( )
com 2 9 9 k k
a eae ifvg
QY = m{/ﬁkkjakv—vﬂ, (4.116)

onde a integracdo em k ¢ feita dentro dos limites definidos em (4.114).

A integragdo em (4.116) pode ser calculada analiticamente. Sem entrarmos em maiores
detalhes, obtemos

2me2e? Ape T 1
(ab) _ a“b De 2
@ = In ( caes] ) v VY- (v =V =) @)
onde o fator In (Tf;ee bf) € conhecido como “logaritmo de Coulomb” e é definido como [29]
Ape T
mA—m<D ). (4.118)
|eats|

Fisicamente, essa aproximacao € razodvel, uma vez que a blindagem de Debye neutraliza
efetivamente qualquer carga que esteja a uma distdncia maior do que r ~ Ap.. O que significa
que podemos descartar as interagdes entre cargas que estejam a uma distancia relativa maior do
que o comprimento de Debye. Nesse contexto, podemos dizer que as particulas carregadas ja
ndo sao mais atraidas ou repelidas a longas distancias, pois estao blindadas devido aos efeitos
coletivos. Ou seja, essas cargas estdo fracamente acopladas. E é nessa aproximacao que nosso
trabalho serd baseado.
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Frequéncia de colisoes

Um parametro importante a ser considerado quando estamos tratando de efeitos coli-
sionais, € a frequéncia de colisdes. Em um plasma totalmente ionizado, temos trés possiveis
tipos de colisdes: elétron-elétron (e-e), ion-ion (i-i) e elétron-ion (e-i). Sendo assim, precisamos
estimar uma frequéncia colisional para cada um desses casos. Entdo, sendo a = ¢, 7, temos que a
integral colisional pode ser escrita como

Oe - C(ee + Cez'a Oz - sz + Cz'e; (4119)

onde C,. e C,; representam a contribui¢do das colisdes e-e e e-i, para a forma completa da
integral colisional eletronica. Da mesma forma, C; e C;. representam a contribui¢do das colisdes
i-1 e i-e, para a forma completa da integral colisional idnica. Lembrando que a equagdo (4.115),
define as quatro integrais colisionais acima.

Vamos comegar estimando a frequéncia das colisdes e-e, Ve = 1/7.. De (4.115) e de
(4.116), para colisdes e-e, temos

1
I ~ Veefe = — fo, (4.120)
com 4
en

Usando \p. = (T/8me*n)'/?, w,. = (4me>n/m.)/? e g = 1/(n)3,.), podemos escrever v, da
seguinte forma
Ut )\De

Vee ™~ Wpely  lee = ” ~ P 4.122)

Para um plasma de baixa densidade temos que, g < 1, onde g é o parametro de plasma. Disso,
podemos concluir que a frequéncia colisional v, € muito menor do que a frequéncia de Langmuir
Wpe € que o livre caminho médio /.. € muito maior do que o comprimento de Debye Ap. [29].

Para estimar a frequéncia de colisdes i-i, v;;, vamos supor um plasma isotérmico, ou seja,
T, ~ T;. Entdo, para fons com carga tnica,

etn me\ Y2
i~ In A ~ <m> Voo & Voo, (4.123)
Usando (4.122), obtemos
me\ /2
Vit ~ (m) Gne = Gopi (4.124)

onde w,; = (4me*n/m;)'/? é a frequéncia de Langmuir para fons.

Por fim temos a frequéncia de colisdes e-i. Esta frequéncia estd associada ao processo de
equalizagdo das temperaturas 7, e T;. Temos entdo, para v/, onde o superscrito 7" se refere a
taxa de equalizacdo da temperatura [29],

1/2
Vg; ~ %I/ee ~ <me> Vi, (4.125)
m
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como m, <K m;, temos

Vee S Ui S VL, Toe K Ty K 75; . (4.126)

e’

Portanto, concluimos que existem varios niveis de processos de relaxacdo em um plasma.

Para um tempo da ordem de 7., um equilibrio local € estabelecido para elétrons. Em tempos de

ordem 7;; > T.., 0 equilibrio local para fons € atingido. Entao, as distribuicdes Maxwellianas

terdo temperaturas diferentes, 7; e T.. A equalizacdo das temperaturas 7. e 7; € um processo
muito mais lento, com uma escala de tempo em torno de 72 > 7., 7 [29].

4.3 Operador colisional de Fokker-Planck aplicado a intera-
¢ao feixe-plasma

Com os resultados gerais obtidos nas se¢des anteriores, vamos agora aplicar a integral
colisional de Landau, na forma de Fokker-Planck, ao problema da interagao feixe-plasma. Para
1ss0, vamos tomar como base a referéncia [30], adotando, inclusive, suas notagdes e convengdes.
Sendo assim, a partir deste ponto, passarmos a nos referir a integral colisional de Landau,
também, como “operador colisional de Fokker-Planck”.

Os efeitos nas particulas da espécie a, devido a colisdo com as particulas do tipo b, sdo
descritos, na nova notacao, por

19

Mgy OV,

0(fa, fy) = 2me2el In A

Mg OVy My OV

./d%bW- ( L2 16) fihh, (4.127)

onde In A € o fator de corte de Coulomb. Na expressdo acima, o tensor 0 correlaciona a

interagdo entre as particulas de acordo com a velocidade relativa entre elas, ou seja, ele €
. b) . P ~ ~

equivalente a Ql(; ) integrado, porém, nesta representacdo, as constantes ndo o acompanham,

como pode ser visto abaixo

0%g
<>
= 4.128
“ 0v,0v, ( )
1 <
= (T —es). (4.129)

onde

g=18| = |va — vp| (4.130)

<

é o modulo da velocidade relativae [ € a matriz identidade.

Ao integrarmos por partes o segundo termo de (4.127), obtemos [30]

2,2
e(faafb) = 27T€aeb ln(A) 0 . [afa . /dg'Ub Wfb - %fa

m2 ov, |0v, b

ai -/d%bﬁfb], (4.131)

onde foi usada a relagcao

3va'w __aTb

para que pudéssemos passar a derivada com relacdo a velocidade para fora da integral em vy,

0 @ 0 7, (4.132)
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Usando a definicao (4.128), podemos reescrever (4.131) como

2reZe?In(A) O [afa /d3 3gab

m2 ov, |0v, 8vava

(9 Gab
B
8va / v OV,V, fb] '

Na expressdo acima, podemos isolar os termos dentro da integral e definir o chamado ““potencial
efetivo de colisoes” [30]:

(faa fb)
(4.133)

fa

F({L‘ab)

[ Ponfiga, (4.134)

nObvthb

sendo ng, a densidade e v, a velocidade térmica das particulas do tipo b.

Por fim, usamos (4.134) para reescrever (4.133), obtendo

H(fa,fb):Qﬂegez"Obln(A)”thb 0 .lafa PF(tw) ma, 0 OF(ra)

ov, Ov,0v, “Ov, Ov,0v, ] , (@135)

m2 ov,,
onde definimos a velocidade normalizada ., = v, /vy, .

O préximo passo € efetuar as derivadas indicadas em (4.135). Para isso, precisamos levar
em conta o fato de que F' é fungdo de x,, € que o, = v, /vip,, portanto, precisamos aplicar a
regra da cadeia para calcular essas derivadas, como segue

2me2elngy In(A)vy, O of, 0 [Oxe .,
(fa7 fb) mg ava ava ava 8Va F (xab) (4 136)
. maf 0 0 axabF’(QJ ) .
“Ov, Ov,\ Ov, @I

onde deve ser levado em consideragdo o fato de a derivada ser vetorial, portanto os produtos
escalares em (4.136) devem ser respeitados e mantidos. Prosseguindo, obtemos uma expressao
bem complicada, como pode ser visto logo abaixo

_27‘[’626%%01) In(A)wve, O O0fa Pra O%ap O%ap
O(far Jo) = m2 ov, . ov, . 8Va8vaF (Tap) + v, 0v, Fiza)
8 821‘@1, / 8 axab axab 1
fa(@va 8vavaF (Tas) + Ve Ovg OV, F(@a)
0T ap 0? Tab 0Tay  OTap OTap
v, .avaavaF (Iab) + ov.  ov. 8VaF (%w))].

(4.137)

As derivadas em ., podem ser calculadas utilizando as defini¢des abaixo, que podem
ser consultadas com mais detalhes em [30],

Oray 1 V4 0 Oz 2

— = 4.138
OVap Uy Vo OV OVe U, U4 ( )

&z, 1 — 0 0%, 2 v,
b (UC2L I — Vava) ) : e - L (4.139)

Ov,0v, vy, U3 ov, 0v,v, Uth, U3
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axab 82'7;(117
. = 0. 4.14
ov, 0v,0v, 0 ( )

Substituindo os resultados acima em (4.137), obtemos

0 0fa 0%v, VaVa
6<fa7 fb) :Fabav : [av : (aV 8V Fl(xab) + qﬁxabFH(xab>>
¢ . e ¢ (4.141)
Mg . Vg / " mzb 1
+ 2Hbfaﬁ (F (Tap) — TapF" (T ap) — 7F (%b))],
onde oo 1n A
| 2T Moy M A (4.142)

2
mg

O operador de colisdes (4.141) €, em geral, um operador diferencial parcial, tridimensio-
nal, de quarta ordem [30]. Ou seja, esta ainda € uma equagao bem complicada, portanto, para
prosseguirmos, precisamos definir algumas hip6teses simplificadoras.

4.3.1 Operador de Fokker-Plank para um plasma Maxwelliano com a in-
cidéncia de um feixe de elétrons de baixa densidade

Na interagdo feixe-plasma, a evoluc@o mais significativa ocorre na cauda da funcao de
distribui¢cdo, envolvendo uma populagdo de particulas cuja densidade € muito menor do que que a
densidade da distribui¢@o de fundo. Sendo assim, é coerente supor que os efeitos colisionais mais
significativos se devam as colisdes entre as particulas da cauda e as particulas da distribui¢do
de fundo. Portanto, podemos desprezar as colisdes entre particulas do feixe, visto que estamos
supondo que o feixe incidente seja ténue.

Para uma distribui¢do de fundo Maxwelliana, podemos escrever a solug@o para o potencial
efetivo F'(x,;,) em termos da fungdo erro e de sua derivada > [30]:

1
F(za) = (xab + ) D(zap) + =P (2ap), (4.143)
Qxab 2
onde ®(z,,) € a fungdo erro e é dada por
B(za) = — /xdt - (4.144)
Tap) = —= e, .
T o
cuja derivada, ®'(z,,), tem a seguinte forma
, 2
O (1) = ——e . (4.145)

Definindo uma fung¢@o auxiliar ¥ (z) [31],

U(x) = 0(z) — 29 (2), (4.146)

SUma versdo mais detalhada desses cilculos pode ser vista no Apéndice A
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para expressar as derivadas da fungdo F'(x), obtemos

G
Fl(zg) = ®(xe) — <x§ b), (4.147)
2z%,
U(z,
F'(zw) = (ﬁ "), (4.148)
Lab
% ol
Lap Lab
Substituindo as expressdes acima em (4.141), ficamos com
0 of, 0%, U () Ofa Vava VY(zap)
7 ay :Fa . . o ab) — :
(Jor fo) "Ov, lf)va Ovalv, ( (Ta) 222, i v, vl 2%,
(4.150)

mg Va \I/(l‘ab) \IJ($ab) 3 \I!(xab)
2—" fo—s | (zap) — - -
" mbf UZ’( (%) 222, T2y " 2

- xab@’(%b)ﬂ

e, percebendo que alguns termos se cancelam, obtemos a seguinte forma do operador colisional
[30]

B 0 Ofa, 9%v, U (zqp)
O(far ) _F‘”’ava . [8% . ov,0v, (@(azab) - Tgb
N af, VaVa U (ap)

Mo , Va
+2—fo—=V(rw)|.
ov, vd 2% mbf v3 ( b)]

4.151)

A equacdo (4.151) representa a forma geral do operador de colisdes de Fokker-Planck para um
plasma Maxwelliano, com a incidéncia de um feixe de baixa densidade também com distribui¢cao
Maxwelliana.



Capitulo 5

Interacao feixe-plasma nao linear na
presenca de colisoes binarias

A situacdo em que ocorre a interacdo entre um feixe de elétrons rapidos e um plasma
¢ considerada um modelo fundamental para o estudo de instabilidades cinéticas em plasmas.
Os processos fisicos relacionados a essa interacdo tem sido observados tanto em plasmas de
laboratério [32, 33], quanto em plasmas espaciais, onde o modelo € largamente aplicado para o
estudo da geracao de turbuléncia de Langmuir observada durante as emissdes de radiagdo solar do
tipo II e III. O estudo da evolucdo ndo linear dessa turbuléncia vem sendo amplamente abordado
por pesquisadores do Grupo de Fisica de Plasmas do IF-UFRGS, em conjunto com colaboradores
externos [6, 7, 8, 9]. Neste trabalho daremos continuidade a esses estudos, incluindo efeitos
colisionais as equacgdes da teoria de turbuléncia fraca aplicadas a instabilidade “bump-on-tail”.

Um feixe de elétrons energéticos, ejetado durante uma emissao solar, deslocando-se
através do plasma de fundo da coroa, é capaz de excitar uma série de processos nao lineares,
dentre eles, a turbuléncia de Langmuir [3]. As ondas geradas pela turbuléncia de Langmuir
serdo parcialmente convertidas em radia¢do, na mesma frequéncia que a frequéncia de plasma
local, e que seus harmonicos. Essa conversdo € ndo linear e envolve um sofisticado processo
de espalhamento e de decaimento de ondas, caracteristicas do bem conhecido mecanismo de
emissoes de ondas de radio, observadas em erupcdes de emissao de radio do tipo I (type 111
radio bursts). Para a descricdo tedrica dessas emissodes, precisamos levar em conta mecanismos
complicados e nao locais, como o processo coletivo de geracdao de ondas de Langmuir e as
colisdes Coulombianas.

Os processos descritos acima vém sendo estudados ha bastante tempo. A ferramenta
tedrica essencial para a descricao desses fendmenos € a teoria de turbuléncia fraca eletromag-
nética, que € capaz de descrever o processo inteiro, desde a turbuléncia de Langmuir excitada
pelo feixe, até geracdo de radiacdo. Embora esta teoria j4 exista ha algumas décadas, a solugao
numérica completa dessas equacdes, aplicadas a interacdo feixe-plasma, foi obtida pela primeira
vez hd bem pouco tempo. Também foram feitas algumas simulagdes PIC (particle-in-cell)
[34, 35, 36, 37, 38], com a intencao de caracterizar o comportamento ndo linear dos processos
de emissao do plasma. Os resultados obtidos em ambos os métodos foram complementares.
Contudo, as solucdes publicadas até entdo, ndo levam em consideracao a inclusdao de efeitos
colisionais. A intencdo deste trabalho é preencher essa lacuna, apresentando os resultados numé-
ricos obtidos pela integragdo das equacdes da teoria de turbuléncia fraca, aplicada a instabilidade
bump-on-tail, em duas dimensdes, adicionada de efeitos colisionais.

72
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Neste trabalho, em uma primeira aproximacao com relaciao ao que ainda pode ser feito,
iremos considerar um plasma sem campos externos atuantes e apenas a propagacao de ondas
eletrostdticas. Para isso, vamos supor um plasma com fung¢ado de distribuicao inicial Maxwelliana,
adicionada de uma Maxewlliana deslocada, representando o feixe de elétrons incidentes. Este
feixe € ténue e seus elétrons sdo energéticos, o que significa que, embora o pico da distribui¢ao
de velocidades do feixe seja muito menor do que o pico da distribui¢do de fundo, sua velocidade
média vy localiza-se na cauda a direita da origem da fun¢do de distribui¢do. Essa configuragao
permite o surgimento de uma regido com uma declividade positiva, causada pelo pico da
distribui¢do do feixe, capaz de dar inicio a chamada instabilidade bump-on-tail.

Vamos comecar a descri¢ao do trabalho desenvolvido, pela adequagdo da equagdo de
Fokker-Planck ao tipo de modelagem que estamos empregando (bidimensional) e ao sistema que
queremos estudar, aplicando os fatores de normalizacdo adequados. Em seguida, apresentaremos
as equacgdes que descrevem o sistema e o conjunto completo de equacdes da teoria de turbuléncia
fraca, aplicadas a interacdo feixe-plasma em duas dismensdes. Com todas as equacdes definidas,
faremos uma breve explicagcdo sobre o método utilizado para a integracdo dessas equacoes.

5.1 Operador colisional de Fokker-Planck aplicado a intera-
cao feixe-plasma

O operador de Fokker-Planck, na forma como ele aparece em (4.151), € um operador
tridimensional, com uma representacdo vetorial totalmente genérica. Para que possamos aplica-lo
ao nosso problema, precisamos projetd-lo em duas dimensdes, usando coordenadas cartesianas, €
normalizd-lo usando os mesmos parametros aplicados as equagdes da teoria de turbuléncia fraca.
Iniciaremos esses procedimentos com a projecao bidimensional. Na subsec@o seguinte, faremos
uma breve discuss@o sobre os fatores de normalizagao, aplicando-os a equagao colisional para,
enfim, obtermos a forma final do operador de colisdes que serd usado na integragdo numérica.

5.1.1 Forma bidimensional do operador colisional

Queremos passar a equagao (4.151) de sua forma vetorial para uma projecao bidimen-
sional, nas coordenadas x e z, com simetria azimutal. Para isso, vamos definir o eixo z como
paralelo a dire¢do de propagacgdo do feixe. Dessa forma, podemos definir o vetor velocidade
como

V = Uzex + U.€,, 5.1

onde v.e, é a velocidade paralela ao feixe e v,ex é a velocidade perpendicular ao feixe, e o
moédulo da velocidade é dado por |v| = y/v2 4 v2.

A derivada, neste conjunto de coordenadas tem a seguinte forma:

—e,. (5.2)

Para que possamos desenvolver as derivadas vetoriais de (4.151), precisamos das proprie-
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dades (4.138), (4.139) e (4.140) em termos de v ey € de v.e,, como segue ':

0T qp 1 vex +v.e,

= 1 UaCxt Ul 5.3
ov Uty /02 + 02 (>-3)
0 0z, 1 1
Rl N S (5.4)
ov  Ov Uty (02 + 02
ey b T  (veex +v.ep) (Vsex + v2€5) 5.5)
vov T uy | it (02 + 02 ’ |
g . 0%z g _ _ivmex + vzez’ (5.6)
ov  Ovov vy, (V2 4 v2)3/2
8xab aQZEab
. = 0. 5.7
ov  Ovov 5.7)

Aplicando as propriedades acima em (4.151) e efetuando os longos cédlculos vetoriais
e algébricos necessarios, chegamos a seguinte expressao para o operador de colisdes em duas
dimensoes:

0(far Io) = Taba{(Qmafa%\If(xab)) + (afav“’%qj(%b)> + (af“ VaVz ‘I’(xab)>

ov my” U3 ov, v3 22 ov, v3 a2
O f, v? U(zqp) 0 fa V20, U (2an)
Z2 | — — 0] —
* vy v ( (ar) 222, v, v? (%) 212,

(5.8)

T { (201wt + (Gt Y ) o (St X))

v, v, v a2 ov, v3 22,
8fa, Ui lIj(gjab) afa VU \Ij(xab>
i A, v3 <q>(xab) 22 ) Ou, 0B (rw) = 222, '

5.1.2 Normalizac¢ao das velocidades e do tempo

Na equacao de Fokker-Planck, as particulas da espécie a representam as particulas que
interagem com a func¢@o de distribuicdo de fundo. Como estamos supondo um feixe de elétrons
incidindo em um plasma com funcao de distribui¢do de equilibrio Maxwelliana, temos que a = e,
isto €, as particulas do tipo a sdo elétrons. As cargas da espécie b representam os elétrons e os
ions da distribui¢ao de fundo, uma vez que descartamos as colisdes entre os elétrons do feixe.
Sendo assim, vamos normalizar as velocidades através da velocidade térmica das particulas do
tipo a, os elétrons

v, = 21 . (5.9

e me

Nesta secdo iremos direto ao ponto e apresentaremos somente as expressoes finais de cada equag@o, no entanto,
o procedimento completo da projec¢do bidimensional pode ser visto em detalhes no Apéndice B.
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Com isso, podemos escrever as velocidades

o UBZE /UGZ
Uy = ) z — T
Ute Ute
2 2 2
v+ v
U2 — ui+u2_ 6.7}2 62_7;7
(O U
Ve /Ute _
Tep = — =1U = Uep, (5.10)
(% (%
e as derivadas normalizadas
0 1 0 0 1 0
Oy vy, Ouy’ OUey vy, Oy’
0? 1 07 09? 1 92
2 .2 a2 2 T .2 A o0
ov2, v, Ou? ovZ, v Ou?
0? 0? 1 0? 5.11)
OVprs OV, ey VE QugOu, '

A normalizagdo do tempo deve ser feita de maneira que possamos expressar o operador
colisional como uma soma entre as equacdes para as colisdes elétron-elétron e elétron-ion, como
pode ser visto abaixo

of.\
( o ) = ;t%fe, ). (5.12)

Para isso, vamos normalizar o tempo, que aparece na derivada a esquerda da igualdade, usando a
frequéncia de plasma dos elétrons

= tu,, (5.13)
onde
4 2
Wpe = 1| <. (5.14)
Me

Com isso, obtemos a forma adimensional do operador colisional de Fokker-Planck:

0f) _s~[ Lo 0 [(yme, Of 12 V()
<aT >col. N zb:{wpevge Ouy [(2 my Je u? \I/(ueb)) " <3ux ud u

N <8fe Ug U, \I/(ueb)> N Of. u? (‘P(ueb) B \Il(uej)>

3 2 3 2
ou, u? ug Oug u 2uZ,

afe UgUz lll(ueb)
C Ou, U (@(ueb)— 2u?, )

4 Ja 0 [<2erzgxlf(ueb)> + (afe el qj(u@”)

WV, Ou, mpy Ou, ud  u

+ (afe@\P(ueb)) + afe 'Zi (I)(Ueb> N \I](ueb)>

3 .2 2
Ou, ud  ug, 2uz

(
_ Ofe ugu, ((I)(Ueb) - \I/(ueb)ﬂ }’

ou, u?

(5.15)

onde u,; € dado pela dltima relagdo em (5.10).
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Podemos também escrever explicitamente a soma entre as colisdes elétron-elétron e as
colisdes elétron-ion, como segue

(%) =015+ 00110, 5.16)

onde O(fe, f.) e O(f., f;) sdo dadas, respectivamente, por

0. fo) = e O l(2:zefezgqf<u)>+<afe%\lf(w>_i_(@feumuzkllig))

WpeVp Oty Ou, u?  u? ou, u?
Ofe u W(u)\  Ofe ugu, U (u)
+ Ouy ud (CI)(U,) 22 ) Qu, ud (u) = 2u? (5.17)
Fee a <2Tnef %\I}( )) + 8fe U Uy \IJ(U) + afe @Q(U) .
Wpetp, Ou, |\ m, " ud “ ou, u?  u? ou, u?  u?
Ofeu? U(u)\  Ofe ugu, U (u)
o u, u? (@(u) o2 ) duy U u) - 2u?
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o Fei a me Uy afe u?[} \Ij(uei) afe UgUy qj(“ei)
Ofe: fi) = Wpelp. Oy [(27774‘}061?\1!(“61)) * <0uxu3 u2; + Ou, ud u?
afe Ug \Ij(uei) afe Ugp U \Ij(uei)
+ 6%@ <(D(uez) o 2“3@ B Ou, u3 (I)(uez) - QUEZ

Lai_ O [(22;”?&\1/@)) + (afe e M?”) + (afe”?‘l’(?”)

3 3 3
Wpetp, Ou, ou, u u; Ou, u®  u;

O A G

ou, u3 2u? ou, ud

et

(5.18)

onde, nesta dltima expressdo, temos que u.; = uvy, /vy, .

Sobre o coeficiente do termo colisional

Para finalizar essa se¢do, vamos nos deter no coeficiente

Feb

3
Wpet,

que multiplica os termos da equacao colisional, e escrevé-lo de uma forma mais adequada ao
trabalho que iremos desenvolver. Para isso, vamos introduzir algumas expressdes que serdo uteis

e parametro de plasma
1

9= 23/2(47r)2n)\%e;

T
Ape = (]~ 5.20
b 4mne? ( )

(5.19)

e comprimento de Debye
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e relacdo entre o comprimento de Debye, a frequéncia de plasma e a velocidade térmica

)\2

2 De

— [De, 5.21
te 2wpe ) ( )

e ¢ aexpressio para [,
2 4
e = — A (5.22)
m

e

Podemos agora desenvolver os cdlculos e chegar na expressdo para I';p/v5, . desejada

.. 2mein

= ——InA

e |dmwe?n nAmwe n [m,\3/?
= 2r— e— <> In A

47 Me n mg/Q 2Te

———
=Wpe
2T wye dme*nv/4mwe?n A

= n

(4m)2 n  (2T.)3%/?

L 2Mwpe Ame’n 3/21 A
C232(47)2n \ T, "

=1/23%,,

1
A Ry,
|
=g

(5.23)

= 27Twpeg In A.

Para o caso de colisdes com os ions temos:

Fei

2

5 = 2T wpeg In A, (5.24)
Uthe

onde Z é o ndmero atdmico que acompanha a carga idnica. Também convém lembrar que

estamos considerando as densidades n; = n, = n.

5.2 Equacoes adimensionais da teoria de turbuléncia fraca
aplicadas a interacao feixe-plasma

No Capitulo 3, apresentamos uma série de equacdes que descrevem a dindmica ndo linear
de um plasma, considerando a propagacdo de ondas eletrostéticas. Nesta secdo, vamos escrever
essas mesmas equagdes com o uso de varidveis adimensionais. Vamos comecar introduzindo
essas varidveis e seus devidos fatores de normalizacdo

W B kv v
VA— s T:Wp€t7 q= s u=—
wpe Wpe Vte
2
2o T, U g = 1
De ~o2 27 T 93/2 24533
4mie? 2w, 23/2 (4m)2 XY,

(2m)%g I~

2 a
MeVie luk

Fou) = oifa(n), &%= (5.25)
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onde, da esquerda para a direita e de cima para baixo, as varidveis normalizadas sdo: relagdo de
dispersao, tempo, vetor de onda, velocidade, comprimento de Debye (ao quadrado), parametro
de plasma, funcdo de distribui¢do de velocidades e amplitude espectral. Lembrando que as
equagdes originais, ndo normalizadas, podem ser consultadas no Capitulo 3.

A equacgdo para as ondas de Langmuir (L), em termos das varidveis adimensionais, € a
seguinte

gt i OF.(u)
a  _ )T L. Ly . 9 oL
or {Mq ¢ /du o7z ) <g Felu) +(o2q) ou % >}qu

L S )2
{2% P> [ Vi a-q) <gzggg,ng_§,

¢ q”|la —q']?
— o'z €53 ET — o2k, 5gZngL> S(ozk — 0’2k - o—"zg_q,)}
LdLS
Hg tg (a-d')
{azL Z / dq' / du — Z e Slozk — o'zl — (a—q') - u] (5.26)
L co'L Me oo'L ool n OFi(u)
EoT — 5 Fi(u —E5E -q)- :
ol oshegt - et ) Imiw + R+ 2o egtert e 25|}
A equacdo normalizada, para as ondas fon-acusticas (.5), € parecida
0E3 ™
873' = {,ug e /du 5(02’5 —q-u) lg[Fe(u) + Fi(u)]
OF.(u) m OF;(u)
L e e i oS
. B A S I
+ (azq) (q ou + m; 4 ou a Sal
S, L L / "2
L Pig g Mg 1A - (A=) [} p o
{O’Z /Z /d ! EpCY P 024 Eq € o
—0’ zq 53 gggs o” é o 5g/L5”S> 5(025 — 0'25, — a"zg_q,)}s (5.27)
dLL

Nas equagdes para as ondas, os termos entre chaves, com subscritos Lql e Sql representam
os efeitos quaselineares de emissdo espontinea e induzida, os termos com subscritos LdLS
e SdLL assinalam os efeitos de decaimento espontaneo e induzido, para ondas L e ondas S,
respectivamente; por fim, o termo com subscrito LsL L, representa os efeitos de espalhamento
induzido e espontaneo para ondas L. Novamente, uma explicacdo detalhada sobre cada um
desses termos pode ser encontrada no Capitulo 3.

A equacdo cinética adimensional para as particulas, ja adicionada do termo colisional, €
dada por

aFlZ(‘“l) _ 63 mz q 8 « o
o 2R SN v R R
L
Mg an oo g aF (11)
X gme—q Fu( )+8q . g +§ O (F,, Fy). (5.28)
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Por fim, temos as expressdes para as relacdes de dispersao adimensionais

. 32 1/2
4= (1)

s qA 1 me\ Y2 T\ /2

5.2.1 Equacao cinética para as particulas em duas dimensoes

As equacdes bidimensionais da teoria de turbuléncia fraca aplicadas neste trabalho sdo as
mesmas que foram usadas para obter os resultados em [7]. Aqui, vamos explicitar somente a
equacdo 2D para a evolucgido das particulas, visto que a ideia € dar enfoque na dindmica colisional,
que evolui de acordo com esta equagdo. As equacdes cinéticas bidimensionais para as ondas, sao
dadas pelas equagdes (5.26) e (5.27) com suas devidas proje¢des nos eixos z, z, u, € u,. Quanto
a equacao cinética para a evolugdo temporal do elétrons, em termos das coordenadas x e y e
desprezando o efeito das ondas S, tem a seguinte forma

aFe — a € e aF aF
8F aF
ACF,+ D¢ o |
auz ( + zx a zz a ) + ;eab( e b), (5 30)

Os coeficientes de emissdo espontinea AS e de emissdo induzida Dy,

L
i;» fazendo uso de g = 1,
sdo dados por

A;,B = g/ de/ dq, 2+ 2 Z O'Z 6 — GaUy — qzu2>7
—o0 —o0 o=t1
D = / dq‘T/ g q2qf]q2 > E5"d(0zg — Qatta — o). (5-31)
% o x z o=%1

5.3 Coeficientes de friccao e de difusao generalizados

Podemos combinar os termos colisionais com os coeficientes de emissao espontanea A§
e de emissdo induzida Dy; e definir um termo de fric¢do e de difusdo generalizados, da seguinte
forma

A=A+ Z af,
= De Z b (5.32)
Para isso, precisamos escrever o operador colisional em termos dos coeficientes a e b”,

o que pode ser feito partindo da equacao (5.15) e separando os termos do operador de cohsoes
de acordo com o grau da derivada e a varidvel envolvida na derivacao.
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Comecando pelas derivadas primeiras, definimos os coeficientes a, e a, da seguinte
forma

Lep
ab = (2m€u$\lf(ueb))

T wpetd \ my, u? (5.33)
ab = Lo <2meu2\11(u ))
wpetd U myp ud @)
Agora, para as derivadas segunda, temos os coeficientes b7, b2_, b°_e b, como segue
g = Lo [Uette Uy v Ut (a0 O g,y
T w3 | ub w2 < u? <0 202 <
r Uyl v} Uyl V2 ]
b eb x Wz 2 b xUz Uy
bzz = — wpevg l G <U (I)(Ueb) — QQJE\Ij(ueb)> - u ;g@(ueb>
r Uzl v} Uy U} ] (534)
b eb x Wy 2 b 2 Uz Uy
= G ) B 28
r U U, V2 U U V2 ]
b eb zUWz Uy zWzx 2 b
b = WpeV? [ u? Emmeb) i ud (u Dlter) = 22‘“%[,))
Com isso, o operador de colisdes pode ser escrito como:
OF, 0 0 0 oF,
: F, F, v’
( or > Oy (a ) ou, (a ) Oy < T Oug )
(5.35)

0 OF, 0 OF, 0 OF,
b b b
T ou (“a >+a (”8 >+a (Zza
Vemos que o operador colisional escrito desta maneira se torna totalmente compativel com a
forma da equagdo cinética das particulas (5.30).

Por fim, agrupamos os coeficientes de primeira ordem a, € a, com os coeficientes de
emissdo espontdnea A{ e somamos os coeficientes de segunda ordem b, b,., b, € b,, com os
seus respectivos coeficientes de emissdo induzida D”, formando os chamados “coeficientes de
friccdo e de difusdo generalizados”. Dessa forma, chegamos a seguinte equagdo para a evolucao
temporal das particulas

aFe - 0 ¢ b e b
or  Ouy, KAI—F%:CLQ«“) F] o, [(A +Zb:az> Fe]
d OF. 0 . ) OF,
T o, K +Zb ) o ] e KDanEbjbe) auj (5.36)
0 9 ; , \ OF.
iz K % ) ] du [(D“+;b“> 5uj7

lembrando que a soma em b representa o tipo de particula que estd colidindo com os elétrons do
feixe e que uep, = uvy, [vy,.
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5.4 Condicoes Iniciais

A funcdo de distribuicdo inicial para os elétrons, em duas dimensdes, € a seguinte

F.(v,0) :lf/”oexp (J’i _ <UII_"’0)2>

Ute Ut

‘ (5.37)
ne/n v? v — vf)?
N f/goeXP<—j—<” ) |
o vf, v,

onde v; = 2T,/m, é a velocidade térmica dos elétrons e vff = 2Ty /m, é a velocidade térmica
do feixe. As quantidades vy e vy sdo as velocidades de deriva das distribui¢des de fundo e do
feixe, respectivamente. A velocidade de deriva v, serve para garantir que a velocidade de deriva
total da fungdo de distribui¢do de fundo seja nula, isto €, vg = —(vsny)/(ng — ny). Para os fons,
a funcao de distribui¢do é dada por

m; mwQ
F(v) = o e (— i ) (538)

onde 7; e m; sdo, respectivamente, a temperatura dos fon e a massa dos prétons. No atual estudo,
iremos supor que a fun¢do de distribuicdo iOnica permanece constante ao longo da evolugdo
temporal do sistema.

As intensidades das ondas L e S sdo inicializadas balanceando as emissdes espontaneas
e induzidas, o que € feito levando em conta a populagdo da distribuicao de fundo de acordo com
a seguinte expressao [7]
T, 1
472 1+ 3k2N3)’

T, 1+ k2)\3 [dvé(ow] —k-v)(F, + F)
IZ°(0) = =S kAL, ¢ § . (539
i (0) 42" TPN 14+ 3k2)% [dv (0w —k - V) [F. + (T./T}) F}] (5.39)

Em termos das varidveis adimensionais usadas neste trabalho, e efetuando as integrais
indicadas, as intensidades iniciais podem ser escritas da forma seguinte:

IZH0) =

o g
M) = TEAE
£500) = — . (5.40)



Capitulo 6

Analise Numeérica e Resultados

No capitulo anterior, expusemos a nossa inten¢ao em obter a evolucdo temporal, bidi-
mensional, da interacio feixe-plasma nao linear, adicionada de efeitos colisionais, através da
integracdo numérica das equagdes que descrevem esse sistema. Em seguida, introduzimos uma
série de varidveis adimensionais, com as quais escrevemos as equacgdes bidimensionais da teoria
de turbuléncia fraca e do operador colisional de Fokker-Planck. Esse procedimento permite que a
andlise dos dados obtidos pela integragao numérica se torne mais fécil e clara. Por fim, definimos
as condig¢des iniciais para as fungdes de distribuicao dos elétrons e dos ions e as amplitudes
espectrais iniciais das ondas L e das ondas S.

Com as equagdes adequadamente definidas, isto €, prontas para a integracdo numérica,
o préximo passo € descrever os métodos e os paradmetros utilizados para sua implementacao.
Isto serd feito na primeira secdo deste capitulo. Na secdo seguinte, apresentaremos os resultados
obtidos, discutindo e comparando-os com os resultados para o caso em que ndo se leva em conta
os efeitos colisionais.

6.1 Analise Numérica

A integracdo das equagdes para as ondas L (5.26) e S (5.27), foi implementada no espaco
de vetor de onda 2D utilizando o método Runge-Kutta de quarta ordem. Para tal, definimos
uma grade de 5151 pontos para o espaco de vetor de onda &, e Ay, com 0 < k| vy /w, < 0.6
e 0 < kjvie/wp, < 0.6. A equacdo (5.36) foi integrada no espago de velocidades. O método
empregado para a integracdo da equacdo de difusdo em duas dimensdes foi o splitting, com passo
de tempo fixo. Uma grade 51x 101 pontos foi usada para a construcio do espaco de velocidades
bidimensional, cobrindo um intervalo de 0 < v, /v < 12, para v /v € de —12 < vy /vge < 12
para v /v.. Em ambos o0s casos, o passo de integragao temporal A7 = 0.1 foi definido. As
grades de integracdo foram configuradas ponderando tempo de integracdo e resolucdo grafica,
de maneira que pudéssemos obter bons resultados em um intervalo de tempo computacional
razodvel. As mesmas consideracdes foram feitas para a determinagdo do passo de integragcao
temporal.

Para a anélise que estamos fazendo neste trabalho, supomos um feixe de elétrons com
a mesma temperatura dos elétrons do plasma de fundo, logo, 7y/7. = 1.0. A razdo entre
temperatura dos fons e a temperatura dos elétrons é T, /T; = 7.0. O valor do pardmetro de

82
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plasma foi definido em (npA%) ™" = 5.0 x 1072 e, para a temperatura dos elétrons, definimos
vZ /c* = 4.0 x 1073, Também supomos, para a velocidade e para a densidade do feixe, vy /vy =
5.0 e ny/ng = 1.0 x 1073, respectivamente. Todos esses valores foram escolhidos com a
inten¢do de aproximar os parametros do nosso sistema aos parametros das emissoes solares. As
Unicas excecdes sdo os dois ultimos parametros que sdo relativamente altos, comparado com o
observado. Ambos foram definidos dessa forma com o intuito de reduzir o tempo computacional
para a obtenc¢do dos resultados numéricos, sem, no entanto, afetar os resultados obtidos.

6.2 Evolucao do sistema e resultados

A nossa inteng¢do inicial, com a inclusao dos efeitos colisionais, € saber se as colisdes tem
uma influéncia significativa na evolugdo temporal da interagdo feixe-plasma. Além disso, caso
essa atuacao seja importante, também queremos descobrir como ela afeta a evolucao do sistema,
em conjunto com os efeitos ndo lineares da teoria de turbuléncia fraca. Claro que a resposta para
essas duas questdes vem separadamente. Precisamos integrar o nosso sistema de equacdes em
duas situacdes: com e sem os efeitos colisionais. Na primeira integracdo obtemos a evolucao
da instabilidade na presenca de colisdes; na segunda, geramos um parametro de comparacao
para mensurarmos a influéncia dos efeitos colisionais. Essa alternincia entre a inclusdo e a
ndo inclusdo das colisdes pode ser feita facilmente, alterando o arquivo de inicializagdo que
determina os pardmetros e os efeitos que atuar@o no sistema durante a integracdo, selecionando -
ou ndo - a subrotina que acrescenta os efeitos colisionais ao programa.

Os dados gerados foram graficados e distribuidos em duas colunas, sendo a primeira
referente aos resultados sem colisdes e a segunda com os efeitos colisionais. Cada linha dessas
colunas contém os dois resultados, j4 mencionados, em um mesmo tempo normalizado de
integracdo. Essa disposicao foi usada tanto para a andlise do crescimento das ondas, quanto
para a evolugdo da difusdo no espaco de velocidades; e tem o objetivo de tornar a comparagao
do caso colisional com o caso ndo colisional clara e pratica. Os dados foram graficados em
escala logaritmica com relacdo ao eixo vertical, para que até os efeitos mais sutis na evolu¢ao do
sistema pudessem ser devidamente observados.

6.2.1 Evolucao temporal da funcao de distribuicao

O sistema evolui de maneira auto-consistente, ou seja, a difusdo no espaco de velocidade
ird afetar o crescimento das ondas no espago de vetor de onda, e a evolu¢do das ondas no espaco
de vetor de onda ird afetar a difusdo no espaco de velocidades. Vamos comecar pelos resultados
que mostram a evolucdo da funcao de distribuicdo, que foram graficados como func¢do das
componentes perpendicular e paralela do vetor velocidade normalizado u, como pode ser visto
nas figuras 6.1 e 6.2 .

Na Figura 6.1 temos os resultados para os tempos normalizados de integracdao 7 = 500,
7 = 1000, 7 = 2000 e 7 = 5000; com a coluna da esquerda correspondendo aos resultados sem
a presenca de colisdes e a coluna da direita apresentando os resultados com colisdes. No topo
da figura, com tempo de integragdo 7 = 500, vemos que o plateau caracteristico da difusdao
quaselinear ja estd completamente formado, enquanto os efeitos ndo lineares de espalhamento
e de decaimento sdo imperceptiveis. No que se refere aos efeitos colisionais, comparando os
resultados vemos que, embora ambos sejam muito similares, j& podemos perceber um leve
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alargamento da curva de nivel mais interna, na regido do feixe. Logo abaixo temos os resultados
para 7 = 1000, onde os primeiros efeitos ndo lineares comecam a aparecer em ambos 0s casos,
com o aquecimento dos elétrons com velocidade negativa, levando a formagao de uma cauda
na dire¢do oposta ao feixe. Essa formacao estd relacionada em grande parte ao processo de
espalhamento [7]. Ao compararmos as figuras, vemos que a atuacdo dos efeitos colisionais esta
mais evidente, mas ainda é pequena. Essa tendéncia se repete nos outros dois pares de resultados
presentes na Figura 6.1, 7 = 2000 e 7 = 5000, com uma discreta, mas crescente influéncia das
colisdes sobre a evolucio da funcdo de distribuicao.

Na Figura 6.2 prosseguimos com a evolucdo da funcdo de distribuicdo, apresentando os
resultados para 7 = 10000, 7 = 15000, 7 = 20000 e 7 = 30000. Nos resultados para 7 = 10000
ja podemos perceber que a presencga das colisdes alterou drasticamente a forma da fun¢do de
distribui¢do, alargando-a consideravelmente em comparagdo com o caso sem colisdes. Outro
efeito, este mais sutil, é a reducao na cauda formada pelo processo de espalhamento, como se
aqueles elétrons estivessem sendo redistribuidos em torno do corpo da fun¢do de distribuicao.
Para os estdgios seguintes da evoluc¢ao temporal os efeitos coletivos da teoria de turbuléncia fraca
vao cada vez mais perdendo for¢a, enquanto as colisdes Coulombianas dominam a dindmica da
funcao de distribui¢do. Isso fica evidente ao compararmos os resultados entre os trés ultimos
pares de figuras, para 7 = 15000, 7 = 20000 e 7 = 30000.

6.2.2 Evolucao temporal da amplitude espectral

A evolucao temporal foi calculada de maneira autoconsistente tanto para as ondas L,
quanto para as ondas S. Nas figuras 6.3 e 6.4 temos a representagdo grafica da evolucdo temporal
da amplitude do espectro das ondas de Langmuir como fun¢do das componentes perpendicular e
paralela do vetor de onda normalizado q. Quanto as ondas ion actsticas, embora tenham uma
participacdo importante no processo de decaimento de trés ondas, seu espectro praticamente nao
evolui com o tempo!, portanto ndo iremos graficd-lo.

Na Figura 6.3, temos os resultados para os tempos normalizados de integracdo 7 = 500,
7 = 1000, 7 = 2000 e 7 = 5000; lembrando que a coluna da esquerda corresponde aos
resultados sem a presenca de colisdes e na coluna da direita temos os resultados com colisoes.
Vemos que no primeiro par de imagens, com 7 = 500, o espectro das ondas L ja apresenta
a formacao total do pico gerado por efeitos quaselineares e o inicio da formagdo de um anel
devido ao espalhamento das ondas de Langmuir primdrias, bem como a formagdo de um segundo
pico menor, de ondas retroespalhadas, propagando-se na dire¢do oposta ao primeiro pico. Esta
estrutura € caracteristica da turbuléncia de Langmuir em 2D e surge devido aos efeitos nao
lineares de espalhamento e de decaimento das ondas [7, 9]. Do ponto de vista colisional, os dois
resultados sao muito similares, o que indica que nesse estagio da evolucdo temporal os efeitos
das colisdes ainda ndo sdo perceptiveis. Para 7 = 1000 a situagc@o € a mesma, ha evolucdo dos
efeitos ndo lineares, mas os efeitos colisionais sdo praticamente imperceptiveis. No terceiro
nivel, de cima para baixo, temos 7 = 2000. Comparando as duas figuras, j4 podemos perceber
uma pequena diferenca nas curvas de nivel abaixo da estrutura 3D, indicando que a presenca de
colisdes ja comecou a afetar a dindmica do sistema. Para 7 = 5000, o ultimo par da Figura 6.3,
a diferenca ja € evidente, com as colisOes ja demonstrando uma certa tendéncia a promover a
simetria azimutal da estrutura do espectro.

'A evolucio temporal das ondas S pode ser consultada em [7].
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Na Figura 6.4, temos a continuacdo da evolucdo do espectro, com resultados para
7 = 10000, 7 = 15000, 7 = 20000 e 7 = 30000. Comparando o primeiro par de resultados,
vemos que para 7 = 10000 a influéncia das colisdes ja alterou significativamente o espectro,
espalhando as ondas de Langmuir em torno do dngulo azimutal do espaco de vetor de onda,
dando ao espectro uma aparéncia mais simétrica, confirmando a primeira impressdo que tivemos
ao analisarmos o estagio anterior da evolugdo temporal. Os préximos trés pares de resultados,
7 = 15000, 7 = 20000 e 7 = 30000, reforcam essa tendéncia, mostrando um espalhamento
azimutal progressivo das ondas na regiao do pico inicial e uma atenuacao do crescimento das
ondas retroespalhadas. E como se as colisdes estivessem impedindo o retroespalhamento das
ondas ao redistribuir seu momentum em torno do anel.

6.2.3 Consideracoes gerais sobre a evolucao temporal do sistema sob o
efeito das colisoes

Na Subsecdo 6.2.1 vimos que os primeiros sinais da atuagdo colisional surgem logo nos
estagios iniciais da evolugdo temporal da funcio de distribui¢do, enquanto a andlise feita na
Subsecdo 6.2.2 nos revelou o oposto no que se refere a evolugdo do espectro das ondas L, onde
os primeiros efeitos colisionais s6 vao ser percebidos a partir de 7 = 2000. Vamos fazer algumas
consideracdes a respeito dessa discrepancia e preencher algumas lacunas entre a evolucao da
distribui¢do de velocidades das particulas e o crescimento das ondas sob o efeito das colisdes.

No Capitulo 4, fizemos uma breve discussdo a respeito da possibilidade de adi¢do dos
efeitos colisionais aos processos coletivos da teoria de turbuléncia fraca aplicados a evolucao
da instabilidade bump-on-tail. Naquela ocasido discutimos um pouco a respeito do tempo de
atuacao dos processos envolvidos, isto €, a interacdo onda particula quaselinear, a interacao
onda-particula ndo linear e a interagdo onda-onda ndo linear. Argumentamos que as colisoes
poderiam ser descartadas no processo quaselinear, visto que este tem uma atuacdo ripida e
intensa sobre a fun¢do de distribui¢do e sobre o crescimento das ondas, saturando rapidamente,
com a formagdo do plateau quaselinear e por isso as colisdes teriam pouca influéncia neste caso.
Contudo, ndo chegamos a mencionar quais seriam os possiveis efeitos das colisdes sobre esta
configuracio da funcdo de distribui¢do, visto que, na auséncia de outros processos, a tendéncia é
que a funcdo de distribui¢do permaneca com essa forma por muito tempo. Sobre os processos
ndo lineares argumentamos que, embora seus efeitos fossem menos intensos que os quaselineares,
eles permaneciam atuando por mais tempo e por isso poderiam ser afetados pela presenca de
colisdes.

Pelos resultados obtidos, confirmamos que, de fato, as colisdes tem uma influéncia
muito fraca durante o periodo de atuacdo do processo quaselinear, que vai até aproximadamente
7 = 500, apresentando uma pequena alteracdo na forma da distribuicao de velocidades, e
nenhuma variacao detectavel no espectro das ondas L; portanto ndo interferem no processo, que
prossegue normalmente até a formacao do plateau e a saturagdo das ondas, como de costume.
Outro ponto que confirma a discussdo feita no Capitulo 4 € o fato de que as colisdes comecam a
ter uma atuagdo maior na fun¢do de distribui¢do mais ou menos no mesmo intervalo de tempo
em que os efeitos ndo lineares comecam a aparecer no espaco de velocidades. Isso ocorre 14
por 7 = 2000. Esses efeitos “competem” entre si até ~ 7 = 5000. Vemos que nesse intervalo
o crescimento da atuagdo dos efeitos colisionais na funcao de distribuicao € lento e continuo,
se resumindo ao alargamento das bordas. Por outro lado, considerando o mesmo intervalo de
tempo, no espacgo de vetor de onda, o que vemos € que a discrepancia entre os resultados com
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e sem colisdes vai de imperceptivel em 7 = 1000, passando por uma diferenca praticamente
insignificante em 7 = 2000, até uma alteracdo considerdvel em 7 = 5000.

Se comparado ao crescimento lento e continuo da influéncia colisional no espago de
velocidades, podemos considerar essa resposta as colisdes um tanto quanto repentina. Desse
ponto em diante as colisdes parecem ter um efeito muito significativo, a ponto de praticamente
dominarem a evolucao temporal do sistema e, tanto a forma da funcao de distribuicao, quanto
a forma do espectro, passam a apresentar alteracOes cada vez maiores em comparacao ao
caso nao colisional. Obviamente ndo € possivel determinar com certeza em que momento as
colisdes tomaram conta, nem se comegou no espago de velocidades ou no espectro das ondas;
o carater autoconsistente do sistema de equagdes nao nos permite isso. No entanto, podemos
perceber que a mudanga repentina na forma do espectro na regido do feixe retroespalhado, estd
diretamente ligada a redu¢do da cauda formada pelos efeitos ndo lineares de espalhamento (que
permaneceria ali caso ndo houvesse a presenca de colisdes), o que ndo s6 freia o crescimento do
pico retroespalhado, como o desmancha.

Outro efeito da atuagao colisional, talvez o mais importante, tem a ver com o alargamento
e a tendéncia a simetrizacao azimutal da funcdo de distribui¢do e do espectro das ondas. Essa
tendéncia das colisdes de atenuar qualquer instabilidade que esteja presente e levar a funcdo de
distribuicao para um estado de equilibrio térmico, na forma de uma distribuicdo Maxwelliana,
pode ser observada, em seus estdgios iniciais, no tltimo resultado da Figura 6.2, para 7 = 30000.
Isso nos leva a resposta de um questionamento feito no inicio dessa subsecdo, sobre quais seriam
os resultados da atuagdo colisional no plateau quaselinear, visto que esta € uma formacao de
longo prazo: as colisdes iriam desmanché-lo e a fungdo de distribuicao também tenderia a uma
Maxwelliana.
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Figura 6.1: Fungdo de distribui¢do dos elétrons normalizada de v ev, em escala logaritmica.
(a) 7 = 500, sem colisdes; (b) 7 = 500, com colisdes; (¢c) 7 = 1000, sem colisdes; (d) 7 = 1000,
com colisdes; (e) 7 = 2000, sem colisdes; (f) 7 = 2000, com colisdes; (g) 7 = 5000, sem
colisdes; (h) 7 = 5000, com colisdes. Razdo de densidade ns/ny = 1.0 X 1073 e velocidade do
feixe vs/vie = 5.0.
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Figura 6.2: Fungao de distribui¢do dos elétrons normalizada em fungdo de v e v, em escala
logaritmica. (a) 7 = 10000, sem colisdes; (b) 7 = 10000, com colisdes; (¢) 7 = 15000, sem
colisdes; (d) 7 = 15000, com colisdes; (e) 7 = 20000, sem colisdes; (f) 7 = 20000, com
colisdes; (g) 7 = 30000, sem colisdes; (h) 7 = 30000, com colisdes. Razdo de densidade
ny/ng = 1.0 x 1073 e velocidade do feixe vy /vy = 5.0.
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colisdes; (h) 7 = 5000, com colisdes. Razdo de densidade ns/ny = 1.0 X 1073 e velocidade do
feixe vs/vie = 5.0.
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Figura 6.4: Intensidade normalizada para ondas L como fung¢do de g € ¢, em escala logaritmica.
(a) 7 = 10000, sem colisdes; (b) 7 = 10000, com colisdes; (¢c) 7 = 15000, sem colisoes; (d)
7 = 15000, com colisdes; (e) 7 = 20000, sem colisdes; (f) 7 = 20000, com colisdes; (g)
7 = 30000, sem colisdes; (h) 7 = 30000, com colisdes. Razdo de densidade n¢/ng = 1.0 x 1073
e velocidade do feixe vy /vt = 5.0.



Capitulo 7

Consideracoes finais

Nessa dissertacdo apresentamos um tratamento tedrico e numérico desenvolvido no
contexto da teoria de turbuléncia fraca com inclusdo de efeitos colisionais com aplicacao ao
problema da interagdo feixe-plasma ndo linear, em duas dimensdes. O objetivo deste trabalho foi
complementar uma série de estudos desenvolvidos por Ziebell, Yoon, Gaelzer e Pavan sobre a
evolugdo temporal da instabilidade bump-in-tail ndo linear no contexto da teoria de turbuléncia
fraca [6, 7, 8, 9, 39]. Em nossa abordagem, consideramos a presenca de ondas eletrostiticas em
um plasma niao magnetizado, com fun¢do de distribui¢do de fundo Maxwelliana, adicionada de
um feixe t€nue de elétrons energéticos descritos por uma distribuicdo Maxwelliana deslocada, na
regido de altas velocidades.

Com a inten¢@o de dar uma boa base tedrica para o formalismo que seguiria, comegamos
com um resumo da teoria cinética de plasmas, no Capitulo 2. A seguir, no Capitulo 3, passamos
a teoria de turbuléncia fraca, discutindo em detalhes aspectos fundamentais do formalismo
e suas aplicacdes. No Capitulo 4 abordamos as colisdes em plasmas de um ponto de vista
tedrico, chegando a forma final do operador colisional a ser empregado, tendo como ponto de
partida o formalismo de Klimontovich. Com as equagdes prontas, passamos ao Capitulo 5, onde
foram discutidos aspectos importantes do trabalho. O operador colisional foi projetado em duas
dimensdes, colocado em forma adimensional e agrupado as equacdes da teoria de turbuléncia
fraca, que aparecem j4 projetadas em 2D e normalizadas. No Capitulo 6 foram discutidos os
métodos numéricos empregados e os resultados obtidos.

Os resultados anteriores, sem atuacdo colisional, [6, 7, 8, 9, 39] mostram que a evolucao
temporal da instabilidade bump-on-tail tem inicio com uma forte influéncia da interacao onda-
particula quaselinear, relacionada a formacao de um pico de crescimento das ondas ressonantes
no espacgo de vetor de onda, que rapidamente resulta no achatamento progressivo da regido
entre o feixe e o corpo da fungdo de distribui¢ao, culminando na formagao de um plateau na
funcdo de distribuicao e na saturacdo do crescimento das ondas. Os efeitos ndo lineares de
espalhamento e de decaimento comegam a ficar mais evidentes somente apds a saturacao dos
efeitos quaselineares, com o aquecimento dos elétrons na regido de velocidades oposta a do feixe
e, no espacgo de vetor de onda, com o surgimento de um pico contrapropragante ao pico inicial e
a formacdo de um anel de interligando esses dois picos.

Sob uma andlise superficial, os resultados obtidos neste trabalho nos indicam que os
primeiros sinais da atuacao colisional, embora muito sutis, surgem logo no inicio da evolugao
temporal da fun¢do de distribuicao. Por outro lado, as colisdes s6 irdo afetar a evolugdo das ondas
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bem mais tarde, quando passam a dominar a dindmica do sistema, promovendo uma simetrizacao
lenta, mas progressiva, tanto no espaco de velocidades, quanto no espago de vetor de onda.

Tracando um paralelo com os resultados ndo colisionais, vemos que esses primeiros
efeitos surgem na funcdo de distribuicao ao final da evolugdo da emissdo quaselinear, ou seja,
quando o plateau ja estd formado, portanto ndo interferem nesse processo. A atuagdo colisional
comeca a ser mais efetiva na fungdo de distribui¢do mais ou menos a0 mesmo tempo em que os
efeitos ndo lineares comecam a aparecer no espaco de velocidades. Essa atuacdo cresce lenta
e continuamente. Para as ondas, no entanto, ndo podemos dizer o mesmo sobre o crescimento
da influéncia colisional. O que ocorre no espago de vetor de onda é uma mudanga abrupta na
forma do espectro. A partir desse momento, a impressdo que temos, € que as colisdes passam a
dominar a evolugdo temporal do sistema. Essa prevaléncia é percebida com a crescente tendéncia
a simetrizagcdo azimutal da fun¢do de distribui¢cdo e do espectro das ondas.

As perspectivas deste trabalho s@o promissoras. Em um futuro mais imediato, deveremos
prosseguir com uma andlise mais profunda da interacao feixe-plasma envolvendo a evolugdo
de ondas eletrostaticas, uma vez que € provavel que em pouco tempo teremos resultados que
poderao ser publicados em um artigo. Outra possibilidade que surge a partir deste trabalho €
a possibilidade de inclusdo de efeitos colisionais em um formalismo de turbuléncia fraca que
inclua as interacdes envolvendo ondas eletromagnéticas, visando investigar os efeitos de colisdes
sobre os processos de emissdo solar conhecidos como type II radio bursts e type Il radio bursts.
Portanto, a ideia € seguir no doutorado com um abordagem mais completa do problema da
interagdo feixe-plasma, no contexto da teoria de turbuléncia fraca.
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Apéndice A

Calculo do potencial efetivo para uma
distribuicao Maxwelliana

Partindo de (4.134), lembrando das defini¢des (4.130) e x4, = v, /s, , para uma distri-
buicdo Maxwelliana,

_ Mo 2/ 2
Flon) = Zag P (=i /i) (A1)
substituindo em (4.134), obtemos
2 [e9) s .
F(xg) = W/O duy, v?exp(—vg/vch /0 df sinf |v, — vy). (A.2)

Expandindo a expressdo para o mddulo da diferenca entre os vetores velocidade, obtemos

9 00 T 1/2
Flea) = = | dugdexp (—e2/vd,) [ d0 sing (12 = 20,0080 +07) . (A3
(Tap) o Jo Upv; exp( vb/vthb) ; sin (va VqUp COS +vb) (A3)

A integracdo da parte angular de (A.3) pode ser feita por partes, resultando em

1
F(xa) = / duvy, v exp ( vf/vfhb> T {(va +0p)° — Vg — vy } (A.4)

Uthb

Cancelando o v, do denominador com o quadrado no numerador e colocando 1/3 para
fora da integral, ficamos com

F(2a) = 3% = = W e (= /o2, ) [0+ ) — o —w] . (AS)

Separando (A.5) em duas partes, podemos remover médulo do ultimo termo, ficando
com:

4
3y, vy, VT L}a / duy vy (30 + v3) exp( vf/vfhb)

+ [J duy, vb(vZ + 305) exp <—U§/Ut2hb)] :

F(l’ab)
(A.6)
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Agora, definindo a varidvel adimensional t = v/ vy, , utilizando o pardmetro ja anteri-
ormente definido ., = v, /vy, € suprimindo os subscritos a e b, por simplicidade de notagdo,
ficamos com:

4
_73\/%

A integral de 0 a x pode ser resolvida em termos da fun¢do erro e a integral de x a 0o é
trivial, o que resulta em:

1 sz 2 o0 2
F(x) (x /0 dtt*(3z% + t*)e " + /x dtt(x® + 3t*)e™ ) (A7)

1 1
F(x) = — | ® —@’ A8
(0) = (w+ 1) ®@) + 30@) (AS8)
onde ®(z) é a funcdo erro e é dada por
B(z) = —— / Cdte (A.9)
o '
e ®’(z), a derivada da fungéo erro, tem a seguinte forma
, 2 e
d'(x) = —=e 7. (A.10)
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Apéndice B

Calculo detalhado da projecao
bidimensional do operador colisional

Partindo da equagdo (4.151) e usando as propriedades (4.138), (4.139) e (4.140), podemos
desenvolver as derivadas vetoriais do operador colisional e obter sua forma bidimensional nas
coordenadas = e z. Como em (4.151) todas as derivadas de velocidade sao com relagcdo as
particulas do tipo a, iremos suprimir definitivamente este subindice.

Vamos comecar definindo o vetor velocidade como
V = U6 + V€, (B.1)

onde v.e, € a velocidade paralela ao feixe, v,ex é a velocidade perpendicular ao feixe, € o
mdédulo da velocidade é dado por |v| = /v2 4 v2.

A expressdo para a derivada € a seguinte:

o €z (B.2)

O cdlculo das derivadas vetoriais pode ser efetuado com o uso da seguinte propriedade:
V-(Va)=a - VU 4+ UV -a, (B.3)

tendo em mente que a expressao (B.2) é o mesmo que V, sendo ¥ uma fun¢do escalar qualquer
e a um vetor arbitrdrio.

Com isso também podemos abrir as referidas propriedades das derivadas vetoriais, como
segue:

0T ap 1 ov 1 0 0 5 5
v —Utbav—vtb<av$ex+avzez> \/Ux—O—UZ
1 v.ex +v,e,

)
Uty, \/Ug +Ug

(B.4)
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0 Oz 1 <8 0 ) Vp€x + V€,

ov ’ Jero?

—ey + —e
ov vy, \ OV ov

1 0 0 1
= — |(vpex +v.€5) - | s—€x + €, | ———
vy, 0y v, 02 4 02
(B.5)
1 0 0
+ ex + =€, | - (vzex + v.e,)
11
Ut,, \/U:% + U§7
Oz ap 1 0 0 Vp€x + U.€,
= | —ex+ —e, | ———
ovov vy, \ Oug ov, [02 + 02
1 _exex +ee, (vgex +v.6,)(vex + V.€,)
- - 2 2\3/2 (B.6)
(v2 +v2)¥

Uty i \/U%—FUE
r =
1

Uty _\/v§+v§

(02 -+ 2P

(vyex + v.€,)(vex + Uzez)]

0  0Pxy 1 0 o+ 0 . exex +€,6,  (Uzex + v.€,)v,.6x + V.8,
ov Ovov v, \Ov, = Ov, [v2 + 02 (v2 + v2)3/2

1 [ Uex + V.€, ( 0 0 )
= — — eX —'—
b x

vy, | (02 + 02)3/2 v v,
viegey + v v.exe, + v.u 6,8, + viee,
| CERE
1 V.ex + v,e, 2uex + V.6, + V€4 + 20,6,
S (222 (v2 +v2)3/2

Vg

2
Vi€x + UgU,€y
2 2)5/2
(v3 +v2)%

1 Vgex + V.6,

— 3,

— 3v,

VU €x + Ve,
(2 + 27

B Vgp€x + V€, o Vz€x +v.€,
(2022 T2+ )2 T (0 )
1 VUg€x + V,€, Uz€x + V,€, ’U:% + Uf
R LR LR R e
1] Vgp€x 1 V€4 Ug€x T V€,

v, | 2
1 v.ex + 0,6,
vy, (V3 +v2)%

(02 -+ 02)"7
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Ve€x + V€4
(02 + 02)7

szex+vzez1
z 2 2\5/2
(v2 4 v2)%/

(vyex + vzez)]

(B.7)



Orgy, 0’z 1 vyex+u.e, I (vpex + v.€,)(veex + v.€,)
v Ovov V2 4 v? V2 4 v? (v +v2)%/2
1 [(veex +v.e,)  (vi€x + v.€y) (B.8)
S [ vt V2 + 02
=0.

Por simplicidade, vamos calcular separadamente cada termo da equacdo (4.151).

Primeiro termo

0 afa 82'0 \I[(xab) o 0 0 afa afa
ov [QV Ovov (qD(Iab) B 222, — \ ou, e+ QT;ZQZ 0V, exF ov, Ce

. [exex +eze, (vgex+v.e,) (v ex + vzez)] (‘P(%b) B \If(xab)> }

- 2
2x%,

NOERY (vF +02)*?
R i fv2 +v2 \OUg v,
afa afa Uz€x + VU,€, B \Ij<xab)
(Ux a’l}x + (% a’l}z> (U% —I— U§)3/2] (@ (xab) 21_36
_ 1 \I[(xab) a2fa 82fa
B \ V2 + 02 <(I)(xab) 222, ) ( dv3 " vz
U (2 qp) Uy 0fa v, %
N (q)(xab) 22, ) l(v% +v2)32 Jv, * (v2 +v2)%/2 O,
1 , U'(zw)  VU(xew) 1 vex +v.e, Ofa %
' K(I) () 27, i Tay ) v \/ V2 + 02 I, o v, o
‘I’(l’ab)> (52fa N 52fa>

— = = P(g,) —
(v2 4 v2)3/2 < (ab) 212, ov? 0v?

]_ afa afa \Ij(‘r(lb)
T (02 +02)32 (“xaux Uy, )(q)(xab)_ 212, >
1 U(zaw)\ [ 2Pfa | 20%fa 9 fa
(U%+02)3/2 <(I>(Iab) ) ( > 02 + v 02 + 2v xU28v$8vz>

72
_ 1 (ZL‘ i xab 82fa a2fa — v a2fa
(v2 +v2)3/2 o) 222, 81}2 E ov? “7F Ov,Ov,

(B.9)
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Portanto, obtemos

0 afa 821} \Il(xab) 1 282fa Qa2fa ana
ov [(‘3V Ovov (q)(x“b) a2 (U2 + v2)3/2 Yz ov? T o 20z 0v,0v,

afa afa \11<xab)
(e e (=52
(B.10)

De outra forma, isolando a derivada mais externa, em termos das componentes x € 2

o lof, 0*v U(zg)\| 0 [0fav? U (zqp)
ov [av ﬁv@v (CD(J}ab) a2, T vy | Oug 03 (w) - 222,
8fa VgV \I](xab) 0 afa Ué \Ij(xab)
81)90 [802 v (CD(%I)) 222, )] * v, [avz v3 () 222,

Ofq V0, U (2ap)
ov, L%x v3 (@(mab) B 222, )]’

(B.11)
onde foi usado
O%v ’Uz O%v 9% v, 20 Ug
ov0v, v3 v Ov,  OvgOv, I v0v, 3 (B.12)
Segundo termo
0 [(Ofa vw¥(ze)\ (O o
v <8v v 2 ) - <3v$ex+ 81}zez>
. 8fae + afae A (Uzex + ,Uzez)(vxex + Uzez) \If(xab)
00, 0. (02 4 02)772 72,

(2 2 1 Ofa ,  Ofa) ¥(zw)
— (avxex + 8vzez> (Uxex +Uzez) l(vg _{_02)3/2 ( :138 + Za’UZ> 1/2

ab

a 8 1 8fa 8fa qj(xab)
+ (e se) <8vx " G, eZ) [(vi +02)3/2 (Ux ov, " (%z) Tap

o R A PR AR 16
(v2 —1—112)3/2 ? ov? 8 Y 0,00, x2,

1 1 xab 20 (wa)
+ o+ 02\ '9 x3 '
ty Yz z ab

Da defini¢do da fungdo V(z), temos que:

(B.13)

V'(z) = d'(z) — ®'(x) — 2d"(2),

onde 4
o' (z) = —\/7;em2 = —229'(x),
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portanto
V() = 22%®/ ().

Eliminando os termos que se anulam e substituindo V’(z), obtemos
0 afa vv \Il(xab> 1 282fa 282fa a2fa ‘P(xab)
. - — = 2 Yz
< ( ! T ov? L dvg0v, ) 2,

2 2 1 .2)3/2 |\ 29,2

ov \ov ¥ 2%
afa afa / \p<xab)
2 — o —
+ <U:(; avx + v, 6v2> (-Tab (-Tab) xcglb ;
(B.14)
onde usamos ] ]
Lab Lab
- = = —. B.1
R R A T RN B
Também podemos escrever também da seguinte maneira
0 (Ofa vvU¥(zw)) 0 8favj\lf(:vab) N O (Ofavev, V(Tgp)
ov \ov v¥ 22, )  Ov, \Ou, 03 22, dv, \Ov, v3 2 B.16)
+ 0 afa UV Vg \Ij(‘rab) + 0 afa ﬁw(xab) .
dv, \Ov, v® 2%, dv, \Ov, v3 22, |’
Terceiro termo
0 My . V mg [ O 0 Vp€x + V€,
— 12— f,—= VU =2— | — — Nfo———2 0
ov [ mp fav?’ (mab)] mp ((%mex i 8vzez> [fa (v2 4 v2)3/2 (%b)]
My 0 0 1
iy { (avz = . ) et e [f JCETAEE ““”)1
0 0 1
e e (w5 g e -
oma| 2 of  Of\ 1 |
_QE [(U% T 03)3/2 fa‘lj(xab> + (Uxavx + v, a?}z> (U% T Ug)g/Q\II(«rab)
3 11
G ) ¥ )
ma 1 6fa afa 1 1 !/
=/ — — \Ij —
e l(v% n 1)3)3/2 <Ua; 8’Ux + v, 8’02 fa) (fEab) + fa vy, U% + ’Ug (xab)] )
substituindo V' (z45) = 222, ®'(14,) obtemos
0 mg A% . mg 1 afa 8fa 3 5/
aiv [2WfawW(xab)1 =2 - (U% I ’Ug)g/g [(Um @U$ + UV, avz fa> \Ij(xab) + 2fa:(:ab(1> (.Tab) .
(B.18)

Escrevendo de outra forma:

) My . V 0 M . Uy 0 Mg , Vs
— | 2—f,—=U = 2—f,—W 2—f,—U . B.1
v [ o fbv3 (%b)] o, < o favg (%b)) + B < o fav3 (%b)) (B.19)
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Agrupando os termos

Somando os resultados de cada termo obtido acima, temos a seguinte equagao

_ 1 270 | 2P &fa
O(fas fo) =Ta (02 + 02)3/2 { K Z Ov2 % o2 2Va¥s Ov, v,

afa 8fa \I](xab)
= (e v )| (e = 527

+<M0f 01, Wﬁ)w@m
2

2v B.2
+v + 20,0, 2 (B.20)

vz ov? 0V, 0v,
Ofa Ofa , U (2ap)
(vx O, v 8vz> (xabq) (ar) = 2

ab

+ gMa l(vxgiz + v, gq{j — fa) U(xe) + 2fax2b®/<xab)1 }

Usando x®'(z) = ®(x) — ¥(x) podemos juntar alguns desses termos, como segue

_ 1 P fa 20 0 fa
O(far fo) = Fab(ervg)s/z{ l( = 9u2 T 2 2050 v, 00,

f., of, U(z,
_< 81]; * Zai)] (q)(%”)_ 2(52:)>
+ <U282fa 282fa a2fa > \Ij(mab)

20,0, B2
vz T T g0 00, ) a2 B-21)

of.,  Of. V(Zap)
+2< v, Zav) (q)(m"”)_qj(x“b)_ 7 )

[Ea AN

+ 2—“
my

Outra forma de escrever, € explicitando as derivadas em = € em z, como temos abaixo

0(fs, fy) :Fabai{< e )> . <afav§\1/<xab)> N (afawzqf(xab)>

2 2
v, v3 x2, dv, v3 x5,

Of, v? U (z4p) 8fa Vs U (z4p)
v, V3 <(I)<xab) — 222, v, VP D(wap) — 222, (B.22)
) My . Vs Ofo 0,0, V(Tap) O fuv2 U (xye) '
N Fabc%z { <2mbfav3’qj(xab)> * <@vx vd a2, ) * <0vz 3 22
O fov? U(2q) _ Ofavgv, U(xy)
v, v® (Cb(xab) 222, ) du, P (Ta) = 222, '

100



Referéncias Bibliograficas

[1] Francis F. Chen. Industrial applications of low-temperature plasma physics. Physics of
Plasmas, 2(6):2164-2175, June 1995.

[2] P. M. Bellan Fundamentals of Plasma Physics. Cambrige University Press 2006.

[3] May-Britt, Kallenrode. Space physics: an introduction to plasmas and particles in the
heliosphere and magnetospheres. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2001, 2nd updated
ed.

[4] F. F. Chen. Introduction to Plasma Physics and Controlled Fusion. Plenum, New York,
1984, 2nd. ed.

[5] J. A. Bittencourt. Fundamentals of Plasma Physics. INPE-FAPESP, Sao José dos Campos,
1995, 2nd. ed.

[6] L.FE. Ziebell, R. Gaelzer, and Peter H. Yoon. Nonlinear development of weak beam-plasma
instability. Phys. Plasmas, 8(9):3982-3995, Sept. 2001.

[7] L. F. Ziebell, R. Gaelzer, J. Pavan, and P. H. Yoon. Two-dimensional nonlinear dynamics
of beam-plasma instability. Plasma Phys. Contr. Fusion, 50(8):085011, 15p., 2008.

[8] L. F. Ziebell, R. Gaelzer, and P. H. Yoon. Dynamics of Langmuir wave decay in two-
dimensions. Phys. Plasmas, 15(1):032303, 11p., Mar. 2008.

[9] L. E. Ziebell, P. H. Yoon, R. Gaelzer and J. Pavan. Langmuir condensation by spontaneous
scattering off electrons in two dimensions. Plasma Phys. Contr. Fusion, 54(12):055012,
6pp., 2012.

[10] YU. L. Klimontovich. The Statistical Theory Of Non-Equilibrium Processes In A Plasma.
Pergamon, 1967.

[11] R. C. Davidson. Physics of Nonneutral Plasmas. Addison-Wesley Publishing COmpany,
Redwood City, 1990.

[12] A. 1. Akhiezer & R. V. Polovin & K. N. Stepanov. Pergamon Press, 1975. Plasma Elec-
trodynamics Volume 1.

[13] N. A. Krall and A. W. Trivelpiece. Principles of Plasma Physics. Mc Graw-Hill, New York,
1973.

[14] D. A. Gurnett & A. Bhattacharjee. Introduction to Plasma Physics. Cambrige University
Press, 2005.

[15] B. D. Fried and S. D. Conte. The Plasma Dispersion Function. Academic Press, New York,
1961.

101



[16] A. 1. Akhiezer & R. V. Polovin & K. N. Stepanov. Plasma Electrodynamics Volume 2.
Pergamon Press Ltd, 1975.

17] V.N. Tsytovich. Non Linear Effects in Plasmas. Plenum Press, New York, 1970.
18] R.Z. Sagdeev and A. A. Galeev. Nonlinear Plasma Theory. Benjamin, New York, 1969.
19] R. C. Davidson. Methods In Nonlinear Plasma Theory Academic Press, New York, 1972.

[
[
[
[20] V. N. Tsytovich. Introduction to the Theory of Plasma Turbulence. Pergamon Press, 1972.
[21] V. N. Tsytovich. Theory of Turbulent Plasma. Consultants Bureau, New York, 1977.

[

22] D. B. Melrose. Instabilities in Space and Laboratory Plasmas. Cambrige University Press,
Cambrige, 1986.

[23] Peter H. Yoon. Generalized weak turbulence theory. Physics of Plasmas, 7(12):4858-4871,
Dec. 2000.

[24] Peter H. Yoon. Statistical theory of electromagnetic weak turbulence. Physics of Plasmas,
13:022302, 15p., 2006.

[25] C.T.Dum and R. N. Sudan. Nonlinear beam-plasma interactions and stochastic acceleration.
Phys. Fluids, 14, 414, 1971

[26] L. Muschietti and C. T. Dum. Nonlinear wave scattering and electron beam relaxation.
Phys. Fluids B, 3(8):1968-1982, Aug. 1991

[27] P. H. Yoon, L. E. Ziebell, R. Gaelzer, and J. Pavan Electromagnetic weak turbulence
theory revisited Physics of Plasmas 19:102303, 08.p, 2012

[28] Peter H. Yoon. Effects of spontaneous fluctuations on the generalized weak turbulence
theory. Physics of Plasmas, 12:042305, 2005.

[29] YU. L. Klimontovich. Kinetic Theory of Non Ideal Gases and Nonideal Plasmas. Pergamon
Press, 1982.

[30] J.D. Gaffey Jr., Energetic ion distribution resulting from neutral beam injection in tokamaks.
J. Plasma Phys., 16(2):149-169, 1976.

[31] Lucio M. Tozawa. Difusdo estocdstica de ions energéticos em tokamaks sob a acdo de
ondas do tipo hibrida inferior. MSc Diss., UFRGS, Curso de P6s-Graduagdo em Fisica, 31
mar. 1998.

[32] 1. Alexeft, R. V. Neidigh, W. F. Peed, E. D. Shipley, E. G. Harris. Hot-Electron Plasma by
Beam-Plasma Interaction. Phys. Rev. Lett., 10:273, 1963.

[33] D. M. Karfidov, A. M. Rubenchik, K. F. Sergeichev, I. A. Sychev, Strong Langmuir turbu-
lence excited by an electron beam in plasma. Zhurnal Eksperimental’noi i Teoreticheskoi
Fiziki (ISSN 0044-4510) vol. 98, Nov. 1990, p. 1592-1604. In Russian. Physics Of Plasmas,
12:042306, 2005.

[34] E. J. R Simoes Jr., J. Pavan, R. Gaelzer, L. F. Ziebell, and P. H. Yoon. PIC simulations os
spontaneous thermal magnetic field fluctuations. Phys. Plasmas, 20:100702,0ct. 2013.

[35] L. F. Ziebell, P. H. Yoon, F. J. R Simdes Jr., R. Gaelzer, and J. Pavan. Spontaneous emission
of electromagnetic radiation in turbulent plasmas. Phys. Plasmas, 21(1):010701, Jan. 2014.

102



[36] L. FE. Ziebell, P. H. Yoon, R. Gaelzer, and J. Pavan. Transition from thermal to turbulent
equilibrium with a resulting electromagnetic spectrum. Phys. Plasmas, 21(1):012306,Jan.
2014.

[37] L. F. Ziebell, P. H. Yoon, R. Gaelzer, and J. Pavan. Plasma emission by weak turbulence
processes. Astrophys. J. Lett., 795:1.32, Nov. 2014.

[38] L. E. Ziebell, P. H. Yoon, L. T. Petruzzellis, R. Gaelzer, and J. Pavan. Plasma emission by
nonlinear electromagnetic processes. Astrophys. J., 806:237, June. 2015

[39] P. H. Yoon, L. F. Ziebell, R. Gaelzer, R. P. Lin, and L. Wang. Langmuir turbulence and
suprathermal electrons. Space Science Reviews, 173(1-4):459—-489, Nov. 2012.

[40] P. H. Yoon, L. E. Ziebell, R. Gaelzer, and J. Pavan. Electromagnetic weak turbulence theory
revisited. Phys. Plasmas, 19(10):102303, 9pp, Oct. 2012.

103



	Introdução
	Teoria cinética de plasmas
	Equações da teoria cinética de plasmas
	Abordagem linear do sistema Vlasov-Maxwell aplicada às ondas de Langmuir
	Processo de linearização
	Solução da equação de Vlasov
	Solução assintótica e o método de Landau
	Relação de dispersão para ondas de Langmuir
	Amortecimento de Landau


	Teoria de turbulência fraca
	Formalismo quaselinear
	Sistema Vlasov-Maxwell no formalismo quaselinear
	Difusão quaselinear
	Coeficiente de difusão quaselinear

	Densidade espectral

	Formalismo não linear da teoria de turbulência fraca
	Equações cinéticas generalizadas
	Equação cinética das ondas para os modos lineares
	Equações cinéticas específicas para ondas de Langmuir e para ondas íon-acústicas
	Interação onda-partícula linear: processo de emissão induzida
	Interação onda-onda não linear: processos de decaimento induzido e espontâneo
	Interação onda-partícula não linear: processo de espalhamento induzido


	Adição dos efeitos das flutuações espontâneas nas equações da teoria de turbulência fraca
	Processo de emissão espontâea
	Processo de decaimento espontâneo
	Processo de espalhamento espontâneo

	Equações completas da teoria de turbulência fraca

	Colisões em plasmas
	Breve resumo do formalismo de Klimontovich
	Equações microscópicas para um plasma totalmente ionizado
	Média das equações microscópicas
	Médias dos produtos entre as flutuações das densidades de fase, em termos das funções de distribuição reduzidas e em termos das correlações de muitos corpos:

	Equações hierárquicas de Klimontovich
	Parâmetro de plasma

	Aproximações de segundo momento e de polarização
	Aproximação de segundo momento
	Aproximação de polarização


	Equações cinéticas colisionais
	Densidades espectrais
	Parâmetros colisionais, limites de validade e hipóteses simplificadoras:

	Equação cinética de Balescu-Lenard
	Equação cinética tipo Fokker-Planck

	Propriedades gerais do operador colisional de Balescu-Lenard
	Aproximação de acoplamento fraco: equação cinética colisional de Landau
	Frequência de colisões


	Operador colisional de Fokker-Planck aplicado à interação feixe-plasma
	Operador de Fokker-Plank para um plasma Maxwelliano com a incidência de um feixe de elétrons de baixa densidade


	Interação feixe-plasma não linear na presença de colisões binárias
	Operador colisional de Fokker-Planck aplicado à interação feixe-plasma
	Forma bidimensional do operador colisional
	Normalização das velocidades e do tempo
	Sobre o coeficiente do termo colisional


	Equações adimensionais da teoria de turbulência fraca aplicadas à interação feixe-plasma
	Equação cinética para as partículas em duas dimensões

	Coeficientes de fricção e de difusão generalizados
	Condições Iniciais

	Análise Numérica e Resultados
	Análise Numérica
	Evolução do sistema e resultados
	Evolução temporal da função de distribuição
	Evolução temporal da amplitude espectral
	Considerações gerais sobre a evolução temporal do sistema sob o efeito das colisões


	Considerações finais
	Cálculo do potencial efetivo para uma distribuição Maxwelliana
	Cálculo detalhado da projeção bidimensional do operador colisional

