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Neste trabalho ¢ apresentada uma solug8o analitica para
a aproximag2o Py da equagdo de transporte linear wunidimen-
nal em geometria plana, considerando modelo de multigrupo e
espalhamento anisotrapico. A 1déia principal desse método con-
si1ste em aplicar a transformada de Laplace ao sistema de equa-
¢des diferenciais ordinarias Py. Este procedimentao gera um
si1stema linear para o fluxa angular transformada. Resolvendo
esse sistema pelo algoritmo de Trzaska, o fluxo angular & ab-
tido em termos do fluxo anqular na fronteira x = O pela técni-
ca de inversio de Heaviside. Os resultados obtidos por este
método para problemas de placa plana, homogénea e heterogénea,
para um e dois grupos de energia, em dominio finito e semi-in-
finito, bem como os problemas inversos: determinag®o0 do para-
metro c, da espessura critica de uma placa e do fluxo angular
incidente na fronteira de uma placa plana, para um e dois gru-
pos de energia, foram comparados com os resultados disponiveis

na literatura e apresentaram boa concordancia.



ABSTRACT

In this work is presented an approximated analytical
solution for the one-dimensional slab-geometry linear trans-—
port equation by considering multigroup model and anisotropic
scattering. The main idea of this approach is based on the ap-
plication of the Laplace transform intd the set of the Py or-
dinary differential equations. This procedure leads to a lin-
ear system to be solved for the transformed angular flux by
the Trzaska’'s algorithm. Once this system is solved, the an-
gular flux is then obtained as a function of the angular flux
at the boundary x = O by using the Heaviside’'s expansion tech
nique. The results achieved by this method for the homogene-
ous and heterogeneous slab-geometry problems 1in a finite and
semi-infinite domain, considering the multigroup model and
anisotropic scattering as well for the inverse problems: de-
termination of the c parameter, <critical thickness of a slab
and the incoming angular flux at the boundary, were compared
with the ones available in the literature showing a very good

agreement.

XIII



1. INTRODUCZO

A equagdo que descreve o transporte de néutrons e fétons
através de um meio material, & uma versfio linearizada da equa-
¢3o0 {integro-diferencial ndo-linear, originalmente desenvolvida
por Boltzmann, em 1872, para a teoria cinética dos gases e tem
aplicagio, tanto em problemas de caAlculo de reatores nucleares
e blindagem de radiag¢8o, como na anilise da transferéncia de
radiag3o em atmosferas estelares e planetarias [14,8].

Solugdes exatas da equag¢3o de transporte (forma fechada)
podem ser obtidas, para problemas unidimensionais, pelas técni
cas de expansio em autofun¢®es singulares (método de Case) e
aplicag8o da transformada de Fourier [7,8]. No entanto, a so-
lu¢io da equag¢fio de transporte associada a problemas praticos
é obtida com a utilizag&0o de métodos numéricos. Uma grande va-
riedade de métodos numéricos tem sido desenvolvida nos ultimos
anos, sendo tals métodos baseados em algumas técnicas basicas
de aproximag¢io, como diferengas finitas para operadores dife-
renciais, f&rmulas de quadratura para operadores integrais e
métodos de expansfo. Entre os diversos métodos, os mais usados
s%0: método de expansio em harménicos esféricos (método Py ou
DPy)3 ordenadas discretas (método Sy); método dos elementos fi
nitos; método das caracteristicas; métodos de transporte inte-
gral (probabilidade de colisio, transformada integral); méto-
dos de integral de superficie ou de interface (métodos Cy e

Fn)3 @ métodos nodais de malha grossa (SGF Sy) [30,25,111.



O método dos harmdnicos esféricos pode ser considerado
classico na resolu¢fZo da equa¢io de transporte linear e consig
te na separa¢3o da dependéncia angular e espacial do fluxo, o
qual & expandido em termos de um conjunto completo de fungses
que definem a direg¢Z%o do né&utron ou féton, resultando num con-
Junto infinito de equa¢®es diferenciais ordinaArias. A solugio
aproximada ¢ ent3o obtida considerando a expansfo em um subcon
Junto finito de harménicos esféricos, gque resulta num conjunto
finito de equagBes diferenciais ordinArias, o qual ¢ resolvido
por técnicas de diferengas finitas ou elementos finitos. Em
geometria plana, o mé&todo dos harm@®nicos esféricos recai nho mé
todo de expans3o em polindmios de Legendre, método Py (14,4].

Existem variag®es do método Py, como o Py teédrico, cuja
principal caracteristica ¢ assequrar que os autovalores assin-
toticos sejam iguais aos obtidos pelo método de expansfo em
autofungdes singulares (17,181 e o duplo Py, cuja 1déia princi
pal ¢é separar as expans®es de Legendre em semi—-intervalos de
4 [14], Os trabalhos mais recentes relativos ao método Py tem
s1do na redefinig¢&fo do truncamento da expansio [2] e das con-
digdes de contorno [16,23)].

Observando que nestes ultimos anos tem—-se buscado méto-
dos de solu¢3o da equag%o de transporte gue apresentem carac-
teristicas de formula¢3o simples, eficiéncia computacional e
aplicabilidade a uma classe abrangente de problemas (uma, duas
e trés dimensdes, geaometria irregular, anisotropia e multigru-
po) focaliza—-se entfo o objetivo deste trabalho nessa dire-
¢%0. Para tal, cabe observar que, tanto a aproxima¢3o Py como

as aproximagdes Sy [14] e Wy [(31] da equa¢do de transporte



linear unidimensional, podem ser escritas na seguinte forma

matricial:

dgp(x)

T dx

+ Ay @) = Q(x) (1.1

onde ¢@(x), Q(x) e Ay denotam respectivamente o vetor compo-
nente espacial do fluxo angular, o termo de fonte e a matriz
associada & aproximagfio. A solug¢lo do problema (1.1) & expres-

sa Ccaomo:

pix) = e AN 50y + e”ANX % Qix) (1.2)

onde o asterisco significa convolugfo. Diversos métodos tem
sido propostos para calcular a exponencial de uma matriz (271].
Neste trabalho, ¢é apresentada uma formula¢3io analitica para a
exponencial da matriz Ay, associada A aproximagfio Py, utilizan
do a transformada de Laplace e o algoritmo de Trzaska [38]. A
idéia principal dessa formula¢Zo consiste em aplicar a trans-
formada de Laplace ao sistema de equag¢®es diferenciais ordina-
rias resultantes da aproximagZ%o Py na equagfio de transporte 11
near unidimensional gerando um sistema linear para a componen-—
te espacial do fluxo anqular transformado, que & resolvido pe-
lo algoritmo de Trzaska [3B8]. 0O fluxo angular & entZo obtido
em termos do fluxo angular incidente em x = O, pela técnica de
invers3o por expansfo de Heaviside. Como em problemas de con-
torno, apenas a primeira metade das componentes  do vetar ¢@(0)

¢ conhecida, ¢é necessaria a aplica¢g8o da condig¢&%o de contorno



na fronteira x = R em (1.2), para que as componentes desconhe-
cidas de @¢(0) possam ser obtidas, a partir do sistema linear
resultante. Desse modo, a solug3o do problema (1.1) fica per-
feitamente determinada, analiticamente, pela equagfio (1.2). E
oportuno ressaltar que este método também pode ser aplicado no
cAlculo da exponencial das matrizes associadas As aproximagdes
Sy [39]) e Wy [S] e, em conseqiéncia, uma solugfo analitica tam
bém & encontrada para essas aproximagdes.

A formulagfo analitica proposta neste trabalho, para a
exponencial da matriz Ay, associada a aproximagl3o Py da equa-
¢3o de transporte de linear unidimensional, em geometria plana
com anisotropia de grau arbitrario & desenvolvida para um gru-
po de energia no capitulo 2 e, para multigrupo, no cap{tulo 3.

A sequir, no capitulo 4, sf%o apresentados os resultados
numéricos obtidos por essa formulagZo para problemas homoge-
neos e nfo-homogéneos em placa plana, homogénea e heterogénea,
finita e semi-infinita, considerando modelo de um grupa para a
energia e espalhamento isotrépico e anisotrépico. No capitulo
S5, s3o apresentados os resultados numéricos obtidos para pro-
blemas homogémeos em placa plana finita, homogénea e heterogé-
nea, considerando espalhamento isotrépico e modelo de multi-
grupo (dois grupos) para a energia.

No capitulo 46, s%0 apresentados os resultados numéricos
obtidos pela formulagfo LTPy para os problemas inversos de de-
terminagi0o do fluxo anqular incidente na fronteira de uma pla-
ca plana finita, homogénea e heterogénea, considerando modelo
de um grupo e multigrupo (dois grupos) para a energia, de ob-
tengl3o dos parametros fisicos do meio para uma placa plana se-

mi—infinita, homogénea, considerando espalhamento isotrépico e

ESCOLA DE ENGENHA™:Y -
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um grupo de energia e finalmente o problema de determinagfo da
espessura critica de uma placa homogénea conseiderando espalha
mento isotrédpico e um Qrupo de energia.

Todos os resultados apresentados neste trabalho foram
obtidos com aritmética de dupla precisio num computador PC-386
com memédria convencional,

Cumpre finalmente observar que a transformada de Lapla-
ce tem sido aplicada, na solug8o da equagio de transporte, nas
variaveis energia (31, tempo [?2,21,22]1 e recentemente na varia
vel espacial para aproximagfo S, (3?1. Como nZo se tem conhe-
cimento de sua aplicag¢fio para a aproximagfo Py, este procedi-

mento sera denotado como método LTP.



2. O METODO LTP, PARA UM GRUPO DE ENERGIA

Neste capitulo & apresentado o método LTP, para a solu-
¢330 da aproximagXo Py da equagX3o de transporte considerando
problemas em estado estaciopario, geometria plana e espalhamen
to anisotrdpico de ordem arbitraria para um grupo de energia.
Para tal, é considerado o sequinte problema de transporte li-
near num dominio finito C141:

d wlx,u)

H v B + ol(x) WYX, ) =

1

1A
X

1A
D

0;(x,p,p') wlx,p'ddp , O (2.1)

-1

com a secgX%o de choque diferencial de espalhamento descrita

como, (81,

s
L=N 5 + 1

oﬂ(x,po) = ¥ — os& Pc(p) Pt(p‘) ' (2.1a)
£=0

sujeito as condi¢®8es de contorno,

w(O,u) f(u) , m>0, (2.1b)

(R, ) Q(p) # < 0, (2.1c)



onde f(u) e g(u) s%0 os fluxos incidentes prescritos nas fron-
teiras do dominio; w(x,u) é& o fluxo angular na diregZo u; O,
¢ a secgio de choque totalg o;t é a ¢ —-ésima componente da
secg3lo de choque diferencial de espalhamento.

O problema de transporte linear em uma placa heterogé-
nea & considerado como sendo um problema com placas homogéneas
Justapostas. Nesse caso, deve—se acrescentar as condigdes de
contorno (2.1b) e (2.1c) a condi¢80 de continuidade do fluxo
anqular na interface,

i+1 "

wi(xi,p) =y "t , Sl Sps1 e pto. (2.1d)
Para a aplica¢gi%o do método Py ([14], o fluxo anqular

é aproximado como

N

wix,u) = T -3251- ¢ (x) P () , N impar . (2.2)
n=0

Substituindo a equagl0 (2.2) na equa¢Zo (2.1), aplican-

do na equa¢3o resultante o operador

#

« ) Pn,(p) du , com n’ Oy <., N, (2.3)

-1

e utilizando a férmula de recorréncia, bem como a propriedade
de ortogonalidade dos polindmios de Legendre, obtém-se o se-
guinte si1stema de equa¢®es diferenciais ordinArias acopladas

na variavel x,



(n + 1) ¢’+1(x) + (n) ¢;fu(X) +
12} r

(2n + 1) (@ - a ,) ¢ (x) = 0 , (2.4)
t ad n
com n =0, 1, ..., N, e onde ¢ (x) representa a derivada de
®n (x) na variavel x, sendo ¢(x)y,y = O na aproximagfo Py.

Aplicando a transformada de Laplace em (2.4), resulta o
seqguinte sistema de equag¢des lineares para a componente espa-
ciral da expans%o do fluxo anqgular transformado:

( + ¢ - -

n 1) [s ¢n+1(5) ¢n+1(0)] + (n) [s ¢ (s)

@ _ (0] + (20 + 1) [(o, -0, ,) ¢ (s)] =0, (2.5)

com n = 0, 1, ..., N, gue pode ser reescrito na seguinte forma

matricial:

A (s) %(s) = $(0) (2.6)
onde

%(s) = col ( ;;(s) cee Ei(s) ... ZN(s) 1, (2.6a)

$(0) = col [ ¢ (0) ... ¢ (0) ... ¢ (0], (2.6b)

e ;(s) denota a transformada de Laplace do vetor ¢(x) na va-—

riadvel x, sendo a matriz Ay(s) expressa como:

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA



13 a esas O
1,2
a -3 «ees O
2,1
(0] (0] ces S
A (s) =
N
a. - a, .
144,12 1+42,3-1
(0] (0] ees O
a .o a .
N+1,1 N+1, j—1t

Os elementos a;; da matriz Ay(s) para
s8o dados como:
[
2) ~ 1 (6 - al™ty 3 3 = 1
J t )
a = 1 .
ij (1i—)—-3)Y/2
j - j - T
_Zi___L_ (¢ - o’ 1) N -
) t P k=0
|
Por outro lado, para j > i, 1 impar
expressio:
[
ﬁ_"_.i_ (¢ -a'™ " =i
J - =
a = 1 A
ij (J—-1-3)/2
2) - 1 P R | r1 _
— =T ‘% "% 7 k=0
e para 1 = J, 2 ; = s.
J <1 (1 {impar, J) par ) e j > 1 (

ees O a
1 ,N+1¢
.o O 0}
esasr O a .,
1 ,N+12
ees O 0}
sse S a
N,N+1
« a
N+1 ,N
(2.6c)

J <1, 1 par e ) impar,
-1

(2.6d)
(i -~ 2k - 2) . .
T ) <l
e J par, tém a seqguinte

(1

(2.6e)

+ 2k + 1)

(1

Todos os elementos correspondentes

1 par,

") 3 3 > 1+1

a

j Lmpar) s%o0 nulos.
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A solugXo do problema transformado, descrito pela equa-
¢80 (2.6), & dada por

Pls) = A;*<s> PO . (2.7)

A componente espacial da expansfio fluxo angular pode en
t3o ser obtido aplicando a transformada inversa de Laplace a

solugio do problema transformado descrito pela equag¥Zo (2.7),

ou seja,

P(x) = x"CA;‘(s) @0 (2.8)

uma vez conhecida a inversa da matriz Ag(s), 1sto &, A;’(s),
a qual n3o pode ser obtida numéricamente face a existéncia do
parametro s na diagonal principal. Duas opgBes est3o disponi-
veis neste estigio do procedimento:
1°- Realizar a invers3o da transformada de Laplace numéricamen
te. 0 método de inversfo por quadratura de Gauss foi o consi-
derado nesse trabalho ja que Davies [10] mostrou ser eficien-
te para a inversfio de fun¢gdes racionals. Detalhes do método
s3o0 apresentados no Apéndice A.
29—~ Realizar a inversfo da transformada de Laplace analitica-
mente pelo algoritmo de Trzaska [38] descrito no Apéndice B.
EntXo, para atingir o objetivo proposto neste trabalho,
que consliste na obten¢g%o de uma solug3o analitica para a apro-
ximag8o Py, o0 algoritmo de Trzaska foi1 aplicado ao sistema

(2.6), resultando:



5(5) =

onde P,

sfo

¢Ses parciais

tros s

An(s).

s&o

11

$(0) (2.9)

as matrizes coeficientes da decomposi¢8io em fra-
do sequndo membro da equagfo (2.7) e os parame-

O0s zeros do polindmio caracteristico da matriz

Para determinar as matrizes coeficientes P, a matraiz

A(s) & decomposta como:

A (s)
N

sI - C tal que b (2.10)

1 i)

e as etapas de 1 a 5 devem ser seguidas.

1. Considerando Ag, o = I calcula-se as matrizes Ay , usando
= - (2.11)
Ak,m Ak—i,m( o+ Ak—t,m—tl
com k = 1, 2,..., N+ 1 e m < k.
2. Considerando ag, o = 1 calcula-se os coeficientes ay,K , pela
férmula

a

k

, M

k-1

1

- tracoCA + T ) (2.12)
k k,m h=1, j<h

g=1,r=<q

a A
h,j q.r

ceey N + 1, h+g=ke jJ+r =m¢«<%k. QRuando

0s ay, s30 o0os coeficientes do polin®dmio caracte-

ristico de Ag(s).
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3. Calcula-se os coeficientes q, pela equagio

= -4 -1
qk = [ag aN*‘(sk)] (2.13)

onde apn,,(sy) & 0 polindmio caracteristico de Ay(s) calculado
em sy .

4. Com os coeficientes determinados nos passos 1 e 2, calcula-
se as matrizes D, pela expressio

N

= + A .14

D, = AL, * A, I r a_ . (2.14)
b4

e k =0, 1, ..., N, h+ qgq=N e J + r =k < N.
5. Uma vez determinadas as matrizes Dy, as rafizes s, e os coe-

ficientes qy, entZ%o as matrizes coeficientes P, <sXo dadas por

N
L s D (2.15)

Como resultado dessa decomposi¢io, o fluxo angular é
facilmente obtido pela inversfo da componente espacial do flu-
X0 angular transformado dada pela equa¢fo (2.9):

N+1
r Pk exp [ska @(0) (2.16)
1 ~

WX u) = v
~ok

Onde o vetor v com dimens%o (N + 1) & dado como:

v = [é Pt ... Zﬂél P () ... 3551 PLUDY . (2.16a)
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As componentes do vetor ¢(0) s%o obtidas pela resolugio
do sistema linear gerado pela multiplicagfo das condi¢des de
contorno (2.1b) e (2.1c) para problemas homogéneos e, as mes-—
mas condi¢®&es de contorno acrescidas da condig3o de interface
(2.1d) para problemas heterogéneos, por uma fun¢3o peso apro-
priada, sequida pela inteqra¢3io na variavel g nos intervalos
(0,13 e [-1,0]. Nesse trabalho foram consideradas como fungZo
peso os polin®dmios de Legendre de ordem i{impar, condi¢Zo de
Marshak e a fung¢Zo0 generalizada delta de Dirac, condig&Zoc de
Mark (141,

As condi¢®es de contorno e interface resultantes da coan

di¢80 de Marshak s3o0 respectivamente descritas como:

1 [ 4
Pn(y) w(O,pn) dp = Pn(p) f(p) du (2.17a)
r o o o
» o p o
P (p) w(R,p) dp = Pn(p) Q(u) dp (2.17b)
N
LA § LA §
[ 1 1
P () w'(x ,p) dp = P () w'+1(xi,p) dp 4(2.17¢)
d -4 -1
comn =1, 3, ..., N, enquanto que para a condi¢%o de Mark sZo
respectivamente dadas por:
wiO,p ) = f(u ), > o, (2.18a)
w(R,yn) = g(un) ’ # < 0 ‘ (2.18b)

1 1+1 »

W (xi,un) = (xi,un) ’ -1 < p<s1epy o, (2.18c)
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comn = 1, 2, ..., (N-1)/2, OQOutras expressdes para as fungdes
peso, como a fun¢3Zo de Chandrasekhar [8], nZo foram considera-
das, visto que o objetivo desse trabalho consiste na determi-
nagcq&o de uma express3o analitica para a solug3o da aproximagio
Prny a qual, uma vez obtida, pode ser resolvida para qualquer
expressdo da funglo peso, bastando para tal, substituir Py(u)
por esta expressio nas equagdes (2.17).

Finalmente, uma vez determinado o vetor ¢(0), a solu¢g8o
analitica para o fluxo angular para a aproximagXo Py do proble
ma (2.1) fica completamente determinada pela equagXo (2.16).

Com o objetivo de exemplificar este procedimento, uma
solug3o detalhada do problema (2.1) & apresentada, consideran-
do N = 1 e espalhamento linearmente anisotrépico.

Neste caso, definindo cg = Gao/0, € C4 = Bgy4/8, a

equagio (2.6) & escrita como

3 30L(1—c1) ¢o(s) ¢°(O)
= . (2.19)
ot(l—co) s ¢1(s) ¢1(0)
b . - - - b p
Resolvendo o sistema (2.19) obtém-se:
- s 3 0L (l—co)
¢o(s) = —x ¢°(O) - x ¢1(O) (2.20)
_ GL (l—co) S '
¢‘(s) = - X ¢°(O) + —_ ¢1(O) (2.21)
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onde

A=s2-306% (1-c ) (1-c ) (2.22)
t (o] 1

Aplicando a transformada inversa de Laplace na compo-

nente espacial do fluxo angular transformado, descrita pelas

equagdes (2.20) e (2.21), resulta

¢o(x) = ¢o(0) cosh(éx) - ¢1(0) 3 Gt (l—c‘)

sinhééx) , (2.23)
e
- _ _ sinh(éx)
¢1(x) = ¢o(0) e, (1 co) 3
+ ¢1(0) cosh(éx) . (2.24)

Assim, considerando as equagles (2.23) e 2.24), o fluxo angu-

lar para a aproximag3o P, é dado por

YO = e B (X)) + o 6,00 . (2.25)

Aplicando as condig¢®es de contorno (2.17) na equaglo

(2.23) substituindo a fungZfo peso P,(u) por 4™ (n = 0, 1, ...,

(N-1)/2) e resolvendo o sistema linear resultante, obtém-se as

sequintes expressdes para as componentes de ¢(0):

la 2]



com

¢, (0)
@, (0
A= 2
B = o

=
i

a
t
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o [ 1
—é— Qlu) du + f(u) du (2.26)
-1 )
o Y
265 g(u) du + f(u) du , (2.27)
| |
(1-c ) 51“2(6a’ cosh(éa) , (2.28)
(1-c_ sinh(sa) -%- cosh(da) , (2.29)
3 sinh(éa)
- - +
[(1 Ci) +T(1 CO)] G't 6
2 cosh(&a) , (2.30)

e & sendo as rafzes positivas da equag8o algébrica (2.22).



3. O METODO LTP,, PARA MULTIGRUPO

Neste capitulo & apresentado o método LTPy para a solu-
¢30 da aproxima¢Z%o P, da equag¢fo de transporte, considerando
problemas em estado estacionario, geometria plana com espalha-
mento anisotrépico de ordem arbitraria e modelo de multigrupo
para a energia. Para tal, é considerado o seguinte problema de

de transporte linear [141]:

a wg(x,p)
+ =
H v B Gtg wg(x.f-l)
1
X(Xgpdogpt’) wg,(x,p') du’ ' (3.1)

-1

sendo 0 £ x = R, 9 =1, 2, ..., 6, e a secglio de choque di-

ferencial de transferéncia descrita como, (8],

L G
2¢ +
xtu ) = T —-_.2.1_ > 0:,9 P, P ), (3.1a)
£=0 g’ =1

com as condi¢®es de contorno

!
-

T

=
v
o

wg(O,p) (3.1b)

p <0, (3.1c)

!
[s)
T

v (Ryu)
g



18

onde fg (u) e 9g (1) sZo os fluxos incidentes do grupo g nas
fronteiras; wgix,u) €& o fluxo angular do grupo g com dire¢&o
H} Opg é a secg3o de choque total para o gQrupo g e cg,g é
a componente de (¢ -ésima ordem da sec¢fo de choque diferencial
de transferéncia do grupo gq.

Em problemas com meios heterogéneos deve ser também con
siderada a condigXZo de interface:

1+4

w;(xi,y) = MO, S1=psilen”o. (3.1d)
}

Aplicando ao problema (3.1) procedimento anadlogo ao des
crito no capitulo 2, obtém-se o seguinte sistema linear:

.- | g -9
(n + 1) [s ¢n+1(s) - ¢ 1(0)] +nifls ¢n_1(s) -

nt

9
<
e _,(0)] + (2n + 1) [(atg - agg)
o £ ool o 3.2)
(g) - ac ., (s) = 0 (3.
LR §,=1g o e, ] ’
9'*q

g
comn=90,1, ..., Neg=1, 2, ..., 63 aqui e denota os mo-

mentos do fluxo angular para o grupo g e barra sua transforma-
da de Laplace em relag%o & variavel x.
0O sistema linear (3.2) pode ser também reescrito na se-—

Qquinte forma matricial:

AL (S) ¢(s) = g0, , (3.3)

Qu



com os vetores ¢ (s) e ¢ (0),

At(s) ..

B'?

140

-9

batd

dos respectivamente como:

-9
@ (s)

col

g
¢ (0)

col

e Ag(s) e Bg,g s8o

19

. . “ '__ “ o -
B9 ¢ ... B°1* Pt (s) o' (0)
A% (s) B® ¢ %] = %0

N e
pY ¢ A%(s) 2% (s) 2% 0)
o -~ o . ™ ol
(3.3a)
g
para g =1, ..., G, s8%0 defini-
~
. | -9 -9
{ wo(s) cae wz(s) ces wN(s) 1 (3.3b)
g g g
[ €,60) «vu ©,00) cou @ (0) ] (3.3c)

matrizes de dimensdes

(N + 1). Os elementos

a;; de A4(s), para j < i, 1 par e j impar, sdo definidos como:
2l (6 -t =i -1
J tg 99
I 1
= (3. )
a5 (i-j-3)/2 S-3d
2) — 1 j~-1 1 (i - 2k = 2) . .
—————— -— - - < -
3 Sig " %g ' k=0 Sua e Vi
enguanto que, para J) > i, 1 impar e j par, s%o dados por:
_2_3_.:-_1_.(0 ~e¥Yy ;o= 0o+t
b - tg g9
’ 1
Ay T (j~i-3)/2 (3.3e)
- i - L ‘
2; - 1 (ctg - gi 1 _ i+ 2k + 1) s i > i+l

gg k=0 (1 + 2k)
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e para i = j, a ; * s. Todos os elementos correspondentes a
J <1 (1 {mpar, J par) e §j > 1 (i par, j impar) sZ%o nulos. As
matrizes By- g pPodem ser construidas a partir das matrizes
Ay (s) fazendo G g = O e substituindo o;;l por 0;?; (g’ = 1, ..
.y B3 g° * g) nas equagdes (3.2d) e (3.2e). Ent3io, os elemen-

tos de By. 4 para j < i, 1 par e j impar, sZo definidos como:

[
2 el SRS b
J g 9
ss 1 (3.3fF)
bij B (i-j-3)/2 .
2) - 1 i—1 1 (i - 2k - 2) .
———————————— -— H < -1
J " %’ k=0 T -2k =17 77 !
L
enquanto que para jJ > i, 1 impar e J par, sdo dados por:
_33_:_}_ (-ad7 5 =1 +1
J - g 9
s 9 3.3q)
= (3.
by (j=i=-3)/2 9
2 - 1 -1 T 1 i+ 2k + 1) . .
—3=T1 ¢ %'’ k=0 T+ 2K 33 > 1l
L
. . g9’ g
e para 1 = j, b; = 0. Todos os elementos correspondentes a
J i (i {mpar, j par) e j > i (i par, J impar) s8o tambeéem
nulos.
Assim, o fluxo angqular é obtido resolvendo a equagho
(3.3) para a componente espacial do fluxo angular transformado

usando o procedimento proposto no capitulo 2, para problemas

com um grupo de energia.
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Do mesmo modo que no capitulo 2, a componente espacial
do fluxo angular transformado, descrita pela equa¢3o (3.3), ¢é

decomposta como:

GN Pk

I — @(0)
k=1475 sk) ~

Pls) = (3.4)

onde OGN = G x( N + 1) & a dimensi3o da matriz Agyn,s, P, sZo as
matrizes coeficientes da decomposigfo em fragfes parcialis e os

parametros s, s%Zo o0s zeros do polinémio caracteristico de

Agn(s) .

Fazendo agora a 1inversio de ;(s), descrita pela equag¢Zo

~

(3.3, resulta a sequinte expressiio para o fluxo angular no

Qrupo g:

GN
vg(x,p) =V T Pk exp [skx] @0, g =1, ... G , (3.95)

k=1

onde o vetor V com dimensio G tem o vetor v com dimensfo N+1

. A"

como a g’ 'ésima componente e o vetor nulo com as mesmas dimen-—

s%es nas demais componentes. 0 vetor v & dado como

ha "

= [é PG ... 3551 IR I Zﬂél PLGD] . (3.5a)

<

De maneira i1idéntica ao que fol descrito no capitulo 2,
para a determinagio de ¢(0) sio aplicadas as condi¢8es de con-
torno descritas pelas equa¢®es (3.1b) e (3.1c¢c) e, para proble-
mas em melo heterogéneo, as condigfes de continui&ade do fluxo

angqular nas interfaces (3.1d), multiplicados pela fun¢fo peso

e 1ntegrados na variavel pu. Este procedimento gera um sistema

ESCOLA DE ENGENHARIA
BIBLIOTECA
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linear que permite calcular ¢(0), e assim sendo, a solu¢fZo ana

~

litica para o fluxo angular para a aproxima¢%o Py da equagfo

(3.1) fica completamente determinada pela equa¢Xo (3.5).



4. APLICACOES PARA UM GRUPO DE ENERGIA

Neste capitulo a formulagZ%o LTPy [40,34] para um grupo
de energia, apresentada no capitulo 2, ¢é aplicada a problemas
de transporte de néutrons e f&tons, considerando geometria pla
na, dominio finito e semi-infinito, meio homogéneo e heterogé-

neo com espalhamento isotrépico e anisotrédpico.

4.1 Dominio Semi-~-infinito

Este & um problema de transporte de néutrons num domi -
nio semi—-infinito com espalhamento isotrépico e fonte constan-
tante [321]:

9 ywix,u)

H v B + pix,u) =

- wix,u'ddu' + Q , 0 < x < @, (4.1)

-1

sujeito As condig¢®es de contorno

w(O,u) = f(u) M > 0, (4.1a)
Q
wx ) = — . X —b @ (4.1b)
onde f(u) & o fluxo angular incidente em x = 0, Q ¢é o termo

de fonte e c = G,o/0, 3
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Sua solu¢X¥Xo & dada por

wix ) = wh(x,y) + wp(x,p) ’ (4.2)

onde y,, ¢ a soluglio homogénea dada pela equag3o (4.1) e y, €& a

solug&o particular [281 dada por:

wp(x,u) = . (4.3)

Os resultados numéricos obtidos por este método, para o

albedo definido como:

A* = 2 o wlO,—) du (4.4)

o

considerando fluxo angular constante na fronteira, f(u) = 1, e

auséncia de fonte, @ = O, sfo apresentados na tabela 4.1.

Tabela 4.1 - Comparag3o numérica entre os valores obtidos para
o albedo pelo método LTP, e valores exatos:
Q=0 e f(u)=1.

c LTP, LTP, LTPy LTP, LTPg EXATO
.1 -0.0455 0.0042 0.0137 0.0171 0.0187 0.0217
.2 -0.0161 0.0304 0.0390 0.0421 0.0436 0.0463
.3 0.0172 0.0602 0.04681 0.0708 0.0721 0.0745
.4 0.0557 0.0949 0.1018 0.1042 0.1053 0.1073
.5 0.1010 0.1360 0.1419 0.1439  0.1449 0.1465
.6 0.1559 0.1861 0.1909 0.1926 0.1934 0.1947
.7 0.2251 0.2499 0.2537 0.2550 0.2555 0.2566
.8 0.3189 0.3374 0.3400 0.3408 0.3412 0.3419

.9 0.4650 0.4757 0.4771 0.4775 0.4777 0.4780
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Por outro lado, na tabela 4.2, s%0 apresentados os re-
sultados obtidos considerando vaAcuo na fronteira, f(u) = 0, e

a presenga de fonte constante, Q@ = 1.

Tabela 4.2 - Comparag8io numérica entre os valores obtidos para
o albedo pelo método LTPy e valores exatos:
Q=1 e f(u)=0.

c LTP, LTP, LTPy LTP, LTPy EXATO
.1 1.162 1.107 1.096 1.092 1.090 1.087
.2 1.270 1.212 1.201 1.197 1.196 1.192
.3 1.404 1.343 1.331 1.327 1.326 1.322
.4 1.574 1.509 1.497 1.493 1.491 1.488
.5 1.798 1.728 1.716 1.712 1.710 1.707
.6 2.110 2.035 2.023 2.019 2.017 2.013
.7 2.583 2.500 2.488 2.483 2.482 2.478
.8 3.405 3.313 3.300 3.296 3.294 3.291
.9 5.350 5.243 5.229 5.225 5.223 5.220

Em ambos os casos foram adotadas as condi¢Bes de contor
torno de Marshak. 0O erro maximo nos resultados obtidos pela
aproximaglio LTP, em relagifio aos resultados exatos [19] ocorre

para c = 0.1 e auséncia de fonte, sendo de 13.8%.

4.2 Meio Homogéneo e Dominio Finito

Nesta secgfo a formulag3o LTPy, & aplicada & problemas
em dominio finito, meio homogé#neo, considerando espalhamento
1sotrépico e linearmente anisotrédpico, bem como para meio pura

mente espalhador.
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4. 2.1 Espalhamento Isotrépico

Este & um problema de transporte de néutrons numa placa

uniforme de espessura 40cm com espalhamento isotrépico, vacuo

na fronteira x = 40cm e fluxo angular constante na fronteira
*x = Ocm:
d ywix )
Y] wa ;“ + 0l wixq )

— 6 wlx,u dYdu , O < x < 40 , (4.5)
-1
sujeito As condi¢8es de contorno
w(O,u) = 1 u > 0 (4.5%a)
w(40,u) = O , H <0 . (4.5b)

Neste problema s3%o calculados tanto o fluxo escalar no ponto

médio da placa, x 20cm, como a corrente transmitida,

J* (40) w(40,) du , (4.6)

i
T

i

na fronteira, x A0cm, para valores de O, variando de 1.00 a
0.80 e 0p = 1.0. 0Os resultados foram comparados com os obtidos
pelo céddigo ANISN (S g4) {29]) e sio apresentados nas tabelas

4.3 e 4.5. Nas tabelas 4.4 e 4.6 s%0 mostrados os erros percen

tuais no calculo do fluxo escalar e da corrente transmitida.
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Tabela 4.3 - Comparag3o numerica entre os valores obtidos para
o fluxo escalar no ponto médio (x=20cm) pelos mé-
todos LTPy e S, -

%0 LTP, LTPy LTPy LTP, LTPg Sae
1.00 1.00E+5 1.00E+0 1.00E+0 1.00E+0 1.00E+O0 1.00E+O
0.999 5.85e-1 5.83E-1 5.83E-1 S5.83E-1 5.83E~1 5.B3E-1
0.990 5.61E~-2 S.62E-2 S5.61E~-2 S.61E-2 5.61E-2 S5.61E-2
0.980 1.286-2 1.30E-2 1.30E-2 1.30E-2 1.30E-2 1.30E-2
0.960 1.596-3 1.71e-3 1.71€-3 1.71E-3 1.71E-3 1.71E-3
0.950 6.BBE-4 7.66E-4 7.65E-4 7.65€E-4 7.65E-4 7.65E-4
0.200 2.956E-5 3I.64E-5 3I.64E-5 3I.64E-S5 3JT.64E-S5S 3I.63E-S
0.800 2.47E-7 7.17e~7 7.25E~7 7.24E-7 7.248E-7 7.24E-7

*Leia 1.00E+0 como 1.00x106°

Tabela 4.4 - Erro percentual relativo do método LTPy para o
fluxo escalar no ponto médio (x=20cm).

oso LTP, LTP, LTPg LTP, LTPg Sieo
1.00 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 1.00E+0O
0.999 0.252 0.060 0.046 0.041 0.039 5.83E-1
0.990 0.039 0.086 0.033 0.015 0.008 S.61E-2
0.980 1.422 0.332 0.256 0.232 0.222 1.30E-2
0.960 6.907 0.101 0.003 0.036 0.051 1.71E-3
0.9250 10.135 0.165 0.032 0.016 0.000 7.65E-4
0.900 29.452 0.272 0.196 0.151 0.130 I.63E-5
0.800 65.926 0.995 0.084 0.048 0.022 7.24E-7
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Tabela 4.5 - Compara¢io numerica entre os valores obtidos para
a corrente transmitida pelos métodos LTPy e Syg-

050 LTP, LTPy LTP, LTPg Sem
1.000 1.610E-02. 1.610E-02 1.610E-02 1.610E-02 1.610E-02
0.999 7.65BE-03 7.655E-03 7.655E-03 7.654E-03 7.654E-03
0.990 1.845E-04 1.843E-04 1.843E-04 1.842E-04 1.842E-04
0.980 1.424E-05 1.421E-05 1.421E-05 1.420E-05 1.420E-05
0.960 3.5536E-07 3I.549E-07 3I.S546E-07 3I.S545E-07 3.544E-07
0.950 8.070E-08 B8.053E-08 8.048E-08 8.045E-08 8.041&-08
0.900 2.755E-10 2.756E-10 2.753E-10 2.752E-10 2.750&-10
0.800 1.749E-13 1.817E-13 1.817E-13 1.816E~-13 1.815E-13

»

Leia 1. G?0E~-02 como 1.670x10—

o2

Tabela 4.6 - Erro percentual relativo pelo método LTP, para a
corrente transmitida.

asO LTP, LTPy LTP, LTPg Sew
1.000 0.006 0.021 0.025 0.028 1.610E-02
0.999 0.053 0.018 0.007 0.002 7 .654E-03
0.990 0.176 0.06%9 0.035 0.019 1.842E-04
0.980 0.247 0.098 0.050 0.029 1.420E-05
0.960 0.325 0.128 0.063 0.034 3.544E-07
0.950 0.356 0.152 0.081 0.048 8.041E-08
0.%00 0.166 0.203 0.114 0.072 2.750E~-10
0.800 3.4644 0.106 0.118 0.068 1.815E~-13

Observando as tabelas 4.4 e 4.6 pode—-se notar que o

erro percentual maximo da aproximagiio LTPg
ximagl8o Sgg ¢ de 0.22%

de 0.07%

para a corrente transmitida.

E importante

em rela¢%o & apro-

para o fluxo escalar no ponto médio e

ressaltar
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que os referidos erros se reduzem a zero a partir da aproxima-
¢%0 LTP; para o fluxo escalar no ponto médio e da aproximagXo
LTPy para a corrente transmitida, se os resultados apresenta-
dos na tabela 4.5 forem arredondados para dois algarismos deci

mais como na tabela 4.3.

4.2.2 Espalhamento Linearmente Anisotrépico

Este € um problema de transporte de né&utrons numa placa

homogénea com espalhamento linearmente anisotrépico descrito

pela equagfo:

[y 9 ?%f;“’ + & wlx,u) =
1
1 .
‘ ) .
—— (ano + 30.‘ B’ ) wix,p de’ (4.7)

com O £ x £ 100 e sujeito As condi¢Ses de contorno

w(O,pu) =1 o> 0, (4.7a)

w(100,.)

¥
©

i

~
o

(4.7b)

Para este caso os seguintes paraAmetros foram considera-
dos: 6, = 1.0cm~ 1, G, = 0.99cm™* e o,, = 0.80cm-t.

Os resultados obtidos por este método para o fluxo esca

lar médio,
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1

Blx) = —%— wix ) du (4.8)

-1

foram comparados com o0s resultados obtidos pelo método SGF-Sy
[£11] e aparecem nas tabelas 4.7 a 4.9. Foram consideradas
nesse caso as condi¢¥®des de contorno de Mark, visto que nessas
condi¢Bes as aproximag®es P, e S, s%o0 equivalentes (141, o que

permite uma compara¢%Zo numérica dos mesmos.

Tabela 4.7 - Compara¢fio numérica entre os valores obtidos para
o fluxo escalar médio pelos métodos LTP, e SGF S;

Posigfo LTP, SGF S,
) 0.83777x10*00 0.83777x10*90
S0 0.17417x10-01 0.17417x10-01
100 0.11756x10-°8 0.11756x10-9°8
Tabela 4.8 - Comparagfio numérica entre os valores obtidos para

o fluxo escalar médio pelos métodos LTP; e SGF S

Posigso LTP, S6F S,
) 0.82226x10*°0 0.82226x10*9°
50 0.16538x10-°14 0.16538x10-°4
100 0.12353x10-°09 0.12353x10-08
Tabela 4.9 - ComparagSo numérica entre os valores obtidos para

o fluxo escalar médio pelos métodos LTP, e SGF Sy

Posi1¢&o LTP, SGF Sg
o 0.82284x10*00° 0.82284x10*00
50 0.16470x10-01 0.16470x10-01

100 0.12250x10-°03 0.12250x10-909%
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4.2.3 Meio Puramente Espalhador

Este € um problema de transporte de néutrons numa placa

de espessura 15cm com espalhamento isotrépico sem absor¢gZo, re

flex%0 na fronteira x = 15cm e um feixe monodirecional de né&u-
trons incidindo na fronteira x = Ocm, ou seja,
u a W(x;u) . ol wix,p) =

—— ot wix ' ddu’ y O =% x <15 , (4.8)

sujeito as condi¢gdes de contorno

w(O,u) = Sy - yinc) ' u > 0, (4.8a)
w(i1S,u) = w(15,~u) s > 0. (4.8b)
onde 6, = 1.0cm 1. O objetivo deste problema & calcular o flu-
x0 escalar na fronteira x = 15cm, com a direg3oc do fluxo angu-
lar 1ncidente em x = Ocm. Os resultados obtidos para valores
de ..+ escolhidos como as raizes positivas para 16 pontos

da quadratura de BGauss (371, <s8%0 apresentados na tabela 4.10
e comparados com os valores obtidos pelo cédigo ANISN (S5 4)
[(29]. O erro percentual das aproxima¢®es LTP, aparecem na ta-

bela 4.11.
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Tabela 4.10 - ComparacXo numerica entre os valores obtidos pa-
ra o fluxo escalar mais profundo (x=15cm) pelos
métodos LTPy e S, 4.

Hine LTP, LTPg LTPy LTP, LTPg S;a
0.9894009 3.9576 5.0501 4.9169 4.9440 4.9525 4.9468
0.9445750 3.7783 4.6325 4.5899 4.5858 4.5910 4.5927
0.8656312 3.4625 3.9601 4.0111 3.9982 3.9943 3.9987
0.7554044 3.0216 3.1447 3.2298 3.2390 3.2359 3.2323
0.6178762 2.4715 2.3031 2.3509 2.3752 2.3842 2.3795
0.4580167 1.8321 1.5256 1.5086 1.5157 1.5239 1.5332
0.2816035 1.1264 0.8533 0.8036 0.7866 0.7796 0.7820
0.0950125 0.3801 0.2725 0.2469 0.2345 0.2271 0.2023
Tabela 4.11 - Erro percentual relativo do método LTPy para o

fluxo escalar mais profundo (x=15cm).

Hine LTP, LTP, LTPy LTP, LTPg St o
0.9894009 19.997 2.089 0.604 0.058 0.116 4.9468
0.9445750 17.732 0.867 0.061 0.151 0.038 4.5927
0.8656312 13.409 0.964 0.310 0.011 0.110 3.9987
0.7554044 6.518 2.712 0.078 0.206 0.111 3.2323
0.6178762 3.847 3.212 1.201 0.181 0.199 2.3795
0.4580167 19.493 0.497 1.603 1.139 0.609 1.5332
0.2816035 44.043 ?.112 2.767 0.583 0.307 0.7820
0.0950123 B7.865 34.697 22.021 15.923 12.280 0.2023

A tabela 4.11 mostra que o erro percentual da aproxima-
¢80 LTP,; relativo & aproximaglio S, 4 ¢ de no maximo 12.28% quan
do o anqulo entre a diregfio do feixe incidente e a direg%o nor
mal a fronteira ¢ préximo de ?0°, e de 0.6% para os A4Angulos

intermdiarios.
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4.3 Meio Heterogéneo e Dominto Finito

Nesta secgZ%o a formulagZoc LTP, & aplicada A4 problemas
em dominio finito, meio heterogéneo, considerando espalhamento

isotrépico e linearmente anisotrépico.

4.3.1 Espalhamento Linearmente Anisotrépico

Este ¢ um problema de transporte de né&utrons numa placa
heterogénea consistindo de trés reqies com espalhamento li-

nearmente anisotrépico descrito pela equagSo:

9 wix,u)
X

+ al(x) wixap) =

1 . . .
—— (¢ (x) + 30;1(x) Hopt) wlxgeu') du’ o, (4.9)

20

com 0 £ x £ 100 e sujeito &s condi¢des de contorno

w(O,u) =1 >0, (4.9a)

w(100,u)

"
o

, Hm <O, (4.96)

e & condi¢Z%0 de interface

ite

w'(xi,u) = Y (xi,y) . -1

IA
T

1A

-

u*® o, (4.9c)

com i = 1, 2.



Para este caso,

rados para as trés reqides.

G, = 1.0cm~ 1, Ggo =
gil¥o: espessura de
Ogy = 0.30cm-1,

mesmos parametros

por este método, usando as condig¢®es de contorno de Mark,

ra o fluxo escalar médio foram comparados com resultados obti-

0.90cmt e o,

50cm,

L3}

da primeira reqifo.

Primeira reqifo:
= 0.80cm™1.

6, = 0.60cm™1,

O0s sequintes parametros foram conside-

A terceira reqgi%o tem espessura de 30cm

Os resultados obtidos

dos pelo método SGF-S, [11]1 e sfo apresentados nas tabelas
4.12 a 4.14.
Tabela 4.12 - Compara¢fo numérica entre os valores obtidos pa-
ra o fluxo escalar médioc pelos métodos
SGF 5, .
Posig8o LTP, SGF S,
o) 0.62020x10t*00 0.62020x10*90°
20 0.42912x10-02 0.42912x10-92
70 0.28178x10-11 0.28178x10-11
100 0.13775x10-14 0.13775x10-14
Tabela 4.13 - Comparacfioco numérica entre os valores obtidos pa-
ra o fluxo escalar médio pelos métodos
SGF S, .
Posig¢8o LTP, SGF S,
o) 0.60819x10*00 0.60819%x10*00
20 0.41486%x10~°92 0.41486x10-°92
70 0.31917%10-49° 0.31917x10-19°

100

0.24196%x10-19

0.24196x10-29

espessura 20cm,
Sequnda re-

Ggo = 0.40cm—1
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Tabela 4.14 - Compara¢iio numérica entre os valores obtidos pa-
ra o fluxo escalar médio pelos métodos LTP, e
SGF Sg .
Posigio LTP, SGF Sg
o) 0.61112x10%00 0.61112x10t00
20 0.41033x10-02 0.41033x10-02
70 0.32316%x10-30 0.32316x10-10
100 0.24323x10-19 0.24323x10-19

4.3.2 Desvantagem Térmica

Este problema consiste na determinag¢8o do fator de des-
vantagem térmica numa placa heterogénea de duas regiBes com
espessura total de 4cm, espalhamento isotrépico e vacuo nas
fronteiras, descrito como:

a ywix,u)

M v, B + ol(x) wix,pn) =

1
-é— oao(X) wlx,u' ddp' + —é— Q(x) , O x < 4 (4.10)

-1

sujeito As condigdes de contorno

!
O

w(O,u) y M > 0 (4.10a)

1
O

w4, ) s M < O . (4.10b)

e & condig3o0 de 1nterface

* 0. (4.10c)

1A
T

1A
—
o
T

1
w (xi,p) = W (xi,p) ' -1



X6
Neste caso foram considerados os seqQuintes parametros:

o, 0 < x < 2.5,
o, (%) = (4.10d)
0.98 , 2.5< x < 4 ,

Q(x) = (4.10e)
1, 2.5 < x £ 4
e G = 1.0cm 1, Uma vez conhecida a solug¢3o do problema (4.10)
entio, o fator de desvantagem térmica & calculado como
[ -
&(x) dx
d2.5
2.5
= . 4,
¥ s (4.11)
2.5
®(x) dx
Jo

Os resultados obtidos para o fator de desvantagem tér-—
mica pelo método LTPy foram comparados com os resultados do
codigo ANISN (Sye) [29] e sdo apresentados na tabela 4.15 para
valores de 6,, na primeira regiffo variando entre 0.99cm~* e
0.30cm-t. 0Os erros percentuais da aproxima¢f%o LTPy em relagfo
A aproximaglo S,y S30 apresentados na tabela 4.16 e mostram
que o fator desvantagem térmica pode ser obtido com erro maxi-
mo de 0.48% pela aproximag8o LTPg; para o caso mais critico,
Geo = 0.3cm™*, quando a heterogeneidade aumenta e a interface

em x = 2.5cm se torna mais importante.



Tabela 4.15 -~ Comparagio

para
LTPy e Sge-

namerica

entre os
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valores obtidos
o fator desvantagem térmica pelos métodos

2PN LTP, LTP, LTP,y LTP, LTPy Sew
0.99 1.610 1.767 1.793 1.798 1.799 1.801
0.98 1.665 1.839 1.868 1.873 1.875 1.877
0.97 1.719 1.911 1.942 1.948 1.950 1.953
0.96 1.774 1.983 2.016 2.023 2.025 2.028
.95 1.828 2.054 2.090 2.097 2.099 2.103
0.93 1.936 2.196 2.237 2.245 2.248 2.252
0.90 2.097 2.408 2.456 2.466 2.469 2.474
0.80 2.621 3.097 3.170 3.186 3.121 3.199
0.70 3.130 3.7465 3.865 3.887 3.895 3.907
0.60 3.626 4.415 4.543 4.572 4,583 4.599
0.50 4.110 5.051 5.207 5.244 5.257 5.279
0.40 4.583 5.675 5.859 5.904 5.921 5.948
0.30 5.048 6.288 6.501 6.554 6.575 6.607
Tabela 4.16 - Erro percentual relativo do método LTPy para o
fator desvantagem térmica.

osO LTP, LTP, LTP, LTP, LTPg Seeo
0.99 10.632 1.915 0.460 0.189 0.104 1.801
0.98 11.323 2,030 0.505 0.217 0.127 1.877
0.97 11.971 2.152 0.560 0.258 0.163 1.953
0.%6 12.538 2.231 0.577 0.261 0.160 2.028
0.95 13.074 2.318 0.603 0.276 0.170 2.103
0.93 14.026 2.467 0.648 0.294 0.177 2.252
0.90 15.245 2.679 0.721 0.332 0.202 2.474
0.80 18.062 3.205 0.896 0.411 0.241 3.199
0.70 19.884 3.647 1.084 0.519 0.315 3.907
0.60 21.163 3.994 1.228 0.593 0.358 4.599
0.50 22.151 4.311 1.372 0.673 0.410 5.279
0.40 22.942 4.591 1.499 0.743 0.453 5.948
0.30 23.596 4.835 1.607 0.796 0.481 6.607
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4.4 Espalhamento Totalmente Anisotrépico

Este ¢ um problema de transporte de fédtons que consiste
na determinag¢lo do fluxo escalar e da corrente transmitida nu-
ma placa plana homogénea de espessura de 10cm com espalhamento

anisotrépico sem absor¢Xo, descrito como:

g ywix )
% wa ;“ + o, wix,) =
1
Oe(p,p') wlx,u'ddu” 0 2 x £ 10 , (4.12)
-1
sujeito As condig¢gdes de contorno
w(O,p) = &(u—-1) ®>0 (4.12a)
w(io,u) = O H <O . (4.12b)

Nesse problema o modelo de Henyey-Greenstein [29] foi

considerado para o0 ndcleo de espalhamento, ou seja,

L=<N

6 () =6 p-2Lrl p oo pu 0.2, a1z
- t L 4 Z
£=0
com &8, = 1.0cm~*. Os resultados obtidos por esse método para o

fluxo escalar no ponto médio da placa, x = 5cm, e para a cor-
rente transmitida na fronteira x = 10cm sfo comparados com oOs

obtidos pelo céddigo ANISN (Sgg) [29] e apresentados na tabela

4.17.
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Tabela 4.17 - Comparag3o numerica entre os valores obtidos
para o fluxo escalar no ponto médio (x=5cm) e a
corrente transmitida pelos métodos LTPy e S g.

LTP, LTP, LTPy LTP, Sesn

&(5) 2.00000 2.58B616 2.49512 2.51585 2.51470
J*(10) 0.160000 0.204993 0.198062 0.199821 0.199642

Tabela 4.18 - Erro percentual relativo do método LTPy para o
fluxo escalar no ponto médio (x=5cm) e a corren-
te transmitida.

LTP, LTP, LTPy LTP, Sen
&(5) 20.468 2.842 0.779 0.046 2.51470
J*(10) 19.857 2.680 0.791 0.090 0.19964

Os erros percentuais da método LTPy em relag&c A apro-
maglo Sgg4 apresentados na tabela 4.18, mostram que o mesmo é
aplicavel em problemas de anisotropia geral, gerando resulta-

dos com erro maximo de 0.09% pela aproximagfSo LTP,.



S. APLICACUES PARA MULTIGRUPO

Neste capftulo a formulagZo LTPy para multigrupo, apre-
sentada no capftulo 3, & aplicada a problemas com dois grupos
de energia em meio homogéneo e heterogéneo, considerando espa-

lhamento isotrépico.

5.1 Problema Homogéneo

Neste problema foil considerada uma placa homogénea com
espessura de 100cm, espalhamento isotrépico e dois grupos de
energia. As secg®es de choque e as condi¢®%es de contorno para

os dois gQrupos de energia sio apresentados na figura 5.1.

Gy 4 =0'tz=1.00Cm"
Wy (O,)=0 BGaq4=0.99cm~t Ogz,=0.005cm"1 Wy (100,-u)=0

wy (O, 1) =1 Bgq2=0.008cm-* O,;;=0.98cm™1 wz (100,~-u)=0
0y =0z =0
x=0Ccm x=100cm
Figura 5.1 - Parimetros para o problema homogé&neo.

Os resultados obtidos pela formulaglo LTP,, associada
As condi¢Ses de contorno de Mark, s30 comparados com 0os obti-
dos por Barros [12] e apresentados na tabela 5.1. A coincidén-
cia dos resultados numéricos & justificada pelo fato da formu-
laga3o LTPy ser analitica e o método SGF-S4y um método nodal 1i-

vre de erro de truncamento.
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Tabela 5.1 - Comparag3o numérica entre os valores obtidos para
o fluxo escalar médio para dois Qrupos de energia
pelos métodos LTP; e SGF S, .

Posiglo LTP, SGF-S4

Grupo 1 Grupo 2 Grupo 1 Grupo 2

(o) 0.91268x10*90 0,27264Ex10-9% 0.9126Bx10*90 (,27264x10-04
30 0.55129%10-°9 0.33652Ex10-99 0.55129x10-93 0.33652x10-99
100 0.62769%10-°7 0.3B443Ex10-°7 0.62769%10-97 0.38443x10-97

5.2 Problema Heterogéneo

Este ¢ um problema de transporte de néutrons para dois

meios distintos com espalhamento isotrépico e dois grupos de
energia, o0 qual foi resolvido por Ishiguro [20} usando o méto-
do de expansZo em autofungdes singulares. O0Os valores das sec-
¢8es de choque considerados aparecem na tabela 5.2, sendo que
cada uma das placas Jjustapostas tem espessura correspondente A

uma unidade de livre caminhao médio do grupo 2.

Tabela 5.2 - Secgdes de choque
heterogéneo, [20].

macroscdpicas para o problema

Conjunto 1 Conjunto 2

o

a, 2.986500 2.966400
o, 0.887980 0.887310
Oy s 2.967600 2.887600
Oy 2 0.047490 0.045880
Oy 0.000336 0.001060
. 0.839750 0.839120

intervalo de energia

(

O < E <€ 15 MeV

) * foi1 dividido

dois grupos considerando a energia de corte de 0.3 eV qerando

ESCOLA DE ENGENHARIA

BIBLIOTECA
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ent%o as sequintes faixas de energia para os grupos térmico e
rapido respectivamente:
Grupo 1: £ < 0.3 eV

Grupo 2: £ 2 0.3 eV

Foram considerados trés casos de fluxo angular inciden-

te em x = Omfp e vaAcuo em x = 2mfp para todos casos,

|

N
o
- O
S

£ () CASO 1
0

flu) = 3 u | , CASO 2
o)

flu) = 4 L2 ) . CASO 3

sendo aplicadas as condig¢®es de contorno (2.17), onde a funglo
peso P, (y) foi substitufida por p™ (n = O, 1, ..., (N~1)/2).

0O fluxo escalar & definido por

H

w (x,p2) du (5.1)

Os resultados para o fluxo escalar obtidos por este mé-
todo para o fluxo escalar do grupo 1, caso 1! e 2, s%X0 reporta-
dos nas tabelas 5.3 a 5.46. Por outro lado, o fluxo escalar pa-

ra os grupos 1 e 2, caso 3, & mostrado na figura 5.2.



Tabela 5.3 - Resultados

escalar do
parametros
conjunto 2

obtidos pelo método

qQrupo 1,

dados como:

com f(pu)

para o meio 2.
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LTPy para o fluxo

descrito no caso 1 e

conjunto 1 para o meio 1,

X LTP, LTPy LTPy LTP, {201

. 0.14826 0.16369 0.16442 0.16506 0.16816
0.2 0.31562 0.36627 0.36652 0.36542 0.36402
0.4 0.42425 0.47372 0.466%96 0.46487 0.46469
0.6 0.481647 0.52288 0.51445 0.51320 0.51356
0.8 0.49460 0.52760 0.52004 0.51959 0.52003
1.0 0.46907 0.49399 0.48764 0.48764 0.48805
1.2 0.41757 0.43733 0.43236 0.43261 0.43299
1.4 0.35047 0.36970 0.36645 0.36679 0.36714
1.6 0.2703%9 0.29066 0.28927 0.28947 0.28974
1.8 0.17928 0.19852 0.20014 0.20070 0.20071
2.0 0.07860 0.08366 0.08454 0.08521 0.08688

Tabela 5.4 - Resul tados

obtidos pelo método

escalar do
parametraos
conjunto 1

grupo 1,

dados como:

com f(u)

para o meio 2.

LTPy para o fluxo

descrito no caso 1 e

conjunto 2 para o meio 1,

X LTP, LTPg LTPs LTP, £203
0.0 0.13006 0.14150 0.14219 0.14278 0.14545
0.2 0.27552 0.31407 0.31440 0.31352 0.31225
0.4 0.37165 0.40683 0.40120 0.39954 0.39937
0.6 0.42821 0.45563 0.44856 0.44771 0.44804
0.8 0.45323 0.47529 0.46855 0.46833 0.46878
.0 0.45330 0.47515 0.46971 0.46994 0.47039
1.2 0.42704 0.45112 0.44710 0.44756 0.44800
1.4 0.37277 0.39841 0.39549 0.39591 0.39637
1.6 0.29521 0.32208 0.32093 0.32117 0.32156
1.8 0.19873 0.22333 0.22547 0.22610 0.22618
2.0 0.08736 0.09398 0.09511 0.09590 0.09781
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Tabela 3.5 - Resultados obtidos pelo método LTPy para o fluxo
escalar do grupo 1, com f(u) descrito no caso 2 e
parametros dados como: conjunto 1| para o meio 1,
conjunto 2 para o meio 2.

X LTP, LTP, LTPy LTP, €201
0.0 0.11120 0.15128 0.156484 0.15835 0.16266
0.2 0.23672 0.34290 0.35479 0.35583 0.35678
0.4 0.3181¢%9 0.45180 0.46040 0.46015 0.46118
0.6 0.36125 0.50673 0.51413 0.51365 0.51434
0.8 0.37095 0.51815 0.52489 0.52411 0.52444
1.0 0.35180 0.49052 0.49585 0.49474 0.49492
1.2 0.31318 0.43832 0.44218 0.44089 0.44108
1.4 0.26285 0.37341 0.37646 0.37516 0.37541
1.6 0.20279 0.29541 0.29819 0.29691 0.29716
1.8 0.13444 0.20270 0.20681 0.20629 0.20633
2.0 0.05895 0.08555 0.08742 0.08764 0.08939

Tabela 5.6 - Resultados obtidos pelo método LTP, para o fluxo
escalar do qrupo 1, com f(u) descrito no caso 2 e
parametros dados como: conjunto 2 para o meio 1,
conjunto 1 para o meio 2.

LTP, LTP, LTPy LTP, €201
0.0 0.09754 0.13071 0.13545 0.13676 0.14054
0.2 0.20664 0.29431 0.30439 0.30530 0.30612
0.4 0.27874 0.38921 0.39643 0.39619 0.39702
0.6 0.32116 0.44378 0.44991 0.44941 0.44991
0.8 0.33992 0.46977 0.47505 0.47411 0.47433
1.0 0.33997 0.47518 0.47996 0.47864 0.47875
1.2 0.32028 0.45533 0.45943 0.45787 0.45801
1.4 0.27957 0.40504 0.40807 0.40635 0.40663
1.6 0.22141 0.32927 0.33213 0.33046 0.33078
1.8 0.14904 0.22924 0.23382 0.23306 0.23313
2.0 0.06552 0.09640 0.09869 0.09891 0.10089
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Figura 5.2 - Resultados para o fluxo escalar dos grupos 1 e 2,

aproximag3o LTP,, com f(u) descrito pelo caso 3.
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Tabela 5.7 - Erro no fluxo escalar pela aproximag¢Z3o LTP, em
relagio A solugfo por autofung®es singulares [201].

N Caso 1 Caso 2
(mfp) 3, ()% 2, 00°%] B, 00° 3,000
.0 1.84 2.65 1.84 2.69
.2 .38 .27 .41 <27
.4 .04 .22 .04 .21
.6 .07 .13 .07 .11
.8 .08 .06 .10 .05
1.0 .09 .04 .09 .02
1.2 .09 .05 .09 .03
1.4 <10 .07 .11 .06
1.6 .10 .09 .12 .09
1.8 .01 .03 .02 .02
2.0 1.92 1.96 1.95 1.96
a meio 1 - conjunto 1 ; mei1o 2 -~ conjunto 2
b meio &2 - conjunto 2 ; Mmeio 2 - conjunto 1

Os erros percentuais dos resultados obtidos pelo método
LTPy relativo ao método de expansio em autofung®es singulares
(20] s&%o apresentados na tabela 5.7, oOs quais mostram que a
aproximagfio LTP, gera resultados para o fluxo escalar com erro
maximo de 0.1% nos pontos interiores e 2.7% nas fronteiras da

placa para todos os casos aqui considerados.



6. PROBLEMA INVERSO

0O problema direto em teoria de transporte, consiste na
determina¢80 do fluxo angular no interior do dominio, uma vez
conhecidos os parametros fisicos do meio e o fluxo angular in-
cidente na fronteira, engquanto que o problema inverso consiste
na determinagio das propriedades do meio ou das condi¢&es de
contorno, uma vez conhecido o fluxo escalar no interior do do-
minio [261. Neste capitulo a formulagZo LTPy, desenvolvida nos
capitulos 2 e 3, ¢ aplicada na resolugZo dos problemas inver-—
s0s mencionados. Inicialmente, na secglio 6.1, ¢ considerado o
problema que consiste na determinagfo do fluxo angular 1inci-
dente na fronteira de uma placa homogénea uma vez conhecido o
fluxo escalar em pontos interiores ao dominio [35,36). Na sec-
¢%0 6.2, ¢ abordado o problema de obtencXo dos parametros fi-
sicos do meio uma vez conhecido o fluxo angular emergente na
fronteira {153. Finalmente, na sec¢fio 6.3, & resolvido o pro-
blema de determina¢3o da espessura critica de uma placa homo-

g&nea para um dado valor do parametro c.

6.1 Determinagio do Fluxo Angular Incidente para Um Grupo de

Energia

Considerando o segquinte problema de transporte de néu-
trons em geometria plana com espalhamento anisotrépico linear

e um grupo de enerqgla:
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8 wix,u)
H — 3 x * o whap =

— (oao + 3 Onn R wlx,p') du v (6.1)

-1

com O = x £ R e as seguintes condi¢®es de contorno

f() 4 p >0, (6.1a)

€
(@)

T
!

w(R, ) g(u) 4, p < 0O . (6.1b)
A solugifo do problema (6.1) pela formulaglo LTPy & ex-
pressa camo

N+1
zlPk exp Cskx] f(O) ' (6.2)

pix,p) = v
~ ok
onde as matrizes coeficientes P, o0s autovalores s, e o vetor
v foram determinados no capitulo 2.
Integrando a equa¢fo (6.2) em ¢ no intervalo (-1,1] re-

sulta a sequinte expressfo analitica para o fluxo escalar num

ponto qualquer no interior do dominio:

Q(xi) = ¥ Pk(l) exp(skx_) @(O). (6.3)
1 fa ™l

onde P, (1) & a primeira linha da matriz Py. Conseqlentemente,
¢(0) pode ser calculado, conhecendo-se o fluxo escalar em N+1
pontos interiores ao daminio pela solugfao do sistema linear

descrito pela equag¢8o (6.3).
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0O método exposto foi aplicado na resolu¢Zo do problema
inverso de determinagio do fluxo anqular incidente na frontei-
ra de uma placa homog&nea com espalhamento linearmente aniso-
trépico e um grupo de energia, cujos parametros fisicos sio

apresentados na Figura 6.1.

w(O,u) 8, =1.00cm™* w(100,-w)

BOp 0=0.99cm—*

L
BOgy =0.80cm—*

x(cm)

100

Figura 6.1 - Parametros fisicos da placa homogénea.

Foram considerados trés casos distintos de localizagio
dos pontos nos quais o fluxo escalar ¢ conhecido, de modo a
verificar a influéncia desta localiza¢Zo no valor do fluxo an-
gular incidente. Os valores do fluxo escalar nos referidos pon
tos foram obtidos através da resolu¢ifo do problema 4.1 pela
aproxima¢3o LTP, com as condi¢gdes de contorno f(u) = 2 e

glpu)=1.

L]
]

CASO 1: &(20) 3.348x10-1¢ e 2(25) 2.289%10-1*

CASO 2: &(45) 5.961x10-2 e $(33) 4.659%10-2

i
[

CASO 3: 2(793)

"

1.180x10-1 e % (80)

H

1.698x10-1

Os valores obtidos para o fluxo angular incidente, pela
aproximagido LTP; , mostrados na tabela 6.1, Jja indicam a depen-
déncia destes com a localizag¢%o dos pontos. A parfir da aproxji
mag%o LTP; esta dependéncia se torna mais acentuada, de modo

que os valores obtidos para o fluxo anqular i1ncidente sS3o pre-



cl1s0s apenas
cldo sZ%o préximos A fronteira.
optou—-se por refinar os valores obtidos pela aproxima¢fo
através do
para a terceira iteragio apresentados na

trés casos,

so 2.

Tabela 6.1

- Valores do

método da bissecgio,

fluxo anqgular

sendo os resul tados

incidente,

tabela 6.2,

LTP, .

CASO 1 CASO 2 CASO 3
f () 1.870 1.888 2.031
g () 1.209 0.946 0.935
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quando os pontos em que o fluxo escalar & conhe-

Para solucionar este problema,

LTP,
obtidos

para os

podendo—-se observar gque o maior erro ocorre no ca-

pelo método

Tabela 6.2 - Valores do fluxo angular incidente, pelo método

LTPy - 3¢ iteracglo
LTP, LTPy LTP, EXATO
f(u) glpu) f(u) q(u) flu) Q) f(u) qlu)
CASO 1] 2.013 1.4694 1.999 0.994 2.000 1.004 2.0 1.0
CASD 2] 2.016 1.0193 1.998 1.002 1.999 1.001 2.0 1.0
CASO 31 2.342 1.007 1.995 0.999 2.003 1.000 2.0 1.0

6.2 Determinag¢Sc do Fluxo Angular Incidente para G Grupos de

Energia

Considerando o sequinte problema de transporte de néu-

trons em geometria plana com espalhamento isotrédpico e modelo

de multigrupo para energila:



S1

Oy (x,.u)
M . mu +0lg wg(xm)
1 ‘o
— T og.g wg,(x,u') du , 0 < x £ R , (6.4)
g’ =1

(6.4a)

I

—+4
T
T

o

Wg(ovu)

(6.4b)

H
is)
T
T

N
(o]

wg<R,u>

e A condi¢80 de continuidade de fluxo angular nas i1nterfaces

para problemas heterogéneos
w;(xi,p) = (% 4p) 4 -1 = p=<1, p*oO. (&.4C)

A solug3o do problema (6.4) pela formulagio LTP, para o
grupo g, descrita no capitulo 3, & dada por:
GN
L

wg(x,p) =V Pk exp [ska P(0), (6.93)

k=1

com qQ =1, ... G e GN =G x (N + 1). 0Onde as matrizes caefi-
cientes Py, os autovalores s, e o vetor V, s%o caracteristicos
da formulag3o LTPy,, descrita no capitulo 3.

Integrando a equa¢do (6.5) em p no intervalo [-1,1] re-
sulta a seguinte expressfo analitica para o fluxo escalar num

ponto qualquer no i1nterior do dominio:
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GN
Qg(xi) = T Pk(lg) exp(skxi) f(O) ’ (6.6)
k=1
para g =1, ..., 6, onde ig define a linha da matriz P, que

permite calcular o fluxo escalar com energia no grupo g, gené-
ricamente escrita como ig = (g - 1) x (N + 1) + 1. Conseqtien-
temente, @(0) pode ser calculado, conhecendo-se o fluxo esca-
lar em GN pontos interiores do dominio pela solug3o do sistema
linear descrito pela equag3o (6.8).

A solugXZo do problema inverso pelo método exposto foa
aplicada A& um problema de duas placas justapostas considerando
dois grupos de energia, cujos parametros fisicos, medidos em
unidades do livre caminho médio do grupo 2, s3o apresentados
na Figura 6.2.

0 intervalo de energia (0 ¢ E < 15 MeV) fo1 dividido
nos sequintes grupos, térmico e rapido (201,

Grupo 1: E < 0.3 eV

Grupo 2: E = 0.3 eV

MEIO 1 MEIO 2
6, =2.986500 6, =2.966400
6, =0.887980 6, =0.887310
wg(o.y) Gy 4 =2.967600 G, 4 =2.887600 wg(2,-y)
G, 2=0.047490 G, 2=0.045880
G, =0.000336 Gz, =0.001060
032 =0.839750 035 =0.839120
» X(mfp)
Figura 6.2 - Parametros fisicos da placa heteroqgénea.

Fol1 resolvido o problema em que considerou—se fluxo an-—

gular incidente constante em x = Omfp, condig¢X%o (6.4a), e va-
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cuo em x = 2mfp, condigXZo (6.4b).

Tabela 6.3 - Valores do fluxo anqular incidente rapido, pelo
método LTRy.

LTP, LTP, LTPy LTP, EXATO

fu () 1.90 1.96 1.98 2.00 2.00

Os resultados apresentados na Tabela 6.2 mostram que
0s valores obtidos pela aproximag8io LTP, coincidem em dois al-
garismos significativos com a solugf8o exata, observando que os
fluxos escalares considerados foram tomados em pontos interio-

res do meio 1.

6.3 Determinagio do Parimetro de Espalhamento

Considerando o sequinte problema de transporte de néu-
trons em geometria plana, espalhamento isotrépico e um grupo

de energia em dominio semi-infinto:

I wix,u)
X

+ wx,u)

—— wlx,p') du” 0 <= x <o, (6.9)

sujeito as condi¢&Ses de contorno

w(O,u) f(u) , >0, (6.9a)

1
o
X
8

i
1A

T
1A
o

WX ) n* 0. (6.9b)
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No problema inverso considerado nesta sec¢3io, o parame-
tro c é desconhecido enquanto o fluxo angular de néutrons que
sal do dominio em x = O & conhecido e, conseqlientemente, o al-
bedo, descrito no capitulo 2, tamSém é conhecido. Ent3o, re-

sulta a seguinte equag3o transcendental para o parametro c:

N
A* = 2 Yy ¢,(0,c) 1,(w) (6.10)
4 4
£=0
sendo
1
. 2¢&+1 _
I[ T ——— M Pl( ) du (6.10a)
o

Para a obten¢iio do parametro ¢, a equag¢lo transcenden-
tal (6.10) & resolvida pelo método da bissecgZio, observando
que para a aproximag¢lio LTPR,, conforme o exemplo descrito no

capitulo 2, o valor de c é& determinado pela expressfio:

_ 3 A* - 1 2
c = I”I[-F—'._——i—] (6.11)

Tabela 6.4 - Valores do parametro c pelo método LTPy.

A% LTP, LTP,, LTP, s EXATO
.0217 .1194 .1089 .1051 .1000
.0463 .2153 .2070 .2031 .2000
.0745 .3117 .3054 .3030 .3000
.1073 .4085 .4038 .4021 . 4000
. 1465 .5059 .5026 .5014 . 5000
.1947 .6038 L6017 .6010 . 6000
.2566 .7023 .7010 .7006 .7000
.3419 .8011 .B00S .8003 .8000

.4780 .9003 .9001 . 2000 .9000
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Na tabela 6.3 sio apresentados resultados numéricos pa-
ra o parametro c, pelas aproximag&es LTP,, LTP, e LTP;g. Cum-—
pre ressaltar que o erro mAximo encontrado para a aproxima¢3o
LTP, o foi de 5%. Este fato mostra que a solug3o do problema
inverso, em teoria de transporte de né&utrons, geometria planar
e meio semi-infinito pode ser resolvido de maneira computacio-

nalmente simples e precisa pelo método LTPy.

6.4 DeterminacZo da Espessura Critica

Considerando o seguinte praoblema de transporte de néu-

trons em geometria plana com espalhamento isotrdpico e um gru-

po de energia :

a W(X;H) + oplx,u) =
1
_,E_ wix, ') du’ 0< x =R, (6.14)

sujeito as condig¢®des de contorno

wio,u) = 0 , u >0, (6.14a)

1
O

w(R,u) u < 0 . (6.14b)
Usando as condi¢des de contorno de Marshak e a aproxi-
magdoc LTP,, obtém-se a sequinte expressd@3o para a espessura

critica
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R = T%T arctg [-|6]/C1.75 - &1 , (6.15)

onde & = Y 3I(1-c) .

Tabela 6.5 - Comparag8o entre os valores obtidos pelo método
LTPy e valores analiticos para a espessura criti-
ca de uma placa homogénea.

c Exato LTP, ERRO% LTP, ERRO% LTPy ERRO%
1.1 4.,2266 4.4573 5.46 4.2427 0.38 4.2318 0.12
1.2 2.5796 2.8250 9.51 2.6040 0.95 2.3852 0.22
1.3 1.8776 2.1226 13.05 1.9099 1.72 1.8840 0.34
1.4 1.4768 1.7162 16.21 1.5153 2.61 1.4844 0.51

) 1.2152 1.4470 19.07 1.2583 3.55 1.2243 0.75

.6 1.0303 1.2538 21.69 1.0768 4.51 1.0409 1.03
1.7 0.8928 1.1078 24.08 0.9414 5.44 0.9047 1.33
1.8 0.7963 0.9931 24.71 0.8364 5.04 0.7995 0.40
1.9 0.7016 0.9006 28.36 0.75926 7.27 0.7158 2.02
2.0 0.6527 0.8241 26.26 0.6841 4.81 0.6477 0.77

Os resultados numéricos para a espessura critica descri

ta pela equa¢io (6.15)

dos pelo método de Case {61

de onde se pode concluir que a espessura critica de uma

foram comparados com os resultados obti

e s%0 apresentados na tabela 6.4,

placa

pode ser determinada com precis3o de no minimo 2% pela aproxi-

magc3o0 LTP,.



7. CONCLUSZXO

Os resultados numéricos obtidos pela aplicag3o da formu
lagdio LTPy, proposta neste trabalho, apresentam boa concordan-
Cia com os resultados disponiveis na literatura com erro maxi-
mo de 13.8% para a aproximag3o LTP; (problema em dominio semi-
infinito com ¢ = 0.1), tanto para os problemas diretos em geo-
metria plana, dominio finito e semi-infinito, um e dois Qrupos
energlia, como para os praoblemas inversos considerados. Cumpre
ressaltar que os resultados obtidos por este método apresenta-
ram uma concordAncia perfeita com os obtidos pelo método SGF-
Sy como era esperado, Jja que o método SGF Sy ¢é livre de erro
de truncamento espacial e o método LTPy é analitico.

Em rela¢%o aos problemas inversos considerados neste
trabalho, os resultados numéricos mostram que o método LTP, é
simples e eficiente tanto para o praoblema de determina¢3o do
parametro de espalhamento, como no problema de determinacio do
fluxo angular incidente na fronteira do dominio, devido ao seu
carater analitico.

Cabe ressaltar que o problema inverso é intrinsecamente
mal-condicionado, uma vez que o argumento das exponenciais que
aparecem no sistema crescem com a ordem da aproximag3o e a es-
pessura do meio. No entanto, devido ao carater analitico da
formulagfio LTPy, acredita-se ser possivel uma mudanga de esca-
la que permita sua aplica¢do a problemas de grande espessura,

e em conseqliencia, eliminar a dependéncia da solugcf%o do pro-
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blema inverso com a posi¢3o dos pontos interiores considerados
para o fluxo es?alar, verificada com essa formulag¢fo.

Todos os calculos necessArios A resolug3o dos problemas
apresentados neste trabalho foram realizados num micro—-computa
dor PC-38B4, sem qualquer recurso sofisticado de programa¢fo ja
que o objetivo deste trabalho foi encontrar uma solu¢3o anali-
tica;para a aproximag8io Py da equaglio de transporte e, nestas
condig¢®es, 0s tempos de execug8o foram de no maximo 30 segun-
dos nds problemas mais complexos, 1. e., 0s problemas de multl
regifo e multigrupo para aproximagdes de maior ordem (N=7).

Apesar dos problemas aqul apresentados serem restritos
a uma dimensfo, a generaliza¢Xo desta formulagZ%o para proble-
mas bidimensionais estad sendo analisada, considerando-o como
um sistema de duas equa¢des unidimensionais acapladas, sendo
ambas resolvidas pela formulag3o unidimensional [13,241. Tam-
bém, a generalizagfo para problemas dependentes do tempo esta
sendo estudada, considerando a aplica¢8%o da transformada de
Laplace na variavel tempo.

Para os problemas nZo-lineares, cogita-se aplicar o mé-
todo proposto por Adomian [1}, que também apresenta a solugio
em forma fechada, baseado na decomposigi3o do operador associa-
do ao problema nZo-linear na soma de operadores linear e n3io-
linear. A aplica¢3o deste método depende do conhecimento da
forma explicita do operador linear inverso que pode ser obtido
pela formulagZo LTPy.

Finalmente, dada a simplicidade do método proposto, de-
vida ao seu caracter analiéico, a possibilidade Has generali-

zagdes acima mencionadas e sua aplicag¢fo a outras aproximagdes
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da equagldo de transporte de neutrons (Sy, Wy e DPy), verifica-
se que este método & aplicaAvel a uma classe abrangente de pro-

blemas em teoria de transporte.
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A. INVERSZO NUMERICA DO PROBLEMA TRANSFORMADO

Observando a equa¢fo (2.6), que descreve o0 problema
transformado, vé-se que a matriz associada ¢ dependente do pa-
raAmetro s, o0 que dificulta a solug8o0 desse sistema para apro-
ximag&des de maior ordem, N > 1. Para contornar esta dificulda-
de apresenta-se a alternativa de utilizag80 da inversfo numé-—
ca da transformada de Laplace por gquadratura de Gauss [37].

Nesse caso o fluxo anqular ywix,u), & expresso como:

)y (A.1)

com x * 03 A, e p, s%o os pesos e as raizes da quadratura de

Gauss, o0 vetor v & definido pela equagio (2.16a) e o vetor

~

$(p/x) & definido como:

S -
Y

.

X ) = ATY¢
N

pk
——) $(0). (A.2)

Aplicando as condi¢des de contorno (2.1a) e (2.1b) ob-
tém-se um sistema algébrico de ordem N + 1 para a determinagSo
das componentes de @(0). Conseqientemente o fluxo angular fica
determinado pela expressiio (A.1).

A invers3o numérica da solugido transformada foi aplica-
da aos problemas descritos nas secgdes 4.7 e 4.9 e os resulta-
dos obtidos para o fluxo escalar médio, usando oito pontos de

quadratura, M = 8, foram comparados com os resultados obtidos



pela inversio analitica e s3o apresentados nas tabelas A.1 e

A.2, considerando as aproximagdes LTP, e LTP;.

Tabela A.1 - Comparagio entre os valores obtidos para o fluxo
escalar médio utilizando invers3o numérica e ana
litica da transformada de Laplace para uma placa
homogénea.

N Posig¢&o Inversiio Numérica Inversfio Analitica
0] B8.377671x10-01 8.377670x10-9°1

1 50 1.741734x10-92 1.741731x10-902
100 1.175609x10-04 1.175605x10-04
o 8.289001x10-°1 8.289001x10-901

3 50 1.634925x10-02 1.634922%x10-02
100 1.176904x10-04 1.176900x10-0¢

Tabela A.2 - Compara¢io entre os valores obtidos para o fluxo

escalar médio utilizando invers3o numérica e ana
l{tica da transformada de Laplace para uma placa
heterogénea.

N Posigfo Invers3o Numérica Inversiio Analitica
o 6.202022x10-°1 6.202022x10-01
20 4,291185%x10-°09 4,291196x10-°09

! 70 2.817682x10-12 2.817822x10-12
100 1.377434x10-15 1.377508x10-15
o 6.272912x10-°1 6.272913x%x10-°1
20 4,023025%x10-09 4,022938x10-°09

3 70 3.085190x10-114 3.085291x10-11
100 2.248359x10-14 2.248442x10-14

Os resultados
alternativa viavel para a

guando a 1nversio analitica nXo for possivel ou for muito com-

plexa.

mostram que a

invers3o numérica é

1invers3o da transformada de Laplace



B. O ALGORITMO DE TRZASKA

O sistema linear resultante da aplicagf8o da transforma-
da de Laplace ao sistema de equa¢®es diferenciais ordinarias
Pns descrito no capftulo 2 pela equaglo (2.46), e no capftulo 3

pela equa¢g3o (3.46), & dado pela expressio
A(s) P(s)=¢(0) , (B-1)

na qual os indices que diferencliam a matriz Ay, para um gQrupo
de energia, da matriz Agys Para multigrupo, sfio omitidos neste
apéndice, pois o procedimento aqui descrito se aplica em ambos
O0s casos.

Para resolver o sistema (B.l1) é preciso obter a matriz
inversa A1 (s), o que nZo pode ser feito numéricamente dada a
existéncia do parametro s. 0O algoritmo de Trzaska [38], des—
crito a sequir, resolve esta questio.

Para tanto, a matriz A(s) & assim decomposta:
A(s) = sCo - C , (B-2)

onde C, e C s3o0 matrizes de dimensdes nxn. Substituindo (B-2)

em (B-1) e resolvendo para g(s) temos:

"]

pls) = (sC_ - cH)y ' g0y . : (B-3)



A matriz (sCgy — C)-* €& entldo expandida em fragdes par-
ciais, considerando que o polindmio caracteristico de A(s),

d(s), possua zeros simples,

P P
A"t(s) = Dis) . o+ + ...
d(s) s—S -5
1 2
P
+ oot s A . (B-4)
5—s 5—-9
n— n

Na expressio acima, d(s) e D(s) denotam respectivamente o de-
terminante e a matriz adjiunta de A(s).

As matrizes parciais Py, P, ..., P, na expressio (B-4)

s30 i1ndependentes de s e expressas por:

D(s )
Pk T eg—— k = 1, 2y ceey 0 (B-5)
d(s )
k
onde
° d
d(sk) = T d(s) e=s ’ k = 14 2, caay N . (B-6)

k

Assim conhecendo D(s) e d(s) pode-se faAcilmente obter
as matrizes parciais Py, P, ..., P,.
Para determinar a matriz D(s) aplica-se o teorema de

Cayley—-Hamilton, ou seja:

+ a 1(5) A(s) + an(s) I = 0 , (B-7)



onde I denota a matriz identidade e os coeficientes a; (s)
(k =1, 2, «+., N) s80 os coeficientes do polindbmio caracteris
tico de A(s). A equa¢8o (B-7) pode ser reescrita como:

n-1

1 n
= + + ...
I 1= [A (s) aa(S) A (s)

+ a (s) A(s)] . (B~-8)

n-1

Prémultiplicando ambos os lados da equa¢Bio (B-8) por A-1(s)

obtéem-se:

n-2
= + P,
A (s) E:TET [ A (s) at(s)A(s)
+ a ‘(s) ) 4 (B—-9)
ne-

Esta expressZo estabelece que a inversa da matriz A(s) pode
ser expressa em termos de suas suscessivas poténcias inteiras
de ordem n-k (k = 1, 2, ..., n) prémultiplicadas pelos coefi-
cientes correspondentes a,_.,,(s) com agi(s)=1.

Assim, substituindo (B-9) na equagio (B-X) obtém—-se a

seguinte expressfio para a inversa da matriz A(s):

-1 1 n-1 n-m-1 n Pk
A (s) = ——a——(?rg am(S)A (s) = g c—c . (B—-10)
n m=0 k=1 k

Agora, vé-se a partir da expressic (B-10) que, para cal
cular a 1nversa da matriz A(s) todos os coeficientes ay_,(s) e

poténcias suscessivas da matriz A(s) devem ser determinadas.



Para tal um algoritmo eficiente foi desenvolvido usando

o tri&ngulo de Pascal. Para esse propédsito pode-se observar

"

que os coeficientes ap(s) (k o, 1, ..., n) podem ser repre-

sentados na sequinte forma:

+ a s + a ’ (B-11)

i

onde g, 6 , S&0 numeros reais m O, 1, ..., k.
Além disso & facil ver que a k'ésima poténcia da matriz

A(s) pode ser expressa coma:

k k k-1
= + + ...
A (s) Ak.k S Ak,k-1 )
+ + . -
Ak’1 S Ak,o (B-12)
As matrizes constantes A , (m = 0, 1, ..., k) podem

ser facilmente calculadas de acordo com o diagrama mostrado na

figura B.l1. 0O uso do diagrama para calcular todas as matrizes

A, m e os coeficintes a , (kym =0, 1, ...y N, Mm = k) sera
explicado a sequir.
Levando em conta as equagdes (B-11) e (B-12) pode-se

estabelecer que



onde Dy (k

n
o
-
(=
-

.xsy N—1) s%0 matrizes constantes expressas

como:
n-1
D = T a . A ' (B-14)
¥ h=o,jsh P-d @
q=0,r<q
com k = 0, 1, ..., n—=1, h+g = n-1 e j+r = k < n-1.

Substituindo a equagiZo (B~13) na equa¢3o (B-5) obtém-se

as sequintes expressdes para as matrizes Pp :

P, =9, [D _, 5 *D 2 Sk o
+D s +D] , (B~15)
onde
q = - la(s)H17*, (B-16)
e
a (s =9 . (s (B~17)
n ok “ds  “n s=s ’

com k = 1, 2, «..4y N.



B.1 O Triangulo de Pascal Matricial

Todos os calculos das matrizes parciais Py (k = 1, 2,
«sey N) na expansi%o (B-1) podem ser realizados de acordo com o
diagrama mostrado na figura B.l. Este apresenta uma forma seme
lhante ao triangulo de Pascal. Neste triangulo a matriz sMAy .,
¢ anexada ao né (k,m) formado pela intersecgZ0 da k'ésima e da
m'ésima linhas (k,m = 1, 2, ..., n). Para determinar a matriz
s™Ay m € recomendado o uso da regra da “letra V". Deste modo
esta matriz ¢ relacionada diretamente com as duas matrizes
localizadas nos n&s superiores que correspondem aos topos da
"letra V" no tri&ngqulo de Pascal. Assim a regra da "letra V"
deve ser aplicada da seguinte maneira: A matriz localizada no
vértice inferior de "V" & a soma da matriz no vértice superior
esquerdo de "V" multiplicada por (-C) e da no vértice superior
direito de "V" multiplicada por sC; como & mostrado pelas
setas externas na figura B.l1. Esta regqra também se aplica aos
nés localizados nos lados do tridngulo. Neste caso as matrizes
em todos os vértices superiores direitos de “VY para o lado
direito e as matrizes em todos os vértices superiores esquer-—
dos de "V" para o lado esquerdo s%o zero. Ent8o0, a partir da
regra da letra "V", tem-se

— para o lado esquerdo do tri&ngulo:
A = A c =C (B—-18a)

— para o lado direito do tridngulo:

A = A (-¢) = (-nHr* ck, (B-18b)
k,O k-1,0
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— para os nds 1nteriores do triadngulo:

Ak’m = Ak—z,m(_C) + Ak-z,m—zco ’ (B-18c)
com k = 1, 2y..04ny, m =1, 2, ..., n-1 e m < k.

0 diagrama apresentado na figura B.1 também pode ser
usado no calculo dos coeficientes ay(s) (k = 0, 1, ...y N),
descrito pela equa¢fio (B-11). E facil mostrar que os coefi-
cientes constantes ay, m POdem ser calculados de acordo com
a regra do "“topo da Arvore", a qual estabelece que o coefi-

ciente a). localizado no néd inferior do "topo da Arvore" no

, m
interior do triAngulo de Pascal & obtido como o trago da soma
das matrizes correspondentes a todos os nés que aparecem na
parte superior do "topo da Arvore", tal gue cada matriz desta
soma & multiplicada por um coeficiente ay,,, cujos indices re-
sultam da diferenga entre os indices correspondentes ao né in-
ferior do "topo da arvore” e os indices do nd em gquestZo. Para
0s nés localizados nos lados do triangulo, a mesma regra usada
no calculo das matrizes & aplicavel. Pela regra do "topo da
Arvore" pode—-se escrever:

— para o lado esquerdo do triangulo:

k-1
-1
ak,k = - trago (Ak,k + ¥ a A ) (Blea)

m,m k-m,k-m
m=1

- para o lado direito do triaAngulo:

= -1 ‘
ak,o = trago (Ak,o + T am'o Ak—m,o) ’ (B—~19b)



- para os nés interiores do tridngulo:

k-1
-1
a = trago (A + Y a . A ), (B-19c)
kom k kem  p=o,j<h N3 oaT
q=0,r=q

sendo k = 1, 2, ..., N, m =1, 2, ..., 01, h+g = k e j+r =
m < k.

A mesma reqra do "topo da Arvore" pode ser usada para

calcular as matrizes Dy, uma vez calculadas todas as matrizes
Ay, m e todos os coeficientes a3, ,, COMO seque:

- para o lado esquerdo do tridngulo:

D = A + ¢ a A ’ (B-20a)
— para o lado direito do triaAngulo:

m, O n—-4-m, 0

- para os nés interiores do tridnqulo:

n—1
D = A + p a A ’ (B—-20c)
k n-1.,k h=0, j<h h,j q.,r
q=0,r=<qg
com k = 1, 2, ..., D2, h+q = n-1 e j+r = k < n-—-1,.

Assim 0 uso das regras da "letra V" e do "topo da arvo-

re" fornece um algoritmo eficiente para o cdlculo da matraiz
inversa A(s). Tendo calculado todos 0s ay , € Ay, (kym = 1,
2y <.eyn ) (m=k) a 1nversa de A(s) pode ser obtida de acordo

com as expressdes (B-10), (B-14) e (B-15).



Finalmente cabe ressaltar que esse algoritmo apresenta
as vantagens da n%o necessidade de invers8o de matrizes, todas
as matrizes envolvidas no calculo serem constantes e, com pe-
quenas altera¢®es, poder ser aplicado a sistemas singulares e

sistemas degenerados.

Figura B.l1 - Forma matricial do triAdnqulo de Pascal.



