UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA

Experimentos com Misturas:

do Planejamento a Analise

Cintia Paese
Orientador: Joao Riboldi

Monografia apresentada para obtencéao
do grau de Bacharel em Estatistica

Porto Alegre, dezembro de 1997.



AGRADECIMENTOS

Agradeco a todas as pessoas que compartilharam dos meus ideais, colaborando
para que esta etapa fosse alcangada. Aquelas que estiveram presentes em todos os

momentos e aquelas que, mesmo a distancia, sempre contribuiram na minha vida.

Agradeco em especial ao Prof. Jodo Riboldi pela amizade e companheirismo.
Agradeco aos meus pais que sempre me apoiaram e possibilitaram os meus estudos.
Ao Elton, por toda colaboragdo. A Suzi pelos momentos de descontragdo. Aos colegas
Hélio e Marcos por todas as licdes que aprendemos juntos. Aos professores do

Departamento de Estatistica, pelo conhecimento transmitido.

A vocés, que mesmo distantes, mantiveram-se ao meu lado, apostando nesta
conquista e acreditando que os limites estdo além dos sonhos.

Muito obrigada!



indice

1 - Introdugdo

1. 1. Experimentos com misturas

1.2. Importancia e justificativa

1.3. Objetivos

1.4. Estrutura do trabalho

2 - Caracterizagdo de experimentos com misturas

2.1. O planejamento

2.2. O problema geral de misturas

3 - Planejamento e Polinémios candnicos

3.1. Planejamentos simplex-lattice

3.2. Planejamentos simplex-centroide

........................................................................

3.3. Planejamentos axiais

4 - A metodologia de superficie de resposta no contexto de experimentos com misturas

5 - Analise dos dados da mistura

5.1. Estimativas dos parametros

5.2. Analise de Variancia



3.3. Adequabilidade do modelo aJustado.. .o s massossssnns 32

5.3.1. Coeficiente de determinagao. ..........oovvveiiuieriouireeeiiieeeeieee e 33

3:3.2; Palta deafiiste (Latk of Pi) . voinmneancnnsmnssossa s 33

5.3.3. Analise de reSidUOS........ccovviiiiieie et 34

5.3.4. Estatisticas de diagnoOstiCO..........eviiieeiiiiieeiie e 36

6 - Viragaes do problema onginal: . .....ummmininumanmmianis s s s st s 38
6. 1. Multiplas restri¢des nas proporgdes dos COMPONENTES...........cccuevveririrreeiennnnens. 39
6.1.1. Limites minimos nas proporgdes dos COMpoNentes...........ccccovveeevreennnnn. 40

6.1.2. Limites maximos nas proporgdes dos componentes..................ccccceeenen. 42

6.1.3. Limites maximos e minimos nas propor¢des dos componentes................ 44

6.2. Planejamentos para experimentos com misturas com multiplas

restri¢oes nas proporgdes dos COMPONENLES. ... ......coueiieieireiiaiieeeieeeeeiaeeenns 46

6.2.1. Planejamento de VErtices eXtIemOS...........covveerereeiereeieeeieeeeneeieenene, 46

0. 20 AR O XVERE. ..o cvvssanumsssmsmsammisscanssmmonmnssonsomsm s 48

6.2.3. Planejamento D-OtimoO. ..........ccooiiuiiiiieiieieiie e 49

6.2.4. Planejamento baseado na distancia......................ccccooiiiiiiiiiiiieiiin 51

6.2.5. Restrigdes multicOmpPOnentes. ........c..evvueiveiioieeeeiieeeie e 52

P e S N SV R A 54
7.1. Exemplo 1............. a5 R R N A S AN 54

T RPN T, 0n bt e ommmmmmssmss i et e e e o e AR A A RS AR A 63

7.3. Solugio do Exemplo 1 attavéside SAS. .. 67

G e s oot oo b B A S B 73



1. INTRODUCAO

1.1. EXPERIMENTOS COM MISTURAS

Os planejamentos experimentais para o estudo de misturas tém uma importante
diferenga em relagdo aos planejamentos usuais. Em experimentos fatoriais, por exemplo,
estudamos a influéncia da temperatura e da concentragao no rendimento de um processo.
Se dobrarmos os valores desses fatores, naturalmente esperaremos que o rendimento seja
afetado, e que as propriedades do produto final, como, diga;nos, viscosidade e densidade
Otica, também sejam alteradas. Com misturas a situagdo € diferente. Se dobrarmos, por
exemplo, as quantidades dos ingredientes de um bolo, tendo o cuidado de ndo variar as
outras condig¢des, esperaremos obter apenas um bolo duas vezes maior, porém com o
mesmo sabor, a mesma textura e a mesma cor. Em outras palavras, as propriedades de uma
mistura s3o determinadas pelas proporgdes de seus ingredientes, e nao pela sua quantidade
total. Além disso, as propor¢des dos diversos componentes de uma mistura nio sdo
independentes. A soma de todas elas é sempre 100%.

Através de experimentos com misturas, se obtém com custo e tempo minimos, as
informagdes que se desejam a respeito do efeito das propor¢des de cada componente
presente na mistura e sobre as caracteristicas do produto final resultante desta mistura.
Além disso, conhece-se o erro experimental associado a informagdo de que se dispde,

podendo-se estabelecer o grau de confian¢a da mesma.



1.2. IMPORTANCIA E JUSTIFICATIVA

Aplicagdes de experimentos com misturas podem ser encontradas em varias areas.
Uma aplicagdo frequente € na formulagdo de produtos, onde um produto € formado pela
mistura de varios ingredientes. Exemplos incluem: formulag@o da gasolina pela combinagéo
de varios produtos refinados e outros tipés de substdncias quimicas como anti-oxidantes,
formulagbes de xampus, detergentes e sabdes, formulagdo de bebidas e comidas em
industrias alimenticias. Em adi¢do a formulagdo de produtos, experimentos com misturas
freqiientemente sdo utilizadas em processos de engenharia e desenvolvimento onde algumas
propriedades do produto final dependem da mistura de varios ingredientes interagindo com
o produto em algum particular estagio do processo.

A utilidade dos experimentos com misturas esta no fato de que estes permitem
redugdes significativas no tempo e nos custos de desenvolvimento de formulagdes, o que,
muitas vezes, significa a diferenca entre a viabilidade ou ndo do desenvolvimento de um
produto. Esta técnica mostra-se de bastante utilidade nas industrias que utilizam
formulagdes, como, por exemplo, as industrias alimenticia e quimica.

Dado o alto potencial da utilizagdo dos experimentos com misturas, justifica-se um
trabalho que contemple aspectos teoricos e de aplicagdo desse tipo de experimentos,
possibilitando fornecer aos usuarios o suporte necessario.

Em suas conclusdes Heinsman e Montgomery (1995) argumentam a relevancia dos
Projetos de Experimentos com Misturas da seguinte maneira: “O desenvolvimento de
férmulas para produtos de limpeza caseiros €, tradicionalmente, feito por tentativas e erros,
variando-se as proporg¢des de um dos ingredientes por vez. Isto pode consumir tempo e nio
permite uma compreensdo das interagdes que possam existir entre os diversos ingredientes.
E, embora esta abordagem possa chegar a uma formula que atinja os objetivos (as
caracteristicas desejadas), ela ndo provera qualquer auxilio se a formula necessitar qualquer
otimiza¢@o adicional, ou se os objetivos forem modificados. O desenvolvimento de formulas
usando Experimentos com Misturas requer menos tempo que o método tradicional e

permite otimizag¢Ges ou reformulagdes eficientes.”



1.3. OBJETIVOS

Este trabalho pretende apresentar a metodologia de experimentos com misturas
através da caracterizagdo dos diferentes planejamentos e das diversas formas de analise.
Pretende também descrever o uso de aplicativos computacionais visando implementar o
planejamento e a analise de experimentos com misturas de modo a servir como referencial

para aqueles que se interessarem pelo assunto.

1.4. ESTRUTURA DO TRABALHO

Este trabalho esta estruturado como descreve-se a seguir. No primeiro capitulo é
apresentado o tema, a importancia, justificativa e os objetivos deste trabalho.

No segundo capitulo € feita a caracterizagdo de experimentos com misturas,
tratando de uma maneira ampla do planejamento e problema geral de misturas.

No terceiro capitulo é apresentada a forma de tratar experimentos com misturas
quando a regido de experimentagdo nao apresenta restrigoes.

No quarto capitulo € feita uma exploragdo da metodologia de superficie de resposta
no contexto de experimentos com misturas.

O quinto capitulo ¢ dedicado a analise dos dados provenientes de misturas.

No sexto capitulo sdo apresentados alguns planejamentos quando os componentes
presentes na mistura apresentam restrigoes nas proporgoes.

O sétimo capitulo € composto por dois exemplos que apresentam o planejamento e
analise dos dados através de aplicativos computacionais estatisticos. A abordagem ¢é
essemcialmente aplicada e direcionada para as pessoas que desejarem solucionar um
problema envolvendo misturas.

No oitavo capitulo sdo feitas as conclusoes referentes a este trabalho.



2. CARACTERIZACAO DE EXPERIMENTOS COM MISTURAS

2.1. O PLANEJAMENTO

Planejar um experimento com misturas basicamente envolve algumas etapas. Os
seguintes passos ddo uma visdo geral de como deve ser estruturado um problema de
experimentos com misturas.

1. O primeiro passo € definir os objetivos do experimento, isto €, as questdes a
serem respondidas.

2. A proxima etapa € selecionar os componentes da mistura € outros fatores, por
exemplo variaveis do processo, quantidade total da mistura, e caracteristicas de
qualidade para serem estudados. Neste momento deve-se fazer uma analise do material ja
existente sobre o assunto e deve-se definir cada elemento do produto.

Componentes da mistura sdo aquelas substancias, ingredientes, ou produtos que
fardo parte da mistura.

Os fatores de um processo sao todos aqueles fatores que geram influéncias nas
variaveis resposta.

Variaveis resposta sio grandezas mensuraveis observaveis que expressam as
caracteristicas de um produto. As caracteristicas de qualidade de um produto sdo
caracteristicas que refletem a qualidade do mesmo.

3. Deve-se verificar se existem restrigdes para os componentes da mistura ou outros
fatores que determinem a regido dentro da qual o experimento sera conduzido, ou seja, a
regido experimental. Pode interessar ao pesquisador que um dos componentes da mistura

represente no minimo 10% e no maximo 45% do total da mistura, por exemplo.

4, Especificar a(s) resposta(s) a ser(em) medida(s). Dependendo do produto em que



estamos interessados pode acontecer de uma sO variavel resposta ndo expressar a
caracteristica de interesse. Por exemplo, se nosso interesse ¢ saber a durabilidade de um fio
utilizado em eletricidade podemos utilizar algumas respostas como a temperatura de fusao
ou a tensdo que ele suportou, sob pressdo. Essas duas variaveis resposta expressam uma so
caracteristica, que € a durabilidade.

5. O proximo passo € propor um modelo adequado para modelar os dados de resposta
como fung@o dos componentes da mistura e outros fatores a serem estudados, se for o caso.
6. Por ultimo deve-se selecionar um delineamento experimental que seja eficiente ndo

somente para ajustar um modelo adequado mas também para testar o ajuste do mesmo.

2.2. O PROBLEMA GERAL DE MISTURAS

Em experimentos com misturas dois ou mais componentes sdo misturados em
varias proporgdes, e as caracteristicas fisicas dos resultados sdo observadas. As propor¢des
dos diversos componentes de uma mistura, expressas geralmente em peso, volume, razio de

mois, ndo sdo independentes. A soma de todas elas € sempre 100%.

Por exemplo, considere um processo quimico que consiste em submeter pastilhas

semicondutoras a uma substancia composta por trés acidos (acido A, acido B e acido C) e
observar a taxa de gravagdo destas pastilhas. Deseja-se identificar a combinag¢do das
quantidades dos acidos que resulta em uma melhor gravagdo. Devido ao volume da cimara
ser fixa, o experimento deve consistir em testar varias combinagdes destes acidos, de
maneira que todas as misturas somem o mesmo volume. Se X, X, € X3 representam as

proporgdes por volume de cada um dos trés acidos, abaixo temos algumas das possiveis

combinagdes de interesse.

Combinagio 1: x1=0.3 x2=0.3 x3=0.4
Combinagio 2: x;=0.2 x>=0.5 x3=0.3
Combinagdo 3: x;=0.5 x>=0.5 x3=0.0
Combinacio 4: x=1.0 x2=0.0 x3=0.0

Cada uma destas combinagGes € chamada de mistura. As combinagdes 1 e 2 sdo
exemplos de misturas completas, no caso misturas ternarias, isto €, elas sdo compostas

pelos trés acidos. A combinagdo 3 € uma mistura binaria, composta por dois 4cidos e a

]



combinagdo 4 € uma mistura pura, composta em 100% pelo volume de somente um acido.
Note que neste exemplo X;+x;+x;=1 e devido a esta restri¢d@o, os niveis dos fatores ndo
podem ser escolhidos independentemente. Por exemplo, na combinagdo 1 o acido A
corresponde a 30% do volume (x,=0.3) e o acido B contribui com outros 30% do volume

(xo=0.3) entdo o acido C deve, obrigatoriamente, contribuir com os 40% restantes do

volume (x:=0.4).

Em geral, para uma mistura de q componentes, onde x; representa a propor¢ao do i-

€simo componente temos que

q
X; >0 (=1,2,..,9) e in =X, +X, +_‘(3-i-...+-)(ﬁ| =] (2.1)
i=1

Se quisermos otimizar as propriedades de uma mistura mudando a sua formulagio,
as novas proporgdes tém de continuar obedecendo a equagdio acima. A existéncia desta
restricdo impde algumas modificagdes nas metodologias que sdo usualmente empregadas,
como planejamentos fatoriais e modelagem de superficies de resposta. Estes métodos
modificados de analise de misturas tém encontrado larga aplicagdo na ciéncia, na engenharia
e principalmente na industria.

Em experimentos com misturas os dados experimentais sdo definidos em uma escala
quantitativa que pode ser a produgdo, a resisténcia ou alguma outra propriedade resultante
de uma mistura. O objetivo do programa experimental é modelar uma superficie de resposta
na forma de uma equag@o matematica para:

- Fazer a estimativa da resposta para alguma mistura ou combinagio de ingredientes de uma
maneira empirica,

- Medir a influéncia que um componente da mistura, ou uma combinagdo de ingredientes,
causam na resposta.

Para uma mistura binaria, isto €, formada somente por dois componentes, a Equag@o
(2.1) reduz-se a apenas x;+x>=1. No sistema de eixos mostrado na Figura 2.1, esta equagdo
¢ representada pela reta x; =1-x;. Se x; e x; fossem variaveis independentes todo o espago
dentro do quadrado poderia ser investigado como espago experimental. Na experimentagdo
com misturas o espago experimental fica limitado aos pontos da reta.

Para sistemas com trés fatores independentes € possivel investigar todos os pontos

contidos no cubo mostrado na Figura 2.2, ja no caso de misturas teriamos a equa¢do
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X;tx;+x:=1. Essa equagdo corresponde graficamente ao tridngulo equilatero inscrito no
cubo. As possiveis combinagdes sao representadas pelos pontos contidos no tridngulo. No
caso de uma mistura com trés componentes os vértices correspondem as misturas puras,
isto €, misturas onde um componente apenas corresponde a 100%, e as margens
correspondem as misturas binarias. Em geral, a regido experimental de um problema com

misturas com q componentes € um simplex, que € uma figura de lados regulares com q
vertices e (q-1) dimensdes.

1
X2
0
X1
XXy = 1

Figura 2.1: Regido simplex para dois componentes

lTXa

X]

X3 X;+X+x3=1

Figura 2.2: Regido simplex para trés componentes

A variagdo de uma dada propriedade com a composigdo da mistura pode ser
representada por uma superficie de resposta desenhada acima do triangulo, como mostra a
Figura 2.3. Representando esta superficie por suas curvas de nivel (contornos de igual

resposta) obteriamos um diagrama triangular como o da Figura 2.4.



Resposta

X1=

x2=1 x3=1

Figura 2.3: Superficie de resposta para trés componentes

x2=1 x3=1

Figura 2.4: Contornos para superficie de resposta de trés componentes



3. PLANEJAMENTOS E POLINOMIOS CANONICOS

Neste capitulo serdo introduzidos planejamentos que permitem ajustar modelos de
superficie de resposta sobre o todo o espago da mistura. Devido a este espago ser um
simplex, todos os pontos do delineamento devem estar nos vértices, bordas ou faces, ou
no interior do simplex. Muitos trabalhos nesta area foram desenvolvidos por Scheffé (1958,

1959, 1965). Cornell (1981) é uma completa referéncia sobre este assunto.

3.1. PLANEJAMENTOS SIMPLEX-LATTICE

Um simplex-lattice ¢ um conjunto de pontos uniformemente espagados em um
simplex. Um delineamento simplex-lattice {q,m} para q componentes consiste em um
delineamento de q componentes que suporta até um polinomio de grau m. Os m+1 pontos
sdo igualmente espagados, observando que a proporgdo do i-ésimo componente

2

R = 0 L"_'J'
m m

=0 il =12..4 (3.1)
e todas as possiveis combinagdes (misturas) desta equagao sio utilizadas.

Como exemplo temos uma mistura composta por 3 componentes e queremos ajustar
um polinémio de grau 2 (q=3, m=2), consequentemente,

x=0,%,1 =123 (3.2)

e o simplex-lattice consiste nos seis pontos seguintes:
(X],XZ,X_;) = (170:0): (0313-0): (0&051)7 (}/2: 1/-’-; 0)) (1/2:' Os 1/2)3 (07 1/2: l/2)

Neste simplex-lattice {3,2} os trés vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1) sdo misturas



puras e os pontos (Y2, %2, 0), ('%, 0, %%) e (0, Y, '2) sdo misturas binarias, localizadas nos
pontos médios das trés bordas do triangulo da Figura 3.1. A Figura 3.1 também apresenta
os planejamentos simplex-lattice {3,3}, {4,2} e {4,3}.

.II:]

1
Iy =x4= E,:;-O

=1 n=0 xy=1

xlzl

a) (3.21 lattice : () 3,31 lattice

xy=1

(c) 14,2] lattice (d) (4,3] lattice

Figura 3.1: Planejamento simplex-lattice para trés € quatro componentes.

Em geral, em um delineamento simplex-lattice {q,m} sdo utilizados

_(g+m=-1)!

T om (g -1)! )
pontos.

Supondo que queremos ajustar um modelo polinomial aos dados de um

experimentos com misturas. O modelo de primeira ordem é€:

E(y) =B, + ZBixi (3.4)

mas devido a restri¢io de que a soma dos componentes x;+x>+...+x=1 sabe-se que os
parametros nao sdo unicos. Podemos fazer a substitui¢do

-1

Xq =1- t Xi

1=1
na Equagdo (3.4), removendo a dependéncia entre os termos x; e produzindo estimativas
unicas para os parametros Bo, Bi, ..., Bqi1. Embora esta transformagdo seja apenas
matematica, esta ndo € a melhor maneira, porque o efeito do g-ésimo componente ¢é

ignorado, pois o termo 34X, ndo ¢ incluido na equac@o. Desta maneira esta se sacrificando a

14



informag@o do componente i.

Uma maneira alternativa € multiplicar alguns dos termos do polindmio de superficie
de resposta original pela identidade x;+x,+...+x,=1 e depois simplificar, sem que o resultado
fique alterado. Por exemplo, considera-se a Eq. (3.4) e multiplica-se o termo B, por

X1+Xat...+x4=1, produzindo:

E) = Bolx, +Xa+. #%,) + 3B (3.5)
i=1

BW) =B +D kB, = DB +Bx (3.6)

E(y) = Y Bix (3.7)

onde B; =B, +B,
Isto ¢ chamado de forma candnica do modelo de primeira ordem para experimentos

com misturas. Em geral as formas candnicas dos modelos para misturas sdo as que seguem:

Linear:
E() = Y Bx, (3.8)
Quadratico:
E(y) = ZBixi +ZZBijxixj (3.9

Cubico Completo:

E(y) = Zﬂsxi + ZZBijxixj s Zianjxixj(xi —Xx;) + Z_izﬁiﬂ:xixjxk (3.10)

i<j i<} i< j<k

Cubico Especial:

E(y) = iﬁix‘i +Ziﬂijx1xj +Z _iZBij&xixjxk (3.11)

i<j i<j<k

Os parametros dos polindmios candnicos tem interpretagdes simples.
Geometricamente, nas Equagdes (3.8) até (3.11) os parametros [3; representam a resposta

esperada para as misturas puras x;=1, x;=0, i#], e isto € a altura da superficie no vértice x;=1.

A porgdo de cada polindmio dada por:

15



iBixi (3.12)

¢ chamada de por¢@o linear da mistura. A mistura € estritamente aditiva, quando a Equagéo

(3.8) € o modelo apropriado. A Figura 3.2 apresenta o caso onde q=3 e B;>0,>fs.

} B3

I2=1 I3=1

Figura 3.2: Modelo linear para trés componentes com 3,>3,>Bs.

Uma mistura quadratica € ilustrada na Figura 3.3(a). Nota-se que o termo quadratico
B12x1x, representa o aumento na reposta para o modelo quadratico E(y)=Bx;+B2x>+B12x1%2
sobre o modelo linear. Isto € chamado de sinergismo (ou antagonismo) devido a mistura
ndo-linear. Por exemplo, se grandes valores positivos de y sdo esperados e se 312 € positivo,
a mistura € sinergica. Entretanto se ;> € negativo, a mistura € antagOnica. No modelo
cubico, um termo como 812X1Xa(X1-X2) € 0 responsavel pelo antagonismo ou sinergismo do
modelo sobre a borda x;-x, (veja a Figura 3.3(b)). Um termo cibico como [i23Xi1X2X3
descreve para misturas ternarias entre os trés componentes no interior do simplex.

Isto € bastante util para considerar a maneira com que cada termo, individualmente,
num modelo para misturas, contribui para a forma da superficie de resposta. Um termo
linear como P;x; apenas contribui para o modelo quando x;>0; e a contribui¢do maxima

ocorre quanto x;=1, neste caso o efeito maximo para x; € B; . O termo quadratico B2x1x2

16



contribui para o modelo em todos os pontos do simplex onde x;>0 e x,>0. A contribui¢ao
maxima ocorre quando a borda encontra os vértices X; € X € este € 0 ponto x;=x= 2. A
maxima contribui¢io que este termo pode acrescentar ¢ 12/4. Um termo cubico como
Biasxixoxa acrescenta ao modelo sempre que x;>0, x>0 e x3>0 (no interior do simplex), e a

contribui¢do maxima € de magnitude (123/27 no ponto X;=X;=X3= "

P1
f8ee § | I I}ﬁz

1 075 05 025 0 =1 075 0
y= : 5 025 0O
0 025 05 075 1 =0 025 05 075 1

(a) )

Figura 3.3: Mistura no-linear. (a) Mistura quadratica com [3;>0.

(b) Mistura cubica com 8;,>0

3.2. PLANEJAMENTO SIMPLEX-CENTROIDE

Um delineamento simplex-centroide com ¢ componentes consiste em um
delineamento com 2%-1 pontos distintos. Estes pontos sdo:

« as q permutagdes dos (1, 0, 0, ..., 0) ou misturas simples,

e as [gj permutagGes de (1__1__0,0,,_',0) ou todas as misturas binarias,
2
e as (q) permutagdes de [l,l,l, 0. 0‘.‘.,0)
3 3" 373 '
¢ assim por diante, além do ponto central (centroide geral) (l,l,l,_,,l) :
9 9 9q q

A Figura 3.4 apresenta os delineamentos simplex-centroide para q=3 e q=4

17



componentes. Note que os pontos sdo alocados em um simplex-centroide de dimens&o (q-

1) e que centroides de dimensdo menor estdo contidos dentro do simplex de dimensdo q-1.

=xz

H
F-9
"o
B

2 ouoa
N[= g e
—

w]-—-

X2 =x3 =Xa =

(a)

Figura 3.4: Simplex-centroide para trés e quatro componentes. (a) q=3 (b) q=4

Os pontos do delineamento simplex-centroide com q componentes podem suportar

até um polinomio de ordem q, ou seja,

K (3.13)

i< j<

E(Y)=ZBixi +ZZBijxixj +ZZZBukXinxk+ ------ g1

Para q=3 componentes, o modelo é
(3.14)

E(y)=B,x, + Bzx: +B.x, + Bllexz + P Xy +Pxox, + Blzsxlxzx3

que € um polindmio cubico especial. Para q=4 componentes o modelo é

(3.15)

iz 35

4 4 4
E(y) = Z B.x; +ZZBjjxix; + Zzzpijkxixjxk + Bl X X X X,
i=1 T k

que ¢ um modelo cubico especial com um termo quartico adicional.
Por serem delineamentos relativamente eficientes para ajustar um modelo cubico
especial, os delineamentos simplex-centroide sdo geralmente utilizados quando o

experimentador acredita que alguns termos cubicos podem ser necessarios no modelo final.
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3.3. PLANEJAMENTOS AXIAIS

Os planejamentos simplex-lattice e simplex-centroide sdo delineamentos onde os
pontos estio localizados nas bordas ou fronteiras do simplex, com excegdo do ponto central
(centréide) no delineamento simplex-centroide. Por exemplo, considerando-se o {3,3}-
simplex-lattice, isto €, uma mistura de trés componentes e pretendendo-se ajustar um
polindmio de terceiro grau. Este delineamento tem 10 pontos (conforme Fig.3.1(b)): os
trés vértices, os seis pontos que estdo nas bordas e o ponto centroide. Trés pontos
representam as misturas puras, seis pontos as misturas binarias e apenas um ponto nos
informa sobre a mistura completa. Pode-se dizer que a distribui¢do da informagdo sobre
estes diferentes tipos de misturas esta na propor¢do 3:6:1.

Se nosso interesse € fazer predigdes sobre as propriedades da mistura completa, é
desejavel que aumentemos o numero de pontos no interior do simplex. Neste caso
recomenda-se aumentar o simplex usual através de pontos axiais e do ponto centréide (no
caso dele ndo existir).

Define-se o eixo do componente i como uma linha ou raio imaginario que une o
ponto base x;=0, x;=1/(q-1) para todo j#i até o vértice oposto onde x;=1, x;=0, para todo
j#1. A Figura 3.5 mostra os eixos dos componentes 1, 2 ¢ 3 em um sistema de trés
componentes. O comprimento dos eixos € igual a um. Os pontos axiais sdo posicionados
sobre o eixo a uma distancia A do centroide. O valor maximo para A € (q-1)/q. Recomenda-
se que os pontos axiais estejam localizados no meio da reta entre o ponto centroide e o
vértice x;=1, assim teriamos A=(q-1)/2q. As vezes estes pontos sdo chamados de pontos de
teste, ou misturas axiais de teste, pelo fato de ser comum utiliza-los apenas para testar a

adequacidade do ajuste do modelo preliminar.
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xp=1 ;=0 x3=1

Figura 3.5: Eixos para os componentes Xi, X» € Xa.

xy =1

x1=2/3,x;=x3=1/6
X =xp=x3=1/3
Il=12=1f2 I]=I3=1J'2

I]=13=1f6.=xz=2-’3 I1=x2=1r"6,x3=213

xa=1 xp=x3=1/2 x3=1

Figura 3.6: Planejamento axial para trés componentes.

A Figura 3.6 mostra um simplex-lattice {3,2} aumentado com os pontos axiais. Este
delineamento tem 10 pontos, com quatro deles no interior do simplex. Assim a distribui¢do
da informag@o para o simplex-lattice aumentado € na propor¢do 3:3:4, contrastando com o
simplex-lattice {3,3} também com 10 pontos onde a distribuigio da informagio € na
proporg¢do 3:6:1. Cornell (1986) apresenta uma comparagao entre estes dois delineamentos.
Ele observa que o simplex-lattice {3,3} suporta o ajuste de um modelo cubico, enquanto
que o simplex-lattice aumentado {3,2} ndo. Entretanto o simplex-lattice aumentado

proporciona ao experimentador o ajuste de um modelo cubico especial ou adicionar termos
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quadraticos especiais como B1233X1X,X;” a0 modelo quadratico. O simplex-lattice aumentado
¢ superior para estudar a resposta de misturas completas porque pode detectar e modelar
curvaturas no interior do tridngulo, o que ndo acontece para os termos do modelo cubico
completo. O simplex-lattice aumentado é mais poderoso para detectar falta de ajuste do que
o {3,3} simplex-lattice. Isto € util quando o experimentador esta indeciso sobre o modelo a
usar e quando planeja construir um modelo seqiiencialmente iniciando com um polinomial
simples (talvez de primeira ordem), testar o modelo para falta de ajuste, incluir no modelo

termos de grau mais alto, testar este novo modelo para a falta de ajuste, e assim por diante.
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4. A METODOLOGIA DE SUPERFICIE DE RESPOSTA NO
CONTEXTO DE EXPERIMENTOS COM MISTURAS

Na metodologia de superficie de resposta os niveis escolhidos para qualquer fator
em um delineamento experimental sdo independentes dos niveis escolhidos para qualquer
um dos outros fatores. Por exemplo, supondo que existam trés variaveis: taxa de atividade,
tempo de reagao e temperatura que afetam a produgdo de um processo quimico. Os niveis
de temperatura podem ser escolhidos independentemente dos niveis de tempo de reagdo e
dos niveis de taxa de atividade e, consequentemente, a regido de experimenta¢do é um cubo
ou esfera. O delineamento experimental consiste em um conjunto apropriado de pontos
sobre esta regido cuboidal ou esférica, como os planejamentos fatoriais ou os planejamentos
centrais compostos.

Um experimento com misturas € um tipo especial de experimento de superficie de
resposta onde os fatores sdo os ingredientes ou componentes da mistura, e a resposta € uma
fungdo das proporgdes de cada ingrediente.

As principais diferengas entre a metodologia de superficie de resposta e de
experimentos com misturas sdo:

(1) que € necessario um tipo especial de delineamento para experimentos com misturas e
(2) a forma do polindmio para experimentos com misturas € um pouco diferente dos
polindmios padrdes utilizados em superficie de resposta.

Devido ao espago dos experimentos com misturas ser um simplex, todos os pontos
do delineamento devem ser vértices, bordas ou faces, ou o interior do simplex. O espago
fatorial contendo q componentes pode ser geometricamente representado pelo interior e
fronteiras (vértices, bordas, faces, etc.,...) de um simplex regular de (q-1) dimensdes. Os

vértices representarao as misturas compostas apenas de um elemento, e 0os pontos no



Em grande parte dos trabalhos envolvendo experimentos com misturas enfatiza-se o
estudo das caracteristicas fisicas do produto medindo-se a superficie de resposta. Esta
superficie € obtida através dos valores observados quando os ingredientes sio misturados.
Como sabemos que a mistura dos ingredientes é representada pela regido experimental de
um delineamento simplex, as respostas observadas devem estar localizadas sobre o
triangulo, no caso de trés componentes.

As principais considera¢des sobre a exploragdo da superficie de resposta sobre a
regido simplex s3o:

(1) a escolha do modelo adequado para aproximar a superficie da regido de interesse;

(2) o teste da adequabilidade do modelo na representa¢ao da superficie de resposta;

(3) a escolha de um delineamento adequado para coletar informagdes, ajustar o modelo e
testar a adequabilidade do ajuste.

Por este motivo podemos assumir que existam algumas relagdes funcionais da
resposta em funcdo dos ingredientes

n= o (X1, X2, ..., Xq)- 4.1)
A Equagdo (4.1) descreve o comportamento de uma superficie de resposta. Podemos
escrever que a quantidade n que denota o valor da resposta depende das proporgdes x;, x,,
-..» Xq dos componentes. Assume-se aqui que a superficie de resposta ¢ ¢ descrita como
uma fungdo continua para x; , com i=1, 2, ..., q. Esta pressupbsig:ﬁo pode ser questionada
em alguns sistemas, como sistemas de reagdes catalisadoras, onde o sistema estagna assim
que se adicionam outras substancias. Para estes casos existem polindmios diferenciados dos
polindmios padrdes.

O problema associado as propriedades medidas através da superficie de resposta
consiste em determinar a fungdo matematica ¢(.) de maneira que esta seja adequada. Em
geral fung¢des polinomiais sdo utilizadas para representar ¢(x;,Xa,...,Xq). A justificativa € que
pode-se expandir ¢ (xi, Xa, ..., Xq) utilizando-se as Série de Taylor e entdo um polindmio
pode ser utilizado para fazer uma aproximagido. Normalmente sdo utilizados polinomios de

graus baixos, como de primeiro grau ou de segundo.
q
n="Po +Zl3ixi (4.2)
i=l

ou



T‘l=Bu+iﬁixi "'Zil:ﬁijxixj (4.3)
i=I

i<)

EquagGes polinomiais de ordens baixas sdo mais convenientemente aplicadas por
conterem menos termos € requererem menor nimero de observagdes para estimar os
parametros [3; do modelo.

Observando a resposta 1 de um experimento consistindo de N observagdes € natural
assumir que o valor observado no i-ésimo ensaio, denotado por y, , (u=1,2,...,N) varia ao
redor da média de m, com uma varidncia comum o° para todo u=1,2,...N. O valor

observado contém um erro experimental €,. Entdo

Nt e, (4.4)
para I<u<N. Assume-se que 0s erros g, sao independentes e identicamente distribuidos com
média zero e varidncia 6 e entdo o valor esperado para a resposta sera E(y)=n, para todo
u=1,2,....N.

Para aproximar a relagdo funcional n= ¢ (xi, X2, ..., Xq) com um polindmio ou com
qualquer outro modelo de equagio, um numero de combinagdes (N) das propor¢des dos q
componentes devem ser previamente selecionadas. Este conjunto de combinagdes das
proporgdes (ou mistura dos ingredientes) sdo chamadas de delineamento experirhental. Uma
vez que as N observagdes sdo coletadas, os parametros do modelo escolhido sdo estimados
pelo método dos minimos quadrados. Com as estimativas podem-se obter informagdes a
respeito do sistema que esta sendo modelado.

Como um exemplo vamos supor que temos q=2, isto €, uma mistura de dois
componentes, € entao

Vo= Bout BiXiu + PaXout+ &u (4.5)

Para qualquer numero de observa¢des N>2 coletadas para y, podemos obter
estimativas by, by e b, para os parametros o, B1 € B2, respectivamente. Se decidimos que as
estimativas dos parametros estdo satisfatorias e sao ndo nulas, ent@o elas informam sobre o
sistema que esta sendo modelado, e podem substituir os pardmetros desconhecidos na
Equacdo (4.5) obtendo-se

y=b,+ bx, + b,x, (4.6)

onde y representa o valor predito (ou estimado) de n quando forem utilizadas as



proporgdes X, e X, na mistura. E claro que antes de fazer predi¢des ¢ necessario verificar se
a equagao adotada € adequada para ajustar os dados.

As propriedades dos polindmios utilizados para determinar uma fungdo de resposta
dependem em grande parte do delineamento experimental. O delineamento experimental
tambem representa o espago de interesse do pesquisador. Isto acontece porque o
delineamento pode cobrir todo o espago simplex se o interesse do experimentador esta em
todos os valores possiveis para x;, isto €, 0 <x; <I, para todo i=1,2,...,q, ou o delineamento
pode cobrir apenas uma subporgdo ou pequeno sub-espago no interior do simplex. Esta
situagdo aparece na pratica quando restrigdes adicionais (limites superiores ou inferiores)
sao acrescentadas as propor¢des dos componentes da mistura ou entdo quando o

experimentador esta interessado apenas em um grupo de misturas.
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5. ANALISE DOS DADOS DE UM EXPERIMENTO COM MISTURAS

Definido o planejamento, que pode ser simplex-lattice, simplex-centroide ou axial
(simplex-lattice aumentado), o pesquisador podera ajustar aos dados um modelo polinomial.
Este modelo, como descrito no Capitulo 3, pode ser linear, quadratico, cibico ou cubico
especial. A escolha de um modelo que descreva o comportamento dos dados depende do grau
de explica¢@o de cada modelo e também dos interesses do pesquisador.

O experimentador deve saber se seu maior objetivo ao ajustar um modelo € descrever
uma superficie de resposta sobre o espago fatorial simplex ou se € mais interessante determinar
os efeitos de cada um dos componentes sobre a mistura total (medir seus efeitos). Na maior
parte das vezes, os dois objetivos podem ser atingidos com a mesma analise.

A construgdo de modelos para misturas nada mais € que um caso particular do ajuste por
minimos quadrados, e utiliza os mesmos procedimentos que uma analise de regressdo multipla
onde o intercepto € nulo. A significancia estatistica desses modelos pode ser avaliada através da
analise de varidncia. Quando o nimero de parametros € igual ao nimero de ensaios distintos
ndo se pode verificar a falta de ajuste. Nestes casos a analise de varidncia limita-se a dividir a

variagao total em torno da média em duas parcelas: a da regressao e dos residuos.

5.1. ESTIMATIVAS DOS PARAMETROS

As equagdes para expressar os parametros dos modelos polinomiais em termos de 1;, T;

e Mk sao obtidos resolvendo 1 equacdes simultaneamente. Este nimero corresponde
q + m —

nao somente ao numero de pardmetros na equagao polinomial {q,m} mas também ao nimero de



pontos do delineamento e portanto ao numero de respostas esperadas m;, n; medidas nos pontos

do {q,m} simplex-lattice. Por exemplo, se no modelo de segunda ordem com trés componentes

N=Bixi+PBaxoPBaxs+PraxixatPraxixsHPasxoxs (5.1)
substituirmos:
em m; x=1 x=0 seij1,23j=i
em ;. x=% x=% x=0 seig k#i,}

as (3 +2- 1) =6 equagdes resultariam em
2

m=p n2=P2 n:=Ps

M=Pr(Y2) +B2(Y2) + B2 (%)

Mis=Pi(2)+Ba(V2) P (%) (5.2)
Ns=P2( %) +B3( %) +Bas (%)

Resolvendo estas seis equagdes simultaneamente, o que so € possivel se o numero de

equagdes for igual ao nimero de pardmetros desconhecidos, pode-se encontrar as seguintes

expressOes para 0s parametros:

Bi=n B=n2 Bs=ns
Biz=4n12 - 2N - 2m2
Bz =4Miz - 2m - 2n;3 (5.3)

Bx=4n2 - 2n2-2n;

Os parametros [3; representam as respostas dos componentes puros i e B; sdo o0s
contrastes que comparam a resposta no ponto médio da margem que liga os veértices dos
componentes 1 € ] com as respostas nos vértices dos componentes i ou j. Entdo no polindmio de
seis termos a soma [B;x;+f,x,+f3x; representa a mistura linear dos trés componentes enquanto
que os termos extras fijxiX;, <] representam medidas do desvio do plano da superficie de
segundo grau resultante da ndo-aditividade da mistura dos componentes.

Pode-se estender este exemplo para o caso geral de q componentes e modelo de segunda
ordem onde

Bi=n; By = 4n - 2n; - 21 (5.4)
e i,j=1,2,....q i <j.
Para modelos de ordem m mais alta as formulas podem ser obtidas da mesma maneira.

Gorman e Hinman (1962) descreveram esta metodologia para casos onde m>2 de uma maneira

similar.
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Visto que os parametros de um polindmio sdo expressos como simples fungbes da

resposta esperada nos pontos do simplex-lattice {q,m} entdo pode-se obter as estimativas dos

parametros utilizando as respostas do experimento.

Observando a resposta n de um experimento consistindo de N observagdes € natural
assumir que o valor observado no i-ésimo ensaio, denotado por y,, (u=1,2,...,N) varia ao redor
da média de 1, com uma varidncia comum o” para todo u=1,2,...N. O valor observado contém
um erro experimental €, Entdo, para 1<u<N, tem-se

oty Mg (5.5)
Assume-se que Os erros €, sao independentes e identicamente distribuidos com média zero e

i iw 2 - "
variancia ¢~ e entao o valor esperado para a resposta sera

= E=Y (5.6)
para todo u=1,2,....N.

As solugdes obtidas através resolugdo das equagdes normais pelo método dos minimos

quadrados sdo:
b=Y;
bij=4?ij‘2§i“2?j (5.7)
ondeij=1,2,...,q i<j.
As propriedades das estimativas dependem da distribuigdo de probabilidade dos erros g,,

1<u<N. Assume-se que os erros &, sdo independentes e identicamente distribuidos com média

zero e varidncia 67, entdo as médias e variancias da distribuigdo das estimativas dos parimetros

sobre as informagdes coletadas sobre os pontos do simplex-lattice s@o:

E(b,) = E(y,) = B, (5.8)
-
var(b;) = var(y;) =— (5.9)
E(bij)zE[‘ﬁ?. -2(y, +?j)]=Bij (5.10)
var(b,) = varl4y, - 23, +3 )] = o+ 2+ 20 .11)

ij i ]

E também:
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cov(b;,b)) = E[¥;(¥)I-E(¥)E(y;,) =0, 1#]
cov(bi!bij) = E[y,(4y; - 2¥; -2y )] - E(?i)E("‘lYu — 2§ —2§;) =

-2c*

= 2E(¥?) + 2E(7,)’ = i ] (5.12)

i
2

4c° i
cov(b,,b,) = i |
L

i
1

Além disso, se os erros assumirem distribui¢do normal, isto é, £,~N(0,6%) e um igual nimero de
repetigdes 1; = r; = r for coletado em cada ponto do delineamento entdo bi~N(Bi, o2/r) e
bii~N(Bi;, 240,/r), onde ~ denota “tem distribui¢do”.

Desde que as estimativas b; e b;; sdo fungdes lineares de variaveis aleatorias (y; e y;) sdo,
portanto, variaveis aleatorias. A estimativa y(x) € também uma fungdo aleatoria. Quando as
estimativas sdo ndo viciadas, este € o caso em que o modelo ajustado é do mesmo grau para os
X que a superficie de resposta, entdo a esperanca de y(x), E[§(x)]=mn.

A varidncia para y(x) pode ser escrita como fun¢do das varidncias de y;e ; .
Escrevendo como fung@o de y; e y; obtém-se:

02 q q
var[y(x)] = T{,Z,: al + Z(Z,ai} (5.13)

onde a;= x; (2xi-1) e a;;=4xx; 1,j=1,2,...,q i

5.2. ANALISE DE VARIANCIA

Sendo que o polindmio {q,m} foi ajustado para os dados coletados nos pontos de um

simplex-lattice {q,m}, o numero de termos do modelo deve ser igual ao nimero de diferentes

q+m-1
misturas, o que € definido pelo delineamento. Este numero € ( " ) . Entdo a variabilidade
das observagdes explicada pelo modelo ajustado e que ¢ chamada de soma de quadrados da
regressao ou soma de quadrados devido ao ajuste do modelo € a mesma que a soma de
quadrados das misturas (SQReg).
A variabilidade entre as repetigdes das observagdes dentro das misturas ndo € explicada
pelas diferengas entre as misturas (nem pelo modelo ajustado) e isso se refere a variagdo

residual.
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A tabela da analise de variancia para um simplex-lattice € apresentada na Tabela 5.1.

Tabela 5.1 - Analise de Variancia para um simplex-lattice

Causas de Graus de Soma de Quadrado Médio F
Variagdo Liberdade Quadrados
Regressio(Modelo) p-1 R P SQReg QM Reg
SQReg= 2, (7.~ ) o1 QM Res
Residuo N- 2 & SQRes
e P SQRes=3 (v, ~9.)’ o
Total N-1

N
SQTot = 3 (v, -¥)°
u=1

onde p = numero de diferentes misturas = nimero de termos do modelo
N = numero de observagoes
y, = valor estimado para y,
y = média geral
O valor de F calculado deve ser comparado com o valor de F tabelado com (p-1) graus

de liberdade para o numerador e (N-p) graus de liberdade para o denominador.

O teste para regressio (modelo) pode ser obtido para varios modelos, isto €, testa-se
cada modelo (linear, quadratico, cubico, cibico especial) separadamente. Para decidir quais dos
modelos fornecem um melhor ajuste dos dados, usualmente comparam-se os modelos de uma
maneira hierarquica. Por exemplo, primeiramente um modelo linear € ajustado aos dados.
Depois, adicionando-se alguns termos quadraticos, ajusta-se um modelo com mais pardmetros.
Testa-se a significancia deles através do teste F. Além dos termos quadraticos pode-se adicionar
os parametros dos modelos cubico e clbico especial, € novamente avalia-se a significancia do

modelo obtendo-se a estrutura da analise da Tabela 5.2.



Tabela 5.2 - Estrutura de analise de variancia para a pesquisa do modelo adequado

Causas de Variagdo Graus de Quadrado Médio

Liberdade F
Linear p-1 QMLin QML%MR‘L:S
Quadratico p-1 QMQuad QMmeQM -
Cubico Esp. p-1 QMCubEs W%Res
Cubico p-1 QMCub QMGI%M s
Residuo N-p QMRes
Total N-1

* Quando um polindbmio canénico € usado para ajustar um modelo de superficie de
resposta, bem como fornecer as melhores combinagdes dos componentes, é comum o modelo
final incluir todos os termos até o mais alto grau. Geralmente a forma final de um polindmio que
contém q termos €

q q
“:§B*Xf +ZZpﬁxixj+.... (5.14)
- i
Ao escolher o grau do polindmio final podem ser feitos testes de hipotese para grupos de
pardmetros do modelo polinomial. Um grupo pode consistir em um parametro somente, mas,
frequentemente, o grupo envolve mais de um parametro. Por exemplo, para um polindmio
quadratico com trés componentes, o modelo é:
N=B1x1+B2x2HBaxs+HBraxixa+BraxixaHPaaxaxs (5.15)
Inicialmente escolhemos testar a hipotese Hy que consiste em:
Ho: A resposta ndo depende dos componentes da mistura.
e a hipotese alternativa é:
H: A resposta depende dos componentes da mistura.
Quando a hipotese nula € verdadeira, todos os coeficientes lineares B, 3, € Bz sdo iguais

a algum valor constante () € os outros termos do modelo da Equagdo (5.15) sdo nulos, entdo

Ho:Br=P2=Ps=P e f12=P15=P2s=0 (5.16)
e a Equagdo (5.15) € melhor escrita como
n = BixitPaxotPaxa =P (5.17)

De acordo com a Equagdo (5.17) a superficie sobre o tridngulo tem uma altura
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constante, [, como pode ser visto na Figura 5.1,

B "- s“ [30
LY
. -

X2 X3

Figura 5.1: Superficie de resposta especificada pela hipotese
Ho:B1=B2=Bs=B e B12=P13=P2=0

Quando a hipotese nula é rejeitada ndo fica claro se a superficie é ou ndo uma superficie
plana. Ela pode ser uma superficie plana inclinada ou a superficie pode ser curva. Se a superficie
¢ plana inclinada, entdo a hipotese nula é rejeitada em favor de H;: B12=B13=B=0 e B1#B>=Bs ou
B1=P2#Bs ou P.1#P2#Ps. Se a superficie possui curvatura a hipotese nula é rejeitada em favor de
Hi:B12=B15=P2#0 e B1=P>=PB3 ou B1=P2#P: ou B1=P2=P3 ou B1#B2#Ps.

Se for constatada a significdncia dos coeficientes B;; entdo eles devem ser testados
separadamente, isto €, deve ser feito o teste Hyp: ;=0 onde i,j=1,2,...q através do teste 7.
Entretanto ndo se pode realizar testes similares para os coeficientes f;, para i=1,2,...,q.

Pode-se analisar os valores dos coeficientes [3;, i=1,2,...,q do polindmio através das
estimativas dos seus erros padrdes. O valor do erro padrdo é uma indicagio da variabilidade do
coeficiente. Quando o valor do coeficiente é aproximadamente nulo e seu erro padrdo € grande
ndo se pode confiar neste resultado, e ele deve ser retirado do modelo. Desta maneira o

polindmio final para ajustar uma superficie de resposta aos dados pode ser simplificada e pode-

se entender melhor o comportamento dos dados.

5.3. ADEQUABILIDADE DO MODELO AJUSTADO

E necessario examinar cada modelo ajustado para ter certeza de que fornece uma boa

aproximagao do real comportamento dos dados e também para verificar se alguma das
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suposigdes da analise de variancia estdo sendo violadas. Se o modelo escolhido ndo fornece um
bom ajuste aos dados, a superficie de resposta ajustada pode estar fornecendo estimativas falhas.

Para cada modelo testado devem ser levados em conta alguns aspectos, como:

5.3.1. Coeficiente de Deteriminagao:

O coeficiente de deternimagio (R?) é um valor interpretado como a proporgio da

variabilidade da média da variavel dependente que € explicada pelo modelo.

5.3.2. Falta de ajuste (lack of fit):

Se alguns ensaios sdo repetidos, entdo pode-se calcular a estimativa da variabilidade do
erro baseada somente na variabilidade entre repeticoes da mesma mistura. Esta variabilidade
fornece uma boa indicagdo da confiabilidade das medidas, independentemente do modelo que
esta sendo ajustado aos dados, visto que € baseada na mesma combinacdo de fatores (mistura,
neste caso). Apos ajustar o modelo pode-se testar a variabilidade residual contra a estimativa do
erro puro. Se este teste é estatisticamente significante, isto €, se a variabilidade residual ¢
significativamente maior que a variabilidade do erro puro, entdo conclui-se que existem
diferengas grandes entre valores para a mesma mistura que ndo podem ser explicados pelo
modelo que esta sendo testado. Entdo pode existir uma falta de ajuste (lack of fit) para o
modelo. Neste caso tenta-se um modelo mais complexo, talvez apenas adicionando-se termos
individuais de maior ordem, por exemplo incluir apenas 3,2X;x3 no modelo linear.

O procedimento do teste para falta de ajuste particiona a soma de quadrados residual em
dois componentes: soma de quadrados do erro puro (SQgp) € soma de quadrados devida a falta
de ajuste (SQra;).

Suponha que se tem um modelo com p pardmetros e que existam n; observagdes para a
resposta no i-ésimo nivel do fator x;, i=1,2,....,m. Se y;; denota a j-ésima observagdo para a

resposta quando x=x;, i=1,2,....m e j=1,2,...,n;. Entdo tem-se um total de N = Z n, observagdes.

A Tabela 5.3 apresenta o teste estatistico para verificar a falta de ajuste.
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Tabela 5.3 - Analise de variancia possibilitando o teste da falta de ajuste do modelo

Causa de Variagdo GL Soma de Quadrados F
Regressao L e foQea/P-l
ReSidllo N—p SQRes = z, Zl (ylj = ?i)2

i=l =
- S SQ FAj .f m-p
Falta de Ajuste mp  SQuy =§rn ¥ -%)’ e
Erro Puro

N-m SQp = inzi(Yij =Y )2

i=1 j=1

TOt al N"‘ 1 SQTle

O valor calculado para o teste F para falta de ajuste deve ser comparado com o valor

tabelado para um distribui¢do F com m-p e N-m graus de liberdade para o numerador e

denominador, respectivamente.

5.3.3. Analise de residuos:

E um conjunto de métodos para verificar diferengas entre os valores preditos (estimados)
e os observados e assim examinar a adequabilidade das predicdes feitas pelo modelo, a
necessidade de transformagdes nas variaveis do modelo e a existéncia de valores discrepantes
(outliers) entre as observagoes.

Os residuos sdo obtidos calculando-se as diferengas entre os valores observados para as
variaveis respostas e os valores preditos para as respostas dados pelo modelo ajustado no u-
ésimo ensaio, isto é e.=y, —V,, u=1,2,...,N. Para obter o valor da Soma de Quadrados dos
Residuos ja foram utilizados os residuos, porém é também necessario que cada residuo seja
analisado individualmente como uma maneira de detectar a ndo-adequabilidade do modelo. Isto
acontece porque os “tamanhos” dos residuos podem ser grandes para os fatores que ndo sdo
descritos pelo modelo proposto assim como por ndo utilizarem as forgas dos componentes
importantes para o grau correto do modelo ajustado.

Os modelos utilizados na analise das respostas da variavel dependente exigem que certas

suposigoes sobre a distribui¢do dos valores dos residuos estejam satisfeitas. Estas suposi¢des
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podem ser resumidas em normalidade, linearidade, homoscedasticidade e independéncia dos
residuos.

A suposi¢do de normalidade pode ser verificada através do grafico de probabilidade
normal dos residuos. Se os residuos estiverem localizados proximos a uma reta, entdo a
suposi¢do de normalidade estara satisfeita. Quando o grafico indicar problemas com a suposi¢do
de normalidade, transformagdes na variavel resposta constitui uma medida remediadora.

O grafico dos residuos contra os valores estimados deve apresentar uma distribuigio
aleatoria sugerindo que a varidncia das observagdes originais € constante para todos os valores
dey. Se a variancia da resposta depender dos valores de y, este grafico pode exibir a “forma de
funil”, o que indica a necessidade de transformagdes nos dados da resposta.

O grafico dos residuos contra os valores de x; e suas combinagdes sdo outras técnicas
bastante Uteis para testar o modelo utilizado. Comportamentos ndo aleatorios nestes graficos
podem indicar que o modelo ndo esta sendo adequado para ajustar os dados. Nestes casos
transformagGes nos dados podem estabilizar esta situagao.

Uma inspegdo geral nos valores e sinais dos residuos deve ser feita, através de um
diagrama de pontos. Se a suposigdo de que os residuos sdo independentes e identicamente
distribuidos com distribuigdo normal (0,6%) os pontos do grafico devem ter a aparéncia de uma
amostra normal centrada em zero. Obviamente, quando o numero de residuos ndo é
suficientemente grande, € dificil visualizar alguma tendéncia através da observag@o dos pontos.

Reescalonando os residuos de acordo com algum critério € outra maneira para detectar
valores discrepantes. Estes residuos escalonados podem apresentar de maneira mais clara

algumas informagdes a respeito dos dados. Uma maneira é padronizar os residuos que € dividir
cada residuo pelo desvio padrdo médio, ou seja, d, =e, / G para i=1,2,... N onde geralmente
utiliza-se 6 =,/QM,,, . Os residuos padronizados tem média zero e varidncia unitaria e,
consequentemente, sdo bastante Uteis para localizar valores ‘outliers’. Observagdes fora do
intervalo -3 < d; < 3 podem ser observagdes ndo usuais e devem ser analisadas. Elas podem

representar um erro de medida ou digitagdo dos dados como também podem significar que o

modelo ajustado ¢ uma aproximagéo falha sobre a verdadeira forma da superficie de resposta

naquele ponto.

QOutra maneira de escalonar os residuos ¢ criando residuos studentizados. A

o . i sk . . e,
transformac¢do consiste em dividir cada residuo pelo seu desvio em 1= "/, para
o,/1-h;
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i=1,2,....N,G = \/QM,,, e h; é o valor da alavanca no ponto i (Ver Estatisticas de Diagnostico).
Em muitas situagdes a variancia dos residuos estabiliza, principalmente para um grande nimero
de dados e, nestes casos podem existir diferengas muito pequenas entre residuos padronizados e
studentizados, ambos fornecendo o mesmo tipo de informag@o. Entretanto devido a um ponto
com grande residuo e grande alavanca ser um ponto de influéncia no ajuste de uma equagio por

minimos quadrados, o estudo dos residuos studentizados é mais recomendado.

5.3.4. Estatisticas de diagndstico:

Algumas vezes um pequeno conjunto de dados pode criar influéncias desproporcionais
no modelo de regressdo ajustado. Isto significa que os parametros estimados ou predigdes
podem estar sendo mais influenciados por um conjunto pequeno de dados do que da maioria dos
valores. E necessario identificar estes pontos de influéncia no modelo e entender seus
comportamentos.

A distancia de Cook (D;) € uma medida que indica a influéncia de cada observagido de
uma maneira geral. Ela ¢ uma medida da distancia quadrada entre a estimativa de minimos
quadrados b baseada em todos os N pontos e a estimativa b obtida deletando o i-ésimo ponto.
A medida da distancia pode ser expressa na forma geral
(b - b) M(b, - b)

C

D.(M,c) =

(5.18)

onde i=1,2,...,N. Os valores usuais para M e ¢ s80 M=X"X e ¢=pSQgo.

Os casos onde o valor de D; é grande é provavel que a observagdo apresente algum
problema na estimagdo dos coeficientes 3;. O valor de D; pode ser comparado com o valor
tabelado de F com p e N-p graus de liberdade para o numerador e para o denominador, mesmo

ndo sendo uma variavel aleatoria, mas por apresentar uma certa similaridade com um elipsoide

de confianga da teoria normal.

A disposigdo dos pontos sobre o eixo x € importante para determinar as propriedades do
modelo. A Alavancagem “leverage” (h;) € calculada para cada observagdo levando em conta a
variabilidade dos residuos. A matriz H=X(X’X)'X’¢ uma ferramenta util para detectar
observacdes influentes. H determina as varidncias e covaridncias de § e e, porque Var(§)=c"H
e Var (e)=c’(1-H). Os elementos h; de H podem ser interpretados como o total da alavanca

exercida por y; em y; Entdo uma inspegdo nos elementos de H pode revelar pontos que sdo

36



influentes devido a sua localizagdo no espago x. Atengdo especial ¢ dada aos elementos da
diagonal. Como a soma dos elementos da diagonal zhlh = rank(H) = rank(X) =p, o valor

médio dos elementos da diagonal da matriz H é p/N. Entdo se o valor de h; for maior que
2p/N, a observagdao i ¢ um ponto de alta alavanca, isto €, de grande influéncia. Pode-se

identificar os valores “outliers” analisando os valores da alavancagem.
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6. VARIAGOES DO PROBLEMA ORIGINAL

Existem muitas variagdes do problema original de misturas: Uma destas variagdes € a
adicdo de restrigoes (limites superior e inferior) em algumas das propor¢des dos
componentes. Estas restrigdes ocorrem porque o problema pode exigir que pelo menos uma
quantidade minima de determinado ingrediente esteja presente na mistura, ou entdo, que para
um ingrediente a propor¢do nao exceda um limite maximo. Em alguns experimentos com
misturas existem variaveis do processo zi, z», ..,z, além dos componentes da mistura. Por
exemplo, podem ser variaveis do processo a temperatura ambiente e a umidade do ar. Incluir
variaveis do processo em experimentos com misturas usualmente envolve construir
delineamentos que utilizem diferentes niveis das variaveis do processo através de um
delineamento fatorial em combinagdo com as variaveis (fatores) da mistura. Finalmente, em
algumas ocasides o experimentador pode estar interessado ndo somente na formulagdo da

mistura mas também na quantidade da mistura que € aplicada nas unidades experimentais.

6.1. MULTIPLAS RESTRICOES NAS PROPORCOES DOS
COMPONENTES

O enfoque mais comum em experimentos com misturas € explorar toda a regido
simplex. Os delineamentos simplex-lattice e simplex-centroide sdo uteis para ajustar modelos
de superficies de resposta sobre estas regides. Estes planejamentos exigem pontos nos
vértices, que s3o as misturas puras. Na pratica, estes pontos podem néo ser validos, isto €,
misturas puras podem ndo ser possiveis. Por exemplo, suponhamos que nosso interesse esta
no efeito de um aditivo alimentar no gosto de um suco de frutas. O ingrediente adicional
pode variar somente dentro de limites muito pequenos, nao ultrapassando uma porcentagem

da mistura.

Em muitos experimentos com misturas estes tipos de restrigdes tem a forma de limites



minimo e/ou maximo nas propor¢des dos componentes, 0 que nos impedem de explorar toda
a regidao simplex. Neste casos trabalha-se com uma sub-regido do espago simplex, formada de
acordo com as restrigdes de cada um dos componentes.

Limitar a experimentagdo para alguma sub-regido do simplex implica em um
decréscimo no custo e no tempo da experimentag@o, assim como também implica numa maior
precisdao do modelo estimado. _

Para descrever a forma de uma superficie de resposta sobre uma sub-regido simplex
na forma de alguma equagdo polinomial, 0 modelo a ser escrito pode ser qualquer um desde
que atenda as restrigdes dos componentes, ou um que introduza componentes artificiais
chamados de pseudocomponentes (componentes falsos) que sdo gerados a partir dos
componentes originais. Os pseudocomponentes sdo combinagdes (ou fungdes escalares) dos
componentes originais (reais) e a razdo para introduzi-los é que na maioria das vezes a
construgdo do delineamento e o ajuste do modelo s@o mais simples quando utilizados os
pseudocomponentes ao invés dos componentes originais.

Deve-se ter cuidado com os pseudocomponentes no que diz respeito a ndo esquecer
que eles sio ‘pseudo’ (falsos) e queremos fazer inferéncias sobre os componentes que
realmente atuam no processo. Uma transformagdo inversa dos pseudocomponentes para os
originais deve ser feita, de modo que se possa fazer inferéncias sobre o sistema original.

Em muitos experimentos com misturas existem restricdes nas proporgdes dos
componentes. Elas podem ser superiores e/ou inferiores da forma a; < x; < b;, i=1,2,...q onde
a; € o limite inferior para a proporg¢ao do componente i e b; € o limite superior, ou seja, a
propor¢do maxima que o componente i pode assumir na mistura. A forma geral das
propor¢des dos componentes €

Xt Axg=1
a<x<b; (6.1)
onde a;20 eb; <1 para,i=1,2,...,q.

O efeito das restrigdes superiores e inferiores da Equagdo (6.1) € que o limite da
possivel regido fica restrita a uma sub-regido do espago simplex. Por este motivo,
planejamentos experimentais problemas de misturas com restrigdo devem ser limitados a sub-
regido possivel do simplex. Neste capitulo serdo apresentados delineamentos e técnicas de

analise para os casos de misturas com espago restrito.
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6.1.1. Limites Minimos para as Proporgoes dos Componentes

Neste item sera considerado o caso onde apenas limites inferiores sdo impostos a

Equagdo (6.1) e entdao o problema de mistura restrita pode ser expresso como:
XitXat.. X~
<x<1 (6.2)

para i=1,2,...,q, onde alguns dos a; podem ser iguais a zero.

Para ilustrar o efeito de limites inferiores nas propor¢des dos componentes, considere
um exemplo com trés componentes

a<x A <Xy & a3 <Xx3

A Figura 6.1 mostra a possivel regido depois das restrigdes serem impostas. Nota-se
que a inclusdo de limites inferiores em uma mistura néo altera a forma do espago ou regido de
interesse, ele ainda € um simplex. Se apenas limites inferiores sdo impostos para as
proporg¢des dos componentes da mistura, a regido caracteristica para o experimento continua
sendo um simplex, porém menor e inscrito dentro da regido original. Se os limites para todos
os componentes forem iguais (a;=a;=a;=...=ay), o centroide do simplex original € o também o

centroide do simplex menor inserido no simplex original.

.’{1=l

Xo= 1 X3= 1

Figura 6.1: Possivel espago de mistura para trés componentes com limites inferiores.

Como a sub-regido é ainda um simplex, é razoavel definir um novo conjunto de
componentes que assumem valor de 0 a 1 sobre a regido de restrigdo. Assim pode-se
construir planejamentos e ajustar modelos facilmente sobre a sub-regido simplex. A

redefinicdo dos componentes sdo chamadas de pseudocomponentes. Os pseudocomponentes
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x ; sdo definidos utilizando as seguintes transformagdes:

X. —a. ki
X; = ]‘ L. onde L=)"a, <1 (6.3)

i=1
A transformagdo de retorno aos componentes originais €:
x; =a, +(1-L)x; (6.4)

Uma vez que as misturas no sistema original sdo definidas para o conjunto de
pseudocomponentes, 0 proximo passo € coletar informagdes para as respostas do
planejamento, e entdo um modelo em termos dos pseudocomponentes, ou em termos dos
componentes originais podera ser obtido.

Por exemplo, suponha o caso onde 03 < x;, 04 < x; ¢ 0.1 £ x3. Os
pseudocomponentes Sao:

i Xy—= 03 . Xy —04 i Rp—All
X, = 02 X, =—————'~02 X, = ——02

porque a;=0.3, a,=0.4 e a;=0.1, L=0.3+0.4+0.1=0.8 e 1-L=0.2. O espago fatorial em termos

dos pseudocomponentes pode ser visto no lado direito da Tabela 6.1. A orientagdo do

simplex para os pseudocomponentes ¢ a mesma que a do simplex original, e a altura do
simplex para os pseudocomponentes € 1-L.

Construir um planejamento para os pseudocomponentes € facil. Primeiramente
selecionam-se os pontos para os X’; que, depois, serdo convertidos para 0os componentes
originais utilizando a Eq. (6.4).

Para ilustrar, suponha que se decida utilizar um planejamento simplex-centroide para
o exemplo anterior. A Tabela 6.1 apresenta os pontos do delineamento para os
pseudocomponentes e para os componentes originais.

Os componentes originais vistos na Tabela 6.1 foram calculados utilizando a Equagdo
6.4. Tém-se:

x1=0.3+0.2x,’
x>=0.4+0.2x5’
x3=0.1+0.2x5’

Para ilustrar, considere o ponto x;’= %2, x2’= 2 € x3’=0. Em termos dos
componentes originais, este ponto fornece

x;=0.3+0.2(%) =0.4
x,=0.4+0.2(%4)=0.5
x3=0.1+0.2(%2)=0.1
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como mostrado na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 - Planejamento simplex-centroide em termos dos pseudocomponentes e dos
componentes originais

Pseudocomponentes Componentes Originais
X1 Xy X3 X1 X2 X3
1 0 0 0.5 - 04 0.1
0 1 0.3 0.6 0.1
0 0 1 0.3 0.4 03
Va Y 0 0.4 0.5 0.1
V2 0 Y2 04 04 0.2
0 72 72 0.3 0.5 0.2
'/ /s '3 0.3667 0.4667 0.1666

Indica-se a utilizagdo dos pseudocomponentes para ajustar modelos para misturas. A
razao para isto € que planejamentos para regides restritas geralmente apresentam altos niveis
de multicolinearidade o que pode provocar impacto sobre as estimativas por minimos
quadrados para os coeficientes de regressdo. Em geral, um modelo de misturas utilizando
pseudocomponentes apresenta niveis baixos de multicolinearidade.

As interpretagdes dos parametros para os modelos com pseudocomponentes sdo as
mesmas que as interpretagdes de pardmetros nos modelos ajustados quando sio utilizados os
componentes originais. Graficos de contornos para as estimativas das respostas podem ser

obtidos com os pseudocomponentes da mesma maneira.

6.1.2. Limites Maximos para as Proporgdes dos Componentes

Quando um ou mais componentes tém restrigdes quanto aos limites maximos das
proporgdes, uma simples modificagdo no delineamento simplex-lattice consiste em substituir
as combinagdes dos componentes em que ha restrigdo por misturas formadas de combinagdes
dos outros componentes (aqueles em que ndo ha restricdes). Entretanto a presenca de
restrigdes quanto as maximas proporgdes podem levar a regido experimental a ndo ser um
simplex. Em alguns casos, como por exemplo a mistura de trés componentes x;<0.4 x,<0.5
e x3<0.3, vista na Figura 6.2 a regido pode ser um simplex invertido. Em outros casos, como
na mistura de x;<0.7 x,<0.5 e x3<0.8 a regido ndo é um simplex (Figura 6.3).

Nos casos em que a regido experimental nio € um simplex, planejamentos

computacionais, geralmente baseados no critério D-6timo, sdo alternativas validas.

42



X2=l - .‘(3=].

Figura 6.2: Espago experimental para a mistura de trés componentes quando a regido

experimental ¢ um simplex invertido

X1=l

x=1 x3=l
Figura 6.3: Espago experimental para a mistura de trés componentes quando a regido

experimental ndo € um simplex

Em geral, quando restricdes quanto as propor¢des maximas dos componentes sao
impostas, a possivel regido experimental é um simplex invertido que situa-se dentro do

simplex original ou sem restrigdes, se e somente se

q
Zbi -b,, =1 (6.5)
i=1

onde bmin € a menor das restrigdes b;.

3
Por exemplo, para a situagio da Figura 6.2, tem-se » b, =04+05+03=12 e

i=]
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3
bmin=0.3, entao Z b, — b, =12-03=09<1 e aregido possivel € um simplex invertido.

i=l

3
Para a Figura 63 tem-se Zb,=0.7+0.5+0.8=2.0 e bmn=0.5, entdo
1=1

3
> b, —b,, =20-05=15>1 e a regido restrita ndo ¢ um simplex.

Quando duas ou mais das proporg¢des dos componentes tiverem restri¢des quanto ao
seu maximo sugere-se que sejam definidos U-pseudocomponentes (pseudocomponentes

limitados superiormente):

b. —x. ' 3
i i=12,...9 onde Db, > 1 (6.6)

b, -1
i=1

u. =

Quando a regido dos pseudocomponentes ¢ um simplex invertido deve-se ter cuidado
quanto a interpretagdo dos coeficientes do modelo ajustado quando sdo feitas inferéncias

sobre a superficie de resposta para os componentes originais.

A transformag@o para os componentes originais €

£ :bi—(zq:bi—l)ui (6.7)

6.1.3. Limites Maximos e Minimos para as Proporgdes dos Componentes

Os pseudocomponentes foram introduzidos com o proposito de facilitar o
planejamento de misturas quando existem restrigdes e queremos modelar uma superficie no
interior do simplex. Agora discutiremos a estimacdo dos coeficientes de um modelo no caso
de existirem restrigdes superiores e inferiores nas propor¢des dos componentes. Na pratica
estas situagdes existem quando em uma mistura necessita-se de pelo menos a; mas ndo mais
que b;, para o componente i. Restrigbes similares podem ser impostas aos outros

componentes. Nestes casos a regido experimental ndo € mais um simplex.
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Em um experimento com q componentes, as multiplas restrigdes podem ser escritas

como
0<a <x<b <1 (6.8)

onde i=1,2,3,...,q.

Para ilustrar, suponha que a formulagdo de um xampu € composta de trés substéancias:
X1, X2 € X3. Juntas, estas trés substancias correspondem a 50% da mistura. Os outros 50% sdo
agua, perfume e corantes. A resposta de interesse € a altura da espuma formada do xampu.
Temos, entdo:

Xi+x+x3=0.5

020<x; <030 0.07<x,;<0.10 0.13<x;,<0.20

A Figura 6.4 mostra a possivel regido para este experimento. Para a construgdo deste
grafico foi utilizada a relagdo x; + x; + x3 = 1, entdo os limites superiores e inferiores foram
obtidos dividindo-se os originais por 0.5. Observe que a regido ndo € um simplex, portanto os
planejamentos padrdoes para misturas, como simplex-lattice, simplex-centroide e

planejamentos axiais ndo podem ser utilizados.

X|=1

X3=1
Figura 6.4: Possivel regido experimental para o experimento com o xampu

Quando apenas um ou dois componentes tem restricdes em suas propor¢des nao €
dificil de estabelecer o espago fatorial resultante. Entretanto, se muitos ou todos
componentes tem restrigdes entdo o espago resultante tem a forma de um hiperpoliedro

(poliedro convexo), cuja forma é consideravelmente mais complicada que um simplex.
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Alguns tipos de geradores computacionais de planejamentos podem ser utilizados no
experimento quando existem estas restri¢oes.

Na seqiiéncia serdo discutidos alguns critérios para construir estes planejamentos.

~ 6.2. PLANEJAMENTOS PARA EXPERIMENTOS COM MISTURAS COM
MULTIPLAS RESTRICOES NAS PROPORCOES DOS COMPONENTES

Quando ha necessidade de utilizar um planejamento para experimentos com misturas
em regides de restrigdes ou sub-regides simplex deve-se optar por delineamentos
particulares, que selecionem os pontos experimentais de maneira a obter maior
aproveitamento da regido. Normalmente utilizam-se os vértices € mais alguns pontos no
interior da sub-regido.

Existe uma variedade de algoritmos para determinar as coordenadas dos vértices de
uma regido de restrigdes. Estes incluem o algoritmo de vértices extremos proposto por
McLean e Anderson (1966), o algoritmo XVERT de Snee e Marquardt (1974), sua
modificacdo conhecida por XVERT1 proposta por Nigman et al. (1983) e o algoritmo
descrito por Cornell (1981) baseado nos U-pseudocomponentes. As coordenadas dos outros
possiveis pontos podem ser expressadas como combinagdes lineares das coordenadas dos
vértices extremos. Piepel (1988) apresenta o algoritmo COVAEV para localizar os centros
dos pontos das bordas e todos os outros centroides.

Neste capitulo serdao abordados alguns algoritmos utilizados nestes casos.

6.2.1. Planejamento de Vértices Extremos

Um procedimento para conduzir experimentos com misturas quando varios
componentes (fatores) tem restricdes € o delineamento de vértices extremos. A seleg¢do dos
vértices e de varios centroides do hiper-poliedro resultante da regido produzida pelas
restricbes € um método para determinar uma Unica combinagdo de tratamentos, ou seja, o
conjunto de misturas do planejamento.

Os vértices extremos da regido produzida pelas restrigdes sdo formados pela
combinagdes das restrigdes superiores e inferiores nas propor¢des dos componentes. Em uma
mistura de trés componentes (q=3) existem quatro veértices extremos. Para quatro

componentes (q=4) sao oito vértices extremos. McLean e Anderson (1966) propuseram a

46



utilizagio destes pontos como a base do planejamento, juntamente com um conjunto de
centroides ou pontos que estdo no centro das bordas, faces e assim por diante, incluindo o
centroide geral da regido.

O planejamento de vértices extremos introduz um delineamento onde cada fator tem

restrigdes nas proporgdes € cobre os extremos do espago fatorial. Assume-se que situagdes

como i i- 51 @ i b. < 1 ndo ocorrem. No caso onde a;=b; para o i-ésimo componente,
=1

i=1
a dimensdo do espaco fatorial é reduzida em 1 e os componentes restantes devem somar (1-
a;), 0 que indica que o problema do planejamento € essencialmente 0 mesmo, portanto vamos
assumir que a;#b; para qualquer i=1,...,q.

O conjunto de restrigdes para os componentes individualmente descrevem um hiper-
poliedro com (g-1) dimensdes. Os vértices e centroides desta figura descrevem uma unica
combinagdo de pontos (o planejamento do experimento) que sera utilizado para estimar a
superficie de resposta. Assume-se que estes pontos formam um nimero suficiente e de
localizagdo adequada de pontos no planejamento para permitir a estimagdo de todos os
parametros do polindmio que é utilizado para aproximar uma superficie de resposta.

No caso de um modelo quadratico y= i[lixi + EBﬂxix ; um minimo de Y2q(q+1)

i=1 1=igj<q

pontos sdo necessarios. Ensaios adicionais podem ser exigidos se uma estimativa do erro for

requerida ou se quisermos testar a falta de ajuste do modelo. No caso de pontos adicionais,

pode-se utilizar os pontos centrais das bordas do hiper-poliedro ou repetir alguns dos pontos
ja existentes.

Os vértices do delineamento podem ser obtidos utilizando as seguintes regras:

1. Listar todas as possiveis combinagGes (como em um fatorial 2¥) das proporgdes dos g-1
fatores usando os niveis a; e b; para todos os fatores exceto um e este é deixado em
branco. Este procedimento produz 2%' pontos. Com trés componentes (fatores), por
exemplo existem trés limites inferiores nas proporgdes: a; a; € az e trés limites superiores:
by b, e bs. As combinagdes de dois niveis sdo: aja,__, aib,__, bjay_, bib,__ onde as
proporgdes correspondentes ao componente trés estdo em branco. O processo € repetido
q vezes onde cada vez um componente ¢ deixado em branco e depois ¢ computado. Esta
lista consiste em q(2%") possiveis combinagdes.

2. Para todas as combinagOes obtidas em 1 completar a lacuna em branco com um valor

admissivel, de modo que a soma das propor¢des de cada combinagdo seja um. Cada
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tratamento (combinagdo das propor¢des dos componentes) € um vértice, entretanto cada

vértice pode aparecer mais de uma vez.

Depois de estabelecer quais vértices do poliedro convexo sdo possivelis, define-se um
conjunto de centroides ou pontos posicionados no centro das faces ou bordas. Existe um
ponto centroide localizado em cada face de duas dimensdes, trés dimensaes, ..., k-dimensdes,
onde k < @-2 assim como também existe um centroide geral, no centro do poliedro. Este
ultimo ponto é a combinagdo dos componentes obtido pela média total dos niveis dos fatores
que definem a existéncia da possivel regido e ele pode, ou ndo, coincidir com o verdadeiro
centroide do poliedro.

Os centroides das faces de duas dimensdes sdo obtidas isolando todos os vértices que
tem g-3 niveis idénticos e fazendo-se a média dos niveis dos fatores para cada um dos trés
fatores restantes. Todos os centroides restantes sdo obtidos de maneira similar usando todos
os veértices que tem q-r-1 niveis idénticos para cada face de r dimensdes onde r < k < g-2.
Pode-se perceber que k € menor que g-2 desde que as restrigdes utilizadas nas proporgdes

podem reduzir a dimensdo do hiper-poliedro para menor de g-1.

6.2.2. Algoritmo XVERT

Como um procedimento alternativo para o planejamento de vértices extremos
proposto por McLean e Anderson (1966), Snee e Marquardt (1975) propuseram o algoritmo
XVERT. Este algoritmo gera as coordenadas de todos os vértices extremos e entdo seleciona

alguns deles para servirem de pontos do delineamento para ajustar um modelo polinomial

candnico de primeira ordem.

O algoritmo XVERT opera principalmente com o principio de escolher um
delineamento cujos pontos cubram, se possivel, toda a regido. Quando ajusta-se um modelo
de primeira ordem, por exemplo

y=XB+e (6.9)
onde y é um vetor NxI de observagdes, X é uma matriz Nxq das proporgdes dos
componentes correspondendo as N misturas e onde a u-ésima linha € xu'=(x,,1,xu2,‘..,xuq), Bé
um vetor qx1 dos coeficientes que serdo estimados e € € um vetor NxI de erros aleatorios

com média zero e varidncia 6°1. O algoritmo XVERT escolhe o delineamento de uma classe
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de possiveis delineamentos, cujo trago da matriz (X’X)" é o menor em médulo. O trago da
matriz (X’X)" ¢ a soma dos elementos da diagonal e desde que o i-ésimo elemento da
diagonal, chamado de c;; é usado na var(b;)=c;c’, entdo o trago é a soma das variancias dos
elementos de b, onde b € o estimador de . Em outras palavras:

b=X'X)"X y

var(b) = (X X)"'c’ (6.10)

c’traco(X' X) ' = Zvar(b;)

e, entio, minimizar o trago da matriz (X’X)" significa minimizar a soma das variancias dos
coeficientes estimados b;, i=1,2,...q.

Cornell (1981) descreve detalhadamente a maneira de obter os vértices através do
algoritmo XVERT. No Capitulo 7 mostra-se como obter o conjunto de misturas que melhor

cobre o espago da sub-regido utilizando o algoritmo XVERT e as Macros do modulo QC do

programa estatistico SAS for Windows.

6.2.3. Planejamento D-6timo

O critério D-6timo pode ser usado para selecionar pontos em um experimento com
misturas em uma regido produzida pelas restrigdes, ou sub-regido simplex. Este critério
seleciona pontos de uma lista de possiveis candidatos de maneira a minimizar a variancia dos

coeficientes do modelo de regressdo. Isto €, os pontos sdo escolhidos de maneira a maximizar

o determinante da matriz X’X.

Para experimentos com misturas o algoritmo do critério D-6timo requer:
(1) um conjunto razoavel de pontos candidatos para, a partir deles, selecionar os pontos do
planejamento;
(2) um método conveniente para identificar as coordenadas destes pontos no espago restrito
do planejamento e;

(3) um procedimento sistematico ou conjunto de regras para selecionar os pontos.

Este conjunto de pontos candidatos depende da ordem do modelo que o
experimentador quer ajustar aos dados. Baseados na experiéncia pode-se recomendar:

a. Modelo linear: os pontos candidatos deveriam incluir os vértices da regido, os centros das
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bordas, o centroide geral e pontos axiais que s@o localizados na metade do espago entre o
centroide geral e os vértices.

b. Modelo quadratico: os possiveis pontos deveriam incluir os vértices, os centros das
bordas, os centroides dos planos formados pelas restriges, o centroide geral e os pontos
axiais.

¢. Modelo cibico ou cubico especial: os possiveis pontos deveriam incluir os vértices, os

tercos das bordas, os centréides dos planos formados pelas restrigdes, o centroide geral e

0s pontos axiais.

Para o exemplo do xampu visto anteriormente na Figura 6.4 pode-se construir o
planejamento D-otimo, assumindo que o pesquisador quer ajustar um modelo quadratico.
Especificam-se como os pontos candidatos os quatro vértices da regido, os quatro centros
das bordas, o centroide geral e quatro pontos axiais que estdo situados na metade da
distdncia entre o centroide geral e os vértices da regido restrita. Na Tabela 6.2 vé-se a lista
destes pontos utilizando as proporgdes atuais dos componentes, as proporg¢des reais definidas
por x; / 0.5 e o valor dos pseudocomponentes.

Pelo menos seis dos treze pontos devem ser selecionados para poder ajustar um
modelo quadratico. Recomendam-se pontos adicionais para serem usados no planejamento de
maneira a poder estimar o erro e testar a adequabilidade do modelo. Em geral recomenda-se
um minimo de 7-10 pontos adicionais, metade destes usados como repetigdes € na outra
metade sdo escolhidos pontos distintos do planejamento para que a falta de ajuste do modelo

possa ser testada.

Escolhidos os pontos pode-se medir a resposta para cada uma das combinagdes dos

componentes ¢ analisar os dados da maneira usual.

Pesquisadores geralmente utilizam o delineamento D-6timo porque o conceito de
minimizar a varidncia dos coeficientes da regressdo ¢ sempre aceitavel. Entretanto, ndo é
garantido que a varidancia da resposta estimada na regido de interesse tenha um bom
comportamento. Outro problema com a selegdo dos pontos do planejamento D-6timo € que

ha dependéncia entre os valores obtidos com o nimero de pontos utilizados.
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Tabela 6.2: Pontos experimentais candidatos para o experimento do xampu

Vértices Pontos Axiais

| Pseudo  1.0000  0.0000 0.0000 9 Pseudo 0.7500  0.0750  0.1750
Real 0.6000 0.1400 0.2600 Real 0.5500 0.1550 0.2950
Atual 0.3000 0.0700 0.1300 Atual 0.2750 0.0775 0.1475

2 Pscudo 0.7000 0.3000 0.0000 10 Pseudo 0.6000 0.2250 0.1750
Real 0.5400 0.2000 0.2600 Real 0.5200 0.1850 0.2950
Atual 0.2700 0.1000 0.1300 Atual 0.2600 0.0925 0.1475

3 Psecudo  0.0000 0.3000 0.7000 11 Pseudo 0.2500 0.2250 0.5250
Real 0.4000 0.2000 0.4000 Real 0.4500 0.1850 0.3650
Atual 0.2000 0.1000 0.2000 Atual 0.2250 0.0925 0.1825

4 Pseudo 0.3000 0.0000 0.7000 12 Pseudo 0.4000 0.0750 0.5250
Real 0.4600 0.1400 0.4000 Real 0.4800 0.1550 0.3650
Atual 0.2300 0.0700  0.2000 Atual 0.2400 0.0775 0.1825

Centros das Bordas Centroide Geral

5 Pseudo 0.8500 0.1500 0.0000 13 Pseudo 0.5000 0.1500 0.3500
Real 0.5700 0.1700 0.2600 Real 0.5000 0.1700 0.3300
Atual 0.2850 0.0850 0.1300 Atual 0.2500 0.0840 0.1650

6 Pscudo  0.6500  0.0000  0.3500
Real 0.5300  0.1400  0.3300

Atual 02650 00700  0.1650
7 Pseudo 03500 03000  0.3500
Real 04700 02000  0.3300
Atual 02350  0.1000  0.1650
8 Pseudo  0.1500  0.1500  0.7000
Real 04300  0.1700  0.4000
Atual 02150  0.0850  0.2000

6.2.4. Planejamento baseado na distancia

O critério da sele¢@o dos pontos pela distancia procura distribuir uniformemente os
pontos pela sub-regido do simplex formada pelas restrigoes. O algoritmo para selecionar os
pontos € bastante simples: comeg¢a com os pontos que sdo possiveis vértices da regido sem
restrigdes e entdo adiciona a este um ponto cuja distancia euclidiana em relagio ao primeiro é
maxima. Os outros pontos sdo adicionados da mesma maneira, isto €, escolhe-se o ponto cuja
minima distancia euclidiana para os outros pontos do planejamento ¢ um maximo. Sabe-se
que inicialmente € necessario um conjunto de pontos candidatos. Usualmente recomendam-se
os mesmos pontos que foram utilizados no critério D-6timo.

Para ilustrar o planejamento produzido pelo critério baseado na distancia considere o

conjunto de pontos da Tabela 6.3 construidos para o exemplo do xampu da Figura 6.4, que
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contém um planejamento com 13 pontos. Para construir este planejamento, tém-se quatro

ensaios repetidos.

Tabela 6.3: Planejamento baseado na distancia para o experimento do xampu

Planejamento com 13 pontos com
quatro ensaios repetidos *

11 9

2,2 10
3 11
4.4 13
5.5
* Estes pontos referem-se aos pontos
da Tabela 6.2

O planejamento com 13 pontos contém os quatro vértices, um dos centros das bordas,
trés dos pontos axiais e o centroide geral. Trés dos vértices e o centro da borda foram
repetidos. Comparando com o planejamento de 13 pontos obtidos pelo critério D-6timo
observa-se que este planejamento tem mais pontos no interior. Em geral, o critério da
distancia seleciona mais pontos no interior da regido se comparado ao critério D-0timo.
Muitos experimentadores consideram a uniformidade do espagamento dos pontos sobre a
regido de interesse como uma qualidade do critério baseado na distancia.

_ Geralmente o critério baseado na distancia primeiro escolhe os pontos que cobrem as
fronteiras da regido, entdo adiciona pontos no interior apenas onde estes pontos estdo
distantes dos ja selecionados. Quando o nimero de variaveis aumenta, a probabilidade de
selecionar pontos no interior, com um razoavel numero de pontos, diminui e entdo, com
quatro ou mais componentes indica-se utilizar o critério D-6timo. E recomendado examinar

os graficos das variancias das estimativas sobre a regido de interesse como uma ajuda para

decidir pelo critério de selegéo.

6.2.5. Restrigoes Multicomponentes

Algumas vezes além de restriges superiores e/ou inferiores nas propor¢des dos

componentes existem restri¢gdes lineares, como
Cj < A;,-x. F Azj)(z g + quxq < ]-)J (6 | 1)

para j=1,2,...,m. Estes tipos de restricdes sdo chamadas de restrigdes multicomponentes.
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Algumas destas constantes A;; podem ser zero, entdo no geral, ndo é necessario que todos os
componentes aparegam em cada restrigdo.

Quando restrigdes multicomponentes estdo presentes, elas podem modificar a forma
da regido de interesse no simplex. Isto €, elas podem modificar o nimero de vértices, bordas,
e assim por diante. Para ilustrar, considere o seguinte exemplo:

x1+xg+x3=1
0.1<xy
X, <0.8
X3 < 0.7

0.4 <x; +0.8x,

A Figura 6.5 mostra a possivel regido para este delineamento. Note que o efeito das
restricoes multicomponentes ¢ de “cortar” parte da regido que € definida pelas restrigdes

superiores e inferiores. Como um resultado o nimero de vértices e bordas aumenta em um.

x=1

X3 0.7
/\0.4 < x;+0.8%,

0.1< Xj

X2= X< 0.8 x3=1

Figura 6.5: Regido de restri¢@o para trés componentes



7. EXEMPLOS

Com o objetivo de apresentar a utilizagdo das ferramentas computacionais no
planejamento e analise de experimentos com misturas serdo desenvolvidos dois exemplos.

O primeiro exemplo diz respeito a uma mistura de trés componentes sem restrigoes
quanto as proporgdes. Este exemplo abrange toda a regido simplex. Para a analise sera
utilizado o programa estatistico Minitab for Windows e para a construgdo dos graficos de
contornos e de superficie de resposta 0 modulo Graph programa SAS for Windows. Sera
também apresentado o procedimento para execugdo deste exemplo através das Macros do
modulo QC do programa SAS.

O segundo exemplifica a utilizagdo das Macros do médulo QC do programa SAS
for Windows para gerar os pontos de um experimento com misturas através do algoritmo

XVERT, quando a regido experimental € uma sub-regido do espago simplex.

7.1. EXEMPLO 1

O primeiro exemplo € para uma regido simplex onde as proporgdes dos
componentes variam de 0 a 1. Este exemplo foi retirado de Neto et al. (1996).

Alguns substratos biologicos podem ser analisados empregando-se eletrodos
seletivos. Uma das partes criticas de tais eletrodos é uma membrana, cujas propriedades
tém grande influéncia na sensibilidade analitica do eletrodo. O objetivo principal da
investigagdo que discutiremos agora € determinar em que propor¢des os trés componentes
da mistura empregada para obter uma membrana de eletrodo deveriam ser combinadas,

para que se tivesse 0 maior sinal analitico possivel no eletrodo. Para tentar responder a esta



questdo os pesquisadores utilizaram um planejamento em simplex-lattice e, com ele,
mediram as respostas nos pontos determinados pelo delineamento.

Utilizando o médulo DOE (Design of Experiments) do programa Minitab for
Windows, podemos determinar o conjunto de pontos de um planejamento simplex-lattice
{3,2}. No menu principal selecionamos STAT, que retne as fungdes estatisticas do
programa. Dentro do modulo DOE localizamos SIMPLEX-LATTICE e entdo fornecemos
os dados: trés componentes e modelo de segunda ordem. Temos a opgdo de salvar os
resultados na janela dos dados do programa.

O resultado do planejamento indica as seis combinages dos ingredientes que
devem ser utilizados para poder, posteriormente, ajustar um modelo de segunda. ordem aos
dados. Utilizando-se seis ensaios distintos podemos ajustar um modelo de segunda ordem,
mas n3o temos graus de liberdade para testar a falta de ajuste do modelo quadratico.

O programa permite ainda optar pela utilizagdo de proporgdes, quantidades ou
pseudocomponentes na definigdio dos pontos experimentais. Pode-se também atribuir
limites inferiores e superiores as proporgdes dos componentes.

A saida do planejamento segue:

Simplex Lattice Design

Simplex Lattice Design (using proportions)
Components:3 Model degree:2 Runs: 6 Total:1.000
Data Matrix

Run Compl Comp2 Comp3
1.000 0.000 0
0.000 1.000 0
0.000 0.000 La
0.500 0.500 0.000
0.500 0.000 0
0.000 0.500 0

aOnns WK

.500
Para podermos ajustar o modelo foram realizados duas repeti¢des para cada

mistura pura e trés para as binarias. Os resultados obtidos, encontrados na Tabela 7.1

dizem respeito ao valor do sinal analitico, que € a altura do pico, em centimetros.
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Tabela 7.1: Sinal analitico, obtidos num experimento com misturas para o estudo de
membranas para fabricagdo de um eletrodo seletivo.

Mistura X1 X2 X3 Sinal analitico
1 1 0 0 B 3.0
2 0 1 0 0.5 04
3 0 0 1 0.4 03
4 0.5 0.5 0 19 1.2 2.0
5 0.5 0 0.5 3.9 44 4.1
6 0 0.5 0.5 0.3 03 0.2

O banco de dados deve ser construido de maneira que cada componente esteja
localizado na mesma coluna. Os dados podem ser escritos diretamente na janela DATA do
programa. Aqui Xi, X € X3 representam as propor¢des dos componentes presentes na
mistura. Por exemplo: a mistura 1 é formada somente pelo componente 1. Ela foi repetida
duas vezes, sendo 3.2 o resultado do primeiro ensaio e 3.0 o resultado do segundo. A

mistura 6 ¢ formada por 50% do componente 2 e 50% do componente 3 e foi ensaiada trés

VEZES.

Tabela 7.2: Banco de dados

mistura x1 x2 %3 sinal
i 1.0 0.0 0.0 3.2
: 1.8 0.0 0.0 3.0
2 0.0 1.0 0.0 DS
2 0.0 1.0 0.0 0.4
3 0.0 0.0 1.0 0.4
3 0.0 0.0 L0 0.3
4 0.5 0.5 0.0 1.9
4 0.5 0.5 0.0 1:2
4 0.5 " 0.5 0.0 2.0
5 0.5 0.0 0.5 3.9
5 0.5 0.0 0.5 4.4
5 0.5 0.0 .5 4.1
6 0.0 0.5 0:5 0.3
6 0.0 0.5 0.5 0.3
6 0.0 0.5 .5 0.2

Construido o banco de dados, passa-se para a andlise. Ainda no médulo DOE, do
menu STAT, existe um procedimento chamado FIT MIXTURE MODELS, que ajusta

modelos aos planejamentos com misturas.
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E preciso determinar quem ¢ a variavel resposta, quem s3o os fatores
(componentes da mistura) e o grau do modelo que se deseja ajustar. Como opgdes estao:
linear, quadratico, cubico especial e clibico completo.

0 O procedimento permite optar por ndo apresentar os resultados, apresentar
somente o basico (Coeficientes, Tabela da analise de variancia e observagdes discrepantes)
ou apresentar as informagdes basicas, a tabela dos valores ajustados e dos residuos.

Podemos armazenar na planilha dos dados informagGes como: coeficientes, valores
ajustados, residuos, residuos padronizados, residuos studentizados, h; (alavancagem),
distancia de Cook, DFITS e a matriz do planejamento. Os valores dos residuos e das
estimativas sao importantes porque representam os valores que serdo estudados para saber
se as suposi¢des impostas pela técnica da analise da varidncia estdo satisfeitas. Valores
como h; (alavancagem), distdncia de Cook e DFITS sdo importantes porque s3o
estatisticas de diagnostico e fornecem uma medida da qualidade do ajuste do modelo.

O programa Minitab ajustou os modelos linear e quadratico para os dados da
mistura utilizando a soma de quadrados seqiiencial. Na Tabela 7.3(a) observa-se o teste F
sequiencial para os termos lineares e quadraticos da mistura. O teste F para os termos
lineares foi significativo. Como o teste F para os termos quadraticos em adi¢@o aos termos
lineares também foi significativo, indica que um modelo quadratico para misturas deve ser
utilizado. Realizando o teste para a falta de ajuste (Tabela 7.3(b)) para o modelo linear
obtemos F=61.41, que € equivalente ao teste F para os termos quadraticos em adi¢do aos
termos lineares de 7.3(a), que € um valor muito alto, indicando que o modelo puramente
linear € inadequado.

O teste F para os termos lineares na Tabela 7.3(a) exige alguns comentarios. Este é
um teste onde a hipotese € que ndo ha comportamento linear ocorrendo na mistura. Se a
mistura ndo € linear, entdo a superficie de resposta € uma superficie plana sobre a regido
simplex, isto €, B1=B,=Bs=P, ja que em experimentos com misturas ndo podemos testar
B1=B,=Ps=0. Expressando formalmente, a hipotese do teste é:

Ho: B1=B=Bs=P
H,: Pelo menos uma igualdade ¢é falsa
Como o valor do teste F para a equagdo linear foi F=80.59 com um valor de

P=0.000 rejeitamos Hj e concluimos que existe comportamento linear no sistema.
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Tabela 7.3: Resultados da analise

(a) Rnalysis of Variance for sinal

(d) Estatisticas de diagnéstico

Source DF Seq SS Adj Ss Adj MS P
Regression 5 34.5927 34.5927 6.91853 114.60 0.000
Linear 2 23.4709 9.7300 4.86500 80.59 0.000
Quadratic 3 11.1218 11.1218 3.70725 61.41 0.000
Residual Error 9 0.5433 0.5433 0.06037
Pure Error 9 0.5433 0.5433 0.06037
Total 14 35.1360
(b) Lack of Fit Tests
Modelo DF SS MS F P
Linear 3 11.1210 3.70725 61.41 0.000
Quadratic 0 0.0
Pure Error ) 0.5433 0.06037
Total 14 35.1360
(¢) Estimated Regression Coefficients for sinal
Term Coef Stdev t-ratio P
xl 3.1000 0., 1737 17.843 0.000
X2 0.4500 0.1737 2.590 0.029
X3 0.3500 0.1737 2.015 0.075
oI s -0.3000 0.7506 ~0.400 0.699
x1*x3 9.6333 0.7506 12.834 0.000
X2*x3 -0:5333 0.7506 -0.711 0.495
s = 0.2457 R-sq = 98.5% R-sg(adj) = 97.6%

OBS.

SINAL

FIT

STDEVFIT RESID ST.RESID hi; COOK

1 3.20 3.10 0,17 0.10 0.58 0.50 0.055

2 3.00 3.10 0.17 -0.10 -0.58 0.50 0.055

3 0.50 0.45 0.7 0.05 0.29 0.50 0.013

4 0.40 0.45 0.17 -0.05 —0::29 0../50 0.013

5 0.40 0.35 0.17 0.05 0.29 0.50 0.013

6 0.30 0.35 0.17 -0.05 -0.29 0.50 0.013

7 1.90 1:70 0.14 0.20 1.00 0.33 0.082

8 1.20 LD 0.14 -0.50 -2.49R 0.33 0.517

9 2.00 1.70 0.14 0.30 1.50 0.33 0.186

10 3.90 4,13 0.14 -0.23 =1:16 0.33 0.112
11 4.40 4.13 0.14 0.26 1.33 0.33 0.147
12 4.10 4.13 0.14 -0.03 -0.17 0.33 0.002
13 0.30 0.26 0.14 0.03 o 1w | 0.33 0.002
14 0.30 0.26 0.14 0.03 0.17 0.33 0.002
15 0.20 0.26 0.14 -0.06 -0.33 0.33 0.009

R denotes an obs. with a large st. Resid.



A analise de variancia para o modelo quadratico testa a hipotese de que a superficie
de resposta € uma superficie plana sobre a regido experimental. Para verifica-lo deve-se
levar em conta o valor da soma de quadrados referente a regressdo, que € a unidao da soma

de quadrado devida a regressdo linear e a quadratica. Formalmente:

Ho: B1=B2=Bs=B, Blz_=[313=523=0

H;: Pelo menos uma igualdade ¢ falsa

Como o valor do teste F=114,60 ¢ grande (p=0.000), a hipotese Hy € rejeitada o
que confirma a ado¢do de um modelo com termos quadraticos para ajustar aos dados.

A Tabela 7.3(c) apresenta os coeficientes estimados na regressdo e os testes f para
os coeficientes do modelo. Os testes para os coeficientes lineares separadamente ndo s@o
aplicaveis neste caso. Analisando o valor das estimativas dos erros padrdes dos
coeficientes, como uma medida da sua margem de erro, poderiamos retirar do modelo
inicial § =3.10x, + 0.45x, +0.35x, — 0.30x,x, + 9.63x,x, — 0.53x,X, Os termos X, X3, X;X» €
X;X3 pois os valores dos seus coeficientes sdo proximos de zero e seus erros padrdes nio

sdo significativamente menores que os valores dos coeficientes. Passamos a ter

'y =3.10x, +9.63x,x, onde apenas os termos X; & X;X3 permanecem na equagao.

De acordo com esta equagdo a presenga do componenie 1 na mistura produz sinais
analiticos intensos. O fato de o componente 2 ndo aparecer na equagdo mostra que ele ndo
contribui para aumentar o sinal, embora possa ser importante para determinar outras
propriedades da membrana. Como podemos ver, o componente 3 tem um efeito sinérgico
com o componente 1 e a presenga simultanea dos dois na mistura produz sinais mais fortes
do que os previstos por um modelo aditivo.

De acordo com a equagdo y =3.10x, + 9.63x,x, 0 valor maximo do sinal analitico
para esse tipo de membrana deve ser 4,2 cm. Para obter esse valor devemos preparar uma
membrana contendo somente os componentes 1 e 3, na propor¢ao 66% - 34%.

A Tabela 7.3(d) apresenta algumas estatisticas de diagnostico que permitem
analisar os pontos separadamente de maneira a detectar valores anormais. De acordo com
os residuos padronizados (ST.RESID) identifica-se a observag¢do 8, referente a mistura
50% de x; e 50% de x,, como tendo um comportamento diferenciado. Deveria-se estudar
melhor o comportamento desta mistura. Outras medidas como h; (alavancagem) e COOK
(Distancia de Cook) ndo indicam a presenga de algum problema.

59



As suposigdes da analise de varidncia sdo verificadas através de testes sobre o
comportamento dos residuos. Através do grafico de probabilidade normal e do teste de
normalidade (P=0.211) aceitamos a hipétese de que os residuos tem um comportamento

normal (Figura 7.1).

Figura 7.1 - Grafico de probabilidade normal para os residuos.

Grafico de Probabilidade Normal
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Average: 00000000 Anderson-Darling Momality Test
Std Dev. 0197001 A-Squared: 0.470
N of data: 15 pvalue: 0211

Outros graficos devem ser feitos para garantir que as outras suposi¢des da analise
de variancia estejam satisfeitas.

Os graficos foram feitos com o programa Minitab. No menu STAT seleciona-se
ANOVA e depois RESIDUAL PLOTS. Determinando-se as colunas dos dados que
correspondem aos residuos e aos valores preditos, o programa automaticamente constroi
os graficos observados na Figura 7.2. Analisando os resultados da analise grafica dos
residuos constata-se que as suposi¢des estdo atendidas. O primeiro grafico é um grafico de
probabilidade normal, semelhante ao da Figura 7.1. A analise do segundo grafico permite
observar que os residuos estdao entre os limites de especificagdao. Através do histograma
(terceiro grafico) verifica-se que os residuos tém valores proximos de zero. O grafico
residuos versus valores preditos (quarto grafico) indica que néo existe heterocedasticidade.
Desta maneira estao satisfeitas as suposi¢des necessarias para a analise da variancia feita

anteriormente.
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Figura 7.2 - Graficos de residuos.
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Outra maneira de obter estes resultados € através da utilizagdo das macros do

modulo QC do programa SAS. O procedimento para obtencdo destes resultados encontra-

se listado no item 7.3 deste capitulo.

O grafico da superficie de resposta e das curvas de nivel (contornos de igual

resposta) podem ser obtidos com o modulo GRAPH do programa SAS através do

procedimento:

/*Criacdo do

arquivo memb*/

data memb;

do x=0 to 1 by 0.025;

do y=0 to

(1-x)

by 0.025;

z=3.10*x+9.63*x*y;

output;
end;
end;

run;:

/*Exibicdo do grafico*/

proc g3d data=memb;
scatter x*y=z;

run;y
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/* Exibicao das curvas de nivel*/
proc gcontour data=memb
plot y*x=z;

run;

Neste procedimento a variavel x representa o componente 1, a variavel y representa o
componente 3 e a variavel z € a resposta obtida através da equagdo que utiliza os componentes
1e3,

As Figuras 7.3 e 7.4 apresentam o grafico da superficie de resposta e o grafico de
contornos de mesma resposta para a equagao y=3,10x; + 9,63x;x;. Estes graficos sdo
bastante Uteis na interpretagdo dos resultados. Para examinar os dados nota-se que o ponto
maximo (Sinal=4,2) ¢ obtido com a mistura dos componentes x; (nos graficos denominado X)

e x3 (Y) na proporg¢ao de 2:1, aproximadamente.

Superficie de resposta

Figura 7.3 - Representagdo grafica da superficie de resposta
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Curvas de Nivel
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Figura 7.4 — Grafico de contornos de igual resposta

7.2 - EXEMPLO 2

O arquivo ADXMIX.SAS do moédulo QC do SAS contém macros para planejamento
de experimentos com misturas nos casos onde existem restrigdes nos componentes € nos casos
onde ndo existem restrigdes. Quando ndo existem restrigdes nos componentes, planejamentos
como simplex-lattice, simplex-centroide e axial sdo indicados. Quando ha restrigdes outros
planejamentos como XVERT e Vértices Extremos sao mais apropriados. O SAS dispoe de
macros para o delineamento simplex-centroide (ADXSCD), simplex-lattice (ADXSLD),
delineamento McLean e Anderson (ADXMAMD) e macros para construgao de delineamentos
pelo algoritmo XVERT (ADXXVERT).

Para exemplificar sera utilizado um planejamento XVERT, numa mistura de quatro
componentes com restrigdes nas propor¢des. O delineamento utilizado determinara os pontos

que devem ser experimentados.
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Pretende-se com este exemplo apresentar ao leitor a metodologia da utilizagdo do

conjunto de macros para obter os resultados de forma mais pratica.

A macro ADXXVERT ¢ utilizada quando os fatores da mistura sdo sujeitos as

restrigoes da forma

limite minimo < componente < limite maximo

Nesta situagdo ndo € possivel estudar a resposta em toda a regido da mistura.

A macro ADXXVERT gera os pontos correspondentes aos vértices da regiao
possivel e adiciona os pontos centréides das bordas e faces generalizadas da regido, de
acordo com a ordem do centroide mais alto estipulado m. O conjunto de pontos resultante
é tal que pode ser muito grande para um delineamento, mas isso proporciona um adequado
conjunto de pontos candidatos onde o experimentador pode selecionar para o estudo.

A escolha pode ser baseada na dimensdo da face para a qual o centroide
correspondente € calculado ou na distancia média dos pontos das faces ao centroide.

Os dois considerados da lista acima aparecem no arquivo da saida do delineamento.
A variavel DIMEN fornece a dimensdo e a variavel DIST a distdncia. Além de usar um
destes critérios para determinar os pontos, pode-se utilizar o procedimento do SAS
chamado PROC OPTEX para escolher o delineamento 6timo para o conjunto dos pontos
candidatos.

O procedimento OPTEX do SAS seleciona os possiveis pontos para um
planejamento em situagdes como, por exemplo, aquelas onde nem todas as combinagdes
dos niveis dos fatores s@o possiveis ou existem restrigdes quando ao nimero de pontos
experimentais. O PROC OPTEX possui dois critérios para selecionar os pontos. Um deles
é o critério D-6timo que maximiza [X X|, o determinante da matriz de informagdo do
planejamento. Outro critério € A-6timo, que minimiza o trago da inversa da matriz de
informagdo. O procedimento usa um dos dois critérios, de acordo com a especificagdo que
¢ dada no programa. O procedimento OPTEX permite ainda salvar os resutados em um

arquivo de saida, modificar e ajustar outro modelo.

Por exemplo, considere um experimento para estudar os efeitos de um aditivo
lubrificante sobre uma mistura de lubrificantes formada por trés componentes. O aditivo

(ADD) e os trés componentes estdo sujeitos as restrigdes que seguem:
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Componente da Mistura  Valores possiveis

Aditivo (ADD) 7% até 18%
Componente A (A) 0% até 30%
Componente B (B) 37% ate 70%
Componente C (C) 0% até 15%

Para construir os vértices e centroides generalizados das faces da regido possivel e
gravar estes resultados no arquivo de resultados, sd3o necessarios Os seguintes

procedimentos:

SADXINIT
$ADXXVERT (ds, componentes, m)
A macro ADXINIT fornece ao programa algumas informagdes iniciais. Ela deve

aparecer toda vez que uma nova macro for utilizada. ADXXVERT indica que sera feito
um planejamento XVERT, com a lista dos componentes e suas restrices. Em ds deve
aparecer o nome do arquivo (Data Set) onde serdo armazenadas as saidas e m indica a

maxima ordem do centroide que sera gerado. O default do SAS é gerar os centroides de

todas as ordens.
Para o exemplo temos:

$INCLUDE 'C:\SAS\QC\SASMACRO\ADXGEN.SAS';

$INCLUDE 'C:\SAS\QC\SASMACRO\ADXMIX.SAS';
SADXINIT

$ADXXVERT (LUB, ADD .07-.18 /A -.3/B .37-.7 / C -.15)

Como omitimos o valor de m, centréides de todas as ordens serdo geradas.

DATA LUB;

SET LUB;

PROC PRINT;

VAR ADD A B C DIMEN DIST;
RUN;

O procedimento acima permite que se visualize todas as possiveis misturas criadas

no arquivo LUB, contendo 33 pontos experimentais, que constam na Tabela 7.4.
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Tabela 7.4: Pontos experimentais para o algoritmo XVERT

OBS ADD A B C DIMEN DIST
1 0.180 0.3000 0.3700 0.150 0 0.000
2 0.180 0.3000 0.5200 0.000 0 0.000
3 0.180 0.0000 0.7000 0.120 0 0.000
4 0.180 0.0000 0.6700 0.150 0 0.000
5 0.180 0.1200 0.7000 0.000 0 0.000
6 0.070 0.3000 0.4800 0.150 0 0.000
7 0.070 0.3000 0.6300 0.000 0 0.000
8 0.070 0.0800 0.7000 0.150 0 0.000
9 0.070 0.2300 0.7000 0.000 0 0.000

10 0.150 0.0000 0.7000 0.150 0 0.000

11 0.070 0.3000 0.5550 0.075 1 0.106

12 0.180 0.0000 0.6850 0.135 1 0.021

13 0.180 0.3000 0.4450 0.075 1 0.106

14 0.070 0.1550 0.7000 0.075 1 0.106

15 0.180 0.0600 0.7000 0.060 1 0.084

16 0.070 0.2650 0.6650 0.000 1 0.049

17 0.070 0.1900 0.5900 0.150 1 0.155

18 0.180 0.2100 0.6100 0.000 1 0.127

19 0.180 0.1500 0.5200 0.150 1 0.212

20 0.165 0.0000 0.7000 0.135 1 0.021

21 0.165 0.0000 0.6850 0.150 1 0.021

22 0.125 0.3000 0.5750 0.000 1 0.077

23 0.125 0.3000 0.4250 0.150 1 0.077

24 0.125 0.1750 0.7000 0.000 1 0.077

25 0,110 0.0400 0.7000 0.150 1 0.056

26 0.070 0.22175 0.6275 0.075 2 0.147

27 0.180 0.1440 0.5920 0.084 2 0.199

28 0.170 0.0000 0.6900 0.140 2 0.024

29 0.125 0.3000 0.5000 0.075 2 0.131

30 0.130 0.0860 0.7000 0.084 2 0.121

31 0.125 0.2375 0.6375 0.000 2 0.117

32 0.130 0.1360 0.5840 0.150 o 0.198

33 0.133 0.1630 0.6170 0.087 3 0.193

Cada ponto consiste na combinag@o dos niveis dos varios componentes, juntamente
aparece a dimens?o e a distdncia média do céntroide para os varios vértices. Se o centroide
esta relativamente afastado dos pontos, entdo ocorre que a area esta adequadamente
coberta pelos pontos e ele precisa ser incluido no planejamento. O procedimento abaixo

seleciona 18 combinagdes dos componentes.

DATA SNEE;

SET LUB;

IF ((DIMEN=0) | ((DIMEN=1)& (DIST=>.2)) |
((DIMEN=2) & (DIST=>.1)) | (DIMEN=3));
PROC PRINT;

RUN;

No arquivo chamado SNEE serdo selecionados apenas as misturas que tiverem

dimensio=0 ou dimensdo=1 e distancia >0.2 ou dimensio=2 e distdncia >0.1 ou ainda
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dimensdo =3. Das 33 misturas possiveis apenas 18 foram selecionadas por este critério. As

misturas selecionadas aparecem na Tabela 7.5.

Tabela 7.5: Misturas selecionadas através do critério estabelecido

OBS ADD A B & DIMEN DIST
1 0.180 0.3000 0.3700 0.150 0 0.00000
2 0.180 0.3000 0.5200 0.000 0 0.00000
3 0.180 0.0000 0.7000 0.120 0 0.00000
4 0.180 0.0000 0.6700 0.150 0 0.00000
5 0.180 0.1200 0.7000 0.000 0 0.00000
6 0.070 0.3000 0.4800 0.150 0 0.00000
7 0.070 0.3000 0.6300 0.000 0 0.00000
8 0.070 0.0800 0.7000 0.150 0 0.00000
9 0.070 0.2300 0.7000 0.000 0 0.00000

10 0.150 0.0000 0.7000 0.150 0 0.00000
1q 0.180 0.1500 0.5200 0.150 1 0.21213
12 0.070 0.2275 0.6275 0.075 2 0.14752
13 0.180 0.1440 0.5920 0.084 2 0.19936
14 0.125 0.3000 0.5000 0.075 2 0.13153
15 0.130 0.0860 0.7000 0.084 2 0.12119
16 0.125 0.2375 0.6375 0.000 2 0.11774
17 0.130 0.1360 0.5840 0.150 2 0.19872
18 0.133 0.1630 0.6170 0.087 3 0.19314

O pesquisador deve agora experimentar estes pontos. Por exemplo, a primeira
mistura seria composta por 18% de Aditivo, 30% do componente A, 37% do componente
B e 15% do componente C. Com os resultados da variavel de interesse para cada mistura,
procede-se a analise da maneira usual. Ajusta-se um modelo polinomial que melhor
represente o comportamento da variavel resposta utilizando-se um aplicativo que faga a

analise dos dados provindos de experimentos com misturas.

7.3. SOLUCAO DO EXEMPLO 1 ATRAVES DO SAS

A seguir encontra-se o procedimento para a execugdo do Exemplo 1 através da
utilizagdo das Macro ADXSLD do Médulo QC do programa SAS for Windows.

$include 'c:\sas\gc\sasmacrol\adxgen.sas';
%$include 'c:\sas\gc\sasmacro\adxmix.sas';
$adxinit

%adxsld (memb, x1 x2 x3,2)
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data memb;
set memb;
drop numpos;
numpos = (x1>0)+ (x2>0)+ (x3>0);
if (numpos=1) then do;
output;
output;
end;
else do;
output;
output;
output;
end;
run;

%adxrprt (memb, resp)
$include 'c:\sas\gc\sasmacro\adxgen.sas';

data memb;
set memb;
drop resp;
proc sort;
by x1 X2 X3;

data memb;

set memb;

input resp @@;

cards;

0.4 023 0.3 0,3 0.2 0.5 0.4 3.9
did 4.1 1.8 1.2 2.0 3.2 3.0

proc print;
" var X1 x2 X3 resp;
run;

proc glm;

model resp=x1|x2|x3 @2 / noint;

output out=residuos r=resid p=estim stdp=stdp student=student
cookd=discook h=H ;

proc print data=residuos;
var resp estim resid stdp student h discook;

proc univariate normal plot;
var resid;

proc plot;
plot resid*estim;

run;

Os resultados obtidos foram os seguintes:
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A Macro ADXSLD do moédulo QC gerou 15 pontos para ajustar um polindmio de
segunda ordem, como havia sido especificado no programa. Cada ponto corresponde a uma

mistura e os valores de x1, x2 e x3 correspondem as propor¢des dos componentes envolvidas

em cada mistura.

OBs X1l X2 X3 RESP
1 0.0 140 0.0
2 0.0 0.5 0::5
3 0.0 0.0 1.0
4 0.5 0.5 6.0
5 0.0 0.0 1.0
6 0.0 1.0 0.0
7 0.5 0.5 0.0
8 0.0 0:5 0.5
9 0.0 0.5 0.5

10 0.5 0.0 0.5

11 0.5 0.5 0.0

12 0.5 0.0 0.5

13 0.5 0.0 0.5

14 1.0 0.0 0.0

15 Lz 0.0 0.0

Apos fornecer os valores da resposta observa-se o resultado do experimento para cada

combinag@o dos componentes.

OBS X1 X2 X3 RESP
1 0.0 0.0 1.0 0.4
2 0.0 0.0 1.0 0.3
3 0.0 0.5 0.5 0.3
4 0.0 0.5 0.5 0.3
5 0.0 0.5 0.5 0.2
6 0.0 1.0 0.0 0.5
) 0.0 1.0 0.0 0.4
8 0.5 0.0 0.5 3.9
9 0.5 0.0 0.5 4.4

10 0.5 0.0 0.5 4.1

1l 0.5 0.5 0.0 1.9

12 0.5 0.5 0.0 1.2

13 0.5 0.5 0.0 2.0

14 1.0 0.0 0.0 3.2

15 1.0 0.0 0.0 3.0

A analise dos dados pode ser feita através do procedimento GLM do SAS, ressaltando

que nao ha intercepto no modelo.

General Linear Models Procedure

Number of observations in data set = 15

Dependent Variable: RESP

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 6 B80.00666667 13.33444444 220.88 0.0001
Error 9 0.54333333 0.06037037

Uncorrected Total 15 80.55000000
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R-Square
0.993255

C.V.
14.12091

Root MSE
0.24570383

RESP Mean
1.74000000

NOTE: No intercept term is used: R-square is not corrected for the mean.

Source DF Type I SS Mean Square F Value P¥ 2 F
X1 1 63.85785714 63.85785714 1057.77 0.0001
X2 1 0.12513751 0.12513751 2.07 0.1838
X1*X2 1 1.21427807 1.21427807 20.11 0.0015
X3 1 4,.0866310 4.10866310 68.06 0.0001
X1*X3 1 10.67025465 .10.67025465 176.75 0.0001
X2*¥3 1 0.03047619 0.03047619 0.50 0.4954
Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F
X1 1 19.22000000 19.22000000 318.37 0.0001
X2 1 0.40500000 0.40500000 6.71 0.0292
X1*X2 1 0.00964286 0.00964286 0.16 0.6987
X3 g 0.24500000 0.24500000 4.006 0.0748
X1*X3 1 9.94297619 9.94297619 164.70 0.0001
X2*¥3 1 0.03047619 0.03047619 0.50 0.4954
T for HO: Br: > ['F| Std Error of
Parameter Estimate Parameter=0 Estimate
X1 3.100000000 17.84 0.0001 0.17373884
X2 0.450000000 2.59 0.0292 0.17373884
X1*X2 -0.300000000 -0.40 0.6987 0.75063759
X3 0.350000000 2.01 0.0748 0.17373884
X1*¥3 9.633333333 12.83 0.0001 0.75063759
R2*K3 -0.533333333 -0.71 0.4954 0.75063759

As estatisticas de diagnostico e a analise de residuos utilizam os procedimentos GLM,
UNIVARIATE e PLOT do programa.

OBS RESP ESTIM RESID

STDP STUDENT H DISCOOK

1 0.4 0.35000 0.05000 0.17374 0.28779 0.50000 0.01380

2 0.3 0.35000 -0.05000 0.17374 = 28119 0.50000 0.01380

3 0.3 0.26667 0.03333 0.14186 0.16615 0.33333 0.00230

4 0.3 0.26667 0.03333 0.14186 0.16615 0.33333 0.00230

5 0.2 0.26667 -0.06667 0.14186 -0.33231 0.33333 0.00920

6 0.5 0.45000 0.05000 0.17374 0.28779 0.50000 0.01380

7 0.4 0.45000 =0.05000 0.17374 -0.28779 0.50000 0.01380

8 3.9 4.13333 =0.23333 0.14186 -1.16308 0.33323 0.11273

9 4.4 4.13333 0.26667 0.14186 1.32924 0.33333 0.14724

10 4.1 4.13333 -0.03333 0.14186 -0.16615 0.33333 0.00230
11 L9 1.70000 0.20000 0.14186 0.99693 0.33333 0.08282
12 Ll 1.70000 -0.50000 0.14186 -2.49232 0.33333 0.51764
13 2.0 1.70000 0.30000 0.14186 1.49539 0.33333 0.18635
14 3.2 3.10000 0.10000 0.17374 0.57558 0.50000 0.05521
E5 3.0 3.10000 -0.10000 0.17374 -0.57558 0.50000 0.05521
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Univariate Procedure

Variable=RESID

Moments
N 15 Sum Wgts
Mean 0 Sum
Std Dev 0.197001 Variance
Skewness -0.90551 Kurtosis
uss 0.543333 CsSs
cv . Std Mean
T:Mean=0 0 Pr>|T|
Num = 0 15 Num > 0
M(Sign) 0.5 Pr>=|M]|
Sgn Rank 2.5 Pr>=|5|
W:Normal 0.%22711 Pr<w
Quantiles (Def=5)
100% Max 0.3 99%
75% Q3 0,2 95%
50% Med 0.033333 90%
25% Q1 -0.06667 10%
0% Min -0.5 5%
1%
Range 0.8
Q3-01 0.166667
Mode 0.033333
Extremes
Lowest Obs Highest
-0.5{ 12) 0.05(
-0.23333( 8) 0.1(
-0.1¢ 15) Q.21
-0.06667 ( 5) 0.266667(
-0.05{ 7) 0.3(
Stem Leaf #
30 i
2 07 2
10 1
0 3355 4
-0 7553 4
-1 0 1
-2 3 1
-3
-4
-5 0 1
e

Multiply Stem.Leaf by 10**-1

15

0
0.03881
2.101781
0.543333
0.050866
1.0000

8

1.0000
0.9016
0.2106

0.3

0.3
0.266667
-0.23333
S BIE
-0.5

Obs
1)
14)
11)
9)
13)

Boxplot



Normal Probability Plot

0.35+ +*+++
| * ¥ ed
| +*4+4+4
0.05+ s St
| * ok kpkky
| +++++
-0.25+ +++*+
| +4++++
| +++++ *
-0.55+
e R A T e e S e S e &
-2 -1 0 +1 +2

Os resultados sdo os mesmos que os obtidos anteriormente através do programa

Minitab e as interpretagdes devem ser feitas da mesma maneira.

Plot of RESID*ESTIM. Legend: A = 1 obs, B = 2 obs, etc.

RESID

0.4 +

0.2 + A

B AA
0.0 +
A AA A

-0.2 +

-0.6 +

ESTIM
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8. CONCLUSOES

Este trabalho apresentou os conceitos fundamentais no planejamento e analise de
experimentos com misturas, a aplicagdo desta metodologia e a descrigdo de instrugdes para
o uso de pacotes estatisticos na solu¢do de problemas utilizando as técnicas apropriadas
para este tipo de experimento.

Pretendeu-se criar uma ‘ferramenta’ de facil consulta que possibilitasse a estudantes
e pesquisadores das mais diversas areas buscarem a informagdo inicial para desenvolverem
trabalhos de experimentos com misturas.

Espera-se que os objetivos deste trabalho tenham sido alcangados, pois ele engloba
grande parte dos aspectos do planejamento e anélise de experimentos com misturas, desde a
caracterizagdo até as mais variadas formas de modelagem e solug@o.

Alguns aspectos ndo foram aprofundados, principalmente no que diz respeito as
variagdes do problema original de misturas que consistem, por exemplo, na adogdo de
propor¢dio dos componentes, na inclusio de variaveis do processo e de variaveis
matematicamente independentes, devido a amplitude do tema.

O capitulo 7 do trabalho ¢ de grande importancia para quem deseja utilizar as
técnicas em experimentos com misturas nas diferentes areas de aplicagio. Nele sdo descritos
0s passos necessarios para poder executar um trabalho nesta area com o auxilio dos
aplicativos computacionais disponiveis bem como as interpretagdes pertinentes para 0s
resultados obtidos.

Em resumo, acredita-se que este trabalho tem consisténcia e pode ser utilizado como

uma fonte de consulta inicial na busca de conhecimentos em experimentos com misturas.
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