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Resumo

Entre os mais conhecidos estudos de probabilidades aplicados a teoria dos
nimeros, encontra-se o conceito de normalidade. Neste trabalho apresen-
tamos uma colecao de resultados classicos da teoria dos ntimeros normais,
incluindo as provas da normalidade da Constante de Champernowne e da
Constante de Copeland-Erdos.

Listamos também algumas aplicagoes obtidas da conexao desta teoria
com a das seqiiéncias equidistribuidas médulo um, estudadas em sistemas
dinamicos. Entre elas, vamos provar o resultado conhecido por critério de
normalidade devido a Pjateckii-Sapiro.

Além disso, apresentamos um estudo que desenvolvemos sobre translagoes
que preservam a normalidade, introduzindo o conceito de nimero determi-
nado. Provamos aqui, independentemente, uma versao mais fraca de um
resultado devido a Rauzy que caracterizou o conjunto dos niimeros com os

quais podemos formar translacoes que preservam a normalidade.



Abstract

Normal numbers have a known place in probability applied in number
theory.

In this Dissertation we show a collection of classical theorems over nor-
mal numbers such as the normality of the Champernowne Constant and the
Copeland-Erdos Constant.

We show some applications obtained from the relations of this theory
with the theory of uniform distribution of sequences, studied in dynamical
systems, such as the theorem called “normality criteria” of Pjateckii-Sapiro.

Besides that, we show a study over translations that preserve normality,
introducing the concept of “determined numbers”. We prove here a wea-
ker form of a Rauzy’s theorem, on the set of numbers that form normality

preserving translations.
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1 Introducao
Qual dos digitos ocorre com maior frequéncia na expansao decimal de w7

Esta pergunta ¢ um particular problema ainda nao resolvido em Teoria
dos Numeros e esta intimamente ligada com a teoria que apresentamos neste
trabalho. Por este motivo ela foi escolhida para inicia-lo. Note que responde-
la equivale a, de certo modo, entender um pouco da expansao de m na base
10.

Neste trabalho, muitas vezes usaremos a palavra freqiiéncia, como acima.
Por tal motivo, devemos esclarecer seu significado:

Seja X um conjunto qualquer e (xy, s, ...) uma seqiiéncia de elementos

de X. Dizemos que um conjunto Y C X é wisitado com freqiéncia a por

(1,9, ...), S€

. #Hiiz,eYel<i<N}
lim = a.

N—o0 N
Alternativamente podemos dizer que os elementos de Y ocorrem com freqiiéncia
a em (x1,2,...). Se (yi,...,yx) € uma k—upla de elementos de X, dizemos

que (yi, ..., yx) ocorre com freqiiéncia a em (xy, z,...) se

hm #{Z S N — ]{7 + 1: (.Cl:i, ...,Q}Z‘Jrk,l) = (yl; 7yk:>} —u
N—oo N )

Note que, por ser dada por um processo limite, nem sempre a freqiiéncia esta
bem definida.

Um importante exemplo do que tratamos decorre do Teorema dos Niumeros
Primos, a partir do qual concluimos que os nimeros primos ocorrem com
freqiiéncia zero entre os numeros naturais, quando obedecida a enumeracao
tradicional.

O conceito de normalidade de um nimero é um exemplo de estudo de

freqtiéncia em conjuntos enumeraveis, que foi introduzido por Borel, em 1909



(veja [6]). Fixado um inteiro b > 2, um numero é dito normal em base b
(ou b—normal) se, em sua expansao nesta base, qualquer digito ocorre com
freqiiéncia 1/b e qualquer agrupamento de k digitos ocorre com freqiiéncia
bik. Um numero é dito absolutamente normal se é normal em qualquer base
be{23,..}.

Dado X = {0,1,...,b—1}, a expansao de um ntimero real em base b pode
ser vista como uma seqiiéncia de elementos de X e um agrupamento de k
digitos pode ser visto como uma k—upla de elementos de X.

Em seu trabalho, Borel provou que quase todos? os nimeros reais sao
absolutamente normais; no entanto, nao pode esbogar exemplo algum.

Em 1917 Sierpinski apresentou o primeiro exemplo de niimero absoluta-
mente normal (ver [22]). No entanto entender a expansao do nimero dado
por ele em qualquer base é aparentemente impraticavel. Sierpinski construiu
para cada € € [0,1) um conjunto fechado N. com medida de Lebesgue > ¢
e formado apenas por nimeros absolutamente normais. Entao tomou como
exemplo de niimero absolutamente normal o real o := inf N,.

Quando nao buscamos exemplos de ntimeros absolutamente normais, mas
de niimeros normais em uma base fixada, o trabalho é menos complicado. O
préprio Borel observou isso e apresentou um exemplo de niimero normal em
base 10. Entretanto, Borel nao apresentou os detalhes da prova de normali-
dade deste niimero e sua construgao nao é muito simples.

Um exemplo simples de nimero normal foi dado por Champernowne
em 1933 (ver [7]). A Constante de Champernowne (.123456789101112...),

que consiste na listagem encadeada dos niimeros naturais, e a Constante de

2Dizemos que uma propriedade é satisfeita por quase todos os pontos de [0,1) (ou de
R) se o conjunto de pontos que nao satisfazem tal propriedade possui medida de Lebesgue

Zero.



Copeland-Erdés (.23571113171923...)10, que consiste na listagem encadeada
dos numeros primos, sao os dois mais conhecidos exemplos de niimeros nor-
mais em base 10. Vamos apresentar as provas de normalidade destes dois
numeros no capitulo 3.

Na mesma época - inicio e meados do século XX - também surgiram
muitos resultados sobre Teoria da Medida e Teoria Ergddica que tém fortes
relagoes com o estudo de normalidade. De fato, um dos resultados mais co-
nhecidos da Teoria Ergddica diz que a medida de Lebesgue é ergddica para
a transformagao 7' : [0,1) — [0,1) dada por T'(x) = bx (modl), portanto
quase todos os pontos x € [0,1) tém drbita equidistribuida em [0, 1); es-
ses sao justamente os nimeros normais em base b. Por isso, no capitulo 4
lembramos a relagao entre os estudos de niimeros normais e das sequéncias
equidistribuidas, que nos proporciona uma prova elegante de alguns resulta-
dos classicos sobre niimeros normais. Nessa direcao, o principal resultado
que vamos provar é o chamado Critério de Normalidade de Pjateckii-Sapiro.

Finalmente, vamos introduzir no capitulo 5 o conceito de niimero b—deter-
minado e apresentar caracterizagoes para estes numeros, analogas as dos
nimeros normais. Como conseqiiéncia obtemos que se « é b—determinado e
(G é b—normal entao o + 3 é b—normal.

Salientamos aqui que apds desenvolver este estudo apresentado no capitulo
5, descobrimos que um resultado mais geral que o mencionado acima ja havia
sido provado por Rauzy em ([17]). Ele caracterizou o conjunto B, formado
pelos reais « tal que a + 3 é b—normal para todo nimero b—normal 3. Os

numeros b—determinados estao contidos em By,



2 Notacoes, definicoes e resultados basicos

Convencao: Em todo este trabalho, por b denotaremos um inteiro maior

ou igual a 2.
Notagao 1 Dada uma fun¢ao f: R — R ou (f : N — R) vamos utilizar

lim f(@) = lim inf_f(x) = lim (inf{f(s) 9 > =)

T—00

Tin f(x) =lim sup f(z) = lim (sup{ () : y > 2}).

T—00 T—00
Notacao 2 Seja a um numero real. Denotamos por:
la] a parte inteira de o que é o maior inteiro menor ou igual a cv.
{a} a parte fraciondria de «, ou resto de o mod 1, que € o real contido
no intervalo [0,1) que satisfaz: {a} =a — |a].

[a] 0 menor inteiro maior ou igual a .

Alguns resultados abaixo sao bem conhecidos da Teoria dos Numeros e

portanto nao apresentaremos suas provas.

Teorema 3 Dados o € Ry e b > 2 inteiro, existe uma unica forma de

E€SCTevVermaos.

a = |al+ Z b—;,
i=1
onde ay,as,as, ... sao inteiros 0 < a; < b e onde a; < b — 1 para infinitos
termos i. Da mesma forma, existem inicos inteiros c; e s € N* satisfa-
zendo |a] = 377 1¢; x W, 0 < ¢; <bec,>0. Comisso a assume uma
representagao unica da forma:

a:chxquL;%,

J=0

10



que reescrevemos neste trabalho na forma
o = (cs...clco.alagag...)b.

Quando |a| =0, a expansdao de o em base b serd simplesmente representada
por

(.alagag...)b. (1)
Definicao 4 De acordo com o teorema anterior, dizemos que

(CS...ClCo.alagag...)b

€ a expansao b—ndria de «, ou expansao de o em base b, ou ainda
que Cs...C1C.G1020a3... € @ escrito em base b.

Se 3 = —a onde o € R, entao denominamos —(Cs...c1¢9.a1a0a3...), €xpan-
sGo b—ndria de 3, onde o = (cs...C1Cp.a1A20a3... ).

Dizemos que a expansao b—ndria de o € R € finita se existe k € N* tal
que a; = 0 para todo v > k.

Cada a; e c; € chamado digito b—ndrio de o ou b—digito de o.

Observacao 5 No Brasil tradicionalmente representamos a expansao de «
em base b por

(¢s...c1C0, a1a2a3... )y,
usando-se “” para separar as partes inteira e fraciondria. Neste trabalho

won

vamos manter o e a representacdo dada em (1), usados em grande parte

dos trabalhos sobre nimeros normais existentes.

Observacao 6 Note que existem b digitos b—ndrios e que a expressao “unica
forma” do Teorema acima deve-se ao fato de exigirmos que a; < b — 1 para
infinitos termos i. Assim, por exemplo, em base 10, excluimos a possibilidade

de uma expansao periodica de periodo 9.

11



Proposicao 7 a € R € racional se e somente se sua expansao b—ndria é
periodica. FEquivalentemente, o € irracional se e somente se sua exrpansao

b—ndria € ndao periodica.

Notacao 8 Sejam N um numero natural, By = by...by um bloco ordenado
de k digitos b—ndrios e a um numero real.

Denotamos por #,(By; N; ) o nimero de vezes que o bloco By, aparece
na expansao b—ndria de {a} até seu N—ésimo digito b—ndrio. Ou seja: se

{a} = (‘a1a2a3...), e se N >k entao
#b(Bk;N;a) = #{n c {1, oy N —k+ 1} : (an, ...,CLnJrk,l) = (bl, ,bk)}
Se N < k entao #4(By; N; ) = 0.

Definicao 9 Um niumero real o € dito normal na base b ou b—normal se
para todo natural k e para todo bloco ordenado By, de digitos b—ndrios

1

N—soo N - b_k

Salientamos que a Defini¢ao 9 acima nao impede um nimero de ser normal

em uma base e nao ser em outra. Em [19] hd uma prova dessa afirmagao.

Definicao 10 (Borel) Um nimero real o« € dito absolutamente normal

se € normal em todas as bases de numeracao (b= 2,3,4,5,...).

No capitulo 3 vamos ver que essa definicao é natural, uma vez que esse
conjunto é nao vazio e seu complementar tem medida de Lebesgue nula.

Lembramos também que se 3 = —(c¢;...c1¢o.a1a2a3...)p € ndo inteiro, entao
{8} = 1 = (a1a2a3...), e nao (.ajazas...),, 0 que seria mais interessante.
Por exemplo: 3 = —(0.33333)19 = {3} = (0.66667)y. Esse fato sugere

a principio que a normalidade (veja Definigdo 9) perde seu sentido natural

12



quando tratamos de nimeros negativos, porque na definicao da funcao #,
analisamos a expansao de {3} e nao a de . No entanto esta idéia é falsa: o
corolario abaixo garante que é equivalente, quanto ao aspecto de normalidade,

analisarmos a expansao de « ou de 1 — «, para « contido em [0, 1).

Proposicao 11 Seja oo um niimero contido em [0, 1). Seja By, um bloco qual-

quer de b—digitos e seja T}, o bloco que satisfaz T, + By, = 'V..b'V, onde

k vezes

bV=(0b-1):

i) Se a expansao b—ndria de « € finita, entdo

lim #,(Bi; N; ) ~ lim #u(Br; N3 1 — )
N—oo N N—oo N

ii) Se a expansio b—ndria de o nao € finita, entdo
#u(Br; N; ) = #(Th; N5 1 — ).

Prova. i) Se o tem expansao b—naria finita entdo 1 — o também tem e
portanto

i TeBr Vi) . #(Bei Vil —a)
N—oo N N—o0 N

=1 ou0,

se By, é formado s6 por zeros ou nao, respectivamente.

ii) Suponhamos a = (.a1as...)p, daf:

c>ob_1 oo . 00 (b—1>—z oo '
R RIS

=1 =1 =1 =1

onde a; = (b—1) — a;, portanto pertence ao conjunto {0,...,b — 1}. Como
temos infinitos a; # 0, garantimos infinitos a; # b — 1 e portanto (a}aj...), é
a expansao b—naria de 1 — a.

Seja By = by...bx, um bloco ordenado de digitos b—narios. Seja Ty = b]...b),

onde b; + b, = b — 1, ou equivalentemente 0, = (b — 1) — b;. Com isso para

13



todon >1:

(an,anH, ...,an+k_1) = (bl,bg, ,bk> =

(a;wa;H-l? ""a;H—k—l) = (b,1> /2’ "'7b;c>7

o que implica #,(Bg; N;a) = #(Tx; N; 1 — ). =
Corolario 12 Se a € [0,1) é b—normal entao 1 — a também é b—normal.

Prova. E claro que se « é b—normal, entao a expansao de o na base
b nao ¢ finita, pois implicaria em limy__.. x#5(0; N;a) = 1 # %. Fixamos
um natural k£ > 0. Seja T}, um bloco de k digitos b—narios e seja By, tal que

By + T, = V.00, onde Y = (b — 1).Pela hip6tese da normalidade de « e

k vezes

pela proposicao anterior (ii) obtemos:

1 1 |
o= Nh_n}oo N#b(Bk;N; a) = Nh_n}oo N#b(Tk;N; 1—a),

e portanto 1 — « é b—normal. m
O préximo resultado nos mostra que o conceito de normalidade esté res-

trito a nimeros irracionais.
Proposicao 13 Nenhum racional € b—normal.

Prova. Se « é racional, entdao {a} é racional e sua expansao b—néria é

periédica, digamos, de periodo by...by :

{CM} = (.alaz...atbl...bk)b = (.&1(12613...atbl...bkbl...bk...)b.

Tomando a seqiiencia crescente N; =t + jk temos que

_J

1 J
—#p(b1...0p; Njy ) > — = .

14



Dai

.1 J 1
lim —#4(by...0k; Nj; ) > hm—:_7
j_)OONj#b(l k @) lim =" =1

|

1 LN =
o que garante que w#4(b1...b; IV; o) nao converge a b_k
Na prova da proposicao anterior, utilizamos um conhecido fato da analise
real: é suficiente encontrarmos uma subseqiiéncia (ﬁ#b(lh s N ))
J y *
JEN
1 SN < 1 ~
e (N#b(bl...bk, N; oz))NeN* nao convergente a 3z, para provarmos que « nao
¢ normal. No entanto, j& comentamos anteriormente que, dado um bloco By
e um real a, nem sempre a seqiiéncia %#b(Bk; N;«) converge para algum
valor.
Isso nos mostra que nao podemos calcular apenas o lim;_, Nij#b(Bk; Nj; )
— onde (N;) é uma seqiiéncia crescente de nimeros naturais — para decidir-
mos a convergéncia de +#;(By; N; @) (ndo ¢ suficiente calcularmos o limite
de uma subseqiiéncia de %#b(Bk; N;a) ). No entanto é valido, e muito 1til,

um resultado mais fraco.

Lema 14 (Critério da convergéncia) Sejam f : N — R, uma fun¢ao

nao decrescente e (N;) uma seqiéncia crescente de nimeros naturais tal que

lim,_ NN = 1. Se existe
lim — f(N;)
im —
§——00 N
entao existe
. 1
Nh_r{loo Nf(N)a

e eles tém o mesmo valor.

Prova. Vamos mostrar que

lim —f( ) < lim lf(N) gﬁif(N) < lim Ff( D (2)

Jj—0o0 j N—oo N—oo J—00 IN;

15



Dado N natural, existe um tnico j = j(INV) tal que N; < N < N;4q, uma
vez que (NN;) é uma seqiiéncia crescente de naturais. Tal j = j(N) satisfaz

ainda a propriedade que N — oo se e somente se j — oo. Como f é nao

decrescente:
L F) € F(N) < < F(Nj) 3)
Ny ' VSN =N
Dai, como limy_ Njf\'ffl = lim;_. N]jvfl = 1, obtemos
. 1 . 1 ) N; 1 ) 1
}E}}O ﬁjf(Nj) = J}EHOO ﬁjf(Nj) = J}EPOO ]\QHEJC(Nj) = 1\}1_120 Nj+1f(Nj)
(3) 1
= lim ——f(N;) < lim —f(N)
N—oo 1Vj+1 N—oo N
1 31 N, 1
< Jm S N) = i e F(Njn) = Jim 5 F (V)
1
= 1 N
1
= lim ——f(N;4;).
Jim Nj+1f( j+1)
Como
. 1 ) 1
lim —f(Nj) = lim ——f(Nj4a),

concluimos a prova de (2). =

Corolario 15 Se (N;) € uma seqiiéncia crescente de nimeros naturais tal

. N; -
que lim;_, N 1, entao

1 1
Jim ﬁj#b(Bk; Njja) = lim —#y(By; N; ),
desde que o limite a esquerda exista.

Mostraremos adiante (veja 91) que se lim;_q 3 = C' > 1 e

N

li ! #,(Bg; Nyj; ) 1
im — N.:a) = —
j—o00 IN; APy bk

para todo bloco By, entao a é b—normal.

16



3 Normalidade de Constantes Artificiais

3.1 A Constante de Champernowne

Em 1933, D. G. Champernowne deu em [7] alguns exemplos simples de
numeros 10—normais, como a constante obtida artificialmente pela conca-

tenacao dos nimeros naturais em base 10
Cho = (.12345678910111213...)19

e que hoje é conhecida por Constante de Champernowne.

Toda esta secao serda dedicada a uma prova alternativa da normalidade
dessa constante, baseada em [14] e [15]. Em [14] apresentamos uma prova
detalhada deste fato, mas muito extensa. Em [15] apresentamos uma prova
mais curta, enfatizando as principais idéias e deixando os detalhes como
exercicio ao leitor. Aqui apresentamos uma prova completa, porém com
novas estimativas que a tornam mais simples que as anteriores.

Para a prova que aqui apresentamos, é conveniente destacarmos os blocos

formados apenas pelo digito zero.

Notacao 16 Por 05 denotamos o bloco formado por k zeros e por 0y deno-

tamos um bloco ordenado qualquer de k digitos distinto de Oy.

Para provar que (g é 10—normal, precisamos mostrar, para todo k € N :

~ . F#10(0g; N; Cho) 1 v 1. F10(0k; N; Cyp) 1
(0 Jim ==y =3 ¢ @) Jm —F%— =5

Nosso trabalho inicial consiste em mostrar que basta provarmos (7).

Lema 17 Para todo N natural nao nulo e para todo bloco da forma 0, temos

#10(0x; N; Cro) < #10(0k; N; Chy).

17



Prova. A idéia é, uma vez fixado um bloco 6, associar a cada apari¢ao
de O, na expansao decimal de (g, uma aparicao anterior de €, e mostrar

k> 0 s k
que esta correspondéncia é injetiva, ou seja, que a ocorréncias distintas de
0y estao associadas ocorréncias (anteriores) distintas do bloco 6. Com isto
estaremos provando a desigualdade que se quer.

Note que (o é formado por concatenagoes de naturais. Suponhamos

entao que 0 ocorre na expansao decimal de algum natural ~, digamos:

Y= (Clcg...CSO...O dldg...dl>10,
k

que denotaremos abreviadamente por (Cs 0x D;)1p.

1°caso: ¢y #1ous > 1
Aqui associamos a ocorréncia de 0; em com a ocorréncia de #; no
9

natural:

v = (C% 0k D)o,

onde (C%)19 = (C5)10 — 1. Note que v/ < 7.
2caso: ¢ = 1 e s = 1. Neste caso v = (1 0 D;)19. Dai:

- se 0y é da forma 0, = by...b, onde b; # 0, associamos a ocorréncia de O
no natural v = (1 0 D)1, com a ocorréncia de 6 no natural v = (6 D;)10.
Note que novamente 7" < 7.

- se 6, é da forma 0, = wbjﬂ'"bk’ onde bjy; # 0, associamos a
ocorréncia de O no natural v, Cojm a ocorréncia de ¢ na concatenacao dos

naturais:

’}// = (ij...bkdl...le...O)lo e ’y, +1= (b]+1bkd1d1001)10
J g—1

Note que v/ < v+ 1 < v e portanto 7' e 7' + 1 sao listados antes de ~

em ClO-

18



Garantimos assim que, em qualquer caso, cada ocorréncia de 0, foi asso-
ciada a uma ocorréncia anterior de ;. Da forma como definimos +'a partir

de ~, decorre diretamente que esta correspondéncia € injetiva. m

Lema 18 Fizado k € N*

(1) A seqiiéncia (W) ¢ limitada superiormente por —

w_k.

(71) Se limy_ w = #, entao, para todo bloco 0y,

lim #10(0k; N; Cho) _ b

N—oo N 10k
Prova. Afirmacdo 1: H4 10¥ — 1 blocos 6, distintos.
Além disso, da definicao de #1¢ decorre a
Afirmacgao 2: Para todo N > k

#10(0r; N; Cho) #10(0r; N;Cp)  N—-k+1
= <1
N + Z N N -

O

Para mostrarmos (i) basta observarmos que, se para algum N ocorrer

#10(0x; N; Chp) - 1
N 10+’

entao, pela Afirmacao 1 e pelo lema anterior, obtemos

#10(0x; N3 Cho) #10(0k; N; Cho) 1 i 1
L (10F—1)— =1
N 2 N > qor T =Dy =1

O

o que contradiz a Afirmacao 2.

Para provar (ii) observamos que se limy_ o W = 10%, entao
dado € > 0, para N suficientemente grande:
1 0p; N;C 1
_>#10(k 10)>——5. (4)

10F — N 10%
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Vamos fixar um bloco ¢ # 0. Entao, para N suficientemente grande:

#u0lki NiCo) | ey L

N 10%

#10(0; N; Cho) 1 % 1
= —_— = 10° — 2)(— —

#10(92; N; Clo) #10(0k; N; C'10) #10(9k§ N; Cm)
< N + N + 2 N

0 # 0;,

ar2 N—k+1
£ —N ,

onde a unica desigualdade acima decorre de (4), do lema anterior e da

afirmagao 1. Entao

#10(92; N; Clo)

N +(1o’“—1)(i—g)<1.

10k

Dai
#10(92; N; OIO) 1 k
—+1 .
i < 0% + 10%¢

Assim, concluimos que, para N suficientemente grande,

1 1 @) #10(0; N; Chg) Lema #49(0;; N;Cho) 1 i
— —10Fe <« — — L < L — +10
TR T N = N TR
e portanto

_ Fw(l; N;Cn) 1
S T

o que completa a prova de (ii). m

O item (i7) acima nos garante a suficiéncia que buscédvamos:

Corolario 19 Se para todo k € N*,

lim #10(0; N; Cyo) _ 1
N—o00 N 10’“

entio Chg € 10—normal.
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Note que o resultado acima simplifica o trabalho, pois, por exemplo, o
bloco 05 nao ocorre em juncoes de naturais. Além disso, podemos procurar
um padrao em #1¢(0x; N; Cho) que dependa apenas de k e N

Agora estamos interessados em provar que é satisfeita a hipdtese do co-

rolario acima.

Lema 20 Para cada s € N*,

: . —1) x 10571 +1
Zz’xl()’:(gs )><810 10

Prova. Escrevemos inicialmente
S S S
Ez’xlO’:E E 10°.
i=1 j=1 i=j

Dai, aplicando a férmula da soma de PG obtemos:

; 10](108—j+1 i 1) s 105+ — 10] 05+1
R xw

Jj=1i=j j=1
108+1 110(10° —1)  (9s —1) x 10°*! + 10
9 9 9 B 81 '

=S

Notagao 21 Dado um natural m, denotamos por N(m) o nimero de digitos

utilizados para concatenarmos todos os naturais de 1 até m em base 10.

Proposicao 22 Para cada natural m de s + 1 digitos

9(s+1)(m+1)—10 +1

N(m) = -

< (s+1)(m+1).

Em outras palavras: para cada natural m,

9 logm + 1] (m+ 1) — 10lesm+1] 41

N(m) = 5

< [logm + 1] (m+1).
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Prova. De 10 até 107! —1 escrevemos 10771 —10° = 9x 10 ntimeros, cada
um com ¢+ 1 digitos. Assim desde 1 até 10°—1 utilizamos >, ,(9x 10" x 1)
digitos. Mas

- 1y 9. Lemazo (95— 1) x 10°+1
i—1 _ 2 7 oo
> (9% 10 xz)—lozleo = 5 .

i=1 =1

Agora, desde 10° até m escrevemos mais (m — 10° 4+ 1)(s + 1) digitos.

Assim
Nm) = AL 10t 1) 4 1) =
_ 9(s+1)(m+91)—105+1+1 < (s+1)(m+1).
|

Vamos precisar estimar, além de N(m), também #1(0x; N(m); Cyp).

Lema 23 Para k e s naturais com k < s, temos

(9(s — k) —1) x 1057% 41 -

#10(0k§ N<108 - 1); ClO) = 9 =

(s —2Kk) x 105",

Prova. Primeiramente vamos fixar j > k e estimar quantas vezes O
ocorre quando escrevemos os naturais desde 107! até 107 — 1, isto ¢, na lista-
gem de todos os numeros de j digitos. Fixadot € {0,...,5 — k — 1 } temos

que de

10...0 0 0...0 até 99...9 0; 9...9 ,
t j—t—k—1 t j—t—k—1

o bloco 0, ocorreu 9(10%)(107~*=1) = 9(107*~1) vezes, na posi¢ao fixada.

Como 0 < t < j—k—1, conclufmos que 0 ocorre um total de 9 (j — k) 107 *-1
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vezes, desde 10°~1 até 10/ — 1. Com isso obtemos:

#10(0p; N(10° = 1); Cyo) = Z 9(j — k)17 k-1 FLE
j=k+1

s—k 9 s—k
= 9xix 107 = = % 107
20 02

B 9
> (s — 2k) x 105",

Queremos um resultado mais forte do que o do lema acima. Mais preci-
samente: queremos obter uma estimativa para #io(0x; N(m); Cyg), onde m
¢ um natural qualquer. Como parte desta estimativa ja foi dada no lema

acima, é natural introduzirmos a seguinte

Notagao 24 Sem é um natural de s+1 digitos em base 10, entao Tyo(0x; m)
denota o numero de ocorréncias de 0y desde a expansao decimal de 10° até

a expansao decimal de m. FEquivalentemente:
T10(0k; m) = #10(0x; N(m); Cro) — #10(0k; N(10° — 1); C1p).

Lema 25 Sejam k, s € N*, tais que s > 2k, e seja m um natural cuja
expansao decimal envolve s + 1 digitos. Entao:

(m — 10° — 10%)

Tlo(ok; m) Z (8 — 2]{3) 10k

Prova. Suponhamos
m = (asas_l...alao)lo.

Dado j € {0,1,...,s — k}, vamos fixar o bloco 0 na posicao dos digitos

Akt j—1, Aktj—2, ---, G5, € estimar o numero de vezes que 0 ocorre, nesta posicao
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fixada, desde 10° até

o (as...akﬂ- 0 aj,l...alao)lo, se J > 0

m'(j) = ,
(asas_1...ax0k)10, € 7 =0

que é um inteiro menor ou igual a m. Denotamos por Ag;;, o natural

(@ss_1...ak+5)10, € POT A’ o natural (@j_1...a0)10, s€ j >0 e Aj = 0.

Observamos que de 10° até m/(j), o bloco 0 ocorreu exatamente
(Apgy — 10°7579) x 107 + A% + 1

vezes nesta posicao fixada e portanto podemos afirmar que, nesta posicao, de
10° até m, o bloco 0, ocorreu, no minimo (Agy; —1057577) x 107 4+ A vezes.
Como 0 < j < s — k, obtemos que de 10° até m, o bloco 0, ocorreu pelo

menos Z;;]g[(Akﬂ- —10°7%77) x 107 4 A’] vezes, e portanto:

e

Tio(0x;m) > Y [(Agy; —10°7777) x 107 4 Af]

J

I
=)

s—k
= —(s—k+1) x 107"+ [Apy x 107 + A7), (5)
5=0
Lembramos que
s j—1
Apyj = Z a; X 1077577 ¢ que, para j > 0, temos A;- = Zai x 10°.
i=k+j i=0
Dai,
s—k s—k j—1
[Apsy x 107 + A)] Z Z a; x 107754373 "a; x 10° =
Jj=0 j=0 i=k+j j=1 i=0
s s—k—1
=Y (i—k+1)xa; x 1075+ Y (s —k—1i) x a; x 10°
i=k =0
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Como s > 2k, temos s — k — 1 > k. Entao escrevemos

=

sS—

I:Ak-Jr] X 10 + A/]

I\
o

J
s—k—1

—Zz—k—l— xaixl()ik Zs— — 1) ><az><10’

i= =0
s—k—

Z (i —k+1) x 1077% 4 (s — k — 1) x 10]+
? -

(i—k+1)xa; x 1075+ (s — k — i) x a; x 10’
i=s—k =0

s—k—1
> ail(i —k+1) x 1077 + (s — k — i) x 107+
i=k
+ > (i—k+1) xa;x 107"
i=s—k

—f— s
> ) (s—2%k+1) xa;x 107+ Y (i—k+1)xa; x 107

i=k i=s—k
s—k—1 s—1
> (s—2k+1) xa; x 107+ Y " ((s —k) —k+1) x a; x 10"
i=k i=s—k

+ (s —k+1) xa, x 10°7*
s—k—1 s—1

= ) (s=2k+1) xa;x 107+ Y " (s —2k+1) x a; x 107"
i=k
S_

i=s—k

k+1) x a, x 1057%

[y

=(s—k+1)xasx10°"+ ) (s—2k+1) x a; x 10°*

i

[
B

Assim, concluimos de (5) que:
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s—1
Tho(0k;m) > (s —k+1) X (ag — 1) x 10°7* + (s = 2k + 1) x Y _a; x 10"*
i=k

s—1
> (s —2k) x <(as —1) x 10°7F 4 Z a; X 10"’“)

i=k
= (s — 2k) x (Z(ai x 107F) — 10*’@)
i=k
o (S — Qk) - i s
=5 X ;(@leo)—l()
s — 2k ol ,
= % X (m — Z(GZ X ]_OZ) — 108>
=0

(m — 10° — 10%)

> (s — 2k) 0% :

como queriamos demonstrar. m
Partindo dos dois tltimos lemas, como vemos abaixo, obtemos uma boa

estimativa para #19(0x; N(m); Cip):

Proposicao 26 Suponha que s > 2k, onde k e s sao naturais. Seja m um
natural de s + 1 digitos, entao

(s — 2k)(m — 10%)
10% .

#10(0; N(m); Cho) >
Prova. Partindo da definicao de Tiy e dos Lemas 23 e 25 temos:

#10(0x; N(m); Cro) = #10(0; N(10° — 1); Cho) + T0(0x; m)
m — 10° — 10F)
10%

> (s —2k) x 10°7F + (s — Qk)(

(s — 2k)(m — 10%)
10* '

v

Com isso podemos provar o principal resultado desta secao:
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Teorema 27 'y ¢ normal na base 10.

Prova. De acordo com as Proposicoes 22 e 26, obtemos a desigualdade:

#10(0x; N(m); Cho) S 1 (s —2k)(m — 10%)

N (m) “I0F 1 Dm1) (6)

para k e m naturais, onde m possui s 4+ 1 digitos e s > 2k.

Aplicando agora o item (i) do Lema 18 obtemos:

1 ——#10(0x; N (m); Cho) . #10(0g; N(m); Cho)
02wl N(m) 2 A N m)
1 (s —2k)(m — 10%) 1

> lim —— -
= e 108 (s+1)(m+1) 108

—

6)
>

#10(0x;N(m);C10) 1

NCD) = 157+ Aplicando agora o Critério da

Isso mostra que lim,,, .
Convergéncia dado no Lema 14 (ou seu corolario) concluimos que

iy 7100k N3 Co) 1
N—oo N 10k

e entao pelo item (ii) do Lema 18 obtemos também que

lim #10(9k;N; 010) _ L
N—o0 N 10k’

o que completa a prova. m

3.2 As idéias de Champernowne

O trabalho de Champernowne “The Construction of Decimals Normal in
the Scale of Ten” nao se limitou a dar exemplos de nimeros normais. Em
[7], Champernowne apresentou as idéias basicas para construirmos nimeros
normais partindo-se da normalidade de outros nimeros. A proposta defen-
dida por ele é baseada no principio de que alteragoes “raras” na expansao
de um nimero normal nao alteram sua normalidade. Por exemplo, fazendo

m(m)

uso da normalidade de g e do fato conhecido de que — 0, quando
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m — 00, onde 7(m) denota o nimero de primos menores ou iguais a m, ele

comentou ser possivel provar que a constante
(.46891012141516182021...)10,

obtida concatenando-se os nimeros compostos escritos em base 10 é também
10—normal. Aqui neste texto optamos por apresentar uma prova alterna-
tiva da normalidade de Ciq e por isso nao apresentamos uma das partes mais
interessantes do trabalho de Champernowne: suas idéias. Assim, para deixar-
mos mais claras as idéias de Champernowne que citamos acima, vamos agora
aplica-las provando, a partir da normalidade de (g, que a concatenacao dos

numeros impares forma um nimero normal.

Observacao 28 Poderiamos dizer que para obtermos tal constante partindo
de Chg seria suficiente retirarmos desta, os naturais pares concatenados. No
entanto nada saberiamos dizer sobre sua normalidade, pois estariamos reti-
rando muitos de seus digitos. Assim precisamos ser mais cautelosos, como

faremos a sequir:

Proposicao 29 A constante (.135791113151719...)19, obtida concatenando-

se 0s numeros impares, € um numero normal em base 10.

Prova. Seja B;, um bloco de k digitos b—néarios. Por hipdtese a constante

Cho = (.123456789101112131415...)19 é 10—normal e entao

1

. 1
lim —#10(Bk; N; Clo) = 1—0k

N—soo N

Além disso, lembrando que Cjy é formado por concatenacao de naturais,

temos que
#10(By; N; Cho) = #{Q(Bk; N;Cho) + #{O(Bk; N; Cyp), (7)
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onde por #,(By; N; Cyp) denotamos o nimero de vezes que By ocorreu na
juncao de naturais concatenados e por #{O(Bk; N; Cp) denotamos o nimero
de vezes que By ocorreu fora de juncoes, até o N —ésimo digito da expansao
de C}p. Vamos inicialmente provar a
~ R 1 yJ - N _
Afirmagao 1: imy_.o 5#10(Br; N; Cro) = 0.
De fato, de acordo com a Proposicao 22, apds concatenarmos os primeiros

m naturais, utilizamos N(m) digitos, onde:

1+1 1) — 10ltHesml 4]
N(m)sz + logm)] (m—|—9) 0 i > (m+1)logm — 10m.

Enquanto isso By nao pode ter ocorrido mais do que k£ vezes em cada juncao

de dois naturais, logo tera ocorrido no maximo km vezes. Agora

. 1 ; — 1 ,
0< lim W#{O(Bk; N(m); Cyo) < nlbl_f)noom#{o(Bk; N(m); C1o)
< Tm " < im b =
= m—ooN(m) = m—oo (m +1)logm — 10m
portanto
. 1 ; , km
mh_H}OO W#{o(Bk; N(m); Cro) = 77{1_{1;0 W =0.

Agora, basta aplicarmos o Critério da Convergéncia dado no Lema 14 para

obtermos

) 1
lim N#{O(Bk;]\f; Ch) =0,

N—o0
e concluirmos a prova da afirmagao 1.

Em particular - usando (7) e o fato que Cyy é 10—normal - concluimos:

Afirmagao 2: limy_ %#{O(Bk;N; Cho) = 157
Agora estamos em condigoes de fazer modificagoes em C'g como segue:
Afirmagao 3: O decimal o = (.111112222233333...)1¢, obtido concatenando-

se cada natural repetido cinco vezes, é 10—normal.
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Para provarmos a afirmacao 3 observamos que
#10(By; N; @) = #10(Bi; N; ) + #0(Bi; N; a),

onde por #{O(Bk; N; «) denotamos o numero de ocorréncias de By, na jungao
de dois naturais ou do mesmo natural repetido na expansao de « e por
#1(By; N; @) denotamos o ntimero de ocorréncias de By, fora de juncoes, até
o N—ésimo digito da expasao de a.

Primeiramente observamos que também aqui

: L ;
i #10(Bi; Nia) = 0.

De fato, até a concatenacao dos primeiros m naturais distintos em « utili-
zamos 5N (m) digitos. Além disso, passamos a ter no maximo 5m jungoes,
e portanto By nao pode ter ocorrido mais do que 5km vezes nas juncoes.

Assim, como

km dkm
lm ——=0=— lim —— =0
aplicando novamente o Lema 14 (Critério da Convergéncia) obtemos que
. I
Nhinoo N#lO(Bk; N;a) = 0.
Agora vamos mostrar que limy_ %#{O(Bk; N;a) = ﬁ. Observamos
que
#fo(Bk; SN(m);a) = 5#{0(Bk5 N(m); Cio);
dai,
lLim ;#f (B '5N(m)'a) = lim ;#f (B N(m)C’ ) afirmacéo 2
m—oo 5N (m) " 10N P e N (m) TV =
1
=100 ®)

e aplicando o Critério da Convergéncia dado no Lema 14, concluimos a prova

da Afirmagao 3.
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Afirmagao 4: Se inserirmos novos digitos (quaisquer) entre cada dois
naturais concatenados (iguais ou nao) em «, obtemos ainda um nimero nor-

mal. Ou seja
a' = (.1a11a21a31a41a52a6...9a4510a4610a47...1Oa5011...)10

¢ 10—normal, para digitos a; quaisquer.

Observamos inicialmente que o’ é obtido de « inserindo novos digitos
entre intervalos cada vez maiores, conforme os naturais escritos na expansao
de « crescem.

Para provarmos a Afirmacao 4 observamos que
#10(B; N o) = #10(Bi; Ny o) + #50(Bii Ni o),

onde #7,(Bg; N; ') denota o nimero de ocorréncias de By, que nao envolvem
os novos digitos em o' e #4,(By; N; ') denota o niimero de ocorréncias de
By, envolvendo os novos digitos (ou seja, quando algum digito de By coincide
com um dos novos digitos na contagem) de o’ até o N—ésimo digito de o’
Vamos mostrar inicialmente que limy__ %#fo(Bk; N; ') = 0. De fato,
o numero de digitos para concatenarmos os primeiros m naturais distintos
em o/ é igual a 5N (m) + 5m, pois inserimos um novo digito apds a repetigao
de cada natural (e cada natural estd escrito cinco vezes). Agora o nimero
de ocorréncias de By envolvendo um novo digito é no maximo igual a 5km

vezes. Dai, como

’ 5km 0 ’ S5km 0
m ———F = —> m — =

aplicando o Lema 14 (Critério da Convergéncia), concluimos que

. 1
lim —
N—o0 N

#4.(By; N;a') = 0.
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L

o5+ Para

: : 1 _yn . Al —
Agora precisamos mostrar que limy__.o 5#7(Bi; N;o') =

isso, observamos que, da definicao de o/,
To(Bi; 5N (m) 4+ 5m;a’) = #{O(Bk; 5N(m); a)

e da igualdade

om
li =0
moo BN (m)
decorre que
. 1 n /
lim ———————#7,(Bk; 5N (m) + 5m; o)

m—o0 5N (m) + 5m
1
= lim ———#1,(Bk; 5N (m) + 5m; )

m—oo 5N (m)
: 1 ® 1
_ f . . o)
_él_rgo 5N(m)#10(3k,5]\7(m),a) = 10

Pelo Lema 14 (Critério da Convergéncia) concluimos que

1, 1
W 0B Vi) = g5

decorrendo que o’ é 10-normal, o que prova a afirmagao 4.
Em particular, se nossos digitos inseridos para formar o/, na afirmacao 4,
forem

1,3,5,7,9,1,3,5,7,9,1,3,5,7,9, ...

obtemos que

(\11131517192123252729...)10

¢ 10—normal, e portanto inserindo-se no inicio da expansao mais cinco novos

digitos concluimos que também é 10—normal o nimero:
(.13579111315171921232527...) 19,

obtido concatenando-se os ntimeros impares escritos em base 10. m
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E claro que os mesmos argumentos podem ser usados para provarmos
que concatenando os nimeros pares obtemos um nimero normal em base 10.
Além disso, aplicando de forma criativa estas construgoes, podemos obter
muitos outros niimeros normais interessantes.

Champernowne comentou ainda que, com construcoes semelhantes, é

possivel provar a seguinte

Proposicao 30 Seja f € uma funcao afim da forma f(z) = ax + h, onde a

e h sao naturais e a # 0. Entdo o decimal

(F)f(2)f(3)--)10
€ normal em base 10.

Apresentamos uma prova alternativa desta proposicao no Exemplo 34.
Gostariamos de destacar ainda uma conseqiiéncia importante da afirmagcao

1 da prova dada acima:

Corolario 31 Seja x,, uma sequéncia crescente de naturais escritos na base
b. Seja By um bloco de k digitos b—ndrios e seja o« = (.x123...)p 0 Teal formado
pela concatenagao dos termos x;. Entao

1

N—oo

nao depende das ocorréncias de By nas juncgoes dos blocos x;.

Prova. Vamos denotar por:

N(z;) o numero de digitos utilizados para listar z;xs....z;.

#Z(Bk; N;a) o nimero de vezes que By ocorreu na jungao dos naturais
x; até o N—ésimo b—digito de a.

J = j(m) o natural que satisfaz N(x;11) > m > N(z;), m € N.
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Dado um natural s, como x, € crescente, existe ng tal que os naturais

Tng+1y Tno+2s Tngts,--- t€M tamanho maior que s. Dai

1
lim —
m—oo M,

. _ 1 :
#,(Bp;m;a) < Jim N($j)#i(3k;N($j+1);Oz)

. kj . kj k
< lim —— <1 = —.
= 0 N(aj) = 370 N(@ag) + 50 —m0) s

Como s é arbitrario, fazendo s — oo, concluimos o desejado. m

3.3 A constante de Copeland-Erdos

No final de seu artigo (ver [7]) Champernowne conjecturou que a constante
(.23571113171923...)10,

obtida concatenando-se os niimeros primos escritos em base 10, era também
um numero normal nesta base.

A solucao para esta conjectura foi apresentada 13 anos apds. Em 1946
Copeland e Erdds apresentaram em [8] a prova de um teorema, muito mais
geral, do qual decorria a confirmagao desta conjectura. Por esse motivo, hoje

tal niimero é conhecido como Constante de Copeland-Erdos.

Teorema 32 (Copeland-Erdos) Seja (z,) uma seqiiéncia crescente de na-

turais. Se para todo 6 < 1,
#{x, <W} > W para todo natural W suficientemente grande,

entao
(.ZEll'QIg...)b
€ b—normal, onde b € a base em que cada x; € escrito.

Antes de provarmos este teorema , apresentamos algumas de suas aplicagoes.

34



Exemplo 33 A normalidade da Constante de Champernowne decorre deste
teorema tomando-se a seqiéncia x, = n. De fato, dado um inteiro W temos
que #{x, < W} =W —1 e para todo 0 < 1, tomando-se W suficientemente
grande, obtemos W —1 > W?.

Exemplo 34 Decorre deste teorema uma prova alternativa para a Proposi¢ao
30. Seja x, = an + h, onde a e h sdo naturais e a # 0. Para um inteiro W

suficientemente grande temos #{x, < W} > WQ—;h Assim resta-nos mostrar

que dado 0 < 1, % > WY para W suficientemente grande. Para isso,

observamos que

W —h W —h
> W = > Wit
2a 2aW
- W—h 0—1 . W—h
e que, para W suficientemente grande, 5=+ > W"™", pois 5= converge a

QL enquanto que WP converge a zero.
a

Os exemplos acima sao bastante ilustrativos, mas estamos interessados
em mostrar que deste teorema decorre a prova da normalidade da Constante

de Copeland-FErdos. Faremos isso agora:

Corolario 35 A constante (.23571113171923...)19, obtida concatenando-se

0s numeros primos escritos em base 10 é normal nesta base.

Prova. Seja x,, o n—ésimo primo. Para cada natural W, denotamos por
7(W) o nimero de primos menores que W. Precisamos mostrar que, fixado

0 <1, 7(W) > W para W suficientemente grande. O Teorema dos Ntimeros

Primos afirma que % InW — 1, portanto para W suficientemente grande

(W) > 2111/1‘/W' Assim, é suficiente mostrar que, para W suficientemente

grande 21‘2/“, > WP, ou equivalentemente
1 0—1
2In W



Seja T' = In W, entao

1

T Wite—e Wl > 2In W « 7079 > o7,
n

o que se verifica para T suficientemente grande, pois (1 —6) > 0. =

Observamos que todos estes resultados sao verdadeiros para uma base b
qualquer, pois em momento algum nas provas foi necessario particularizar a
base que estavamos utilizando.

O restante dessa secao tem por objetivo obter a prova do Teorema de
Copeland-Erdos. A prova que apresentamos aqui é baseada na versao ori-
ginal (veja [8]), com algumas modificag¢oes e complementagoes. Esta também
¢ sistematica e baseada no conceito de (e, k)-normalidade, que Copeland e

Erdés comentam ter sido introduzido por Besicovitch em [5].

Definigao 36 Fizadose € (0,1) e k € N*, um natural m € dito (¢, k)—normal
em base b se em sua expansao nesta base qualquer bloco de k digitos b—ndrios

ocorre com freqiiéncia® entre

1 1
b—k—geb—k+€.

Exemplo 37 m = (1234567890),¢ € (¢, 1)—normal em base 10, seja qual for
a escolha de € € (0,1).

Exemplo 38 Seja a = (.ajasag...), um nimero normal com ay # 0. Fizados
e e k temos que, para n suficientemente grande, o natural (aias...a,), €

(e, k)—normal em base b.

Observacao 39 A idéia da prova do teorema de Copeland-Erdés € a se-

guinte: Fizados e, k, vamos mostrar que para W suficientemente grande, a

3Note que os naturais possuem expansao finita e a expressao “freqiiéncia” aqui repre-

senta a razao entre o nimero de ocorréncias e nimero total de digitos de m..
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quantidade de nimeros naturais < W que nao sio (,k)— normais é “pe-
quena” (isto é, menor que W para algum 6 = (e, k) < 1).

Se uma seqiiéncia crescente de naturais (x,) satisfaz a hipdtese do Teo-
rema de Copeland-Erdds, garantimos que (x,,) possui uma quantidade “grande”
de termos < W (isto é, maior que W para todo 0 < 1 ).

Assim, é natural esperarmos que, mesmo que (z,) contenha todos naturais
que ndo sao (g, k)—normais, terd de ter “muitos” naturais que o sao e além
disso em quantidade muito maior. Dai a quantidade de digitos fornecida
pelos naturais x; que ndo sio (g, k)—normais serd desprezivel na erpansao
de

a = (.z122...)p.
Como os demais x; sio (e,k)—normais, € natural supormos que qualquer
bloco de tamanho k ocorre em « com a frequéncia desejada, exceto por um

erro < € (que pode ser tomado arbitrariamente pequeno).

Conforme os comentéarios da observagao acima, queremos, numa primeira
etapa, mostrar que, fixados k e b, existe, para cada ¢ > 0 um § < 1 tal
que, para W suficientemente grande, o nimero de naturais < W que nao sao
(¢, k)—normais na base b ¢ menor que W?°,

Comecamos analisando o caso k = 1.

Lema 40 Sejam ¢ um real positivo, m um nimero natural e € € (0,1). Se

. 2— 2 . .
cada b—digito ocorre entre S2=2) ¢ SCXE) yores na expansdo b—ndria de m
b b J
entdo m € (e,1)—normal em base b.
Prova. Se cada b—digito ocorre na expansio de m entre S2=5) o <2+)
b b

vezes, entao m possui entre ¢(2 —¢) e ¢(2 + ¢) digitos e cada digito ocorre

em m com freqiiéncia entre

(2—¢) . (2+¢)
b2+e) bR2-—¢)
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Resta verificar que

1 (2—¢) 2+ 1
b S h2re) S b2_e b 1T
Mas
1 (2—¢) (2—¢)
b S hzr TS Gy

S 24— —b?<2—¢
Se(l—2b—be) < —¢
<1 —-2b—be < -1

&2<b(2+4¢)

o que é verdade pois b > 2 e € > 0. Analogamente,

(2+¢) <

1
Lere) 2 2 < b2 -
2=z ~p C TS

o que é verdade pois b >2ecec € (0,1). m

Notacao 41 Com base neste ultimo lema, fixados um inteiro positivo T e

e € (0,1), vamos denotar por

et [0 e e - [0

Observacao 42 Com relacdo ao lema anterior, aqui, na definicio de r e
R, trocamos ¢, que era um real qualquer, por x/2. Dado x inteiro, estamos
interessados em ter r e R menores ou iguais a x, o que € verdade da forma

como definimos e nao seria verdade se tivéssemos trocado ¢ apenas por x.

Corolario 43 Sejam x um inteiro positivo, ¢ € (0,1) e m um nimero
natural. Sejam r = r(x,e) e R = R(x,e) 0os mesmos definidos na Notagdo
41. Se cada b—digito ocorre entre r +1 e R — 1 vezes em m, entao m ¢é

(e,1)—normal na base b.
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Prova. Inicialmente, note que

x(2—c¢) x(2+¢€)
< —" < 1 R—-1<——=<R
STy ST o ="
logo cada digito da base b ocorre entre 95(22—;5) e 35(22—2”5) vezes em m. Dali,

aplicando o lema anterior com ¢ = x/2, concluimos a prova. m

Notacgao 44 Fixado um inteiro positivo x, para cada s vamos denotar por

T, = Ts(l') = (b — 1)36_5 o — (b _ 1):1:—5 !

s (x — s)ls!”
Lema 45 Dados um inteiro positivo x e € € (0,1), o nimero de naturais

m < b® que nao sao (¢,1)—normais na base b é menor ou igual a

T T
b(z +1) (ZTSJrZTS) .
s=0 s=R
Prova. Estamos considerando apenas os naturais m que possuem x
ou menos b—digitos. Pelo coroldrio anterior, é suficiente estimar um va-
lor maximo para o nimero de naturais < b* que possuem pelo menos um
b—digito d que ocorre entre 0 e r ou entre R e x vezes em sua expansao.
1° caso: d # 0.
Afirmamos que o numero de naturais < b*, cuja expansao contém o
b—digito d # 0 ocorrendo s vezes é

Ts=(0b—-1)""° v
c (x — s)ls!’
De fato, assumindo que um natural m possui x digitos (os primeiros podendo

x
ser zeros) e o b—digito d # 0 ocorre neste natural s vezes, entao ha =

S

(xf—s'),s, formas diferentes de os digitos d estarem posicionados. Nas demais
posigoes hé (b — 1) possibilidades de digitos. Assim existem

s !
T=06-1) (x — s)ls!
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naturais distintos m < b* tal que o digito d ocorre s vezes. Concluimos que
o numero de naturais < b* onde o digito d ocorre entre 0 e r ou entre R e x

vezes em sua expansao ¢é igual a
T x
E T, + E T,
s=0 s=R

que por sua vez € menor que

(z+1) <ZT +ZT>

Xcaso: d=0

Fixados s e n tais que s < n < z, existem

n n!
b—1 n—s+1 —(b—=1 n—s+1
( ) ( ) (n —s)!ls!
naturais com n + 1 digitos tais que o digito zero ocorre s vezes em sua

expansao, pois o primeiro digito de um natural nunca é zero. Logo ha

z—1 | z—1 2!
b—1 nfs+1L b—1 st
;( ) (n—s)ls! — n:S< . (x — s)!s!
< Db — 1)
s (@z+1Db-1) (x — s)!s!

= (x+ 1)T;

naturais < b” tais que o digito zero ocorre s vezes em sua expansao. Variando
s concluimos que existem no maximo

T

Z(x+1)Ts+i(x+1)T (z+1) (ZT +ZT>

s=0 s=R
naturais < b® com o digito zero ocorrendo entre 0 e r ou entre R e x vezes

em sua expansao.
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Juntando as estimativas do primeiro e segundo caso e lembrando que
temos b digitos na base b, concluimos que o nimero de naturais m < b* que

nao sao (g, 1)—normais na base b é menor ou igual a

b(z + 1)(26 T, + iTS).

Observacgao 46 No artigo original os autores sugerem que hd no mdrimo
bQ_T+ ) 1)
s=0 s=R

naturais < b* que ndo sdao (e,1)—normais na base b (sem comentdrios de como
obter tal expressao). Mostramos que para digitos d # 0 temos exatamente
Yoo T+ >0 p Ts naturais < b* onde o digito d ocorre entre 0 e r ou entre
R e x vezes em sua expansdo. Mas para o digito zero a estimativa nao € tao
simples; portanto resolvemos modificar esta estimativa original (deizando em
aberto a verificacao de sua veracidade) e adaptd-la ao restante da prova, sem

prejuizo na validade do resultado principal desta sec¢ao.

Lema 47 Fizados um inteiro positivo x e € € (0,1), com as notagoes 41 e
44 anteriores temos:

(i) ST < (2 + )T,

(ii) g To < (x+ )Tk,

Prova. Para verificarmos (i) observamos que r < z/b e que

(x —x/b)

x—j+1)
x/b '

=(b—1), donde Vj < x/b, ( >b—1. 9)
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Daif:

x!
;Ts =T, + z; ((b - 1)Hm>
=T +3 (0= )
. xr—r . xr—7 + 1 x'
<TT+; <(b_1) <j:111( j )> (:U—s)!s!)
=T, + :0 ((b _ 1)907“(]:_1;—;)'71')

T.=(r+1)T, < (z+1)T,.

Para verificarmos (ii) observamos que R > z/b e que

x/b J 1

1 T
Goapy  popdondeViz gl a0
Dai:
x - - x by 1
s;% o R+SZZR;1 (( -b (x—s)!s')
- 1 x! (10)
:T _1$*R
e 3 (007" (Goiyen) o m)
- - - J x!
<Tp+ Y ((b—l)zR<H ‘ ) )
s=R+1 J=R+1 (x—j+1)) (x—s)!s!
x ' T
=1 R ) =N )T
]

Dos Lemas 45 e 47 obtemos

Corolario 48 Dados um inteiro positivo x e € (0,1), o numero de naturais

m < b® que nao sio (e,1)—normais na base b € menor ou igual a
b(x + )3T, + Tr).
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Observamos que, dados um inteiro positivo x e um inteiro positivo s < x :

T O-V"""'ofiomy o )
.  (b—1)p=s—=_ (s+1)(b-1)

(z—s)!s!

T.
Decorre dai que === ¢é decrescente em s, ou seja,

T81+1 T82+1
. 12
7"131 T32 ( )

Agora vamos trabalhar com algumas estimativas bastante técnicas, e para

T >8> 8 >0=>

isso precisamos inserir novas notacoes:

Notagao 49 Fizados um inteiro positivo x e € € (0, 1), vamos denotar por

¢ =rno=[-5]- 2452

REJNL@:[%@+ ﬂ {gégﬁw

Vamos denotar, ainda, por

TT/ TR/ 9
= V=) =14 —r
Tr’—l’ P2 e (5) + 4(b . 1)

Note que, pela Notagao 41

= Trsa

r<r <R <R

Lema 50 Dados um inteiro positivo x e € € (0,1), com as notagdes anteri-

ores temos que py,py > ¥ > 1.

Prova. E claro que ¥ =1+ 0D 1. Além disso,

=

z(4—¢)
T, (E)x—r’—irl_x_L aJ""l 1

hET T - L%J (b—1)
zx_i}fjﬂ(bimzx_%;%(bil)
e T
-2 4b(b_1>—<(b—1)+1>(b_1)

_1+4@i1)_@
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Da mesma forma

b v (B4 161 ([252] + e -1)

- TR’+1 r— R - T — ’Vx(i—;—a)—‘
x(4+4¢) T ex
alite) 4 e
4b b 4b
T (1) > b B
LS NS

)
@ b_l(b—l):1+zl>\1’.

Lema 51 Com as notagoes anteriores, dado € € (0, 1), para cada x inteiro
positivo suficientemente grande temos:

i) T, U5 < T, < b
i) TRUS < Tp < b”.

Prova. A segunda desigualdade de i) e ii) decorre do Binomio de Newton
pois

€T T x
= (-1 +1)" =) b—1)"" =) T,
s=0 S s=0
er' R €{0,..,z}.

Para provarmos a primeira desigualdade de i) observamos inicialmente
que

) 4b 20
Logo, para x suficientemente grande,

, z(4 —¢) (2 —¢) ex e
= | R S T g 2T
o { 1b J { T R R

x(44; 6 :v(22; &) _ex _ LMJ - LMJ R

Entao, aplicando o lema anterior, obtemos

o Lema 50 ez

r —r TTJ e (12)
Un o < p) <p _<T/ 1) <

TT‘/ Tr/fl Tr+1 o Tr’
Tr’—l Tr’—2‘” Tr B Tr.
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A prova da primeira desigualdade de ii) é andloga:

z(24+¢) xz(d+e) €T & grande , €T
- =— = R-R>_—
2b 4b 4b 5b’
dai
o Lema 50 ez _R / R—F 12
U < p§b<p§R=(TR> 2
TRt
T Ty Tha Tk
Tr1 Trye Tr Tr'
[

Corolario 52 Dadose € (0,1) e um inteiro positivo x suficientemente grande,
o numero de naturais m < b® que ndo sao (¢,1)—normais na base b é menor

ou igual a

2b(x + 1) (T~%b)".
Prova. Pelos itens i) e i) do ultimo lema temos
(T + TR)¥5 < 2b%,
para x suficientemente grande. Dai
b(z + 1)X(T, + Tr) < 2b(z + 1)* (T b)".

Agora basta aplicar o Corolario 48. m
Agora podemos mostrar que a quantidade de niimeros naturais < W que

nao sao (e, 1)— normais ¢ “pequena’”.

Lema 53 Dado € € (0,1) existe § = 0(g) < 1 tal que, para todo W suficien-
temente grande, o nimero de naturais < W que nao sao (g,1)—normais na

base b € menor que W?°.
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Prova. Dado um natural W, seja x tal que
V¥l < W < b, (13)

Como W < b*, é suficiente mostrar que existe 6 < 1 tal que o niimero de
naturais < b* que nio sdo (g, 1)—normais na base b é menor ou igual a W?.
Aplicando o Corolario anterior, vemos que é suficiente mostrar que existe

0 < 1 tal que para W suficientemente grande
2b(z + 1)? (T-5b)" < WP

Para isso observamos que, como ¥ > 1, entdo U~ < b° logo podemos

escolher ¢ € (—1,0) tal que =% < b°. Daf
(T75b)" < (b7,

Seja 0 < ¢ < —¢. Chamando
d=1+4+c+d <1

temos que para x suficientemente grande (W suficientemente grande)
2b(z 4 1)% < b7,

pois a expressao a esquerda é quadratica em x, enquanto a expressao a direita

¢é exponencial em x. Segue que

(13)

13
Qb(x + 1)2 (g[_%b)x < bc’x—6 (bC-‘rl)x _ b(c’-f—C-‘rl).Z’—(S — b5$—5 — b(x—l)(s S W§7
pela definicao de z. m

Nosso objetivo agora é provar um resultado analogo para os blocos de

tamanho k :

46



Teorema 54 Fizadose € (0,1) e k € N*, existe 6 = (e, k) < 1 tal que para
qualquer natural W suficientemente grande, o numero de naturais < W que

ndo sdio (¢, k)—normais na base b é menor que W°.

Prova. Para k = 1 podemos usar o lema anterior, portanto podemos

considerar k > 2 inteiro. Observando que

(g —e)& +1 1

?T‘lqn

§—=00=> 7 = 1l=>>—TF— (- —¢e
H H bt
S 1 s
= 7 te)T 1
s—>oo:>kT—>1:>(ka)k (7 +9),
H H b
concluimos que, para s suficientemente grande,
(F—ef+1 1 e 1 e (gp+os
B T . 14
o FE T ETIS .

Seja entdo sy = so(e, k) > k tal que para s > sq as desigualdades acima sao
satisfeitas.
Dado W um natural de x digitos b—narios, com = > s, seja m < W um

natural de s digitos b—narios, onde k < sy < s < x, digamos,
m = (asGs_1...a2a4 )p.

Juntamos os digitos de m em grupos de tamanho k, sendo o grupo mais a

esquerda possivelmente de tamanho < k :

m = ((as...)...(aok...ax11)(ag...a1))p.

Cada um desses grupos representa um unico digito de m na base b* e por-

tanto, nesta base, m possui (ﬂ digitos.

47



Considere agora os naturais:

my = (asas_1...a2a1)p, =M

my = (asas_1...G2)p

my = (asasfl-'-ak+1ak)b-

Note que cada um dos m; possui entre L%J e {%w digitos na base b*.

Suponhamos que m nao é (¢, k)—normal na base b. Entao, pela Defini¢ao
36 existe um bloco T, de k digitos, que ocorre menos que (bik — £)s ou mais
que (bik +¢)s vezes na expansao de m na base b. Como conseqiiéncia, o digito
t que corresponde a T na base b* ocorre menos que (bi,c —¢)7 + 1 ou mais
que (bik + €)1 vezes em pelo menos um dos m;, escrito na base v*. Como m;

possui entre FJ e (ﬂ digitos na base b*, concluimos que ¢ ocorre em m; com

k
a Fe) e+l e . ~
freqiiéncia entre 0 e % ou entre % e 1. Assim por (14) m; ndo
% %

6 (5,1)—normal na base b*.

Até aqui mostramos que, dado m satisfazendo b < m < W, se m
nao ¢ (e,k)—normal na base b entdo algum dos m; a ele associados nao
é (5,1)—normal na base b*. Dado agora n < W existem no mdximo kb*
naturais m < W com m; = n para algum i € {1,...,k}. Pelo Lema anterior
existe ¢’ tal que o nimero de naturais n < W que nao sao (5, 1)—normais na
base b* é menor que W? (para W suficientemente grande), assim garantimos
que o nimero de naturais m < W que nao sao (g, k)—normais na base b é
menor que

b + kbW
Como sy e k sao constantes, para J satisfazendo &' < 0 < 1 e para W

suficientemente grande,

b* + kbW < WO,
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o que conclui a prova. m

Agora podemos apresentar a prova do Teorema de Copeland-Erdos:

Prova do Teorema 32 de Copeland-Erdos:

Seja (z,) uma seqiiéncia crescente de naturais tal que, para todo 6 < 1 fi-
xado, vale que #{z; < W} > W para W suficientemente grande. Queremos
mostrar que « := (.x1x923...), € b—normal.

Fixamos k natural e € € (0,1). Dado um natural W, seja x o inteiro tal
que

bt < W o< b

Pelo Teorema anterior, existe § < 1 tal que se W é suficientemente grande
#{x; < W : z; ndo é (¢, k) — normal} < W?.

Para estes € e ¢ fixos, escolhemos # < 1tal qued >def >1—¢.

Pelo menos WY — W'=¢ dos ntimeros z; < W possuem mais que z(1 — €)
digitos, pois, de acordo com a hipétese, hé pelo menos W nimeros z; meno-
res que W e v*179) < W'~ onde v*1=%) é maior que o niimero de naturais
que nao possuem mais que x(1 — ¢) digitos. Observamos também que esses
pelo menos WY — W1=¢ naturais envolvem pelo menos z(1 —¢) (W9 — Wl_e)
digitos.

Seja N(W) o numero de b—digitos utilizados para concatenarmos os na-

turais xq, o, ..., Ts que sao menores que W. Entao
z(l—e) (W —W' ) < N(W). (15)

Como a expansao de W em base b possui x+1 digitos temos que z; < W = z;

tem no maximo x+ 1 digitos. Assim, se By é um bloco de k digitos na base b,

49



temos que By nao pode ocorrer mais que = + 1 vezes em cada z; < W. Logo

1 n° de ocorréncias de By, r+1 n° de termos x;
NW) \ nos z; ndo (¢,k) —normais | N(W) nao (e, k) — normais
(15) d
<x+1W5< (x+1)W '
- N(W) T ox(l—g) (W0 — W)

Além disso, denotando por I(x;) o nimero de digitos de x;,

1 n° de ocorréncias de B;,
NW) \ nos z; (e, k) — normais
~1
n° de ocorréncias de B
< > ) '
2i (£,k)—mormais nos x; (&, k) — normais
~1
1
< > w) > Uz (57 +e)
z; (g,k)—normais z; (¢,k)—normais
1
= (5 +9).

bk

Decorre que

#Hu(Br; NW); ) 1 n°® de ocorréncias de By,

NW) - NW) \ pos z; (e, k) — normais !
1 n° de ocorréncias de Bj
! NW) \ nos z; nio (¢, k) — normais
N 1 n° de ocorréncias de By,
N(W) nas juncgoes dos x;
< (o (1 _(S jmizm—/éwu) + R,

onde R(W) representa a razao entre o numero de vezes em que By ocorreu

nas jungoes dos z; e N(W).
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Pelo Corolério 31, R(W) é desprezivel, ou seja

lim R(W) = 0.

W—oo

Como 0 >6def>1—¢, temos:

———#(Bi; N(W); @) 1 . (z+1)W?°
1 < 1 — 1
N 17 ML v Rt e W gy 77 ey
(1+5)+ li wee 1+6
= (— im = — .
o Wt (1— &) (L — Wi—eb) b

Tomando ¢ cada vez menor, concluimos que

—— B NW);a) _ 1

<
WLTNGY) S b (16)
Queremos mostrar agora * que
. #H(Bu NW)a) 1
1 > 17
o N(W) = B (17)

Para isso, fixamos inicialmente p > 0. Como k estd fixo, temos apenas b¥
blocos de tamanho k£ na base b, que é uma quantidade finita. E claro que

(16) vale para todos eles, portanto para todo bloco By

#u(Bi; NW);0) 1
Ny P

para W suficientemente grande. Vamos fixar um dos blocos de tamanho k e

denota-lo por B;. Lembrando que

= — 1, (18)

garantimos que
1
b_k — bkp <

#u(Bi; N(W); )
N(W) 7

4Se j4 tivéssemos provado o Critério de Normalidade de Pjateckii-Sapiro (veja Teorema
91), a demonstragao deste teorema terminaria aqui. Optamos no entanto, neste trabalho,

pela ordem cronoldgica dos resultados.
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pois do contrario teriamos

#u(Be; N(W); ) #:(Bg; N(W); ) #(Br; N(W); )
%} N(W) B > N

NV A N

1 1
S(b—k—bkp)+ Z (b—kJrP)
By#B;

:1_p_/_)17

contrariando (18). Como p pode ser arbitrariamente pequeno, provamos (17).

Decorre de (16) e (17) que para todo By
Bi; N ; 1

Finalmente, como b® < W < b*"!, garantimos que

NW+1) < NW)+ (z+1).

Entao
1<N(VV—|—1) N(W)+(x+1)@>1'
- NW) N(W)
Aplicando o Lema 14 do Critério da Convergéncia, concluimos que
lim #o(Be; N;a) 1
N-v00 N S

<

encerrando a prova do teorema. |

Copeland e Erdos ainda conjecturaram que se f é um polinomio tal que
f(N*) C N entao (.f(1)f(2)...)10 é normal nesta base. Esse resultado foi
mostrado mais tarde por Davenport e Erdés em [10]. Enunciamos abaixo

esse resultado, no entanto nao apresentaremos sua prova.

Teorema 55 (Davenport-Erdos) Se f € uma fun¢do polinomial de grau

ndao nulo que satisfaz f(N*) C N*| entdo o nimero

(SMFR)F(3)--)0

obtido concatenando-se f(1), f(2),... escritos em base 10 é 10—normal.
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4 Propriedades dos niimeros normais

4.1 Conexao com Sistemas Dinamicos

A referéncia para este capitulo é [13], que apresenta uma colegao de resultados
da teoria das seqiiéncias equidistribuidas médulo um. Nosso objetivo aqui é
apresentar o “caminho mais curto” para a prova dos resultados encontrados
na se¢ao 1.8 de [13]. O principal objetivo deste capitulo é provar o Critério de

Normalidade dado no Teorema 91 e apresentar algumas de suas aplicacoes.

Notagao 56 Sejam (x,)nen+ uma seqiéncia de numeros reais, I um con-
gunto contido em [0,1) e N um nimero natural positivo.
Denotamos por #(1; N; (x,)) o nimero de vezes em que 0os N primeiros

termos de ({x,})nen+ visitam I, ou seja
#(I;N; (x,)) = #{s € {1,..N} : {zs} € I'}.

Convencao - Dada uma sequiéncia de nimeros reais (x «, referiremo-
n)neN*,

nos a “seqiiéncia (x,)npen+ médulo 17, ou simplesmente “(x;,)nen+ mod 17,

quando quisermos falar da seqiiéncia ({z,}),en+ das partes fraciondrias dos

Ty

Convencao - Dados um intervalo I C [0, 1) e um niimero real z utilizaremos,
com um abuso de linguagem, a expressao “z visita I” se ocorrer {z} € I.
Seja a = (.ajasas...),. Definimos, a partir de «, a seqiiéncia (x,) =

({b"a}). Assim, por exemplo,

(ZE()) = (.alagag...)b,
(ZEl) = (.a2a3a4...)b,

(x9) = (.azaqas...)p, ...
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Observamos agora que se considerarmos a aplicagao
T:10,1) — [0,1) definida por T'(z) = {bz},
vemos que (x,) representa a érbita de a pela aplicagao T, ou seja
To = @,
r1 =T (),
Ty = T?(a) = T(T (), ...
A aplicacao T acima é uma das mais conhecidas em Teoria Ergddica e

Sistemas Dinamicos e sua relagao com o que estudamos até aqui, também

muito conhecida nestas areas, é dada pelo préximo teorema:

Definicao 57 Dado um bloco By = b;...by de k digitos b—ndrios, definimos

o cilindro de By por

C(Bk) = {(.(Zl&z...)b Lap = bl, ey A = bk}

1

Teorema 58 Fizados um real o e um bloco By, de k digitos b—ndrios, temos
que

#u(Br; Ny ) = #(C(Bi); N — k + 1; (0"a)).

Em particular
#o(Br; N; a) < #(C(Bg); N; (")) < 9#(Bi; N; ) + k.

Prova. Sejam (.ajasas...), a expansao b—ndria de {a} e By = b1b...by.
Entao, para cada m > 1, o bloco an,ami1...amik—1 € idéntico a By se e
somente se

m—1 o)
a; bl bk; Q;
{a}:( E)—l—(b—m—f—-f-m)—f‘( E E)

i=m-+k
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ou, equivalentemente,

m— b b > a;
{b la}=<é+...+b—:)+<z [)Z—T-i-l>

i=m-+k

by x V14 . +b 2\ it
_ 1 bk k+z + 1

i Y

i=k+1

ou ainda,

{bm—la} c |:(b1bk)b, (blbk)b + blk) = C(Bk)

Isto mostra que #,(By; N; ) = #(C(Bg); N —k+ 1; (0"«)). =

Corolario 59 « € b—normal se e somente se, para quaisquer naturais k e

x com [b%, “"”b—tl) C [0,1), temos que

. 1 r x+1 n B 1
Nllféoﬁ# ({b_k”b—k) ;N5 (b a)) Tk
Prova. Para cada par x, k como na hipodtese, existe um tinico bloco By

tal que C(By) = [b%, ’”b—*;l) . Dai, aplicando o teorema anterior temos:

1 r x+1 n
J\P—Igoﬁ#({b_’f’b—’f) ;N5 (b 04))

. 1
:]\}Egoﬁ#b(Bk,NﬂLk—laa)
N+k—-1 1

= lim — N+k_1#b(Bk;N+k‘—1;a)
. 1
:]&ﬂom#b(Bk’N+k—laa)
. 1
= Jim —# (B N; ).

Portanto « é normal se e somente se

1 r x+1 n 1
]\}I—Igoﬁ#([b_k7b—k)’]v7<b 0‘)) =

para quaisquer x e k como na hipdtese. m
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Levando em conta que a medida de Lebesgue é ergédica ® para a trans-

formacao y — {by}, obtemos o seguinte

Corolario 60 Quase todos os niumeros do intervalo [0,1) sdao b—normais,
ou seja o conjunto dos mumeros nao normais em base b possui medida de

Lebesgue nula.

Prova. Sendo a medida de Lebesgue m ergédica para y — {by}, temos
que para cada par (x, k) de niimeros naturais tal que [b%, ”"b—*,;l) C [0, 1), existe

um conjunto £, ; C [0, 1) com medida zero, tal que para todo y € [0, 1)\ E, x

lim (F x—H) N, (b”y)) _ L
Tomando entao a uniao enumerdvel dos conjuntos £, ; obtemos um conjunto
E de medida zero. Pelo corolario anterior [0,1)\E ¢ formado apenas de
nimeros normais na base b. m
Para provarmos outras propriedades dos nimeros normais, vamos usar os
conceitos de funcao de distribuicao e seqiiéncia equidistribuida. Futuramente
vamos ainda dar outra prova para o corolario acima usando um resultado de

Weyl para seqiiéncias equidistriuidas médulo 1 (Teorema 78).

4.2 Funcao de distribuicao Assintética

As funcoes de distribuicao assintotica possuem uma importante aplicacao na
teoria que vamos apresentar neste capitulo. O objetivo desta secao é apre-
sentar resultados preliminares usados na prova do Teorema 90 e do Critério

de Normalidade dado no Teorema 91.

SLembramos que a medida de Lebesgue m, é ergédica para T : [0,1) — [0,1), se T
é mensuravel e para qualquer conjunto mensurdvel A C [0,1) vale que T-}(4) = A =
m(A) = 0 ou 1. Neste caso, decorre do Teorema Ergédico de Birkhoff que, dado um

intervalo [a,b) C [0,1), temos que imy_.0c % # ([a,b); N;(T"y)) =b—a q.t.p.y € [0,1).
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Convengao- Dado a € [0, 1), convencionamos que para qualquer seqiiéncia

(x,) de nimeros naturais,

#([a, a); N3 (2,)) = 0.

Defini¢ao 61 Seja (x,) uma seqiéncia de nimeros reais. Suponhamos que

para cada x € [0, 1] existe o

1
lim N#([Oﬁc);N; (Tn))-

N—oo
Entao dizemos que (x,) possui a funcdo de distribuicdo assintdtica

mod 1 (abrev. f.d.a.) z : [0,1] — [0, 1] definida por
(o) = Jim < #(0,2); N: ().

Observamos que uma seqiiéncia (z,) arbitraria nao precisa possuir f.d.a.
E claro que se z existir entao é nao decrescente, com z(0) = 0 (pela convengao

anterior) e z(1) = 1.

Definicao 62 Seja (x,,) uma seqiiéncia de nimeros reais. Dizemos que uma
fungao z : [0,1] — [0,1] é uma funcdo de distribuicao mod 1 (abrev.
f.d.) de (x,) se existe uma seqiiéncia crescente de naturais Ny, Na, ... tal que

para cada x € [0, 1]

, 1
lim ﬁ#([()?x)? Ni; (zn)) = 2(z).

Alternativamente diremos também que z é uma f.d. de (x,) sobre N1, Na, ...,

quando for 1til destacar (N;).

Lema 63 Seja (F,) = Fi, Fs, ... uma seqiéncia de fungoes uniformemente
limitadas em [0,1] e C' um conjunto enumerdvel de [0, 1]. Entdo existe uma

subseqiiéncia (F,,) de (F,) tal que

J

lim £, ()

J—0o0

eziste para todo x de C.
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Prova. Basta usar o argumento da diagonal de Cantor e que toda
seqiiéncia limitada possui subseqiiéncia convergente:

Suponhamos C' = {x1, za,...}. Como F}, Fy, ... formam uma seqiiéncia de
fungdes uniformemente limitadas em [0, 1], concluimos que (F,,(z1))nen € li-
mitada e portanto possui uma subseqiiéncia convergente que denotaremos por
(F}(x1)). Analogamente (F!(x3)),en possui uma subseqiiéncia convergente,
digamos (F?(x3)). Continuando o processo sempre obtemos um novo refina-
mento da seqiiéncia de fungdes inicial. Tomamos agora a seqiiéncia (F),;) de
fungoes, formada pela escolha da j-ésima funcao de (FY?), para j = 1,2,3, ...,
ou seja, tomando-se a primeira fungao de (F!), a segunda fungao de (F?) e

assim por diante. Entao (F},,) satisfaz a condicao desejada. m

Teorema 64 Toda seqiiéncia (x,) de nimeros reais possui pelo menos uma

fd..

Prova. Considere a seqiiéncia de fungoes Fy : [0, 1] — [0, 1] dadas por

F(z) = (00, 2): N (1),

que sao uniformemente limitadas por 1. Usando o lema anterior, com C' = Q,
obtemos uma subseqiiéncia (N;) tal que (Fi,(x)) converge, para todo
racional em [0,1]. A fungao limite 2(x) = lim;_. Fi,(v) estd portanto
bem definida nos racionais. Considere agora z(z) = lim;_..Fy, (z) e z(z) =

lim; , Fi, (7). Observamos que

zZ(x) = z(x) = z(x)

para todo x racional. Seja y € [0, 1]\Q. Se z é continua em y, seja (x;) uma
seqiiéncia de racionais que converge a y pela direita. Entao, como Z é nao

decrescente, para todo 7 € N* temos

Z(y) < Z(x;) = z(x5),
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e portanto

Z(y) < lim z(z;) =S 2 (Tim 1) = 2(y).

Concluimos que C' = {y € [0,1]\Q; z é descontinua em y} é o maior con-
junto onde Z pode diferir de z. Como z é nao decrescente, o conjunto C
é enumeravel. Aplicando novamente o Lema anterior garantimos uma sub-
seqiiéncia (N,) de (N;) tal que existe lim, .o, Fy,(x) V z € [0,1]. A funcdo
z :[0,1] — [0,1] dada por z(z) = lims_ Fi,(z) é entdo uma f.d. de (z,)
sobre (N5). m

Corolario 65 Seja (x,) uma seqiéncia de nimeros reais. Fizados xo €
(0,1) e € [0, 1], suponhamos que existe uma seqiéncia crescente de nimeros

naturais Ny, No, ... tal que

) 1
lim ﬁ#([oa%); Nj; (zn)) = a.

Entao (x,) possui uma f.d. z :[0,1] — [0,1], tal que z(zy) = .

Prova. E a mesma prova do teorema anterior, apenas partindo-se das

funcées Fi,(x) e nao de Fy(z). m
Corolario 66 (x,) possui a f.d.a z se e somente se z € a unica f.d. de (x,).

Prova. (=): Basta lembrar que se a seqiiéncia

1

(#(0.0:¥: (@)
NeN*

converge a z(z), entdo qualquer subseqiiéncia converge ao mesmo valor.

(«<): Se por absurdo existe zy tal que

(%#([O,xo); N; (%))) - 2(70),
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entao existe o # z(xp) e uma seqiiéncia crescente de naturais Ny, Ny, ... tal
que

i 1
lim N ([0,20); Nyj; (x1)) = a.

Nj—oo N
Entao, pelo coroldrio anterior, (x,) possui uma f.d. 2z’ : [0, 1] — [0, 1], tal que
2'(xo) = a # z(xp). Isso contraria a hipétese de z ser tinica. m

Lembramos que uma fungao z : [0,1] — [0,1] é de variagao limitada, se
existe M > 0 tal que para qualquer particao finita P = {0 =ty <t; < ... <
t, =1} de [0,1]

n

v(z, P) =Y |a(ty) = 2(tho)| < M.

k=1

Dada uma seqiiéncia de numeros reais (z,), com uma fungao de distri-
buicao assintética z, sabemos que z é nao decrescente e em particular z é de
variacao limitada. Assim, dada uma fungao continua f : [0,1] — R, podemos

calcular a integral de Riemann-Stieltjes

/Olfdz: /Ulf(x) dz(z).

Lembramos que uma fungao f : [0, 1] — R é dita Riemann-Stieltjes integravel
com respeito a z se existe um nimero real fol f dz tal que, dado € > 0, existe
d>0talquese P={0=ty <t <..<t, =1} éuma particdo finita de

[0,1] com ||P|| = max{ty —tr_1:1 <k <n} <J entdo

< g, (19)

7z = 3 ) ette) = =t

para quaisquer 7y € [tp_1,%], k=1,2,...,n.

Se f é continua em [0, 1] e z é nao decrescente em [0, 1] entao f é Riemann-
Stieltjes integravel com respeito a z. (veja [12] pag. 265).

Queremos agora trocar a condi¢ao de continuidade de f por uma um

pouco mais fraca. Precisamente, queremos supor que f é continua exceto em
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uma quantidade finita de pontos. Para isso lembramos que se f e z possuem
algum ponto de descontinuidade em comum entao em geral fol f dz nao esta

definida. A prova da préxima proposigao pode ser encontrada em [12], pag.

265.

Proposigao 67 Sejam f : [0,1] - R e z : [0,1] — [0,1] duas func¢oes e
{z1, ...,k } um congunto finito. Se:

i) f € limitada em [0,1] e continua em [0, 1\{z1,...,z,}

ii) z € continua nos pontos {1, ...,x,} € ndo decrescente em [0, 1].

Entao f é Riemann-Stieltjes integravel com respeito a z.

Se f = X[ € a funcao caracteristica do intervalo [a,b) entao

) 1
Nlilinooﬁ#([a,b);Ni;( n —Nlliﬂoo—ZXab ({xn}).

i

Dai, como para cada z € [0, 1],

_ 1
lim ﬁ#([o,x); Ni; () = 2(2),

N;—oo [V;

garantimos que se z é continua em a e b,
hm —Zx[ab {z,}) = hm —#([a,b); Ny; (z,))
a9 [
=z(b) — z(a) = / Xa,p) A2 (20)
0
Agora generalizamos a idéia acima:

Teorema 68 Se uma fun¢ao continua z € uma f.d. de (x,) sobre Ny, N, ...
entao, para toda funcao f : [0,1] — R limitada e continua exceto em um

congunto finito de pontos,
ngnooﬁZf (b = [ @t
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Prova. Inicialmente observe que, como z é continua e nao decrescente,
fo x)dz(x) existe, pela proposi¢ao acima. Se f é uma fungao escada, di-

gamos,
ZClX[nrm ,0=ro<rm <..<rp=1,

entao, como z é continua,

N; k—1

liim %Zf({xn}) ZcZ hm _ZX[TZ o () & (20)
- Zci/o Xiririsn) () dz(2)

_ /0 f (@) da(a). (21)

Vamos supor agora que f é uma funcao limitada e continua, exceto em um
conjunto finito de pontos. Dado € > 0, decorre de (19), que tomando 7; como
minimo e méximo de f em [t;_1,;], existem duas fungoes escada f; e fo tais

que fi(x) < f(x) < fo(z) para todo z € [0,1] e

[ @) - £ ) <=

Entao nds temos as seguintes desigualdades:

1 &
f(z)d —e< )d @ fm = N
[ stz =2 [ e 2 i 55 st
1 &
:Nhinoo—lz fi{z,}) < iiinooﬁi > f({zn})
N;

I/\

]thooﬁz f{z.}) < hm —Z fa{zn})

IN
c\
=
¥
IS
N
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Como ¢ pode ser arbitrariamente pequeno, concluimos que obrigatoria-

mente

ol S !
i3 A(f)) = i 3 A4 = | rw @),

N; —o0

Queremos nos livrar da hipdtese de z ser continua no teorema anterior.
Como ja observamos anteriormente, neste caso f nao pode ter a liberdade
de ser descontinua (nos mesmos pontos que z). Ainda, mesmo supondo
f continua, devemos ter mais cuidado na argumentacao da prova, pois as
funcoes escada sao descontinuas. Podemos entao tentar tomar funcoes esca-

das que sejam descontinuas apenas em pontos onde z é continua.

Teorema 69 Se z € uma f.d. de (x,) sobre Ny, Ns,... entdo, para toda

fungao continua f:[0,1] — R,

Prova. Se z é continua, basta aplicarmos o teorema anterior. Supo-
nhamos entao que z nao é continua. Como z : [0, 1] — [0, 1] é nao decrescente,
temos que z é continua exceto em um conjunto enumeravel. Seja A o conjunto
de pontos de descontinuidades de z e f : [0,1] — R uma funcdo continua
(portanto Riemann-Stieltjes integréavel com respeito a z) . Por defini¢ao de
folfdz, dado e > 0 existe d > 0tal quese P={0=t) <t; <..<t,=1}

¢ uma particao finita de [0, 1] com ||P|| < § entao

/0 fdz= Zf(Tk)(z(t/f) —2(tr-1))| <e.

Como A é enumeravel podemos tomar uma partigao P = {0 =ty < t; < ... <

t, = 1} tal que ||P|| < 0 e tal que {t1,....,t,—1} N A = ¢. tomando 7; como
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minimo e maximo de f em [t;_1,;] construimos as funcoes escada fi e fo.
Observando que f; e fy sdo continuas em [0, 1]\{¢1, ..., t,_1}, concluimos que
f1 e fa sao Riemann-Stieltjes integraveis com respeito a z. Portanto podemos

repetir os argumentos da prova anterior. m

4.3 Sequéncias equidistribuidas moédulo 1.

O estudo das seqiiéncias equidistribuidas foi introduzido por Weyl [23]. Ba-
sicamente todos os Teoremas que apresentaremos nesta se¢ao sao devidos a
ele. No entanto a referéncia para esta se¢ao continua sendo [13].

Uma seqiiéncia equidistribuida médulo 1 é uma seqiiéncia que possui
a fungao identidade para f.d.a. No entanto a definigdo (equivalente) dada

abaixo é mais comum:

Definigao 70 Uma seqiiéncia (x,,) de nimeros reais € dita equidistribuida
mddulo 1 (ou simplesmente equidistribuida mod 1) se, dados quaisquer

reais T e s com 0 <r < s <1, temos que

. 1
lim N#([T, $); N;(x,)) =s—r.

N—oo

Lema 71 Uma seqiéncia (x,) de nimeros reais € equidistribuida mod 1 se

e somente se para quaisquer 0 <r < s <1

. 1
lim N#([r, $); N;(z,)) =s—.

N—oo

Prova. Basta mostrar que a igualdade acima vale para » = 0, pois dai

a funcdo identidade sera f.d.a. de (z,). Dado o intervalo [0, z) com x < 1,
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temos que para quaisquer r,s com 0 < r <z < s < 1 vale

l—s4a=1— lim PEDN@) S #([O’x)];VM ()

N—oco N—oo

#([0,2); N; (2,))

Fazendo s — 1 e r — 0 concluimos que

i U2 NG ()
N—o0 N

Teorema 72 Uma seqiiéncia (z,,) de nimeros reais € equidistribuida mod 1

se e somente se, para toda fungao continua f : R — R de periodo um, tem-se

Prova. (=) Se (z,,) é equidistribuida mod 1 entao (x,,) possui a fungao

identidade para f.d.a.. Pelo Teorema 69 concluimos que

fede perlodol .
jggnooNZf NWNZf{xn} /f

(<) Seja [r,s) um intervalo arbitrario, onde 0 < r < s < 1. Afirmamos

que é suficiente mostrarmos que

N 1
. 1
dm 5 D () = | v e (22)

De fato, se vale (22) entao

N—oo

1
= / Xjrs) (%) dov =5 — 1.
0
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Provemos entao (22):
Dado € > 0, como 0 < r < s < 1, existem duas funcoes continuas ¢g; e g

de periodo um que satisfazem

gl(aj) < X[r,s) S 92(1") Ve [07 1)

[ o) =) o<

Sobre g; e go podemos aplicar a hipétese da reciproca do teorema e entao:

1 1 o
s—r—aﬁ/ gz(x)dx—eé/ g1(x)dx A fim —291 Tn)

N—>oo

= lim _Zgl xn < hm _ZX[rs {xn}

N—>oo

< hm _ZX’”S) {z,}) < hm _292 T,) hwo_tese

1 1
:/ 92(m)dx§/ gi(z)dr +e <s—r+e.
0 0

Como ¢ pode ser arbitrariamente pequeno nds concluimos a prova de (22).

Corolario 73 Uma seqiéncia (x,) de nimeros reais € equidistribuida mod
1 se e somente se, para toda fun¢ao continua f : R — C de periodo um,

tem-se

Prova. (=) Sejam hy, hy : R — R, com f(x) = hy(x) + ihs(z). Por

definicao f continua implica h; e ho continuas e f peridédica implica hy e ho
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periddicas. Assim, aplicando o teorema anterior para h; e hy temos

N N
) 1 . 1 .
A}l_rgoﬁnz:l flxn) = ]\}l_fgoﬁnz:l hi () + iho(z,,)
1 Y 1 <

:/Olhl(x) dx+i/01h2(x) de
:/Olf(:c) da.

(<) Decorre direto do tltimo teorema, lembrando que R C C. m
As funcoes do tipo €?™* onde h € Z*, satisfazem as condicoes do ultimo
corolério, de modo que, se uma seqiiéncia (z,) é equidistribuida mod 1, entao

N

1
) 1 . 4
lim — E e2rihan — e2mhe qv = (.
N—oo N 0

n=1
Vamos trabalhar agora para mostrar que a reciproca também é verda-

deira, resultado conhecido por Critério de Weyl.

Lema 74 Se f : R — C € uma func¢ao continua e de periodo 1 entao, dado
e > 0, eriste uma combinacdo linear finita ¢(z) de fungées do tipo e*™he,

onde h € Z*, tal que, para todo x € [0, 1],

| f(x) —Y(z)| < e.

Prova. Seja T ={2 € C:|z] =1} = {* : 2 € R}. Dada f:R — C,

continua e de periodo 1, definimos a funcao T : T' — C pela relacao:

Ty(e*™) = f(x).

Como f é continua e de periodo 1, temos que T é continua.
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Dado € > 0, o Teorema de Aproximagao de Weierstrass (ver [9], capitulo
10) garante que existe uma func¢ao polinomial complexa

n

p(z) = Z apz"

h=—n

tal que
| Ty(z) —p(2)| <€

2mix

para todo z € T. Assim, aplicando a relacao z = ¢ obtemos

} Tf(627riac) _p(627riac)| <eg=— ‘ f(l') . Z ah627riha: <e

h=—n

para todo z € [0,1]. m
O proximo resultado é um dos mais importantes da teoria das seqiiéncias

equidistribuidas.

Teorema 75 (Critério de Weyl) Uma seqiiéncia de nimeros reais (T )nen-

€ equidistribuida modulo 1 se e somente se, para todo inteiro h # 0,

1 N
lim — E eQm’hxn =0
N—oo N

n=1

Prova. (=) E conseqiiéncia direta do Corolério 73.

(<) Seja f : R — C uma funcao continua e de periodo 1. Pelo lema
anterior, fixado € > 0, existe uma combinagcao linear finita ¥ (x) de fungoes
do tipo e*™* tal que

sup | f(a) = v(a)| <.

Concluimos assim que

/01 f(z)dx — /01 U(z)dx

<e e

1 & 1 &
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Por outro lado, a hipdtese limy_.o S emihen — ) = fol e?™hT dy para
todo h € Z*, garante que limy_. + SN () fo x)dz, pois 1) é com-
binacao linear finita de funcoes do tipo e?™**. Entao, para N suficientemente

grande,

0

Assim, para N suficientemente grande:
‘fo v)de — £ 3N | f(w) ‘fo dm—fo de‘—i—
‘fo v)dr — Zn 1 (@) |+
A EPIIELUCHES DONIWICH

< 3¢,

Ou seja

1 & !
N 2w = [

Aplicando o Corolario 73, completamos a prova. =

Agora estamos em condigoes de apresentar o primeiro exemplo de seqiiéncia

equidistribuida mod 1.
Coroldrio 76 (na),en+ € equidistribuida mdédulo 1 se e s6 se « € irracional.

Prova. (=) ¢é claro.
(<) Observamos inicialmente que, para « irracional e h inteiro nao nulo,

temos €27 — 1 £ (; portanto:

i p2mihna _ i ( e27riha)n Soma PG (62“2’:2\:; 1)i”ha
n=1 el
Assim,
1 | & N ‘€2tha — 1‘ ‘62m‘ha} } p2mihNa _ 1|
N ;6 = N |eZriha 1] - N |eZmiho — 1]
e o

— N|627rihoz _ ]_l - N |€27riha _ 1|
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Como |e*™™* — 1| nao depende de N, concluimos que
|
lim — E 627rihna =0
N—oo N ’
n=1

para todo inteiro A # 0 e « irracional. Pelo Critério de Weyl,. (na),en é

equidistribuida mod 1. [ ]

O proéximo resultado pode ser provado diretamente a partir da definicao
de seqiiéncia equidistribuida; no entanto, a prova que aqui apresentamos,

decorrente do Critério de Weyl, é mais simples.

Coroldrio 77 Seja (x,,)nen+ uma seqiiéncia de nimeros reais equidistribuida
mddulo 1. Entdo, para todo inteiro ¢ # 0, a seqiéncia (cxy)nen+ € equidis-

tribuida modulo 1.

Prova. Pelo Critério de Weyl sabemos que, sendo (x,,),en+ uma seqiiéncia

de ntimeros reais equidistribuida modulo 1, entao

1 N
lim — ) ¥ =,
N—ooo N
n=1

para todo inteiro h # 0. Em particular, esse resultado vale para todos inteiros

ch/, onde h' #£ 0 é inteiro. Mas dai:

1 & 1 &
. 7 / . ih!
0= lim — E 627rzch Tn — Jim — E eth (cxn)
N—oo N N—oo N
n=1 n=1

o que implica, pelo Critério de Weyl, que (cx,) é equidistribuida mod 1.

O corolédrio acima nao se generaliza para c racional. De fato se (x,) C
0,1) é equidistribuida mod 1, entdo (%) C [0, 3) ndo é equidistribuida mod

1.
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No entanto para particulares classes de seqiiéncias este resultado é valido.
Por exemplo, se «r é irracional, entao (na) é equidistribuida mod 1, e portanto
(cna) também o é, para todo racional ¢ nao nulo, ja que « é irracional se e
somente se ca ¢ irracional. Da mesma forma, veremos futuramente que, se
(b"«v) é equidistribuida, para b inteiro > 2 e « real, entdo (b"ca) também o
¢é para todo racional ¢ nao nulo.

Weyl ainda caracterizou, em termos de medida, a equidistribuicao de
(x,a) onde x, é uma seqiiéncia de inteiros positivos distintos. E claro que se
« é racional, (x,a) nao é equidistribuida, pois estd contida em um conjunto

finito. Precisamente Weyl provou o seguinte

Teorema 78 Seja (x,)nen uma seqiéncia de inteiros positivos distintos.

Entao o conjunto
{z € Ry | a seqiiéncia (x,2)nen+ ndo € equidistribuida mod 1}
tem medida de Lebesgue zero.
Para a prova deste resultado, vamos precisar de um lema auxiliar:

Lema 79 Seja (y,) uma seqiiéncia de nimeros reais e h um inteiro nao nulo.

Entao
N

1 & 1
lim — g e2mhn — ) = lim — E e2mihyn — (),
N—oo N2 7 N—oo N T

n= n=i1.

Prova. As idéias sao semelhantes as do Lema do Critério da Con-

vergéncia. Dado N € N, existe m € N, tal que m?> < N < (m+1)2;
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dai m? < N < m? + 2m e portanto

1 & 1 & N
0< N Z 627rihyn N Z 2mihyn, Z e?m’hyn
n=1 n=1 n=m?2
m2 2 2
S i Z 627rihyn + (m + 2]7\7;) —m
2
1 . 2m
< | 627rzhyn 4+
N
2
I o~ 2
< |— 627rzhyn + 7
“fo R
0 que mostra que
1 X 1 &
lim — 627rihyn =0 = lim — eQﬂihyn —0.

Prova do Teorema:
Inicialmente, note que se k é um inteiro, entao {x,(k+x)} = {z,x}. Isso

implica que o conjunto
{y € [k,k+ 1) : (zpy) ndo é equidistribuida mod 1},
é uma translacao do conjunto
X' ={z€[0,1): (z,x) ndo é equidistribuida mod 1}.

Aplicando o Critério de Weyl temos que
LN
I _ . LR - 2mih(xnx)
X {xe[O,l).HhEZ,A}LmOONz;e 7éo}

N
1 2mih(zn)
:U{xe[(),l) llinmNZe #£05.

heZ* n=1.
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Como a uniao enumeravel de conjuntos de medida zero é também um con-
junto de medida zero, é suficiente provarmos que, para cada h € Z*, o con-

junto

N
1 )
I . 27ih(znx)
X, {xE[O,l),A}EréO—N g e %0},

n=1.

possui medida de Lebesgue zero.

Fixado entao h € Z*, definimos, para cada N e N*e 0 <z < 1,

1 )
Sh(N, ;p) = N Z €2mh(rnx)_

n=1.

Entdo, como e2mih(@ne) = ¢=2mh(zaz) " ohtemos que
A NI 1 ,
|Sh(N7x)’2 — Sh<N’ :L‘)Sh(]\/'7x> —_ Z eQTrZh,(.'L’n—:Dm)x'

Agora, como
1 .
n#m= T, # Ty = / e2mih(En—em)z gy — () o
0
1 1
n=m— x, =T, — / 2 iM@n —Tm)T g0 — / dr =1,
0 0

temos

1 ) 1 N 1 ( : 1
_ 2mih(Tn —2Tm)x —
/0 |Sh(N,z)|" dx = Nz E /0 e dr = N

n,m=1.

o que implica

' 1 n 00 1 00 1
nlljgl()/() Z‘Sh(NQ,:v)de:Z/O |Sh(N2,x)‘2dm:Zm<oo.
N=1 N=1 N=1

Repetindo estas igualdades para a integral de Lebesgue e usando o Lema de
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Fatou®, para a seqiiéncia de funcoes 0 < f; < fo < ..., dadas por

3 Gl I G R
fo(z) = NZ::I ‘Sh(]\]27$)|2 _ Z [m Z e2mih(zn —2m)z ’

N=1 n,m=1.

concluimos que

n

/ lim f,(z)dr = / lim Z ‘Sh(NQ,x){de < 0.

N=1
Assim
lim Z ‘Sh(N2,x)|2 < 00,
N=1

exceto em um conjunto E de medida zero. Conseqlientemente

N2
1 .
: 2 : 2wih(xnx
0= Jim Sk )] = fim 5| D ),

em [0, 1]\ E. Pelo lema anterior, pondo (y,,) = (x,z), concluimos que
X
lim — Z 627rih(xna:) —0

N—o0
n=1.

em [0,1)\E e, portanto X, possui medida de Lebesgue zero, o que conclui a

prova.ll
Encerramos esta secao com dois resultados que serao uteis futuramente.

Proposigao 80 Se (zl),(22),..., (z¥) sdo k seqiiéncias equidistribuidas mddulo
1, entao também € equidistribuida modulo 1 a seqiiéncia

(zn) = {al, . a2k 2l a2k )

5Seja (fn)nen, uma seqiiéncia de fungoes Lebesgue-integraveis e suponha que

liminf,,_ ffndm < 0. Entao f = liminf, .. f, é integravel e
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Prova. Inicialmente observamos que

#([r, 8); kN; () = > #([r, 5); N; (),

j=1
e portanto
lim ([, 5) kN (20)) = = Tim ([, 5); KN (22))
N—>OOI€N T757 ) Tn - k‘N—»ooN T,S, ) Ty
k
1 1
— i J
k}\Lm NZ:: [r,8); N; (27))
g im Ll ) ¥ (o
_k;Nl—woN#[rs) ) =s—r

Aplicando o Lema 14, do Critério da Convergéncia, concluimos a prova. m

A prova da proxima proposicao decorre direto da definicao de seqiiéncia

equidistribuida mod 1.

Proposicao 81 Se (x,) € equidistribuida mod 1 e (y,) € convergente, entao

(xn + yn) € equidistribuida mod 1.

4.4  Algumas aplicagoes no estudo dos Numeros Nor-
mais

Fixado b, na primeira secao deste capitulo j4 mencionamos as relagoes entre
a distribuicao dos digitos da expansao de « na base b e a distribuicao da
seqiiéncia ({b"a}) em [0,1). Agora vamos provar que a seqiiéncia ({b"a}) é
equidistruida mod 1 se e somente se o é b—normal, que é um dos resultados

mais conhecidos desta teoria.

Lema 82 Fizado b > 2 inteiro, uma seqiéncia (x,) de nimeros reais €

equidistribuida modulo 1 se e somente se, para quaisquer naturais v e k com
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r < b¥, temos:

Prova. (=) ¢é trivial.
(<) Denotaremos por p(.J) o comprimento de um intervalo J = [u,v) C
[0,1), ou seja u(J) =v — u.

Se para quaisquer naturais 7 e k com r < b*, temos que

) 1 r r+1 1

entao é claro que para quaisquer naturais 71,7y e k satisfazendo 0 < r; <

ro < bF vale que

g o ([ 2) v o) = 27 = ([ )

Seja I C [0,1) um intervalo de nimeros reais. Dado ¢ > 0, existem

inteiros 71, ro e k com 0 < r; < ry < b* tais que:

M To Tl—l T2+1
[b_k’b_k)CIC[ Y )

(S
o =e <[ ) <[P ) ) <o
Dai:

) < (o)) = Jim e ([ 32) i)
< i (15N (@) < T (15N )
< g ([ ) )
o)) <wo e

0 que completa a prova. [ ]
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Teorema 83 Um numero real o é b—normal se e somente se a sequéncia

(0" ) p=0.1.2... € equidistribuida mddulo 1.

Prova. Aplicagao direta do lema acima e do Corolério 59. =
No final da secao 4.1 haviamos prometido uma outra prova de que quase

todos os numeros reais sao b—normais, o que apresentamos no proximo

Corolario 84 Fizado b > 2 inteiro, o conjunto dos numeros reais que nao

sao b—normais possut medida de Lebesque zero.
Prova. Decorre do teorema anterior e do Teorema 78. =

Corolario 85 O conjunto dos niumeros que ndao sao absolutamente normais
possui medida de Lebesque zero (quase todos os nimeros reais sao absoluta-

mente normais).

Prova. O conjunto dos niimeros nao absolutamente normais é dado pela
uniao dos conjuntos dos nimeros nao normais nas bases 2,3,4,5,..., que
pelo corolario anterior possuem medida zero. Como a uniao enumeravel de
conjuntos de medida zero é também um conjunto de medida zero, concluimos

a prova. m

Observagao 86 Este dltimo resultado é devido a Borel [6].

Dizemos que o ¢ sitmplesmente normal em base b se cada b—digito
ocorre em sua expansao com freqiéncia %

Sequndo Borel, a € b—normal se e somente o é simplesmente normal em
cada uma das bases b,b?, b3, ...(ver também a prova do Teorema 54). De-
corre dai que, se para cada base b, quase todos os nimeros sao simplesmente
normasis, entao quase todos os niumeros sao absolutamente normais.

Uma prova mais simples para o coroldrio 85 (e possivelmente a mais

elementar) pode ser encontrada em [22].
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Corolario 87 Se a é b—normal e ¢ € um inteiro nao nulo, entdo co €

b—mnormal.
Prova. Decorre do teorema anterior e do Corolario 77. =

Na secao seguinte vamos mostrar que esse resultado também é vélido

supondo ¢ racional nao nulo.

4.5 O Critério de Normalidade e aplicacoes

Lema 88 Seja z : [0,1] — [0,1] uma fun¢ao nao decrescente. Suponha
que existe uma constante C' > 1 tal que, para qualquer funcao continua f :
[O, 1] — R+,
1 1
/ F(@)da(z) < c/ f(x)dz.
0 0

Entao z € continua.

Prova. A prova é por contraposicao. Suponhamos que z é descontinua

em um ponto p € [0, 1]. Sejam

a= lim z(x) e b= lim z(z).
T—p~ z—pt

Como z é nao decrescente e descontinua em p, garantimos que a < b. Para

cada k > 4, existe uma fungao continua f : [0, 1] — [0, k] tal que

fe(w) = kse |z —p| <

I

fu(x) =0se |z —p[>

Seja C' > 1 uma constante qualquer. Dai, para k suficientemente grande

| @ptsta) = ko) > ke = € [ tayas,

o que contraria a hipotese do Lema. m
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Observagao 89 Vimos na se¢ao anterior (Coroldrio 73) que a propriedade
de (x,,) ser equidistribuida mod 1 € equivalente a propriedade que, para toda

funcao continua de periodo um,

N 1
Jim %;f(xn) - / f(x)d.

O prézimo teorema afirma que, para seqiéncias do tipo (b"«) temos até

um resultado mais forte, como vemos abaizxo.

Teorema 90 Seja o um nimero real. Suponha que existe uma constante

C > 1 tal que, para toda func¢do continua f :[0,1] — R,

N—oo N

N-1 1
1
lm ~ 3 f({ba}) < C / f(x)dz. (23)
n=0 0
Entao (b"«) € equidistriuida mod 1 e portanto o é b—normal.

Prova. Supondo (23), afirmamos que a fungao identidade é a tnica f.d.
da seqiiéncia (b"«). Dai, pelo Corolario 66 obtemos que z(x) = x é a f.d.a da
seqiiéncia (b"«v), ou seja, (b"«) é equidistribuida mod 1.

De fato, pelo Teorema 64 existe pelo menos uma f.d. para a seqiiéncia
(b")p=01.2... Seja entdo z(x) uma f.d. sobre Ni, N,..., para a seqliéncia
(b"a). Queremos mostrar que z(x) = x.

Pelo Teorema 69,

tim L Z Frah = [ re)ista) (21)

(2

para toda funcao continua f : [0,1] — R, e portanto, da hip6tese, obtemos
que
1 1
/ f(z)dz(x) < C/ f(z)dz. (25)
0 0
Como toda f.d. é nao decrescente, aplicando o Lema anterior, concluimos que

z é continua. Entao, pelo Teorema 68, temos que (24) é satisfeita também
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por fungoes que sao continuas, exceto em um conjunto finito de pontos e
limitadas em [0,1].

Como a fungao ¢ : [0,1] — [0, 1], dada por

g9(x) = f({br}),
¢ continua exceto em um conjunto finito de pontos e limitada em [0,1], po-

demos aplicar (24) a fungao g e obter:

1— 00

: 1 = n+1 !
i D2 7)) = [ s 20

Seja
M= sup ()],
entao
= = 1
v > f{pad) - N > f{prad)| = N |F{BM ) = f({a})]
' n=0 ¥ n=0 v
< 2M

= Nia

o que mostra que os dois limites em (24) e (26) sao idénticos. Conseqiiente-

/f{bx}dz /f Ydz(x

Repetindo estes argumentos, por indugao obtemos, para todo n € N*

mente

/ F({b" )z / F@)dz(a (27)

Como f é continua em [0, 1], de acordo com o Teorema 69 e o Corolario

84,

. = : 1
yﬁﬁgﬂwmzlﬂwm» (28)
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para todo ¢t € [0,1]\E, onde E C [0, 1] possui medida de Lebesgue zero. Por
(25),

/dz(a:):/ XEdz(:)s)gC/ Xde:C/aM:O, (29)
E [0,1] [0,1] E

onde fE dz(x) é a integral de Lebesgue-Stieltjes e fE dx é a integral de Le-

besgue. Concluimos assim que

| V-1 ) 1
N 2 ) = [t

/Edz(x) = 0.

1 N-1 .
T 2 S

para todo t € [0, 1]\ £, com

Como

<M, x €|0,1],

podemos aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue’” (TCD)

para obter:
= Jm 5 3 [ oo

) 1 1 N—-1 i on
ey (N;f({b w})) d2(z) TS

_ /01 (/Olf(m) dx) d=(t)
— (/Olf(x)dx> (2(1) = 2(0))
_ ( / 1 f(x)dx) .

"Dado [0,1] com uma medida p, seja (f,,) uma seqiiéncia de funcdes integraveis con-

vergindo em ¢.t.p. para uma funcao mensuravel f. Suponha existir uma funcao integravel

g tal que | f,(z)] < g(z) g.t.p. Entao f ¢ integravel e lim,, . [ fndp = [ fdp.
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Como f é uma fungdo continua arbitraria, decorre que z(x) = x, para

todo z € [0,1]. m

Uma generalizacao deste resultado, pode ser encontrada em [16] pag. 41-
47. Observamos que a prova acima pode ser vista como um resultado de
Teoria Ergddica:

Dada uma transformagao 7" : [0,1) — [0, 1), se 1 é absolutamente continua
com respeito a v, ambas probabilidades invariantes e v ergédica para T', entao
= V.

O Teorema anterior utilizou este fato:

- A medida de Lebesgue dz é ergédica para a transformacao T : [0,1) —
[0,1) dada por z — {bx}.

- Fixado « € [0, 1), satisfazendo (23), vemos por (27) que toda fungao de
distribuigao z para ({b"a}) pode ser associada a uma probabilidade invari-
ante dz para 7T.

- Ainda, de (23) fica garantido, como concluimos em (25), que dz é abso-
lutamente continua com respeito a dzx.

Poderiamos chamar o resultado acima de “critério de normalidade”, mas
vamos guardar este nome para o proximo teorema, que ¢ uma decorréncia
deste, usando que toda funcao continua pode ser aproximada por funcoes

escada.

Teorema 91 (Critério de Normalidade) -
Seja o um numero real
i) Se existe uma constante ¢ > 1 tal que a seqiéncia (b"«) satisfaz

= #([u,v); N; (b))
N—o0 N

< c(v—u)

para todo [u,v) C [0,1), entdo o é b-normal.
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ii) Se existe uma constante ¢ > 1 tal que para todo bloco By,
—#(Bp; N;a) 1
WATTN S
entao o € b—normal.
ii1) Se existem constantes ¢y > 1, co > 1 e uma seqiiéncia crescente de

naturais (N;) tais que

—Nj
lim —2- < ey
g—oo IV

m#b(BkQNj;a) < 1

> G
Nj—o0 Nj bk’

(30)
entao o € b—normal.

Prova. i) Seja f:[0,1] — R, uma funcao escada, digamos

k
f= Z diX[ai—hai)v
i=1

com 0 =aqag < ..<ap=1ed; >0 para todo :. Entao

@%Zf({b"a}) = lim iz (deaz {b”a}))

k N
1 o
S Zl dl]\}vl_{nooﬁ z:l X[ai,hai)<{b Cl/}) S

k 1 1
< Zdic/o Xas_1,a0) () dx = C/o f(z)dz
i=1

Seja agora ¢ : [0,1] — Ry uma fungao continua. Dado & > 0 existe f escada,
como definida acima, tal que g(z) < f(x) V x € [0,1) fo r)dr < £
Dai

]\}gnoo— Zg {t"a}) < hm — Zf {0"a})
< C/O f(z)dx

< (c/olg(x)dx> +e.
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Logo
N

hm —Z ({b"a}) <c/0 g(z)dz,

e aplicando o Teorema 90 concluimos a prova de i).

ii) Se existe uma constante ¢ > 1 tal que, para todo bloco By,

l.—#b(Bk§ N; 05) 1
im ————= ,
entdo pelo Teorema 58 (ver também a prova de seu coroldrio) concluimos

que, para quaisquer naturais k£ e x com [b%, “b—tl) c [0,1),

— 1 r x+1 1
_ 22 L) N (B < o
NhfioN#(lbk’ b )’N’<b O‘)> =

Decorre que, para quaisquer naturais r, 7 e k satisfazendo 0 < r; < ry < 0¥,

vale

— 1 Ty T2 o — T
J\}E»I;o]\f#([bk’bk) V3 (b 0‘)> =

Seja agora [u,v) C [0,1) um intervalo arbitrario. Dado ¢ > 0, existem

inteiros 7, 7o € k com 0 < r; < ry < b¥ tais que:

o) [ 5)

e
ry—T
Qbk L<(1+8)(v—u).
Dai
lim l# ([u,v); N; (")) < lim l# <[ﬁ T—2> : N; (b”a))
Nooo N ) ) ) Neoo N bk,v bk ) )
< Crzb— L<e(1+6)(v—w).
Logo

T o # ([, 0); N (57)) < v —u).

N—oo

84



Aplicando i), concluimos a prova de ii).

iii) A hipétese

— N,
hm e S Co,
Jj—00 i
J
garante que para j suficientemente grande,

NjJrl S CQNJ'.

Dado N, seja j = j(N) o indice tal que N; < N < N;4. Entao

H#b(Bkﬁ N; 04) < H#b(Bk; Nj-i-l; 04) < m#b(BkQ Nj—i—l; 04) CzNj

1
N—oo N ~ j—oo Nj T j—ooo Nj Nj+1
T T7b Bk Njt1;a) 30 1
= C9 lim # ( ) g+ ) < Clcg—k.
Jj—o0 Nj+1 b

Aplicando ii) com ¢ = ¢;¢c2 > 1 concluimos a prova. m
Agora vamos apresentar algumas aplicagoes do Critério de Normalidade

visto acima.

Teorema 92 Dados s e r naturais nao nulos e a um numero real, temos

que a € b°—normal se e somente se a € b"—mnormal.

Prova. E suficiente mostrarmos que « é b—normal se e somente se a é
b*—normal, k € N*.

Suponhamos ser a normal na base b. Entao (b"«) ¢ equidistribuida mod
1. Dai, para qualquer intervalo [u,v) C [0,1) temos

1 n 1 . . 7
1 ([w0); N; (07 0) < ko ([u,0) s kNG (0)

Assim, tomando o limite em ambos os lados:

lim N# ([u,v); N; (")) < k lim k—N#([u,v),kN, ("))

N—oo N—oo

= k(v —u).
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Pelo Critério de Normalidade dado no teorema anterior, concluimos que « é
normal na base b".

Agora, se a é bF-normal entdao (V*"a) é equidistribufida mod 1. Pelo
Corolario 77, as seqiiéncias (b*"*a), j = 0,1,...,k — 1 sdo também equi-
distribuidas mod 1. Aplicando agora a Proposi¢ao 80, obtemos que (b"«) é

equidistribuida mod 1, ou equivaletemente, o é b—normal. m
Corolario 93 Se a é b—normal e s € racional, entdo o + s é b—normal.

Prova. Suponhamos que s possui uma expansao b—naria de periodo de
tamanho k. Entdo, na base b*, s possui expansao de periodo de tamanho
1. Com isso, evidentemente, a seqiiéncia (b*"s) é convergente. Pelo teorema
anterior, (V") é também equidistribuida mod 1, e aplicando a Proposigao
81 garantimos que (V*"(a + s)) é equidistribuida mod 1, ou seja, o + s é

b* —normal. Agora, o teorema anterior nos garante que a + s é b—normal. m

Teorema 94 Se o € b—normal e r € um racional nao-nulo, entao ra €

b—mnormal.

1 onde
q

Prova. Pelo Corolario 87, é suficiente estudarmos o caso r =
q € N*.
Dado [u,v) C [0,1), se {bTO‘} € [u,v) entdo existe k inteiro tal que

S

k+u< a < k+w,

o que implica

(k+u)g <ba<qlk+v),

ou equivalentemente

uq < b’a — kq < qu.
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Portanto
{t°a} € {{y} 1y € [ug,vq)} = E.
Obtemos entao
# (o (52)) < i )
Suponhamos (v — u) < % ou, equivalentemente ¢(v — u) < 1; garantimos

assim que

{ug}, {va}), se {ug} < {vg}
[0, {vg}) U {ug}, 1), se {uq} = {vq}
e que u(F) = q(v —u), onde p é a medida de Lebesgue de E.

Jo

Dai, como por hipétese o é b—normal,

N—oo N—o0

T (s (52) ) <t BN () = 0(E) = alo - )

Se [u,v) é um intervalo arbitrario, podemos tomar [u,v) = [u1,us) U ... U

[ug—1, ug) com (u; —uj_q) < % Vije{2,..,k}, dai

—1 b — 1 "«
T o) 0 < 3 (15 e)ivs (22))
k—1
< ) aluj —ujq)
j=1
= q(v—u)

Aplicando o Critério de Normalidade (Teorema 91), concluimos a prova. m
Aplicando o Teorema acima e o Corolario 93, obtemos o seguinte

Corolario 95 Sejam r, s racionais, comr # 0, e a um real b—normal, entao

ra+ s é b—normal.
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Como tltima aplicacao do Critério de Normalidade, baseados nas idéias
descritas em [21], vamos generalizar um resultado de Champernowne que

provou que o nimero

(.(0)(1)...(9)(00)...(99)(000)...(999)...) 10,

obtido pelo encadeamento em ordem crescente de todos os blocos de tamanho

1, seguidos de todos os blocos de tamanho 2, etc., é normal na base 10.

Lema 96 Sejam a, e b, duas seqiéncias de nimeros reais que convergem
ao infinito. Se 3 — c entao
n
> opi @
lim 7\{:1 Z =
N
- Zn:l bn
Prova. Dado € > 0 existe ng tal que, para n > ng, temos

(1—5)c<‘;—”<(1+5)c,

n

ou seja,
(1 —¢)chb, < a, < (1+¢€)ch,.
Portanto
19 i Zel < S
N ' N e
< H—Z”Z"O n lim 2"2”0151 T €)chn =(1+¢)c

~ N—>oo 27];]:”0 bn — N—>oo Zn:no bn

Como a,, e b, convergem ao infinito, temos que

N N
27]:7:1 Qn, o —Zn:no Qn Zivzl Gp, 1 Zn:no an

lim =2=— = lim =——"— e lim =%—— = lim ,
Mooy e Voo b N 3 by N 3 b
decorrendo que
N N
(1-¢)c< lim Lozt e dnmt O (1+e)e.

1 —_—
N—o0 22[:1 by — N—eo 27]2[21 bn

Fazendo € — 0 concluimos a prova. ®
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Teorema 97 Seja S, a listagem em qualquer ordem de todos os blocos

de tamanho n na base 10. Entao a constante
(.5152535’4...)10
¢ normal na base 10.

Prova. Seja k um natural e B, um bloco qualquer de k digitos. Seja NN;
o numero de digitos utilizados para listar 51.55...5;. Como S,, possui n10"

digitos temos que

N, (i + 1)1 (i 4+ 1)1
limj—Hzl—i—limugl—i—limu:ll

Jj—oo IV Jj—oo j Jj—oo J 107 ’
logo, pelo item iii) do Critério de Normalidade (Teorema 91), é suficiente
mostrarmos que existe uma constante ¢ > 1 tal que

H#lO(BkSNj;O‘) < 1

Se n > k entdo By ocorre no maximo
(n —k+1)10"* + k10"

vezes em S, onde k10" é uma cota superior para o nimero de ocorréncias

de By, nas 10™ juncoes de blocos de S,,. Decorre dai que

H#lo(Bk; Nj; @) < Tm iL:k(n —k+ 1)10""’“ + k10"
j—o0 j ~ jooo flzl nlo®
> (n—k+1)10"*
= lim &n=k
=00 2 _ nlor

I =k + 110" fng

= lim :

g 2 n—i 10"
12

10k T 106
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5 Numeros b—determinados
Considere o seguinte nimero real:
a = (.101001000100001...)1¢.

Nao ¢é dificil convencer-se que se # é um numero normal em base 10, entao
as expansoes de (e de 3 + a sao muito parecidas. Portanto é de se esperar
que 3+ « seja também normal em base 10. E, de fato, isso é possivel de ser
mostrado seguindo as idéias de Champernowne.

O exemplo acima nos sugere que o Corolario 93 pode ser melhorado. Em

[17], Rauzy caracterizou o conjunto
By={a€R:[3éb—normal < [+ «a éb— normal}.

Desconhecendo inicialmente este trabalho, estudamos independentemente
a caracterizacao do conjunto By, obtendo um resultado mais fraco que o de
Rauzy.

Neste capitulo, apresentando o que desenvolvemos, vamos introduzir o
conceito de nimero b—determinado, estudar algumas de suas propriedades e
provar que se « é b—determinado e § é b—normal entao a + 3 é b—normal.
Apoés isso vamos apresentar a definicao de nimero b—deterministico dada
por Rauzy, que é mais geral que a de nimero b—determinado e que ca-
racteriza o conjunto B,. Vamos também apresentar um exemplo de ntimero
b-deterministico que nao é b—determinado, comprovando que o resultado que

Rauzi obteve é mais completo que o nosso.

90



5.1 Definicao de nimero b—determinado e primeiras

propriedades

Definicao 98 Dados k, s € N* com s < k, dizemos que um bloco By é

gerado pelo bloco By = b,...b; (ou que B, gera By) se

Bk == @1b2...bsb1...bs....

~
k digitos

Mais precisamente, se By = dids...d;, e By = by..bs entdao By € gerado pelo

bloco By se d; = b; toda vez que i = j (mods).
Por exemplo: o bloco 356952356 é gerado pelo bloco 356952.

Definicao 99 Fizado s € N*, dizemos que o é b—determinado acima de
s se, para todo k > s e para todo By que nao é gerado por bloco algum By,

temos
. #u(By; N; o)
m ——=

A N =0.

Todo nimero racional de periodo de tamanho s é b—determinado acima
de s.
Convencgao: Quando mencionarmos apenas que um real o é b—determinado

estard implicito que existe algum s tal que a é b—determinado acima de s.

Observacao 100 Note que nossa defini¢cao nao faz nenhuma restricao so-
bre os blocos de tamanho < s e outros blocos gerados, de modo que suas

frequéncias de ocorréncia podem ser zero, nao existir, etc.

O resultado que segue esclarece a nomeclatura adotada para esta classe

de ntumeros.
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Proposicao 101 Seja o um real b—determinado acima de s. Se B, gera By,

entao:
) T FoBei Ni@) _ e #9(Bis Vi)
2 R S
ity 1m 2B Nia) _ #e(BiiNia)
N=oo N N—oo N :

Prova. Sejam B, ..., Bsps os blocos de tamanho s na base 0. Cada
um deles gera apenas um bloco de tamanho k£ > s. Digamos que os blocos
By 1, ..., Byps sao os blocos gerados por Bsg, ..., Bsps, respectivamente. B
suficiente estudarmos a relacao entre By, e By ;. Vamos mostrar que para

todo € > 0 existe ng tal que para todo N > nyg

#b(Bs,1; N; a) 2 #b(Br,1; N; @) < #o(Bs1; N a) I
N N N

E ébvio que (*x) decorre da definigdo de #;. Mais geralmente é verdade que:

#u(Bris Nya)  #4(Bs;; Nya)
’ < d =1,2.....0° 31
N i N ) Z b ) ) ( )

Para mostrarmos (*) observamos inicialmente que

i#b(Bsﬂ-;N;a) N —s5+1
— N N

#o(Bsi; Vo) N—s+1 i #1(Bsi; N; )

N N N N

(32)

i=2
Seja E o conjunto dos blocos de tamanho k que nao sao gerados por blocos de
tamanho s. Fixado ¢ > 0, sabemos, pela definicao de ntimero determinado,
que para N suficientemente grande

#4(By; N o)
Z — N

ByeE

3
5

Com isso, para N suficientemente grande:

bS
#b(Bki;N; a) 9 #b(Bk;N;Oé) N— k’+ 1
I _> P .
> lBieiel o 5 lBiNie) Nt
i= k
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Daif:
bS

#y(BuaiNia)  N—k+1 & 2 #y(ByiNia) 61
N N 2 z; N g
bS
N—-k+1 ¢ #u(Bs,i; N; )
>— -y Iy
Supondo também que N > (k — 5)2 (equivalentemente § > “5), obtemos

#u(BeiNio)  N-s+1 k—s _g_i#b(Bs,i;N;a)
N N N2 N

N 2
#p(Bs1; N; )

= ——= —¢,

N

bS
N—-s+1 Z#b(Bsi;N§04) (32)
> o _ —_ =
) =2 N

e a prova de (%) estd completa. m

O teorema acima esclarece um pouco mais a nomeclatura adotada. Pre-
cisamente: se o é b—determinado acima de s, entao nao precisamos nos pre-
ocupar em calcular a freqiiéncia com que os blocos de tamanho > s ocorrem
na expansao de a.

No entanto nao estamos ainda em condigoes muito boas: enquanto o
ultimo resultado nos garante que se a é b—determinado a anélise dos blocos
de tamanho grande é desnecessaria, para sabermos se a é b—determinado
acima de s, precisamos (pela defini¢ao) analisar todos os blocos de qualquer
tamanho maior que s. Mostramos agora que, na verdade, nossa definicao

pode ser simplificada.

Proposicao 102 Fizxado s € N*, a é b—determinado acima de s se e so-
mente se para todo bloco B.y1y de s + 1 digitos b—ndrios que nao é gerado

por bloco algum By, temos

y #u(Bs+1); N; )
11m
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Prova. E claro que se « é b—determinado entao a condicao acima é
satisfeita.

Para provarmos a reciproca, suponhamos que k > s+1 e que By = by...by
¢ um bloco de tamanho k que nao é gerado por bloco algum By. Entao existe
j e {s+1,..,k} tal que b; # b;_s. Em particular o bloco b;_sb;_s;1...b; de

s + 1 digitos, nao é gerado por bloco algum B,. Entao por hipdtese

lim #u(bj—sbj_st1...05; N; ) —0
N—oo N ’

e, pela definicao de #;, temos
#0(bj—sbj—sy1..bj; Ny o) > #4(By; N; @),

o que implica

[sso completa a prova. m

5.2 Seqiiéncias freqientemente atraidas

Definicao 103 Dizemos que uma seqiiéncia de nimeros reais (a,) € freqiien-
temente atraida (SFA) se existe um conjunto finito {ay; ...;ax} C [0, 1], tal
que para todo € > 0, o conjunto E. = U, ((a; — g, c; +€) N [0,1)) satisfaz

A}E{l)o #(EE,]]\\;, (an))

=1.

Abreviadamente escreveremos (a,) € SFA{a, ..., ax}, quando este for o con-

Junto mais economico possivel.

Nosso objetivo é mostrar que um real a é b—determinado se e somente se

a seqliéncia (b"a),en € freqiientemente atraida.
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Definicao 104 Dizemos que um racional é b—simples quando o periodo
de sua expansdo em base b inicia no primeiro digito. Por ezemplo (.3)19 =
(.3333...)10 € (.152)19 = (.152152152...)19 sdo 10—simples, mas (.102)19 =
(.102222...)19 nao € 10—simples.

Lema 105 Seja o um nimero real. Se (b"a) é SFA{au;...;ar}, entdo

a1, ...,y $G0 Tacionais b—simples.

Prova. Seja g € {ay;...; ax }, digamos de expansao = (.ajazas...). Supo-
nhamos por absurdo que (3 nao é um racional b—simples. Vamos mostrar que:

i) para cada t € N, existe um ndmero ; = (.d;...dyajasas...),, para
dy, ..., d; digitos, que pertence também ao conjunto {ay;...; ax}.

i1) ( nao simples implica que (3; # [y para t # t'.

De i) e ii) obtemos nimeros distintos 1, B2, 33, ... todos pertencentes a
{aq;...; 1}, 0 que é uma contradigao, pois este conjunto ¢ finito.

Para mostrarmos i), fixamos ¢ € N. Como por hipétese (3 nao é b—simples,
temos em particular que 3 € (0, 1), pois zero e um sao b—simples. Portanto,

para m € N suficientemente grande,
1 1
(8= 5B+ 1) CO1).

Seja T': [0,1) — [0,1) dada por T'(x) = {b'z}. Como

bt—1
_ 1 1 O+k 1 B+k 1
1 _||
T <(ﬁ_bm’5+bm)>_ (bt _bm+t’ bt +bm+t>’

k=0

garantimos que se

1 1
{bn+ta} € (8- b_m’ﬁ + b_m)

entdo, como {b"a} € T ({v"*a}),

bt—1
" B+k 1 B+k 1
{b a} < U ( o pmtt’ pt pm+t |7

k=0
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ou seja
n 1 1
{ba} € U (ﬁt_bmﬂ’ﬁt—'_bmﬂ)’

BreX

onde

¥ - B B+1 B+ —1
t — Ea bt PREED! bt 9

¢ o conjunto dos numeros da forma (.d;...dyajasas...)y, para dy, ..., d; digitos.

Concluimos assim que

1 1 1
#(B = B+ N+ (1) < ) #(8 bmyﬁ+wﬂxmww»

pm’ b
BreXy

Como X; possui b' elementos e por hipStese 5 € {ay;...; ax}, ou seja

—#(8 - oo B+ i ); N (") -

N—oo N ’

temos que, para pelo menos algum dos numeros 3; € X;,

1 1 n
H#((ﬁt - bm+t7ﬁt bm-‘ri) N (b >) >0

N—oo N

Seja X, o conjunto dos 3; € X; tal que a desigualdade acima é satisfeita.

Se m’ > m temos que X;,y C X, pois

#((B: — ﬁaﬁt + bm%)’ N; (b"a)

R N =0=

1 1 n
(B~ b Bt ) Ni ()
N—oo N

Como X, 2 Xymy1 2 ... ecada Xy, n =m,m+ 1, m+ 2, ... é ndo vazio
e finito, obtemos algum 8, € N72, X, ,,. Mas entao para todo € > 0 este (3,

satisfaz

T #((Br — e, B +¢); N; (V)

N—oo N

> 0,

o que implica §; € {a;...; .}

Para mostrarmos i) observamos que, se para t > t' temos
(.dy...dyayasas...)p = (.cp...craasas...)p,
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entao

dy =cp, di—1 = Cy_1,.., Q1 = Qp_yr11, A3 = Ug_yr 42, ...,

decorrendo que

ap = ak—}—(t—t’) Vk

logo
8 = (Fa ),

seria b—simples. =
O Teorema 58 que ja aplicamos nos estudos de normalidade pode agora

ser aplicado no estudo dos b—determinados:
Teorema 106 o € R € b—determinado < (b"«) é SFA.

Prova. (=) Suponhamos que a é b—determinado acima de s.

Seja X o conjunto de todos os blocos de s digitos. Cada bloco D, =
dy...ds € X, gera de forma natural um bloco D, de tamanho k e um racional
(.Dy)y = (.dy...dyd,...ds...), (um desses racionais serd zero e outro serd um).
Seja Z;. o conjunto formado por estes blocos Dy, e seja Qs o conjunto formado
por estes racionais (.D,),. Vamos mostrar que (b"a) é SFA e que seus pontos
atratores estao em (), que é finito.

Como « é b—determinado acima de s, sabemos que para todo k > s

lim #olDisNie) _ (33)

N—oo N

(D= g (Dt 5 ) 0.1,
Como {( D)y, (-Di)y + b%) C B(D,; k),



obtemos

(Teo. 58)
#o(Dp; Nja) <

< # (l(.Dk)b, (.Dy)p + bi’“) N (b”a)>
< #(B(Ds; k); N; (b"av)). (34)

Além disso, para k > s, By := {Up_cx. B(Ds; k) é uma unido disjunta, daf:

#(Ei; N; (b))

1> 1
- Nlir(lx; N
#(B(Ds; k); N; (b)) 39
= lim Z >
N=oo b ex, N
> lim #u(Dy; N; @) (33) ’
N—o00 N
Dy€Zy,

o que mostra ser (b"«a) SFAY, onde Y C Q.

(<) Suponhamos (b"a) SFA{a,...,au}. Pelo lema anterior a, ..., q
sao racionais b—simples, digamos «; de periodo 7T;. Garantimos assim que
aq, ..., @y possuem periodo de tamanho s = mmec{T, ..., T;}. Denotamos por
B, o bloco que forma o periodo (de tamanho s) de ;. Seja k > s e B, um
bloco nao gerado por um bloco de tamanho s. Vamos mostrar que

By N:
lim #y(Bi; N; )

N—oo N - 07

o que nos garante que a é b— determinado acima de s.

Para tal observamos que, dado € > 0, por hipdtese temos

i HESE

onde ,

E. = U(ai —e,a; +¢)NJ0,1).

i=1
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Como By nao ¢ gerado por By, i € {1,..., t}, temos

(.Bk)b, (.Br)p + i) NE, =¢, see<

bk bkts®

Isso implica

1YL (b
)< H# ([(Br)o: (Br)o + ) s N; (b)) < 1— lim =0,
N—oo N e

decorrendo, do Teorema 58, que

Corolario 107 Se a e 8 sao b—determinados entdao a+ 3 é b—determinado.

Prova. E decorréncia direta do Teorema 106 uma vez que a soma de
seqiiéncias SFA é também SFA. m

Agora vamos mostrar que o conceito de seqiiéncia freqiientemente atraida
esté relacionado com o de fungao de distribuigao escada (combinagao linear

finita de fungdes caracteristicas).

Lema 108 Sejam I C [0,1) um intervalo fechado em [0,1) (isto é I = [a, b
ou I = [a,1)), T seu fecho em R e (x,) uma seqiiéncia de niimeros reais tal

que

Nhinoo#([; J;fv (%n))

> 0.
Entdo existe a € I e uma seqiiéncia crescente de nimeros naturais (N;) tal
que, para todo § > 0,

L #lla = 6,0+ 0) N1 [0,1); Ni: ()

N;—o00 Nz

> 0.
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Prova. A hipdtese

(L5 N; (20))

N—oo N = 07

nos garante que existe uma seqiiéncia crescente de numeros naturais (NV;) tal

que B
- # (L5 N (20))
Fazemos I = I{ U I}, onde pu(I1) = p(I3) = sp(I) e If, I sdo intervalos

fechados em R. Temos entao que

1. A7 1. N
lim #([1 ) sz (xn)) >0 ou lim #(127 Nw (xn>)

> 0.

Agora repetimos o argumento para aquele que satisfaz a desigualdade acima.

Assim obtemos uma seqiiéncia encaixada de intervalos fechados
I>DLHDLD ..

com p(I,) — 0, satisfazendo

e N, > (0 Vn.

logo existe um tnico ponto o € I tal que o € I, Vn. Decorre dai que, dado
d > 0 existe ng tal que I,, N[0,1) C (o — 3§, + ) N[0,1), e como
#(Lno; Ni; (70))

S
obtemos
i =80t DO Ns )
]

Teorema 109 Uma seqiiéncia (x,,) € SFA{ay, ..., ax} se e somente se {ay, ...,y }
¢ 0 menor conjunto que contém as descontinuidades de qualquer f. d. de (z;,)
e toda f.d. de (x,) € do tipo escada (combinac¢do linear finita de fungoes ca-

racteristicas).
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Prova. Fixado o conjunto {ai,...,a;} e dado ¢ > 0 suficientemente

pequeno definimos a uniao disjunta
k
E.:=|J(an—ca,+e)n0,1). (35)
n=1

(<) Por hipédtese {a, ..., ax} é 0 menor conjunto que contém as descon-

tinuidades de qualquer f.d. de (z,). Isto significa que, para cada «;, existe

uma seqiiéncia crescente (N7);ey de naturais e uma f.d. z; sobre (N}) tal que

a; ¢ ponto de descontinuidade de z;. Decorre que para cada j € {1,....k} e

0>0

lim #([Ozj — 9, a; + 5) M [07 1); Nz]a (xn))

N N] = Zj(Oéj + 5) - Zj(Oéj — 5) > 0

O limite acima garante que (x,) é SFA{ay, ..., )} se e somente se para todo

e>0

@#([07 1) _]€S§ N; (In))

onde E. é dado em (35).

=0,

Suponhamos entao por absurdo que existe € > 0 tal que

m#([o? 1) — Ez—:? N§ (SEn»

e N > 0.

Decorre que existe alguma componente conexa I de [0,1) — E. tal que

(5 N; (20))

N—oo N

> 0.

Como E. é aberto em [0, 1), concluimos que I é fechado em [0,1) e, pelo
Lema anterior, existe a1 no fecho de I em R e uma seqiiéncia N; tal que
para todo 6 >0

lim #((hs1 — 6, a1 +0) N[0, 1); N ()

> 0.
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Como oy estd no fecho de I em R concluimos que a1 ¢ {aq, ..., }. Com
os mesmos argumentos da prova do Teorema 64, vemos que existe uma sub-
seqiiéncia (NF™),en de (NV;) e uma funcao de distribuicdo 24, de (2,,) sobre
(NFY). Em particular como (NFt1),cy é subseqiiéncia de (NV;) temos que
para todo o > 0

lim #((apr1 — 0, g1 +6) N[0, 1); NI (2,))
N.k+1—>oo Nik—i_l

>0,

e como obrigatoriamente zj,1 é escada (por hipdtese) concluimos que a1
¢ uma descontinuidade de zxy1, 0 que é contradicao com a hipdétese pois
apr1 & {aq, ..., ap}.

(=) Suponha (z,) SFA{a, ..., ay}.

Afirmacgao 1: Se z é uma f.d. sobre N;, entao z é do tipo escada e os
pontos de descontinuidade de z estao contidos em {aq, ..., ax }.

Afirmagao 2: {aq, ..., i} é 0o menor conjunto que contém as descontinui-
dades de qualquer f. d. de (z,).

Para provar a Afirmagao 1, observamos que aplicando a definicao de SFA

obtemos que
lim #([0,1) — Ee; Ny ()

N;—oo Nz

=0,

onde E. ¢é dado em (35). Assim, os unicos intervalos onde z é nao cons-
tante sdo os da forma (o, —e,a, +¢) N [0,1). Como e pode ser tomado
arbitrariamente pequeno concluimos que z é do tipo escada e os pontos de
descontinuidade de z estdo contidos em {ay, ..., ay}.

Para provar a Afirmacao 2 é suficiente mostrar que existe uma f.d. z que
é descontinua em .

Como (z,) é SFA{ay,...,ax} temos que para todo € > 0

et lon = & 0p + €] N [0,1); N; (7))
N—oo N

> 0.
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Em particular, dado € > 0 suficientemente pequeno (tal que a unido disjunta
em (35) seja satisfeita) e aplicando o lema anterior ao intervalo [oy —¢, a —€]
obtemos algum « ¢ {ay, ..., ax_1} e seqiiéncia N; tal que para todo § > 0

i Fla—0d,a+0)N[0,1); Ni; (z,))
N;—o00 ]\/vZ

> 0.

Usando os mesmos argumentos da prova de (<) podemos construir uma
f.d. z a partir de N; que serd escada (como ja provamos na Afirmacao 1)
e descontinua em « ¢ {ay,...,ax_1}. Como provamos, na Afirmacao 1, to-
das as fungoes escadas sdo descontinuas apenas nos pontos de {ay, ..., ay}.

concluimos assim que @ = ;. |

5.3 Translacoes que preservam a normalidade

Nessa secao vamos provar que se somarmos um numero b—determinado a um
nimero b—normal obtemos como resultado um ntimero b—normal. Apds isso,

vamos apresentar a caracterizacao de Rauzy (sem provar) para o conjunto
By={a€R:p3éb—normal < [+ «aéb—normal},
que contém os numeros b—determinados.

Lema 110 Dados o, € R, se (b"3) € equidistribuida modl e (b"a) €
SFA{ay;...;ou} entdo (V" (o + B3)) € equidistribuida mod].

Prova. Pelo Lema 105, sabemos que «aq, ..., ay sao racionais b—simples.

Seja d um inteiro positivo tal que day, ..., day sao inteiros. Se
V'amodl € E. == U, (o — ¢, a; + ) N0, 1))

entao

b"damodl € I :=[0,de) U (1 — de, 1).
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Assim, concluimos que (b"da) é SFA{0;1} (ou SFA{0} ou SFA{1}).

Por outro lado, pelo teorema 94, obtemos que (b"df3) é equidistribuida
mod.1.

Note que, se mostrarmos que (b"d(a+ 3)) é equidistribuida mod 1, entao
aplicando novamente o teorema 94 obtemos (b"(a + 3)) equidistribuida mod
1, completando a prova.

Mostremos entao que (b"d(a+(3)) = (b"da+b"df3) é equidistribuida mod

Dado X C R, vamos denotar por X,,.,q1 0 conjunto
Xnoar := {{z}:z € X}
Dado um intervalo [r,s) C [0,1),e € > 0 tais que s — r + 2¢ < 1 temos
b"d(a+ B) € [r,s) e bda € (—€,8)moa1 = V"dB € [ — €, + €)modr
Dai
V'd(a+ B) € [r,s) = b"dB € [r — &, 4 €)moar 0u "da & (—€,€)modr
Logo

#([r, s); N; (0"d(a + 3)))
< #([r — &, 8+ €)moar; Ni (0"dB)) + (N — #((—€, €)moar; N; (0" de))
dai, como b"df3 é equidistribuida mod 1 e b"da é SFA{0,1}
E%#([r, ) N: (Fd(a+ 8)) < s — 7 + 2.

Fazendo ¢ — 0 e aplicando o critério de normalidade concluimos a prova. m

Teorema 111 Se « é b—determinado e 3 € b—normal entao a+3 € b—normal.
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Prova. Basta aplicar os teoremas 83 e 106 e o Lema acima. m

Observacao 112 Note que o Lema 110 nao pode ser generalizado para seqiiéncias
quaisquer que sejam SFA e equidistribuidas mod 1, devido a utilizacdo do
Lema 105 e do Teorema 94, ambos nao vdlidos em geral. Lembramos ainda
que o Teorema 94 € uma aplicacdo do Critério de Normalidade dado no Te-
orema 91, portanto o Critério de Normalidade foi também fundamental para

a prova do teorema que acabamos de apresentar.

Agora vamos apresentar a caracterizagao de Rauzy (sem provar) para o

conjunto
By={a € R:p3éb—normal & [+ « éb—normal},

que contém os numeros b—determinados.
Até o final desta secao ainda a base b > 2 estd fixada.

Fixado um natural s, seja Ey o conjunto das fungoes
¢:{0,..,0—1} —{0,...,0 — 1}.
Dado 8 = (.ajas...)y, € ¢ € E, para cada n > s podemos definir o valor

1 se ¢(an757 "'7an71) 7& G,

Dy(an, s) =
0se (an_g, ., 1) = ay

= min(1, |a, — @(an—s, ..., Gn-1|),

cujos valores um e zero indicam se a fungao ¢ errou ou acertou o n— ésimo
digito de (8 a partir dos s digitos anteriores.

Dessa forma

Z min(1, [a, — ¢(an—s, ..., an_1)|) = Z Dy(an, s)

s<n<N s<n<N
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mede quantas vezes de s+ 1 até N — 1 a funcao ¢ errou o valor de a,, a partir

dos s digitos anteriores. Entao a expressao

representa o menor numero de erros que obtemos se tentarmos determinar
os valores de a,, conhecendo os s digitos anteriores.

Com isso a expressao

— 1 .
T, 2 minCh o =l 59
s<n<N

representa a freqiiéncia de erros ao tentarmos determinar o valor de um digito
de 3 pelo conhecimento dos s digitos anteriores.

Observamos que se 3 é b— determinado acima de s entao tomando a
fungao ¢ € E; definida por ¢(by, ..., bs) = by, concluimos que

— 1
T nt T min(L, [, — §(as, - 00-)]) = 0.
s<n<N

No entanto o numero
8 =(.(122)(122)(122)(122)...)s

nao é determinado acima de 2, mas a fungao ¢ € E, dada por ¢(1,2) =

2,9(2,2) =1,¢(2,1) = 2, garante que

— 1 .
Ay nf —~ min(1, |a, — ¢(an—2, a,1)[) = 0.

O valor dado na expressao (36) pertence sempre a [0, 1] e é decrescente
em s, pois temos maior chance de acertarmos o valor de um dado digito de
um numero se conhecemos seus s + 1 digitos anteriores do que conhecendo

apenas seus s digitos anteriores. Logo o valor

=1 :
slggo A;Lrnooﬁ qblenEfg > min(1, |a, — ¢(an_s, ..., an_1)|)
n

esta sempre bem definido.
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Definigao 113 (Rauzy) Dizemos que um nimero real f = (.ajasaz...), €

b—deterministico se

—1
Jim T 7 Jnf > min(L o = 60, ) =0

Essa foi a caracterizacao que Rauzy deu para o conjunto
By={a€R:f3éb—normal < [+ « éb—normal}.
Mais precisamente Rauzy provou em [17] o seguinte

Teorema 114 B, € o conjunto dos niumeros b—deterministicos.

5.4 Um exemplo de niimero deterministico que nao é

determinado

Nosso objetivo aqui é apresentar um exemplo de niimero deterministico que
nao é determinado.

Vamos fixar nesta secao a base b = 2.

Notagao 115 - Dado um bloco by...bg, denotamos por (by...by)s a repeti¢cdo
do bloco by...by s vezes.
- Dado um natural n, para cada j € {1, ...,n}, denotamos porn; o nimero
natural
n

n; = —2" 7,
T

- Dado um natural n denotamos por T,, o bloco

(0); (01)n, (001),ry...(00... 1),

- Por simplicidade de notag¢do sempre que escrevermos (00...1),,, estamos

nos referindo ao bloco ( 0....0 1), se j > 1 e ao bloco (0),, se j = 1.

7j—1 zeros
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Vamos provar que (.117575...)2 é o nimero desejado.

Lema 116 Fizado um natural n e dado j € {1,...,n} vale que:
i) usamos n!2"~7 digitos para escrever (0....01),,
ii) o mimero de digitos de (0...01),, € o dobro do nimero de digitos de

(0....01)

Mj41°

ii1) T,, possui n!(2" — 1) digitos.

Prova. i) Para cada j € {1,...,n} temos que o numero de digitos de
(0...01),,, é dado por jn; = j%}Qn—j = nl2"J,

ii) e 111) sao decorréncia direta de i). =

Lema 117 Sejam o = ([ 1115T5...)2 e By = (0...01). Entdo

k digitos

Tom — 4 (By; N; o) > L
1m — X e — .
N—»ooN 2 k'? Y — k2k

Prova. Podemos considerar o = (\T}Tki1Tkio...)2, pois as freqiiéncias
nao mudam se desconsiderarmos uma parte finita da expansao de a.

Pelo Lema anterior, quando escrevemos 7, utilizamos n!(2" — 1) digitos.

| —_
Ao mesmo tempo, se n > k, By, ocorre em T}, pelo menos ny, = 72" k vezes.

Logo, tomando N,, = >"7" , ! (2° — 1) obtemos que

1 1 i 1 LIy
~ #2(Bi; Noj @) > =7 Voick > 2 N~ oick
N, Yo il (20 -1) ; k Sl ; L

1 1 ~ 1
S N Y 1 (——
K2k S il 2 T

Teorema 118 O numero a = ((1113T5...)s nao € 2—determinado.
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Prova. Supondo o 2-determinado acima de s, a freqiéncia do bloco

(0...01) teria de ser zero, pois este bloco nao é gerado por bloco algum de

s+1
tamanho s, o que contraria o Lema acima. m

Nosso objetivo agora é provar que este nimero ¢ 2-deterministico.

Lema 119 O namero a = (.11 T5...)s = (.a1as...)s satisfaz

I\UIH

—1
_ — <
T juf 3 i e = 9(ea-)) <

Prova. Considere qualquer fungao ¢o : {0,1} — {0,1} que satisfaga
¢0(0) = 0. Seja a,, um digito de «, suponhamos que a, estd em T,, =
(0)1n,(01)y---(0...1) ... Temos entao que se a, estd em (0),,, (exceto no pri-
meiro digito) entao a, =0 e a,_1 = 0.

Decorre dai que se a, estd em (0),,, (exceto no primeiro digito) entao
min(1, |a, — ¢o(an—1)|) = min(1,0) = 0. Como um digito é desprezivel em
termos de freqiiéncia vamos considerar que:

“se a, estd em (0),,, entdo min(1,|a, — ¢o(an—1)|) =07.

Usando este fato, e também que em cada T, iniciamos escrevendo (0),,,
e que

nimero de digitos de (0),,, ~ ml2™7! S ml2m=1 1
nimero de digitos de T, ~ m!(2m —1) = ml2m 2’

obtemos que

1
lim — inf min(1, |a, — ¢(an—1)|)

n<
1 1
< T > minL o, — dulan-i)) S 1- 5= .
n<N

Lema 120 O numero o = (.11 T5...)s = (.a1as...)2 satisfaz

1
]\}I_I)I;ON ¢1é1£2 > min(1, |a, — ¢(an_2,a,-1)|) <

]
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Prova. A prova segue o mesmo argumento da anterior. Considera-
mos agora qualquer funcao ¢q : {0,1}* — {0,1} que satisfaga ¢¢(0,0) =
0, ¢0(0,1) =0, ¢o(1,0) = 1. Andlogo ao que escrevemos antes, dado a,, em
T, se a, estd em (0),,, (exceto nos dois primeiros digitos) ou ainda se a,

estd em (01),,, (exceto nos dois primeiros digitos) entao

mln(l, |an - ¢0(an—27 an—l)‘) = 0

Com isso escrevemos
“se ay,, estd em (0),,, ou (01),,, entdo min(1, |a, — ¢o(an—2,a,-1)|) =0”

Usando este fato, e também que em cada T, iniciamos escrevendo (0),, (01),,,

e que
nimero de digitos de (0)y, (01)p,  m!277" 4+ ml2m2 3
nimero de digitos de T, o oml@m—1) T4
obtemos que
T inf S min(1, o, — o )
NEHOON ¢1€nE2 min{ L, |Gn Ap—2,An—1
n<N
| 3 1
= A}lféoﬁ Z min(1, la, — ¢o(an—2,an-1)]) <1 - 1= 1

n<N

Antes de generalizar o resultado acima, precisamos observar que o argu-
mento de construcao de ¢ € Es para (0),,, (01),,,(001),,, nao é possivel. Se
desejamos que ¢ acerte o valor dos digitos de (0),y, (01),,,(001),,, é natural,
olhando (0),y,, definir

(0,0,0) = 0.

Da mesma forma, olhando (01),,,, definimos

$(0,1,0) =1 ¢ ¢(1,0,1) = 0.
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Olhando agora (001),,,, definimos
¢(0,0,1) =0, ¢(0,1,0) =0, e ¢(1,0,0) = 1.

Assim ¢ nao estd bem definida em (0, 1,0).

Para resolver este problema, quando queremos definir uma funcao ¢ que
acerte os valores dos digitos de (0), (01),...(0...1),,, tomamos ¢ € Es.
Assim, se um bloco by...bys esta contido em algum dos blocos (0),,,, (01),, -,
(0...1)m, ent@o by...bas = 0...0 ou by...bys contém pelo menos duas vezes o
digito 1. A distancia entre as ocorréncias do digito 1 indicam em qual bloco,

(0)mys (01)y, ... ou (0...1),,,, aparece by...bas.

Teorema 121 Seja o = (11T5...)s = (.a1a3...)2. Entao para cada s fizo

| 1
]\}gnooﬁ ¢ie%f23 <Nmin(1, |an — d(an—2sy .oy an_1)|) < 7

Em particular, o € 2—deterministico.

Prova. Fixado s tomamos qualquer fungiao ¢y : {0,1}?* — {0,1} que
satisfaca ¢g(by,...,bas) = d tal que by...bysd é gerado pelo bloco de menor
tamanho que gera b;...bss (convencionamos que by...bys gera by...bo).

Dado a,, em T,, se a, estd em (0),,,, (01),,, ..., (0...1),,. (exceto nos 2s

primeiros digitos de cada um destes blocos) entao
min(1, |a, — ¢o(an_2s, -, Gn_2,a,_1)|) = 0.

Entéao, como para cada m iniciamos escrevendo 7, com (0),, (01),5...(0...1) .,
e

n° de digitos de (0)p, (01)py...(0...1)p,  ml2™71 4 ml2772 4 4 ml2m~s

n° de digitos de T, B m!(2m — 1)
S m12m=t L ml2m=2 ¢ 4 ml2ms
- ml2m
L1 L 22—-1
_§+Z+"'+§_ 95
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obtemos que

—1

Nh_rgoﬁ ¢1€I}Ef2é <Nm1n(1 lan — G(An—2s, ...y An—2, Ap—1)|)

< lim — min(1, |a, — ¢o(@n—2ss -, Gn—2, an-1)|) <1 — 2 : L_
N—oco N 2

n<N

Em particular

lim lim — Z min(1, |a, — ¢o(an_2sy s Gpn_2,an_1)]) =0,

s—00 N—oo [N
n<N

portanto « é 2-deterministico. m
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6 Comentarios finais

1 - Davenport e Erdés em [10] mostraram que se p(z) é um polinomio que leva
naturais em naturais entdo o nimero (.p(1)p(2)...)10 (onde p(i) esté escrito
em base 10) é 10—normal. Na introducao de [20] hd um comentério de que

Mahler com a mesma hipdtese mostrou que (.p(1)p(2)...)10 é transcendente.

2 - Bailey e Crandall, conjecturaram em [2] que se « é algébrico e irracional
entdo a é absolutamente normal. E claro que mostrar que esta conjectura é
verdadeira é um trabalho extremamente dificil: nao sabemos ainda se existe
alguma base onde /2 seja normal.

Estes autores também construiram alguns exemplos de niimeros normais
e apresentaram avancos no estudo da normalidade de algumas constantes
classicas como 7 e In 2, conectando os estudos de normalidade com o conceito

de pseudo-random number generator (ver [3] e [2]) .

Definigao 122 Um PRNG (pseudo-random number generator) é uma i-
teracao

Ty = (bxy_1 + 1)modl, (37)

onde xo € um nimero real, b > 2 € um inteiro e (r,) € uma seqiéncia de

numeros reais.

Nos comentdrios que seguem estamos assumindo que xg = 0.

A relagao entre nimeros normais e PRNGs é dada no seguinte

Teorema 123 Seja (1,)nen uma seqiiéncia de nimeros reais convergente.
Entao a =" ™ ¢ b—normal se e somente se a seqiéncia (T,)nen dada

n=1 pn

em (37)€ equidistribuida modulo 1.
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Bailey e Crandall conjecturam a b—normalidade de todo irracional que

pode ser escrito na forma y 2 binz%, onde p e ¢ sao polinomios satisfazendo

grau(q) > grau(p) > 0, e ¢(N) # 0. Dois desses sao In2 e 7 nas bases 2 e 16,

respectivamente. De fato:

- Partindo da Série de Taylor, aplicada a funcao In x, obtemos

n-i-l(‘r _ mo)n

n(zo)" ’

In(x) = In(xg) + Z (=)

e tomando x = 1 e zg = 2 obtemos

In2 = — .

n=1

- Bailey e colegas, em [1], mostraram que

”_ZL 42 11
= 16m \8n+1 8n+4 Snt5 8n+6)

3 - Em [19] hd um bom estudo sobre niimeros normais em uma base b e ndo

normais em outra base c. Precisamente, Schmidt provou o seguinte

Teorema 124 Se ndo existem naturais m e n tais que b™ = " entao o
conjunto dos nimeros a normais na base b que nao sao simplesmente normais

na base ¢ possui a poténcia do continuo.

4 - O conceito de normalidade admite generalizagoes:

- Dada uma seqiiéncia (z,) C R podemos dizer que X C R € o con-
Junto normal com respeito a (x,) quando (z,z) é equidistribuida mod 1 se e
somente se z € X. Da mesma forma dizemos que X é um conjunto normal
quando existe alguma seqiiéncia (z,,) tal que X é normal com respeito a (z,,).
Em [13] - pag. 76 - hd comentdrios e referéncias sobre este assunto, em par-
ticular que Q\{0} e o conjunto dos nimeros transcendentes sao conhecidos

exemplos de conjuntos normais.
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Se (8 é um real maior que um, existem dois conceitos de normalidade
usuais. O primeiro consiste em estudar o conjunto normal com respeito a

seqiiéncia (8"), ou seja entender o conjunto
{x e R | (") é equidistribuida mod 1}.

O segundo conceito de normalidade é dado pela Teoria Ergddica:

Dado > 1, podemos considerar a transformacao 7 : [0,1) — [0,1)
dada por T(z) = {fz} . Fixado x € [0,1), definimos a seqiiéncia (a,,)nen por
a; = | ST '(x)| . Em [18], Renyi provou que

chamada Renyi —expansdao de x.

Os elementos a; pertencem ao conjunto {0, 1, ..., [#] — 1}, mas dado um
bloco b;...b, de elementos deste conjunto, nao é garantida a existéncia de
algum nimero x € [0, 1), cuja Renyi f—expansao contenha este bloco. Caso
exista, dizemos que o bloco b;...b, é dito admissivel.

Renyi provou também o seguinte

Teorema 125 Para cada real B > 1, existe uma medida u, equivalente a

medida de Lebesgue, ergodica para Tj.
Em particular, dado um bloco admissivel b;...b;, o intervalo
C(by,....;b;) ={z €]0,1) : a [ —expansao de x inicia com by...b; },

é visitado por (T"(x))nen com freqiiéncia pu(C(by, ..., by)), para u—quase todos

os pontos x de [0, 1). Isso define um novo conceito de normalidade:

Defini¢ao 126 a € [0,1) € dito f—normal se em sua 3—expansao todo bloco

admissivel by...by ocorre com freqiiéncia igual a p(C(by, ..., by).
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Shunji e Shiokawa, em [21], usando uma versdo do Critério de norma-
lidade para f—expansoes (ver [16]), generalizaram uma das construgoes de
Champernowne, provando que a listagem de todos os blocos admissiveis em

base 3 gera um ntimero® S—normal.

5 - O conjunto dos ntimeros nao normais é pequeno, no sentido de ter medida
de Lebesgue zero, e grande, no sentido de ser nao enumeravel. Esse fato
deu origem a estudos de caracterizagoes deste conjunto, usando dimensao de
Hausdorff. Abaixo citamos os Teoremas de Besicovitch e Eggleston, cujas

provas podem ser encontradas em [4] e [11], respectivamente:

Teorema 127 (Besicovitch) Fizadop € [0,3), o conjunto X, C [0,1] for-

mado pelos reais x tais que

——#2(0; N; ) 1
LRSS RS RV Z
Aim == =p<3
possut dimensao o dada pela equacao
1
20 = ——————
pr(1=p)t=»
Teorema 128 (Eggleston) O conjunto X C [0,1] formado pelos reais x
tais que
. F#y(d;N;z) -
J\ll—{nooT = Dd, d= 0,1,...,b— 1

onde 0 < pg <1e ZZ;de = 1, possui dimensao fraciondria o dado pela

equacao
b—1

ho = H(pd)(pd).

d=1

8Listar os blocos admissiveis pode nio gerar uma Renyi S—expansdo, pois a conca-
tenacao de dois blocos admissiveis pode nao ser um bloco admissivel. No entanto, o

célculo de freqiiéncias pode ser feito sem problemas.

116



Referéncias

1]

Bailey, D. - Borwein, P. - Plou, S. “On the rapid computation of va-
rious polylogarithmic constants”, Math. Comp. 66:218, 903-913, 1997.
(disponivel em http://crd.Ibl.gov/~dhbailey /dhbpapers/index.html)

Bailey, D. H. - Crandall, R. E. “On the Random Character of Fundamen-
tal Constant Ezpansions.” Exper. Math. 10, 175-190, 2001. (disponivel
em http://crd.lbl.gov/~dhbailey/dhbpapers/index.html)

Bailey, D. H. - Crandall, R. E. “Random Generators and Normal Num-
bers.” To appear in Exper. Math. Preprint dated Feb. 22, 2003. (dis-
ponivel em http://crd.1bl.gov/~dhbailey/dhbpapers/index.html)

Besicovitch, A. S. “On the sum of digits of real numbers represented in

the dyadic system”. Math. Ann. 110, 321-330, 1934.

Besicovitch, A. S. “The asymptotic distribution of the numerals in the

decimal representation of the squares of the natural numbers”. Math. Z.

39, 146-156 (1935).

Borel, E. “Les probabilités dénombrables et leurs aplications

arithmétiques”. Rend. Circ. Mat. Palermo 26, 247-271, 1909.

Champernowne, D. G. “The Construction of Decimals Normal in the

Scale of Ten.” J. London Math. Soc. 8, 254-260, 1933.

Copeland, A. H. - Erdos, P. “Note on Normal Numbers.” Bull. Amer.
Math. Soc. 52, 857-860, 1946.

Conway, John B. Functions of one complex variable I. New york: Sprin-

ger, 1978.

117



[10]

[11]

[12]

[14]

[15]

[18]

[19]

Davenport - Erdos. “Note on normal decimals”. Canad. J. Math. 4,

08-63, 1952

Eggleston, H. G. “The fractional dimension of a set defined by decimal
properties”. Quart. j. math. oxford. 20, 31-36, 1949.

Haaser, N. - Sullivan J. Real Analysis. New York: Van Nostrand Rei-
nhold, 1971.

Kuipers, L. - Niederreiter, H. Uniform Distribution of Sequences. New

York: Wiley, 1974.

Mengue, J. “A normalidade da Constante de Champernowne”. Anais

das Jornadas de Iniciacao Cientifica do IMPA, 18-42, 2004.

Mengue, J. - Ripoll, C. “A normalidade da Constante de Champernowne
b-ndria”. RMU. 38/39, 79-92, 2005

Postnikov, A. G. “Ergodic problems in the theory of congruences and
of diophantine approzimations” (Russo), Trudy Mat. Inst. Steklov. 82
(1966); Engl. trad., Proc. Steklov Inst. Math. 82, Americ. Math. Society,
Province, R.I., 1967.

Rauzy, G. “Nombres normaux et processus deterministes”. Acta Arith-

metica. 29, 211-225, 1976.

Renyi, A. “Representations for real numbers and their ergodic proper-

ties”. Acta Math. Acad. Sci. Hung. 8, 477-493, 1957.

Schmidt, W. M. “On normal numbers”. Pacifc J. Math. 10, 661-672,
1960.

118



[20] Shidlovskii, A. B. Transcendental numbers. Berlin: Walter de Gruyter,
1989.

[21] Shunji, I. - Shiokawa I. “A construction of f—normal sequences”. J.

Math. Soc. Japan. 27, 20-23, 1975.

[22] Sierpinski, W. “Démonstration élémentaire d’un théoréme de M. Borel
sue les nombres absolutment normaux et détermination effective d’un tel

nombre.” Bull. Soc. Math. France 45, 125-144, 1917.

[23] Weyl, H. « Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins”. Math. Ann.
77, 313-352, 1916.

119



