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Resumo

Nesta Tese de Doutorado se apresenta um estudo tedrico das fases anisotrdpicas (faixas) em sistemas
isotrépicos com intera¢cdes competitivas. Focamos nosso trabalho em sistemas que apresentam uma interagao
de curto alcance atrativa e uma interagdo de longo alcance repulsiva. Sistemas com estas carateristicas abun-
dam na natureza, por exemplo: filmes magnéticos ultrafinos, sistemas de elétrons fortemente correlacionados
e sistemas de copolimeros, s6 para mencionar alguns.

No segundo capitulo estudamos numericamente as propriedades de dois modelos com competicio.
Mostramos que além de algumas carateristicas obvias em comum, os dois modelos apresentam propriedades
bem diferentes na fase de baixa temperatura, contrario ao que normalmente se assume na literatura. Mediante
uma andlise de campo médio e campo médio mais pequenas flutuacdes estudamos os perfis das solugdes
de faixas. O que permite caracterizar magnitudes como o comprimento de modulagdo e a amplitude do
pardmetro de ordem, em fungdo da temperatura. E importante mencionar como a inclusdo das flutuagdes
muda dramaticamente os diagramas de fase, levando a transicdo da fase de faixas a fase desordenada de
continua, em campo médio, a fortemente descontinua quando consideramos flutuagdes. Também € estudado
neste capitulo as propriedades eldsticas do sistema de faixas, via o cdlculo do médulo de compressibilidade
das faixas. Foi observada uma anomalia na compressibilidade para baixas temperaturas em ambos sistemas
o que, como € explicado no texto, parece indicar um mecanismo mais geral para a anomalia do médulo de
Young.

Devido as fortes flutuagdes presentes em duas dimensdes ndo se observa ordem posicional de longo
alcance no limite termodindmico em sistemas formadores de faixas. No entanto, frequentemente nestas
condig¢des se percebe uma certa ordem orientacional das estruturas moduladas. Assim, o terceiro capitulo é
dedicado ao estudo da fase nemadtica em sistemas de faixas com interagdes competitivas. Aplicamos a Self
Consistent Screening Approximation a um modelo genérico com competi¢co e mostramos como a solugdo
nemadtica aparece em sistemas isotrépicos. Assim também € obtido que para temperaturas menores que
uma dada temperatura critica a solu¢co nemadtica tem menor energia livre que a solu¢do desordenada. Isto
estabelece a fase nemdtica como a fase termodinamicamente estdvel para 7' < T..

No capitulo 4 esclarecemos e generalizamos alguns dos resultados discutidos até esse momento
nesta Tese. O mesmo ¢ dedicado a estudar quais tipos de interagdes presentes no sistema ddo lugar ao
estabelecimento de uma fase nematica estavel em duas dimensdes, no limite termodindmico. Generalizamos

a teoria padrio da fusdo (melting) em sistemas de faixas e mostramos que € possivel mapear o problema
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original no estudo de um modelo XY generalizado. Desta forma, considerando resultados prévios da literatura
foi possivel estabelecer as propriedade criticas do comprimento de correla¢do orientacional e do pardmetro
de ordem nemdtico. No que se refere a ordem posicional do padrao de faixas € mostrado que, independente
do alcance das interagdes, uma fase com ordem posicional de longo ou quase longo alcance, é proibida em
duas dimensdes.

O capitulo final desta Tese estuda o problema da fusdo de sistemas quanticos de faixas. Para isso
se generalizam resultados obtidos no capitulo prévio, e novamente é possivel mostrar que se pode mapear
o problema original em um sistema de rotores quanticos. Tal mapeamento permite, utilizando resultados
prévios e outros obtidos pela primeira vez nesta Tese, deduzir a forma qualitativa dos diagramas de fases para
a ordem orientacional nos diferentes casos possiveis. Em particular discutem-se as propriedades dos modelos
efetivos resultantes, na regido critica quantica. Finalmente é estudado neste capitulo a possivel existéncia de
uma fase esmética para sistemas quanticos de faixas. Nossos resultados mostram que tal fase existe no limite
termodindmico apenas a temperatura zero. Considerando entdo que para flutuagdes quanticas suficientemente
fortes a ordem posicional é perdida, € natural concluir a existéncia de uma transico, entre a fase esmética e
a fase posicionalmente desordenada, para valores intermedidrios da intensidade das flutuagdes quanticas. Os
resultados obtidos mostraram que esta é de fato uma transi¢do quantica de segunda ordem, cujos exponentes

criticos foram calculados mediante as técnicas do grupo de renormalizagdo perturbativo.
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Abstract

This Ph.D. thesis presents a theoretical study of anisotropic phases (stripes) in isotropic systems with
competing interactions. We focus our work on systems which present a short range attractive interaction and
a long range repulsive interaction. Systems of this type are many in nature, for instance: ultra-thin magnetic
films, strongly correlated electron systems and copolymer systems, just to mention some of them.

In the second chapter we study numerically the properties of two models with competition. We
show that, besides some obvious features in common, both models present very different low temperature
behavior, in contrast to what is usually assumed in the literature. By means of a mean field and mean
field plus small fluctuations analysis, we study the stripe-solution profile, which allows us to characterize
quantities like the modulation length and the amplitude of the order parameter as a function of temperature.
It is remarkable how the inclusion of fluctuations changes drastically the phase diagrams, driving the stripe to
disorder phase transition from continuous, in the mean field approximation, to strongly discontinuous when
fluctuations are considered. Besides, we characterize the elastic properties of the stripe system by calculating
the compressibility modulus. We observe an anomaly in the compressibility for low temperatures in both
systems, which as explained in the text, seems to indicate a more general mechanism than that one recently
proposed for the anomaly of the Young modulus in these systems.

Due to the strong fluctuations present in two dimensions, is not observed long range positional order,
at moderate temperatures, in stripes systems. However, in this conditions it is usual to observe some degree
of orientational order for the modulated structures. In this context, the third chapter is dedicated to study
the nematic phase in stripe systems with competing interactions. We show by applying the Self Consistent
Screening Approximation (SCSA) to a generic model with competition, how the nematic solution appears
in isotropic systems, and how, for temperatures lower than the critical temperature, the nematic solution has
lower free energy than the disordered solution. This establishes the nematic phase as the thermodynamically
stable phase for 7' < T..

Chapter 4 of this work clarifies and generalizes some of the results discussed until then in the thesis.
It is dedicated to study which types of interactions gives rise to a stable nematic phase in two dimensions
in the thermodynamic limit. We provided a generalization of the standard theory of orientational melting in
stripe systems. This generalization allows to maps the original problem into a generalized XY model. In this

way, taking into account known results in the literature, we deduce the critical properties of the orientational
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correlation length and the nematic order parameter. Additionally, it is shown that a phase with positional long
range or quasi long range order is forbidden at any finite temperature.

In the last chapter, we focus on the study of the orientational and positional melting of quantum
stripe systems. Our calculations shows that, in perfect analogy with our previous results, it is possible to map
the original problem to a problem of quantum rotors. This mapping allows to use some previous results, and
some news to deduce a qualitative phase diagrams for the orientational properties of the system for all pos-
sible cases. We also pay particular attention to the properties of the effective model in the quantum critical
region. Finally, in this chapter we study the existence of a smectic phase in quantum stripe systems. Our
results show that such a phase is stable only at zero temperature. Considering then that at strong enough
quantum fluctuations the positional long range order is destroyed, it is natural to infer the existence of a tran-
sition between the smectic phase and the positionally disordered phase at intermediate value of the quantum
fluctuation strength. The presented results show that such transition is in fact a second-order phase transition,

whose critical exponents were calculated by means of perturbative renormalization group techniques.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 1

Capitulo 1

Introducao

Sistemas fisicos em que o pardmetro de ordem forma padrdes estendidos espacialmente sdo comuns
na natureza. Exemplos vdo desde sistemas da fisica do estado sélido, como filmes magnéticos ultrafinos [1, 2]
e sistemas de elétrons fortemente correlacionados [3, 4] até sistemas da matéria condensada mole como
mono-camadas de Langmuir [5], co-polimeros de di-bloco [6, 7] (Figura 1.1) e sistemas com carogo mole [8,
9]. Encontram-se nestes sistemas padroes tais como: faixas, bolhas, estruturas lamelares, padro€s labirinticos,
etc. Uma caracteristica comum neles é a presenca de frustracdo proveniente da estrutura da rede ou da
competicdo entre uma interacdo atrativa de curto alcance e outra repulsiva de longo alcance [10, 11].

Embora algumas propriedades gerais destes sistemas sejam bem conhecidas, como o diagrama de
fases na aproximacao de campo médio ou a varia¢do do pardmetro de ordem perto da temperatura de transicao
(separagdo de fases) [12, 13, 14], o comportamento a temperaturas mais baixas tem sido menos explorado.
Um exemplo disso € a recentemente reportada reentrancia no diagrama de fases de sistemas ferromagnéticos
dipolares frustrados em um campo magnético externo [15, 16].

Assim mesmo a existéncia ou ndo de fases que apresentem ordem posicional e ou orientacional é
ainda discutida. Logo que a separacdo de fases acontece num sistema de faixas, é geralmente observado
um estado rico em defeitos topoldgicos (Figura 1.1, (a) e (d)) que apresentam grande mobilidade. Nestas
condi¢des as simetrias orientacional e translacional sdo restauradas pelo desordem numa fase chamada de
liquido de faixas. Esse estado tem como caracteristica uma funcdo de correlacio estendida (sem picos de
Bragg) que apresenta um maximo tipico num suporte circular no espaco de momentos, o que de novo revela
a presenca das simetrias orientacional e posicional [17].

A partir deste ponto a diminuicao da temperatura, dependendo das interagcdes presentes no sistema,

pode dar lugar a uma fase onde os defeitos, ja4 quase imdveis, impedem a ordem posicional (cristalina).



CAPITULO 1. INTRODUCAO 2

Figura 1.1: Padroes de faixas de estruturas lamelares (esquerda) e cilindricas (direita) em filmes finos de co-
polimeros: (a) e (d), imagens de microscopia eletronica de varredura dos padrdes de faixas, (b) e (e), secdo
transversal para cada sistema, e (c) e (f), representacio esquematica do ordenamento molecular.
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Figura 1.2: Evolucdo do fator de estrutura com o aumento da temperatura numa simulacdo de Langevin de
um modelo de filme magnético ultrafino. [17]



CAPITULO 1. INTRODUCAO 3

No entanto, o sistema consegue quebrar a simetria orientacional e se estabelece a chamada fase nematica.
Nesta fase a fung@o de correlacdo no espago de momentos nao revela uma ordem cristalina, mas no suporte
antes circular onde achavam-se os maximos, agora sobressaem dois maximos isolados na dire¢do normal a
orientagdo média das faixas. Para ilustrar este ponto a Figura 1.1 mostra a evolugdo do fator de estrutura ao
diminuir a temperatura logo que a transi¢io acontece [17].

A possibilidade de existéncia de uma fase com ordem posicional de longo alcance em tais sistemas
bidimensionais tem sido estudada e em geral € aceito que esse tipo de ordem ¢ proibida em duas dimensdes.
No entanto a ordem posicional de quase longo alcance (correlagdes posicionais que decaem como leis de
potencia) ndo é proibida. De fato tem sistemas onde ainda hoje a comunidade cientifica discute se as ob-
servagOes experimentais sdo resultado da presenca de uma fase esmética (ordem posicional de quase longo
alcance) ou de uma fase nematica.

Nos ultimos anos tém crescido o interesse no estudo da fase nematica [18], devido ao fato de que
estados com esse tipo de simetria t&€m sido observados em sistemas de elétrons fortemente correlacionados [3]
tais como sistemas Hall quéntico, compostos rutenados, cupratos e supercondutores de alta temperatura [19].
Se a fase nematica é determinante para descrever as propriedades de transporte exdticas de tais materiais €
ainda uma pergunta em aberto. No entanto, hd uma quantidade crescente de dados experimentais sugerindo
que a fisica da fase nematica pode estar intimamente relacionada com o comportamento de ndo liquido de
Fermi em estados metélicos anisotrépicos.

Evidencia clara de uma fase nemética eletronica aparece em sistemas eletronicos bidimensionais
de alta mobilidade em hétero-estruturas de GaAs/GaAlAs a temperaturas extremamente baixas e campos
magnéticos moderados [20, 21]. Assim mesmo, para campos magnéticos altos a fase de efeito Hall quéntico
fracciondrio domina a fisica do primeiro nivel de Landau, a fase nemadtica aparece quando o nivel de Fermi se
encontra aproximadamente a metade entre o terceiro nivel de Landau e niveis superiores. A assinatura mais
evidente do efeito Hall quantico fracciondrio nemadtico € a forte dependéncia na temperatura das propriedades
de transporte anisotrépicas.

Em um contexto completamente diferente, dominios de faixas com ordem ferromagnético sao ob-
servadas em filmes magnéticos finos com anisotropia perpendicular [2, 22, 23, 24]. Por exemplo, em mono-
camadas de ferro sobre um substrato de cobre, se observa uma dependéncia complexa com a temperatura do
padrdo de faixas da magnetizac@o o qual apresenta um grande nimero de defeitos topoldgicos. A ordem ne-
matica nestes sistemas foi proposta ao analisar modelos de ferromagnetos frustrados, analiticamente [25, 26]

assim como também via simula¢des Monte Carlo [17, 27].
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Esses fatos entre outros nos motivaram a estudar alguns dos aspectos menos entendidos das propri-
edades das fases moduladas em sistemas com interacdes competitivas. Assim no segundo capitulo desta tese
¢é apresentado um estudo completo de dois modelos “coarse-grain” formadores de faixas muito conhecidos.
Tais modelos vém definidos pela forma especifica do espectro de flutuagdes, o qual determina a existéncia
e o tipo de transi¢do, pelo menos a nivel de campo médio. E definida uma forma funcional para a energia
livre, apropriada na analise de baixas temperaturas de magnitudes como os perfis de magnetizacdo e o com-
primento de modulacdo. Além disto, foi possivel a constru¢do do diagrama de fases em todo o intervalo
de temperaturas. Mostramos resultados na aproximagdo de campo médio e ainda quando pequenas flutua-
¢oes sdo incluidas. A implementacdo numérica eficiente das solugdes permitiu o cdlculo das magnitudes de
interesse com grande precisdo.

O tercer capitulo mostra que o nivel minimo de aproximagao para a obtencdo e estudo da transi¢do
isotrépica-nemadtica em sistemas com interagcdes competitivas é a chamada self-consistent screening appro-
ximation (SCSA). Neste capitulo consideramos o modelo de Brazovskii em duas dimensdes e calculamos a
fungdo de correlagcdo na SCSA, que consiste num tratamento perturbativo a dois lagos numa expansido em
diagramas de Feynman das magnitudes de interesse. Isto permite o cdlculo da fun¢do de correlagdo auto-
consistentemente. Mostramos que hd uma temperatura critica na qual o sistema espontaneamente quebra a
simetria rotacional, o que justamente sinaliza a transi¢cdo isotrépica-nemdtica. Na literatura conhecida esta
é a primeira vez que consegue-se estudar a transi¢do nemadtica partindo de um Hamiltoniano microscépico.
Outros enfoques prévios [25, 26, 28], embora exitosos do ponto de vista fisico, partem usualmente de um
Hamiltoniano efetivo com a simetria j4 quebrada. Desta forma fica claro quais sao os ingredientes minimos
de um modelo microscépico para se obter a transi¢do isotropica-nematica.

No quarto capitulo desta tese estudamos primeiramente a ordem posicional em sistemas com intera-
¢des competitivas. Mostramos mediante a aproximacao eldstica e levando em conta a forma exata do espectro
de flutuagdes que para nenhum par de interacdes em competéncia o sistema se ordena posicionalmente, ou
seja, ndo existe ordem posicional de longo alcance nem de quase longo alcance no limite termodindmico.
Até onde nos conhecemos, essa andlise s6 tinha sido feita substituindo a interag@o repulsiva original por uma
interagdo efetiva de curto alcance, o que trazia duvidas sobre a validade dos resultados obtidos. Logo depois
estudamos que tipos de interacdes dao lugar a uma fase nemadtica estdvel no limite termodindmico. Neste
sentido o quarto capitulo corrige os resultados do capitulo trés, onde se estuda a transi¢do nemadtica num
modelo genérico com competicdo. Para isso desenvolveu-se uma técnica de cdlculo que permite a inclusdo
explicita dos defeitos topoldgicos de mais baixa energia e seus efeitos, no processo de fusdo da ordem ori-

entacional nos sistemas de faixas. Como consequéncia mostramos que € possivel mapear o modelo original
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num modelo XY generalizado. Como veremos esse mapeamento por sua vez possibilitou a caracterizagao
das propriedades criticas da transi¢do isotropica-nematica, incluindo a determinac¢do dos exponentes criticos.

Uma das carateristicas da teoria desenvolvida no capitulo quatro, para a fusdo orientacional de siste-
mas de faixas, é permitir de forma natural a inclusdo de flutuagdes quanticas no sistema. Tais flutuacdes sdo
de considerdvel importincia em sistemas de baixa dimensionalidade e em regimes de “baixa” temperatura.
O papel dos efeitos quanticos nestas condi¢des € ineludivel e desta forma, o quinto capitulo da presente tesse
¢ dedicado ao estudo das propriedades topoldgicas dos sistemas quanticos de faixas. A teoria desenvolvida
novamente mostrou que é possivel mapear o problema original, no estudo da fase ordenada de um sistema
de rotores (quénticos), com intera¢des de curto ou longo alcance dependendo do caso. Como consequéncia
obtiveram-se os diagramas de fase qualitativos da fase nematica para cada tipo de sistema. As principais
caracteristicas das transi¢des quanticas sdo discutidas no texto, em particular discute-se a determinacdo dos
exponentes criticos de tais transicdes. A continuacgdo foi estudada a estabilidade da fase com ordem po-
sicional de longo alcance (esmética) nestes sistemas. Como resultado, em concordincia com a literatura,
concluimos que a zero temperatura a fase esmética é estavel e portanto, como minimo num regime de flutua-
¢des quanticas fracas o sistema se encontra nesta fase. Por outro lado, no limite de flutuacdes quanticas fortes
a ordem posicional é perdida, desta forma € natural assumir que acontece uma transicao da fase esmética a
fase posicionalmente desordenada, para valores intermedidrios do pardmetro que carateriza a intensidade das
flutuacdes quanticas. Com o objetivo de caraterizar tal transicao de fases foi construida, apds uma analise das
teorias eldsticas conhecidas, uma acdo efetiva para a descri¢do da transicdo de fases no sistema. A conclusdo
obtida foi que esta transi¢cdo € uma transicdo quantica de segunda ordem, para a qual usando as técnicas do
grupo de renormalizacao perturbativo, foram calculados exponentes criticos ndo triviais.

Finalmente, forma parte de esta tese o capitulo de conclusdes e perspectivas, no qual se resumem os
principais resultados de cada capitulo e se coloca em contexto o nosso trabalho na literatura atual. Além disso,

se apresenta uma lista das publicacdes cientificas do autor da tese, assim como o seu curriculo atualizado.
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Capitulo 2

Estudo comparativo de modelos

formadores de faixas

Neste capitulo faremos um estudo comparativo de dois modelos bem conhecidos. Ambos podem ser
pensados como limites continuos de modelos microscépicos. O primeiro tem sido usado para descrever filmes
magnéticos finos com forte anisotropia perpendicular e o segundo para estudar a instabilidade de convectiva
de Rayleigh-Bénar. Regularmente se assume na literatura que ambos modelos apresentam essencialmente o
mesmo comportamento critico. Ao invés disso, mostraremos que exceto algumas caracteristicas obvias em
comum, os dois modelos apresentam diagramas de fase muito diferentes e comportamentos diferenciados
em quantidades como o comprimento de modulacdo. Ao agregar flutuacdes aos resultados de campo médio
mostramos que a natureza da transi¢do de fase muda e o comportamento de magnitudes chaves, como a
magnetizacdo, variam drasticamente.

Uma caracteristica importante de sistemas formadores de faixas com interacdes de longo alcance é
a dependéncia com a temperatura do comprimento de modulac@o e a largura da parede de dominio. No6s
calculamos a dependéncia com a temperatura do comprimento de modulacio, verificamos a bem conhecida
dependéncia quadratica perto da temperatura de transi¢do e mostramos que os nossos resultados se comparam
muito bem com dados experimentais recentes até a regido de baixas temperaturas.

Finalmente, motivados por trabalhos recentes numa hipétese de escala para sistemas com fases mo-
duladas, calculamos uma fung¢éo de resposta, a compressibilidade das faixas, e mostramos que ela apresenta
um comportamento andmalo para baixas temperaturas. Esses resultados sdo coerentes com as predi¢des da

teoria de escala, para sistemas com interagdes competitivas tipo leis de poténcia. Interessantemente, a forma
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geral proposta pela teoria de escala parece funcionar também no caso de um modelo que nio apresenta intera-
¢oes de longo alcance, o nosso modelo 2, definido mais adiante. Isso sugere um maior rango de aplicabilidade

da relacdo de escala proposta para sistemas formadores de faixas.

2.1 Aproximacao de campo médio incluindo flutuacoes

Vamos estudar um modelo genérico em duas dimensdes definido pela energia livre “coarse-grained”:

g = %ﬂ/d%ﬁ (%)2+ 251a2 /d%z/d%? (D) J(T — 2)b(@') +

1 2 o(x)
25a2/d$8(¢0>, 2.1)

onde a fungdo S(z) = (1+x) In(1+x)+(1—z) In(1—2z)—21In 2. Além disso, a representa o espacamento da

rede, 8 = 1/kpT é o inverso da temperatura multiplicada pela constante de Boltzmann, + e § sdo constantes
fenomenoldgicas e ¢g € o valor de saturagdo do pardmetro de ordem.

O primeiro termo favorece a configuragdo homogénea do pardmetro de ordem ¢ e o segundo termo
representa a interacéio repulsiva. Que dependendo da forma de J(Z) pode-se considerar de curto ou longo
alcance. Ambos os termos podem ser considerados como o limite continuo de intera¢des microscopicas,
como por exemplo a interacdo de troca e a dipolar nos filmes magnéticos finos [13] ou a separagdo da carga
devido a repulsdo coulombiana em sistemas eletronicos de baixa dimensionalidade [4]. O terceiro termo
corresponde a entropia de campo médio. Este Hamiltoniano efetivo pode ser formalmente obtido via uma
transformacdo de Hubbard-Stratonovich [29] seguida de um processo de mediacdo microscépica (“coarse-
grain”) sobre um modelo de Ising com interacdes de curto e longo alcance (representada pelo termo ndo
local). Um outro procedimento comum assume uma expansdo para o termo da entropia ao redor de ¢ = 0,
o qual conduz ao conhecido potencial de duplo poco [29]. N6s vamos considerar neste capitulo a forma
funcional exata de S(x) o que permite o calculo do digrama de fases até baixas temperaturas.

Escrevendo a parte quadrética de (2.1) no espaco reciproco e normalizando o pardmetro de ordem ao

seu valor de saturag@o temos:

2 - o 1
H[¢] = %/d% Ak) oz i+ 257/de S(z), (2.2)
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onde o espectro de flutuacdes vém dado por:

A(R) = vk + %J(E). (2.3)

Neste trabalho consideramos sistemas nos quais o espectro de flutua¢des tem um tnico minimo iso-
trépico num vetor de onda ndo nulo ky. Se A(ko) < 0 o sistema desenvolve estruturas moduladas. Mediante

algumas transformacdes adicionais € possivel expressar o Hamiltoniano efetivo na forma adimensional:

H L Vo
E[f’] _ / 2T A() e 5+ / PES(6(2)), 2.4)
onde
gy - A
o Alkko)
A= Taw)
B = ¢plAlko)|ksp. 2.5)

Desta forma todas as magnitudes envolvidas na expressdo (2.4) sdo adimensionais exceto a energia caracte-
ristica Ej. Esta € a forma da energia livre usada na aproximagdo de campo médio usada neste trabalho.

As solugdes de campo médio de (2.4) sdo dadas por:

dH{g]
5¢(7)

=0. (2.6)
$=(¢)

As flutuagoes na aproximagio de campo médio podem ser introduzidas considerando que ¢ = (@) +

1) e que as novas solugdes sdo dadas pela equagdo:

SHI(S) + ]\
< 56(®) >‘0’ @D

onde a média é realizada sobre o campo de flutuagoes.

2.1.1 Solucoes de faixas

E bem conhecido que, na auséncia de campos externos as solu¢des que minimizam a energia livre

do modelo (2.4) correspondem a modulagdes numa dimensdo do pardmetro de ordem, ou seja, solucdes de



CAPITULO 2. ESTUDO COMPARATIVO DE MODELOS FORMADORES DE FAIXAS 9

faixas em d=2, as que podem ser escritas como:

é(x) = ; m; sin (27r(2i + 1)%) , 2.8)

onde A é o comprimento de modulagdo. Em todos os nossos célculos o niimero mdximo de modos conside-
rado foi 4,4, = 60. Isso permitiu a caracterizagdo completa dos perfis de modulacdo, como veremos nas
proximas secdes.

A equagdo de estado em campo médio (2.6) € no nosso caso:
h Q d2E 7.EfA
¢(x) = tanh | -0 W@ (k)or| - (2.9)

Para obter a solugdo a uma temperatura dada, as equacdes (2.8) e (2.9) se resolvem para um \ dado.

Logo, a energia livre ¢ minimizada respeito de A para obter a solucéo final.

2.1.2 Solucoes de faixas incluindo flutuacoes

Até segunda ordem nas flutuacdes, a equagdo (2.7) é dada por:

56@) B =0. (2.10)

SH[(¢)] 12
(

Para resolver esta equagio a flutuagdo quadratica média local (1)2)(Z) tem que ser calculada. Procedemos
entdo da seguinte forma: vamos considerar o campo ¢(Z) na presenca de um campo molecular desconhecido
devido ao resto do sistema.

A fung@o de particdo de um sitio sé no campo externo h é:

1
2(h) = / o exp [0, )], @.11)

onde

BHy(h ) = —fho-+ 3 [(1+6)In(1 +9)
+ (1-¢)In(1—-¢)—1n2].
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Figura 2.1: Relagdo local entre a amplitude das flutuagées e o valor médio do pardmetro de ordem.

Entao,

@0 = i [ dboesp(=pHh.0)
@) = g [ 466 exp(=pHh.0)
WA(R) = (&*)(h) = (8)(h)*, (2.12)

E claro que o valor do campo local molecular & continua desconhecido. Numericamente, nés podemos
considera-lo como um pardmetro livre e determinar parametricamente a relacdo ndo trivial entre a media
quadritica das flutuagdes (¥?)(¢) e o valor médio local do parimetro de ordem. A relagdo paramétrica
do sistema (2.12) é mostrada na Fig.2.1. E importante notar que, como resultado da dependéncia com a
temperatura do potencial usado, a relagio entre (1)?) e (¢) é independente da temperatura.

A equacio de estado incluindo o campo de flutuacdes se escreve entdo:

¢(x) = tanh [—B / (gjr];eig‘ffi(k)@; + 2zp12(_¢((;2)()17¢))§f) . (2.13)

Neste nivel de aproximagao o efeito das flutuagdes € agregar um novo termo no campo efetivo, o qual

tende a elevar o perfil do pardmetro de ordem na regido que corresponde as paredes de dominio. Isso significa

que quando o efeito das flutuagdes estdo presentes os perfis devem ser mais abruptos e correspondentemente
as paredes de dominios ser mais finas.

No que segue vamos aplicar o método descrito anteriormente para resolver as equacdes(2.9) e (2.13)

para dois modelos bem conhecidos que apresentam fases de faixas.
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2.2 Diagramas de fase

Vamos focar nosso estudo em sistemas que apresentam interagdes isotrépicas, o que significa A(k) =
A(k). Devido a nossa selegdo de varidveis adimensionais, o minimo do espectro de flutuagdes é alcangado
emk = 1eassim A(1) = —1. Os modelos estudados sdo definidos por expressdes particulares para o

espectro de flutuagdes. O primeiro modelo considerado (modelo 1) € definido por [12, 16, 30]:
A(k) = —1+a(k — 1), (2.14)

e o segundo (modelo 2) por [31]:

A(k) = =1 +a(k* — 1) (2.15)

O modelo 1 apresenta uma dependéncia linear em \]; | para valores pequenos de k, ou seja € ndo analitico.
E um modelo bom na descricdo de filmes finos ferromagnéticos com forte anisotropia perpendicular, nos
quais a interagdo ferromagnética de troca compete com a interacao dipolar de longo alcance [32]. O modelo
2 ¢ conhecido como modelo de Swift-Hohenberg, e foi introduzido para descrever a fisica na instabilidade
convectiva [31, 33]. Alternativamente, ele representa o limite continuo de um sistema com interagdes atrativas
a primeiros vizinhos e repulsiva a segundos vizinhos [34, 35]. Embora que os dois modelos sejam similares
por ter um minimo num vetor de onda ndo nulo no espaco reciproco, ambos mostram importantes diferencas,
as quais sdo mostradas a continuagdo. *

Até onde n6s temos conhecimento uma comparacgio detalhada de modelos de este tipo ndo tem sido

feita até agora e isso leva frequentemente a conclusdes erradas sobre os seus comportamento.

2.2.1 Modelo 1

A figura 2.2 mostra o comportamento do diagrama de fases para o modelo 1. O pardmetro a é

proporcional a curvatura do espectro de flutuagdes no vetor de onda do minimo:

2
I S 1)

AR k> 210

k=ko

*No enfoque cldssico da teoria de Landau a transi¢ido de campo médio é dominada pelo modo mais instdvel ko, o qual corresponde
ao vetor de onda que minimiza o espetro de flutuagdes. Perto da transicdo (k — ko) é pequeno e € fécil ver que o modelo 2 se reduz
ao modelo 1. Entdo a transicdo em campo médio da essencialmente os mesmos resultados em ambos modelos. No entanto, assim que
a temperatura € reduzida abaixo da temperatura de transi¢@o, outros modos entram em cena e novos fendmenos acontecem, como por
exemplo a dependéncia do comprimento de modulagdo com a temperatura.
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Figura 2.2: Diagramas de fase para o modelo 1. As linhas pontilhadas representam curvas de igual compri-
mento de modulacdo (A) . Os pontos representam os resultados da solu¢do numérica. Esquerda: Diagrama de
fase em campo médio. A linha superior continua corresponde a uma transicao continua entre a fase modulada
e a fase desordenada. Direita: Diagrama de fase incluindo flutuagdes. A linha superior continua corresponde
a uma transicdo descontinua entre a fase modulada e a fase desordenada.

Note que, devido a nossa eleicdo das varidveis adimensionais, a dependéncia com a temperatura ja esta
incluida em [;’, definida como o inverso de T'/T,. Esta é a causa de que a linha critica seja horizontal (Figura
2.2, esquerda). Esta linha define uma transicdo de segunda ordem entre fase modulada de baixa temperatura
e fase desordenada de alta temperatura.

As linhas pontilhadas representam linhas de iguais comprimentos de modulagdo A. De fato, para a
fixo o comprimento de modulag@o diminui monotonamente conforme a temperatura aumenta até 7., assim
curvas mais proximas a linha critica correspondem a valores menores de A. A dependéncia completa do
comprimento de modulacdo se mostra na Figura 2.3 (pontos), a qual mostra uma variagdo continua com a
temperatura e como o valor assintdtico do comprimento de modulagdo corresponde ao minimo do espectro
de flutuagdes.

O diagrama de fases do modelo 1 incluindo flutua¢des se mostra na Figura 2.2 (direita). A simples
vista ele € similar ao do campo médio. A temperatura critica diminui, como se espera quando flutuacdes sdo
inclusas. A diferenga principal quando as flutuagdes sdo levadas em conta é que a transicao € descontinua,
isso quer dizer que as flutuagdes mudam a natureza da transi¢do. Neste caso, a linha critica foi construida
com as temperaturas onde a diferenga entre as energias livres da solu¢do desordenada e a modulada, troca de
sinal. Isso carateriza uma transicéo de primeira ordem induzida por flutuacdes.

O comportamento das linhas de comprimento de modulag@o constante é diferente daquelas do campo
médio. Na Figura 2.2 a esquerda todas as linhas de \ constante se aproximam do valor limite A = 1 em 7,
o valor que corresponde ao minimo do espectro de flutuagdes A(k), como pode ser visto na Figura 2.3

(esquerda, pontos superiores). Quando as flutuacdes sdo incluidas a linha de transi¢do ndo € mais uma linha
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Figura 2.3: Esquerda: Dependéncia com a temperatura do comprimento de modulacgdo () do modelo 1 para
a = 1, normalizado ao valor correspondente ao minimo do espectro, A\y. Pontos inferiores e superiores
correspondem aos resultados com e sem flutuagdes incluidas, respectivamente. As curvas continuas repre-
sentam o melhor ajuste dos resultados numéricos pela funcionalidade proposta (2.17). A curva inferior é
interrompida produto da transi¢do a fase desordenada. Direita: Dependéncia com a temperatura da ampli-
tude de modulagdo (M) para o modelo 1 com @ = 1. A linha inferior continua corresponde a solucdo de
campo médio e a superior ao caso com flutuagdes incluidas. Os pontos representam os resultados da solug¢do
numérica.

de comprimento de modulagdo constante (Figura 2.2, direita). Nesse caso o comprimento de modulagéo é
uma funcio decrescente de a sobre a linha.

E sabido que o comprimento de modulagio cresce quadraticamente com a temperatura perto da
transi¢do [16, 36], no entanto o comportamento de baixa temperatura de A ¢ menos conhecido. Baseado em
andlises de escala de outros autores, Mentes et al. [37] propuseram um ajuste numérico para os seus dados
de sistemas de faixas em filmes de Pd/W(110). A funcionalidade proposta, que leva em conta efeitos das

flutuagdes sobre a energia interna da interface e sobre a largura da parede de dominio € a seguinte:

AMT) = Xo+a(l —bT) exp(—cT). (2.17)

Na Figura 2.3 a esquerda mostramos os resultados obtidos diretamente da nossa solu¢do numérica (pontos)
conjuntamente com o melhor ajuste da equacdo (2.17) (linha sé6lida) nas duas aproximagdes, campo médio e
campo médio mais flutuagdes, mostrando que a expressdo (2.17) motivada fisicamente € compativel com os
nossos dados numéricos.

Na figura 2.3 a direita se mostra o comportamento da amplitude da solugdo modulada. A temperatura
no eixo horizontal é escalada a temperatura critica da solu¢do de campo médio. Um fato notavel é que a

transi¢cdo de primeira ordem induzida por flutua¢des é muito forte. Note que a amplitude se mantém em altos
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Figura 2.4: Dependéncia com a temperatura da largura da parede de dominio (£) normalizada com o com-
primento de modulagdo (A) para o modelo 1 com a = 1. O limite desta magnitude para uma fungdo seno
perfeito (modo tnico) € representado por uma linha horizontal. A curva continua superior corresponde a so-
lugdo de campo médio e a inferior a quando as flutuagdes sdo incluidas. Os pontos representam os resultados
da solugdo numérica.

valores em toda a fase modulada, até que a transi¢do tem lugar. Isso é também refletido no comportamento
da largura da parede de dominio, a qual se mostra na figura 2.4.

A defini¢do usada para a largura da parede de dominio foi

572f0 zdx

It 1

(2.18)

Onde a fung@o peso f(z) é f(x) = M — ¢(x), e M corresponde ao mdximo valor do perfil de ¢(x).
Em nossa defini¢do de ¢(x) fixamos a fase da modulagéo, tomando ¢(0) = 0 e ¢(x) positiva no intervalo

(0, A). Por exemplo, para um perfil senoidal, a largura da parede de dominio seria:

§ fog El — sin(6))0do
A7 (1 —sin(0))de

~ 0.1303. (2.19)

Esse valor pode-se considerar uma cota superior para a largura da parede de dominio, correspondente
a aproximagdo de modo dnico. Nas figuras 2.4 e 2.7 este valor foi indicado com uma linha horizontal. Desta

forma podemos ter uma ideia de quanto os perfis sdo similares a uma func¢io seno quando a transi¢cao acontece.
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Figura 2.5: Esquerda: Diagrama de campo médio para o modelo 2. As linhas pontilhadas representam
curvas de iguais comprimentos de modulag@o (A). A linha continua superior corresponde a uma transi¢do de
segunda ordem entre uma fase modulada e outra desordenada. A linha inferior continua define uma transi¢do
entre a fase modulada e a fase uniforme. Os pontos representam os resultados numéricos. Direita: Energia
livre do modelo 2 como fun¢do do comprimento de modulacdo para diferentes temperaturas. As duas curvas
mais acima mostram um tnico minimo para A levemente menor do que 1 (fase modulada). Nas duas curvas
inferiores um segundo minimo a direita da figura aparece, sinalizando uma transi¢ido descontinua a um estado
uniforme.

2.2.2 Modelo 2

O diagrama de fase de campo médio para o modelo 2 se mostra na Figura 2.5 a esquerda. Uma
diferenca importante com respeito ao diagrama correspondente ao modelo 1 € a presenca de uma fase uni-
forme para T" e a pequenas. Este diagrama possui alguma similaridade com diagramas de fase de modelos
anisotropicos com interagdes competitivas de curto alcance, como o modelo ANNNI [38]. No entanto, di-
ferentemente do modelo ANNNI, no nosso caso nao existe uma transi¢ao direta da fase uniforme a fase
desordenada, pelo menos até valores muito pequenos do a, onde a precisdo do nosso algoritmo falha. O
que se observa € uma sequencia de duas transicdes com o aumento da temperatura. A linha de transi¢do da
fase modulada a fase uniforme define uma transi¢ao descontinua onde o comprimento de modulacao diverge,
como pode-se observar na figura 2.5 a direita. Note que na regido de modulacdes a energia livre mostra um
Unico minimo num comprimento de modulacdo A finito, mas conforme a temperatura diminui um segundo
minimo afastado a direita aparece. Numericamente, este minimo é compativel com um valor infinito de A,
tipico de uma soluciio homogénea.

A figura 2.6 a esquerda mostra que o diagrama de fases do modelo 2 quando flutuagdes a solucdo de
campo médio sdo incluidas. Como no caso do modelo 1, um primeiro efeito das flutua¢des é deprimir a linha
de transicdo entre a fase modulada e a desordenada.

As curvas de A constante (linhas pontilhadas) para o modelo 2 na aproximagado de campo médio sdo

mostradas na Figura 2.5 (esquerda). Elas se aproximam suavemente a linha critica como no modelo 1, de
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Figura 2.6: Esquerda: Diagrama de fases para o modelo 2 incluindo flutua¢des. As linhas pontilhadas re-
presentam curvas de iguais comprimentos de modulacdo (A). A linha superior corresponde a uma transi¢do
de primeira ordem a uma fase desordenada. Abaixo da linha continua inferior a fase homogénea tem menor
energia livre que a fase modulada. Note que a nova forma das curvas com A constante implicam um compri-
mento de modulagdo crescente com a na transi¢do. Os pontos representam os resultados da solu¢do numérica.
Direita: Dependéncia do comprimento de modulag@o (A) com a temperatura para o modelo 2 com a = 0.5.
Os pontos superiores e inferiores correspondem aos resultados sem e com flutuagdes respectivamente. As

curvas continuas representam o melhor ajuste dos resultados pela funcionalidade proposta (2.17). A linha
inferior € interrompida a causa da transicdo a fase desordenada.

tal forma que curvas superiores correspondem a valores menores de \. O comprimento de modulac¢do na
transicao € independente de a e se corresponde com o valor do minimo do espectro de flutuagdes. Por outro
lado quando as flutuacdes sdo incluidas a forma das linhas de igual A mudam, como mostra a Figura 2.6 a di-
reita. Embora curvas superiores se correspondam com valores menores do comprimento de modulagdo, neste
caso o comprimento de modulagdo sobre a linha de transi¢do é uma funcgao crescente de a, diferentemente do
modelo 1 onde A na transicdo € uma fun¢ao decrescente do parametro a.

Na Figura 2.6 (direita) é mostrado o comportamento do comprimento de modulacdo com a tempera-
tura do modelo 2. Note que neste caso os valores de A se mantém bem préximos de )\, o valor na transicao.
O que significa que neste modelo o comprimento de modulag@o tem uma dependéncia fraca na temperatura.
Isso é uma diferenga importante com o modelo 1. No entanto, como se mostra pelas linhas sélidas na mesma
figura, o ajuste com a expressdo (2.17) ainda funciona muito bem.

O comportamento da largura da parede de dominio para o modelo 2 se mostra na figura 2.7. Compa-
rando com a figura 2.4 para o modelo 1, observamos que neste modelo os perfis sdo sempre muito parecidos
com uma funcdo seno, ainda a temperaturas baixas. Além disso, as flutuagdes parecem néo ter importancia
para o comportamento da largura da parede de dominio, a diferenga com modelo 1. Por outro lado a ampli-
tude da modulagdo se comporta similarmente 2 do modelo 1 com flutuag¢des incluidas, ficando no valor de

saturacdo praticamente até que a temperatura de transicdo € alcangada. O fato de que no modelo 2 os perfis
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Figura 2.7: Dependéncia com a temperatura da largura da parede de dominio () normalizada a0 comprimento
de modulacéo (\) para a = 0.5 no modelo 2. O valor limite desta magnitude para perfil senoidal perfeito é

representado por uma linha horizontal. A curva superior corresponde a solu¢do de campo médio e a inferior
a solugdo com flutuagdes incluidas. Os pontos representam os resultados da solu¢do numérica.

se mantenham muito perto do modo tnico pode ser entendido devido a presenca da contribui¢do quartica no
espectro de flutuagdes o qual implica que a energia requerida para excitar harmdnicos superiores a baixas

temperaturas ¢ maior que no caso quadratico do modelo 1.

2.3 Comportamento anomalo da compressibilidade das faixas

Uma medida da compressibilidade do sistema de faixas pode ser obtida através do médulo de com-
pressdo ou médulo de Young B(T). Esta magnitude estd relacionada com o custo energético do desvio do
comprimento de modulagio de equilibrio (A(7')) e define-se como [32]:

5 O?°F(\,T)

B(T) = \(T)* =5

. (2.20)
A(T)

Assim calculamos o médulo de compressdo diretamente da energia livre F(A,T). Recentemente
Portmann et al. [32] propuseram relagdes de escala para sistemas com fases moduladas. Uma relacdo para o
médulo de compressibilidade foi obtida em termos do comprimento de modulac@o de equilibrio (A(T)) e da
amplitude de modulaggo (M (T)):

B =cM(T)*\T)%, (2.21)

onde ¢ é uma constante e A é um expoente relacionado com as dimensdes do sistema e a natureza micros-

coOpica das interagdes. Uma das predigdes das relacdes de escala proposta é o comportamento andémalo do
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modulo de Young quando o expoente A é negativo. Este é o caso, por exemplo, do ferromagneto dipolar frus-
trado em duas dimensdes que tem uma energia livre tipo a do modelo 1 deste trabalho. Interessantemente,
Portmann e colaboradores encontram o mesmo tipo de relacdo de escala para o comportamento do campo
magnético critico como fung@o do comprimento de modulagdo [32]. Isto implica uma reentrancia ou transi-
¢do inversa no diagrama campo externo contra temperatura para baixas temperaturas para todos os sistemas
com um valor negativo do A. Esse resultado interessante é verificado por experimentos em filmes ultrafi-
nos de Fe/Cu(001) do mesmo grupo [39], e foi reportado em um modelo Ginzburg-Landau para o mesmo
sistema [16].

Na Figura 2.8 se mostram os resultados do célculo direto do médulo de compressibilidade (curvas
continuas) para os modelos 1 e 2 via equagfo (2.20). O comportamento tipico de B(7T') em um sistema
¢ uma fun¢do mondtona decrescente da temperatura, um aumento da temperatura conduz a ligagdes mais
fracas entre as particulas e como resultado a uma resposta eldstica mais fraca. No entanto, nds apreciamos
na Figura 2.8 um regimen para temperaturas baixas o suficiente onde o médulo de compressibilidade é uma
fun¢do crescente da temperatura. Além disso, a inclusdo de flutuagdes em ambos os modelos nio destréi esse
comportamento mas fortalece a anomalia ainda mais, o que sugere uma fisica robusta por trds dos calculos
numéricos. Vale a pena mencionar que para temperaturas muito baixas as paredes de dominio no modelo
1 sdo muito abruptas e isso resulta numa instabilidade numérica que se observa na Figura 2.8 a esquerda
(modelo 1).

Também testamos a relagdo de escala proposta ajustando nossos resultados analiticos com a expres-
$d0 (2.21). Os resultados se mostram com pontos na Figura 2.8. Em todos os casos a relagc@o de escala ajusta
muito bem os resultados numéricos. Como parte da comprovacdo numérica permitimos ao expoente qua-
drético de M (T) inicialmente fixo variar. Os resultados para este expoente assim como para A no modelo
1 foram similares daqueles preditos em [32] para o ferromagneto dipolar frustrado em duas dimensdes. Por
outro lado, no modelo 2 se encontraram importantes desvios. No entanto, neste caso desvios dos expoentes
eram esperados porque, estritamente falando, o modelo 2 ndo se corresponde com aquela classe de modelos
estudados por Portmann e colaboradores.

E interessante que as relacdes de escala achadas parecem ser validas para uma classe mais ampla
de modelos. Trabalhos futuros deveriam abordar a extensio das relacdes de escala a uma classe maior de
interacdes microscépicas assim como a origem do comportamento andémalo do médulo de Young em sistemas

formadores de faixas.
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Figura 2.8: As curvas continuas correspondem ao médulo de Young calculado numericamente. Os pontos

representam o melhor ajuste usando a relagdo de escala. As curvas inferiores correspondem a aproximagao
de campo médio e as superiores ao caso com flutuag¢des incluidas. Esquerda: Modelo 1. Direita: Modelo 2.

2.4 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos vdrios resultados novos referidos a dois modelos bem conhecidos de
sistemas formadores de faixas em duas dimensdes [40]. Os modelos podem ser pensados como o limite con-
tinuo de alguns modelos microscépicos com interagdes isotropicas competitivas, ou alternativamente, eles
podem ser definidos diretamente através da forma do seu fator de estrutura de alta temperatura. Uma carate-
ristica comum de ambos modelos € que o fator de estrutura tem o seu maximo num anel no espaco reciproco,
0 que tem importantes consequéncias no comportamento de baixas temperaturas. No entanto, contrdrio ao
que € usualmente assumido na literatura, diferencas importantes foram achadas nas suas propriedades e di-
agramas de fase, baseadas na forma especifica do fator de estrutura de alta temperatura. O modelo 1 € uma
boa representacdo para k pequeno de alguns modelos com interagoes de longo alcance, como o ferromagneto
dipolar frustrado e modelos formadores de faixas com interagdes eldsticas com o substrato. Por outro lado, o
modelo 2 pode ser obtido como um modelo efetivo para interacdes isotrépicas competitivas de alcance finito,
o qual leva a uma expressdo analitica para a dependéncia em k do fator de estrutura.

Calculamos o diagrama de fases completo para ambos os modelos em duas aproximacdes: campo
médio e campo médio mais flutuacdes. As equagdes relevantes foram resolvidas numericamente. Em ambos
0s casos se observa que as flutuacdes t&ém um forte efeito sobre o diagrama de fases e sobre outros observaveis.
Com respeito ao diagrama de fases, o principal efeito das flutuacdes é mudar a ordem da transicdo fase
isotrépica-fase modulada de continua na aproximagdo de campo médio a fortemente descontinua quando as

flutuacdes s@o levadas em conta. Além da transicdo isotrépica-modulada, o modelo 2 mostra outra transi¢do
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de fase descontinua, da fase modulada a uma fase homogénea abaixo de certo valor critico do parametro a, o
qual carateriza a curvatura do espectro de flutua¢des no minimo.

Em ambos modelos, o comprimento de modulagdo A € uma fungdo continua da temperatura, cara-
terizando modulacdes incomensurdveis. A dependéncia de A\ com a temperatura € forte no modelo 1 e fraca
no modelo 2. Enquanto na aproximagdo de campo médio o comprimento de modulacio atinge o seu minimo
na transic¢do, o qual corresponde ao vetor de onda no méaximo do fator de estrutura, quando as flutuagdes sdo
levadas em conta A pode tomar valores menores que o correspondente ao maximo do fator de estrutura. Outra
quantidade de interesse ¢ a largura da parede de dominio £. Como no caso do comprimento de modulagdo, £
tem uma dependéncia forte com a temperatura no modelo 1. E importante destacar que & é menor quando as
flutuacdes sdo incluidas, em concordincia com a forte transicdo observada neste caso, onde a amplitude da
modulag@o se mantém muito perto do valor de saturag@o.

Finalmente mostramos resultados para o médulo de compressibilidade B(T"). Essa quantidade mos-
tra um comportamento andémalo quando comparado com sistemas normais ao ter um maximo em tempera-
turas intermediarias. A anomalia foi predita por uma hipétese de escala para sistemas modulados, a qual
foi obtida para uma classe especifica de modelos com interacdes de longo alcance. No6s verificamos a sua
validade para os modelo 1 e 2. Interessantemente, ainda que o modelo 2 ndo pertenca a classe de modelos
para a qual a hipdtese de escala foi predita, ele mostra o mesmo comportamento dado pela lei de escala, com
um expoente particular. O expoente da lei de escala para o modelo 1 corresponde numa boa aproximagdo ao
valor predito para um modelo com uma intera¢do dipolar repulsiva.

Resumindo, nés calculamos algumas quantidades relevantes para modelos com fases moduladas em
duas dimensdes, complementando resultados prévios e aclarando algumas diferencgas entre dois modelos que
usualmente na literatura se assumem equivalentes. Nos mostramos que além das similaridades obvias, ambos
modelos tem importantes diferencas. Um resultado interessante é a evidéncia de comportamentos andomalos
numa fun¢do de resposta em ambos modelos considerados, em concordancia com resultados recentes em
modelos relacionados e em experimentos em filmes magnéticos ultrafinos. Trabalhos futuros irdo estudar
0s mecanismos que originam esse comportamento andmalo e sua presenca em outros sistemas. Finalmente,
a implementacdo da solu¢cdo numérica dos modelos “coarse-grained” definidos neste trabalho permitiram
acessar um amplo intervalo de temperaturas, complementando resultados conhecidos, usualmente limitados

a temperaturas perto da temperatura de transig@o.
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Capitulo 3

Fase nematica na Self Consistent

Screening Approximation

Na descri¢do usada até agora das fases moduladas (faixas) pareceria que estas fases sdo semelhantes
a fases cristalinas, com ordem orientacional. Essa visao é resultado do enfoque de campo médio usado anteri-
ormente. Note que ainda ao considerar flutua¢des no capitulo 2 se assume que elas ndo sdo fortes o suficiente
para mudar as simetrias basicas de um sistema de faixas perfeitas. Na natureza a situagc@o pode ser diferente,
em especial em duas dimensdes onde é sabido que as flutuagdes sdo fortes. Neste sentido os resultados do
capitulo anterior deveriam se reinterpretar como valores médios locais das magnitudes estudadas, embora
fica claro que a deformagdo dos padrdes em sistemas com interagdes de longo alcance pode ter um papel
significativo.

Normalmente, assim que a separagdo de fases acontece e as faixas aparecem estas se encontram num
estado desordenado com um grande nimero de defeitos em movimento [17]. Nessas condi¢cdes ndo hd quebra
das simetrias de rotag@o ou de posi¢do. No entanto em casos onde as interagdes presentes sdo as apropriadas,
a diminui¢@o da temperatura e consequentemente da mobilidade dos defeitos leva a uma quebra da simetria
de rotacdo. Essa quebra de simetria se percebe ao estudar o fator de estrutura do parametro de ordem. O que
se observa neste caso € o surgimento de dois maximos num fator de estrutura que antes tinha, tipicamente,
um maximo degenerado sobre uma circunferéncia de radio kg (comprimento médio das modulagdes). Essa
fase com a simetria rotacional quebrada e sem ordem posicional é a chamada fase nematica [17].

O estudo da fase nemadtica é naturalmente mais complexo que o anterior devido a que o parame-

tro de ordem nemdtico (como se verd nas proximas se¢des) € quadritico nos graus de liberdade originais,
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como consequéncia, € essencialmente governado pela fisica das flutuacdes e ndo pode ser estudado numa
simples teoria de campo médio. As predicdes tedricas da fase nematica estdo baseadas no estudo das intera-
¢oOes especificas, escritas em termo do parametro de ordem nemaético. Por exemplo, nos liquidos de Fermi,
a transic¢do isotrépica-nemadtica foi estudada usando diferentes técnicas como RPA[41], bosoniza¢do multi-
dimensional [42, 43], e a teoria de liquidos de Landau Fermi[44, 45] em modelos especificos com interagdo
quadripolar explicita atrativa. Por outro lado, Barci e colaboradores[28] mostraram como em sistemas iso-
trépicos bidimensionais, embora a fase de faixas (cristalina) ndo possa existir devido a que as flutuacdes de
longo comprimento de onda divergem, a fase nemadtica existe e segundo seu trabalho pertence a classe de
universalidade KT.

Neste capitulo consideramos o modelo de Brazovskii [12] em duas dimensdes e calculamos a fungio
de correlagdo na Self Consistent Screening Approximation (SCSA). A SCSA faz uma expansdo perturbativa
em diagramas de Feynmann até dois lagos da fungfo de correlagdo de dois pontos. Nesta aproximagio se
construf um sistema de equacdes auto-consistente, que tem como resultado uma funcdo de correlagdo no
espaco k renormalizada de forma k-dependente respeito da correlacdo do problema “livre”(Apéndice A).
Como veremos, no conjunto de aproximacdes de este tipo esta € a que apresenta os ingredientes minimos
para a descrever a fase nematica.

Até onde nds conhecemos, este € o primeiro trabalho que partindo de um modelo efetivo para o
parametro de ordem local e sem quebrar explicitamente a simetria rotacional no Hamiltoniano original,
consegue-se chegar a solu¢do nemdtica. Da mesma forma foi provado que a solu¢io nemdtica apresenta
menor energia livre que a solucdo desordenada para ' < 7T, o que confirma a presenca da transicdo de fase

isotrépica-nemadtica.

3.1 Hamiltoniano do Modelo, formacao das faixas e a fase nematica

Nesse capitulo adotaremos um Hamiltoniano “coarse-grained” escrito em termos de um campo es-
calar ¢(Z), cuja parte quadrética no espago reciproco se escreve:
d*k

Hy = /A G OB (o Alk — ko)? +..) o(-F). (3.1

onde ro(T) ~ (T — T*), k = |k| e ko = |ko| é o comprimento carateristico dado pela competicdo entre as

interagdes microscopicas [11]. [, d*k = 02” dé [, :00:(\ dk ke A ~ \/ro/A é um “cut-off” onde a expansdo
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da energia livre até ordem quadratica no vetor de onda faz sentido [12]. A “massa” 1/A mede a curvatura da
relag@o de dispersao no entorno do minimo k.

O fator de estrutura ou, equivalentemente, a fungdo de correlagdo de dois pontos:

1

Golb) = AT = o

(3.2)

tem um maximo em k = k¢ com um comprimento de correlagdo & ~ \/m . Portanto, perto da criticalidade
(ro — 0) a fisica é dominada por um anel no espago reciproco com vetor de onda k ~ kg e largura 2A. Essa
situagdo € bastante similar a dos sistemas de férmions a baixas temperaturas, onde %k desempenha o papel de
momento de Fermi, e a reducéo do espaco de fases a uma casca esférica (em d = 3) centrada no momento de
Fermi é dado pelo principio de exclusdo de Pauli. A questdao é como as intera¢cdes modificam este cendrio. O

termo mais simples de intera¢do € dado por um termo local qudrtico da forma:

4

d2k; . L
H; = U/ 11 @) (k1) ... p(ks)6% (k1 + ko + ks + ky), (3.3)
i=1

onde v mede a intensidade da interagdo. A correlacdo livre € renormalizada pelo termo de interacdo (3.3).
A correcdo mais simples é dada pela aproximagdo de campo auto-consistente na qual o termo qudrtico é
aproximado na forma ¢*(¥) ~ (¢?(¥))$?(¥). Desta forma a teoria original é aproximada por uma teoria
efetiva a qual é quadratica no campo ¢ e assim pode ser resolvida exatamente. Nessa aproximacao, a fungdo

de correlagdo G (E) tem a mesma estrutura da equacio (3.2) renormalizando ¢ a r, dado pela equacédo [46]:

A2k -
_G(F). (3.4)

r(T) =ro(T) + UT/ e

Brazovskii mostrou[12] que a solucdo de esta equacdo leva o ponto critico de campo médio a uma transicao
de primeira ordem induzida por flutuagdes entre uma fase isotrépica e uma fase de faixas caraterizada por um
pardmetro de ordem com modulagdes (¢(Z)) ~ cos(kox). Embora flutuagdes de longo comprimento de onda
desses padrdes modulados podem divergir, dependendo da dimensionalidade. Em d = 3 a divergéncia é loga-
ritmica na dimensao linear do sistema levando a uma ordem de faixas de quase longo alcance, enquanto isso
em d = 2 a divergéncia € linear implicando que o sistema nio consegue se ordenar a nenhuma temperatura
finita.

Assim, a questdo relevante seria se € possivel a existéncia de uma fase homogénea em temperaturas
intermedidrias que devolva a invaridncia translacional mas quebre a simetria rotacional. A ordem orien-

tacional desse tipo pode ser quantificada pelo tensor de ordem nemadtico dado em termos do gradiente da
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densidade [47]:
1
Qi = /d25€ o(%) (@@' - 2525ij> P(Z), (3.5

onde i,j = z,ye 0% = Opp + 0Oyy € o Laplaciano em duas dimensdes. Este tensor ¢ simétrico e de trago
nulo, em duas dimensdes ele tem sé duas componentes independentes as quais essencialmente representam
a orientacdo média das paredes dos dominios e a intensidade da ordem orientacional. Com a intenc¢do de
ganhar algum intuito do contetdo fisico desse parametro de ordem ¢ titil escreve-lo no espago reciproco.
Transformando Fourier e elegendo o eixo x como o principal, a tnica componente relevante do tensor vem
dada por [47]:

(Qua) = / d?k k? cos(20) G(k), (3.6)

onde k, = k cosf, k, = ksinfeG (E) ¢ o fator de estrutura do sistema. Escrito desta forma o pardmetro
de ordem orientacional quantifica o grau de anisotropia dos padrdes de dominios. Numa fase completamente
isotrdpica, por exemplo: uma fase liquida o um mosaico de dominios sem dire¢@o preferencial, a isotropia do
fator de estrutura seria refletida num parimetro de ordem orientacional nulo. Portanto, qualquer aproximagao
tal como a aproximacdo de Hartree auto-consistente descrita anteriormente, que conduz a uma constante na
renormaliza¢do da fun¢do de correlag@o, ndo € capaz de capturar a fisica da fase nemética. Note que a equagdo
(3.6) atua como um filtro que seleciona a componente cos(26) da fungdo de correlagdo. Consequentemente
um @, # 0 implica numa fungao de correlagdo anisotrépica. Uma forma anisotrépica que leva a uma fase

nemdtica foi proposta nas referencias [28, 30], a qual tem a forma:

1
r+ A(k — ko)? + ak? cos(20)

G(k) = (3.7)

Aqui, o é uma constante que tem o papel de pardmetro de ordem nematico[28, 30]. Se a@ = 0,
a funcdo de correlagdo ¢ isotrépica e )z = 0. Por outro lado, para o # 0, a anisotropia da funcio de
correlagdo d4 uma contribuigio finita a (),,.. Como consequéncia, a fase nematica pode ser descrita por um
hamiltoniano quadrético efetivo da forma:

Pk -
Hy = /A Gy SRCE o) (3.8)

com G (E) dado pela equacdo (3.7). Em outras palavras, as intera¢cdes devem renormalizar o Hamiltoniano

numa forma dependente do vetor de onda. Isso s € possivel como minimo numa aproximacao de dois lagos
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numa expansdo perturbativa. Mostraremos na préxima secdo que a “Self Consistent Screening Aproxima-
tion”(SCSA), descrita no Apéndice A, dd a dependéncia apropriada com a temperatura do pardmetro a(T),

sendo capaz de capturar a transicdo de fase isotrépica-nematica.

3.2 A solucio nematica na SCSA

O conjunto de equagdes auto-consistente para a fung@o de correlacdo de dois pontos na SCSA

sdo(Apéndice A):
G = — - (3.9
Gy (k) + (k) '
- dzq -
S(F) = / Gz D~ 96(@ (3.10)
- v
Dk) = —— 3.11
(%) 1+ oIl(k) GAD
- d2q -

Uma solugdo geral deste conjunto de equagdes para um sistema particular é uma tarefa formidavel. Como
foi discutido na secdo 3.1, é esperado que o sistema de equagdes que definem a SCSA admita uma solugdo
da forma (3.7). Portanto, o nosso objetivo a seguir serd mostrar que esse conjunto de equacdes admite uma
solu¢do daquela forma e que essa solucdo € estdvel para temperaturas menores que uma dada temperatura
critica, isso caraterizaria uma transi¢io isotrépica-nemdtica. Trabalhamos perturbativamente a ordem v? em
(3.11), de forma que D (k) = v —v2II(k). Além disso para simplicidade numérica trabalhamos a v constante,

desconsiderando sua dependéncia com a temperatura ja que isto ndo muda as caracteristicas essenciais do

modelo. Para proceder, escrevemos as equagdes (3.10), (3.11) e (3.12) no espago real:

N(#) = D(@)G(@) (3.13)
D(Z) = vd(Z) —v(Z) (3.14)
Iz = GE&)> (3.15)

Desta forma a auto-energia () pode-se escrever diretamente como fungdo de G(Z):

¥(Z) = vG(0)§(Z) — v*G(F)>. (3.16)
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Portanto, o sistema de equacdes que finalmente precisa ser resolvido é:
1

ro + A(/f — k())Q + E(E)
vG(0)8(2) — v G(%)3. (3.17)

\g
—~
8

I

A forma atipica de escrever o sistema anterior, a primeira equacao no espaco reciproco e a segunda no espaco
real, é conveniente no andlise numérica da solugdo.

Como ja foi discutido na secdo 3.1, a solucdo nemdtica deve estar caraterizada por uma simetria
orientacional quebrada, o que neste contexto significa que a funcio de correlacio G(E) depende ndo s6 do
médulo do vetor de onda k, sendo também da orientacdo dele. Consequentemente, numa expansao da auto-
energia sobre o anel de rddio kg, a forma de mais baixa ordem que é necessdria para revelar uma quebra da
simetria rotacional tem a forma c; + ¢o cos(26), onde ¢; e co sdo coeficientes k-independentes e 6 é o Angulo
relativo a dire¢@o ao longo da qual a simetria rotacional foi quebrada. Isso implica que s6 o termo da “massa”
na fungdo de correlagdo seria renormalizado com uma funcdo dependente de 6. Termos de ordem superior
na auto-energia seriam responsaveis por corre¢des nos valores de A e kg, mas estas corre¢des ndo mudam
significativamente a fisica perto da transicdo nemaética.

Dos argumentos prévios propomos o seguinte “ansatz” para a fungio de correlacio renormalizada:

1
r+ A(k — ko)? + acos(20)

G(k) = (3.18)

onde k = (k cos 0, k sin 0) e o (aproximadamente constante) fator k? ~ k2 que aparece na equagdo (3.7) foi
absorvido em «.. Note que a dependéncia angular de G (E) com 6 implica que quando a simetria é quebrada
(o # 0) dois mdximos isolados aparecem sobre o eixo k, em k, = ko e k, = —kp, neste estado o vetor
diretor da fase nemadtica aponta ao longo da direcio y no espaco real.

Reescalando os pardmetros na forma: A — 1, kg — 1, ALk% —7r Aikg — a, AZLk% — v, 0 problema

¢ expressado em forma adimensional. Para proceder, € util expandir em serie de Fourier a fungéo G(k,6),

dada pela equacido (3.18), até segunda ordem em 6:

k) = ! _ 2 cos(26)
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onde os coeficientes de Fourier k-dependentes sdo exatos. Em consequéncia, a fun¢do de correlagdo no

espaco real pode ser escrita como:
G(Z) = Hi(x) — aHs(z) cos(2¢), (3.20)

onde o Angulo ¢ é tal que ¢ = /2 corresponde-se com a direcéo do vetor diretor da fase nematica e

d2]€ eiE-f
Hi(z) = / 2m)2 \/(r+ (k—1)2)2 — a2’ 62D
/ d?k cos (QH)BiE'f
2m)2 /(r+ (k —1)2)2 —a?
2
r+(k—1)2+ \/(r+(k—1)2)2 — a2

HQ(.’I}) =

, (3.22)

onde k - ¥ = kx cos 6. Assim,

3

G(7)® = <Hf’(m) t3

o’H, (x)H%(x)) - <3aH12(x)H2(x) + iaSHS’(x)> cos (2¢). (3.23)

Agora podemos calcular E(E) tomando a transformada inversa de Fourier na equagdo (3.17). Como ja foi
dito, nés temos interesse no célculo de E(EO) o qual renormaliza a massa como uma fung¢do do angulo 6.
Portanto, fixamos k = ko e obtemos ¥(w), com @ = ko /ko nas varidveis reescaladas. As equages de

renormaliza¢do que resultam sdo:

r = ro+vH;(0) —UQ'/CZQCE <H§’(a?) + ;aQHl(a:)HQQ(x)) eTiwcos (3.24)
a = 3v2/d2x (aHf(m)HQ(;U) + ia?’Hg’(x)) cos(2¢) e~ 1w Cos?, (3.25)

Deste conjunto de equagdes podemos ver que a solugdo com o« = 0 é sempre uma solucéo do sistema. A
solucdo nio trivial pode ser encontrada partindo da ultima equacdo apds factorar a solugdo @ = 0. Desta

forma a solugdo nao trivial, quando existe, sera:

(3.26)

1— 302 [ d?x H}(z)Ha(z) cos(2¢)e—izcos ¢
o= ,
%vg [ x H3(x) cos(2¢)e—iwcosd

E interessante notar que esta equagio nio ¢ ainda a solucdo de « ja que as fungdes H; (z) e Hy(x) dependem
de o também através das equacdes (3.21) e (3.22) respectivamente. No entanto, esta forma € apropriada para

proceder numericamente.
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Figura 3.1: Esquerda: Solugdo numérica «(r) para v = 0.1. Direita: Solu¢do numérica de r como fun¢do de
ro para v = 0.1. A curva superior pontilhada corresponde a solugdo com « # 0, enquanto a curva continua
inferior se corresponde & solu¢do com o = 0.

3.2.1 Resultados numéricos

Para resolver numericamente as equacdes (3.24) e (3.26) é conveniente dividir o cdlculo em dois
passos: primeiro resolveremos a equagdo para « para um conjunto de valores genérico de r. Desta forma
construimos a fun¢@o a(r) a qual se mostra na Figura 1.1 4 esquerda para v = 0.1. Esta fungéo é independente
de todos os pardmetros exceto v.

Para continuar, procedemos com o calculo de r variando ry mediante a equagdo (3.24). N6s temos
que considerar ambos casos & # 0 e & = 0. No caso o # 0 usamos a func¢@o «(r) previamente calculada
para resolver (3.24), enquanto para o = 0 resolvemos a equagdo para r diretamente. Na figura 3.1 a direita
mostramos a solug@o da equacdo (3.24) em ambos os casos para v = 0.1. Observamos como em certo valor
critico de g = ro. uma bifurcagdo acontece e a solu¢do nemadtica aparece. Como € usual, consideramos
entdo que 7o depende da temperatura como g = 1 — 7', onde 7" é a temperatura adimensional. Na figura 3.2

mostramos o pardmetro de ordem nemadtico como funcio da temperatura.

3.2.2 Natureza da transicao isotrépica-nematica na SCSA

Até agora mostramos que as equacdes da SCSA para o modelo de Brazovskii admitem uma solugdo
nematica (o # 0) e também uma solugdo isotrdpica (o« = 0), como pode ser observado na Figura 3.1 (direita).
Para estabelecer uma ou a outra como a solu¢io termodinidmica temos que comparar suas energias livres. A

expressdo para a energia livre na SCSA:

F(T) = %/ (g:’; . (Gfl(];)) +%/ (5;1;2 In (Dfl(;;’)) _%/ (;i];z SBGE). (327



CAPITULO 3. FASE NEMATICA NA SELF CONSISTENT SCREENING APPROXIMATION 29

0.2
0.25}
ozt 0.15}
0.15}
5 =
5 01
0.1
0.05}
0.05}
0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 0.88 0.9 092 094 09 098 1
T T

Figura 3.2: Esquerda: O parimetro de ordem nemético o como funcdo da temperatura adimensional 7', para
v = 0.1. Direita: Diferenca de energia livre entre a solucdo isotrépica e a solu¢do nemdtica como fun¢do da
temperatura adimensional para v = 0.1.

Expandindo o logaritmo na segunda integral até ordem linear na fungfo de polarizacdo chegamos a

1 [ dk LN v [k 1 A%k o
P = 5 | e (67 0) 4 [ G 10 5 | =GR
1 [ d’k
- / Gl (3.28)

onde o ultimo termo na equagdo (3.28) é uma constante. O segundo termo da ultima equacgdo € simplesmente
dado por [ (327’)‘21_[(/2) = G?(0). O termo incluindo a auto-energia pode ser calculado considerando que a
fungdo G (E) ¢ pontiaguda em ko. Entdo € suficiente considerar Z(E) como variando somente sobre o anel de
radio kg. As consideracdes anteriores conduzem a uma diferenca entre a energia livre da solugfo isotrépica e

a nemadtica dada por:

AF = F(a=0)-F(a#0) (3.29)
_ ! ak G;io(]g) Vo2 2
2 / (2m)2 ! <Ga;0(,;)> + 5 (Gazo(0) = Gozo(0))

onde @ = k/k.

Todas as magnitudes envolvidas no cdlculo de AF ja foram achadas, entdo a avaliagdo numérica é
direta. Os resultados s3o mostrados na Figura 3.2 a direita, para v = 0.1. Observamos que para T’ < T, que
corresponde a g > 7o, a diferenca de energia livre AF > 0, o que significa que a solu¢do nematica assim

que aparece apresenta menor energia livre que a fase isotrépica. Esse resultado também foi confirmado por
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médio da expansao analitica da energia livre perto do ponto critico. Este fato estabelece a existéncia de uma

transi¢do continua isotrépica-nemadtica no contexto da SCSA.

3.2.3 Comportamento critico

Para analisar o comportamento perto do ponto critico em detalhe € conveniente incluir os pardmetros
a e r na notagdo das fungdes Hy(x) = Hi(x,r,«) e Ho(x) = Ha(x,r, ). A equagdo (3.26) para o =
0 fornece uma condi¢do para determinar o valor critico de r = r., e a equacgdo (3.21) permite obter o

correspondente r( critico ro = ro.:

302 /dQ.T HE(z,7e,0)Ha(x, 7, 0) cos(2p)e @5 =1, (3.30)

T0e = Te — VH; (Oa Te, 0) + vz /d21' H13(xa Te, O)e_m COS¢' (3.3D)

Expandindo H; e Hj nas potencias dominantes de 7 € a no entorno do ponto critico resulta em:

Hy(z,r,a) = Hy(z,7.,0) — 11 (2)Ar + I12(z)a?,
Hy(z,m,a) = Ha(2,70,0) — Iny (z)Ar + Ina(7)a?, (3.32)
onde Ar = (r—r.)e
e = [ G <rc+f1>2>2
) = 3 [ <rc+iil>2>3
me) = 2 f
@ = [ G <:<k—(?§)> (339
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Usando estas expansdes nas equagdes (3.24) e (3.25) para r e a chegamos em que o« = v/ K Ar com

Ar = m(rg — roc), onde

[ d?x e8¢ cos(2¢) (2H1 (@, 7, 0)Ha(z,7¢,0) 111 (2) + Hy(,7c,0)% 21 (2)))

K = : ,
[ d?x = cos cos(20) (il’ifg(gv,rc,O)3 + 2H,(x,re,0)Ha(z, e, 0) [12(z) + Hy(z,7e, 0)2122(1‘)))

m~t = 1+4+0vl;(0) —vKI5(0) — 3v2/d2x eTiweos e

K
X (Hl(x, Te, 0)2111(:10) + KH,; (x7rc70)2112(x) + 5H1(9C,Tm O)Hg(x,rc,0)2> . (3.34)

K e m sdo niimeros positivos o que é possivel comprovar na figura 3.1 (esquerda para K e direita para m). A
figura mostra que «(r) e r(rg) sdo fungdes crescentes de r e r( respectivamente. Uma conclusio direta desses
resultados é que o = /mK (T, — T') perto da temperatura critica, como é possivel observar na Figura 3.2 a
esquerda. Portanto, como foi mostrados na andlise da energia livre , a SCSA prediz uma transi¢ido continua
isotrépica-nemadtica de segunda ordem de acordo com resultados prévios obtidos por [28, 30]. Na referéncia
mencionada os autores mostraram que considerar flutuagdes angulares do parametro de ordem nematico leva
esta transi¢do a ser do tipo K. T. No entanto, como vamos ver no proximo capitulo, caracteristicas como o tipo

de transicdo (K.T. o segunda ordem) dependem fortemente do tipo de interagdes presentes no sistema.

3.3 Conclusoes

O resultado principal deste capitulo foi provar a existéncia de uma transi¢do isotrépica-nemadtica
em sistemas formadores de faixas numa expansdo a dois lacos na “Self Consistent Screening Approxima-
tion” [48]. Em trabalhos anteriores a transi¢do nemdtica na classe de modelos estudada aqui ji foi achada
incluindo explicitamente um termo de interag@o anisotropica baseado em consideracdes de simetria. Nesse
caso, um parametro fenomenolégico adicional foi introduzido no espirito de uma expansao de Landau. Em-
bora os resultados obtidos foram satisfatérios de um ponto de vista fisico, mostrando a presenca de uma
transicdo a uma fase nemdtica com simetria rotacional quebrada, uma questdo interessante faltava a ser res-
pondida: seria possivel obter a transi¢ao partindo de um modelo mais fundamental? Aqui respondemos essa
pergunta. A interacdo relevante pode ser obtida numa expansio perturbativa do Hamiltoniano efetivo ¢* com
parametro de interacao v, indo no minimo até ordem de dois lagos, ou seja, a interacao renormalizada respon-
sdvel pela apari¢io da fase nematica é O(v?). E fécil agora ver o por qué. As aproximacdes mais simples,
campo médio ou a aproximacgdo de Hartree a um lago, para a correlacdo de densidades ndo € suficiente para

obter a fase nemadtica. A razdo fisica se encontra na anisotropia das correlagdes inerentes a fase nematica.
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Assim, qualquer renormalizacdo independente do vetor de onda preservard a invariancia rotacional das cor-
relacdes de alta temperatura. Para obter que a corre¢do da auto-energia possua uma dependéncia em k que
possa levar a quebra da simetria rotacional, € preciso ir além da aproximacdo de Hartree.

N6s achamos a quebra da simetria rotacional dentro da SCSA. J4 neste nivel da teoria de perturbagcdes
do Hamiltoniano original as equacdes que determinam a correlagdo de dois pontos sdo muito complexas
para resolve-las de forma fechada. Mediante simplificagdes justificadas fisicamente, encontramos a solug¢do
analitica perto da transi¢do e implementamos uma forma eficiente de resolver as equagdes numericamente até
longe da regido critica. Os resultados achados estdo de acordo com resultados prévios obtidos via expansdo
de Landau. Em particular a transi¢do isotrépica-nematica é continua com exponentes criticos de campo
médio para o parimetro de ordem nemitico o ~ (T, — T)'/2. Note que, embora a SCSA j4 leva em conta
termos das flutuagdes no campo ¢(Z), o fato do pardmetro de ordem ser proporcional a fungéo de correlagdo
implica que o caminho tomado leva a uma descri¢do tipo campo médio da fase nematica. Em trabalhos
anteriores foi mostrado que a incorporagdo de flutuacdes relevantes, numa teoria tipo campo médio para a
fase nematica muda a transicdo para tipo K.T. No préximo capitulo, mediante um outro enfoque, estendemos
os resultados apresentados neste capitulo e finalmente respondemos em quais sistemas € possivel observar

uma fase nemadtica estdvel no limite termodindmico e em quais € de se esperar uma transi¢cdo do tipo K.T.
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Capitulo 4

A fase nematica e o modelo XY

generalizado

Até agora, nos capitulos anteriores, temos discutido como sistemas com interagdes competitivas
isotrépicas: uma de curto alcance atrativa e a outra de longo alcance repulsiva tem a carateristica de apresentar
modulagdes no parametro de ordem. Primeiramente, no capitulo 2, foram discutidas as propriedades locais
de um modelo formador de faixas. Mostramos que nesse caso, em concordancia com resultados prévios, se
tem uma transicao de fases de primeira ordem induzida por flutuagées quando a separacao de fases acontece.
Logo depois, estudos numéricos e resultados experimentais mostram como as faixas embora ja formadas se
encontram num estado dominado pelas flutuacdes. Neste estdgio o sistema ndo consegue se ordenar, nem
posicional nem orientacionalmente. Em tais condi¢cdes a diminuicio da temperatura provoca um aumento
do comprimento de correlagdo orientacional logicamente, mas a questdo é: seria possivel chegar num estado
com ordem orientacional estdvel no limite termodindmico?

No capitulo 3 foi estudado o modelo de Brazoskii na SCSA e mostramos que nessa aproximacio
se obtém uma fase nemdtica de baixa temperatura estavel no limite termodindmico. Os nossos resultados
nesse capitulo estdo baseados somente na existéncia de um minimo isotrépico no espectro de flutuacdes.
Dessa forma pareceria que todo par de interacdes competitivas ddo lugar a uma fase nemadtica estavel. Isto é
oposto a resultados obtidos previamente na literatura que mediante uma teoria fenomenoldgica, indicam que
incluir flutuagdes orientacionais relevantes leva o sistema a uma fase com ordem orientacional de quase-longo

alcance [28]. Neste cendrio, resta uma questdo a ser respondida: qué tipos de interacdes podem realmente dar
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lugar a uma fase nemadtica de longo alcance. E caso a ordem orientacional de longo alcance ndo seja proibida
em duas dimensdes: qué acontece com a ordem posicional?

Neste capitulo vamos a retomar o estudo da fase nemadtica em sistemas isotrépicos. Comecaremos
mostrando como construir corretamente uma teoria eldstica (efetiva) para descrever a ordem posicional de
um sistema de faixas, na qual estdo presentes interacdes repulsivas de longo alcance. Os nossos resultados
mostram como, ainda na presenga destas interagdes, ndo hd ordem posicional no sistema no limite termodina-
mico. Posteriormente é usada uma técnica, andloga a aquela desenvolvida por Toner e Nelson anteriormente
[49], na construcdo de uma teoria efetiva para a ordem orientacional que inclui o papel dos defeitos topol6-
gicos de mais baixa energia. Como é mostrado, o Hamiltoniano efetivo que descreve os graus de liberdade
orientacionais, coincide com aquele usado para descrever um modelo XY que inclui interacdes dipolares
generalizadas. Tal mapeamento permite deduzir em quais casos € de se esperar uma fase nemadtica de longo

alcance e em quais ndo, assim como as propriedades criticas do modelo.

4.1 Teoria elastica em sistemas com interacoes de longo alcance

O nosso Hamiltoniano de partida neste capitulo tem a forma:

Hlp] = Hilo] + Hilo], 4.1)

onde H;[¢] representa a parte do Hamiltoniano total relativa as interagdes
1 R R N N I
Hilo] = 5 | 7 (Vo) +5 [ %7 [ a0 (@)1 (7 - )o(), “2)

e H,;|¢] é a parte local do Hamiltoniano, normalmente relacionada com a contribui¢do a energia do modelo

“coarse-grained” da entropia do modelo microscépico:

Hi[¢] = % / *7 S (¢(Z)). (4.3)

Neste capitulo vamos trabalhar com uma forma especifica da interagéio repulsiva J(Z) = 1/z°.
Essa forma da interacdo repulsiva tem a vantagem de permitir interpolar entre diferentes comportamentos
variando o valor de o. Para o pequeno o suficiente a interagdo € de longo alcance, o que como veremos
provoca comportamentos no triviais. Para ¢ grande, ainda que exista uma intera¢fo explicita entre pontos

afastados do sistema a constante de interacao € fraca o suficiente para fazer com que o alcance efetivo da
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interacdo seja finito e portanto o sistema se comporte como um sistema que sé possui interacdes de curto
alcance.
A parte do Hamiltoniano que contem as interacdes se escreve no espaco de momentos na forma:
wiol = [ L5 awamin @
2 ) (2m)2 ’ '

onde A(k) = (k2 + J(k)) é o espectro de flutuacgdes e J(k representa a transformada de Fourier de J(z).
p

Considerando a forma especifica de J(x) pode se mostrar [26] que em duas dimensdes:

7?0)15’*2 =C(0)k" 2, (4.5)
%)

—
—

onde F [...] representa o operador transformada de Fourier e a constante C(o) é definida pela propria equagédo
4.5. O nosso objetivo agora € encontrar a forma efetiva do Hamiltoniano total quando os perfis sao deforma-
dos da estrutura de faixas perfeitas. As nossas estruturas podem ser flutuadas de muitas formas diferentes,
mas sabemos que as flutuacdes de mais baixa energia sdo aquelas que so transversais (modos de Goldstone).
Pois dependendo do vetor de onda tipico da flutuacdo, o custo energético pode ser tdo pequeno como nds

[Pt}

queiramos. Assim sem perda de generalidade podemos assumir um perfil sinusoidal na dire¢ao “z” e flutuar

ele na fase com campo de deformagéo u(Z). De forma tal que o pardmetro de ordem local seja dado por:

(Z) = Z ¢n cos(nkozx + nkou()). (4.6)

n>1

Com a forma proposta para ¢(Z) podemos mostrar que a energia total do termo local néo é alterada pela
flutuagdo, ou seja

/ffsw@»=/ffsw@mﬂ» @)

Por outro lado, considerando u(Z) pequeno podemos obter até primeira ordem em u

k (i - I
Z% ( F = nko) + 0(k +nko)) = 3 6n 5> (ulk — ko) —u(k +nko)),  (48)
n>1 n>1

onde EO = ko€,. Assim, substituindo qb(E) na equacio 4.4 e calculando, obtemos que a contribui¢do domi-

nante é:

= % > A(nko) 7 + % / (dk B(k) a(k)ya(—k), (4.9)

= 27)?
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onde

2..21.2
B =Y %(2@4 (AGE — ko) + AGF + ko)) 4.10)
n>1

e {2 representa o volume do sistema. O médulo do vector de onda da modulagédo kg, é escolhido como aquele

que minimiza a energia livre do sistema de faixas, assim ele satisfaz:

0 1 9
% Z 1A<nk)¢n |k:k0 =0. (411)
n>1
Considerando agora a estrutura da fungio B(k) e as condigdes que definem kg é possivel concluir que o
modo de mais baixa energia das flutuacdes da fase ¢ o modo k = 0. Fazendo entdo uma expansdo em longos
comprimentos de onda obtemos que:

B(k) = 7.k2 + v, k3. (4.12)

Nesta equagdo a possivel contribui¢do proporcional a k2 k; ¢é desconsiderada devido a que ela representa uma
contribuicdo subdominante frente aos outros termos da expansdo. Considerando entdo as equagdes (4.9) e
(4.12) conclui-se que a contribuicao local ao Hamiltoniano efetivo e:

1 [ d% o
H, = Ho +5/W (vak2 + vyky) a(k)a(—k), (4.13)

Como mostrado, a contribui¢do local obtida ao Hamiltoniano efetivo (equagéo 4.13) [49, 50], € um resultado
geral e ndo depende da aplicabilidade da aproximagdo de modo unico. Este resultado também implica que
embora a inclusdo dos modos de mais alta energia aumente os valores das constantes de acoplamento v, e
7Yy» eles ndo produzem nenhuma mudanga qualitativa na contribui¢do local do Hamiltoniano efetivo.

Antes de continuar é importante notar que fazer a expansdo previa da fungdo B(E) em longos
comprimentos de onda na verdade implica considerar pequenos desvios do vetor de onda da modulagdo
(l_@:o + ko ﬁu(f)) do seu valor preferencial. Isto significa que a contribui¢do energética das regides afastadas
de lZO foi desprezado no espectro de flutuagdes original A(k) na equacéo (4.4). Em particular, contribui¢oes
energéticas provenientes da cauda de longo alcance da interacao repulsiva foram deixadas de fora na analise
previa.

Vamos proceder entdo com o calculo da interacdo explicita entre dominios afastados (células basi-
cas), considerando as células basicas como compostas por uma tnica interface com comprimento igual ao

comprimento de modulagdo A, como mostrado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Representag@o esquemadtica da interacio de longo alcance entre dois dipolos elementares.

A interagdo entre um par de células dipolares esta dado por:

= W
Hpy = J / d*x / >z M (4.14)
2 Jsa, 5As | "o

r—x

No limite de interesse, |Z — z | > A, esta integral pode ser calculada ordem a ordem numa expansdo multi-

polar. Mantendo os termos até segunda ordem encontramos:

Hot = -
! 2\ [Za1]|” |Z21[7+2 NG G

J(QIQQ Q2521'ﬁ1+ Qlj)21']32 ﬁQ'Pl

(P, - T1) (P, - To1)
|j‘21|o+2

o(loc+2) > 0A10A,, (4.15)
onde #y; representa & — &', Q; = (1/64;) [;, d*z ¢(&) corresponde-se a “carga” generalizada e B, =
(1/64;) [5, d*x @ ¢(F) é o “momento dipolar” generalizado. Assim, até segunda ordem, a interacdo entre
duas células € composta por um termo do tipo interacdo carga-carga, dois termos de tipo interagdo carga
dipolo e uma interacdo entre dipolos generalizada.

A contribui¢do total desta energia de interagdo no limite do continuo sera:

—

", = g/d2x1d2x2 <Q(51)Q(fz) _UQ(fz)fm-ﬁ(ﬁ) UQ(fl)fgl-P(fg)

|f21|a |f21|0+2 |f21‘0'+2

P(%,) - P(& Bli) - o (B3 - &
+ UWU(U+2)( (Z2) $;211)|(a+(2x1) SK21)>Q(|£21|)7 “4.16)
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onde §2(|Z21 |) representa uma fung@o de corte que anula-se para distancias menores do que o comprimento de
modulacdo. Se levamos em conta agora a invariancia translacional podemos concluir que <Q(f2)ﬁ(f1)> =
(Q(#1)P(&,)), onde (---) significa média térmica. Isto significa que a interagdo “carga-dipolo” nio con-
tribui para o Hamiltoniano efetivo. Em outras palavras, os graus de liberdade de carga e dipolares estdo
desacoplados, e devido a isso tal interag@o € irrelevante. Assim o Hamiltoniano efetivo com os graus de

liberdade responsaveis pela intera¢do orientacional se reduz a:

/d2 /dQ:v'aP P@E@(|Z - ) <|2<f?_) ;ﬁg
e(&) - (& — a")e(@) - (ff’)>7 @.17)

|(E —J]/|U+4

- (042

onde &(7) = P(Z)/P(Z) representa um vetor unitdrio (diretor) orientado na dire¢io do momento dipolar
de uma célula bésica dada. Os vetores diretores podem ser escritos em termo do campo de deformacao das
faixas u(Z) como &(&) ~ % + ﬁu(a’s’) Assim a contribui¢do dominante na equagdo (4.17) pode ser escrita

como:

J . .. Oy u(T)Dyru(E)
Ho = AHom + 50 2x/d2x’P(x)P( "Nz — 7)) (yh?_fag.;.z
/ 2

Até este momento, os momentos dipolares generalizados no Hamiltoniano efetivo podem flutuar
tanto em magnitude quanto na sua direcdo de orientagao. E importante notar que nesta classe de sistemas o
estado no qual as faixas encontram-se na fase desordenada ou “liquida” aparece numa escala de energias ou
temperatura maior que aquela na qual poderia se estabelecer a ordem posicional e/ou orientacional. Depois
que a separagdo de fases se estabelece no sistema, na forma de um “liquido” de faixas, a rigidez das faixas na
direcdo longitudinal é muito maior que aquela na direcdo transversal. De fato, isso € um reflexo da existéncia
dos modos moles de Goldstone na direcdo transversal, resultado da natureza isotrépica do minimo do espectro
de flutua¢des num vetor de onda nao nulo. A possivel transi¢do ordem-desordem e separacdo de fases nestes
sistemas de faixas acontecem en escalas diferentes de energia. E na vizinhanca da transi¢do de separacio
de fases que as flutuagdes no comprimento de modulagdo das faixas e do momento dipolar generalizado
sdao importantes. Em mais baixas temperaturas, quando a estado de liquido de faixas estd estabelecido, as

flutuagdes longitudinais sdo muito pequenas. Neste contexto, € natural considerar |P( )| uma constante.
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Desta forma chegamos a forma final da contribui¢@o ndo local ao Hamiltoniano efetivo orientacional:

= = a2 N (7
AH,y = g/dQ:p/d%’Q(kﬁ'—f’D (‘91/“(95)8?/“(“ ~ (o +2) WY DD, “(x)), (4.19)

‘f‘_f/|0+2 |1‘.’_f/|a'+4

onde v = oJP2. A continuagio escrevemos a componente nio local do Hamiltoniano efetivo no espago de

Fourier. Fazendo uso da identidade 4.5 € possivel mostrar que:

i d*k —27 45 INA( T
AH, =+ J - 4.2
Mot = 5 / (%)Qm kya(k)a(—Fk), (4.20)

onde | = C(o +4)(2 + 0)?c. Finalmente, somando a contribuigdo local do Hamiltoniano efetivo (Eq. 4.13)
mais a contribuicio nao local (Eq. 4.20) chegamos na forma final do Hamiltoniano efetivo para o campo de

deformacdo das faixas ou, o que a mesma coisa para os graus de liberdade posicionais do sistema:

1 [ d%k oy 4y e
A= 7/ e (VoK -k k2 YRy —F), (4.21)

onde 7,,; = 0 (2 + 0)2C(0 + 4). O Hamiltoniano efetivo posicional (Eq. 4.21) anterior ¢ um dos resultados
centrais deste capitulo e serd o ponto de partida de varios estudos subsequentes [50]. Mas antes disso, vale a
pena discutir qual a fisica por trds deste resultado e quais as suas implicagdes.

E possivel perceber que o Hamiltoniano efetivo que normalmente se apresenta na literatura como
geral [49, 51, 24], é somente composto pelos dois primeiros termos da equacdo 4.21. A explicagdo para essa
divergéncia encontra-se, em que normalmente € assumido que as contribui¢cdes energéticas dominantes sao
dadas pelas propriedades eldstica locais do material, sendo desconsideradas as contribui¢des da interagdo en-
tre dominios de faixas afastados. Implicitamente esta consideracio € andloga a assumir que ap0ds a formacao
das faixas, a interacdo de longo alcance € blindada pela estrutura de faixas com densidades alternadas. Este
mecanismo de blindagem de fato acontece, basta notar que a interacdo repulsiva original é proporcional a

1/79, e a interagdo efetiva posicional cai em esséncia como 1 /772

. No entanto, a efetividade da blindagem
depende fortemente da geométrica da célula elemental do padrdo. Por exemplo, um padrio de bolhas hexa-
gonais, apresentaria uma interagdo posicional resultante do efeito da cauda da interagéo repulsiva muito mais
fraca.

No caso de sistemas de faixas, a blindagem € pouco eficiente e como resultado a aparente interacio
residual, pode inclusive se tornar uma contribuicdo importante frente as contribuigdes locais, dependendo

do alcance da interacdo repulsiva. De fato, como mostrado anteriormente a presenca da cauda da interacdo

repulsiva produz como resultado uma contribuicdo ao Hamiltoniano efetivo dado pela equagdo 4.20. Desta
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forma € possivel perceber que sé no caso o > 2, os efeitos da cauda da interacdo de longo alcance sio
irrelevantes frente as interacdes efetivas locais. Para ¢ < 2 o termo proporcional a k; € subdominante frente a
contribui¢do proporcional a l<:"_2ky4 para longos comprimentos de onda (Eq. 4.21). Como conclusao, resulta
evidente que para sistemas com o < 2, a teoria e os resultados prévios discutidos na literatura [49, 51, 24] ndo
sdo aplicdveis e por tanto, quais as propriedades topoldgicas destes sistemas € uma pergunta em aberto. Além
do interesse tedrico geral em entender a fisica de sistemas com interacdes de longo alcance (o < 2), existe um
interesse especial no estudo para o = 1. Este seria o caso no qual a interag@o repulsiva é de tipo Coulombiana
e neste ponto os nossos resultados cobram uma importancia adicional devido as possiveis aplicagdes no estudo
de sistemas experimentalmente accessiveis como sistemas de elétrons fortemente correlacionados e sistemas

de atomos frios.

4.1.1 Ordem posicional e orientacional na aproximacao Gaussiana

Como resultado da ag@o efetiva para descrever o campo de deformacdo das faixas (Eq. 4.21) e do

teorema de equiparticdo da energia temos que:

- N krnT
<a(k)ﬁ(—k)> = ik - 4.22)
’V:vkm + ’Vyk'y + 'Ynlka ku
Portanto
kpT 1
u2(0)) = 2 / / dk,dk, , (4.23)
e (2m)? Y yek2 + vkt 4 ko 2k,

esta integral ndo converge devido a divergéncias infravermelhas sendo possivel mostrar que:

a
2

) L ,o0 <2
(u™(0)) o
L ,o0 > 2
onde L € a dimensdo linear do sistema. Como caso limite temos 0 = 0, neste cendrio é facil obter que:
(u2(0)) oc In(L). Como se observa a flutuagdo quadratica media do campo de deformagdo das faixas u(Z)
diverge no limite termodindmico para qualquer alcance o da interacdo repulsiva. Isto significa que em nenhum

caso a interag@o de longo alcance repulsiva € capaz de estabilizar a ordem posicional ou esmética, em um

sistema a temperatura finita.
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Para compreender melhor as propriedades fisicas deste estado podemos calcular a func¢do de corre-

lacdo posicional, definida como:

g(z,y) = <eiko(u(m,y)—u(0,0))> — o {5k (u(z,y)—u(0,0))?)
— e—k'g <u(0,0)2—u(m,y)u(070)>. (4.24)
O valor médio no expoente resulta:
1 1— b7
1(0,0)? — u(z,y)u(0,0)) = —k T//dkzdk . (4.25)
w007 ulru0.00 = e e g+ kR

para longos comprimentos de onda é possivel aproximar a expressao anterior por:

1 1— k7
(u(0,0)* — u(z,y)u(0,0)) = —kBT//dk:m dky—————, (4.26)
(2m)? Yok + kg

onde y serd igual a 7y,,; se 0 < 2 eigual ay, parac > 2. E possivel entdo calcular exatamente o expoente da

correlacao posicional nas direcdes principiais como sendo:

(u(0,0)2 = u(z, 0)u(0,0)) — M<%)+r< 2 )w

kgT g g Z
- _ _ksT N (%) 5. 4.27
(u(0,0)2 — u(0, y)u(0,0)) %WCOS(HM) (=5)v 27

@, .9

Desta forma o comportamento da funcdo de correlacdo posicional ao longo do eixo “x” perpendicular as

faixas tem a forma:
_ (m) EES)
g(x,0) = e \&& , (4.28)
_ot2

4o 7 . ~ o . N
onde ¢, = <k§ ’f{f—f (%) r (2_30)> , € o comprimento de correlacdo na dire¢do perpendicular as

faixas. O decaimento da fun¢do de correlagdo na direcdo y, paralela as faixas, resulta entdo:

_ (m) E
9(0,y)=e \1/ (4.29)
_2
onde £ = (kzg 2:\’;% cos(m+m%)T (—%)) . Também ¢é possivel achar a funcio de correlacio do

campo ¢(x,y), a partir da fung¢do de correlagéo de u(z,y). Dentro da aproximagdo de modo unico pode-se
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obter a fung¢do de correlagdo do pardmetro de ordem como sendo:

Cla,) = ((2)(0)) = 58 coslhon)(z,). .30)

Como observa-se, um aumento do alcance da interacdo repulsiva (diminui¢do do expoente o) produz um
aumento da correlagdo posicional. No entanto, vemos que a correlagdo posicional decai exponencialmente, o
qual é de se esperar considerando a divergéncia da flutuag¢do quadratica media posicional no limite termodi-
namico.

Por outro lado, diferentemente da flutuagdo posicional quadratica média (u?(0)), a flutuagdo orien-
tacional média, como veremos a continuagdo, resulta finita ainda em sistemas infinitos espacialmente. Seja
6(Z) o angulo entre a dire¢do do vetor de onda local, kg + koVu(Z), das faixas e o vector de orientagdo
media ko do sistema, entdo, pode-se mostrar que 6(Z) ~ 0yu(Z). Desta forma, a flutuacdo quadrética média

da orientagdo das faixas, 6(F), serd:

(62(0,0))

2 2
T k
(5“) _ ks // dhydky—
dy (2m) 2k + kY

_ kgT 1 A% @31
T o9 o’ ‘

onde A representa o “cut-off” de grandes momentos. Portanto, levando em conta que o parametro de ordem
orientacional G se define como:
G = (¢?) = ¢ 3 (7 00) (4.32)

)

com n = 2 (dada a simetria do sistema de faixas), chegamos a conclusdo de que o parametro de ordem
orientacional GG, também € finito no limite termodindmico. Esse resultado mostra que no sistema analisado
ainda que ndo exista a ordem posicional a temperatura finita, a ordem orientacional existe pelo menos em
temperaturas baixas. Isto ultimo pode ser confirmado pelo cdlculo direto da correlacdo orientacional, o qual
resulta numa correlacao finita ainda para pontos do sistema infinitamente afastados.

Considerando que todas as magnitudes de interesse tem sido calculadas, discutamos entfo os resul-
tados obtidos até agora. Mostramos que independentemente do alcance da interac¢do repulsiva uma fase com
ordem posicional de longo alcance ou quase longo alcance é proibida em duas dimensdes. Por outro lado,
obtivemos que para flutuacdes orientacionais pequenas e para todo o, uma fase com ordem orientacional
de longo alcance € estdvel no limite termodinamico. Este resultado aparentemente contradiz o teorema de

Merming-Wagner, o qual estabelece que em sistemas com interagdes de curto alcance, ndo pode acontecer
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a quebra espontanea de uma simetria continua em duas dimensdes. Embora ambos resultados sao corretos
dentro dos limites das nossas aproximagdes, como veremos mais adiante a estabilidade da fase orientacional é
corrigida no caso de sistemas de curto alcance, quando consideram-se outros tipos de excitagdes elementares
do sistema de faixas além das ondas de deformacdo do padrio.

E conhecido da literatura [49] que nos sistemas de faixas além dos modos de Goldstone de defor-
magdo do padrio, existem outras excitacdes elementares que resultam relevantes para o estabelecimento da
ordem orientacional no sistema. Tais excitagdes sdo as chamadas “desloca¢des” e como mostrado previa-
mente [49] as mesmas sdo defeitos do padrdo de faixas, que produzem uma mudancga qualitativa importante
na estabilidade da fase ordenada orientacionalmente. Embora este tipo de estudo ndo tem sido realizado
considerando apropriadamente os efeitos de interacdes de longo alcance, € de se esperar que nestes sistemas
igualmente os defeitos topoldgicos resultem relevantes no processo de estabelecimento da ordem orientacio-
nal.

Desta forma a proxima secdo é dedicada a construcéo de uma teoria eldstica, que partindo do Hamil-
toniano “microscépico que descreve pequenas deformagdes do sistema de faixas (Eq. 4.21) permite incluir
o papel dos defeitos topoldgicos relevantes no sistema. Diferentemente da teoria da fusdo (“melting”) de
sistemas faixas existente, a nova teoria deverd permitir a inclus@o de interacdes de longo alcance (o < 2) no

campo de deformacdo das faixas. J4 que € essa classe de sistemas 0 nosso principal objetivo no momento.

4.2 Teoria generalizada da fusao de sistemas classicos de faixas

Como fica claro da analise da equagd@o 4.21, s6 no caso o < 2 a interacdo repulsiva de longo alcance
resulta relevante para longos comprimentos de onda. Considerando entdo que o caso com intera¢des de curto
alcance foi compreendido hd muito tempo, nessa se¢do vamos nos concentrar no estudo de sistemas de faixas
com o < 2. Uma forma possivel de verificar os nossos resultados serd analisar, se no limite o — 2 a nossa
teoria reproduz a teoria de Toner e Nelson [49] da fusdo de sistemas de faixas.

No caso com o < 2 o Hamiltoniano efetivo de partida, para descrever o ordenamento posicional

sera:

_ B[ @k o 20-2, 4y v T
H= 5/ on)? (kZ + Nk 2k, )a(k)u(—k), (4.33)

onde B = v, e A2 = v /7= Nesta secfo achamos conveniente seguir a notagdo usada na referéncia [49]

com o objetivo de facilitar a comparagdo dos nossos resultados com os obtidos previamente nesse trabalho.
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Para estudar a mecanica estatistica do campo u numa aproximacdo superior a teoria Gaussiana,
necessitamos considerar além das realiza¢des suaves do campo u(7) outras excitagdes de baixa energia do

sistema nas quais o campo u(7) apresenta singularidades pontuais. Para estudar a mecnica estatistica do

y

Figura 4.2: Gréfico de densidade correspondente a um padrdo de faixas que apresenta uma deslocagdo. A
circunferéncia central destaca o nicleo da deslocacdo e o contorno fechado, formado pela linha pontilhada e
a seta, indicam a diferenca no numero de faixas a ambos lados da deslocag@o.

campo u numa aproximacao superior a teoria Gaussiana, necessitamos considerar além das realizacdes suaves
do campo u(7) outras excitagdes de baixa energia do sistema nas quais o campo u(7) apresenta singularidades
pontuais. Essas excitagcdes de baixa energia sdo chamadas de deslocagdes. Uma deslocag@o é um defeito num
sistema perfeito de faixas, na classe de sistemas sob estudo a deslocac@o pode ser pensada como a terminagdo
de um ndmero par de faixas no meio de um sistema de faixas perfeito. Esta descri¢cdo € melhor entendida
mediante a Figura 4.2 onde o desenho de uma deslocacdo é presentado. O nicleo da deslocacdo, onde as
faixas adicionadas terminam, foram circuladas para destacar a regido onde se tem a singularidade no campo
de deformacao.

A intensidade de uma deslocag@o é caracterizada pela integral de linha sobre um caminho fechado e
orientado, em sentido anti-horario ao redor da deslocag@o, como o desenhado em linhas descontinuas termi-

nando em uma dupla seta. A dupla seta sinaliza a diferenga no numero de faixas na parte superior e inferior
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do contorno desenhado (ver Figura 4.2). Essa condi¢do € expressa matematicamente como:
j'{ Vu-dl = md, (4.34)

onde m representa um numero inteiro e d representa o comprimento de modulagio. E importante perceber
que no caso em estudo, diferentemente do caso geral, um numero impar de faixas (camadas) ndo pode formar
uma deslocag@o, de outra forma a tendéncia natural do sistema de formar um padrdo modulado simétrico
seria violada e consequentemente tal configuracio teria um custo energético muito alto. Isso significa que
embora o pardmetro d represente usualmente a largura de sé uma camada do padrdo, no nosso caso como
estamos forcados a adicionar pares de camadas, o pardmetro d serd igual ao comprimento de modulag¢éo do
padrio de faixas. Como veremos essa simples condi¢do tem importantes consequéncias para as propriedades
dindmicas do sistema.

Para encontrar a forma particular de uma deslocag@o, em um sistema com energia livre dada pela

equacdo (4.33), devemos resolver a seguinte equacdo de Euler:

LI — (k2 4+ X2k, k72 a(k) = 0, (4.35)
du(—k)

sujeita a condigdo (4.34). Considerando o fato de que o campo de deformacédo u(Z) deve satisfazer a condigio
(4.34) e a0 mesmo tempo se manter como uma fungdo univaluada vemos que é necessario introduzir uma
descontinuidade nos valores da fungéo u(7) ao longo de uma linha que chamaremos de linha de corte. Para
manter as convengdes usuais vamos tomar a linha de corte como iniciando no centro da deslocacédo e indo
até infinito ao longo do eixo “y” (ver Fig. 4.2). Desta forma € natural exigir que ao cruzar a linha de corte a
fun¢do u(7) apresente uma descontinuidade de valor md. Levando em conta essa exigéncia e a forma em que
os operadores na equagdo de Euler atuam na vizinhanga da linha de corte, percebemos que um termo de fonte
deve ser agregado no membro direito da equagdo (4.35) para satisfazer a condic¢do (4.34). O termo de fonte

apropriado a ser adicionado, no espaco real, tem a forma mdd,d(z)©(y). Consequentemente a equacdo de

Euler apropriada para descrever o campo de deformagdo no espaco de Fourier tem a forma:

SH - k.
= — (B2 4+ Xk, kY ap (k) = md==. (4.36)
507 ( y )ip (k) k)
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A solugdo de tal equacgdo sera:

k 1

ip (k) = —md=-= .
'LLD( ) m ky <k3+)\2ky4kg_2)

(4.37)

Se agora, generalizamos este resultado ao caso onde se tem um campo de deslocagdes m(7), o campo de

deformacdo resultante pode ser formalmente escrito como:
ip(k) = G(=k)r(k), (4.38)

onde a funcdo de Green G(k) tem a forma:

k 1

G(k) - E (k% + )\Qky4k0—2) ’

(4.39)

Para encontrar o Hamiltoniano efetivo que descreve o sistema de desloca¢des em interacdo primeiramente

re-escrevemos o Hamiltoniano efetivo no forma simétrica:
B d%k - - - -
=5 [ Gy Em(F) + Xha(ha( ). (4.40)

onde os campos componentes serdo hy (k) = ik, G(—k)m(k) e hy(k) = —k;k%_lG(—E)m(E). Calculemos
entdo a forma explicita dos campos componentes. O primeiro campo pode ser re-escrito na forma:

. 4 dNESRTT2 O\
hl(k) = —Z?y + W m(k) (441)
z Yy

Olhando cuidadosamente esta expressdo observamos qual é o preco de ter introduzido a descontinuidade
na fun¢fo up () para manter a fungdo univaluada. Descontinuidades ficticias aparecem em hl(l;) devido
ao termo independente de k; e proporcional k&, 1. Para corrigir esta descontinuidade artificial é preciso

-

desconsiderar este termo em h1 (k). Levando estas consideragdes em conta é direto obter que:

ha (k) AR ) (k) (4.42)
W\ g2 | T '

O problema previamente discutido ndo € exclusivo do método apresentado, na verdade o mesmo pro-

blema aparece no trabalho de Toner e Nelson ([49]). A diferenca entre ambos encontra-se em que no método

usado por Toner e Nelson esta questdo nao resulta evidente devido a que o calculo é feito no espago real

e as correspondentes singularidades que resultam no calculo sdo diretamente desconsideradas sem nenhum
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comentdrio. Tendo esclarecido a fonte do problema podemos agora lidar com o mesmo toda vez que apareca
no futuro.

Podemos proceder agora com o calculo de hy (E) Neste caso € direto chegar a que:

d kykokz ! L
h2( ) = (k2 +y)\2ky4ka—2) m(k) (4.43)

Sy

Usando os resultados obtidos para hy (k) e ho (k) na equagio (4.40) obtemos o Hamiltoniano efetivo:

B [ &k  d*Nk2k°2 -, .

u=2 / v (R (—F) (4.44)
2 ) (2m)2 (k2 + \2k3ko-2) ’

o qual parcialmente descreve o campo de deslocacdes interatuantes. Para completar nossa construgio do

Hamiltoniano efetivo para deslocacdes em interagdo € importante perceber que ainda deslocagdes isoladas

tem um custo energético finito. Consequentemente é agregado uma contribui¢cdo quadratica com constante de

interacdio fixa E a?. Desta forma a forma completa do Hamiltoniano efetivo para o sistema de deslocagdes

tem a forma:

g L[ Pk [ EBNRETE N ik 4.45
= 5/ (27‘[‘)2 k%+)\2k§ko_2 + da m( )m(i ) 4.45)

A forma do Hamiltoniano efetivo obtido é exatamente a mesma que aquela obtida no trabalho de Toner e
Nelson (ref. [49]) quando fazemos o = 2 e levamos em conta as diferencas de notagdo dos eixos. Esse fato
sinaliza que estamos no caminho certo para a construcdo do uma teoria generalizada da fusdo de sistemas
de faixas quando interacdes de longo alcance estio presentes. Como consequéncia direta da equagdo (4.45)
obtemos que:

kT (kzz + )\2k§k(’_2)

(R (—F)) = : 4.46
VR(R) = BRNeRke 2 + 2B, (K2 T APkTRe ) (340

Agora podemos calcular a correla¢do orientacional considerando ndo somente flutua¢des suaves da
orientagdo das faixas, sendo também o efeito dos defeitos em interacdo. Primeiramente usaremos o fato
de que para pequenos desvios das faixas repeito da orientacdo média o angulo de orientagcdo das faixas é
calculado como 0(7) = 9, u(7). Considerando entdo que o campo de deformagio u(7) pode ser decomposto
na soma de um campo que descreve as flutuagdes suaves ¢(r) mais a contribui¢do do campo de deformagéo

associado ao conjunto de deslocacdes temos:

u(r) = ¢(7) + up(r). (4.47)
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Considerando a independéncia estatistica dos campos ¢(7) e up (7) teremos que:

(a(k)a(=F)) = ($(R)$(—F)) + (ap(R)ap (k). (4.48)

As fungdes de correlagdo que precisamos: (G(K)d(—k)) e (ap(k)ap(—k)) podem ser simplesmente calcu-

ladas usando os resultados obtidos previamente. Como consequéncia da equagdo (4.33) podemos concluir

que:
ST kT
k)p(—k)) = . 4.49
GER) = G o (4.49)
Por outro lado, considerando as equacdes (4.38) e (4.46) ¢ direto obter que:
- - kT
up(k)up(—k =
(@ (R)ip(=k)) Bd2X\2k2k7 2 1 2Ba2(k2 + A2k1k72)
k2 1
x d*2z (4.50)

k2 (k2 4 M2k, ko—2)

Depois deste pequeno desvio, podemos voltar ao nosso objetivo primdrio, o calculo da fungio de
correlagdo orientacional. Considerando a defini¢do do campo de orientagdes 6(7), fica claro que a correlagdo

(0(K)6(—F)) pode ser escrita como:
(O(k)O(~F)) = kp(a(k)i(—F)). 4.51)
Usando entdo os resultados para a fun¢do de correlacio (a(E)a(-E» podemos chegar apds algumas mani-

pulacdes algebraicas a que:

N oA o kT (d? 4+ 2E46%k2/B
(OR)O(—F)) = Gt 10ky/5) S 4.52)
Bd2X2k2k7 =2 + 2Eqa (k2 + N2k, ko —2)

Assim a fungdo de correlacio no limite de longos comprimentos de onda vem dada pela expressdo seguinte:

kyT

1()O(—k)) = ) 4.
(O(k)O(=F)) BN2k2ko~2 + 2F4a2k2 /d? (4.53)

Este ultimo resultado implica que o Hamiltoniano efetivo para o campo de orientacao HA(I;:') sera:

1 [ dk ooz | 2Baa®k2 ;o s
Moo = 5/ o <B>\2k§k 2, 22> B(R)O(—F). (4.54)
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Esse ultimo resultado amerita alguns comentdrios. Primeiramente observamos que de fato o Hamiltoniano
efetivo obtido coincide com o obtido na referencia [49] quando o = 2. Isso implica que como esperado existe
continuidade no comportamento fisico do sistema variando o. Por outro lado é facil mostrar que sé para o < 2
existe uma fase ordenada orientacionalmente para temperaturas baixas o suficiente. E possivel chegar nessa
conclusdo mediante o estudo da flutuagio orientacional quadratica média (6?), a qual é calculada mediante a
integracdo direta da expressio (4.53). E possivel mostrar que no caso o < 2 as divergéncias infravermelhas
sdo integraveis o que significa que a ordem orientacional ¢ estdvel no limite termodinamico.

Agora que temos o Hamiltoniano orientacional a nivel Gaussiano € importante recuperar o Hamilto-
niano geral que preserva a simetria local frente a rotagdes de 27 tendo o Hamiltoniano (4.54) como aquele que
se obtém numa expansao tipo onda de spin. Com essa finalidade, ao invés de rastrear desde o inicio o efeito
das contribui¢des de mais alta energia do Hamiltoniano original no nosso modelo efetivo final, o qual pode
ser bem complicado. Poderiamos reconstruir completamente o Hamiltoniano orientacional considerando as
simetrias do padrdo de faixas. Neste ponto vamos seguir de perto o caminho utilizado na referencia [50].

Para identificar as simetrias reais de nosso sistema devemos notar que a célula basica do padrio
de faixas é composta por uma dupla camada de densidades opostas e com uma largura muito menor que
o comprimento de correlacdo orientacional transversal como mostrado na Figura 4.1. A principio qualquer
configuracio de baixa energia do sistema de faixas pode ser construida a partir destas células basicas. E
importante notar que em contraste com os cristais liquidos nemdticos, nos quais o Hamiltoniano € invariante
frente a rotacdes de 7 da sua célula bdsica (nematégenos), no nosso caso o Hamiltoniano é s invariante
frente a rotacdes de 27 da célula basica. Esse simples fato, realmente reflete a profunda diferenca fisica entre
os sistemas de faixas sob estudo e os cristais liquidos nemaéticos.

A célula basica das nossas faixas carregam um tipo de “momento dipolar”, dado que as mesmas estao
compostas por pares com densidades opostas. Isso faz com que o Hamiltoniano efetivo para a orientacao
local das células dipolares contenha dois tipos de contribui¢des. Uma contribui¢c@o local, proveniente das
propriedades eldsticas do padrdo e outra nao local que aflora devido a interagdo dipolar generalizada entre os
“dipolos” locais.

Lembrando que em escalas da ordem do comprimento de modulacao existe uma anisotropia natural
nas constantes eldsticas locais, o qual significa que as propriedades eldsticas ao longo da modulagao e perpen-

dicular a ela nio s@o as mesmas. Podemos concluir que a forma geral do Hamiltoniano efetivo que preserva
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a simetria orientacional certa e contem a interacao dipolar generalizada sera:

H, = %/d% [gl(ﬁ-ﬁ)2+gz(ﬁx /d2 /d%c’Q ') (’ij,f) ﬁﬁ;
i(Z) - (2 — 2V - (Z— & )> '

|f _ i“/|0'+4

— (042 (4.55)

onde 7(7)? = 1 e Q(Z) representa uma fungdo de “cutoff” de distancias curtas introduzida para evitar di-
vergeéncias artificiais na parte nao local do Hamiltoniano. Os coeficientes g; e go sdo considerados diferentes
em geral, levando em conta que em escalas da ordem do comprimento de modulagdo as constantes eldsticas
locais sdo diferentes ao longo das dire¢des perpendicular e paralela as faixas. A forma obtida para a contri-
buicdo local € caracteristica de sistema cujos componentes apresentam uma simetria frente a rotacdes de 27
e a mesma ja é conhecida na literatura [52].

Por outro lado o pardmetro g mede a intensidade da interag@o dipolar generalizada entre os vetores
diretores do campo para pontos afastados o suficientes no sistema [50]. E simples provar que na aproximacio
de ondas de spin o Hamiltoniano geral (4.55) se reduz a expressao (4.54). Notemos que essa relagdo permite
relacionar os coeficientes eldsticos g; € go com as propriedades locais do padriao de faixas, como o custo
energético de uma deslocacdo, o seu radio e outras constantes eldsticas que aparecem na equagdo (4.21). De

fato é possivel mostrar que:

g1 = Yy

2E,4a°
I (4.56)

Para obter o valor de g; podemos analisar o caso em que ¢ > 2, neste caso a interagdo ndo local é
subdominante e como consequéncia € direto chegar no resultado anterior. Olhando agora para a intera¢do ndo
local percebemos que neste caso a constante de interagdo g no Hamiltoniano efetivo (4.55) como esperado
estd somente relacionada as propriedades nio-locais (y,,;) do Hamiltoniano original (4.21). E simples mostrar
que g = ¢y onde c é simplesmente um fator numérico proveniente da transformada de Fourier que relaciona
as expressoes (4.55) e (4.54).

A discussio previa acerca das simetrias do padrdo de faixas e o mapeamento entre os Hamiltonianos
(4.54) e (4.55) permite concluir que na classe de sistemas de faixas sob estudo o processo de fusdo da ordem
orientacional é governado pelo Hamiltoniano efetivo (4.55). Isto contrasta com a forma usual do Hamiltoni-
ano efetivo proposto por Toner e Nelson [49] para descrever os sistemas de faixas. Nessa teoria se assume

que os sistemas de faixas comportam-se efetivamente como um cristal liquido nemético e consequentemente,
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o Hamiltoniano efetivo para o vetor diretor das faixas tem a forma do conhecido Hamiltoniano de Frank [46]:
1 2 = =2 - = o]’
Ho =5 | d§ Ka(V - 3i(@)? + Ko (&) x (V n(x))] . (4.57)

Embora os Hamiltonianos (4.55) e (4.57) possuam a mesma forma funcional no limite de pequenos desvios
podemos perceber que de fato a forma funcional completa em ambos é compativel com simetrias diferentes
do vetor diretor como esperado.

A continuacdo usamos o resultado conhecido da literatura [49] de que para comprimentos de onda
muito maiores que o comprimento de modulacdo, os coeficientes eldsticos g; € go na equacio (4.55) se re-
normalizam e passam a tomar valores iguais na regido critica, onde a anisotropia do sistema € ainda pequena.
Isto como veremos permite re-escrever a parte local do Hamiltoniano efetivo de forma muito mais simples.
Por outro lado, a intera¢do dipolar renormaliza-se de forma trivial. Isto € um fato simples de se compreender
devido a que se considerarmos células basicas maiores ( compostas por um dado nimero de células basicas
elementares ), devido ao principio de superposicao, ainda a energia de interacao dipolar serd a contribuicao
dominante sobre qualquer outra possivel interacdo residual ndo local. Consequentemente o Hamiltoniano
“coarse grained” efetivo apropriado para estudar as propriedades orientacionais do nosso modelo na regido

critica sera:

_ 1 2 -2 9 2 / 2 1O ii(%) - i(7)
Ho = 2/d z g1(0,7) +2/d:c d*z' Q|7 — ') FRIres
(T - (Z-2)@) - (Z -7
— (042 (@) - |f_)f,(|a+)4( )>. (4.58)

A dedugdo apresentada mostra que o Hamiltoniano anterior é o Hamiltoniano efetivo orientacional
a ser usado quando temos interacdes repulsivas de suficiente longo alcance. O fato de sistemas com o < 2
pertencer a uma classe de universalidade diferente de aqueles com o > 2 ndo era até agora um resultado
demostrado na literatura [49]. Embora varios autores tem discutido o possivel efeito da presenca de interacdes
de longo alcance sob a fus@o da ordem orientacional dos padrdes de faixas, a teoria aceita pela comunidade é
aquela desenvolvida por Toner e Nelson na qual ndo hd dependéncia do alcance da interagd@o repulsiva.

Assim as proximas secdes estardo dedicadas a estudar a fisica resultante do nosso modelo efetivo
em diferentes aproximagdes, assim como a comparagdo final dos resultados teoricos com os obtidos via

simula¢des numéricas.
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4.2.1 O Modelo XY generalizado para o sistema de faixas

E simples perceber que o Hamiltoniano efetivo obtido no estudo da ordem orientacional, coincide
com aquele que se construiria para descrever um modelo cldssico de spins XY que inclui uma interacdo
dipolar generalizada. Desta forma podemos nos beneficiar de todos os resultados disponiveis na literatura
sobre essa classe de modelos. Em particular do trabalho de Maier e Schwabl [53] na qual € estudado mediante
as técnicas do grupo de renormalizag@o as propriedades criticas desta classe de sistemas.

Iniciaremos o estudo do nosso Hamiltoniano efetivo estudando a estabilidade da fase ordenada. Para
isso comecamos escrevendo o Hamiltoniano 4.58 na aproximacdo Gaussiana, parametrizando a orientagdo
dos rotores em termos do angulo de orientacdo dos mesmos em referencia ao angulo de orientagdo media
do sistema. Na aproximagdo Gaussiana sé pequenos desvios da orientagdo media sdo permitidos e assim €
simples chegar em:

su=2 [ euor+d [ [eres (JO00 X0 OBIUD) - s

2 —LZ”|U+2 |f_f/|a+4

onde a direcdo “z” foi considerada como a direc@o de orientacao media dos rotores, sem perda de generali-

dade. Esta expressao no espaco inverso se escreve como:

1 d?k 2 o—21.2\ A(TNA(_ T
A= / Gy (0" + 9K 72K2) ORI (F). (4.60)

Desta forma, seguindo o caminho da se¢éo (4.1.1) chegamos a

(6%(0)) = k T/ ’k ! 4.61)
P ] 2m)2 gik? + gko2k2 '

A primeira coisa que € possivel observar da expressao obtida € que para o > 2 as flutuacdes sao dominadas
pelo termo da interacdo de curto alcance e neste caso, ainda com a presenga da interacao de longo alcance, as
flutuagdes t€m divergéncias logaritmicas com o tamanho do sistema. O que faz com que neste caso se espere
uma transicdo do tipo K.T. para temperaturas baixas o suficiente. Por outro lado quando ¢ < 2, é direto

mostrar que (62(0)) € finito no limite termodindmico, obtendo como resultado aproximado:

2—o

kgT 1 A=
6%(0)) ~ )
(°(0)) = — 2= 0)

(4.62)
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onde A representa o “cut-off” no espago de momentos. E possivel entdo, nesta aproximacdo, calcular direta-

mente o pardmetro de ordem nematico
G = (e?) = 37 O), (4.63)

com n = 2. Observando-se que neste caso o pardmetro G terd um valor finito na fase de baixa temperatura
para o < 2 e zero para o > 2, no limite termodinamico.

E importante notar que no nosso modelo quando a quebra da simetria acontece, os rotores apontam
preferencialmente numa direcio e sentido dados. Portanto € direto caraterizar essa transi¢do com um para-
metro de ordem definido como a média (cos(#)). O vinculo com o pardmetro de ordem nemdtico do sistema
original se acha percebendo que por cada interfase (rotor) orientada no angulo 6 do nosso modelo, existe no
problema inicial alem da interfase original uma outra orientada na direcdo § — 7. Assim se no nosso mo-
delo a probabilidade de orientag@o dos rotores é P(6) no sistema original que inclui todas as interfaces seré
(P(0)+ P8 —m))/2.

Quando a transi¢do acontece, a probabilidade de orientagdo passa de ser uma constante a ter um
perfil com um méaximo num 6 dado (6 = 0 por exemplo), e desta forma considerando a simetria rotacional do
sistema, P(6) teria uma expansdo da forma P(6) = A + Bcos(6) + C cos(20) + .... Na transi¢do deixardo
de ser nulos os coeficientes B, C, etc. Daqui é direto mostrar que (cos(f)) = 7B e (cos(20)) = 7C ou seja
quando a simetria é quebrada no modelo de rotores também € quebrada no sistema de interfaces originais.
Mas em principio como B e C' sdo pardmetros diferentes a variacdo deles respeito da temperatura ndo tem
por qué ser a mesma.

Concluindo, ainda que o pardmetro M = (cos(f)) seja natural para detectar a transi¢do a um estado
anisotrdpico pela forma em que o modelo de rotores foi construido, é possivel e tem sentido fisico ainda fazer
a conexdo com o pardmetro nematico original G = {(cos(26)). Devido a que ambos os pardmetros comegam

a ter valores finitos 2 mesma temperatura.

4.3 Comportamento critico e resultados exatos

Até agora mostramos como na aproximacao eldstica, valida para baixas temperaturas, s6 sistemas
com interacdes repulsivas de suficiente longo alcance (0 < 2) sdo capazes de estabilizar a fase nematica. Isto
aconteceu devido a que a interag@o repulsiva gera uma interacdo efetiva atrativa entre dominios a qual se for

suficientemente forte estabiliza uma fase com ordem orientacional de longo alcance[50].
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Num trabalho de Maier e Schwabl [53] € resolvido o modelo chamado por eles de XY dipolar, que
coincide com o nosso modelo (equagdo 4.58) para ¢ = 1. Neste trabalho se apresenta um tratamento em
detalhe do grupo de renormaliza¢@o ndo perturbativo do modelo mencionado. Chegando-se a obter varios
resultados que tém aplica¢do direta no nosso problema. No mesmo trabalho se mostra como o cardter aniso-
trépico da interacéo dipolar ndo muda os expoentes criticos do modelo quando comparado com um modelo
isotrépico atrativo do mesmo alcance. O modelo isotrépico é bem mais conhecido e estd resolvido para
um alcance geral o [54] usando técnicas do grupo de renormalizacdo perturbativo. Assim o Hamiltoniano

isotrépico que terd os mesmos expoentes criticos que (4.58) é:

o~ 2 €(T)-e@)
//d 27 7T (4.64)

Daqui usando os resultados prévios da literatura [53, 54] se conclui que para ¢ < 2 existe um ponto critico
num certo valor de temperatura. Porém de acordo com os resultados de Maier e Schwabl [53], interessante-

mente o comprimento de correlacdo (§) perto de T, diverge exponencialmente:

& x exp (\%) , (4.65)

com 7 = |T, — T'|. A magnetizacdo (cos(#)) perto do ponto critico se comporta na forma:
M = {cos(9)) oc £~ )/2, (4.66)

com T' < T,. A relagdo de escala anterior implica que a magnetizacdo vai a zero exponencialmente quando

T se aproxima de T.. Assim mesmo a susceptibilidade orientacional diverge como:
X x &7, (4.67)

na regido critica. Além disto, no trabalho mencionado o conjunto completo de expoentes criticos € achado o
que pode ser imediatamente transportado para o nosso caso.

Vamos estudar agora o pardmetro de ordem nemético G = (cos(f)) para o sistema original. O
calculo do comportamento critico de GG via grupo de renormalizagdo é uma tarefa complicada devido a que
no modelo usado G néo € o parametro de ordem natural do modelo. Como consequéncia decidimos proceder

da seguinte forma. Na fase ordenada, os rotores do nosso sistema estéio submetidos a um campo efetivo i na
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dire¢do x que tem uma variagdo ndo trivial com a temperatura. Desta forma

P0) = %exp(ﬂh(ﬂ) cos(6)), (4.68)

com Z = fo% exp(Bh(B) cos(f)). Daqui é direto obter que perto da transi¢do (8h(8) — 0) temos
M xh, Goxh?, (4.69)

ou escrito de outra maneira G o M?. Ainda que num tratamento exato o expoente dessa relacdo seja

corrigido, a relag@o potencial entre as magnitudes M e G ainda significaria que

G x exp (—\;) , (4.70)

com 7 = T, —T. Um comportamento diferente do proposto nio é de se esperar ja que como foi mostrado
pelo grupo de renormalizago ndo perturbativo [53], no modelo estudado todas as magnitudes termodinamicas
relevantes tem um comportamento exponencial perto do ponto critico.

Uma carateristica interessante dos resultados do grupo de renormaliza¢do desenvolvido é que os ex-
poentes criticos calculados e o comportamento do comprimento de correla¢do, segundo Maier e Schawabl [53],
sdo exatos em qualquer ordem da teoria de perturbagdes [53]. Ou seja os resultados apresentados dentro desta

teoria em principio sdo exatos.

4.4 Resultados de simula¢oes numéricas

Com o objetivo de testar qualitativamente os resultados teéricos obtidos, foram feitas simulagdes de
dindmica de Langevin para um sistema com um Hamiltoniano microscépico do tipo 4.1 em duas dimensdes.
Este tipo de modelos desenvolve uma fase de faixas, na regido certa do espaco de pardmetros, e é exatamente
nesta classe de modelos que a nossa teoria da fusao de faixas deveria funcionar. A equacdo de Langevin para
o parmetro de ordem local ¢ () se escreve no espago de Fourier como:

9¢

a(%, t) = _Aa<k)¢<lgv t) - u[(ﬁS}F(la t) + 77(];7 t)’ (4-7])

onde A, (k) é o conhecido espectro de flutuagdes que aparece como resultado da transformada de Fourier

dos termos quadréticos no Hamiltoniano microscépico original ( equagdo 4.4 ). Assim mesmo, [¢?] F(l;7 t)



CAPITULO 4. A FASE NEMATICA E O MODELO XY GENERALIZADO 56

representa a transformada de Fourier del termino [¢%] (K, t) e n(k, t) representa um ruido Gaussiano branco
com media zero e correlacdes (n(k, t)n(K',t')) = (27)22T6(k-+k')d(t—1t'), onde T representa a temperatura

efetiva do banho térmico. Foram usadas duas formas especificas das fungdes A, (k), a primeira:
As(k) = az(k — ko)? —r, 4.72)

onde ay e r sdo constantes, contem a dependéncia linear da interacdo isotrdpica dipolar (¢ = 3) com o

mddulo do vetor de onda k. A segundo espectro de flutuagdes utilizado nas simulagdes foi:
A1 (k) = az(K* + 2k3 /k — 3k3) — 1, (4.73)

no qual novamente ag e r representam constantes. Notemos neste caso o espectro de flutuacdes contem
a presenca de uma interac¢@o repulsiva do tipo Coulomb devido a presenga do termo proporcional a 1/k em
duas dimensdes. Os parametros livres foram escolhidos de forma que ambos espectros de flutuagdes tivessem
a mesma forma perto do minimo dos espectros de flutuagdes. Com esse objetivo foi fixado as = 1 para o
sistema dipolar e a; = 1/3 para o sistema com interacdes de Coulomb. Em ambos casos foi fixador = 1 e
ko = 1.

A simulag¢@o numérica utilizou um esquema numérico implicito de primeira ordem na solucdo da
equagdo (4.71), um procedimento que garante boa estabilidade numérica ainda quando é utilizado como
paso de tempo dt = 0.1, como se mostra em trabalhos anteriores [17, 55]. Na sua forma adimensional,
a periodicidade das faixas é fixada pela constante da rede dz numa rede construida com dimensdo linear
igual a L = MN, de forma que os vetores de onda da rede se escrevam como k = (kg /da, ky/dx) com
ki = 2mn;/L e de = /M. Nesse esquema, o comprimento médio das faixas cobre M sitios de rede e
as dimensdes lineares do sistema contem em média IV faixas duplas. Foi fixado M (M = 11) num valor
suficientemente grande para garantir os minimos efeitos da rede possiveis preservando assim a isotropia do
modelo.

Inicialmente foi feito uma estimagdo dos tempos que demora o sistema para equilibrar e para se de-
correlacionar partindo de condigdes iniciais desordenadas as diferentes temperaturas de interesse. A seguir
foi feito um estudo sob resfriamento lento o qual mostrou que para temperaturas menores que 7' ~ 0.59
(T ~ 0.45), o sistema com intera¢do dipolar (Coulomb) encontra-se na fase de baixa temperatura ordenada
orientacionalmente para todos os tamanhos de sistemas estudados. Acima destas temperaturas as configu-

racdes mostram que o sistema estd num estado normalmente chamado de “liquido de faixas”, onde tanto a
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correlagdo posicional quanto a orientacional s@o finitas. Desta forma para testar qualitativamente as nossas
predicdes tedricas, focamos nosso estudo numérico nas temperaturas 7' = 0.57 para o sistema com interacao
dipolar e T' = (.43 para o sistema com interacdo de Coulomb. As temperaturas selecionadas representam
aproximadamente 0.977, e 0.967 para o sistema dipolar e Coulombiano respectivamente. Os tamanhos de
sistemas utilizados vao desde (12 x 11)? até (66 x 11)2. A ordem orientacional é quantificada através do
campo de vetores diretores locais 7(Z) = Vé(Z)/|Vo(Z)| a partir do qual é possivel calcular o pardmetro
Q@ = (cos 20(ZF)) e a sua correspondente susceptibilidade x, onde 6(Z) € a orienta¢do angular do vetor diretor
local.

De acordo com os nossos resultados tedricos € de se esperar que no limite de grandes tamanhos do
sistema, a susceptibilidade orientacional para um sistema com interagdo dipolar (¢ = 3) e para um sistema
com interacdo de Coulomb (o = 1) tenha comportamentos qualitativamente diferentes para 7" < T,.. No caso
Coulombiano, a natureza da transicdo de segunda ordem implica que a susceptibilidade terd um limite finito
quando o numero de sitios da rede N — oo. Por outro lado, para a interacio dipolar a transi¢do deveria ser
do tipo K.T. o qual implica um aumento monotdnico de y com o tamanho do sistema que diverge no limite

termodindmico para todo 7' < Tk .

256 | * .

> 128 B - ™1

12 18 24 30 42 54 66

N

Figura 4.3: Susceptibilidade orientacional do modelo Coulombiano (quadrados azuis) e dipolar (pontos ver-
melhos) como fun¢do da dimensao linear do sistema em escala Log-Log. As linhas continuas se correspon-
dem com leis de potencias com expoentes 0.7 (linha inferior) e 0.6 (linha superior).

Os resultados da susceptibilidade orientacional como func¢io do tamanho linear do sistema (N =

L/11), obtidos usando o protocolo de simulagio numérica anteriormente explicado, mostram-se na Figura
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4.3. Foram consideradas no estudo numérico somente as duas temperaturas mencionadas anteriormente,
para as quais o sistema se encontra na fase de baixa temperatura. Embora as limitacdes computacionais
impediram alcancgar grandes tamanhos de sistema, é claramente observado que a susceptibilidade do modelo
com interagdo de Coulomb (o0 = 1) primeiramente cresce com N mas eventualmente tem uma mudanca
no seu crescimento e satura num valor fixo para tamanhos maiores. Por outro lado, a susceptibilidade no
sistema com interagdo dipolar (o = 3) para IV grande o suficiente mostra um crescimento tipo lei de potencia
com as dimensdes do sistema, um comportamento consistente com uma fase critica do tipo K.T.. E claro
que ndo temos elementos suficientes para concluir que y ndo ird saturar para maiores N’s, mas a diferenca
de tendencias em ambos sistemas, para valores equivalentes dos pardmetros no Hamiltoniano € uma forte

indicativa de que de fato os resultados tedricos sdo qualitativamente corretos.

4.5 Conclusoés

Neste capitulo respondemos questdes em aberto at€ o momento sobre as propriedades topoldgicas
das fases de faixas em sistemas com interagdes competitivas [50]. Primeiramente foi mostrado que ainda
na presenca de interagdes de longo alcance 1/r? uma fase cristalina de longo alcance ou de quase longo
alcance € proibida em duas dimensdes. Que este tipo de fases ndo existe em duas dimensdes ja foi discutido
na literatura, porém nunca tinha sido mostrado explicitamente para interagdes de longo alcance.

Por outro lado, foi feita uma generalizagdo da teoria de fusdo de sistemas de faixas. A importincia
deste desenvolvimento vai além dos sistemas sob estudo neste capitulo. Como veremos no préximo capitulo a
presente teoria permite de forma simples a inclusdo e o tratamento de flutuagdes quanticas no modelo. Nesse
sentido a técnica desenvolvida apresenta uma aplicabilidade muito maior que aquela considerada padrio até
0 momento [49].

Os resultados apresentados esclarecem as carateristicas fisicas da fase nemdtica em sistemas iso-
trépicos com interagdes competitivas. Primeiramente foi mostrado que se a interacdo repulsiva ndo for de
suficiente longo alcance (o > 2), as flutuacdes orientacionais impedem a estabilidade da fase nematica le-
vando o sistema a classe de universalidade K.T., bem conhecida na literatura. No entanto, quando (o < 2)
a interacdo efetiva entre os dominios é forte o suficiente para ainda em duas dimensdes estabilizar a fase
nematica [50].

O Hamiltoniano efetivo obtido para descrever a fase nemdtica € o mesmo que para um sistema de
rotores que além de uma interagdo de curto alcance ferromagnética possui uma interagdo dipolar generali-

zada. Usando resultados conhecidos para este sistema XY dipolar fomos capazes de predizer que a transicao
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nemadtica nestes sistemas € de segunda ordem. No entanto as propriedades criticas, segundo a literatura [53]
apresentam caracteristicas inusuais, ja que ao invés de variar como leis de poténcias perto do ponto critico,
neste caso, as magnitudes de interesse t€ém um comportamento exponencial. O cdlculo dos expoentes criticos
parametrizados em termos do comprimento de correlacdo no modelo de rotores é possivel. De fato mediante
o uso da teoria do grupo de renormalizacdo, os expoentes assim como o comportamento do comprimento
de correlagdo perto de T, sdo calculados de forma exata [53]. Portanto, considerando que o modelo efetivo
proposto descreve corretamente as interagdes orientacionais no sistema de faixas, temos resultados exatos a
qualquer ordem em teoria de perturbagdes para o comprimento de correlagdo e para os expoentes criticos
das magnitudes de interesse. Neste contesto, foi argumentado mediante uma andlise simples por qué € de
se esperar que o pardmetro de ordem nemético para o sistema de faixas se anule exponencialmente perto da
temperatura de transi¢do nemadtica quando esta existe.

Para finalizar foram feitos estudos numéricos de dindmica de Langevin, em sistemas formadores de
faixas, para testar qualitativamente os predi¢des tedricas. Os resultados de simulacdo mostraram transi¢des
de fase qualitativamente diferentes nos casos o < 2 e ¢ > 2. No caso com interagdo Coulombiana (¢ = 1),
os resultados sdo consistentes com a existéncia de uma transi¢ao de fase de segunda ordem. J4 no caso dipolar
(o = 3) os resultados indicaram a existéncia e uma transi¢do de fase do tipo K.T.. Justamente os resultados
analiticos apresentados, predizem tal mudanga qualitativa ao variar o. Desta forma, embora nao tenham
sido testadas em detalhe o conjunto das predi¢des tedricas obtidas, a comparagdo dos resultados numéricos e

analiticos sugere que a nossa teoria descreve corretamente o fendmeno sob estudo.
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Capitulo 5

Propriedades topologicas de sistemas

quanticos de faixas

5.1 Teoria quantica da fusao orientacional em sistemas de faixas

No capitulo anterior foram estudadas a ordem posicional e orientacional de um sistema genérico
de faixas classico. O nosso modelo de partida, embora simples, tem sido utilizado no passado para estu-
dar sistemas tdo diferentes quanto: filmes finos ferromagnéticos dipolares [13, 24, 25, 51], sistemas flui-
dos [31, 49, 56] ou sistemas de elétrons fortemente correlacionados [57, 58, 59, 60]. Neste ultimo caso,
tem sido usados inclusive modelos cldssicos, no estudo de sistemas quanticos, com o intuito de que deter-
minadas caracteristicas fisicas sejam robustas o suficiente como para se manter em ambas versdes de um
mesmo modelo pelo menos em regides especificas do espaco de pardmetros. Embora tal caminho a pesar
das suas limitagdes seja vélido, tem condicdes fisicas nas quais os sistemas quanticos e cldssicos apresentam
uma grande diferenca de comportamentos. Em particular, para baixas temperaturas os sistemas quanticos e
cldssicos normalmente tem comportamentos diferentes, entre outras coisas porque para baixas temperaturas
as flutuagdes relevantes no sistema sdo as chamadas flutuagdes quénticas, as quais sao essencialmente uma
consequéncia do principio de incerteza da mecanica quintica. Levando em conta esse fato conhecido, seria
extremamente interessante generalizar a teoria apresentada no capitulo anterior, para a fusdo de sistemas de
faixas, nos quais se tem adicionalmente a presenca das flutuagcdes quanticas.

E um procedimento padrio na literatura [61, 62, 63] incluir o carater quintico em um modelo clas-

sico, pelo menos em primeira aproximacao, simplesmente adicionando ao Hamiltoniano em estudo, um termo
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de energia cinética da varidvel dindmica usada para descrever o sistema. No nosso caso a forma mais natural
de procedermos seria incluir um termo de energia cinética no Hamiltoniano eldstico, para o campo de defor-
magdo u(7), equagdo 4.33. Para construir a fun¢io de parti¢do é utilizado o formalismo quéntico no qual a

fun¢do de particdo € calculada como:
Z= /D[u(F, 7))e Sl (5.1

onde S[u(7, 7)] representa a a¢do associada ao sistema para uma dada evolugdo ao longo tempo imaginério.
Como vemos o campo de deformacio u foi promovido e agora representa um campo dindmico que contém
uma dimensdo extra. A extensdo do intervalo de integragdo ao longo da direcdo do tempo imagindrio T,
tomando como convengéo /i = 1, se estende do zero até 7,4, = 8 = (k BT)*l. Adicionalmente, devem ser
impostas condi¢des periddicas de fronteira para o campo de deformag@o (7, 7) na dire¢do 7. A explica¢do
para isso se encontra no fato de que basicamente, os modos ﬂ(E, w) como em qualquer outro sistema eldstico,
representam fonons. E conhecido que os fonons sdo bésons independentemente da natureza das particulas que
formam o sistema, considerando entdo o formalismo de Matsubara para bdsons € natural impor as condi¢des
periédicas sobre u(7, 7) ao longo da direcéo .

Vamos proceder entdo com a formulacio do problema no contexto quantico. A a¢do do nosso pro-
blema pode ser obtida, como explicado anteriormente, adicionando a energia cinética dos fonons a nosso

Hamiltoniano cldssico inicial (Eq.4.33):

S = B/B dT/ko [ Oy ik, )0 t(—k, ) + (K2 + N2k 2k, Yya(k, )i(—k T)} (5.2)
B o (271_)2 PO , T , x y s , , .

onde o parAmetro p~ !

mede a intensidade das flutuagdes quanticas no sistema. Embora o problema inicial seja
quéantico o formalismo utilizado permitiu a transformacdo do mesmo num problema cldssico numa dimensao
maior, no qual todas as ferramentas desenvolvidas no capitulo anterior sao aplicdveis com modificacdes leves.
E simples perceber que, como no caso cldssico, a agdo 5.2 permite considerar de forma geral o caso onde
temos uma interacdo repulsiva relevante (o < 2), e o caso no qual somente interagdes de curto alcance sdo
relevantes (o = 2).

Antes de avancar nos aspectos técnicos, expliquemos melhor qual € o nosso foco no momento. A
continuacdo serd mostrado como desenvolver uma teoria da fusdo de sistemas de faixas a qual considera

simultaneamente as flutuacdes térmicas e quanticas, considerando as duas igualmente relevantes. Tal teoria

deveria permitir recuperar os resultados ja mostrados para o caso cldssico e em particular aqueles obtidos por
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Toner e Nelson [49] no limite de altas temperaturas ou flutuacio quantica nula. No nosso conhecimento uma
teoria quantica que descreva a fusdo de sistemas de faixas e que permita recuperar os resultados da teoria
classica, ndo tem sido desenvolvida ainda. Tal teoria resultaria relevante no entendimento das propriedades
dos chamados cristais liquidos eletronicos [64] e possivelmente nos sistemas de dtomos frios com interagdo
dipolar ou Coulombiana [65, 66].

Para continuar vamos definir a transformada de Fourier de nosso campo de deformacdes Q(E, T) no

espacgo de frequéncias na forma:

- p A -
w(k,iw,) = %/ dre” """k, 1), (5.3)
0

-

onde as frequéncias, de acordo com a condigéio de periodicidade na direcdo temporal para o campo @(k, 7),

estardo dadas por w,, = 27n/f. De acordo com a defini¢éio anterior podemos reescrever a nossa agao no

-

espaco (k,w) como:

s - Bﬁ/ Ph S (o 4 K2+ R, ) . o )i —F i), (5.4)
2 (27_[_)2 ~ n T Yy I n ) n

Esta é uma acdo quadratica a partir da qual é direto concluir que a correlagdo ((k, iwy, )i(—k, —iw,))
se escreve como:
- - kT
(A, iwn )i —k, —iwy)) = £ I~
B (pw2 + k2 + N2ko—2k,")

(5.5)

A partir desta fungdo de correlacdo Gaussiana, é possivel calcular os observaveis de interesse nesse mesmo
nivel de aproximacdo. No entanto, para construir uma teoria nao trivial para a fusdo da fase de faixas ordena-
das orientacionalmente, precisamos incluir na nossa descricdo o papel das deslocacdes, excitacdes de baixa
energia relevantes na fusdo da ordem orientacional nos sistemas de faixas. A descri¢cdo do campo de defor-
macdo criado por uma deslocagc@o no caso quéntico, usando a formulag¢do funcional a principio € simples.
Basicamente devemos incluir no quadro cléssico, discutido no capitulo anterior, duas novas carateristicas:
1) Deve ser incorporado um termo temporal na equagcdo de movimento de Euler, o qual leva em conta a dina-
mica do campo de deformacao da desloca¢@o up considerando a forma da acdo de partida.
ii) A possibilidade de movimento das deslocagdes, as quais realizam trajetdrias no espago tempo com a inica
restri¢do da periodicidade na direcio temporal.

Primeiramente € importante perceber que a condicao 4.34 agora tém que ser valida para a nossa
deslocag@o quéntica para todo tempo imagindrio T € [0, 3], considerando que em todo momento o contorno

de integragdo € escolhido fechando-se ao redor da deslocacdo. A equacdo de Euler para a nossa a¢do inicial
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vem dada por:

_(m(_gs_@-w) = —(pwp + k2 + Nk, k7 2)a(k, iwn) = 0. (5.6)

Usando agora o procedimento andlogo ao do caso cldssico, percebemos que € preciso adicionar um termo de
fonte na equagio da forma mdo,d(x — xo(7))O(y — yo(7)), 0 qual é consistente com uma deslocagdo em

movimento com trajetéria 7o (7). Escrevendo entdo a equagdo de movimento apropriada chegamos a:

2 2 27, 41.0-2\~ (70 ko [7dr —iwn T—ik-7o(T)
—(pw;, + k5 + Ak "k ™)k, iwy,) = md— —e oim), 5.7
ky Jo B
A solugdo desta equacdo é obviamente:
k B dle—iwnr—il_c“f'o(‘r)

0 8 (5.8)

i l; iwy) = —md— .
) = o 4 12 + 32k, Tho %)

Partindo desta expressdo seria possivel calcular u(7, 7) realizando a transformada inversa de Fourier da ex-

pressdo 5.8, esse resultado € particularmente esclarecedor quando se escreve da seguinte forma:

- A dr’ N dZE L (P g !
w(Fr) = /O ?/dQE"m(S(F’—ro(T’))/TWV - i)
k 1

X

—d-= . 59
Fy (o + K2+ W2k, k) 02

Considerando esta expressdo é obvio que a fun¢do de Green do campo de deformagdo de uma deslocacdo

isolada sera:
- ky 1
G(k,iw,) = —d— 1 .
ky (pw? + k2 + N2k, "ko—2)

(5.10)

Agora € possivel repetir o mesmo procedimento utilizado no caso para deduzir a contribuicao a a¢do prove-
niente da interac@o entre deslocacdes. Mas antes € interessante comentar alguns pontos importantes sobre a
dindmica das deslocagdes no nosso caso.

E de conhecimento geral, que normalmente as deslocagdes nio podem se deslocar de forma arbitraria
no interior de um cristal. Especificamente devido ao chamado “glide constraint”, o qual estipula que as
deslocagdes estdo proibidas de se mover no cristal de forma paralela as faixas. Esse tipo de movimento
no interior de um cristal implicaria na destrui¢do ou criagdo de particulas, o qual obviamente violaria a
conservagdo da massa. No entanto, se analisarmos essa questdo veriamos que a fisica do nosso sistema é
bem diferente. De fato, podemos perceber que as desloca¢des no nosso casso estdo compostas por um dado

nidmero de pares de faixas com densidades opostas, o que significa que trasladar a deslocacdo ao longo das
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faixas conserva a media local do parametro de ordem, o que implica que a conservagcdo da massa ou carga
nao € afetada por essa classe de movimento.

E interessante esclarecer esse ponto devido a que no célculo apresentado ndo sdo considerados ne-
nhum vinculo dindmico associado ao movimento das deslocagdes. Essa é uma diferenca importante com as
teorias que descrevem a dindmica das deslocacdes em cristais, onde o “glide constraint” tem importantes con-
sequéncias fisicas. Como explicado anteriormente, no nosso caso, devido a que as faixas estdo distribuidas
em pares de densidades opostas estender o contrair o numero par de faixas que formam uma desloca¢ido ndo
afeta a conservagdo da massa. Isso acontece porque a media local do parametro de ordem néo € alterada pela
adicdo e subtracdo de iguais quantidades de massa.

Procedamos agora com a construg¢do de uma acio efetiva para o sistema de deslocagdes em interacao.
Como no caso cldssico primeiramente promovemos o campo deltaico de uma deslocago ao caso onde de fato

temos um campo de deslocagdes, nesse casso o campo de deformacio sera:
up (K, iwy) = G(—k, —iwy, )m(k, iwy), (5.11)

onde G (E, iwy,) vem dado pela expressdo 5.10. Em total analogia com o caso cldssico podemos escrever a

acdo inicial na forma simétrica seguinte:

Bp Ak = - = >
S; = - / W 2 (pho(k7zwn)h0(—k, —iwp,) + hi(k,iwn)hi (—k, —iwy,)
b N2ho(R,iwn)ha(—F, —iwn)) . (5.12)

Os campos componentes neste caso serdo dados pelas seguintes expressdes:

ho(kyiwy) = iwnG(—k, —iw,)m(k, iw,)
hy(kyiwn) = ikaG(—k, —iwy)m(k, iw,)
ho(kiwn) = —k2kE1G(—k, —iw,)m(k, iwy,). (5.13)

Os quais podem ser escritos na forma:
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ho(F. o) , ~dks dk, Nk k] (. i)
Jiwn) = iwn m(k, iwy,
" Fy(pw? +K2) 7 (pw2 + k2)(pw2 + k2 + A2k, "k =2)
o (B i) . ~dky dk, Nk k] (. i)
, Wy, = 1Kkg mir, tWn
' Ry (o2 +52)  (pw? + k2)(pw? + K2 + A2k, ko —2)
- k,kz—1 -
ho(kyiwn) = dk y? ik, iwn). (5.14)

“ (w2 + k2 4+ N2k, ko -2)

Olhando cuidadosamente a expressdo previa percebemos que como no caso cldssico contribuigdes espurias,
devido a descontinuidade introduzida na func¢do up (7, 7), aparecem nas fungdes hg e hi. Desconsiderando

os termos espurios € possivel chegar nas expressdes certas para os campos hg e hy:

idN? Wik k32 (R, iw,)
(pw2 + k2) (w2 + k2 + N2k, k7 2)
idX? K23k 2 1in(k, iwy,)
(pw? + k2)(pw2 + k2 + N2k, ko =2)

h’O(Ev 'Lwn)

hy (K, iwp,) (5.15)

Com os resultados obtidos para hg, hi e hs € possivel chegar na primeira contribuigdo a agio efetiva
para o campo de desloca¢cdes em interagao:

2 BA2\2k2 k2K 2 ; ;
Sy = ﬁ/ k- 3 =y SR Y (5.16)
2 ) (2n) — (pw2 + k2)(pw2 + k2 + N2k, ko —2)

E possivel perceber que esta equacio representa o andlogo quéntico da expressdo 4.44, obtida no problema
cldssico. A continuacdo € incluida nesta a¢do (Eq. 5.16), o custo intrinseco da distribuicdo de deslocacdes,
ou seja, o custo da s6 existéncia das deslocagdes considerando nula a interag@o entre elas. Desta forma a

expressao resultante para acao no problema quantico sera:

B d2k 1 d2A2k2 2 ko2
Sir = —6/ s> — v 4 2Ega’
2 (2m) — (pwz +k2) (pw2 + k2 + N2k, ko—2)
x 1k, iwy )=k, —iwy,). (5.17)

Esta expressdo como era de se esperar esta em perfeita analogia com a equagdo 4.45 deduzida no problema

classico. Seguindo entdo o procedimento mostrado no capitulo anterior, calculamos a correlacio orientacional
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incluindo as flutuacdes quanticas:

k2 + 2Eq0”k; (pw) + k2)/ B

O(k, iwn)0(—k, —iw,)) = kp
Ok deon )=k, ~iton)) = kT g k=2 1 9B a2 (g2 + R2) (o 1 2 + ACKIRT—2)

(5.18)

Considerando agora o limite de longos comprimentos de onda (kK — 0) e baixas temperaturas (w; — 0)

observamos que até a contribui¢do dominante a fungo de correlagio se escreve como:

kT
4Eqa2pw? [d* + BN2k2ko =2 4 2E4a%k2 /d*

(O(k, iwn)0(—k, —iwy)) = (5.19)

Dada a forma obtida para a correlag@o orientacional € direto concluir que a acdo correspondente a tal funcao

de correlagdo sera:

2 2
/ d k <4Eda w2 + 2Ed2a k2 + BAQk”‘zky2) O(K, iwn)0(—k, —iw,).  (5.20)
A acdo final obtida é tal que reproduz a fisica da acdo cldssica no limite de flutuagdo nula, que contrario a
intui¢do significa p — oo. Isto significa que foi construida uma teoria quintica da fusdo de faixas que tem
como limite cldssico a teoria apresentada no capitulo anterior, para sistemas com intera¢des de suficiente largo
alcance (o < 2) [50], e a teoria desenvolvida por Toner e Nelson [49] quando as interagdes sdo efetivamente
de curto alcance (o > 2).

Para estudar as propriedades orientacionais do sistema de faixas em maior profundidade, necessita-
mos considerar a forma completa da acdo e ndo somente seu limite Gaussiano. A forma geral serd aquela que
permita recuperar as propriedades de simetria de um sistema de rotores com modulo fixo (|7(%, 7)|? = 1). A
condicao do modulo do vetor de orientacdo ser fixo, esta relacionada com o fato de estarmos considerando um
regime onde s6 as flutuagdes orientacionais do vetor orientagcdo das faixas € relevante. A possivel flutuagao
da largura das faixas e os seus efeitos no ordenamento orientacional do sistema é desconsiderado, devido a
que se entende que na regido onde o sistema se ordena orientacionalmente as flutuagdes do comprimento de
modulagdo sdo despreziveis.

Em analogia com o caso cldssico estudado no capitulo anterior, € direto concluir que a forma geral

completa da agdo sera:

8 . . B
S, = 7/ ar [ dx [go(@0rii) + g1(V - 7) + ga(V x )] + £ dT/d2x d*a’
0




CAPITULO 5. PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DE SISTEMAS QUANTICOS DE FAIXAS 67

onde

4Eda2
Jo = 72
g1 = Yy
2Eda2
g2 = 72
g = Y- (5.22)

A acdo proposta coincide com aquela que obtivemos para o vetor diretor das faixas no limite de pequenos
desvios (Eq.5.20), e simultaneamente € consistente com as simetrias de um sistema de rotores de modulo
constante. Como discutido no capitulo 4 a acdo proposta ndo apresenta uma forma consistente com as sime-
trias de um cristal liquido. Isso faz total sentido considerando que os constituintes microscopicos de nosso
sistema ndo tém a simetria de rotagdes em 7 que apresentam as moléculas de um cristal liquido. E importante
destacar que isto € um fato importante e ndo um simples detalhe matemadtico. A diferenca nas propriedades
de simetria dos constituintes basicos € no fim das contas a responsavel pela estabilidade da fase com ordem
de longo alcance, predita para o < 2 a temperatura finita.

E natural, que a escalas maiores que o comprimento de modulagdo, justamente como no caso clés-
sico [49, 52], a anisotropia nas constantes eldsticas efetivas desapareca o que resulta numa simplificacdo
da forma funcional da agdo efetiva. Como resultado desta renormalizagdo das constantes de interacdo para

longos comprimentos de onda, é possivel chegar na seguinte forma geral da acéo:

/dT/dzgoan) +g1(0, /dr/d2 /d%’Q )

y (@”)n(“) (o +2)" &) <w ) (@ — ) (5.23)

|I‘—£Cl|g+2 ‘.73—1'/|0+4

onde ainda o campo de vetores diretores satisfaz a mesma condi¢ido de normalizagéo local do problema ori-
ginal: |77(Z, 7)|?> = 1. Ndo é dificil perceber que o acdo efetiva anterior guarda relagdo com o Hamiltoniano
efetivo obtido para sistemas cldssicos 4.58. Considerando entdo, que o Hamiltoniano efetivo cldssico pode ser
encontrado como o limite de altas temperaturas da acdo anterior, a teoria quantica resultante da fusao orien-
tacional em sistemas de faixas tem como limite cldssico a teoria generalizada de fusdo de faixas apresentada

no capitulo 4 [50] e como caso particular aquela desenvolvida por Toner e Nelson [49].
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5.2 Transicao quantica orientacional em sistemas com interacoes de
curto alcance.

Nesta secdo vamos nos concentrar no estudo da acao efetiva obtida para os graus de liberdade ori-
entacionais (Eq. 5.23), no caso em que temos interacdes efetivas de curto alcance o > 2. Neste cendrio a
interacdo ndo local na equagdo 5.23 pode ser desprezada, devido a que no limite de longos comprimentos
de onda resulta subdominante frente as contribui¢cdes locais a agdo. Consequentemente no presente caso

podemos restringir a nossa atenc¢do a a¢do simplificada:

1 [P
Sosr = 5/ dT/de [90(87'%)24'91(8#7_7:)2]
0

B
- ¢ / ir / &z [(0.7)° + (0,7)7] (5.24)
0

onde a ultima igualdade pode ser obtida mediante uma simples re-escala das varidveis espaciais. Novamente,
o comportamento ndo trivial do presente modelo resulta do vinculo: |7i(Z,7)|?> = 1, herdado do problema
geral (Eq. 5.23). Como explicado anteriormente, o vinculo imposto é baseado na consideracdo de que
as flutuagdes orientacionais do padrdo de faixas, na regido onde a quebra da simetria rotacional acontece,
dominam sobre as flutuagdes locais de compressido ou expansdo do sistema. Assim os graus de liberdade
relevantes sdo somente aqueles associados a orientagdo local do padrdo.

Por outro lado, € direto perceber que a solugdo do nosso problema original t€m sido mapeada na
solu¢io do modelo XY classico em “trés” dimensdes. E muito importante chamar a atengio sobre o fato de
que para qualquer S finito a extensdo do sistema na dire¢do do tempo imagindrio é finita também. Assim s6
a temperatura zero (8 — 00), as propriedades do sistema serdo aquelas do modelo XY classico em d = 3 no
limite termodindmico. Isso por sua vez significa, que s6 neste caso é possivel a existéncia de uma fase com
ordem orientacional de longo alcance, dado que a dimensio critica inferior do modelo XY cléssico é dois.

O problema em consideracgdo tem sido extensamente estudado em diferentes contextos [64, 67, 68,
69]. Consequentemente vamos nos limitar a discutir as principais carateristicas do diagrama de fases deste
modelo no plano g versus T'. E possivel provar que para qualquer temperatura finita, as flutuagdes térmicas
destroem a ordem orientacional de longo alcance. No entanto, para valores suficientemente elevados de g,
tem lugar uma transicdo de Kosterlitz-Thouless [69]. Desta forma o sistema passa de um estado desordenado
para um estado com ordem orientacional de quase longo alcance, onde as correlacdes decaem como leis de

poténcia. Perto da linha de transi¢c@o a temperatura finita as flutuagdes térmicas divergem e em consequéncia
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o sistema comporta-se efetivamente como o seu andlogo classico [61], desta forma é esperado que seja um
mecanismo de quebra de pares de vortices ligados o que produz a transi¢do, pelo menos para temperaturas
suficientemente elevadas. Na medida que as temperaturas aproximam-se de zero a janela de temperaturas
e g’s na qual o sistema comporta-se efetivamente como um sistema cldssico vai diminuindo até chegar no
limite de 7' = 0, onde tais considera¢des nao sdao mais validas.

A temperatura zero, € simples mostrar que uma fase com ordem orientacional de longo alcance
¢ estdvel, pelo menos para valores de g grandes o suficiente. Por outro lado para valores suficientemente
pequenos de g é possivel mediante teoria de perturbacdes obter que as correlagdes orientacionais decaem
exponencialmente [61]. Desta forma fica clara a existéncia de uma transi¢do de fase quantica, para algum
valor intermedidrio do parAmetro g. Este valor (g.) define o chamado Ponto Critico Quantico (P.C.Q.) e como
discutido na literatura [67, 68, 69] tal transicdo de fases € de segunda ordem.

Como discutido na literatura [69, 61] o diagrama de fases qualitativo do modelo XY quéantico em

duas dimensodes tem a forma mostrada na figura 5.1. A linha tracejada que parte da origem do diagrama

Figura 5.1: Diagrama de fases qualitativo do modelo XY quantico [67]. A natureza das regides assim como
a notacdo utilizada é explicada no texto.

g contra T' representa a linha de transicdo KI' do modelo XY cléssico (I, = 0.89mg). Como vemos no
limite de altas temperaturas, para valores suficientemente elevados de g, existe uma regido perto da linha
de transi¢do, onde as propriedades criticas de modelo sdo as obtidas classicamente. De fato, inclusive a
temperatura critica do modelo quantico se aproxima assintoticamente daquela do modelo clédssico (Fig. 5.1).

O ponto critico quantico (T = 0, g = g.) separa as regides, a temperatura zero, onde o estado fundamental do
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sistema € qualitativamente diferente. De um lado temos, para baixos valores de g, um regime dominado pelas
flutuagdes quanticas no qual o sistema apresenta somente ordem orientacional de curto alcance (O.C.A).
Do outro lado, para valores de g maiores que g., o estado fundamental do sistema apresenta uma ordem
orientacional de longo alcance (O.L.A.) (Fig. 5.1). A temperatura finita, para valores de g maiores que g,
na regifo abaixo da linha de transicdo K'T' tém-se uma fase com ordem orientacional de quase longo alcance
(0.Q.L.A.), como mencionado anteriormente. Adicionalmente, espera-se a existéncia de um ‘““crossover” na
regido g < g. [69, 70, 61], ao passar da regido quantica desordenada (Q.D.) para a regido critica quintica
(C.Q.) (Fig. 5.1). A disting@o entre essas regides vem dada pela dependéncia do comprimento de correlagdo
& como funcao da temperatura: na regido quantica desordenada espera-se que o comprimento de correlagdo
seja uma constante independente da temperatura. Ja na regido critica quintica o comprimento de correlagdo
€ ox T~1[69,70].

Uma descri¢do mais detalhada das carateristicas fisicas do modelo é muito complicada, particular-
mente no que se refere a predicdo de expoentes criticos de qualidade (a temperatura zero) ou a descri¢do
de outras propriedades do modelo para baixas temperaturas como a linha critica, a susceptibilidade, etc. O
problema da determinag@o dos expoentes criticos a temperatura zero tem sido resolvido via simula¢des com-
putacionais [67, 68]. Isso tem permitido a boa caracteriza¢do da classe de universalidade deste modelo. Por
outro lado, as propriedades criticas a temperatura finita ao redor do ponto critico sdo ainda uma questdao em
aberto. A principal dificuldade nesta regido consiste em considerar simultaneamente o papel dos vortices e
das excitacdes tipo ondas de spin. Para entender porque ainda a temperatura zero a contribuicdo dos vortices
é relevante, € suficiente olhar a localizacdo do ponto critico, via grupo de renormalizacdo perturbativo para
o modelo O(n) sigma ndo lineal [71]. Neste caso ao considerar unicamente como possiveis excitacdes as
ondas de spin se obtém o seguinte resultado:

n—2

N =2 (5.25)

9e

onde n é o nimero de componentes do pardmetro de ordem. Como pode-se observar parad = 3 e n —
2%, g — 0. E importante ressaltar que essa propriedade se mantém em qualquer ordem em teoria de
perturbagdes [71]. Isto indica que se somente excitagdes tipo ondas de spin fossem possiveis no sistema,
toda a linha T' = 0 apresentaria ordem orientacional de longo alcance. Em consequéncia, sdo os vortices
as excitagdes responsaveis pelo valor finito de g, a temperatura zero. E importante esclarecer este ponto,
devido a que a existéncia da ordem de longo alcance € usualmente interpretada como um indicador da ndo

importancia dos vortices. Desta forma, ainda que em temperatura zero tenha-se uma transi¢do de fase de
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segunda ordem os vértices ainda estdo no centro do mecanismo de transicdo. Desafortunadamente, a natureza
deste mecanismo e a fisica resultante para baixos valores de temperatura sao ainda perguntas em aberto.
Uma consequéncia importante do estudo apresentado € o fato de que para todos aqueles sistemas
com o > 2, espera-se que as carateristicas qualitativas, do diagrama de fases orientacional, serdo aquelas
discutidas nesta secdo. Isto significa que no caso fisicamente relevante de sistemas onde a interacdo repulsiva
¢ de tipo dipolar (c = 3) [65, 66, 62] as propriedades orientacionais deveriam ser aquelas discutidas na

presente se¢do.

5.3 Transicao quantica orientacional em sistemas com interacoes de
longo alcance.

Procedamos agora com a analise do caso quando intera¢des de suficiente longo alcance (o < 2)
estdo presentes. Primeiramente € simples perceber que neste caso a parte ndo local da acdo (Eq. 5.23), como
dito anteriormente, tem a forma de uma interacdo dipolar generalizada. Essa interacdo é complicada de se
tratar devido a sua forma anisotrépica. Com o objetivo de simplificar os cdlculos, usaremos um resultado ja
demostrado para o = 1 para a versao classica do nosso problema [53]. Em sistemas governados por uma a¢ao
da forma (5.23), onde a interag@o “atrativa” estabiliza localmente a fase orientada, € de se esperar que a classe
de universalidade do modelo ndo mude se a interac¢ao dipolar for substituida por uma interagao isotrépica que
decai com um exponente igual ao da interacao original. Isto significa que um modelo mais simples, cuja acao

pertence a mesma classe de universalidade que aquela do modelo original (Eq. 5.23) sera:

Soir /dT/dw [90(0771) + g1(0 _7/ dT/d2 /de’Q i)

7) AT, 7)

—I:v T (5.26)

O nosso proximo objetivo serd caraterizar as propriedades criticas do modelo anterior (Eq. 5.26). Como
vemos a a¢do proposta corresponde-se a versdo quantica do modelo sigma ndo linear com intera¢des de longo
alcance. Para caraterizar as transicdes de fase neste modelo vamos tirar ventagem de um fato conhecido: o
modelo sigma ndo linear e o sigma linear apresentam a mesma classe de universalidade sempre que ambos
sistemas apresentem os mesmos tipos de intera¢cdes microscopicas e os respectivos pardmetros de ordem em
cada modelo compartam as mesmas propriedades de simetria [61, 72, 73]. Isto significa que ao invés de

estudar o modelo original (Eq. 5.26) sujeito a condi¢cdo de que o modulo do pardmetro do ordem local € fixo,
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podemos estudar um modelo mais simples, cuja acdo vem dada pela soma da acdo original (Eq. 5.26) mais
uma contribuicio proveniente da presenca de um potencial de duplo poco esfericamente simétrico.

Assim a acdo usada no estudo das propriedades criticas do modelo sera:

Socr = /dT/dx 90(0-7)% + g1(0,,7)* —f/ dT/d2 /de’Q -7

A&, 1) - 1@, 1)

X w|g+2 / dT/d2 —*n Z,7)% + uil(, ) ) (5.27)

\ T —

onde, como de costume r € o pardmetro variado para produzir a transi¢io de fase e u representa o constante de
acoplamento da intera¢do quartica. Os nossos préximos passos estardo dirigidos a caraterizag¢do das proprie-
dades criticas do modelo ao redor do P.C.Q.. O estudo desta agfo para temperatura zero (8 — oo) foi feito
no passado por A. Dutta et al. [74]. No entanto, para completitude mostramos a seguir 0s principais passos
envolvidos no célculo, até primeira ordem numa expansao €, dos exponentes criticos associados a transicao

de fase quantica a temperatura nula.

5.3.1 Resultados a temperatura zero

A acdo, neste caso (1" = 0), pode ser escrita no espaco frequéncia-momento como:

1 d%k d - o
SocL = */ d (gow® + g1k* + gk” + 1) ii(k, iw) - 7i(—k, —iw)
2/ (2n)d 21
4 4
d k d ; .
+ u i <sz> 0 <Z k:,)
i:l i
X ’ﬁ:(kl, iwl) . ﬁ(kJ27 sz) (]{?3, ’LUJg) (E4, iW4). (528)

Podemos observar que na nossa formulagao, a dimenséo espacial foi promovida de dois para uma genérica (d),
para maior generalidade dos nossos resultados. Com o objetivo de ser consistente com a generalizac¢do previa
precisamos generalizar também a interacdo ndo local na forma r—(+7) — »=(d+9) E possivel comprovar
que no limite k¥ — 0, temos diferentes contribui¢des espaciais dominantes na a¢do (Eq. 5.28) de acordo com
valor de 0. Para o > 2 o termo k° é subdominante em relacio ao k2, como explicado anteriormente. Por
outro lado quando o < 2 o termo de interagdo de longo alcance k7, resulta a contribuicdo espacial relevante.
A continuagdo estudaremos o caso em que a interacdo de longo alcance € a interacdo dominante para longos

comprimentos de onda.
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Desta forma, o propagador Gaussiano é simplesmente escrito como:

- 1

Go(k,iw) = —5———. 5.29
o(k,iw) PR (5.29)

Para determinar os exponentes criticos dentro da aproximag@o Gaussiana estudam-se como escalam, no ponto
fixo Gaussiano, as frequéncias w e a “massa” r ante uma re-escala do vetor de onda da forma: ¢’ = bq. Essa

analise permite obter que:

v = bor (5.30)

Esses resultados permitem concluir que o exponente dindmico a nivel Gaussiano serd: z = o/2, e 0 exponente
critico, associado a divergéncia do comprimento de correlagéio na regifio critica serd: ¥ = 1/0. Estudando
agora o comportamento da funcéo de correlagdo Gy (l;, iw) no limite estatico, w — 0, é possivel mostrar
que o exponente critico da susceptibilidade é: v = 1, e que o exponente associado a fun¢do de correlacao
no ponto critico sera: n = 2 — ¢. Para maiores informagdes sobre o significado dos exponentes criticos € a
relacdo entre eles, o leitor pode consultar as referéncias: [46, 71].

Para corrigirmos os exponentes criticos de campo médio, implementamos o grupo de renormalizagdo
perturbativo até um lago ao redor da dimensdo critica superior. A dimensdo critica superior (d,) no nosso
modelo pode ser calculada simplesmente estudando como escala a constante de acoplamento wu, da nossa acao
(Eq. 5.28), com uma mudanga de escala nos comprimentos de onda (¢’ = bq). Nao € dificil concluir que a

constante de acoplamento do termo qudrtico escala na forma:
3o
W =b Ty, (5.31)

o qual implica que a dimensio critica superior (d, ), acima da qual a constante de acoplamento w resulta
irrelevante serd: d,, = 30/2.
Usando entdo as técnicas do grupo de renormalizagdo perturbativo é possivel chegar em que as

equagdes do fluxo de renormalizacdo até um lago, seguindo a notacdo apresentada na referencia [71], seréo:

dr du(n + 2) K AW
— = or+
di r+ goW?2 + gA°
2 d
du cu du?(n + 8) KqA*W (532)

dl (r + goW?2 + gAo)2’
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onde A e W representam o “cut-off”” de momento e frequéncia, respectivamente. Assim mesmo € = d,, — d
para todo d menor que d,,, caso contrario € € fixado igual a zero [71]. Por outro lado, n representa o niimero
de componentes do pardmetro de ordem e K; € uma constante sem importancia. Como explicado por A.
Dutta et. al [74], para ¢ > 0 (abaixo da dimensdo critica superior) um ponto fixo ndo trivial aparece nas
equagdes de renormalizacdo. Linearizando as equagdes do grupo de renormalizacio ao redor deste ponto, é

possivel obter os expoentes criticos como sendo:

V:l (n+2)e 7:1+(n+2)e

—_— — =2-o0. 5.33
o (n+8)o?’ (n+8)o’ g 7 (5.33)

Os resultados obtidos sdo corretos até primeira ordem no pardmetro pequeno €. As técnicas do grupo de
renormalizac¢do perturbativo t€ém a ventagem de permitir calcular contribuicdes de ordem superior, no para-
metro pequeno (€), aos exponentes criticos. No entanto o calculo, jd até segunda ordem em poténcias do
parametro pequeno, é muito trabalhoso e ndo oferece por si s6 grandes beneficios. Para mais informacio
sobre os principais questdes do cdlculo dos exponentes criticos até segunda ordem no modelo discutido ver
referéncia [74].

Uma questdo sobre a qual vale a pena chamar a atenc@o neste ponto, € sobre o fato de que no caso
fisicamente relevante da interacdo Coulombiana (¢ = 1) vemos que para duas dimensdes d > d,, ¢ portanto
€ = 0. Isto significa que no caso da interacdo Coulombiana os exponentes criticos calculados a nivel de campo
médio sdo exatos. Desta forma, considerando as equagdes (5.33), concluimos que no caso Coulombiano a

transicdo orientacional quantica a temperatura zero t€ém exatamente os seguintes exponentes criticos:
v=1 ~v=1 n=1L (5.34)

Este € um resultado original do nosso estudo que permite a caraterizagdo completa da transi¢do quantica

orientacional para sistemas de faixas com interac¢do repulsiva Coulombiana.

5.3.2 Resultados a temperatura finita

O método utilizado a seguir no nosso estudo das propriedades de baixas temperaturas do modelo
(5.27) € descrito no livro de S. Sachdev, “Quantum Phase Transitions” [61], 0 mesmo € por sua vez uma
adaptacdo de métodos que combinam renormalizacido com “finite size scaling” [75, 76]. A técnica desenvol-

vida consiste em integrar todos os modos de frequéncia diferente de zero na direcdo do tempo imagindrio.
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O resultado € uma agao efetiva, para o0 modo de frequéncia zero, cujos constantes de acoplamento sio re-
normalizadas pelas flutuacdes quanticas. A funcdo de correlag@o para esta acdo efetiva de frequéncia nula,
equivale a susceptibilidade estética do problema original. A analise das propriedades desta quantidade, como
veremos, permite uma caraterizagdo bastante ampla das caracteristicas do modelo na vizinhanca do Ponto
Critico Quantico [61].

A ag@o efetiva para o modo de frequéncia zero serd da forma [61]:

B[ d% o o L ddk; .
Sr = 5/(27r)d (gk +R)n(k)'n(_k)+ﬁU/H(2ﬂ)d§ ;kl
x  ii(ky) - i(ko)ii(ks) - i(ka), (5.35)
com constantes de acoplamento R e U, dadas por:
R + 4u( +2)1Z/ a’k !
= r u(n —
B 22 @m) gow? + gk +7
1 d%k 1
= — 42 = .
U = u-—4u (n+8)5§)/ @) (g T ke T (5.36)

onde w,, = 2mn/B. Como pode ser observado, as constantes de acoplamento R e U sdo exatamente aque-
las que se obtém via renormalizacdo perturbativa até um lago, considerando nas somas internas somente
frequéncias de Matsubara ndo nulas.

O nosso objetivo agora serd estudar a forma da linha critica e o comportamento da susceptibilidade
estdtica na vizinhanca do P.C.Q.. Para simplicidade no célculo e sem perda de generalidade, no que segue
vamos fixar ¢ = go = 1. E importante entender que neste caso temos essa liberdade, devido a que no
modelo sob estudo o parametro que produz a transi¢cdo de fase € a “massa” r. Assim fixar as constantes de
acoplamento nio altera qualitativamente a forma do diagrama de fases r vs. T, em particular, ndo altera as
propriedades universais do modelo. Por outro lado, essa escolha simplifica grandemente a comparag¢do dos
nossos resultados com aqueles apresentados na literatura. Como veremos é possivel aproveitar os resultados
conhecidos para o problema andlogo, com ¢ = 2, na solugdo do problema com o menor do que dois [61].
Isso devido a que é possivel mostrar um mapeamento do problema original com interacdo k° naquele com
interacdo k2 em dimensdo efetiva d* = 2d/o.

Embora ndo é um resultado direto, é possivel mostrar que a susceptibilidade satisfaz a relagido de

escala geral [61]:

_ i -1 q2 U
x(q) = 5Rwd* ( , — > (5.37)
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onde 4+ (g, u) é a chamada fungéo de “crossover” tri-critico [77, 78, 61]. O desvio na “massa” J R é calcu-

lado como:
d¥k 1

SR=R-— R—R—|—4U(n+2)ﬂ i

(5.38)

onde o parametro g, vem dado por:
_ 2em" S (5.39)
Jo = o(2m)dSs” '
Este pardmetro resulta da mudanga de varidveis nas integrais no espaco de momentos. O termo S, representa
a area de uma esfera d-dimensional. A fungdo de “crossover” tri-critico pode ser calculado considerando

diferentes tipos de aproximagdes. No limite de NV grandes, sendo N o numero de componentes do campo 77,

é possivel obter que g+ (q, u) = ¢* + I1g- (u), onde IT4(u) vem dada pela solugdo da equagio:

I4(u) + SuN g(u)7 g, = 1. (5.40)

(4 )d(d 2)
Como podemos observar a defini¢do da fungdo de “crossover” tri-critico I14(u), para um dado o, é pratica-
mente a mesma que se tem no caso o = 2 se considerarmos que a dimensio do sistema é d* = 2d/o. A unica
diferenca entre ambos casos € a presenca do fator g,. Isso sugere que o conjunto de transformagdes neces-
sdrias para estabelecer a equivaléncia entre ambos casos ndo estd completa. No entanto, é possivel mostrar
que apds uma redefini¢do da constante de acoplamento do termo quartico, na forma g,u — u’ a equivaléncia
entre ambos problema se faz completa.

Isto significa que todos os resultados conhecidos para a susceptibilidade estitica no caso o = 2
sdo aplicaveis para qualquer o < 2, se simultaneamente redefinimos a dimensdo do nosso problema para
d* é re-escalamos ambas constantes de acoplamento, u e U na forma g,u e g,U. O conhecimento desta
transformacdo simplifica tremendamente o nosso trabalho, e permite utilizar de forma direta os resultados
apresentados na literatura [61] no nosso problema. A seguir discutimos resumidamente os resultados de

maior interesse:

e Parad < 32” ou equivalentemente (d* < 3), temos uma susceptibilidade no ponto critico da forma

X Yq,7e,T) = q° + ¢, T?, onde ¢; é uma constante sem importancia. Isso implica uma divergéncia
da susceptibilidade estética da forma (0, 7., T) oc T~2 e uma linha critica na vizinhanga do ponto

critico da formar —r, = —, T2 .

e Para 32 < d < 20ie. (3 < d* < 4) temos uma divergéncia da susceptibilidade no ponto critico da

forma X(O7 re, T) = cqul ™~ (F-1 , onde ¢; é um fator numérico. Consequentemente a forma da linha



CAPITULO 5. PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DE SISTEMAS QUANTICOS DE FAIXAS 77

critica na vizinhanga do ponto critico sera r — r, = —cuTC5 =Y, onde novamente, ¢ representa um

fator numérico sem importancia.

e Para d > 20 o qual corresponde a d* > 4 podemos comprovar que ndo é preciso realizar nenhum pro-
cedimento de renormalizacdo, devido a que tanto a temperatura zero como a temperatura finita estamos
trabalhando numa dimenséo maior a dimensao critica superior (D.C.S.). Neste caso a teoria ndo ¢ re-
normalizavel e a constante de acoplamento quartica € o que se conhece como uma varidvel irrelevante
perigosa. Outra importante consequéncia de nos encontrarmos acima da D.C.S. € a aplicabilidade da

teoria Gaussiana. E bastante simples mostrar que neste caso temos uma susceptibilidade no ponto cri-

(2 (2

tico variando na forma x (0, r.,T) = c;uT~ e uma linha critica da forma r —r. = —cuT s

onde c; e ¢ sdo pardmetros nao universais.

Agora que as principais carateristicas do modelo ao redor do ponto critico sdo conhecidas, alguns
comentarios sdo necessarios. Primeiramente, notemos que existe continuidade no comportamento da linha
critica e na forma em que a susceptibilidade diverge quando a temperatura aproxima-se de zero. Essa conti-
nuidade permite conhecer o comportamento das magnitudes de interesse na fronteira de cada intervalo. Uma
consequéncia importante dos nossos resultados € que no caso fisicamente relevante, da interagdo Coulombi-
ana em duas dimensdes (¢ = 1, d = 2), estamos exatamente sobre a fronteira do regime d > 20, em cujo
interior a teoria Gaussiana € exata. Isto implica que até corregdes logaritmicas, os resultados obtidos den-
tro da aproximagdo Gaussiana sdo exatos. Consequentemente espera-se que a susceptibilidade comporte-se
como x(0,7.,T) oc T~2 para T se aproximando de zero e uma linha critica da forma —A7r oc AT?.

De forma geral, para sistemas com intera¢des de longo alcance (¢ < 2) o diagrama de fases qua-
litativo do sistema terd a forma mostrada na figura 5.2. A regido destacada ao redor da linha critica (linha
continua vermelha) representa a regido critica cldssica. Nesta regido a fisica do sistema é dominada pela flu-
tuacdes térmicas e por tal motivo o modelo nesta regido comporta-se efetivamente como o modelo classico.

Como esperado neste caso, a regido abaixo da linha critica corresponde-se a fase ordenada na qual o
sistema apresenta ordem de longo alcance. J4 a regido delimitada pela linha tracejada corresponde-se a regido
quantica desordenada na qual o sistema apresenta ordem apenas de curto alcance, nessa regido espera-se que
as propriedades do sistema sejam independentes da temperatura devido a que este € um regime essencialmente
dominado pelas flutuacdes quanticas. Por outro lado a temperatura finita na regido que correspondente ao
ponto cfitico quantico encontramos a regido critica quantica, nesta regido o sistema apresenta ordem s6 de
curto alcance, mas diferentemente da regido quantica desordenada, nesta regido tem-se uma dependéncia

importante das propriedades do sistema com a temperatura. A dependéncia das propriedades do sistema com
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g
Cf/—/, g

Figura 5.2: Diagrama de fases qualitativo do modelo de rotores com interacdes de longo alcance (o < 2). A
natureza das regides assim como a notacao utilizada € explicada no texto.

a temperatura sdo dedutiveis a partir da forma da susceptibilidade calculada nessa regido. A forma especifica
da susceptibilidade na regido critica quantica, depende do alcance da interacdo e da dimensao do sistema
na forma descrita anteriormente. Desta forma completa-se o estudo da ordem orientacional, em sistemas

quanticos de faixas com intera¢des competitivas.

5.4 Cristal de faixas a temperatura zero.

Nesta se¢do vamos concentrar-nos no estudo de outra propriedade topoldgica dos sistemas quanticos
de faixas: a sua ordem posicional. Esta classe de ordem a temperatura finita pode-se mostrar que nao € estavel.
Ja a temperatura zero o sistema ainda quando s6 possui interacdes repulsivas de curto alcance, estabiliza uma
fase com ordem posicional de longo alcance também chamada de fase esmética. Isto significa que uma fase
tipo cristal de faixas, a temperatura zero, existe no modelo estudado independentemente da natureza das
interacdes microscopicas no sistema.

A ordem esmética, dentro dos diferentes tipos de ordens topolégicos existentes em sistemas quanti-
cos de faixas, € uma questdo ainda pesquisada na literatura em diferentes contextos [79, 80, 81]. Nesta se¢do
pretende-se estudar, no modelo mais simples possivel, a quebra da simetria translacional em um sistema de

faixas. A modelagem € simplificada grandemente apds assumir que o sistema pode-se modelar mediante um
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unico campo de densidade. Muitos trabalhos presentes na literatura incorporam a intera¢fo entre graus de
liberdade de diferente natureza, como carga e spin e embora isto é desejdvel, pois torna os modelos mais re-
alistas, muitas vezes produz tantas complica¢des que a ao final, ndo se consegue esclarecer a fisica relevante
do problema. Neste sentido, ainda hoje, ndo existe na literatura uma teoria bem estabelecida para a transi-
cdo esmética em sistemas quanticos de faixas. Assim o nosso objetivo a seguir, serd a constru¢dio de uma
teoria para a transi¢do esmética, partindo de um modelo microscépico efetivo. Para isto mostraremos como
construir a acdio apropriada para descrever a quebra da simetria translacional no sistema e posteriormente
usando renormalizag@o perturbativa calcularemos os exponentes criticos da transi¢do em diferentes casos de
interesse.

A ordem posicional nos sistemas de faixas pode ser estudado a nivel Gaussiano mediante uma agio
do tipo 5.4. A seguir € usada uma versdo generalizada desta agdo que possui em geral n diregdes “duras” e

d — n direcdes “moles”. Tal agao sera:

1 d"k d*"k, dw 9 9 021 4\ A T . oNns T

onde as constantes de acoplamento pg, p1 € p2 sdo todas definidas positivas. A notagdo dire¢do “dura” ou
“mole”, faz referencia ao fato de que em determinadas direcdes o custo energético de flutuacdes de longo
comprimento de onda k£ — 0 sdo muito maiores que em outras. Como vemos da a¢éo 5.41, para perturbagcdes
de igual amplitude, aquelas produzidas na direcdo longitudinal (paralela) terdo um custo muito maior que as
produzidas na direcao transversal (perpendicular), no limite de longos comprimentos de onda.

Como consequéncia desta acdo, a fungdo de correlacdo Gaussiana sera:

. . 1
(a(k, iw)a(—k, —iw)) = , (5.42)
<p0w2 + plkﬁ + p2k0*2k¢4)
¢ portanto
(w?) = / o : : (5.43)
@m)® 27 (pow? + pik} + p2ko =2k, %)

E possivel comprovar que a flutuagdo quadratica media em duas dimensdes (u?) permanece finita no limite
termodindmico. Isto prova a estabilidade da fase esmética a temperatura zero, pelo menos para flutuagdes
quénticas suficientemente fracas. Por outro lado, € facil perceber que aumentando a intensidade das flutuagdes

quanticas (p~! — o0), a flutuagdo quadratica média do campo de deformagdo diverge. Consequentemente,
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neste limite a fase esmética perde a sua estabilidade inclusive para temperatura zero. Este cendrio sugere a
existéncia de uma transi¢do de fase quantica para uma certa intensidade das flutuacdes.

O nosso objetivo a seguir serd a caracterizag¢do da transicao de fase quéntica, entre a fase com ordem
posicional de longo alcance (fase esmética) e a fase posicionalmente desordenada. Com tal fim, primeira-
mente analisamos o papel dos termos usuais de maior ordem na classe de Hamiltonianos sob estudo. Como
veremos, € possivel mostrar que a temperatura zero esses termos de maior ordem sdo irrelevantes do ponto de
vista do grupo de renormalizag@o. Para continuar discutimos quais termos de ordem superior devem ser con-
siderados para apropriadamente descrever a fase esmética e a transicio de fase quantica. Finalmente, nesta
secdo, se mostra como mediante o uso das técnicas do grupo de renormalizacdo perturbativo, se encontram

os exponentes criticos da transi¢do numa expansao até um lago.

5.4.1 Termos de ordem superior na teoria elastica padrao

Para estudar o papel dos termos de maior ordem, na teoria eldstica usual de sistemas de faixas,
consideraremos o caso onde estdo presentes apenas interacdes de curto alcance em d dimensdes. Este é o caso
mais estudado na literatura até o momento e por tal razdo procedemos fixando ¢ = 2. A contribuicdo dos
termos de ordem superior ao quadratico a a¢do total, de acordo com a teoria eldstica generalizada [46, 51, 24]
sera:

1 [ - v,z
S = 5/0 dT/ddx (—vauu(Vu)Q + Z(Vu)4) . (5.44)

O aparecimento destes termos é resultado de considerar qual a contribuicdo que t€ém que ser adicionada a acao
Gaussiana, para a acdo total recuperar a simetria ante rota¢des do sistema de coordenadas. A deducao da ex-
pressdo (5.44) encontra-se, por exemplo, no livro de P.M. Chaikin e T.C. Lubensky, Principles of Condensed
Matter Physics [46].

Considerando a forma da equagdo (5.44), estd implicito que s6 temos uma direcdo espacial dura
correspondente a dire¢do ao longo da qual se estende a modulagdo do pardmetro de ordem. Para analisar
a relevancia dos termos de ordem superior desde a perspectiva do grupo de renormalizacdo, comecamos
estudando em maior detalhe a acdo Gaussiana Sy. Consideremos pelo momento que Sy inclui um termo de

massa r, desta forma a a¢do Gaussiana tem a forma:

So

1 [ dky d® "k, d ; ;
7/ | 47"k dw (pooﬂ + pik? + kit 7‘) a(k, iw)a(—k, —iw).  (5.45)

2 )] (2m)" (2m)d—n 21
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onde o nimero de dire¢des espaciais duras n, € igual a um. E possivel comprovar que se fossem re-escalados

os comprimentos, a frequéncia e o campo u(k, iw) da seguinte forma:

I =
K, = cki
u(kiw') = 2 u(k,iw)
W=, (5.46)

exigir a existéncia de um ponto fixo, com constantes de interagcdo p’s finitas, permite concluir que:

c = b/?
P o bd+2+6
A = b (5.47)

Onde, como dito anteriormente, n = 1. Neste ponto € simples mostrar que a “massa” r escala como:
/ 2
r = b*r. (5.48)

Foquemos entdo, nos termos de ordem superior novamente. Devido ao cardter anisotrépico da acdo
Gaussiana(Eq. 5.45), é possivel perceber que ao escrever a contribui¢ao de ordem superior (Eq. 5.44) expan-
dida em termos das contribuicdes longitudinais e transversais, as diferentes combinacdes de termos contendo
derivadas transversais ou longitudinais, escalam de forma diferente. Assim devido a que as diferentes cons-
tantes de acoplamento, escalam de forma diferente na contribui¢do de ordem superior, é necessdrio escrever

a equacdo (5.44) da seguinte forma generalizada:

Si = / dT/ddIC (—vu(aﬂu)g — ’Ulzanu(ﬁJ_u)z
0

-

+ 1}21(8HU)4 + v22(8||u)2(§Lu)2 + ’Ugg(vLu)z) . (5.49)

Neste ponto, se usamos as relacdes de escala obtidas para o campo u e para as componentes perpendicular e

paralela do vetor de onda, é possivel obter as leis de escala das constantes de acoplamento no termo de ordem
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superior S; (Eq. 5.49):

’Ui 1 = b~ M% V11

UiQ = b % V12

vy = b~ e Va1

Uég = bidi?nvgz

vhy = b TE g (5.50)

Considerando agora que d > 2 e n = 1, podemos comprovar que todos os termos envolvidos na contribui¢do
de ordem superior a acdo S; sdo irrelevantes no sentido do grupo de renormalizacdo. Este é um resultado
muito interessante pois basicamente implica que ndo € esta contribuicao aquela responsdvel pela transicao de

fase entre a fase com ordem posicional de longo alcance e a fase desordenada a temperatura zero.

5.4.2 Construcao da teoria efetiva da transicio esmética

Para entender o que esta faltando na nossa teoria, precisamos voltar a defini¢do da funcao de particio

de nosso modelo:

7= / D[] exp(—S[4). (5.51)

.9

Consideremos agora que temos uma modulagdo em media orientada na direcio “z”, para o qual o parametro
de ordem estd dado por:

¢ = f(kox + kou(T)). (5.52)

Considerando este “ansatz”, como discutido no inicio deste capitulo, é possivel escrever a a¢do original S|¢)
como:

S[¢] = ASy + Sef[ul. (5.53)

Onde AS representa a agdo correspondente ao estado bdsico e S, ¢[u] representa a nossa agdo efetiva total
So[u] + S;[u] (equagdes 5.41 e 5.49). Assim S, s[u] € usada para construir uma teoria efetiva e uma fungao
de parti¢do efetiva, dada como a integral de configura¢des do campo de deformacdo u. Se ao invés de
proceder desta forma, seguissemos o caminho formal de re-escrever a integral de configuragdes sobre ¢
como uma integral de configura¢des sobre u mediante via uma mudanga de varidveis, perceberiamos que o
Jacobiano desta transformacio aporta uma contribui¢do ndo trivial a integral de configura¢des. Procedemos

entdo expressando D[¢] como [ [, d¢; em uma versdo discretizada da medida na integral funcional. A seguir
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utilizamos a conhecida relagdo entre ¢ e u para escrever:

qubi

H %(&) kodu;
0
= exp (; ;111 <3£(€7)2>> 1:[ kodu,;

x  D[u]exp (;p/ooo dT/ddxln (gi (5(5))2», (5.54)

onde O¢ f(§), representa a derivada da funcdo de perfil respeito da fase da modulagdo, £(Z) representa a fase
da modulago no ponto Z e p corresponde-se a densidade de pontos do sistema.

Considerando entdo que a fase da modulacdo é: (&) = kox + kou(Z), escrevemos O f () direta-
mente como f’(kox + kou(z)), esta notagdo mostra claramente a dependéncia do novo termo em u. Desta

forma a nossa fung¢@o de particao € reescrita como:

Z = /D[u] exp (—Sef[u] + ;p/ooo dT/dd:L‘ In [f'(kow + kou(ac))2]) . (5.55)

Analisemos entdo o resultado anterior. Primeiramente notamos que a fungfo de perfil f(koz) de
fato representa a funcdo de perfil media sobre uma certa escala de comprimentos. Se estivermos na presenca
de uma fase esmética, a media sobre todo o sistema daria como resultado um perfil ndo trivial. Por outro
lado, se estivermos na presenca de uma fase com ordem posicional s6 de curto alcance o perfil médio sera
uma constante, se a media for feita sobre todo o sistema. Isto significa que a presenga do termo adicional
que contém a derivada da funcdo de perfil, na funcdo de particdo, € um resultado aplicdvel na regido na qual
(u?) < . Notemos que no nosso caso, a temperatura zero, os modos de Goldstone ndo sdo capazes de
desordenar o sistema e consequentemente (u?) permanece finito e pequeno o suficiente numa certa regido do
espaco de parimetros. E exatamente este cendrio que da suporte 2 ideia de uma fase esmética.

Para proceder expandimos o termo In [ f/(koz + kou(z))?] em potencias de u e substituimos os
coeficientes dependentes da posi¢do na expansdo, pela sua media sobre o comprimento de modulagdo 27 /kq.
Como resultado obtemos que o termo original pode ser substituido por um termo da forma ro — ru(z)? —
2vu(x)*, onde os acoplamentos v e 7 sio dados mediante integrais que envolvem a fungo de perfil. Este tipo
de aproximacdo resulta valida no regime em que as flutuagcdes do campo w sdo pequenas, nesta regido pode
mostrar-se que r e v tomam valores positivos, como deve ser para garantir a estabilidade da fase esmética.

Para flutuagdes quanticas de maior intensidade a fase esmética desestabiliza-se e a transi¢do de fase acontece.
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Neste contexto a forma mais simples de modelar esse processo € estudar o que acontece no nosso modelo ao
variar r de valores positivos até valores negativos pequenos.
Assim fica claro qual ac¢do deve ser utilizada para estudar a quebra da simetria translacional num

estado de faixas posicionalmente ordenadas. Tal acdo sera:

1 [ d"ky d¥ "k, d 7 P
S = / [ (p0w2 + prkf + pzkg*zkf) a(k, iw)i(—k, —iw)

2 ) (2m)" 2n)d" 2n
+ /OO dT/ddl’ (iu(x,T)2 +vu(1’,7’)4) , (5.56)
0 2

onde o parametro p foi absorvido na redefini¢do apropriada dos coeficientes r € v. No estudo das propriedades
criticas da transicdo esmética faremos uso novamente das técnicas do grupo de renormalizag¢do perturbativo.
Isto permitira obter valores ndo triviais para os exponentes criticos associados a transi¢ao.

A acdo Gaussiana que contém os termos dominantes da acao original se escreve na forma:

SeO =

1 / Ry d"y dw

2 2 o+2 AT N A P .
5| @ @ninon (pow + pikj + p2k T + r) a(k,iw)u(—k, —iw),  (5.57)

. ey . .~ . — 4 ~ . . z
onde foi utilizado que a contribuicio dominante do termo k° 2k, * na acdo original, serd kiﬂ’. Agora
procedamos como anteriormente a determinar como o vetor de onda e o campo u da acdo Gaussiana, escalam
ante uma modificacio da escala de comprimentos. Ap6s uma re-escala do tipo (5.46) e exigindo a existéncia

de um ponto fixo, com valores finitos das constantes de acoplamento, obtemos que:

C = bﬂ%
6+2d+(n+3)o
z = b 2@+
A = b
ro= b (5.58)

onde, como explicado anteriormente, n representa o nimero de dire¢des espaciais duras no modelo. Agora
podemos estudar como as constantes de acoplamento do termo quartico (v) escala ante uma mudanga na
escala de comprimentos. Escrevendo o termo qudrtico no espaco de momento e frequéncia pode-se obter de
forma direta que:

6+30—on—2d
vV=b 2o

v. (5.59)
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Considerando o resultado anterior € direto concluir que a dimens&o critica superior serd d,, = (6+30—on)/2.
Utilizando entdio uma expansio diagramdtica até um laco, tipica nas teorias ¢*, podemos chegar nas seguintes

equacdes de fluxo para as constantes de acoplamento renormalizadas:

@ — oy 4v(n0 + Q)KdAdW

dl a T —|— ,0()W2 —+ p1A2 + p2A0+2

d 402 8) K AW

o “(ZO“L )2“ — (5.60)
dl (r+ poW?2 + p1A2 + pa Ao+2)

onde ¢ = d, — d) e A e W representam os valores de corte superiores do vetor de onda e da frequéncia

35 (
respectivamente. Como no passado, o parAmetro K, representa um fator dimensional sem importancia e ng
corresponde-se com o numero de componentes do campo u(z, 7), um no nosso caso. Como podemos verifi-
car, para d < d,, existe um ponto fixo ndo trivial. Linearizando entdo as equagdes do fluxo de renormalizacio

na vizinhanga do ponto critico é possivel obter que:

_ 1 (n+2)e
€ x ()7, v=g+ e
_ B (n+2)e

Agora é simples calcular os valores especificos destes exponentes em duas dimensdes como fungio de o, o

que resulta em:

a = - — —" (5.62)

Assim para o > 2 temos:
_° _° —— 5.63
v .y ) a=g (5.63)

Estes valores sao os correspondentes a sistemas com interagdes de curto alcance. Em particular, sistemas com
interacdo repulsiva do tipo dipolar pertence a esta categoria, assim os valores calculados representam apro-
ximacdes dos exponentes cfiticos exatos destes sistemas. Por outro lado, um caso fisicamente relevante de

sistema com interac@o de longo alcance serd o caso onde a interacao repulsiva seja a interagdo Coulombiana
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(0 = 1), neste caso teriamos:

7: —_, o= —. (5'64)

Desta forma completa-se o estudo das propriedades criticas da transi¢do esmética em sistemas quan-
ticos de faixas.

Na presente secao mostramos como construir a acdo, para descrever a quebra da simetria transla-
cional num sistema de faixas, na presenga de flutuacdes quinticas. Adicionalmente consideramos, que o
sistema s6 tem um grau de liberdade relevante, modelado como um dado campo de densidade, que apresenta
modulagdes espacialmente distribuidas. Este € o caso mais simples possivel, onde pode-se estudar a quebra
espontinea da simetria translacional. A pesar da aparente simplicidade, como mostrado, a teoria eldstica
usual ndo € capaz de captar o mecanismo por trds da quebra da simetria translacional. Foi preciso a cons-
trucdo de uma nova teoria efetiva, para descrever a transicdo esmética. A nossa conclusdo neste sentido é
que na medida que a flutuagio quadratica media do campo de deformagdo (u2) diminui, produto de diminui-
¢do das flutuagdes quanticas, eventualmente chegamos num estado com desvio médio (/(u2)) da ordem do
comprimento de modulacdo. Neste estado, a acdo efetiva para o campo de deformacgado ndo € mais invariante
ante translacdes arbitrarias e as flutua¢des posicionais passam a ter maior custo energético, isto faz com que
sistema desenvolva uma rigidez adicional, o qual € responsavel pela estabilizacao da fase tipo cristal.

Os resultados apresentados esclarecem varias propriedades da transicao esmética, em particular fo-
ram calculados o conjunto de exponentes criticos para diferentes classes de sistemas: aqueles com interacdes
de curto alcance (o > 2) os quais pertencem a mesma classe de universalidade e aqueles com interacdes de
longo alcance (o < 2) para os quais as propriedades criticas dependem do alcance da interagdo (o). A cons-
trugcdo da uma teoria generalizada para descrever, a fase tipo cristal de um sistema de faixas com intera¢des
de longo alcance é um dos principais resultados obtidos neste capitulo, devido as possiveis implica¢cdes na

compreensdo desta classe de fases, em materiais tecnologicamente interessantes.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo foram estudadas as propriedades topoldgicas de sistemas de faixas na presencga de
flutuacdes quanticas e térmicas. Com este objetivo foi desenvolvida uma técnica, andloga aquela mostrada
no capitulo 4, capaz de descrever a transicdo orientacional em sistemas quanticos de faixas com intera¢des

de curto ou longo alcance. No nosso conhecimento ndo existe uma teoria para a fusio de sistemas de faixas
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aceita pela comunidade, que partindo dos graus de liberdade “microscépicos” obtenha a agdo efetiva que
descreve a quebra da simetria rotacional num sistema de faixas. Existem muitos trabalhos dedicados ao es-
tudo da fase nematica nos chamados “cristais liquidos eletronicos” e em outros sistemas quanticos fortemente
correlacionados, no entanto a metodologia de trabalho utilizada comumente consiste em estudar acdes efeti-
vas do tipo Ginsburg-Landau propostas seguindo argumentos de simetria. Embora esse caminho e legitimo,
deduzir a forma da acdo efetiva a partir de uma teoria microscopica é muito mais esclarecedor da fisica, dos
mecanismos envolvidos nas transi¢cdes de fase.

Como resultado do nosso estudo foi mostrado que o problema da transi¢do de fase orientacional em
sistemas quanticos de faixas com interacdes competitivas em duas dimensdes € mapedvel ao problema da
transicdo a fase ordenada de um sistema de rotores quanticos em igual dimensdo. Assim para sistemas com
interacdes de suficiente curto alcance (o > 2) o modelo de rotores equivalente, apresenta somente interagdes
locais, como era de se esperar. No entanto, em sistemas com interagdes repulsivas de longo alcance (o > 2)
se produz efetivamente uma interacdo atrativa nao local, entre os dipolos elementares que formam as faixas.
Este mecanismo cldssico sobrevive no sistema quintico e é o responsavel pelo estabelecimento de fases com
ordem orientacional de longo alcance em sistemas com o < 2.

O mapeamento do problema original num problema de rotores quéntico, permitiu deduzir as pro-
priedades criticas da transi¢do nemética. Isto em parte devido a resultados prévios da literatura para essa
classe de modelos e em parte devido a cdlculos apresentados neste capitulo. Assim foi possivel a construcao
qualitativa dos diagramas de fase para a ordem orientacional como fun¢do da temperatura e da intensidade
das flutuacdes quanticas para sistemas que apresentem interacdes repulsivas de curto ou de longo alcance.
Uma das consequéncias do trabalho desenvolvido € a carateriza¢do completa da transicio nemadtica a tempe-
ratura zero, em sistemas com interag¢des de curto alcance, devido ao conhecimento das propriedades criticas
do modelo XY em 3D via simulagdes numéricas [64, 67, 68]. Por outro lado, um dos principais resultados
obtido no presente capitulo € a predicdo dos exponentes criticos exatos da transi¢do nemdtica, para o sistema
com interacdo repulsiva Coulombiana. Do ponto de vista fisico o estudo deste caso € interessante, devido
ao grande nimero de sistemas nos quais a interagdo repulsiva Coulombiana compete com alguma interacdo
atrativa de curto alcance, produzindo fases anisotropicas de faixas.

A existéncia de tais fases anisotropicas em vdrios sistemas € um fato ja comprovado experimental-
mente [82, 83]. No entanto a caraterizac@o rigorosa dos diagramas de fase e das transicdes que acontecem
nestes sistemas nfo € possivel ainda devido as limitacdes do ponto de vista experimental. Neste sentido
embora os nossos resultados ndo possam ser comparados diretamente com resultados experimentais, para

exponentes criticos por exemplo, ainda podem contribuir ao entendimento dos mecanismos que produzem
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comportamentos anisotrépicos em sistemas quanticos de faixas. Neste capitulo justamente, foi mostrada a
existéncia de um mecanismo microscopio capaz de produzir comportamentos anisotropicos em sistemas de
faixas com interacdes repulsivas de longo alcance. Seria interessante em futuros trabalhos aperfeicoar o pre-
sente modelo de forma que seja possivel calcular a resposta do sistema a perturbagdes externas, como campos
elétricos ou gradientes de temperatura. Isto permitiria o calculo de quantidades como a condutividade elé-
trica ou térmica de forma analitica, o que por sua vez facilitaria a comparagdo com resultados experimentais
considerando que tais magnitudes sdo mediveis experimentalmente com relativa facilidade.

Por ultimo, mas ndo menos importante, foi estudado no presente capitulo a fase esmética, que existe
nos sistemas quanticos de faixas, a temperatura zero. Ap6s a constru¢do de uma teoria efetiva para descrever
o campo de deformagdo das faixas, foram calculados os exponentes criticos da transi¢do a fase esmética.
Uma das questdes que vale a pena discutir neste momento € qual € a possivel relagdo entre as fases esmética
e nemadtica estudadas neste capitulo. Lembrando que a fase esmética s6 existe a temperatura zero, vemos que
apenas sobre a linha 7" = 0 € de se esperar uma transi¢do de fase entre a fase esmética e a fase nemadtica. A
questdo como os nossos resultados refletem essa transicio € analisada a seguir.

Primeiramente é importante perceber que quando se tem uma densidade de deslocacdes finita das
equacdes (5.19) e (4.51), podemos concluir que a funcdo de correlagdo posicional sera:

(a(k, iw)a(—k, —iw)) (0(k,iw)0(—k, —iw))

1
ky
kT

= . 5.65
k2(4Eqa2pw? /d? + BN?k2ko =2 + 2Eqa?k2 /d?) (5.65)

Este resultado implica que a flutuagdo posicional quadrética média (u?), diverge no limite termodinamico,
uma vez que se t€m no sistema uma densidade finita de deslocagdes. Assim este resultado indica que o
mecanismo de perda da ordem posicional ndo estd relacionado as deslocacdes. Ja que como mostrado anteri-
ormente uma densidade finita de deslocacdes instabiliza completamente a fase esmética. E claro que isto ndo
significa que na fase esmética ndo posam existir desloca¢des isoladas, no entanto segundo a nossa analise, a
quantidade delas nesta fase teria que ser sempre uma quantidade estatisticamente irrelevante, de forma a ndo
alterar a estabilidade da fase.

Por outro lado, considerando o fato conhecido de que a transi¢do nemadtica é produzida pela quebra
de pares de deslocacdes com o consequente aumento da mobilidade das mesmas, é possivel concluir que as
transi¢des esmética e nematica acontecem em regimes completamente diferentes em termos da intensidade
das flutuagdes quanticas. E importante aclarar que na fase esmética, além da ordem posicional de longo

alcance também existe ordem orientacional de longo alcance, este ¢ um resultado simples de mostrar a partir
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da equacdo (4.51). Desta forma, considerando a discussdo previa, é possivel concluir que 6 diagrama de fases
qualitativo nos sistemas quanticos de faixas a temperatura zero, independentemente do alcance das interacdes

repulsivas, t€ém a forma mostrada na figura (5.3).

F. Esmética F. Nemédtica F. Desordenada
T=0 e 3 3 » [
0 O. Posc. Fe, Fe,
+ O. Orient.
O. Crient.

Figura 5.3: Diagrama de fases qualitativo para os sistemas quanticos de faixas a temperatura zero. Os valores
Te, © Tey, indicam os pontos criticos quanticos das transi¢cdes esmética-nemdtica e nemadtica-desordenada
respectivamente. Como explicado no texto, na fase esmética os sistemas apresentam tanto ordem posicional
quanto orientacional, enquanto que na fase nematica os sistemas apenas possuem ordem orientacional.

Embora o diagrama de fases qualitativo apresentado, seja valido para sistemas tanto com interacdes
tanto de curto como de longo alcance, existem diferencas importantes no comportamento de ambas classes
de sistemas na vizinhanca de T' = 0, como explicado a seguir. Para sistemas com interagdes de curto alcance
a temperatura finita, a ordem orientacional é apenas de quase longo alcance (fase K'T') na fase “ordenada”,
enquanto que a temperatura zero a fase orientacional apresenta ordem de longo alcance. Isto significa que
para a ordem orientacional, a linha T' = 0 com r € [0, 7, ), é de fato uma linha critica de primeira ordem que
termina em um ponto (1" = 0,r = 7r,), onde a transi¢do € de segunda ordem. Diferentemente, em sistemas
com interagdes de suficiente longo alcance (o < 2), a ordem orientacional ndo apresenta nenhuma transicao
conforme nos aproximamos a linha 7' = 0 com r € [0, rc, ).

Por outro lado, sobre a ordem posicional sabemos que a mesma € instdvel a temperatura finita, e que
a temperatura zero a fase esmética € estavel. Isto permite concluir que para a ordem posicional, alinha 7' = 0
com r € [0,7¢,) serd uma linha critica de primeira ordem, que termina em um ponto (I" = 0,r = r,) de
transi¢do de segunda ordem. Nao € dificil perceber que esta propriedade do diagrama de fases ¢ comum a
sistemas com interagdes de curto ou longo alcance.

Assim completa-se o estudo das propriedades topoldgicas de sistemas quanticos de faixas. Os re-
sultados apresentados neste capitulo mostram a riqueza de comportamentos exibida por estes sistemas, as
fases estudadas e outras ndo discutidas nesta Tese, tem atraido nos dltimos anos o interesse da comunidade

cientifica devido as muitas potenciais aplicacdes destes materiais.
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Capitulo 6

Conclusoes gerais

Nesta tese de doutorado foram estudadas alguns aspectos das fases anisotrépicas em sistemas isotré-
picos com intera¢des competitivas. Em particular, sistemas nos quais existe uma interacdo de curto alcance
atrativa e outra de longo alcance repulsiva. Ao longo do nosso estudo focamos em alguns pontos como:
as propriedades locais destes sistemas, a existéncia de uma fase nematica e as condi¢des para o estabeleci-
mento da ordem orientacional ou posicional no limite termodindmico, tanto em sistemas cldssicos como em
quanticos. Nestes aspectos encontramos varios resultados de interessantes, dentro dos quais se destacam os

seguintes:

e A evidéncia de uma forte dependéncia nas propriedades locais destes sistemas frente a variacdes “me-

nores” do espectro de flutuacdes.

e A existéncia de uma anomalia no médulo de compressibilidade dos sistemas de faixas numa classe
maior de sistemas do que tinha sido proposto anteriormente. Isto de acordo com a literatura [32], deve
derivar numa classe maior de sistemas que apresentem uma transi¢do inversa no diagrama de fases

H-T.

e O surgimento da soluc¢éo nemadtica, além da solugdo desordenada, como solucéo do conjunto de equa-

coes da SCSA para um sistema genérico com competicao.
e O estabelecimento da transi¢do de fase continua, isotrépica-nemadtica, no contexto da SCSA.

e A inexisténcia de uma fase com ordem posicional de longo alcance ou de quase longo alcance em

sistemas cldssicos para todo alcance da interacao repulsiva.
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e O surgimento de uma interacdo atrativa efetiva, nos sistemas de faixas, capaz de estabilizar uma fase
com ordem orientacional de longo alcance sempre que a interagdo repulsiva (1/r®) for de suficiente
longo alcance (o < 2). Neste caso o sistema apresenta uma transi¢@o orientacional de segunda ordem

com carateristicas especiais.

e Nos sistemas estudados, aqueles com intera¢des repulsivas com v > 2 pertencem a classe de universa-

lidade K-T.

e A constru¢do de uma teoria generalizada da fusdo orientacional em sistemas de faixas, a qual permite
mostrar que o estudo da ordem orientacional em sistemas de faixas € mapedvel no estudo da fase
ordenada de um sistema de rotores. Esse mapeamento sobrevive com a adequada generalizagdo ainda

quando no problema original tenhamos intera¢des de longo alcance.

e A extensdo a sistemas quanticos de faixas, da teoria classica da fusdo orientacional. Neste contexto foi
possivel mostrar que o problema quantico da fusdo orientacional é novamente mapedvel no estudo de

um sistema de rotores, quanticos neste caso.

e A utilizagdo de resultados prévios discutidos na literatura assim como das técnicas do grupo de renor-
malizacdo, permitiram a caraterizacdo da transi¢do orientacional quintica em sistemas com interagdes

tanto de curto alcance (o > 2) quanto de longo alcance (o < 2).

e A descricdo dos diagramas de fases qualitativos para a ordem orientacional do sistema de faixas nos

diferentes casos possiveis.

e A demostragd@o da existéncia da fase esmética a zero temperatura para sistemas quanticos, assim como
a determinag@o dos exponentes criticos ndo triviais para a transicao da fase tipo cristal a fase posicio-

nalmente desordenada.



CAPITULO 6. CONCLUSOES GERAIS 92

6.1 Lista de Publicacoes

e Stochastic dynamics in real time for discrete-variable classical models.
arXiv preprint arXiv:1503.03346 (2015). Alejandro Mendoza-Coto, Rogelio Diaz-Méndez, Guido Pu-

pillo

e Nature of Long-Range Order in Stripe-Forming Systems with Long-Range Repulsive Interactions.
Phys. Rev. Lett. 114, 116101 (2015). Alejandro Mendoza-Coto, Daniel A. Stariolo, and Lucas

Nicolao.

o Nematic phase in stripe-forming systems within the self-consistent screening approximation.

Phys. Rev. E 88, 062140 (2013). Daniel G. Barci, Alejandro Mendoza-Coto, and Daniel A. Stariolo.

o Asymptotic dynamics of a frustrated model with spherical constraint.

J. Magn. Magn. Mat., 345, 111, (2013). Alejandro Mendoza-Coto, R. Diaz-Méndez

o Coarse-grained models of stripe forming systems: Phase diagrams, anomalies, and scaling hypothesis.

Phys. Rev. E 86, 051130 (2012). Alejandro Mendoza-Coto and Daniel A. Stariolo.

e Dynamics of systems with isotropic competing interactions in an external field: a Langevin approach.
Eur. Phys. J. B 81, 309 (2011). R. Diaz-Méndez, A. Mendoza-Coto, R. Mulet, L. Nicolao, and D. A.

Stariolo.



93

Apéndice A

A “Self Consistent Screening
Approximation” no estudo da fase

nemadtica.

Nesta secdo mostramos os principais passos que conduzem a Self Consistent Screening Approxima-
tion(SCSA) usada para mostrar a existéncia da fase nemédtica em modelos tipo o modelo Brazovskii [12]. O
Hamiltoniano efetivo de Ginzburg-Landau para um sistema isotrépico com um vetor de onda ko ndo nulo
e pardmetro de ordem com simetria O(n), pode ser escrito convenientemente no espago reciproco como a

soma de uma parte livre (Gaussiana):

I , ,
o ‘/A(zmz ;Mk) (ro + A(k — ko)®) ¢i(=F), (A1)
e uma parte de interaco:
s =0 [ (TTEE) S 655065 (Fa)on (o n(F)s? (o + T + T+ A2
’_U/ il;[l(%)z NZ::I@( 1)0j(k2)pi(k3)di(ka)o™(ky + ko + k3 + kg), (A.2)

onde n é o nimero de componentes do parimetro de ordem vetorial 5(5) Note que a parte de interacdo é
O(n) maior que a parte livre. Assim, para ter uma energia extensiva bem definida para n grande, é natural
considerar que a intera¢do v seja O(1/n). Desta forma, uma expansdo em poténcias de v é equivalente a uma
expansdo em poténcias de 1/n [84, 85]. O limite n — oo corresponde ao modelo esférico, o qual é soldvel
exatamente [46]. A Self Consistent Screening Approximation é a primeira correcio perturbativa, de ordem
1/n, ao limite esférico [86].

A func¢do de particdo vem dada por:

2(T) = / Do) exp {~ (Ho + i)} (A3)
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onde a dependéncia com a temperatura foi absorvida nas defini¢cdes de H e H;. Z pode ser convenientemente

escrita em termos de uma expansdo da parte de interagdo:

© 4l
Z(T):Z(ul)

=0

(Hl)o / Do (#) exp {—Ho}, (A4)

onde (...)o significa média com o peso Gaussiano Py ~ exp {—Ho}. Desta expressdo é possivel escrever

uma expansao perturbativa da fun¢io de correlacio a dois pontos. Esta é:

Sy S (6 (B H (Do
2o Sr- (o

G(k) = (A.5)

O primeiro termo nesta expansao representa o propagador livre G (/2) = (7’0 + A(k — ko)z) - Organizando

a expansdo € possivel mostrar que a mesma pode ser escrita na forma:

G'(k) = Gy ' (k) + 2(k), (A.6)

-

Conhecida como “equac@o de Dyson” para as correlagdes. A fungdo X (k), a qual representa corregdes a
fungdo de correlagdo livre é conhecida como “auto-energia”. A auto-energia tem contribui¢des de todas as
ordens em poténcias de 1/n. Os termos de cada ordem em 1/n podem ser convenientemente representados
por “diagramas de Feynmann” (para detalhes técnicos sobre a constru¢c@o da representacdo diagramatica ver,
por exemplo, [84, 85, 87]). A soma de diagramas até ordem O(1/n) na equagdo de Dyson para G(E)
resulta em trés diagramas mostrados na figura 1, onde a linha continua representa um fator G(E), 0 segmento

descontinuo significa um fator v e o circuito fechado implica uma integracdo de G (E) sobre o espaco k.

(a) (b) (©)

Figura 1

A linha ondulada corresponde a uma soma de infinitos diagramas de O(1/n), ou a uma interagéo

renormalizada D(k) (ver Figura 2).

Figura 2

A SCSA introduz uma contribuicio k-dependente (diagrama 1-a). E possivel reconhecer dos diagra-

mas 1-b e 1-c o propagador de Hartree (constante), o qual € auto consistentemente renormalizado dentro da
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SCSA (ver Figura 3-a). Finalmente, o propagar completo, dado pela equag@o de Dyson (A.6), é representado

diagramaticamente na Figura 3-b.

r—rg= ' + v =0 fdqu((j')(a)

- _ n {M“‘L (b)

Figura 3

Em soma, as fun¢des que formam a aproximagio sdo dadas por:

1

G ST A0
, 2§ -
SE) = [ D06 (AS8)
= v
D) = —Y A9
(%) 1+ oIl(k) (A9
. 27 -
nE) - / 3Ol = DG, (A.10)
A energia livre € dada por:
F(T) = —log Z(T), (A.11)

onde o fator kT foi absorvido na defini¢do de F' e a fungo de particdo vem dada por (A.4). Manter termos
de até O(1/n) conduz a SCSA para a energia livre [86, 88]:

PT) =5 [ GryplosG B+ 5 [ Gz tos D 0 =5 [ s BBEE. A
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