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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de um novo modelo gravitacional, a
teoria mimética, capaz de imitar o efeito da matéria escura. Nessa proposta a Relatividade
Geral é modificada definindo-se uma métrica fisica escrita em termos de uma métrica
auxiliar e um campo escalar, ou seja, a ideia é promover a Relatividade Geral a uma
teoria tensorial-escalar.

Revisamos as equacoes de campo de Einstein através do método variacional e em
seguida apresentamos o modelo mimético. As equagdes de movimento obtidas sdo mais
gerais que as da Relatividade Geral e obtemos uma contribuicao extra ao tensor energia-
momentum. Mostramos que esse termo representa uma poeira residual, ou matéria escura
mimética, que se comporta no que diz respeito a interacao gravitacional da mesma maneira
que a matéria escura usual.

A proposta é entao reformulada acoplando-se um potencial e diferentes solugoes cos-
mologicas foram desenvolvidas.



Abstract

The present work aims the study of a new gravitational model, the mimetic theory,
able to mimic the effect of dark matter. In this proposal the General Relativity is modified
by writing a physical metric in terms of an auxiliary metric and a scalar field, in other
words, the idea is to promote General Relativity to a scalar-tensor theory.

We review the Einstein’s field equations through the variational method and then
present the mimetic model. The equations of motion obtained are more general than
those of General Relativity and we get an extra contribution to the energy-momentum
tensor. We show that this term represents a residual dust, or mimetic dark matter, which
behaves in the same way that the usual dark matter with respect to the gravitational
interaction.

The proposal is then reformulated by coupling a potential and different cosmological
solutions were developed.
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Introducao

O universo ndo € sé mais estranho do que imaginamos, mas mais

estranho do que podemos imaginar.
— Werner Heisenberg, Across the Frontiers.

O problema da matéria escura remonta a 1932 quando J. H. Oort constatou que o
movimento das estrelas na Via Lactea insinuava que a Galéxia seria muito mais massiva
do que qualquer outro ja havia predito [1]. Estimando, via efeito Doppler, a velocidade de
estrelas que se deslocam proximas ao plano Galactico, ele notou que elas deveriam estar
se movendo rapido o suficiente para superar a atracao gravitacional da Galaxia. Oort
entdo propds que a Via Lactea deveria conter mais matéria para manter essas estrelas
em suas Orbitas observadas. Foram apontadas como explicacoes alternativas que talvez
85% da matéria luminosa da Galaxia seria obscurecida por matéria nao luminosa ou até
mesmo que os calculos das velocidades das estrelas em questao estariam errados. No ano
seguinte, o astronomo suico F. Zwicky se deparou com o mesmo problema de matéria
faltante, todavia em maiores proporcoes. Ao estudar galaxias do aglomerado de Coma
ele obteve velocidades de dispersao extremamente altas levando-o a crer que a matéria

visivel contribui apenas com uma pequena fracao da massa total do aglomerado [1, 2].

Décadas apos, Vera Rubin e colaboradores realizaram uma anélise da curva de rotagao
de 60 galaxias isoladas. Era assumido que a orbita das estrelas nas galdxias se comportava
aproximadamente como as érbitas planetarias ao redor do Sol. Se uma estrela possui uma

distancia orbital média r do centro de sua galaxia, pode se estimar da Gravitagdo Newto-

M(r)

T

niana que sua velocidade orbital sera v (r) ~ , onde v (r) é a velocidade orbital de

um objeto a uma distancia r e M (r) é a massa total contida no interior dessa distancia ra-
dial. Essa distribuigao v(r) o # é referida como comportamento Kepleriano. No entanto,
o que Rubin observou estava em desacordo com essas predigoes, pois o comportamento

na realidade era uma curva “plana”, ou seja, as velocidades continuavam a crescer com
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a distancia até atingir um limite [1]. Astrénomos tém observado ainda, através de lentes
gravitacionais, desvios na trajetéria da luz de tal magnitude que ndo podem ser explica-
dos pela matéria luminosa observada, indicando uma enorme presenca de matéria escura
[3]. Talvez uma das mais contundentes evidéncias da matéria escura advém de estudos
do aglomerado 1E0657-56. Esse aglomerado é o resultado da extremamente energética
colisdo de outros dois aglomerados, onde o menor aglomerado atravessou o maior. Os
estudos apontam que a matéria barionica de cada aglomerado foi deslocada da sua res-
pectiva matéria escura. Os halos de matéria escura atravessaram-se sem perturbagoes ou

distorgoes [3].

Intimeras propostas foram feitas para atacar o problema da matéria escura [3]. A
proposta menos radical é a dos MACHOs (objetos compactos massivos de halo) que tenta
solucionar o problema valendo-se de matéria barionica, afirmando que a matéria escura
poderia ser, por exemplo, anas marrons. Contudo estudos da nucleossintese do Big Bang
indicam que a densidade de barions é incompativel com o necessario para solucionar
inteiramente o problema da matéria escura [4]. Os candidatos nao-barionicos consistem
basicamente de particulas ainda nao descobertas. Dentre essas particulas podemos citar
os dxions que foram postulados na década de 70 como possivel solucao para o fato de
a QCD nao parecer violar a simetria CP. Outro exemplo sdo as amplamente estudadas
WIMPs (particulas massivas fracamente interagentes) que consiste num grupo de centenas

de candidatas, onde talvez o favorito seja o neutralino predito pela Supersimetria [3].

Outros suspeitam que a solucao reside em modificar a Relatividade Geral (RG). A RG
somente consegue lidar com dados galacticos, extragalacticos e cosmologicos combinados
se for assumida uma constante cosmologica nao nula e algo em torno de seis vezes mais
matéria escura (até o momento s detectada gravitacionalmente) do que matéria visivel
[5]. A mais simples modificacdo possivel consiste na promocao da RG a uma teoria
tensorial-escalar. Nesse ambito um interessante modelo foi proposto em 2013 tendo como
ideia central que nao é necessario introduzir nenhum tipo de matéria para explicar o
fenomeno atribuido a matéria escura, o que precisa ser feito é extrair campos escondidos
da métrica [6]. Propondo uma métrica fisica dependente de uma métrica auxiliar e de um
campo escalar, o principio variacional notavelmente nos forneceu um modo longitudinal
extra do campo gravitacional que imita o comportamento da matéria escura. Através
de minimas modifica¢bes a proposta mimética nos permite ainda abordar o problema da

expansao acelerada do universo atual, conhecido como energia escura. Nessa reformulacao
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a matéria e a energia escura aparecem como constantes de integracao.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacao e convencoes
Adotaremos um sistema de unidades onde 877G = ¢ =1, implicando em x = SZTG =1le

uma métrica com assinatura —2, ou seja, (+,-,-,-).

No decorrer deste trabalho indices gregos vao de 0 a 3 (exceto quando explicitamente
dito o contrario) correspondendo as coordenadas espago-temporais e indices latinos vao de
1 a 3 correspondendo as trés coordenadas espaciais. Também serd utilizada a convencao
de soma de Einstein onde fica implicita a soma quando houver indices repetidos, sendo

um covariante e outro contravariante, dessa forma:

3
AFA, =3 AFA,.
n=0

1.2 Equacoes de Campo na Relatividade Geral

Como sera visto no proximo capitulo o calculo variacional é a ferramenta utilizada para
formalizar o modelo mimético e adotaremos o mesmo procedimento nessa se¢ao, contudo
nao haverda enfoque no rigor matematico. Formulacoes lagrangianas da RG podem ser
encontradas em [7, 8]. Historicamente David Hilbert foi o primeiro a derivar as equagoes
de campo da RG valendo-se do principio de minima acao e tradicionalmente chamamos

a acao da RG de acao de Einstein-Hilbert.
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Precisamos propor uma lagrangiana L para descrever o campo gravitacional que é
um escalar. Como pode ser consultado em (A.3) a expressdo /—gd*z (onde g = det(g,uw))
representa um elemento de volume invariante. A integral de agdo para o campo gravita-

cional deveria ter o seguinte formato:

oz/\/—_gL(;d4x (1.1)

onde a integracao ¢é efetuada sobre todas as coordenadas espaco-temporais entre dois

pontos e « representa uma constante real qualquer.

Espera-se que a equacao de movimento da RG nao possua derivadas com ordens supe-
riores a segunda. Derivadas de ordens superiores levam a complica¢bes matematicas e sdo
dificeis de tratar, sem mencionar que surgem problemas de instabilidade relacionados com
hamiltonianos que nao possuem limite inferior [5]. Usualmente as equagoes de movimento
obtidas a partir de uma lagrangiana possuem uma ordem superior em relagao a propria
lagrangiana, logo seria interessante Lg fosse composta de expressdes contendo o tensor

métrica gy, e os simbolos de Christoffel I'},.

O escalar de Ricci R (R = g"” R,,,) pode nao parecer adequado para os nossos propésitos,
pois ele inclui derivadas de primeira e segunda ordem do tensor métrica, além do proprio
tensor. Contudo os termos de segunda ordem do tensor métrica ocorrem linearmente em
R e devido a essa linearidade, as derivadas de segunda ordem nao contribuem para ter-
mos com derivadas de terceira ordem do tensor métrica nas equagoes de campo. Portanto,

podemos usar R como a lagrangiana do campo gravitacional e (1.1) torna-se:
SG:oz/\/—ng4m. (1.2)

Podemos ainda acrescentar a essa integral um outro termo S responsavel por todos
os outros campos presentes no sistema fisico além do gravitacional. Sob essas modifica¢oes

considere a integral de acao com a seguinte forma:

1
S=8Sc+SfF= /\/—g <—2Lg+LF) d*z. (1.3)

Em (1.3) Lg = R é a lagrangiana do campo gravitacional e Lp é a lagrangiana para todos

os outros campos. Do principio de minima ag¢ao impomos ainda:

58 =0, (1.4)
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Variando o primeiro termo em (1.3) ignorando momentaneamente a constante:

5 / J=gRd'z =6 / V=99" Rudta
(1.5)
= / V _gguy(sRuud4x+/Ruy5 (\/ _gguz/) d4l’.

Para encontrar a variacao do tensor de Ricci note que em um sistema de coordenadas

geodésicas temos que:

ore ore
_ pv 1P
R, =0 <8xp ~ +FZ,,F§0 — szFﬁU>

__5(8qu__8rzp>

oxP ox? (1.6)
_ 8(5FZV B aéFﬁp
oxP oxr?

=V, (o17,) =V, (57%,).

Como a relagao obtida é uma equagao tensorial o resultado obtido é véalido em todos os
sistemas de coordenadas e em todos os pontos espaco-temporais sem estarmos restringidos
a sistemas de coordenadas geodésicas. Com esse resultado o integrando da primeira

integral em (1.5) pode ser reescrito como:

V00" 8By = =00V (30 ) =V (87, )}
=V=9{V, (¢"01%,) =V, (g"6T0,) }

(1.7)
= \/—_g{va (guyérgu> —Va (gua(gpﬁp)}
=V=9VaQ"
onde:
Q" = " 6T}, — 0T}, %)

Pode-se escrever a divergéncia covariante de um vetor como:
1 0
\/—g Ozt

logo a primeira integral em (1.5) assume a seguinte forma:

V@' = (v=9Q") (1.9)

/\/—_ggl“’éRWdlla: = /%Z‘ZQQ)C#I. (1.10)

Do Teorema de Gauss temos que a integral acima pode ser igualada a uma integral

de superficie em /—gQ%, que se anula em consequéncia das variagoes dos simbolos de
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Christoffel nos limites de integra¢ao. Concluimos entao que a primeira integral em (1.5)

é igual a zero.
Para a segunda integral em (1.5) temos:
/Ruyé (\/—_gg’“’) diz = /\/—_gRuyég“”d4x+/RWgW6\/—_gd4x
= [ V=gRubg dia+ [ RSy =gd's (1.11)
= /\/—_g (R;w - ;gw,R) Sg" dix

onde foi utilizada a relagdo (A.2) do apéndice A. Logo a variagdo da parte gravitacional

da integral de acao resulta em:
1 4 1 1 v 4
—55/\/—ng x= —5/\/—g (RW—2QWR) gt d . (1.12)

Variando agora o segundo termo em (1.3) escrevemos

d(v=9Lr) d(v=9LF)
— 4. Nz uv | 34
5/\/ gLpd*x /[ g ogh” + g7 0gle | d°x (1.13)
onde h o = 8‘97&. O segundo termo em (1.13) pode ser reescrito como a diferenga entre
uma integral de superficie que é igual a zero por causa da anulagao da variagao nos limites
de integracao e um outro termo, como segue abaixo:

5/\/—_gLFd4x:/{a(\/__gLF) _ 9 [a(\/__gLﬂHang%. (1.14)

gt ox™ g'e

Definimos o tensor energia-momentum como:

_ 2 [0(J/=gLr) O |0(V—gLr)
=

aghv o™
e obtemos a variagao da parte ndo gravitacional reescrevendo (1.14) como:

1
5/\/—gLFd4a:: 5/«/—gTW59Wd433. (1.16)
Combinando os resultados (1.16) com (1.17) nas equagoes (1.3) e (1.5) obtemos:
1 1
(55:—5/\/—9 (RW—QQWR—TW> Sg"dre =0 (1.17)

Como a expressao acima é supostamente valida para uma variagdo arbitraria dg"” somos

forcados a concluir que o integrando da equacao acima é nulo e obtemos enfim as equacoes
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de campo de Einstein na presenc¢a de matéria

1
G = Ry — §9WR =Ty (1.18)

1.3 Teorias Escalares-Tensoriais

O componente central da Relatividade Geral é o campo tensorial métrico, em virtude
disso a teoria é classificada como uma “teoria tensorial”. Antes da proépria RG, o fisico
finlandés G. Nordstrom tentou construir uma “teoria escalar” promovendo a fungao po-
tencial newtoniana a um escalar de Lorentz. A proposta era incompativel com o principio
de equivaléncia e ndo possuia uma natureza geométrica. Einstein, insatisfeito com tais
ideias, eventualmente chegou a uma descricao dindmica do espaco-tempo de natureza
geométrica que se tornou a teoria padrao da gravidade tendo sido amplamente testada

desde entao [9)].

As predi¢oes da RG tem sido ratificadas por experimentos cujos comprimentos carac-
teristicos variam de micrometros (um) até algo em torno de uma unidade astronémica
(UA) [5]. Apesar do grande sucesso é legitimo nos indagarmos se algum tipo de mo-
dificagdo na a¢do de Einstein-Hilbert poderia englobar na teoria os grandes enigmas da
cosmologia, a matéria e energia escura. O Teorema de Lovelock nos deixa aparentemente
atados pois ele estabelece que a acao de Einstein-Hilbert é a tnica possivel frente as
seguintes suposigoes [5, 10, 11]:

1. A acio é invariante frente a difeomorfismos!

2. Ela fornece equacgoes de campo de segunda ordem da métrica;
3. O espaco-tempo considerado é quadridimensional;
4. Nenhum campo além da métrica participa da a¢do gravitacional.
Diversas teorias alternativas tém sido propostas com diferentes finalidades relaxando

uma ou mais dessas suposi¢oes, o que leva a mais graus de liberdade na teoria. Contudo

modificar a RG se mostrou uma tarefa delicada, frequentemente surgem problemas de

1Um difeomorfismo f de duas variedades é uma bijecdo para qual ambos f e f~! sio C*[12].
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estabilidade e podem surgir ainda dificuldades em reobter os resultados da RG onde ela
¢ inegavelmente bem sucedida [5, 9]. Esse ramo de teorias tensoriais-escalares teve inicio
com Jordan que embutiu uma variedade quadridimensional curva em um espaco-tempo
nao-curvo de cinco dimensoes. Ele mostrou que um campo escalar quadrimensional podia
ser obtido dessa geometria projetiva como um vinculo, o que permitia o advento de uma
“constante” gravitacional dependente do espaco-tempo em sintonia com o argumento de

Dirac que a constante gravitacional deveria possuir dependéncia temporal.

C. Brans e R. H. Dicke, profundamente influenciados pelo Principio de Mach (além do
argumento de Dirac) levaram além as ideias de Jordan e propuseram uma formulagao que,
dentre outras vantagens, era compativel com o Principio de Equivaléncia fraco. Devida
a importancia do modelo como referéncia para diversas outras propostas vale a pena

apresentar a forma inicial da lagrangiana de Brans-Dicke que é dada por [9]:

1
Lgp=+/—g (pR—w;g“”au(pa,,(anLm (1.19)

onde ¢ representa um campo escalar, w é uma constante e L,, denota a lagrangiana
da matéria. Dentre os modelos posteriores se encontra o mimético no qual ao invés de
se introduzir campos escalares de fora a lagrangiana, assume-se um tensor métrica que

depende de um campo escalar. No préximo capitulo o modelo mimético sera formalizado.
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Capitulo 2

Gravidade Mimética

2.1 Derivacao das Equacoes de Movimento

O ponto de partida da proposta feita por Chamseddine e Mukhanov em [6] para
modificar a RG consiste em reescrever a métrica fisica g, em termos de uma métrica
auxiliar g,, e um campo escalar ¢ que se manifesta através de suas primeiras derivadas
da seguinte forma:

Guv = (gaﬁﬂagpaﬂgp)gﬂy = Pg,uu- (2.1)

Diante dessa modificacao a acdo de Einstein-Hilbert torna-se:

5= [ 42y =0 DB 9) + L 2.2

onde L,, representa a lagrangiana da matéria. A acdo é conformalmente invariante? pois
depende apenas de g, que por sua vez ja ¢ conformalmente invariante. Visando obter as

equagoes de movimento para esse formalismo aplica-se novamente o principio variacional:

69 = / d*z (;fﬁ 0gap = ! / d*z\/—g (GO‘B - Taﬁ) 09ap- (2.3)

) 2

Note que a variagdo da métrica pode ser reescrita como:

09ap = P0gas + Japd P (2.4)

2Veja o Apéndice B
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onde:
0P = 6(§"™ 0npOrp) = 63" 0nipOrp + §70(DripOrp) (2.5)

Do Apéndice usaremos os resultados (A.1) e (A.2):

(SgKA _ _gﬂug)\uégwj (26)

5V = 599" S0 (2.7
Observe ainda a relacao obtivel da defini¢ao (2.1)
0 g = 08— g (P = 6 = " (Ploy) =1 " = 53" (28)
Combinando (2.6) com (2.5)
0P = =G5 03, 0rpOnp + 25 080010 (2.9)
e substituindo (2.9) em (2.4)

59&,8 = P(Sgaﬂ + §a5<_gnﬂ§/\y5§uuan§pa)\90 + 2!5”)\8/46908)\90)
= P(Sgaﬂ - gaﬁgﬂug)\yéguuafc%@a)\@ + anﬁgﬁ)\a&&ﬁ@)\@-

Logo:
59(1,8 = (5571“/ P555§ - gaﬂf]’wg}\yaﬂgpa)\@] + 2§a5§m\a&5g03)\90. (2'10)

Para melhorar a expressao acima utiliza-se (2.8)

~ ~ ~A\U 1 v
Gopd™ g O pOrp = (Pg(m) (Pg™)(Pg™)0npdrg

(2.11)
= Pgusg™ g™ upOrp

e retornando a (2.10)

. . o 1 \
090 = 0w [Pégéﬁ — Pgapg gt 5,.6908)\@} +2 (Pga5> (Pg A) 0k 0pO\p

= P3Gy [046% — 9asg™ 9 OnpOrp] + 20039™ 0x000rp.

(2.12)

Substituindo (2.12) na varia¢ao da agao em (2.3)

58 = —% /d4x\/jg (GO‘B —Taﬂ) <P5§W [555; —gaﬁg””g)‘l’@,{go@)\go] —|—29agg”’\8,i5<p3>\<p) (2.13)



2 Gravidade Mimética 14

do segundo termo do lado direito de (2.13) note que:

[ dtey=g (G = T°) gug™ drbipdre =

(2.14)
V=9(G? =T} gopg"*Orpdep — / d'20, (V=9 (G =T) gagg™0rp) d¢p.

Retomando .S tendo em mente que o primeiro termo do lado direito de (2.14) é nulo:

65 = [ d'oy/=g (G27 =T) P (3404 = gapg™ ™ Or00r0) 6310

(2.15)
— 2/d4x8,€ (\/—_g (GO‘B — Taﬂ) gaﬁg”)‘aAgo) d0p =0.

Tratando 0g,, e d¢ como duas variacoes independentes obtemos duas equacgoes de

Euler-Lagrange para duas variaveis resultando em duas equagodes de movimento.

V=g (G —TP) P (8465 — gapg™ g™ OxpOrp) =0 (2.16)
0 (V=9 (G = T°%) gapg™ drp) = 0. (2.17)

Simplificando (2.16) temos a forma final da primeira equagdo de movimento:
GH —TH — (G —T) g™ g™ DDy = 0. (2.18)

Em (2.17) observe que g Oyp = 0% e ainda que Go‘ﬁgaﬁ é um escalar, entao pode-se
definir o vetor:
Ve = (Gaﬁ — TO‘B) gagg”)‘(%\go =(G-T)0"p (2.19)

com isso (2.17) torna-se:

O (V=9V") =0 = 0 (vV=9) V" + /=90 (V") = 0 (2.20)
mas as seguintes relagoes:
1
O/ =9 = —5——0s
! 2y/—g I

0k = 99" 09,0

implicam em:
1
a}i\/ —g = 5 V _gg’yeaﬁig’yH Y/ —QFZV (221)

pois I'], = % gwﬁﬁgw, entao:

(7, +0x) VE =V VA=YV =0 (2.22)
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e obtemos finalmente a forma mais compacta da segunda equagao de movimento:

V. [(G—=T)0%p] = 0. (2.23)

Note que a partir de (2.8) pode se explicitar um interessante vinculo:

174 1 ~ UV v ~ ~
= 50" = " D = Gap0%pdP 0" 0,00, = 1. (2.24)

g"
Que nada mais é do que a equacao de Hamilton-Jacobi para uma particula relativistica

de massa unitaria em um campo gravitacional [6, 13]. Tomando o trago de (2.16):

(G-=T)—(G-=T)g" 0,00, =0—= (G—=T)(1—g""0updyp) = 0. (2.25)

Devido ao vinculo a relagao acima é verdadeira mesmo quando G —T # 0. Uma fa-
ceta interessante é que mesmo na auséncia de matéria, quando T =0 as equagoes de
campo do modelo mimético apresentam solugdes nao triviais para o modo conforme. O
campo gravitacional adquire, além de dois graus de liberdade transversais que descrevem
gravitons, um grau longitudinal extra compartilhado pelo campo escalar e um fator con-
forme P da métrica fisica. Com intuito de analisar o comportamento desse grau extra de

liberdade reescrevemos (2.16) como:

GH =TH £ TH;  TH = (G —T)g"g"dapdpep. (2.26)
Comparando T com a expressio do tensor energia-momentum de um fluido perfeito:

TH = (e +p)utu” —pgh” (2.27)

onde € ¢é a densidade de energia, p é a pressao e u* é a quadrivelocidade que satisfaz

uHu,, = 1. Se impusermos p = 0 podemos identificar:
e=(G=T); u¥ =gl Onp (2.28)

e TH fica equivalente a equacdo de um fluido perfeito. Observe que em decorréncia de
(2.25) a densidade de energia pode ser ndo nula mesmo na auséncia de matéria. Note
ainda que:

TH = (G —T)0"pd,p.
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Da conservagao de energia-momentum temos:

Note que diferenciando g#¥9,,00,¢ = 1 obtemos 0*¢V, 0, =0 e como V,0,0 =V ,0,¢

a COHSGTV&QQO gera:
0,0V, (G —=T)"p) =0 — V, (G—T)d"p) =0. (2.30)

Que é um calculo para checar consisténcia. Note que resultou na segunda equacao de
movimento. Para grandes escalas e tempos suficientemente iniciais, a matéria escura é
descrita como um fluido perfeito sem pressao (poeira) que nao interage com os campos do
modelo padrao [14], exatamente como se comporta o grau extra de liberdade do modelo

mimético.

2.2 Uma simples aplicacao

Para encontrar solugoes trabalharemos em um sistema de coordenadas sincrono onde

a métrica é expressa por [6, 13]:
ds? = dr? —%jda:idxj; Yij = —ij- (2.31)

Igualamos as hipersuperficies de tempo constante as hipersuperficies de ¢ constante, ou
seja:
pat)=7 (2.32)

a particularidade desse sistema de coordenadas é a equivaléncia entre o tempo e o tempo
proprio. Reescrevendo a equagao (2.17) tendo em mente a equivaléncia entre ¢ e o tempo
juntamente com a definicao de 7;; presente em (2.31) a segunda equagdo de movimento

se torna:

C ('
80(\/det7(G—T)):0—>G—T:\/% (2.33)

onde C' (x’) ¢ uma constante de integracao que depende apenas das coordenadas espaciais.
No caso particular de um Universo plano de Friedmann, onde v;; = a® (1) d;;, sendo a(t)
o fator de escala, temos:

C
7:a6(7)—>G—T:$

(2.34)
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Ou seja, a densidade de energia é inversamente proporcional ao volume do universo
e a “quantidade” dessa matéria escura mimética é determinada pela constante de inte-
gracdo C'. O modo extra do campo gravitacional nos traz os efeitos da matéria escura
sem a necessidade de matéria alguma. Aparentemente a matéria escura mimética nao
interage de nenhuma forma, além da gravitacional, sendo influenciada por instabilidades

gravitacionais.

2.3 Formulacao Equivalente

Em [15] foi proposta uma reformulacao utilizando a equacao de vinculo (2.8) e aplicou-
se 0 método dos multiplicadores de Lagrange, eliminando assim a necessidade de uma

métrica auxiliar. Nessa formulagdo reescrevemos a agdo como [16]:

1 -
5= [dov=g {—23(%) 4 Lo (G ) A (0 0upByp— 1) + MV, VA —1)]  (2.35)
onde V' representa um potencial arbitrario que respeita o vinculo V,V# = 1.

Dessa forma tanto a energia quanto a matéria escura surgem como constantes de
integracao. Essa ideia nao ¢é exclusiva do modelo mimético, em particular o modelo de
gravitacao quantica de Horava-Lifshitz apresenta a mesma possibilidade [17] (na realidade
tem sido mostrado um certo alinhamento entre as duas propostas [14]). O termo com A
estd associado com a matéria escura mimética como visto anteriormente e o tltimo termo
com \ estd associado a energia escura [18]. A obtencao de equagoes de movimento para
a agao (2.35) é analoga ao que foi feito no capitulo anterior e nao serd reproduzido aqui.

As equacoes de movimento nesse caso sao dadas por:

oA =0 (2.37)

onde identificamos a constante cosmolégica A = A e X\ é obtido através do traco da ex-

pressao (2.36):

G—T+2\+4A =0 (2.38)
)\:—;(G—T+4A) (2.39)
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Utilizando esse resultado (2.36) torna-se:

1
Gy — Ty +2 (—Z(G— T+4A)) 040000 + g (2.40)
G — Ty — (G =T) 00y + A guw — 40,90, ). (2.41)

As equagoes (2.41) e (2.8) evidenciam que a partir de modificagées minimas na RG po-
demos obter a matéria e energia escura como constantes de integracao. Na proxima
se¢ao vamos acoplar um potencial ao modelo e analisar algumas das possiveis solugoes

cosmologicas.

2.4 Acoplamento de Potencial

Considere a seguinte agao [16]:

S = [ aov=g [~ SR (g) + Lo (G ) A Ol =) = V(p)] . (242

A constante cosmoldgica foi deixada de lado, pois seu efeito em solugoes classicas é alterar
o potencial por uma constante A. Variando com respeito a A\ fornece novamente a equacao
(2.8) e variando g"” de maneira andloga ao que foi feito na primeira se¢ao desse capitulo
resulta em:

G —2X0,90,0 — gV (9) = Ty (2.43)

Tomando o trago da expressao acima para determinar A:

G—2A—4V(¢):T—>A:;(G—T—4V) (2.44)
e a equagao (2.43) torna-se:
G —(G=T —=4V) 0,000 — gV () = Ty (2.45)
que juntamente com:
9" Opp0up = 1. (2.46)

Sao as equagoes equivalentes as equagoes de campo da RG para o modelo. E importante
salientar que o modo extra do campo gravitacional nao pode ser inteiramente atribuido
ao campo escalar, pois o vinculo de Hamilton-Jacoby impede que ele seja intrinsecamente

dinamico.
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Levando em consideragao a identidade de Bianchi V¥G ,, = 0 e impondo a conservagao

de energia V¥T},, = 0 temos para a derivada covariante de (2.45):
V(G =T —=4V) 0,000 + gV (p)) = 0. (2.47)
A equacao acima ainda pode ser simplificada considerando que:
VP (9" Oupdp) = 29" (VP OLp) O = 29" (V4,070) Dip = 0. (2.48)

Como 0, # 0 pelo menos para um indice ;1 e lembrando-se que a derivada covariante de
uma funcao escalar é apenas o gradiente pois ha independéncia dos vetores de base somos
levados a:

VY (G =T —4V) ) = —V' (). (2.49)

O resultado acima pode ser alternativamente obtido como indicado em [16] a partir da

densidade lagrangiana correspondente a ag¢ao proposta:

L=+/—g (—]2% + A (g" 0l —1) =V (p)+ Lm> . (2.50)

Da equagao de Euler-Lagrange para ¢ podemos obter a equagdao de movimento:

oL _ 95 0L (2.51)
0oy 0,
1O NOSSO Caso:
ov o1

90 = =0 (V=9rg" )
= —V"(\,p) (2.52)
= V' ((G=T—4V)d,p).

Se novamente escrevermos G, = T}y + Ty, onde Ty = (G — T — 4V) 0,00, + g0V ()

e compararmos esse termo com o tensor energia momentum de um fluido perfeito:
(6 +p)u,uuu —P9uv = (G —T- 4V) 8u908u90 + guuV(SO) (2-53)

comparando os tltimos termos de ambos os lados podemos escolher p = —V e para igualar

os termos restantes € = (G =T —3V) e u, = Oup.

Agora buscaremos solugdes para um universo plano de métrica dada por:

ds? = dt* — a®(t)0;dx’ da®. (2.54)
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A analise sera feita em uma regiao onde 7}, = 0, com intuito de nos focarmos no modo
extra do campo gravitacional. Assim como no caso anterior podemos utilizar o sistema
de coordenadas sincrono onde ¢ =t. Levando em conta que a pressao e a densidade de

energia dependem apenas do tempo temos:

ov 1 §
- % = ﬁau <\/__g/\gu 81/80)

~ar = v (Ve ) 259

1d(
a3 dt

(E-V)).

Para expressar a densidade de energia em termos do potencial integramos a expressao
acima:

. av
<3&—v»——&gg

dV
Ydt = — | ad——dt
/dt %

<ﬁ@—v»: /3mf (2.56)
=V-3 <Va /BaQVda>
= —/Banda

Podemos checar que a pressao e a densidade de energia satisfazem a equagao da continui-

dade [19]: ‘
a

=—3H(é+p); H= E (2.57)

onde H é o pardmetro de Hubble. Calculando a derivada temporal de (2.56):

d/1 .,
_dt(ag/?,a Vda)

_3 1 )
S / 3a*Vda+ — / (3a°V +6aa+3Ha’V ) da
a a

M-

1

= —3He+— [ (3a®HdV +6a>HV da) + He
a

= —3HE+3HV —3He+2He + He

= —3H(e+p).

A equacao de Friedmann é obtida calculando-se a componente com ambos indices tem-
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porais de (2.45):

Goo— (€+D) (80t)2 —V =Ty
Goo— (6+p) +p = Too
Goo—Top = €.

Da RG sabemos que Goo — Tpo = 3H? [19], portanto:

: o1
H?= % — —/a2Vda. (2.58)

as
Para um dado potencial essa equac¢ao poderia ser resolvida para a(t). Contudo é conve-

niente expressar a relacdo através de uma equacao diferencial que serd obtida derivando

a expressao acima com relagdo ao tempo da seguinte forma:

jt <a3H2> = jt (/aZVda>
3a’H?a+2a>HH = / (2adV +a?V + aQVH) da
3a’H%*0+20*HH = 2H3a® + Ha®V — 3H?a® + H3a®
3a*H*a+2a*HH = Ha®V
3H?+2H =V.
A equacao acima pode ser posta em uma forma mais agradavel com a seguinte substituicao

de variavel:
3
y=a? (2.59)

29 o 2(i_(3\
H:§§, H=2 (y-(y) ) (2.60)

e a equacao diferencial pode ser reescrita como:

essa substituicao implica em:

. 2 .
4 (i y) P\ 4
—1Z2-(2) +Z | =22=V 2.61
3 (y (y y?) 3y 261
que resulta em:
ij— iV(t)y =0, (2.62)

Que serd a equacao fundamental na analise de solu¢des cosmologicas no proximo capitulo.

Observe que o procedimento para investigarmos solugbes da equagao (2.62) se resume
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basicamente em propor fungoes temporais, logo temos liberdade suficiente para obter

praticamente qualquer evolugao cosmologica.
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Capitulo 3

Solucoes Cosmolodgicas

3.1 Uma primeira analise

Neste capitulo analisaremos alguns cendrios cosmolégicos através de diferentes poten-

ciais [16, 20]. Primeiramente considere o seguinte potencial:

Vie)=—=5=3 (3.1)

onde a é uma constante. Substituindo esse potencial na equacao (2.62)

3o

A solugao geral desta equacao é dada por:

1
Cit2cos (14/|143a|In(t) +Co), paraa < —1%

Feos (3143 (1) + ) 53
C’ltf(“”/”?’a) +02t§(1ﬂ/1+3a)7 para o > —4

=

y:

W=

onde C'7 e Cy sao constantes de integracao. Note para o primeiro caso que sob a condi¢do
do argumento da raiz ser suficientemente grande temos um universo oscilante, cuja am-
plitude ¢é regida pelo tempo. Esse comportamento decorre da grande pressao positiva

correspondente.

Usando (2.59) ¢ facil obter o fator de escala do segundo caso (assumindo C # 0) que

é dado por:

wlno

a(t) = 5 (IHVIFSa) (14 ag-VIT3a) (3.4)
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onde A = Cl . Para encontrar a densidade de energia primeiramente calculamos H:

%(1+5) (1+At 5)§+ 243 (1+8) (1+At—5)§' (-pAt=5-1)
43 (145) (1+At ﬁ)
2BAt=F (3.5)
(HB_ 1+At5>

1

3

1 1—At=P
= (14+p—

3t< +61+Atﬂ>

onde utilizei § = /14 3a. Com (3.5) temos:

R 5 1 1 _At7\/1+3a 2
€E=3H =32 1+\/1+30zw (3.6)
Obter p é trivial:
. Q@
p= ) (3.7)

Para expressar uma equacao de estado assumiremos que a mesma tem a forma p = ew,

onde w é o chamado parametro da equacao de estado. Logo:

b . At—\/1+3a N
:E:—Ba 1+\/1+3oz A Vit (3.8)

Pode-se mostrar que tanto os limites superior e inferior da expressdo acima tendem a

constantes. Note que se « = —1/3 o argumento da raiz é nulo restando p = € e temos uma
equagao de estado ultrarrigida com a o t3. Se o = —1/4 note que:
1
1-At™z2
lim [ ——— | =1 (3.9)
t—o00 1_|_At*§
e que
1
1-At™2
lim | ——— | =—1. (3.10)
=0\ 1+ At 2

Obtemos entao um fluido ultrarrelativistico para tempos grandes com p = %é e para tempos
pequenos (com A # 0) temos p = 3¢. Quando a é muito pequeno obtemos a matéria escura,
mimética com pressao desprezivel. Para « positivo a pressao torna-se negativa e com o

crescimento de a tendemos a caso da energia escura com p = —¢€.
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3.2 Matéria Mimética como Quintesséncia

A quintesséncia se apresenta como uma proposta alternativa a constante cosmolégica
para explicar a energia escura. Ela é descrita por um campo escalar que é acoplado mi-
nimamente a gravidade. Das formulacoes baseadas em um campo escalar a quintesséncia
se mostra a mais simples que nao acarreta problemas como fantasmas e instabilidades la-
placianas [21]. Com intuito de analisarmos o comportamento da matéria mimética nessa
situac¢do considere um universo que é dominado por algum tipo de matéria (diferente da
mimética) com equagao de estado constante dada por p =we. O potencial é dado por (3.1)
seguindo o formato originalmente proposto em [22]. Manipulando um pouco as expressoes

(3.4) e (3.8) pode-se reescrever o fator de escala como:
2
a = fyt3(1+w) (311)

onde v é uma constante. Para encontrar a densidade de energia referente a matéria

mimética computamos (2.56):

1 .
€:V——/a3th

a3
(6% =2 _ 143w
= — 4 2atTHw /t Ttw dt
t2
W —2w

Qs I (3.12)
t2 w

a( 1—|—w)
= (1—-1=
12 w

«Q
wt?

onde a constante de integragao foi anulada. Como a pressao é dada por p = _t% temos o

mesmo comportamento para matéria mimética e a matéria dominante.

Note que:

2y 2-3(1+w)
1= =) ) 3.13
‘T 31+w) (3:13)

com isso podemos obter o parametro de Hubble:

a 2
H=-=_—_" 1 3.14
a 3(14w) (3:-14)
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e calcular a densidade de energia total:

4

ST oE (3.15)

e=3H? =

Logo a matéria mimética nao ¢ dominante nesse universo apenas quando 2 < 1.

3.3 Matéria Mimética como um Inflaton

O inflaton é outro campo escalar hipotético que seria responsavel pela dindmica do
universo durante o periodo da infla¢do [23]. Com um pouco de engenharia reversa, ou seja,
utilizando a equacao (2.62) para um fator de escala qualquer pode-se obter o potencial e

dessa forma pode-se construir solugoes inflacionarias com relativa facilidade. O potencial:
V(p) = ¢ (3.16)
LA +1 ‘

com « > 0 descreve um inflaton que para grandes valores de ¢ =t d4 lugar a um uni-

verso dominado por matéria. Note que para quando ¢ — oo o potencial tende a zero e

consequentemente temos para o fator de escala:
. 2
§=0—aocts. (3.17)

Que é a proporcionalidade do fator de escala para um universo dominado por matéria
nao-relativistica. Para o limite inferior podemos ver que o comportamento desejado pode
ser obtido por:
a= fye_\/%t2 (3.18)
que gera o potencial:
-3V
Ry ee

39
2

4y  Avzg
V=_2_2
3

= at? 3.19
3y =« (3.19)

704
2
3
Yy2e

w\w @

como é esperado para limite inferior.

3.4 Matéria Mimética em um “bouncing universe”

Uma solucao peculiar surge do seguinte potencial:

4 1 4 1
3(1+¢%)?  3(1+12)?

Vip) = (3.20)
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substituindo esse potencial na equacao (2.62) temos:

j L =0 (3.21)
YTt T ‘

A solucgao dessa equagao diferencial é dada por:

y(t) =/ 1+t2(Cy + Crarctan(t)). (3.22)
Por simplicidade vamos escolher para as constantes Co =0 e C'y = 1, dessa forma:
1
y=V1+2—a=(1+1)° (3.23)

segue que:
2
.2 2\
H:9:§<1+t) __ 2
a (1—|—t2)% 3(1+1¢?)

(3.24)

Calculando densidade de energia e pressao temos:

s 5 4 t?
E=3H*= - ——— (3.25)
3(1+12)°
41

Com esses resultados estamos aptos a descrever a evolug¢ao desse universo. No limite
inferior de t a pressao se anula e temos um universo dominado por poeira e passa por um

periodo de contracao. Para o mesmo periodo note que:

4 2 2
lim &= = 2
=0T 34 (1+12)  3(1+2) (3.27)

Ou seja primeiramente o universo é regido por uma densidade de energia € oc a3 e depois
quando [t| =1 temos é+p =0 e o periodo de contracao termina dando inicio a expansao.
Conforme t cresce nos encaminhamos para um universo dominado por poeira. O interes-
sante desse modelo ¢ a passagem de uma equacgao de estado convencional com €+ p > 0
para uma equagao de estado com €+ p < 0 que descreve uma matéria mimética fantasma
para |t| < 1. Porém pode-se mostrar que se modificarmos o potencial para [16]:

1

Vip) = ;l(t(%—i—t?)z (3.28)

esse efeito é eliminado.
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3.5 Potencial Exponencial

Agora utilizaremos o seguinte potencial [20]:
V=ae " (3.29)

onde tanto a quanto y sdo constantes. Substituindo na equagao (2.62):

3
i— zae_vty =0. (3.30)

A equagao acima é uma equacao de Bessel, isso fica mais evidente usando a transformacao

= =t ~ . .
s= V?’O‘e 2~ e lembrando que a equacao de Bessel possui o seguinte formato:

d*y  dy
2 2,
s d82+sd8+s y=0. (3.31)

Computando os termos necessarios para escrever a equagao acima:

dy dydt 2 at . 2 .
7:7—:—762y:—7’y

ds dtds V=3« S

Py ddy 2 . 2 2 ). 2y 4§
T2 gede  ~2d T o\ T e*)y="3T 323
ds dsds s Vs —3a 84 y4s
82_—3%67’%

Y

T

As solugoes sao dadas pelas func¢oes de Bessel:

;30[6_2%) +C2 Yy < ;3066_2%) (3.32)

y@z&h(

e escrevendo a(t)

a(t) = (Cl Jo < _730662%> +C2 Yo ( _73046?))3. (3.33)

E interessante verificar os limites da expressio (3.33) parat — +oo e t — 0.
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3.5.1 Comportamento para t — 400

Analisando primeiramente a funcao de Bessel de primeira espécie é facil notar que
por causa da fungao exponencial o argumento da funcao se anula, logo o primeiro termo
resulta em Jy(0) = 1. Para a funcdo de Bessel de segunda espécie partimos da seguinte

expansao [24]:

N
Yo(x):i (1n(2)+g) Jo(z i Naas:n <(:‘)>2 | (3.34)

Onde ¢ é a constante de Euler-Mascheroni (£ ~ 0.5772) e Hj, é um ntimero harmdnico.

Devido ao argumento da func¢ao no nosso caso o segundo termo é desprezado e o primeiro

<ln (; V?) +In (Jz”f) +§>

_2

T

2 1v—-3

(e(257) )

T 2 v 2
juntando os resultados na expressao (3.33)

o= (a2 (w(BE) )

é reescrito como:

(155

T 2

(3.35)

T 2

o 2 . . .
Logo nesse limite como a < ¢3 0 modelo reproduz aproximadamente um universo dominado

por matéria nao-relativistica.

3.5.2 Comportamento para t — 0

Nesse caso a abordagem mais simples é retornar a equagdao (3.37) e nela aplicar o
limite. A equagao diferencial torna-se:
.3
J—qoy= 0 (3.37)

que nada mais é do que uma equacao diferencial de coeficientes constantes cuja a solucao

0= eV e VE o (Ole\/> +Che \/?) (3.38)

é:
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Para « positivo esse fator de escala corresponde a um cendrio inflacionario e para «

negativo temos um universo que oscila perto do Big-Banyg.
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Capitulo 4
Candidatos a Campo Escalar

Nas teorias tensoriais-escalares o campo escalar é o grande diferencial frente a RG,
logo é fundamental identificar a origem de tal campo e nesta se¢ao citaremos alguns
candidatos. Tenha em mente que as ideias envolvidas estao além do escopo do presente
trabalho, logo o objetivo é somente mencionar como o campo escalar pode surgir de teorias

amplamente estudadas na atualidade.

4.1 Espacos Internos Compactificados

Vem de T. Kaluza a ideia de dimensoes extras “compactificadas” em pequenos circulos
além das 4 dimensoes usuais que se estendem infinitamente. Essas dimensoes extras seriam
tao diminutas que nenhum experimento a suficientemente baixas energias poderia detecta-
lo. A teoria que se desenvolve entorno desses espacos internos é conhecida por Teoria de
Kaluza-Klein. Para ilustrar o surgimento do campo escalar considere o “Ansatz” para um
espaco de D dimensoes, com D =4+ n onde n é o nimero de dimensoes compactificadas.

A métrica nesse espago pode ser parametrizada como [9]:

Gap = 9w () 0
- 0 A()%Gas(9)

onde A representa o raio do espago compactificado, go,g (com a e 3 variando de 1 até
n) é a métrica referente a parte compactificada e 6 é uma coordenada adimensional,
como angulos. As componentes fora da diagonal (relacionadas aos campos de gauge) sdo

omitidas para se focar no campo escalar. A partir da métrica parametrizada é desenvolvido
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em [9] um célculo através do computo do termo de Einstein-Hilbert nas D dimensdes para

n > 1, obtendo-se a seguinte expressao para o campo escalar:

(4.1)

Logo, nessa proposta, o campo escalar poderia estar relacionado com o ntmero de
dimensoes compactificadas e com o raio das mesmas. E verificado ainda que apesar desse
campo ser um fantasma, ele nao leva a inconsisténcias fisicas mantendo a energia total do

sistema sempre positiva.

4.2 Radions

A Teoria das cordas sem duavida é a que mais fornece candidatos a campo escalar
que se encaixariam nos propésitos das teorias tensoriais-escalares da gravidade. Outro
campo escalar é oriundo das estruturas nao lineares preditas pela Teoria das Cordas de-
nominadas branas. Sao estruturas dindmicas nas quais as extremidades de cordas abertas
estao presas. Nessa proposta nosso espago-tempo quadrimensional estaria contido em um
“bulk” com mais dimensoes, ideia em contraste com os espacgos compactificados citados
na proposta anterior. O campo escalar poderia surgir de duas formas, uma ¢é analoga ao
que foi feito para espagos compactificados e a outra é exclusiva das branas onde o campo

escalar corresponderia a distancia entre as branas denominada radion [9].

Tem-se ainda outras propostas como o dilaton, um boéson de Goldstone, também
proveniente da Teoria das Cordas e trabalhos em geometria nao-comutativa que tem

gerado interessantes campos escalares como campos de gauge em espagos discretos [9].
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

O objetivo principal deste trabalho foi o estudo do modelo mimético, que teve inicio
em uma tentativa de imitar o efeito da matéria escura fria através de mudancas na acao
de Einstein-Hilbert, mais especificamente na introducao de um campo escalar no escopo
da teoria. Com uma pequena modificagdo no formalismo foi visto que a energia escura
poderia facilmente ser incluida no tratamento. Através de um acoplamento minimo de
potencial podemos evidenciar a versatilidade do modelo abrangendo diferentes cenarios
cosmoldgicos como solucao. Frente ao que foi apresentado a proposta mimética sem divida
se coloca como forte candidata a solucionar o problema da matéria escura, em contraste

com as propostas de particulas postuladas.

Os caminhos que podem ser tomados para uma futura pesquisa na teoria sdo diver-
sos. Existem outros trabalhos que tornam a teoria ainda mais interessante, dentre eles,
podemos citar a aplicacao do modelo mimético a estrelas compactas, através da derivacao
de uma versao mimética da equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff, feita em [25]. O
modelo até mesmo j& possui propostas de generaliza¢ao como feito em [26] para alcangar
outras propriedades desejaveis introduzindo um campo vetorial na reescrita da métrica

fisica.
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APENDICE A - Deducédo de algumas

relacoes

Nesta secao obtemos alguns resultados auxiliares utilizados ao longo das demons-

tragoes presentes no trabalho.

A.1 Primeiro Resultado

Buscamos demonstrar a seguinte identidade:

59" = —g"™ g™ 5 gy

Partimos de:

dg
09 = 5 "—0guw = 09 = 99" 39,
Juv
onde foi utilizado 82% = gg"¥, seguindo:

0(guvg”) = 0(8)) = 0= g9 + g 69",
Multiplicando por gH":
— 3" 699" = 9" 909" = 0569" = 69" = — g™ g S g,
Logo temos o primeiro resultado auxiliar:

695)\ = —QWQ/\V@W (Al)
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A.2 Segundo Resultado

Agora buscamos obter a seguinte equacao:

]' v
59 = 509" g0

Usando a seguinte relagao:

- [dA A_I]_ 1 d(detA)

dx T detA  d)
segue que:
a ! g\ dx o0y dA

e temos o segundo resultado auxiliar

1
0N/—g= 5\/—gg“”(59w, (A.2)

A.3 Terceiro Resultado

O objetivo é encontrar uma expressao para o elemento de volume invariante. A regra

de transformagao de um tensor covariante de segunda ordem pode ser escrita como:

,OXP, XV
o8 = gxra [ m X8

usando a regra para o determinante do produto de matrizes temos que:

2

0X
detTig.

Logo o determinante de um tensor covariante de ordem 2 é uma densidade escalar de peso

2. Podemos aplicar isso ao tensor métrica e nesse caso temos:

X |?

0X’

qg.

-

Da teoria do céalculo diferencial e integral é conhecido que em uma transformacao de

coordenadas geral de forma x'# = f#(2%.2!, 22, 23) o elemento de volume se transforma de
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acordo:

0X
oxX'’

d*a’ = | d*z.

Para definir um elemento de volume invariante podemos multiplicar d*z por /—g de
forma que os jacobianos se cancelam e obtemos assim a seguinte relagao para o elemento

de volume invariante:

Vg dhe =/ =gd*z. (A:3)
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APENDICE B - Transformacoes

Conformes

As transformacoes conformes tém sido amplamente utilizadas para estudar as relacoes
entre propostas alternativas para a gravidade e a RG [27]. Uma transformagcao conforme

transforma uma métrica g,,, em outra métrica g, de acordo com:

Juv = QQ(x)guu (B.l)

onde Q?(z) representa uma funcao arbitraria da coordenada espaco-temporal . As trans-
formagoes conformes geralmente alteram as equacoes de movimento, nos especificos casos
onde as equagoes de movimento nao sdo modificadas chamamos a teoria de conformal-
mente invariante. Pode se mostrar ainda que uma consequéncia de (B.1) é que os dngulos

entre quaisquer dois vetores ¢ invariante [9].

Agora note que o tensor métrica em 4 dimensoes tem 10 componentes independentes.
Cada uma tem o potencial de ser um grau dindmico de liberdade, também conhecido como
modo. Existem muitas maneiras de parametrizar essas 10 componentes e geralmente po-
demos escolher uma das 10 componentes para corresponder a escala local geral da métrica,
e isso é o referido modo conforme. Em (B.1) (assumindo det g, = 1) o modo conforme é
codificado no campo escalar e g, nao possui mais um grau de liberdade conforme, ja que
sua escala global nao muda. Dito de outra forma, as 10 componentes independentes de
guv sdo codificadas pelas 9 componentes independentes de §,,, (a componente a menos é

devida a restri¢ao sobre o determinante) mais uma componente independente associada

a €.

No caso mimético a particularidade é o uso de §*? Oapdgp como grau de liberdade

conforme.
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