UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FISICA

Tese de Doutorado

Teoria de turbuléncia fraca em plasmas empoeirados

Renato Andrade Galvao

Porto Alegre - RS
2015



Renato Andrade Galvao

Teoria de turbuléncia fraca em plasmas empoeirados *

Tese apresentada ao Programa de Pdés-
Graduacao em Fisica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul como
requisito parcial para a obtencao do

titulo de Doutor em Ciéncias.

Orientador: Luiz Fernando Ziebell

Porto Alegre, 17 de dezembro de 2015.

*Trabalho parcialmente financiado pelo Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tec-
nolégico (CNPq).



Renato Andrade Galvao

Teoria de turbuléncia fraca em plasmas empoeirados

Tese apresentada ao Programa de Pds-
Graduacao em Fisica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul como
requisito parcial para a obtencao do

titulo de Doutor em Ciéncias.

Orientador: Luiz Fernando Ziebell

Banca examinadora: Gerson Otto Ludwig
Ricardo Luiz Viana
Angela Foerster
Felipe Barbedo Rizzato

Porto Alegre, 17 de dezembro de 2015.



Agradecimentos

Olhando para os quatro anos que se passaram, nao vejo apenas a construcao de um
trabalho académico, mas tudo que vivi nesse periodo. Quanto a isto, nao sei como dizer
o quanto foi importante o aprego que recebi dos amigos que fiz.

Sou grato ao meu orientador, Luiz Fernando Ziebell, pelo suporte e pela oportunidade
que me deu em realizar este trabalho. Sou grato ao CNPq pelo suporte financeiro, cuja

auséncia certamente tornaria meu doutoramento inviavel.



Sumario

Sumario iv
Resumo \4
Abstract vi
1 Introducao 1
2 Descricao cinética classica 6
3 Solucao das equacgoes cinéticas 17

3.1 Expansao das flutuagoes . . . . .. ..o 29
4 Densidades espectrais de energia 32
5 Aproximacgao quase linear 47

5.1 O caso de um plasma empoeirado de duas componentes . . . . . . . .. .. 53
6 Evolugao temporal nao linear de <E121> 58
7 Conclusoes 70
A Integracao de x e wy, was I, €5 X105 V15 P15 P20s Clo € Cop 72
B Termos das expansoes de NJ e N¢ 86
C Calculo da correlagao (Fy, Eyn, E_(4,4n,)) € do termo nao linear NL1 91
Referéncias Bibliograficas 112

v



Resumo

Partindo das equagoes microscopicas exatas para uma plasma empoeirado nao magneti-
zado, onde a carga das particulas de poeira é considerada como um novo grau de liberdade
do sistema, desenvolvemos um sistema de equagoes basico sobre o qual aplicamos o for-
malismo da teoria de turbuléncia fraca. A partir dele, na aproximacao quase linear,
encontramos tres relagoes de dispersao, em conjunto com as equagoes cinéticas das ondas
e das particulas. O caso totalmente nao linear é exemplificado em parte, para visualizar-
mos a aplicabilidade do formalismo a plasmas empoeirados. Entre os diversos mecanismos
de carregamento que podem ocorrer sobre a superficie das particulas de poeira, conside-
ramos, por simplicidade, somente aquele devido a absorcao de particulas do plasma por

colisoes ineldsticas.



Abstract

Starting from the exact microscopic equations for a non-magnetized dusty plasma where
the dust charge particles is considered as a new degree of freedom of the plasma system,
we develop a basic system of equations upon which we apply the formalism of weak
turbulence theory. From this system we find three dispersion relations in the quasilinear
approximation, together with the kinetic equations for the waves and for the particles.
The full nonlinear case is partially exemplified, in order to provide an overview of the
applicability of the formalism to dusty plasmas. Among the diverse charging mechanisms
that can occur over the dust grains surface, we consider, for simplicity, only that due the

absorption of plasma particles by inelastic collisions.
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Capitulo 1

Introducao

De uma forma geral, turbuléncia corresponde a um estado dinamico da matéria em que
os graus de liberdade de um sistema, em estado sélido, estado de fluido ou em estado de
plasma, sao aleatorios e fortemente excitados.

Em plasmas, a dinamica da turbuléncia é mais rica, dado que as particulas estao
ionizadas. O movimento dos fons e elétrons é consequéncia da interacao de longo alcance
entre as particulas e do acoplamento com o campo eletromagnético do plasma. Portanto,
um estado turbulento das particulas corresponde a turbuléncia do campo eletromagnético.
A turbuléncia eletromagnética pode ser fraca ou forte, comparando-se a densidade de
energia média dos campos em relagao a densidade de energia média das particulas do
plasma.

Neste trabalho, nos dispomos ao estudo da turbuléncia fraca em plasmas empoeira-
dos. O que nos motiva a andalise é o fato de que a presenca de poeira pode modificar
significativamente as propriedades eletromagnéticas de um plasma. FEssa caracteristica
reside no fato de que particulas de poeira sao em geral significativamente mais massivas
e maiores do que fons e elétrons, e assim podem atuar como um sumidouro de particulas
do plasma através de colisoes inelasticas. O processo de absorcao colisional de particulas
carregadas pelos graos de poeira é em grande parte influenciado pelas cargas ja presentes
em suas superficies, constituindo um processo onde a interagao elétrica entre as particulas
do plasma e as particulas de poeira exercem um papel importante. Outros fatores também
contribuem com o processo de carregamento colisional, por exemplo, as distribuicoes de
densidade e velocidade das particulas e de tamanho dos graos de poeira. Além disso,

mecanismos de emissao de particulas também podem ser efetivos, como fotoemissao e



emissao secunddria de elétrons. Dessa forma, como uma consequéncia da presenca da
poeira, a propagacao de ondas eletromagnéticas e eletrostaticas em plasmas empoeirados
possui novas caracteristicas em relagao a plasmas sem poeira. Diversas investigagoes tém
sido feitas sobre esse assunto, e citamos aqui alguns autores.

Shukla [1], em 1992, fez uma anélise, utilizando o formalismo de fluidos, de proprieda-
des dispersivas de ondas eletrostaticas e eletromagnéticas de baixa frequéncia em plasmas
empoeirados com e sem campo magnético externo. Entre suas conclusoes verificou que
os espectros das ondas sao modificados pela carga (estatica) dos graos de poeira, como
também o surgimento de novos modos de propagacao. Em 1994, Mendis e Rosenberg [2]
publicaram uma extensa revisao sobre aspectos gerais de plasmas empoeirados cdésmicos,
incluindo, por exemplo, propriedades de carregamento e a dinamica dos graos sob a a¢ao
de diferentes tipos de for¢a. De Juli e Schneider [3], em 1998, derivaram o tensor dielétrico
de um plasma empoeirado magnetizado com carga variavel das particulas de poeira, utili-
zando o formalismo cinético. Em uma de suas aplicagoes, eles verificaram a possibilidade
de absor¢ao pelo plasma de ondas magnetosonicas. De Angelis [4], em 2006, utilizando
teoria cinética num plasma empoeirado nao magnetizado, em um de seus resultados apli-
cando a teoria no contexto de dispositivos de fusao nuclear, verificou que graos de poeira
de carga negativa podem se atrair na interacao de longo alcance. Em 2009, Gaelzer,
de Juli, Schneider e Ziebell [5] utilizaram uma reformulacao do tensor dielétrico de um
plasma empoeirado magnetizado desenvolvido por de Juli e Schneider aplicando a andlise
de ondas de Alfvén com propagacao obliqua em relagao a direcao do campo magnético
externo. A analise é rica em desenvolvimento e em resultados, e citamos um dos mais im-
portantes, que ¢ a verificacao de que a frequéncia das colisoes inelasticas afeta diretamente
as propriedades de dispersao e absorcao de ondas de Aflvén. Em 2012, Galvao e Ziebell
[6] estenderam o formalismo de de Juli e Schneider introduzindo o efeito de fotoemissao
de elétrons pelos graos de poeira. Além da carga, a massa da poeira é particularmente
importante em dois modos de propagacao de baixa freqiiéncia em plasmas nao magneti-
zados de baixa densidade, o modo poeira-actstico e o modo poeira fon-actstico [7], que
foram teoricamente previstos por Rao, Shukla e Yu [8], e Shukla e Silin [9].

Os modos de propagacao que surgem das interacoes coletivas em plasmas podem se
tornar instaveis, e podem também interagir uns com os outros. Se as amplitudes dos

modos forem suficientemente pequenas, suas interacoes mutuas serao fracas, mas nao



necessariamente desprezaveis. Essas interagoes podem ser classificadas em trés tipos. A
primeira ¢é a interagao onda-particula quase linear, que ocorre mais fortemente quando a
condicao de ressonancia w = k - v é satisfeita. A segunda, a interacao nao linear de trés
ondas, satisfaz a condicao w; + ws = w3, k1 + ko = k3. A terceira é a interacao onda-
particula nao linear, que satisfaz w; — wy = (k3 — ky) - v, e corresponde ao espalhamento
de uma onda por uma particula [11].

A teoria cujo formalismo incorpora a descricao de tais modos nao lineares é a deno-
minada teoria de turbuléncia fraca, cujos fundamentos teéricos foram em grande parte
desenvolvidos nos anos sessenta e setenta. Existem na literatura excelentes livros para
uma introducao ao tema da turbuléncia fraca, como por exemplo os livros de Kadomtsev,
Sagdeev e Galeev, Davidson, Tsytovitch, e Sitenko, [10, 11, 12, 13, 14]. O formalismo
da turbuléncia fraca foi revisitado em anos mais recentes por Yoon. Em 2000, [15] ele
generalizou a teoria em relacao a analise de interagoes nao lineares com a incorporagao
de modos nao lineares, focando apenas ondas eletrostaticas, e posteriormente estendeu o
formalismo para incluir ondas eletromagnéticas [16], incorporando ainda posteriormente
a presenca de efeitos de emissdo espontanea [17].

O formalismo da teoria de turbuléncia fraca tem sido aplicado em problemas funda-
mentais em fisica de plasmas, visto que prové ferramentas para o estudo e entendimento
de fenomenos nao lineares. Dentro do grande nimero de artigos que aplicam a teoria,
citamos somente alguns como exemplo. Muschietti e Dum [18] fizeram uma andlise da
influéncia do espalhamento nao linear de ondas de Langmuir durante a relaxagao quase
linear de um feixe de elétrons. Ziebell, Gaelzer e Yoon [19] fizeram uma andlise da ins-
tabilidade bump-in-tail e da subsequente evolugao nao linear em ondas de Langmuir e
ion-acusticas, considerando uma distribuicao de velocidades unidimensional. A andlise é
rica em detalhes e, entre os principais resultados, destacamos a saturacao de ondas de
Langmuir seguida de processos nao lineares de decaimento e espalhamento de ondas. Em
[20] foram obtidos diversos resultados em que, pela primeira vez, a interagao feixe-plasma
foi tomada numa solucao matematica totalmente autoconsistente das equagoes cinéticas,
considerando a interacao quase linear e o decaimento de trés ondas, em um sistema bi-
dimensional. Numa aplicacao a astrofisica solar, Gaelzer et al. [21] demonstrou que as
funcoes de distribuicao de velocidades do vento solar tem a forma de distribuicoes do tipo

kappa, confirmando que a aceleracao turbulenta é uma explicacao plausivel para o ganho



de energia dos elétrons supertérmicos. Em 2012, Ziebell et al. [22] verificou que a emissao
espontanea por elétrons desempenha um papel chave no desenvolvimento da turbuléncia
de Langmuir no limite de longo comprimento de onda. Em 2014, [23], foi verificada a
transicao de um estado de equilibrio térmico para outro caracterizado por um espectro
finito de radiagao eletromagnética.

A teoria de turbuléncia fraca também ja foi utilizada para a investigacao de efeitos nao
lineares de modos em plasmas empoeirados. Por exemplo, Yi, Ryu e Yoon investigaram o
desvio de frequéncia nao linear em ondas poeira-acusticas e ondas poeira fon-actsticas em
plasmas empoeirados nao magnetizados, causado por turbuléncia poeira-acustica e poeira
{on-actstica, respectivamente [24, 25].

O presente trabalho se desenvolve considerando a carga da poeira como uma quanti-
dade varidvel [26], incorporando tal caracteristica no contexto da turbuléncia fraca [27].
Partimos das distribuigoes microscopicas exatas das particulas de poeira e dos ions e
elétrons, considerando a carga da poeira como um novo grau de liberdade do sistema,
e considerando a equagao de primeira ordem na hierarquia BBGKY (Bogolyubov-Born-
Green-Kirkwood-Yvon) para um plasma empoeirado [28]. Entre os diversos mecanis-
mos de carregamento possiveis, consideramos por simplicidade somente o mecanismo de
absorcao de particulas por colisoes inelasticas. A interacao poeira-poeira também foi
desprezada por simplicidade. Esta aproximacao é valida em investigagoes em plasmas
empoeirados onde a distancia média entre graos de poeira é maior que o comprimento de
Debye, r4 > Ap, condicao tipicamente encontrada em plasmas de sistemas experimentais
e em plasmas de diversos sistemas espaciais [29].

No que diz respeito ao formalismo utilizado, em analogia com a teoria de turbuléncia
fraca para plasmas sem poeira, expandimos as flutuacoes das distribuicoes das particulas
do plasma e da poeira em poténcias do campo elétrico do plasma, como também em
poténcias das oscilacoes associadas ao processo de carregamento dos graos de poeira. As-
sim pudemos encontrar uma equacao nao linear para a densidade de energia espectral que
leva em conta o carregamento das particulas de poeira, que estd em consisténcia com duas
outras novas equacoes que correspondem as densidades de energia espectrais associadas
as flutuacgoes das distribuicoes da poeira e as flutuacoes das correntes de carregamento,
formando um conjunto autoconsistente de equagoes. Como uma aplicagao, a partir desse

conjunto, pudemos obter as equagoes cinéticas para as ondas em conexao com a evolucao



temporal das funcoes de distribuicao das particulas do plasma na aproximacao quase li-
near. Ilustramos o caso nao linear parcialmente, de modo a exemplificar a aplicabilidade
do formalismo a plasmas empoeirados.

A tese esta estruturada da seguinte forma. No Capitulo 2, apresentamos um mo-
delo para a descricao de um plasma empoeirado no formalismo cinético. Ao longo deste
capitulo desenvolvemos um sistema de equacoes que forma a base para o que queremos en-
contrar, que sao as equacoes cinéticas para ondas eletrostaticas, em correspondéncia com
as equacoes cinéticas das particulas do plasma e da poeira. No Capitulo 3, escrevemos o
sistema de equacoes obtido em variaveis espectrais, separando-o em duas escalas de tempo
e fazendo uma expansao das flutuagoes das distribuicoes de particulas em poténcias dos
campos. No Capitulo 4, desenvolvemos as equacoes das densidades espectrais de energia
e definimos diversas funcoes resposta. No Capitulo 5, obtemos um sistema de equacoes
na aproximacao quase linear, do qual esperamos ser possivel extrair diversas propriedades
dispersivas e dinamicas do plasma, como consequéncia da interacao quase linear onda-
particula. No Capitulo 6, desenvolvemos a equacao cinética para a evolucao temporal das

ondas do plasma incluindo interacoes nao lineares onda-onda e onda-particula.



Capitulo 2

Descricao cinética classica

Um conjunto de equacoes para descrever fenomenos turbulentos em plasmas pode ser
obtido pelo formalismo cinético, comecando pela distribuicao e equacao microscopica para
as particulas do plasma e entao supondo que as grandezas microscopicas diferem de seus
valores médios por pequenas fragoes que oscilam no tempo e no espaco. Seguindo o
formalismo de Klimontovich, adotamos o modelo para um plasma empoeirado de Schram
et al. [28].

Comecamos a descrigao do sistema assumindo que todo elétron e ion que colide com
um grao de poeira é absorvido. Matematicamente isto equivale a introduzir uma funcao

de distribuigdo microscopica modificada para as particulas do plasma, na forma [28]
Nio (X, t) = 6(X — X (1)0(tiv — 1) , (2.1)

onde t;, identifica o instante de colisao da i-ésima particula do tipo ¢ com um grao de
poeira. As varidveis X = (r,v) e X, (t) = (ri,(t), Vis (1)) sdo vetores de seis dimensoes, e
0, <0
0(x) =
1, >0
é a funcao degrau de Heaviside.

A distribuicao total de particulas do tipo o é dada pela soma

No No

Ny =Y Nig(X,1) = > 6(X = X0 (£))0(tic — 1) , (2.2)

i=1 i=1



onde N, no limite superior indica o ntimero total de particulas.

Tomando a derivada parcial em relagao tempo de (2.1) e considerando as equagoes de

movimento
dria(t) . . dVig(t) o i mi..

e —vilt) T = —Fa(0).0) (23)

obtemos
ONio X 8) _ oy 5D 50X = Xio (1)) — 6(X — Xuo(£))8(tr — 1)
ot ot
8 8ria 8 avia
= —0(t;, — 1) 6ri05<X — Xis (1)) - 5 O(tiy — t) aVwé(X — Xip(t)) - 5
—0(X — X6 ()0 (tiy — t)
0 or 0 ov

= 0t 1) 50X = X (1)) 57 =000 — )5 -0(X = Xig (1)) G ~6(X = Xio ()3t~ 1)

Assim, a evolugao temporal da fungao de distribuigdo microscépica dN;,/dt é dada de

acordo com

dNij;  ONi, = ON; ON,, FI | |
@ o "o VT oy e T OX - Xao()alt —tio) (2.4)

Como t;, representa o instante de colisao de uma particula com um grao de poeira, e

considerando que a fungao delta de Dirac de uma fungao f(x) satisfaz a relacao

)

O(f (@) = o —mi) |

T=x;
onde z; sao raizes de f(x), podemos escrever

O|rip (t) — ra(t)]
ot

O(|rio(t) —ra(t)| — a) =0t — tis) ,

t=tio

onde ry(t) descreve a trajetéria de uma particula de poeira de forma esférica, e o parametro
a representa seu raio.
Dado que |1, (t) — rq(t)] = (ric(t) — ra(t)) - €r,t)—ryt) » ONde €y, (1)—r, ) é O vetor

unitario ao longo da diregao do vetor diferenca r;,(t) — ry(t), tomamos a derivada em



relacao ao tempo de seu modulo,

il 0) = a0 = 5 (a8 matt) - 2=

[rio (8) — ra(t)]

= (Vio(t) = Va(t)) - €rso(t)-ratry + (Tio (t) — ra(?))

Vio (t) — va(t) rio(t) —ra(t) O
'<|1"w<t> ") (D) —rapP ot e - rd(t)l)

0
= 2(Vig(t) — va(t)) - €r,(t)—ra(t) — alrw(t) —rq(t)| ,

tal que

%rw(t) —ra(t)] = (Vio(t) = Vva(t)) - €xso()-rat) - (2.5)

Entao podemos escrever que

3(t — tir) = 0([ria(t) = Talt)] — @) |[(via (6) = ValD)) - €ryiyrato ]y, - (20

Assim (2.4) se torna

0Ny 0Ny Ny Ty
ot Or M ov  mg

- —/dx'a(x' X)) (v = V) e |8t — ¥ — a)Ni, . (2.7)

onde X = (r, v, q) sdo as coordenadas no espago de fase de sete dimensoes das particulas
de poeira [26].
Para a trajetéria de uma particula do plasma que se aproxima de um grao de poeira,

vale a relacao

(Vie(t) = Va(t)) - €x(vrat) | =y, <0 -

que significa que o angulo entre os vetores r;,(t) — ry(t) e v, (t) — vq(t) deve satisfazer a
condicao ¥ > 7/2, de tal modo que
ON;, =~ ON; N ONi, Fp

ot * or v ov  mg,

/ AX'S(X — X))t — ', v — v, a) Ny . (2.8)



onde a funcao
Qr —r',v-—via) = (-1 —a)f(—(v — V) -ep)|(v — V) - e (2.9)

tem dimensao de frequéncia.
Considerando a distribuicao total dos graos de poeira
Ng
Na(X,0) = 35X - X (1) (2.10)
k=1

e (2.2), a equagao (2.8) pode ser escrita como

aNo aNo 8N0 F;n o / / / !/
8t "— aI‘ 'V+ 8V ~m—0_—/dXQ(I‘—I',V—V,CL)Nd(X,t>N0<X,t) . (211)

A equacao microscopica das particulas de poeira, desprezando a interacao entre graos

de poeira, é dada por [2§]

ON, N, N; F7
4y N oy O B 5~

o or v ma dX'(Qr — v/, v =V, a) N(X, 1)

o=e,i

— QU =1/, v—0v, =V, a)Ny(r,v — 6Vo,q — q5, ) ) No (X', 1) . (2.12)

O simbolo g, se refere a carga elétrica das espécies do plasma, e dv, é a variacao no vetor
velocidade de um grao de poeira devido a uma colisao ineldastica com uma particula do
plasma. Considerando que a variacao de velocidade num grao de poeira pela colisao é
pequena, e que a carga da poeira em geral é muito maior que a carga de uma particula
absorvida, esses parametros, 0v, e ¢,, sS40 pequenos na interagao, de modo que o lado
direito da equacao (2.12) pode ser expandido sobre eles. Esta aproximacao em que o
carater discreto da carga da poeira pode ser desprezado é vélida para graos suficientemente
grandes, com raio da ordem de a ~ 10~°cm [30].

Levando em conta a conservacao de momenta na colisao

mgqgVv -+ myVy My My ,
(5VJ:——V:—7<V—VJ)2——(V—V) ,
Mg + My Me + My myg

consideramos uma expansao de Taylor em torno de valores arbitrarios v; e ¢, de modo



que

ON, ON,
Na(r,v, g 1) = Nalrvi g t) + (V= vi) 5o+ a—a) e
9=q1 a=q1
1 82Nd 82Nd 282Nd
— —; ) — 4 2 g— —v1)- — .
+5; (%:(v vi1) (v vﬂ)aviavj ViV1+ (g—q1)(v—v1) Vo Viv1+(q iy B :)
Com év, =v —vVvy e ¢ — q1 = ¢, obtemos
o ON, ON,
Nd(r7v_5vauq_QU7t)2Nd<r7V7Q7t)+Z—d<V_V> an a—qd
1 m 2 / ’ asz m 82Nd 82Nd
—( = i — vh) (v — v —2¢,—2(v = V') - 2 . (213
+ 2! <<md) ;O} UZ)<UJ U])aviavj e mg <V V) 8V@q o 8(]2 ( )
Substituindo (2.13) em (2.12),
ONg  ONy ONy F7 0
— — = —— (I Ny(X,t 2.14
ot o Jr Vv ov  my 8q( al )) (2.14)

onde definimos a corrente microscépica
an/dXN Qe —1',v—v a). (2.15)

Na equagao (2.14) mantivemos somente o termo devido as colisoes ineldsticas, que corres-
pondem ao carregamento elétrico.

Tomando a média estatistica das equagoes (2.11) e (2.14) obtemos,

8f0 8f0 ON, FZL _ / / / /
EJFE. +< T m—(,> _—/dXQ(r—r,V—V,a)<Nd(X,t)N(,(X,t)>, (2.16)

Ofs  Ofs ONg Fo\ /o, .
Sy +<W'ﬁdd>__<8_q([ Nd()(,t))>, (2.17)

onde
(N, (X, 1)) = i/XmU XN (X = X (8)0(tie — )G (Xie ... Xn,) = fo (X, 1),

e GG ¢ a funcao densidade de probabilidade de que no instante ¢ as particulas do plasma

estejam no estado (X, (t) ... Xn, (£);1).

10



Introduzindo a flutuacao

SN =N — (N) | (2.18)

de onde seguem as relagoes
5N15N2 —|— (5N1<N2> —|— <N1>5N2 —|— <N1><N2> = N1N2 5

(ON10No) + (N1)(N2) = (N1 Na)

e considerando a expressao de I em (2.15), temos

_ _—an/dXQ (N, (X' )Y (Nay(X, 1))

+{ON, (X', t)0N(X, 1)) = 88 (Ifa(X.1)) — <51m5Nd(x t),

onde

Zq(,/dXQ r—1r,v—v,a)f,(X't), (2.19)
SI™(X,t) Zq(,/dXQ r—r’,v—v' a) IN,(X' 1) . (2.20)

Portanto

dfa  0Ofa Jr<8Nd Fy

ot o ov  my

ot ' or >= —I(X )5, fd(X t) <5lm (X, 1)0N4(X, 1)) . (2:21)

De forma similar,

fy  0f . [ON, g
ot or

ot T or Y ov.  mg

—/dX’Q(r —r',v—v,a)(fa(X' 1) fo (X, 1) + (ONg(X', 1)ON, (X, 1)) . (2.22)

Considerando a aproximacao eletrostatica, a natureza da forca indicada no terceiro
termo das equacoes cinéticas depende apenas do campo elétrico. A equacao para o campo

deve conter também a contribuicao da componente da poeira, de tal modo que a lei de

11



Gauss em sua forma diferencial é dada, no sistema de unidades Gaussiano, por

% - E™(r, 1) :4W(Z:qa/dvjvg(x, t) +/dq q/dVNd(X,t)) : (2.23)

Notemos que o carater discreto da carga da poeira é perdido na segunda integral do lado
direito de (2.23).

Para a flutuacao da forca temos

OF' =FI' — (F7) | (2.24)
de modo que
% BT (r,f) — % (BB (1) + (B™(x,1))) = % (SE™(r.t) + E(r,t)) . (2.25)

onde E(r,t) é o campo elétrico (macroscépico) médio. Portanto,
0
e SE™(r,t) = 4n an dviN, (X, t)+ [ dq q | dvONy(X,t) | , (2.26)
r
Realizando a média sobre (2.23), obtemos

% CE(r,t) :47T<;q0/dvfo(X,t) +/dq q/ded(th)) 7 (2.27)

onde (0E™(r,t)) = 0.

A média do produto no terceiro termo de (2.22) pode ser escrita como

(00 EE) (2 oy ) ow )

mO’ (o2

B <85N0 . 5ng> LN ()

ov My ov My

Com F" = ¢,E™ a equacao (2.22) é dada por
of,  0fs U9 Ofs @ JOIN, ..
8t+8r‘v+maE.8v__ma ov 0B
— /dX’Q(r — v, v—=v,a)(fa(X', 1) fo (X, 1) + (ONg (X', 1)ON, (X, 1)) , (2.28)

12



de tal modo que, subtraindo a equagao (2.28) de (2.11),

ot or my, OV My OV My OV My \ OV

_ / dX'Q(r — 1 v — v, a) (INg(X' )N, (X, 1) + INg(X', 1) £ (X 1)

N, N, N, N, N,
00N, 00N, 4y ONo o\ o Ofy sp 15 00 0'5Em+q_o<a(5 J_5Em>

+ fa( X )N, (X, t) — (SNa (X', )N, (X, 1)) . (2.29)

Podemos reduzir a notac¢ao na equacao (2.29) notando que a integral no lado direito
pode ser reescrita identificando algumas grandezas com dimensoes de campo elétrico e
frequeéncia,

/ dXr — ¥, v — v, a) SNy (X' H)5N, (X, 1)

_ mav*/d)(/Q(r_r’,v—v’,a)5Nd(X/at)5N"<X’t)
MeVyx (o
qo
— 5N0 X7t5EU X’t )
o (X, t)0E,(X, 1)

/ dXr — ' v — v, a)SN(X ) o (X 1) = —2 £ (X, 0)6E, (X,1)

My Vs

/ AX'Qr — ¥,V — V' a) fa X )N, (X, 1) = o (X, 1)ON, (X, 1) |

/ dX'Qr —r', v — v, a)(INg (X' t)ON, (X, 1)) = do (0N, (X, t)0E,(X,t)) ,

Mo Ui
onde
Me Vs / / / /
0E,(X,t) = /dX Qr —r',v—v', a)0Ny(X')t) , (2.30)
4o
we (X, t) = /dX'Q(r —r',v—v'a)fs(X' 1) . (2.31)

A velocidade v, foi introduzida como uma velocidade caracteristica do problema a ser

analisado. Por exemplo, no caso de ondas eletrostaticas, pode ser conveniente escolher a

velocidade térmica dos elétrons.

13



Entao

OSSN,  DSN, 4e OON, 4o Ofs  ctom
ot or v my, OV B My OV OB
@ Ny o <5’5N 5Em> _ T (5N, (X, 1)0E, (X, 1)
my OV My v MUy

— (0N (X, 1)0E, (X, 1)) + [o(X,)0E,(X, 1)) — we(X,t)0N,(X,t) . (2.32)

Para a componente da poeira temos que F}}' = ¢E™,

(Tt B2 — (o oMo+ () - L (0B 4 () )
_i 85Nd m q 8fd
B md< ov 0B > de ov '’

e entao

%+ fa vi LE. Afa _ _i<35Nd .5Em>

ot or my v mg \ Ov

—I(X, t)a%fd()c,t) — 8%(51’”()(, t)ONg(X,t)) . (2.33)

Subtraindo a equagao (2.33) de (2.14),

85Nd 85Nd q 85Nd 8fd m __ ia(SNd m iaéNd m
ot Or +md ov E+md ov OB = mg OV OB™ + mg OV OB
— 61 8—(](51\@—[8 SNy — 61 —fd+8—q<51 (X, t)0Na(X, 1)) . (2.34)

Assim, o sistema de equagoes que determina a evolucao temporal do plasma, conside-

rando que o campo elétrico médio é nulo, E = 0, pode ser descrito pelo conjunto

f-(X,t) | Ofs Y 00N, m
T Sl G U B " (6N,6E,) — wofs (2.35)
8fd<X, f}) 8fd . q 85Nd m 0 m 8fd
T L SE 3 (01O Ny) I—aq (2.36)
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OON, (X, t) 8(5]\70 Gs Of, m Qs O0N, m Qo /OON, .
ot * or v my OV OB = _ma ov OB+ my \ OV 0B
4o

o §N,6E, + —fo0E, — wodNy , (2.37)

My Vs

ONa(X,t)  O6Na  a Ofa ypon 4 ONa oo <L35Nd .5Em>

ot or mg OV mg OV mg OV
—Mmgé]\f —[aéN —5lm—f +g<5lm5N> (2.38)
g VT g0t 1T 5 a), (4
SI™(X,t) an/dX Qr —r',v—v',a) 6N, (X', 1), (2.39)
ZqU/dX Qr —r',v =V, a)f,(X' 1), (2.40)
we (X, t) = /dX’Q(r —r',v—v' a)fs(X 1), (2.41)
Mo Us
SE,(X,t) = . /dX’Q(r —r',v—v',a)dNy (X' 1), (2.42)

8 m
" -0E —47T(qu/dv 0N, —|—/dq q/dv 5Nd) . (2.43)

A dependéncia sobre a velocidade das equagoes (2.39) e (2.42) traz uma complicacao
no célculo das correlagoes que apresentamos no Capitulo (4). Ela pode ser contornada
tomando valores médios sobre a velocidade das equagoes (2.39) e (2.42). Com estas

consideracoes obtemos

[ dvdq 6I™(X, ) fa
[ dvdq fq

SI™(X,t) — 61" (r,t) =

1
= n_d/dqu deqJ/dX'Q(r—r',v—v',a) IN, (X' 1),

[dv 0E,(X,t)f,

Es(X,1) = OFx(r,1) = =

_ MU

Neqo

/dvfa/dXQ r—1r,v—v, a)dNy(X' t),

onde ng(r f dvdq fq e ny(r,t) = f dv f, sao o numero de particulas de poeira e de

particulas do plasma por unidade de volume respectivamente. Também procedemos da
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mesma forma com [ e w,, equagoes (2.40) e (2.41),

1
(X0~ 1) = o

/dvdq deqo/dX’Q(r—r’,v—v’,a)fU(X’,t) ,

1
W (X, 1) = wy(r,t) = n—/dv fo/dX’Q(r—r’,v—v’,a)fd(X’,t) :

A rigor, o sistema de equagoes (2.35)-(2.43) nao esté fechado, visto que os termos de
correlagoes bindrias do tipo (0N70N3) também requerem uma equagao cinética prépria.
Mesmo se as escrevéssemos, estas dependeriam de correlagoes de ordem superior, e assim
em diante, formando uma cadeia de equacoes que caracteriza a hierarquia BBGKY. Em
vez disto, adotaremos nos préximos capitulos uma abordagem perturbativa expandindo
as flutuacoes das distribuicoes das particulas em poténcias dos campos. Isto nos permitira
dar fechamento a cadeia de equacoes em termos das correlacoes quadraticas dos campos,
supondo que as quantidades flutuantes, por exemplo, 1™, sao suficientemente pequenas

de modo a validar a aproximacao.
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Capitulo 3
Solucao das equacoes cinéticas

Dando prosseguimento ao desenvolvimento, faremos neste capitulo uma anélise de Fourier
do sistema de equacoes obtido, transformando as esquacoes pertinentes para o espaco de
vetores de onda e frequéncia. Neste procedimento, preservaremos os termos lineares e
nao lineares das equacoes, aqueles que contém produtos das quantidades flutuantes até
segunda ordem. Isto nos permitird, entao, considerar efeitos de interagoes nao lineares.
Para simplificar a notagao removemos o simbolo § e o indice m das equagoes.
Comegamos considerando a equagao (2.42) que, apds realizada a média sobre a velo-

cidade, é dada por

E,(r,t) = e /dv fU/dXQ r—r,v—v, a)Ny(X't) . (3.1)
Noqo

Multiplicando (3.1) por (27)~% exp(—ik.r) e integrando em r,

1 —ik.r
W/dre k. Eg(r,t)

« 1 —i
— Mo ? /dV fo(Vyt)/dre Zk.r/dX/Q(r - I'/,V _V/7a’)Nd<X/7t) :

Neqy (2m)3

Do lado direito desta equacao temos a convolucgao
/dre"k'r/dr’Q(r —1' v =V, a)Ng(X' t) = 27)°(v — v, a) NIV, ¢, 1) ,

onde

1 A
(v —v',a) = o) /dTQ(I‘,V — v/ a)e kT (3.2)

—~
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NIV, ¢, t) = /drNd(r,v’,q’,t)eik'r.

1
(2m)?
Entao
M Vs

Noqo

EZ(t) = —2"8x° /dv fo/dv’dq (v — Vv, a)NL(V', ¢, 1)

i
= —ﬂq—U/dV fU/dV’dq'Qi(v—V',a)Nl‘f(v',q',t) : (3.3)

k ng

onde definimos a funcao adimensional

5. MUk

o Usk
QY (v—v' a)=2r" 3,007

W (v —v' a) =8
a7 Wpo

(v —v' a). (3.4)

O procedimento para a equacao (2.39) é o mesmo, de modo que

I(t) = 8[; [ vy D [ vty - v g
dmq? myvk 1 i
— ] qamov*kQWQ Z n_d/dqu fd/dv'Qk(v—V',a)Nk (v', 1)
4me @ 1 - .
== ] qgmgv*n—d/dvdq fd/dv'Qk(v—v',a)Nk (v, 1) . (3.5)

Supondo que as distribuigoes f, and f; sao uniformes no espaco, consideramos que
também o sao as quantidades que dependem delas de forma integral. Assim, as equacoes

(2.40) e (2.41) tornam-se

1) = nid / dvdg 123 g / drdv's(r — a)(v —v) - eulf, (V1) . (3.6)

we(t) = ni /dv fo/dr'dv'dq'|(v —v)ep|d(r' —a)fa(v', ¢ 1) . (3.7)

As expressoes de (3.6) e (3.7) integradas, assim como de , equagdo (3.2), estdo no
Apéndice A.
Escrevendo o lado direito das equagoes cinéticas de f, e fq, (2.35) e (2.36), em termos

de suas transformadas de Fourier,

8f" v:?) /dk/ K/ kKT <N B
/ dk / Ak e &I N BT —w, f, . (3.8)

mav*
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afd(V q,1) 1 i(k+k')r 0 d
a = md/dk/ dk'e kj/ _6 <NkEk’>
/ dk / A PO NI [—%fd . (3.9)

Da equagao para a flutuagao N,, (2.37),

/dk<aNk L 0N .V+q_a%,5Ek>eikr

ot or my OV k

— /dk/ / dk//ei(k/+k”)-l‘
¢ ONZ, K ¢ /ONZ, ¥
_ o sl - ST =B
X( o kK - me\ ov kK

Mo

_/ fUEJ zkr_/dkaNa ikr
MG Uy

[ [ (Eang - (Bpg)) e

MUy

Fazendo k" = k — k/, obtemos

ONY A
k k (k- N° N° 4o ZJe TR ikr
/d ( ot (e V)N + o k+mo ov k k)e

ONg v K ON{g v K :
dk/ dk qU k—k _E k—k . _E , ik-r
/ / ( ov [ ma ov ) )¢

dk—"—f, (v, t)Efe™"

MUy
/ dk’ / dk (EZNY o — (ELNY o)) €T

ONY
ot

4o afa k 4o o
By — ——[o Ex

——— by —

my OV k Mg Us

4o ang_k/ k, ale_k/ k/
. Rl P 2 = B
/ < o KK m, ov T

Mo

My Vs

+i(k - V)NJ 4+ w, N7

4o / o NTO _ o No
_mav* /dk (Ek'Nk—k’ <Ek’Nkfk’>) ’
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N . - % O0f, k Io -
—z(za—k-v+zwa)]\fk = ———-—Ek—m—faEk

me OV k o Us

4o ang_k/ k, ale_k/ k/
i Ry A .y
/ <mo ov g My ov e

o / dk' (E{ Ny o — (BLNY o)) - (3.10)

My Vs

Para a equacao (2.38) das particulas de poeira,

d d d
/dk(aN LN Ok a4 Ofa kg +Ik%fd)
q

ot or dg  mg v k
q 8Nd// k/ q aNﬁl,, k/ -1,/ "y.
_ dkl dkl/ 1 —E , 41 _E , Z(k—l—k )-r
/ / < mg Ov K Kt mg\ Ov K k ©

—83 / dK/ / dk" (T Ny — (Lo N ) ) e &I
q

0 0 q 0fa k 0fq
k- I Nl=_ 2 20¢. 2 ]
(815 eV 8q) K™ g v kT Mog

8N / k q aNd_ ’ k
—— | dK' (L N o — (I N{ _/dk’ A e X, TR 2 g N

Para o campo elétrico efetivo do plasma, segue da lei de Gauss, equagao (2.43), que

_dm <Zq0/dv NE + /dq q/dv Nd) (3.11)

onde k = |k|.

Resumindo até este ponto, escrevemos o conjunto de equagoes transformado,

afavt (k! 0,
/ dk / dk' ekt k, a—V<NkEk,>
4o 1 i(k+k’)r A nly
— dk [ dk NZEZ) —wofs
mov*/ / ‘ (Nibic) = e
Ofa(v,q,t) / / )ik 9
= dk [ dk'e!kH)r— . Z (NIE,,
8 md < k k>

/ dk / ke )TN — Iafd
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) B A 0
my OV k K mvf k

/dk/< qo- aNk K’ E,Ek, _ q_0<ale_k/ ) k/ />)
my, O

k
_i(i%—k-v+iw0)]\f§: 4 Ol Kp G

A% K

(%+ik-v+12)Nﬁ: 4 Ofa Xp Ot

— 1
mqg OV k KR Dg dq

d ON{ . K
30 / dK' (Lo Ny o — (Lo Ni_10)) — / dk’( 7 7k

q aNﬁl—k' Kk’
By Rl 3
mg Ov Kk md< ov kK '
471 21
) == e / dvdg f, / WOV — v, a)NZ (V1)

I(t) = nid/dvdq deqo/dr’dv’é('r’—a)\(v—v’)-er/|f0(v’ t)

_ L /dv fa/dr’dv'dq'|(v — V') -ep|d(r —a)fs(v', ¢ 1)
Ne

4
EZ(t) = _ﬂq_"/d fJ/dV/Qo v, a)N{(V', ¢ 1)

47”(2%/@ Ne + /dq q/dv Nk) .

Podemos considerar que este sistema de equacoes é composto por quantidades que
evoluem de acordo com escalas de tempo diferentes

E possivel realizar uma expansao
considerando multiplas escalas de tempo sobre o parametro de interagao nao linear, ¢ < 1

estendendo o numero de varidveis temporais tais que [12, 14]

t=e ', =", t"=H"...

Ni(t) = eNO (8 4", )+ NP (4 4", )+ SNt ¢, )+ ...
_ (1) Ion 2 1~(2) 1ogn 3 71(3) 1ogn
Ex(t) =Bt 8", )+ 2EQ @, )+ EED )+
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(N () By ()) = e(Nie(t, 1", .. ) Ex(t, ", ... )WY

+ 2 (Nie(t, 81", VBt )

f@) = fOt ", ) +efO " )+ 2D, )+

9_0_ .0 0
ot ot Cov TS oaw

A escala de tempo de oscilagoes lentas, ou longa, governa as distribuicoes médias de
particulas e de poeira, enquanto a escala de tempo de oscilagoes rapidas, ou curta, é
relevante para as flutuagoes.

Substituindo estas formas expandidas nas equagoes para f, e N, temos, em multiplas

escalas,

9., 0 5,9 0 4 ~p() 4 2 4(2)
<8t+88t'+88t”+"')(f" +efV+efP+..0)

4 ity K0 o \(D) o \@)
:—m—O/dk/dkle (k+k') Ea_v<(€<NkEkl> +52<NkEk’> + ...

e / dk / dK/ i) T <5<NgEg,>(” +eX(NgEZ ) +)

—(w((,o) + ewf,l) + 82w((,2) + .. ) (féo) + gfél) + 52f§2) + ... ) , (3.12)

{.[0 0 e, ,
Y Y A A C T R (0) ) 4 2,0 4 1
z(z(at+aat/+s 5+ ) v+i(w? +ewl) + 0P +.)) (3.13)

X (ENE(U + 52le(2) +.. )

y O
= —q——(féo)(v,t,t’,...)+5f§1)+62f(§2)+...)~

v (5E19) + eQES) 4+ .. )

> =

e (fO o™ 2@ g Y (cEIY 4 2B 4 )

Mg Vs
/

¢ 0 (1 (2 k 1 2
- / dk/(m_ﬁwkgg, PN ) KB s B 1)

e ON o . EE , v _ 2 ON e . E,E , (2) +
My ov [ My ov [

_ / dk’((aE;’,(” F By b ) eV N )

Mg Vs
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—e(BENL o) + eX(BE N )™ + . ) -

Aqui cada termo da expansao é uma funcao de (¢, ¢',t",...).

Para as equacoes cinéticas de f; e N{,

9 9 9 ) (1) @)
@ﬁ%“w* )(d tefa) +e S+

/dk/ a0 g NO L 2N VO )

ov

8(] dk/ dK/ ¢ ) (<le[k/>( +2(NELHP 4+

0
_(I(O)+d(1)+52](2)+“')a_q( O pefP P 4.0, (3.14)

o 0 0 0
- - k - 7 7V 272 o Y
((alﬁ 8t’+58t”+ )+z v+ (I +el™ + 1% + )aq

x (eNJW 4 2NI® 1)

q 0 0 1 2
Z—m—d%(é)+€fé)+52fé)+.. ) -

WIPT‘

(eED + 2B +..0)

0
— (el + 1 +...)a—q(f§°) refM P )

0

~%a / Ak (1) + 218 + ) (6N, + 2N, + )

— (e NN + (Lo NN +.0)
(49 i) 2@ K ) 2@
- [ dk Eda_v( N + Nl + -2 ) - y(eEk' +e’ By’ +...)

1) / (2)
q 0 k' q 0 k
—_— <8VNk K - EEk/> — m—d€2<a—VNgk/ . pEk/ . (315)

Consideremos agora a hierarquia em poténcias de € da equagao (3.12). Para cada

ordem em € temos

% FO = 0 O (3.16)
9 o f(o WO ) _ ) ) (3.17)
ot’e T or’e 7 o
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4o / z‘(k+k’)~rk, o / / 1 i(k+k') o\ (D)
—— | dk [ dk N? By — dk | dk'e N{ EY,
My / / ¢ kK Ov < k k Mg Vs < k>

Em primeira ordem na hierarquia para Ny, temos

0
— <ZE —k-v+iwOt, ... ))N{j(”(t,t’, )

k

== f<0( ¢, ..)~%El(j)(t,t’,...)—nj—"vf(ﬁ(])(v,t,t’,...)E"(”(t t...)
0
% / 0 . k'
_\/dk/(_m—0_<8_VNkkl<t’t/7).EEkl<t’t/’>> )
qO’ / o / o / (1)
e /dk (—<Ek,(t,t,...)Nkk,(t,t,...)> ) , (3.18)

em segunda ordem,

8 a(2 a o(1
_Z<Z§_k V+zw(0)(t,t’,...))Nk( .t ... ) —z(z—+zw(1)(t,t’,...))Nk( b,

ot
k k
p— (0 / . _E(%) t t/ (1 / . _E(}) t t/
R f (v, o) - B (t,t',...)— p— f (v, o) 7 i (t,t',...)
() t E0(2) tt I CAeY) t 4 Eo(l) + t/
mov*fo <V77 7) k’ (7 7) mov*fo (V77 7) ( )
s 0 kK
—/dk'(m—a—VNk(k,( ,...)-EEI({/)(t,t’,...)

4 8 K , )

_ % /dk’(E (,t’,...)le“lZ,(t,t’,...)—<E(’,(t,t’,...)le_k,(t,t’,...)>(2’) .
Mg Vs
(3.19)
Integrando (3.16) em ¢, obtemos
FOE) = FO( = 0,8)e " = o (t)e" (3.20)

Esta solucao deve entao ser substituida em (3.17), resultando numa equagao cinética em

escala lenta para f,.
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Em ordem zero em ¢ na equagao para a poeira (3.14), temos

0
ofy” 709 40

ot - aq d (321)

cuja solucao é dada por féo)(t,t’) = F(t,q+ 1Y), onde F é uma funcdo arbitraria de

g+ I9¢. Podemos escrever, por exemplo, que

Dt 1) = fa)exp (= (q+ It)/e) . (3.22)
Integrando a equacao (3.17) em ¢, obtemos a solucao

af ()

Y@y = -2~ 5 /Odt D, ) fO)

lea

! e iwtw k d o
/ dt / dkdw / dK/du/ e TR il ' By (N, B
- / dt / dkdw / dK'dw' e HO et N e, A (3.23)

onde escrevemos os cumulantes em termos de suas transformadas de Laplace. As duas

ultimas integragoes em t s6 sao nao-nulas para w = —w’, de modo que, neste caso, as
0
integrais resultantes sio proporcionais a t. Fazendo a aproximacio w' )(t ') ~ g)(t’ ) e

requerendo f{' (t, t') = 0 no limite t — oo, obtemos do lado direito de (3.23) a solucao

D) e [ [ et ire s NG () Be)

/ dkdw / dK dw' e’k )T il ter) <Nkw VER (1) — wo(t) fo(t') .

mav*

Procedendo da mesma forma para a componente da poeira, com a aproximagao ||t < |q|,

obtemos

afd(V qa

5 K
el / dkdw / dK'dw' e’k T il ) ? 3<Nﬁw t') B (1))

/
/dkdw/ k/dw/ i(k+k’)r —z (w+w') t<Nkw Ik’ / > ] 8fd<t>
dq

Para N7, somamos (3.18) com (3.19) em termos de le(l), desprezando termos pro-
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porcionais a NI‘:(Z), obtendo

0 0 o n_ 4o afa(t/) k / 4o N o /
_Z<Z§+Z%—k V_'_ZWU)Nk(t’t)__m_aaT.EEk<t7t)_mfo(t)Ek<t’t)

ONY . K ONY . K
Y U il = Sy AT . LA kX Bt t
/ <ma ov 5% w(t, 1) = My ov 5% w(t,t)

" / dk' (Eg(t,t)Ng w — (EQ ()N W)

My Vs

Para N{(t,t') obtemos

6 i 8 d no_ iafd(t/> E / /afd<t/)
(6t+8t’+lk V+Iaq)Nk(t,t)— o ov kEk(t,t) L(t, 1) g

a / / /
— 8_q /dk (Ik/(t,t )Ng_k' - <Ik’(t>t )Nl(z—k’>)

, iaNf{tk/ E/ aNlC{lik/ E/
/dk <md v o Ek’ (t t) md v o Ek’ (t t)

onde, como consequéncia, teremos

4mi q:

1
Ik(tat,) = /dqu fd/dv,Qi(V - Vlva’)NlZ(Vlvtat,) )

k ~ 7 My g
1
1) =2 / dvdq fay_ ao / dr'dv's(r' = a)|(v =) - en|fo (V1) |

1
we(t') = - /dv fo/dr’dv’dq’|(v —v)ep|d(r' —a)fav', ¢ 1),

4
EZ(t,t) = Tl o /dv fJ/dV/dq,QJ(V—V a) NIV, ¢t 1),

4
Eu(t,t) = m(Zqo/va"tt /dqq/vadtt)

Agora tomamos a transformada de Laplace sobre a escala de tempo curta de todas as
equagoes, com excecao das equagoes cinéticas de f, e fy porque ja o fizemos e reproduzimos

aqui novamente,

8f0 v, t')

0 o/l ’ i Ner—i(w+w’

00— [ [t 6 2 €))7
d d NU E°, i(kt+k)r—i(wtw)t > o .24
mav*/“/u () oA (320
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gt o
o

- . <Nd t/)>ei(k+k’)-r—i(w+w/)t

<Nd >€ (k+Kk')r—i(wtw )t _[< )afgf] ) ’ (3.25)

— z(w + zg —k-v+ zwo) Ne(t) = _ 90 9%(t) EEm(t/) S fo () Eq(t)

ot my, OV k MUy

! o aNgfn/ k/ / 4o aNgfn/ k/ /
/dk (mo_ av ? n/<t)—m—a<7av ?En/<t)

‘qa/@ﬂmwmm—@ﬂ New)) » (3.20)

. 0 . 0 d afd(t/) k / / afd(t/)
( zw+8t,+zk v+ I— )N( S R k:En(t) I(t) a4
_ g / dn' (L (N2 — (L (f)NE_))
ONe ., ¥ ON K
/dn (md o X F (t)—md< ol Bl )>) (3.27)
AN 47TZ qg ]' aY / o ! 4/
In(t)__T . qamav*n_d/dqu fd/dv Qk(v_vva’)Nn(Vat)a (328)

1) = - [ avda 5300 [ aravst’ = al(v=v) el (v 8)

1
we(t') = - /dv fo/dr'dv'dq'|(v —v)ep|d(r' —a)fav', ¢ 1),

B () :—@q—“/dv fU/dv’dq’Q"(v—v ANV, g 1) | (3.29)

Eo(t') = —%(Z%/dv N (¢ /dq q/dv N ) (3.30)

onde

Ax(t, 1) :/dw An(t) exp(—iwt) , An(t) = i/ dt An(t,t') exp(iwt) ,
L 0

2T

e Ay(t,t') representa as quantidades NZ(t,t'), Ni(t,t'), Ex(t,t'), EZ(t,t)) e L(t,t'). O
vetor n representa o par kw. O simbolo L indica integracao sobre contorno de Landau na
frequéncia angular. Consideraremos a solucao para tempo assintético, ¢ — oo, de modo

que as contribuicoes nao-nulas da integral nesse contorno vem das raizes da relacao de
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dispersao.

Introduzindo os operadores

Gy 0/0v
ooy — _ 4o 31
B = o (3.31)
(§]
-1
ho(v) = -2 , (3.32)

My w — K-V + iw,
ressaltando o fato de que g2 e h? estao associados com a frequéncia de carregamento w,,

a equagao (3.10) pode ser escrita como

Ny = i<gi ~ —) Enf, +ihSEf,

- o o k' o k'
+ng/dn/ (Nnn’ : ? n’ — <Nnn/ ' ?En/>)

+ih% / dn' (E{Ng_ — (ELNT_)) - (3.33)

Para a equacao de N? temos que lidar com o operador d/dq primeiro. Tentamos
t luca imada d a id do N¢ i ao li
encontrar uma solugao aproximada de sua acao considerando N na aproximacao linear,

supondo que existe uma frequéncia w, tal que

I = wa N, (3.34)

Entao escrevemos

-1
, : fa  q 0fa k

N¢ = — - k- Iw—+——— —F

n z(w V—l—de) <n8q+md8v 1 bm

0 /
o [l (1N~ ()

q 8Nd_ ’ k, q aNd_ ’ k,
dn' [ LT Xp 4P e X g 7
+/ " <md ov K My ov K
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k N

il / dn (B NSy — (B NEY)

- d 1 d k' d 3
+ig? / dn <Nn_n, B — <Nn_n, : ?En>) , (3.35)

onde
d q 9/ov
= —— 3.36
e v 19/0q
h(v)= ——— : 3.37
n(V) mgw — k- v+ iwgy (3:37)
Aqui também definimos
~ MqUs
E, = > I, (3.38)
onde I, é dada pela equagao (3.28).
3.1 Expansao das flutuacoes
A equagao (3.33) pode ser expandida numa série,
N7 =) N, (3.39)
j=1
em potencias das amplitudes dos campos elétricos. Temos em primeira ordem
k
NeO = z’(gg . E) Enfe +1h}E] f,
e em j-ésima ordem
) o k/ o k/
NG — / Jn <gg ( NOU=D B — < NOU-D. = En>)
+he(Bg NSYZD — (B NVUY )) . (3.40)

Para nossos propésitos é suficiente tomar a expansao (3.39) até terceira ordem para ter

em conta a interagao entre as ondas e a intera¢ao nao linear onda-particula [31], de modo
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que, até terceira ordem, temos

N7 = Z(z‘%ﬁ . %)Enfa +ihE? fo — /dm /dn2 d(n—n; —ny)
k k k
(e 12) (g0 ) (B — (B o))+ (2 1), (B B, = (B )
1 2 1
k
+ Iy (gﬁ2 : k_z) (B, Eny — (B3, Bny)) + hoht, (B, By, — <EﬁlEﬁ2>)) fo
—i/dm/dng/dngé(n—nl —1ny — ngy)
k k k
X <<g;‘1 . k_3) <<g(r71n3 . k_l) (gflg ' k_Q) (En1En2En3 - <En1En2>En3 - <En1En2En3 )
3 1 2
k
+ (g;‘l—ng : k_:ll)hflg (En1Eg2En3 - <En1EZ2>En3 + <En1Eg2En3>))
k k
06 (B BB, = (B ) B~ (B B 5)) (2 ) (0 )
k
+ (gg—ng ' k_i)hflg (ErnEnggg - <En1Egg>Eg3 + <EmEﬁ2Eﬁ3>))
k k
(20 (8 (0 2 ) (B2 BBy = (B2, B B — (5, Bu )
3 2
+ hfl*ns h'(r712 (Egl EKQEUS o <El?ll Eg2>En3 o <Eﬁ1 E;‘lz En3>))
k
+ hfl (hfll’lg <g1(r712 : é) (EZIEH2E33 - <EglEn2>Egg - <E31EH2E33>)
0, (5 B2, B, — (B3, B2 B — (B B E)) ) ) o (340
A expansao da equagao (3.35) desenvolve-se da mesma forma,

Ni=> NiO (3.42)
j=1

resultando em

A k
N = i Enfa+ i(gﬁ - E) Enfa,

n—n’

aG-1 K aG-1 K
+gﬁ<Nnjn, -EEH/—<NH_JH/ ?En>>) : (3.43)

NI = / dn (hﬁ (B NJULD — (B NIUDY)
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Assim,

Ni = it Bfa gt B [ dny [ dnasn - n - n)
A oA A A k A A
<hﬁhﬁ2 (En1En2 - <En1En2>) + (gﬁ . é)hﬁg (EH2EH1 - <En2En1>)
~ ~ d k2 d kl d k2
+ (EnlEng - <En1En2>)h k’_ + gn kl gn2 ' k’g (En En1 - <En2En1>) fd

—z/dnl/dn2/dn35 n—n; —ny; — ng)

A~

X (hd (hﬁ P (Bay Boy oy — { By Fuy ) By — ( By By By )
N <gﬁn3 . 1;1)hd (B By By — (g Einy ) Erny — <En1En2En3>))
(e 2 ) (18w (B B — (B ) B — (B B )
+ (gﬁng lgl)hd (B By Boy = (Eny Eny) Bay — <En1En2En3>)>

+ ((EHIEHQEHS (B Eay ) Eny — {Eqy Eay Eny ) ) hERS

. . . k
+ (EnlEUQEn3 - <EH1EH2>EH3 - <EH1EH2EH3 )hi (gﬁ—ng ' _1)

ks
+ (Enl EngEng - <En1En2>En3 - <En1En2En3>) (gldl ' %)h’ﬁ—ng
3
k k k
_'_ (El’l1 EHQEHS - <En1En2>En3 - <En1 EngEn3>) (gn k?’) (gla'll ns kl )) <g10'l12 kQ))fd

Os termos recursivos utilizados na obtencao de (3.41) e (3.44) estao desenvolvidos no
Apéndice B.

Os diversos produtos dos campos até terceira ordem, presentes em (3.41) e (3.44),
refletem a nao linearidade das interacoes. Junto a cada termo, ha um produto de ope-
radores g e/ou h, que estdao associados a resposta do plasma a essas interagoes. Dessa
forma, eles representam susceptibilidades nao lineares, como funcao dos vetores de onda

e frequéncia dessas ondas. Essas funcoes-resposta serao definidas no préximo capitulo.
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Capitulo 4

Densidades espectrais de energia

No Capitulo (2) introduzimos as flutuagdes dos campos, cujos valores médios sao nulos,

e no Capitulo (3) escrevemos esses campos em termos de coordenadas espectrais. Para

descrevermos esses campos em conexao com as funcoes de distribuicao médias, conside-

ramos a densidade espectral de energia do campo elétrico, (E?), que também pode ser

definida como a correlacao quadratica ou binaria. Neste capitulo, lidamos com os detalhes
b a0 de (E?

na obtencao de (E7).

Comegamos multiplicando a equagao (3.30) por E_,
g2 o _Am > /va"E +/d /vadE (4.1)
n k: ~ qU n-——n q q nt—n ) .
onde utilizamos a propriedade E_,, = E. Tomando a média da equagao (4.1),
9 4 - d
(Ex)=—— D g [ dv (NJE_w)+ [dgq [ dv (NiE_,) ) . (4.2)

As médias do lado direito da equagao (4.2), podem ser obtidas multiplicando (3.41) e

(3.44) pela direita por E_,, e realizando a média. O resultado sao as expressoes

<NZE—n> = igﬁfo ' %<Er21> + Z.h(rfl<E;‘1E—n>fa (43)

—/dnl/dngd(n—nl—ng)

k k k
X ((gg . ki_1> (gl(’Tlg : k_Q) <En1En2E—n> + (gg : ]{3—1> h;712<En1EggE—n>)fa
1 2 1
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—/dnl/dmé(n— n; —ny)
k
X (hf’l (g;‘lg : k_2) <E;‘11En2E7n> + hghg2<Eg1Eg2 n>) fo
/dn1/dn2/dn3 (n —n; — ny — ny)
» ks - 1 . ko
X <gn . k?_3> ((gl’ll’lg : ]{?_1> <gn2 ) (<En1En2En3E n> <En1En2><En3E n>)
k
+ <gfl_n3 : k_i) e ({ By ES EnyE_n) — <EmEg2><En3E_n>)) fo

—i/dnl/dng/dngé(n—nl—ng—ng)

k, ko

xhg<(<E By B, B — (B By ) (B n>)(gn _) <gk_)

+< o <ggn3 lg)h(, En EE n> — (EJ,E_n) (gﬁn3~—) <En1Eﬁg>)
—i/dn1/dn2/dn35(n—n1 _n, — ng)

(80 2) (W (5 32 ) (B2 B Boa) = (5, o) B B-a)
+he o he (B B oy E_pn) — <E31E32><EnsEn>)fo
—i/dm/dng/dngé(n—nl—ng—ng)
xh§(<<E;‘13h§ . (g32 - I;Q)E" En,E- >—< _a)hl_ n3< . -2—2)<E&Em>)

+h(rf1 ns n2 (<E;‘11E52Eg3 n> <EE1EZ2><EZ3E_H>))fJ’

5 k
(NAE_n) = ihi( EnBon) fa+ igafa- - (E2) (4.4)

— / dn, / dnyd(n — ny — ) e (B, Bn, B-_y) fa

/dnl/

kq
dnyd(n — n; — ny) <gﬁ " ) {(En, EnFE_ n)fa
dnyd(n — 1y — ng){ By, En, B n>hd< d kz)fd

dn1
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k k
—/dm /dn25(n —1n; — ny) <gﬁ : k—l) <gﬁ2 . k_2) (EnyEnyE_n)fa
1 2
—i/dm/dng/dngé(n—nl —1ny — ngy)
(h’ﬁh’ﬁ ns ng (<E111E1’12E113E n> <En1En2><En3E n>)
—i/dnldeQ/dn35(n—n1 —1ny — n3)
bl ({EmEon (gl SV 0t BBy ) — ( BniEon (g, - 52 )0 (B Eny) ) f
n nz3+~—n gn—n3 kl no —Ni-—ny nz-~—n gn—ng kl no ni-—n2 d
—i/dm/dng/dngé(n—nl —1ny — ngy)

X(gd kg)hi ns n2 (<En1En2En3E n> <En1En2><En3E n>)

"ok
—z/dm/an/dngé n—n; —n; —ng)

X(gﬁ%) (gﬁ-n3 k;_) (B By B Bon) = (B Bng ) (Eni Bon)) fo
3

—i/dnl/dng/dngé(n —1n; —ny — ng)
ky

X (<EA“1E“2EAUSE*H> - <EAnlEn2><En3E7n>)hﬁhﬁ n3< ffllz . ]{I_Q)fd

—i/dnldeQ/dn35(n —1n; —ny — ng)

(B By o) = (B ) By B (00 ) (8, 2 )
1 2

—i/dm/dng/dngé(n—nl —1ny — ngy)

k
) (gﬁ . k_j) (<En1En2En3E n> <Eﬂ1En2><EnsE n>) n—ns3 (gﬁz ) /{;_Q)fd

—z/dn1/dn2/dn35 n—n; —n; —ng)

k k
x(gi : k—j) (gﬁ_n3 - ,C—I) (gi, 2) ({ Eny oy Bus E—n) — { Eny Bny Y Eny E_u)) fa
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Substituindo estas duas médias, (4.3) e (4.4), em (4.2), obtemos

(E2) - Zqo [ v (g0 5B = 5 S [ v (BB

+i/dn1/dn25(n—n1—n2 k?khk?zzqg/

(62 (5, o) (o o) + (85 Y b B B2 ) )

+i/dn1/dn25(n—n1—n2 kkleZQU/

X <hgk1 (82, - ko) (EJ Fn,E_v) + hikihl ko ( EJ EZ E n>) fs

n;—nz

47
_/dnl/dm/dngé(n—nl—nz—ng)kkkk qu/dv
1R2K3

<(gn - ks) ((gﬁng ki) (8, - ko) ((Eni B Bny Eon) = (B Bn ) (Eny Eon))

(85w K)o B, By Eon) = (B B2 (i) ) '

41
_/dnl/dm/dngé(n—nl—nz—ng)kkkk qu/dv
1R2K3

(BB 5, B) = (B )2, o) (B 1) (85, )

+ <Eﬁ3 E_, (ggﬂl3 . kl) hy, ko b, B, >

L) (0B B2 ) o

47
_/dnl/dm/dngé(n—nl—nz—ng)kkkk qu/dv
1Kk

(85 ) (1 5, ) (5, o o) = (2 ) (o)

n;—n2

4
_/dnl/dm/dngé(n—nl—nz—ng)kkkk qu/dv
1K2k3

+h_ . k1hl ke ((ES ES En,E_y) — (EJ EY, ><En3E_n>) f.
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X h% ks ( (<E;‘13E_nhg_n3k1 (82, ko) EZ, En2>
(B2 B85, ) )
I iR, B2, B2, B ) = (B B )ER o) ) o

4 X 4
+k—f dq q/dv Wk(EaE o) fa+ k—Z/dq q/dv (g - K)(E2) f4

4 .
+i / dn, / dnyd(n —n; — nz)ﬁ / dq q / AVhikihl ko Eny Eny E_n) f4
172

4 .
+i/dn1 /dngé(n —n; — ng)kkﬂk /dq q/dv(gﬁ : kl)hﬁ2k2<EmEn2E_n>fd
1k
4 R
+i/dn1 /dngé(n —1n; — n2)]{}/{;7rk /dq Q/dV<En1En2E_n>hik31 (gfll2 . kg)fd
1k
) 4
—H/dnl /dngé(n —n; — n2)k}/{: - /dq q/dv(gfl . k1) (gf12 .k2) <EmEn2E,n>fd
1k

4
—/dn1/dn2/dn35(n—n1—ng—ng)ﬁ/dqq/dv
1R2k3

X hekshd_ . kihd ks <<En3EnEnlEn2> ~ (Buy By ){Ey, En2>) fa

4
—/dn1/dn2/dn35(n—n1—ng—ng)kk;Tk /dqq/dv
1Rak3

X hi ks <<En3E_n (g2_,, - ki)he, k:QEnlEn2>

By Eon) (8 X0 ) o By Ei )fd

4
—/dnl/dng/dngé(n—nl—ng—ng)kk;Tk /dqq/dv
1R2k3

x (g ky)hd_ kihe ks <<En1 By BnyB_y) — <EnlEn2><En3En>) fa

4
—/dn1/dn2/dn35(n—n1—ng—ng)kk;Tk /dqq/dv
1Rak3

< (k) (2, k)AL o (<EE EnyEon) — <En1En2><En3E_n>) I,

4
—/dnl/dng/dngé(n—nl—ng—ng)kk;Tk /dqq/dv
1R2k3

X ((Eny Eng Eng E—n) — (Eny Bny Y Boy B ) ) e ksh_ ki (g2, - ko) fa

n—ns
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4
—/dnl/dHQ/dn35(n—n1—ng—ng)ﬁ/dqq/dv
1h2/h3

(B By By B — (B BBy ) By (-, T0) (85, 1) o

—/dn1/dn2/dn35(n—n1—ng—ng kklekg/dq q/dv

x(gz ks )<<EmEn2En3E o) — (B By Y By ) W (82, - K)o

4
—/dn1/dn2/dn35(n—n1—ng—ng)kk;Tk /dqq/dv
1kok3

X (8 - ks) (8, - k1) (80, - ko) ((Ens Bz Eny o) = (Eny By ){Eny Eon)) fa

Vemos que a equacao para a correlacao quadratica depende de correlagoes de ordem
superior, de terceira e quarta ordens. Elas podem ser eliminadas reduzindo-as a fungoes
da correcao quadratica. Podemos lidar mais facilmente com as de quarta ordem, pois para
oscilagoes aleatdrias com fases completamente nao correlacionadas, a funcao de correlacao
de quarta ordem pode ser escrita na forma do produto [31],

(ce ¢t ce .ol

ns —'n3 ~'ng

= (C& C )(CE 08 ) +(Ca CoNCh CL ) +(Ce CeNCh Cs) . (4.6)

n3 - ng n; —ng ns —n4 ns - ns

As correlagoes triplas possuem um desenvolvimento mais longo e trataremos delas mais
adiante. Assim, eliminando as correlagoes quadruplas de (4.5) aplicando a propriedade
(4.6) e fazendo a equivaléncia k = |k; + - - -+ ky|, w = w; + - - - + wy no integrando das

coordenadas espectrais, (4.5) torna-se

(E2) — Zqo/ g7 - k) f,(E2) = %Z%/dv hok(EJE_n)f, (4.7)

» 4m
—i—z/dnl/dnzé(n—nl—n2)m2qg/dv
1 2| v1v2

o 6m1) (068, B )+ 8 o 1)

_'_hfllJran ((gZQ : k2)<EglEn2E7(n1+n2)> + h32k2<E;‘11 EEQE(n1+n2)>)>fo
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4
_/dnl/dnzfdn35<n_nl_n2_n3>|k1+k2+k3|k31k2k3Zqo/dv

X ((g(r711+n2+n3 ) k3) (g;’yll‘i’nQ ’ kl) ((gflz ) k2) (<En1 En3><En2 E_(n1+n2+n3)>
+<EH1E—(H1+H2+H3)><EH2EH3>) + hflng (<EH1EH3><EggE—(n1+n2+n3)>

+<En1E—(n1+n2+n3)><E32 B, >))

8 s (B 2 Y BB
B B o) (B E2)) (85 1y 1) (5, - k)
+(EZ, En, ) (E—(ny4n-n5) Ery ) (80, 4y - K1) R, Ko
(B oo B Y B B (8 K 2 )
+ (87 nans - K3) Py iy F1 ((gﬁg +k2) ((EZ, Eny ) (Eny E—(ny414n5) )
(BB ) (B ) + 1 (2, B}, - )

+<E32En3><Egl E_(n)4n24ny) >))

+h;‘11+n2 +n3 k:?’h(rfll +ns kl < (ggz ’ k2) <Eg3 Eg1 ><E*(nl +n2+n3) En2 >

+(gf‘2 ' k2) <E53En2><E_(n1+n2+n3)Egl> + hflzk2 (<Egl Eﬁ3><Eg2E—(n1+n2+n3)>
+<Eﬁl Ef(n1+n2+n3)><Egg Eﬁg>))> fa

4 - 4
+k—f dq q/dv hek{EaE_n)fa+ k_j/dq q/dv (g2 - k) (E2) fa

. A
+Z/dn1/dn25(n—n1 —ng)m/dq Q/dV
1 2|12

" (hilﬂlzklhiz k2<En1 Ean*(n1+n2)> + (gﬁﬁnz ) kl)hiz k2<En1 Ean*(n1+n2)>

+<En1EngE—(n1+n2)>hﬁl+n2k1 (gﬁg ’ k2) + (gﬁlJrnQ ’ kl) (gig ’ k2) <En1 EDQE—(H1+H2)>> fd

47
_/dn1/dn2/dn35(n—n1—n2—n3)‘k1+k2+k3‘klk2k3/dq q/dv
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X <h?11+n2+n3k3 (hi1+k2k1hi2 k2<En3En1><E*(n1+n2+n3)EA1n2>
+h(till-i-ngklhillg]'{;2<EA1113EA1112><E1*(1r11+1r12+1r13)EA1n1>
+(gﬁ1+02 ’ kl)hﬁz k2<En3En1><E—(n1+n2+n3)En2>

{8 0 B ) B ) )
e ) (1 2 (B ) BB
BB B ) )

(8 emseny ) (B8 (o o) BBt
+( By B— (s +ny-419) ) Eing Eng >))

- (C B ) B om0 + (B Bt st (B )
XA sangkshe o ki (g82 - ko)
(B B ) BBt sman) + (B B mson } B )
%My s+ K3 (81, 4ms - K1) (80, - K2)
(8 enseny 1) BB (B i)
(B, E(n1+n2+n3)><En3En2>) W k(g ko)
+ (& tnans - K3) (804, - K1) (0, o)
X ((EnlEn3><En2E(m+m+n3)> + (Eny E_(ny+n3+n3) ) { Frg P, )) fa .

Da equagao (4.7) podemos identificar o tensor dielétrico

em) =1+ x(n) (4.8)
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que é definido em termos da susceptibilidade elétrica linear

Zqo / gl k) /. . (4.9)

A equagao (4.9) é modificada em relagdo ao caso sem poeira pela frequéncia de colisdes
no operador g7, em concordancia com outros trabalhos da literatura, [3, 32, 33].
Identificamos também os seguintes termos de primeira ordem devido a presenca da

poeira, e que contribuem com a susceptibilidade linear efetiva,

4
— —k—Z/dq q/dv (g k) fa, (4.10)

47 "
X1y (n) = ﬁqo/dv hakfo (4.11)

4
= ﬁ/dq q/dv hekfy . (4.12)

Termos nao lineares de segunda e terceira ordem ocorrem na forma

22 (1 my) = Mﬁ% / dATS, . (4.13)
i) = g, [ vy, (1.14)
o mmg) = +k2+k3|k1k2k3 /dq q/dv Dify . (4.16)

onde A7, BY, Cj e D; sao indexados de acordo com

A7
5 (27,1, k1) (87, - k2) + (01 S my))
(gg1+n2 ’ kl)hgm kQ
hfl1+n2 kl (g?m ’ k2)
]{Zlh ]{ZQ + (Ill — 112))

e~ w [\ — | <.

> (s

ni+ng
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J B?
1 2((85, tnpsns - Kk3) (87, 4m, - k1) (82, - k2) + (01 S mp) + (01 5 ny))
2 (8 natns - K3) (80, 5m, - K1) 17, R
3 3 (Mmoo ¥ (80, ny - K1) (81, - o) + (1 5 ma))
4 Mgy msna k3 (82, 4, - K1) R,
5 (8% no-oma  Ks) PG o (87, - ko)
6 3 (8 na-rns ~ K3) Py mg B PG 2 + (01 5 1))
7 I 2 N (ggg ’ k2)
8 S (M nyiny K3hS i, k1R ks + (0 S my) + (0 S ng))
J Cj
1 %(hﬁ1+n2k1hﬁ2k2 +(n S ng))
2 5((8h e, - K1) bR + (1 5 )
3 2(he k(g2 - ke) 4+ (n1 S ny))
4 ((8hm, k) (80, - ko) + (015 mo))
J D;
! 5 (8 g ng 3l sy 1 PG o 4 (01 5 o) 4 (0 5 n3))
2 R s na k3 (88, 4, - K1) R, o
3 3 (80 smyimy ~ K3) M, R R, Ko + (1 5 1))
4 (80, nsms * K3) (80, 4n, K1) 1, Ko
5 hﬁ1+n2+n3k3hﬁ1+n2 ki (gﬁg : k2)
0 3 (Mg na k3 (80, 1ng 1) (81, - k2) + (1 S 1))
7 (8%, 4mo -y K3) R n, b1 (85, - K2)
8 (&8 tnins  k3) (8 1m, - K1) (81, - ko) + (01 S n9) + (01 5 n3))

Introduzindo a notacao

Z :/dnlané(n—Ih——nN)a

ni+--+ny=n

e usando as defini¢oes das susceptibilidades acima, obtemos uma forma relativamente
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compacta de representar a densidade espectral de energia,

(E2)(em) +v(m) — > X7 (01315)(En, By By 1))

n;+ns=n

_ Z ng) <n17 n2; n3) (<En1 En3><En2 Ef(n1+n2+n3)> —|— <En1 E(n1+n2+n3)><En2En3>)
n;+nz+n3=n
= Y XS O(EZE ) + 01 () (EuB o)

+ Z Z (Xg?(nl; n2)<En1Eg2E*(n1+n2)> + Xg?(nl; n2)<Eg1En2E*(n1+n2)>

ni+ns=n o

+X£lo) nlﬂn2 <En1 1’12E (n1+n2)>)

+ Z Z <X2o 1y Noj Il3 (<En1En3><E —(n1+n2+n3) > + <EH1E (n1+n2+n3) ><E02En3>)

ni+ns+n3=n o

x5 (1312 15) (( By 27, ) By By 1mz +m0)) + (B B m m0) ){ B B, )
X (015105 103) (( B, By ) (B g ) 2, ) + <Ef<n1+n2+n3 En, )(E7,EY,))
XD (115093 13) ((EZ B Y Eny B (ny1msms)) + (B2 Bty 5 1m) ) (B Fng )
( (B, Eny ) (B, E—(ny4notma) ) + <EJ Eny ) (B, E—(nynyn3)))
( (

+X7o np; Ny N3 <E1?13E1?11><E—(n1+n2+n3)En2> + <Eg3En2><E—(n1+n2+n3) >)

)
n;)
)
+X60 n;;ny;ng)
n;)
) (R, By ) (B, By g ms)) + (B, B nyma ) ) (B, iy ))

(3)
+X80 1n1;192; 13

+ Z (@2)(“13 n2)<En1 EH2E—(n1+n2> + wém(nl; n2)<En1 ED2E—(H1+n2)>

ni+no=n

+'l/1§2) (nl; 112) <En1 En2 E*(n1+n2)> + 1/}4(12) (nl; 112) <En1 En2 Ei(nl +n2) >)

+ Z (1/}?)(111; No; 113) (<En3Eﬂ1><E—(n1+n2+n3)En2> + <En3En2><E—(n1+n2+n3)En1>)

n;+nz2+nz=n

0t (o m0) (B B ) (B o Bie) (BB ) (B s B )
40 (1013 1193 13) (B By Y B By ) )+ B By 190 ) By o))
+057 (015123 113) (( By By ){ By E—(ay-m2-00)) + (B By +ma-m0) ) { By By )
0 (03 119 115) (( By By Y B By m ) ) + B By m500) Y By By )
057 (015 129; 15) (( By By ) By By e ) + (B B (i) ) { By )

() )

(<EH1EH3><E112E (n1+n2+n3) >+ <EH1E (n1+n2+n3) ><En3E nay
+77Z)é3)(n1; ny; n3)(<EH1EH3><EH2E—(H1+H2+H3)> + <EH1E—(H1+H2+H3)><En3En2>)) .

(4.17)
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Podemos ver de uma forma mais clara em (4.17) a dependéncia das flutuagdes do
campo elétrico do plasma com a presenca da poeira. No escopo do sistema que definimos,
o campo elétrico do plasma sofre o efeito dos campos relacionados ao processo de carre-
gamento das particulas de poeira. Estes campos estao definidos pelas equagoes (3.29) e
(3.38), e ocorrem na equagao (4.17) combinados com o campo elétrico efetivo do plasma.
Assim, cada combinacao estd associada a diferentes correlacoes.

Veremos mais adiante que as equagoes cinéticas das particulas do plasma e da poeira
sao funcionais de <Eﬁ> e <E3Ef/n>, cujas expressoes podem ser obtidas de forma andloga
a (4.17), o que faremos agora.

A fim de obter uma equacao para <E121>, multiplicamos a equacao (3.38) por E e
fazemos o procedimento da média,

; 3
(2y— AT~ dmal / dvig f / VAV — V', a)(NIE,) . (4.18)

k - €2 my ng
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Em seguida, a equagao (3.41) é inserida em (4.18). O resultado é a expressao

(Ex) = p" (0)(BaB_n) + pa (0) (B E_n)
+ Z (pl ng, np <En1En2E n1+n2)>+zp20 np, Ny <En1En2E (n1+n2)>>
n=nj;+nz
+Zp320 (n17n2)<E;‘11En2E (n1+ny3) >+ Zp4o ng, ny <Eg1Eg2 5 n1+n2)>)
0y, 19, 13) ({ Eny By ) En, B Fu B FryEny))
+ Z P1 ( 1, 112, 3)(< n; n3>< ns (n1+n2+n3)>+< n; (n1+n2+n3)>< ns n3
n=nj;-+nz+ns
> 05 (01,9, 15) ((En, Buy ) B3, E- Y+ (Bn, B V(EJ Eny))
+ p20’( 1, 112, 3)(< ni ng no (n14+n2+n3) ng (n14+n2+n3) ny n3
+Zp§?(nlvn27n3)(<En1 n3><En2E (n14n2+n3) >+ <En1E (n14+n2+n3) ><En2 n3>)
+ Z pz(li)(nlv Ny, n3) (<En1 n3>< E*(n1+n2+n3)> + <En1EAL(n1+nz+n3)><E;‘12E;‘13>)
& EZ Eny ) (B, E EZ B ErnyEny))
+Zp50(n1,n2,n3)(< n; nS>< ny (n1+n2+n3)>+< n; (n1+n2+n3)>< ny-~n3
) (01, n9,13) ((ES, Eny }(EE- \+ (ESE- V(ES, Eny))
+Zp60< 1,112, 3)< ni n3>< no (n14+n2+n3) ni (n14+n2+n3) no ~/nsg

+ Z pgi) <n17 ny, 113) (<Eg1 Eg3><En2 E*(n1+n2+n3)> + <Eg1 E*(n1+n2+n3)><En2Ef13>)

+> Py (1, g, 13) (B, BS ) (B2, By 4y ) + (B2, E—(n1+n2+na)><EﬁzEﬁs>)> fo s

(4.19)
onde

(1) dm qg" Mmq 1 10y / o
p1’(n) = [EP Ry dvdg fa | &V (v —v',a)(g] k) fs (4.20)
(U (n) = 4—Wﬁﬂi/dvdq f. /dV’Q"(V — v a)hlkf, (4.21)

p2o’ kQ 62 ma ’I’Ld d k ) n (o] .
4y 1

(2) _ qo maq dvd

/dv Qi1+k2( ,a)Aqu , (4.22)
47 my 1
3) _ C]o d dvd
pj (n17n27n3) |k1+k2+k3|k31k32k33 €2m nd/ A4 qfd

X /dv’Qiﬁkﬁk3 (v —v/, a)B}’fU : (4.23)
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Procedemos da mesma forma para obter uma equacao para <E3Efln>, multiplicando

a equagao (3.29) por E?, e fazendo a média,

<EﬁEf/n> —@q—a/d fg/dv'dq Qf(v — v, a)(NIE?,) . (4.24)

Inserindo a equacao (3.44) no lado direito de (4.24),

(B7E7) = (V) (ELE7) + ¢V () (EnE7,)

+ Z <C1(¢27)(n1§ n2)<En1En2 Eil(n1+n2)> + géi)(nl? n2)<Enz EUIEZ/(H1+1’12)>

n=nj-+ny

_'_C?Ei) (nl ; n2) <En1 En2 Eg/(nl +1’12) > + CAE?T) (nl ) n2) <En2 Enl Ezl(l’ll +n2) >)

™ Z (di) <n1; f2; Il3) (<En1 En3><En2 Eil(n1+n2+n3)> + <En1 Eil(n1+n2+n3)><EAn2 Ens >)

n=nj-+nz+ns

+C20 <n1’ ny; N3 <En1En3><EAH2ES,(H1+H2+H3)> + <En1ES,(n1+nz+n3)><En2En3>

)( )
+¢52) (013 12; 113) (( By B ) (B By 1y -mg)) + (Bt By g mg) ) ( Bz B )
+052) (01512;15) (B, By ) By Bty 1y 1)) B By 1y 13) ) B Eony )
+¢57 (01512 113) (( By By ) (Bos By g i) ) + B B 1y 1y ) ) (B Eny ))
+¢62) (013 12;13) (( By B ) By By 1y ) + (Bt By mg-mg) ) ( By g )

)( )

+C3 (015102 03) ((Bay By ) (Bas B 1, i) ) + (B B ) ) ) By B

+§?§3)(n1; Ng; n3) (<En1En3><En2Eil(n1+nz+n3)> + <En1Eil(n1+n2+n3)><En2En3 )) ’ (4.25)

onde
&m:%%/mﬁ/mmmw;ﬁwwm, (4.26)
) =52 [ v g, [ avaroqw —vio(gh K (4.27)
Cj( (ny;ny) = T k2.|k1k2 o /dv fo/dv’dq’QﬁlJer v, a)Cjfq , (4.28)
R mimaim) =~ T 8 v gy [0, (v = VD
(4.29)

As trés equagoes de densidades espectrais, (4.17), (4.19) e (4.25) sdo autoconsistentes

em conexao com as equacoes cinéticas das particulas, na forma explicita das equacoes
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(5.30) e (5.31), por exemplo. A partir delas podemos tomar as aproximagoes que sao
relevantes para uma analise quase linear ou nao linear.

Como dissemos, as correlacoes de terceira ordem podem ser aproximadas e escritas em
termos das correlagoes quadraticas, e daremos um exemplo ao final do Capitulo (6), visto
que faremos uso de expressoes que sao desenvolvidas na aproximacao quase linear, que é

tema do préximo capitulo.
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Capitulo 5
Aproximacao quase linear

Como aplicacao do que ja obtivemos, consideramos o limite quase linear da interagao onda-
particula. Considerando que efeitos nao lineares podem ser desprezados, somente termos
proporcionais a f, e w, restarao do lado direito da equagao (2.32), e termos proporcionais
a corrente [ e a 0fy/0q restardo em (2.34). Nessa aproximacao, as equagoes (3.41) e (3.44)

reduzem-se a [27]

k
Ny = i<g;’1 . E) Enfs +1hyEY fo (5.1)
d 1 d T . d k
Nn = ZhnEnfd +1 <gn . E) Enfd . (52)

Inserindo (5.1) e (5.2) na equagao para o campo FE,, multiplicando pela direita por
E_, e realizando a média, obtemos a equacao para a densidade <Eﬁ> na aproximagao

quase linear, dada por

(Ea)(e+v) =) X1o(BaBon) + U1{EuB n) | (5.3)

que também pode ser obtida desprezando-se todos os termos nao lineares em (4.17). As

correlagoes no lado direito de (5.3) sao dadas por

<E;‘1E7n> = <10<EAnE7n> +C20<E121> s (54)

(EnB—n) = pi(E2)+ ) poo(EaBou) (5.5)

que obtivemos da mesma forma mas considerando os campos (3.29) e (3.38). As equagoes

(5.3), (5.4) e (5.5) formam um sistema fechado de trés equacoes em (E2), <EnE_n> e
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<E3E,n>, e podemos resolve-lo em termos de <Efl>
Com substitui¢ao de (5.4) em (5.3) e (5.5), e com substitui¢ao em seguida da equagao

resultante na equacao (5.3), chegamos a

p1+ Eo” P J’C o’
(B2 e+ > (bt atter )

P11+ Ea/ p2o’C20/) —0
1 - Eg/ P20 Clo’

— (5.6)

Definindo por D; a quantidade que multiplica a densidade espectral, a identidade

P14+ D0 P20 Coor ) P14+ Yo P2orCoor
Di=e+19Y— E U( - g + Cop | — g =0 5.7
! ,l/} . X Cl 1-— § o P20’ Clo’ CQ ,l/}l 1— § o P20’ Clo’ ( )

define a relacao de dispersao relacionada a energia espectral <E121>

Consideremos que a solugao para (5.6) é dada por [14]
Bo(t) = B cos(@id +¢8) ,  Bg = B exp ( — Im (w3)t) (5.8)

onde Fy, e ¢p sao a amplitude e fase iniciais, e w{} sao as frequéncias angulares que sao
as raizes da relagao de dispersao (5.7). O indice « foi introduzido para distinguir entre os
diferentes modos de oscilacao.

Tomando a transformada de Fourier de (5.8) em relagdo ao tempo obtemos,

1 _ 1 (Wil t+og) —i(wPt+oR)
- /dt Eﬁz(t)ezwt = B — /dt "Wk Tk + e 1k TPk it ’
2m 2m 2

1 i o
By = 5B (70w — wii) + eo(w + wiy)) - (5.9)

O valor médio do produto das flutuacoes do campo elétrico é dado por
(BxwEry) =Vi(w—uw){ER,) (5.10)

onde (EZ ) é a fungao de correlagao espectral e V' o volume do plasma. Inserindo (5.9) no

lado esquerdo de (5.10), somando sobre os modos «, integrando em w’ e fazendo a média
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sobre as fases iniciais no intervalo [0, 27], temos
1 2
— doy [ dw'
Yorh ]

PPN+ I~ i) + 0+ B0 )

Fo 2 o
L (50— )o@ = i) + 28000 — 030 + w80
_v / 8w — ) (EL) |
SRR (5 — ) 4 60 + wi) = V(EL)
4 1k 1k - kw/ >

(Biy) = (E2) =) TZ5(w+ juwh) (5.11)

a j==%

onde

¢ a intensidade das flutuacoes.
No6s expandiremos as fungoes dielétricas e e 1 supondo que |Im(w)| < |w]|, levando
em conta que a parte imagindaria da freqiiéncia incorpora a variagao lenta das amplitudes

das ondas. Portanto [14],

(e(n) +(n))(E2) ~ (e(n) +(n) + % <8§j€ + agzw) %) (E2) | (5.12)

Da equagao (5.6) obtemos

1 {ORee ORe 9/ o 2
5( aRw N §w¢)@<En>:‘(6<“>+¢<“>)<E“>

P14+ Y. P2orCoor P14+ Y. p2orCoor
+(E? ( o( - g + 0) + g . (5.13
< > ; e\ 1—= Za’ pQO’Cla’ 2 v 1- Za' pQO’Cla’ ( )

A evolucao temporal de <E121> é obtida igualando a parte imaginaria de (5.13) a zero, de
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modo que

ORee ORev\ 0, , 2
(Bl M)t + w0 B2

p1+ Z 1 P20’ CQO'/ ) p1+ Z 1 P20’ CQU/) 9
+ Im ( o ( - z + G0 | + = EL) . (b.14
; X1o | C1 1=, p2rCir Ca (0 1= S, poorCior < > ( )

Inserindo (5.11) em (5.14) e integrando em w, encontramos a equagao cinética para as

ondas

Re [Oe(jiw)  O(jrwe )\ I - e\
—< awlk + EW e 812 :_Im(e(ﬁwlk)+¢(le1k))zkj

2
P1 + Z / p20/<20/ ) P1 —+ Z , p20/€20/) i
+1m D xi0{ Go : +Goo | + 2 T (5.15
( o u (Cl 1- Za’ pQJ’Cla’ C2 wl 1-— Za’ pgalclal k ( )

No caso de <EI21> procedemos com abordagem similar, mas multiplicando por E_, as

equagoes (3.29), (3.30) e (3.38). Outro conjunto de trés equagoes é entao obtido,

(BaBon)(e+9) = Y xio(EZE_a) +¥1(E2) (5.16)
(BE n) = Co(E2) + Goo(EnB ) , (5.17)
(E2) = p(Babn)+)  poo(EqEn) . (5.18)

Inserindo a equagao (5.17) em (5.16) e (5.18), e combinando as expressoes resultantes,

obtemos

2 _ Zo’ Xlagla + 1/}1
<En> (1 p1€+?/1 - Eo’ XlJCQU

— > a0 <C10 + G20 Ly Xaz 1 0 )) =0, (5.19)

€+ w - ZJ/ Xla’CQa’

que conduz a uma relacao de dispersao associada a (E?2),

1 Zo’ X10G1o + U1 . ZJ/ X10'Clor + U1 .
D=1 P1€ +1 — Za X15G20 Zo:pza (QU - CZJG +1 — Zo” Xlo’@a’) -0 (5.20)

Por analogia com (F2), tomamos

BT (5.21)

B Jo==%
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onde wgk sao as raizes de Dy, com a equacao para a evolucao temporal da intensidade das

flutuagoes dada por

= —Im (D (jowy) ) I . (5.22)

Re (9D, <j2w§k> 87:'£j2
2 Ow ot

Para (EJ E°,), considerando as mesmas equacoes (3.29), (3.30) e (3.38), mas multi-

plicadas por £7,,

(BaB7o)(e+ ) = Y xir(Eq E%u) +Ui(EuE?,) (5.23)
<E;‘1,Ein> - §10’<EnEin> + C20'<EnEfn> 5 (524)
(BuE7) = pi{EaE7) + Y poor(ES E7,) . (5.25)

0.//

Combinando essas equagoes obtemos

! + o’ o' o
(EJE,) =Cor Y €+ (P o) (ES B

< e+ —p1hy e+
n (oo Z (X10~<EUNEU >+¢1 €+ (Plegu +p20//)<EWEJ >> . (5.26)
€ty L E+Y—pi e+ v

Uma relacao de dispersao

D; =0 (5.27)

pode ser obtida do sistema de equagdes que surge de (5.26) quando as espécies do plasma,
elétrons e fons, sao definidas. Um exemplo é dado na préxima se¢do. Se wy, sdo as raizes

de D3, entao podemos escrever para cada par o’c

Re (0Ds(jswp)\ Zilys , .
7( e 3k e —Im(Dg(]?,ng))Ilz,Js/g ; (5.28)
onde, em analogia com os dois casos anteriores,
(ER ) = Z Z Ilzja3 20 (w + Jaway) - (5.29)

v Js==%

E importante notar que existem tantas equagoes (5.28) quanto existem combinagdes entre
tipos iguais e diferentes de particulas do plasma.

A evolucao temporal das funcoes de distribuicao das particulas do plasma e das
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particulas de poeira sdo dadas por (3.24) e (3.25). Por substituigao de (5.1) e

Ofy(v,t) _
ot! My

<(sn- KB + 1B ) o
% /dn <gg : %<EnE"n> +hg<Eﬁz>)fo,

MUy

9 a0 k
ot! - dq md k
f

y (hg<EnE_n> s %<Eﬁ>) ’
2 9 /dn (hd<E2>+gn <EnEn>)fd.

afd(V7Q7t) afd .q /dn 8&

—i
MgUs 8q

(5.2),

(5.30)

(5.31)

Até aqui somente correlagoes entre campos iguais foram dadas. As expressoes para as

correlagoes entre campos diferentes podem ser obtidas da combinagao das equagoes (5.4),

(5.5), (5.16), (5.23), (5.11), (5.21) e (5.29),

<EU n> Clo Plz Z 7, ]15 (w+ J1wik)

o ji==

+ZP20 <E E_ n> +C20’Z Z Ia]15 w+j1w1k) )

a j1==£

o £1 + E PZJCQJ o .
E.E_,) = z E E T (w + sy
< > 11— Eo’ 020 Cio k ( J1 1k)

o j1==%

” Z XlaCla + ’QZ)l B3 . B
E.E_,) = z L7720 (w + jawhy )
< > €+ w - Zo' XlO’CQO’ ;j;t k ( I 2k)

e+
<E E? n>_ +,¢)Z<Xla +¢1+@/)——,01?/11

P1X10" ;
(P07 ) ) 5 3 T+ )

v Js==%

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

As expressoes (5.33), (5.34) e (5.35) podem ser inseridas em (5.30) e (5.31), mas (5.32)
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precisa, como ja mencionado, uma defini¢ao prévia das espécies do plasma. Por exemplo,

num plasma composto por elétrons, ions e poeira devemos encontrar

cp (Crepr + Coe) (1 — Cripai) + (Cripr + C2i)Crepa
<E n> 1 - Clepze)(l - Clz‘pm) Crip2eCiepi < >

, (BLE_.) =(E.E_4)(e S1i). (5.36)

Com substituicao nas equacoes cinéticas, o resultado é um sistema de equacoes fechado
dado pelas equagoes (5.7), (5.15), (5.20), (5.22), (5.27), (5.28), (5.30), (5.31) e (5.32), que
descreve a evolucao temporal do sistema na aproximacao quasilinear.

A dependencia explicita sobre a carga da poeira ¢ na equagao cinética para a dis-
tribuicao da poeira é complementada com a equacao para a corrente de carregamento,

I = dq/dt, que é dada pela equagao (3.6), e pela condi¢ao de neutralidade de carga,

D oGy +naZe=0. (5.37)

5.1 O caso de um plasma empoeirado de duas com-
ponentes

Consideremos o caso de um plasma empoeirado composto de elétrons e somente uma

espécie de fon. As equacoes cinéticas explicitas do plasma sao dadas por

Re (0e(jus) | Ov(jws) 0Ly , ,
_ — _I D o z'Oéj ]
2 ( ow + Ow ot m (D; (jwi)) L (5.38)
Re [ 9D,(jwb )\ 0L PR
7( Ow : or —Im (Da(jwy)) L . (5.39)
Re (0D3(jwl)\ 9L, _ .
7( Ui\ e _ ()2, (5.40)
onde em cada caso o indice o, 5,7 = 0,1,...,n, onde n é o nimero de raizes da relacao

de dispersao correspondente. Na equacao (5.40), os indices ¢’c indicam as combinagoes

53



ee, et, ie, e it. Além disso, D1, Dy e D3 sao dadas por,

_'_ 7 0./ 0./
D I O (R W L st

> o X10'Clor + U1
Dy=1-— E (o0 & — E +Clo 5.42
? <p1 - o P §2 ) €+ ’QZ) - Ea’ XlJ’CZJ’ . P2 Cl ( )

I €+ P1X1e B Coe €+ P1X1e
D3_<1 Qeew—plwl(ew*”e) e+w<X””’1 +— pw(ew )))

€+ P1X1i Coi e+ /)1X1z
) (1_Cue+w—p1w1(e+w+pm)_6+1/1<X”+w16+w—p11/1 e+1/1 ))

€+ P1X1i Coe e+ P1X1i
_(Q‘few—plwl(ew””) +w<x“ il el ))
ety P1X1e i €+ P1X1e
) <<M€+¢—Pl¢1(€+¢+p26)+ +¢<X16+w1 + v — P1¢1(€+¢+ 26 ))
543

Demonstrando a equagao (5.43) obtida, para o caso de um plasma empoeirado elétron-

ion, a equagao (5.26) leva a um sistema acoplado de quatro equagoes,

+ e e % i e
)= (5 2+ (B2 i)

e + e e
. (le< >+w1€+;_ﬁl %(fpr%)@@)

C2e i e €+ 1/} P1X14 ] i e
Tery (X“<E"E—“> O ey T EE “>)

e 1, + € e 1 2 7
() = e T (% 6 ) (i) + (2 ) (52 )

C2e e i €+1/} P1X1e e i
( 1{ BB ) + +w_p1wl(€+w+pze)<E E n>)

Goe /i €+ PLX1i N/ i2
e+w<X“<En>*wlew—plwl(ew+p22)<E“>) |
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U G + € e { i e
(BuBla) = Gipry _d)m o ((fﬁ} + pac) (B2 ) G in)<EnEn>)

7 + e e
G <16< >+w1€+;_ﬁl %(fpr%)@nz»

C2z' i e e+¢ P1X1i N
+e + (X1i<EnE_n> * 1/116 + 9 — p1y (6 + + ) (B n>)

<Elzl2> — (L €+ ((P1X1e +,026) <EEEZ—H> i (ple) )< 12>)

et —p11 \ e+
sz g e+ P1X1e o
- (ontEsmt )+ S (2 )
Cai 2 €+ P1X1i N/ 2
e+1/1< < >+w16+¢_01¢1(6+¢+p22)<En>).

Escrevendo o sistema acima em forma matricial, um determinante 4 x 4 é obtido dos

coeficientes,
Dy 0 Dz 0
0 Dn 0 Dis
D3 = = D11 D33 — D13D3, (5.44)
D3 0 Dsz3 0
0 D3 0 Dasg
onde

L ety PiXie Coe €e+Y PiXae
Dy =1 Cle€+@/)—,011/11(6+1/1+p2) +w<Xle+'¢)1 +@Z)—p1¢1(e+¢+p2€))’

o e+ P1X1i Coe €+ P1X1i A
D3 = Cle€+¢—P1¢1(€+w+p2) +w<X1z+@/}1 +¢—P1¢1(€+¢+p22)> ;

_ . tY P1X1e Coi €+ P1X1e
D3, = Che+¢—p1@/}1(e+@/}+p2) +w(X1e+@/}1 +¢—P1¢1(€+¢+p26)> ;

55



Dy —1—¢ €+ (PlXu‘ 2i) . i()ﬁﬁ‘% €+ (Plei +p2i)) _

et —prin ety e+ €+ v — by e+

A relagao de dispersao dada pela equagao (5.43) corresponde a equacao (5.44) igual a

Z€ero.

A conexao das equagbes cinéticas para f, e f; com as propriedades dispersivas do

plasma torna-se mais explicita com integragao em termos de (5.11), (5.21), (5.33), (5.34),

(5.35) e (5.36),

Ifs k\ . k 0
P = S [ g (s )R DY [

/
ot =

e (Gepr +Goe) (1 — Guipai) + (Cripr + G2i)Crep2i (o ) aj
(hk Fhe (1= Crepae) (1 = Gripai) — CripacCiepai o +00ile =0) J T o

o k
e S [ ( (s )
o Ux U —.

€+ P1X10" ) ;
X ol + + ol Z’Y.] 7
€+¢§;<X1 ¢1€+¢—Pl¢1(€+@/} o) o

+h’i,jw kaa) fO' wo’fo’ ) (545)

8fd(V,q, o q k 0 /)1—0—2 p20<20 aj
o ZZ/ k ov kMkl—Z p20Cio F e ) So

gl 2o XioGo £ ) T ¢, —[%. (5.46)
0q

d
ZZ /dk <h kj”QkE‘H/J >0 X10C2o

Exemplificando um caso concreto, no caso de uma distribuicao de velocidades do tipo

mdv*

Maxwell-Boltzmann e uma distribuicao de Gibbs da carga da poeira em torno da carga

56



de quilibrio adimensional Zj, temos que a relacao de dispersao (5.41) é dada por

2 2 2 2
1+ 3 (14 6 2(6) + B 14 ()

*

+Z\/_Z pda ViNg Qo (1 _ 5292)2(@)(1 + CaZ(Ca))

w2 Bulw, eZy 8
.1W;2)d1 g* V2 gimy 2 o/ 222\/_
I it L/ Y Tk o T 14C.7 _ vt
73w Puy (gd)(;naﬁui w3 ez m, VAI4G2(G)) = s L9ty Hﬂggg
() 1/2
+ 4i£g§§(\/ﬁ — arctan \/ﬁ) + 2i€g(§/ ds 871/22(@)
0 (1+s)
- 0o §1/2 - 00 §1/2
. I A Z(¢
e [Cas S zw-¢) - e [T as o)

2 2
+ i/ Z a_&naq_(,@ (?Z(Qg) + ifg% + 2ilg(Z (/1 — arctan /1)

) 1/2 2 9 00 1/2
+z’£gg§/ ds ————7(¢3) — 2 2g,ﬁ S i [ as 22,
0 5 1+s

o
2 V—)OO

2.2 00 1/2 2 2.2
S ) (S e (- B ) ) =o.

2 2
! w, eZpraud

(5.47)

As integragoes aplicadas em (5.47) estao no Apéndice A.

As equagoes (5.38), (5.39), (5.40), (5.41), (5.42), (5.44), (5.45) e (5.46) formam um
conjunto fechado para uma andlise quase linear. A partir delas poderemos analisar quais
os efeitos da presenca da poeira em propriedades como conservacao de particulas, momen-
tum, energia e carga. Presumimos que haja uma perda das trés primeiras propriedades,
visto que as colisoes sao inelasticas e termos de recuo dos graos de poeira devido as colisoes
foram desprezados inicialmente no Capitulo 2.

No que diz respeito as propriedades dispersivas, a relagao de dispersao (5.41) é linear
em € e 1, e as relagoes de dispersao (5.42) e (5.44) sao lineares em 1, mas todas também
sao nao lineares por produtos de susceptibilidades até terceira ordem. Portanto, as raizes
W, por exemplo, correspondem a modos lineares, como Langmuir e fon-acusticos, com

corregoes nao lineares devido a absorcao das partiiculas pelos graos de poeira.
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Capitulo 6

Evolucao temporal nao linear de
(En)

A evolucao temporal nao linear de <E121> pode ser obtida procedendo de forma similar ao
caso quase linear.

Por simplicidade, escrevemos por enquanto todos os termos nao lineares de (4.17)
na variavel NL1. Entao consideramos a substituicao das flutuagoes expandidas (3.41)
e (3.44) em (3.29) e (3.38), incluindo todos termos nao lineares até terceira ordem nos

campos. O resultado é, em forma condensada, o sistema

(Ea)(e+v) = Y X1o(BiE-n) + 1(EnE ) + NLL, (6.1)
(EZE_n) = Cio(BnB_n)+ Co(E2) + NL2 (6.2)
(BuB_w) = pi(E2)+ Y pao(BESE_n) + NL3 (6.3)

onde NL2 e NL3 sao também outros diversos termos nao lineares, que manteremos
implicitos. Combinando essas equacoes de modo a obter uma expressao para <Eﬁ>, faze-

mos a substituigao de (6.2) em (6.1) e (6.3),

(E2)(e+ 1) =3 X1o(ClolBuBn) + Coo(E2) + NL2) + 1 (EnBn) + NL1,  (6.4)

o

(1= p20Cio)(EnBn) = pr(E2) + ) p20Cor(B2) + Y pooNL2+ NL3 . (6.5)

o8



Com a substituigao de (6.5) em (6.4)

2 P1 + Zg’ P2o' C20’ ) 2 P1 + ZJ/ P20’ CQO’ 2
<E €+ 1/1 Z X1o <Clo 15 porCir + Coo | (E5) + wl S e (Ey)

P2 NL2 + N L3 P2 NL2 + NL3
+ZX1J(QJZU P +NL2)+¢1ZU i + NL1

1-— Za’ pQJ’Cla’ 1- EO'/ pQU/Cla/

-+ Z / P20’€20’ P1 + Z ! pQU/CQJ,
Efl (E + - a< Jpl = + J) - z
< > 77Z) ; u Cl 1-— Za/ P2a’§10’ CQ wl 11— ZJ’ pQU/Cla/

P NL2 + NL3 , Poor NL2 + NL3
- ZXlo’ (gla ZU P2 i EJ P2 + + NL1 . (66)

1 - EO'/ P2o' Clo' 1 - EO'/ p2o’C10/

A equacao (6.6) difere de (5.6) pelo lado direito nao-nulo. No contexto de (5.12)

+ NLQ) +

obtemos

(e otm 5 (5554 50 ) ) )
= <E2>(ZX1 (Cl p1+ Zo’ p20/C20’ +C2 ) _'_wlpl + ZJ/ pQU/C20'/)
n o . .

Zol P2c’ ClO'/ 1-— Zol P2’ ClO'/
S ey NL2 + NL3 ) S e NL2 + NL3
+ N2 Y NL2) 4y 2o L NLL, (67
Z A1 (Cl 1-— Zo/ P20’ ClO'/ wl 1— EJ/ P20’ Clo’ ( )

que corresponde a equacao cinética nao linear para as ondas. O limite quase linear
corresponde a fazer NL1 — 0, NL2 — 0, NL3 — 0, de modo que (6.7) se reduz a
(5.13).

Podemos perceber, tomando NL1 em (4.17) como ilustragdo, que no caso nao linear
ha um acoplamento de forma integral com as outras duas correlagoes, <E3Eb> e <Eé7 Eg>,
entre diversas outras. De forma explicita, baseado nas integracgoes que fizemos no Apéndice

C, em termos das intensidades das ondas, NL1 é dado por

NLL= Y P (002)(Bay Eny B nyny)) (6.8)

n;+ns=n

+Z Z Z Z /dn3 (Xl —n3;n;n )I aji 5((,(}3 — jlwi*kg)lfljia(w +]1wﬁ;)

a =% o ==
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) (05 g 1) T2 8w+ fr) T 5 — jzwﬁ’_k3>)

+ Z <Z Z Z Z /dng (Xgi)(—ng; n; ng)Ifilsé(w3 — 1wt k)

n;+nz+n3=n a ji=% o ji=%

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepa
(1 = Ciepae) (1 = Cripai) — Crip2eCiepai

xS (1 —ng; 1) 27 6 (wi + i)

(Crepr + Coe) (1 = Cuipai) + (Cripr + i) Crepas
(1 - C1ep2e)(1 - Cupm) — Crip2eCiepai

2200

a 1= o ]1::|:

T8 (w + jlwt)

n

/11
1313315(% — jiwi/—kg))
s

I 6(wi —jrwf )

—ni

@ (Gepr + Ge) (L = Guipai) + (Cipr + i) Ciepai
“( / i Xse (m3 5 —my) (1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

X T 6 (w + )
+ / dnox® (0 ng; —10) 075 (w + jretl)

(Crepr + Coe) (1 = Cuipai) + (Cripr + Cai) Crepai ' L
AN —
(1 — Clepge)(l — Qip%) — CripaeCiepai . —ko 5((,02 ]1w1,7k2))

DI /dnleé)(nl;n; —n,)

a ji=%t o ji:j:

(Crepr + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepai
(1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

Iﬁlﬁ(wl — 1wt i)
(Crepr + Coe) (1 — Crip2i) + (Cripr + C2i)Crepai
(1 - Clep26>(1 - Cupzz‘) — C1iPp2eCrep2i

T8 (w + jlwt)

n

FE Y D mmas - F 0 )T, e~ )

a 1= v j3==%

D DD /dns(xé?(—ns;n; n;)

[e% j1::|: o Ji:i

(Crepr + Coe) (1 = C1ip2i) + (Cripr + C2i)Crepa
(1 - C1ep2e)(1 - Cupzz) — Crip2eCiepai

T0,0(ws = 1o i) e 78w + Jret)

—ng

(Crepr + Cae) (1 = Crip2i) + (Cripr + C2i)Ciepai
(1 = Crepae) (1 = Crip2i) — Crip2eCiepa n

1!
XTI (ws — jiwﬁ/_kg))

+Xé?(n§ —ng;n3)

T 8(w + f1wiic)
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D3I /dns(Xé?(—n:s;n; n;)

a ji1=t o ji==%

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + C2i)Crepo
(1 = Crepae) (1 — Cripai) — Crip2eCiepai

T 6(ws — i)
(Clepl + CQ@)(l - Cl’ini) + (Clipl + CQi)ClePQi ) ,
T (w + 7w
(1= Crepae) (1 = Cuipai) — CripacCrepai |y © (w1

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + (i) Crepa
(1 - C1ep2e)(1 - Cupzz) — Crip2eCiepi

(Crepr + Coe) (1 = Cuipai) + (Cripr + i) Crepa
(1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

!5l

+Xé?(n§ —ng;n3)

le;jl(;(w?, — jlwﬁ_kS)

—ng

TS (w + jwsy))

n

ESSSTY [ o o T — o ST+ i)

v J3=t a ji==%

+Z Z Z Z /dn2X$;)<n§ ny; —1y)

a j1=:|: o ji:j:

(Crepr + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepai
(1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

If{(lﬁ(u& — 11w! )

—no

(Crepr + Goe) (X = Gripai) + (Cuipr + i) Crepai : g o
Ia J1 !/, «
(1 = Crep2e) (1 = Crip2i) — Crip2eCiepai n O i)

PN TN [T s i)
v Js=x a ji=%

(Clepl + CQe)(l - Clip%) + (Clipl + C2i)C1ep2i i .
(1 - Clep2e)<1 — Clip2z‘) — CliPQeglepzi nIk 5(&] + ]1w1k)

(Crepr + Coe) (1 — Cripai) + (Cripr + C2i)Ciepai
(1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

XTI 0(ws — jsw] )
+( esi ))

+ Z wf) (nl; n2)<En1En2E—(n1+n2)>

n;+ns=n

+(Z 222 (/ gt (s —n) T2 0w — o)

B ja=% «a j1==%

-/

x4 T 6w + 1w

n

(11; —1g; ns)

% P1 + Zo p2oc2o

T (w +
1 - Zo’ pQO'Clo' k ( & 1k)

n
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P+ ZJ P20C20
11— EU pZO'ClO'

+ Dy P20Co0
—l—Z Z Z Z /dnlpo ng; n; —nl)pll_ 20/12(7@120

ozj1:|:a]f

T 8(w + j1wik))

n

+ / dngg/)g?’) (Il, o, —Ilg)j?{é(%(ﬂg — jgwgikQ)

T4 8(wr — j1wd_y,)

—ni

,01 + E PZJCQJ '71 o
7, "0(w+ jiw
T, 20 | (i)

FET Y [ el s P — )T + i

B j2=% «a j1==%

Do
FEEEY [ nnn) T

a]l:toc]f

13{335(“3 - jlwi—kg)

—ng

;01 + Z pQO'CQO' Io/ji o
0w + Jyw
1%, peCio | (1)
@ o PLE D, 0200 | oy o
+ n;,—nsn 7, 5 w + nw
¥3™ ( 3;13) T=S ooy | ¥ ( 1W1k)
pl + Z /)20C20 ajl g
1o 0(ws — Jiwi
1_2 p2oC1<7 —n3 k3 ( 11, kg))

YYY Y / g (07 (—1s 15 1) T 5 (0 — Jreo )

Cl{_]l:l:a]—

/)1 + >, P20Co0 z—a’ 7, o
(5 w + wa
1 2: p20’<10’ n ( )1 1k)

1+, P20Co0 o o
< 7T 0(ws — jrw
1-— § :J p20<la —n3 ks ( ’ & 177k3))

+Z Z Z Z /dn3¢5 3,1, n3)Iﬂ]2 d(ws — ]2W2 ks )Iaﬂ(s(w + J1wik)

Jjo=%t a j1==%

P1 + E pQUCQO' aji R
+Z Z Z Z /dnﬂ/{a n;; Ny; —1y) 1= e TS (w + jiwd)

a =%t o == n

+0P (0; —ng; n) 76 (w + Giwsh)

/)1 + >, P20Co0
1 - Z p2o<10

Cl{/ji ./ a’
kQ(S(wQ - ]1“1,7k2>
Cno

+ 20 P20G20
LT (el o

a ji=t o jl==%

T 5(wr — jiwf )

—ni

150

x Ty 16 (w + w)

P1 + Zo p2oC2o
1- Zo pQUCIJ

T8 (ws — Jiwi_y,))

—noy

—|—/dn21/1é3)(n; ny; —nQ)Iffjlé(w + J1wik)
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+ o O'CO’
1535 30 5 Sl | T UGN S

a =%t o ==

aj1 -
Ifkgcs(w?, - ]1“17—1(3)
“ng

XTo A6 (w + jlat)

P1 + Z PQUCQJ
+ [ dn (3) n;ny; —n g
/ 2w7 ( ? 2) 11— ZU PQUQJ

!0
XTI (wg — jiwﬁ/_b))

EXY S (gl s T s — st VT e+ )

a =t o =+

T 0(w + jiwfi)

n

[ dnagf? ;- B0+ )T 6 - jzwi’_k2>)) |

As funcoes de correlacao tripla, dadas nas expressoes Zm tno—n ng)(nl; n2)<En1En2
E_(ny4ny)) € > ni+no—n @Z)f)(nl; 15){(En, Eny E_(ny1n,)), podem ser escritas, como dissemos
anteriormente, em termos das correlacoes quadraticas, de modo que podemos dar fecha-
mento para a cadeia de equacoes em segunda ordem nas intensidades das ondas. No
Apéndice C desenvolvemos uma expressao para ( En, En, E_(n, 1n,)) dada por (C.16).

Escreveremos somente a expressao para o termo proporcional a Xf)(nl; n,), visto que
o segundo, que ¢ proporcional a wf)(nl; ny), é dado de forma andloga.

Multiplicamos entdo a equagao (C.16) por 6(n —mn; — 112)X§2)(111; ny). Integrando em

n; e n, e dividindo por 3, obtemos

2
Z Xg )(nl; n2)<En1En2E—(n1+n2)> (69)

n;+ns=n

1 n—n2,n2)
a ZZZZ/d “e(n —ny) + ¥(n — ny)

a ] 7:|: a// N

1511

x((x?’(—nz;n)f‘ﬁ;é( N A T
D ) T2 5 + J )T S — gl k2>)

2 1t 0o
; (x§2 (—ng; ) T80 — i )

(Crepr + Cae) (1 = Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepa
(1 - Clep2e)(1 - Cupzz) — C1ip2eCiepai

T §(w + jlwy)

n
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xS (m; —no) T 5 (w + flwth)

(Crepr + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepai
(1 = Ciepae) (1 = C1ip2i) — Crip2eCiepa

2 on - i)
n <Xi(’)e)(_ ny; n) (Crep1 + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + C2i)Ciepai

T 5wy — 1w
(1 - Clep2e)(1 - Cupzz) — C1iP2eCrep2i ke ( 27 kg)

—no

KT 6w + iy

JrX(Q)( B )(Clepl + Coe) (1 = Crip2i) + (Crapr + C2i)Ciepai
A (1 = Crep2e) (1 = Crip2i) — Crip2eCiepai

T 5y — b))

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + C2i)Crepa
(1 - Clep2e)(1 - Cupzz) — Crip2eCiep

T (w + flwiy)

n

Iah(S( 1“1 kg)

—nso

; (xii’<—n2; n)

11 517

(Crepr + Coe) (1 = Cuipai) + (Crapr + C2i)Crepai it o
(1 - Clean)(l - Cupzi) — Clip2e<1ep2j nIa 5((,() + jlwlk)

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + C2i)Ciepa
(1 - C1ep2e)(1 - Cupzz) — Crip2eCiep

(Crepr + Coe) (1 = Cripai) + (Cripr + C2i)Crepa
(1 = Ciepae) (1 = Cripai) — Crip2eCiepi

2
TV

T 5(w + flw)

n

ak];é(w? J1W1”k2))+( e ))

(n; —ny)

—no

X1 n2§n2)
3 ZZZZ/CZH? €(n — ny +@/}(n—n2)

O{ ]1 + o’ ]//

/j/ 3 /
Ifk;‘S(WZ - ]1“?,—1(2)

1_20/320@0 —ny
<A % ppf T+ )
o R o IR R) ||

(w;’< nyim >”1f§/ff I (w2 — 1) T 0w + Fiey)

o 720510 | —ny
g2 o g P e | 4 T 0 i)
<¢3 (—nz;n )ﬁljgo/fggfa Ziv,lzzid( — Jiwf kg)IaNJY(S(W+]¥W(1Xk)

o 720510 | —ny
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2 P14 2, P20Gos 5t NGl o
4 (n;—ny) % 5w+ 700 T 5 — yz'wl,_kg)
1-— Zo PQaCla n

11511

+( ) (—0oin) I 5 (ws — giws” )T 0 (w + i)
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Devido a grande quantidade de termos, as expressoes (6.9) e (6.8), apesar de consis-
tentes do ponto de vista formal, parecem requerer alguma aproximacao adicional quando
de sua aplicacao pratica, onde se podera desprezar termos que nao sejam relevantes para
uma determinada situagao. Por exemplo, onde a interacao onda-onda seja mais relevante
que a interagao nao linear onda-particula, sem que isso comprometa o carater da interacao
nao linear.

Os trés tipos de interagoes que citamos no inicio do texto estao presentes em (6.7). A
interacao quase linear é representada pelo primeiro paréntese no lado direito de (6.7). Se
a velocidade de uma particula do plasma satisfizer a condicao de ressonancia w = k - v,
energia das ondas é transferida para as particulas por amortecimento de Landau. Neste

aspecto, as particulas de poeira devem contribuir pouco uma vez que suas velocidades
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térmicas sao em geral muitos menores do que a velocidade de grupo de qualquer onda
eletrostatica que propague no plasma. No entanto, ja foi demonstrado que a flutuacao da
carga da poeira leva a um amortecimento em ondas de Alfvén em plasmas empoeirados
magnetizados [21, 34].

A interacao nao linear onda-onda ocorre apenas entre trés ondas. Nas equacoes isto
pode ser visto nos diversos termos de (6.9) que contém uma fungao delta como funcao de
trés frequéncias. O processo de decaimento ou confluéncia das trés ondas satisfaz entao

as leis de conservacao de energia e momentum,

w =ws+ws , ki =ky+ks.

Os termos que correspondem a interacao nao linear onda-particula nao satisfazem a
estas duas condicoes, e ocorrem na forma de espalhamento onda-particula. Nas equacoes,
todos os termos nao lineares restantes sao responsaveis por esse processo, que também
pode ser interpretado como um amortecimento de Landau nao linear, caracterizado pela
transferéncia de energia das ondas para as particulas numa certa regiao de ressonancia,
k; - v com posterior emissao pela particula de uma nova onda +ks - v, em oposicao ao
amortecimento de Landau linear, onde s6 ocorre absorcao da energia da onda. Também
esperamos, devido a presenca da poeira, que efeitos nao lineares devido as flutuacoes no

carregamento também desempenhem um papel no espalhamento onda-particula.
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Capitulo 7

Conclusoes

Utilizando o formalismo basico da teoria de turbuléncia fraca para um plasma nao-
magnetizado, e um modelo de carregamento dos graos de poeira por colisoes inelasticas,
desenvolvemos um conjunto de equacoes autoconsistente a partir do qual podem ser ob-
tidas as equacoes relevantes para investigagoes sobre a influéncia dos graos de poeira em
fenomenos turbulentos em ondas eletrostaticas em plasmas.

A exemplo da interacao quase linear onda-particula, obtivemos um sistema de equacoes
fechado definido pelas equagoes (5.38), (5.39), (5.40), (5.41), (5.42), (5.43), (5.45) e
(5.46). Elas formam um conjunto autoconsistente entre as equagoes cinéticas das on-
das e das particulas, e incorporam o aspecto nao linear do carregamento da poeira. As
tres relacoes de dispersao associadas a esse sistema sao consequéncia do acoplamento dos
campos quando do carregamento da poeira. Elas podem fornecer propriedades relevantes
sobre o efeito da presenca da poeira em ondas eletrostaticas ja conhecidas, como Lang-
muir, ion-acusticas, poeira ion-acusticas e poeira-acusticas, como também novos modos de
oscilagao que podem surgir como raizes de Dy e D3. Junto com as equagoes cinéticas para
ondas, (5.38), (5.39), (5.40), e as equagoes cinéticas para as particulas, (5.45) e (5.46), é
possivel analisar a evolucao temporal das distribuicoes de velocidade das particulas e de
carga dos graos de poeira, como consequéncia da interacao onda-particula e da absorcao
de particulas do plasma pelos graos de poeira.

No caso nao linear, como explanamos no Capitulo 6, deduzimos uma equacao cinética
associada a (E2), equacio (6.7), utilizando o formalismo padrao da teoria de turbuléncia
fraca em termos de poténcias dos campos, com base nas expansoes (3.41) e (3.44). Entao,

deduzimos uma expressao para as correlacoes triplas relevantes em termos de correlagoes
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bindrias e uma expressao para o termo nao linear N L1, cujas dedugoes encontram-se no
Apéndice (C). Em principio, o sistema nao linear completo requer uma equagao cinética
associada a (E2) e outra a (ESE?. ), e todas as correlacoes triplas relevantes. Ressaltamos
que o procedimento é o mesmo do apresentado no Capitulo 6, porém julgamos conveniente
nao deduzi-las para nao sermos repetitivos em procedimentos muito longos.

Concluimos com a perspectiva inicial de aplicar o que fizemos a sistemas fisicos de in-
teresse. Em principio, o que fizemos se aplica a plasmas empoeirados com baixa densidade
de poeira, tipicamente encontrados em plasmas espaciais e experimentais. A generalizacao
para plasmas com densidade de poeira arbitraria é possivel. No entanto, isto requer, a
rigor, a inclusao da interacao poeira-poeira nas equacoes microscopicas basicas, o que im-
plica em mudancas relativas a esta interacao em todas equagoes cinéticas. Generalizagoes
para o estudo de ondas eletromagnéticas e a inclusao de um campo magnético externo

também sao possiveis, utilizando o mesmo formalismo.
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Apeéendice A

Integracao de () e wg, wy, I, €, X104

¢1, Ply P20 Cla € CQJ

Considerando que as particulas de poeira tém velocidades muito menores do que as velo-
cidades dos fons e elétrons, |v| < |v/[, procedemos como segue.

Escrevemos
(v =) -ew| = (v = V) -ev| = [V = Vl|(ey v ev)| = [V = V]ley v -er]
Expandindo |v' — v| obtemos até primeira ordem
IV — v~ —v-ey .

O vetor unitario e, _, pode ser escrito como

0
evy = gV VIR gL = v ew)
0
—ev—gulveev).

Mas

i(v-e )= v~i e, + | e 0 vV+V X i><e + ey X i><v
ov' v ov' )Y v ov ov oY v ov’



Entao

Cy/i_y = <1 — <V : %))evl .

Desprezando o segundo termo obtemos

0
(- (e

~ (W —v-ey)ley e . (A1)

(v —v)-ex| =0 —v-ey)

Das equagoes (2.9) e (3.2)

N(v—v'5a) = (2717)3 /dreik'r\(v —V)ed(r—a)0(— (v—v')-e)
1 ’ —ik.r .e r—a — e -e
— (2ﬂ)3(v —v-evl)/dre ley - e |d( ) O(—ev -e) . (A.2)

Em componentes esféricas, o produto escalar e, - e, é dado por

ey - €, = sin 0, sin 0y cos(¢y — ¢1) + cos 0y cos by .

Para oscilagoes longitudinais, tomamos o vetor de onda k na direcao z, tal que

k-r=kjrcosth = krcost .

Além disso, selecionamos particulas do plasma cujos vetores velocidade apontam para

o centro do grao de poeira, tal que

e, - e, = sin b, sin 0y cos(¢, — ¢1) + cosbycoshy = —1 .

Assim, nessa aproximagao, a integral (A.2) é equivalente a

1
(27)

(v —v',a)= (V' —=v-ey) (A.3)

w

X (/dreik'r|evl e |0(r —a)d(6,)6(0y — ) + /dreik'r|evf e |0(r —a)d(f; —m)d(65)
+ / dre e, - exld(r — a)d(dh — 61)5(0r — 7 — 03) (1 — 5(6) — 5(6, — )

+/dre_ik'r|evf ce,|0(r — a)d(¢h — 1 — 2m)5(6h — 7 — 04) (1 — 6(61) — 6(6; — 7))
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+ / dre oy - eg|6(r — a)3(dh — ¢y + 2m)5(6, — 7 — 05)(1 — 8(6,) — 5(6, — )
+/dre_ik'r|evf cep|d(r — a)d(¢hy — 1+ m)S(0r — m + 05) (1 — 8(61) — 6(6, — 7))

+/dreik'r|ev/ cep|d(r — a)d(¢hy — 1 — m)(6r — w4 05) (1 — 6(61) — 6(6; — W)))

G Ve

% <a sin 0/ zkacosGQQ(ﬂ. _ ¢/2) + a2 sin eéeilmcos%e(gbé N ﬂ'))

a’ V- ey U|'|
v ’ .
= (27?)3(1 - )| exp <zka?> :

Aqui utilizamos a aproximagao (A.1) para calcular (3.6) e (3.7).

1
I(t) = — /dvdq deqa/dr’dv’é('r’—a)(v’—v-ev/)\ev/.er/\9(—ev,.er/)fo(v’,t) . (A4)
ng
Como o vetor v dé contribuicao impar a integragao,

=D 4 / dr'dv'v'o(r' — a)ley: - ev|0( — ey - ey) fo(V', 1)

:a2Zq0/dv’vlfU v, 1) —av*Zqo/aluuLf(7 u, t)

= Z Qo— Wy - (A.5)

A frequeéncia média de colisoes w, é dada por
1
we(t) = — /dv f(,/dr’dv’dq’(v —v'-ey)ley ex|d(r —a)fa(v' qt)
%

= a%,k% /du uy fo - (A.6)

Para wy, utilizamos a equacao (3.34), cuja solugao é

N = NAO| g exp (waa/T) (A7)
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Invertendo a equacao para wy,
1
Wy = 5111 (NEV/NID) ) (A.8)

)

Substituindo explicitamente as expressoes de NG , temos

I (ihﬁEnfd +i(gd - %)Enfd)

Wqg = —1n - =
q ihd By fd]

q=0

Il (622}*1En3fd/aq +q(- 8fd/8V)En>
= n

q e%;lEn@fd/@q}q:O
) (A.9)
q=0

_£ In %+qv* E% Ly —In %
g oq e \k 0Ov)E, dq

E conveniente introduzirmos as quantidades adimensionais

v=uv, , q=JZe , w=wyz , k={— |, a=g— , t=—,

Vs Wi Wy

e considerarmos que as funcgoes de distribuicao de velocidade e de carga da poeira sao

normalizadas de tal modo que

/dvfo(v) = /dufg(u) : /dvdqfd(v,q) = /duded(u, Z),

Fo¥) = o folw)  ulva0) = - fulw 7).

*

As distribuigoes iniciais sao dadas por [28]

3/2 2
fo=n Mo exp | — Mot
7 o0 27Tl€BTJ 2kBTa '

3/2
= Mdo exp( (Q—QO)Q)< mq ) / exp( mgv? )
4= —F—— — = i — .
/27TakBT~eff 2akpT.;p) \2mkpTess 2kpT.sy
As temperaturas Tef ¢ e Tyrr na distribuigao de carga e velocidade dos graos de poeira
sao temperaturas efetivas que se correlacionam pelo efeito mituo entre o carregamento

dos graos de poeira e as variagoes em suas velocidades pelas colisoes inelasticas. Para um

plasma empoeirado elétron-ion, elas sao da ordem aproximada de T, pr=TeeTopp ~ 275
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Definindo

2kgT, 2kgT., -
Vo = 4/ B g =g B qa = \/2akpT.sy |
me myg

2 2 2
o0 U Ndo (Z — Zy) 1 U
fo(u) = TN exp (— u_%,) , fa(Z,u) = N7 exp <— 7 SR exp | ——

Vs _ Y Z_(Jd
Uy = — ) Ug = — ) d—
Vi« Uy €

e e é a carga elementar, e = 4.8032 x 10~!° statcoul.

A frequencia de colisoes w, é dada por
W, = ga%*ndua , (A.10)
de modo que a corrente (A.5) é dada por

I = ~—av, annaua , (A.11)

A frequéncia wy é dada como uma funcao da velocidade e da carga da poeira. De

(A.9), temos
—2(q — «(k 2 2
(n (TSGR a)  (3,)

W <(1 _ g)e_(q_%)z/qgqu/qg _ 44 <k ”*V) ?ne—(q—qo)Q/qgqu/q3>
q qo gpe*\k vi)E,

1 T, k E, 2q0 —
=—1In ( . (1 + = < V) a—)) Y e A (A.12)
q do Tepr \ K Iy qd

Se o termo proporcional a velocidade for muito menor que um,

Wy =

|~

I 20 —
wyg=~In (1—3> Y oy (A.13)
q qo qd

Para q # qp, se ¢ tem o mesmo sinal de ¢g, devemos requerer em principio, para que

wg seja real, que |go| > |¢g|. No limite em que |g| — |qol, teremos I = 0 e entao wy = 0.
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Nos dois casos de sinais iguais ou opostos de ¢ e qp, devemos requerer que o sinal de
Ieln(l—q/q)/q+ (290 — q)/q% sejam os mesmos.
Uma aproximacao simples para esta equagao seria considerar wy no limite ¢ — 0, de

modo que
2 1
g = I(% - —) . (A.14)

Para que a frequéncia wy seja positiva, I e gy devem satisfazer um dos quatro casos abaixo,

>0 , qo >0 , q()>(1d/\/§7
I>0 , <0 . —q/V2<q.
I<0 , ¢@>0 @ < qa/V?2,
I<0 . <0 , q<-—q/V2.

A carga de equilibrio ¢y = eZ; é a carga média dos graos de poeira quando I = 0. Da

condi¢ao de neutralidade (5.37) e (A.11),

Zo = 71 (ﬂ - 1) . (A.15)
ue

Ng

No que segue, procedemos com os célculos das susceptibilidades lineares. Com o vetor

de onda na diregao paralela a direcao 2z, como no Apéndice A, temos que |k| = k. = k| = k.
¢n) =1+ x(n)
0f,/0 o
_1+_Z%/ JolOw _ _ . / vuf»
w — k| + iw, mo v2 v — (w+iw,)/k

4 v q5 / u”fg
=l+==) — u :
0w}~ mg uv? u — (2 +1i2,) /0

1 w22 wpe Ui/ 1 w2 o9 ue v’
=1 — _ps__ = d I -1 - po /d
+£220: w? \/7_ru§/ i u — (2 +1iz,) /0 + ZU: w? \/mu2 u—C(y
- 1_'_2 2 62 +CJZ<<J)) ) <A16)

onde
2

z+1iz, 1 o e ¥
G = 2 =g [ an
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Também

A ¢ 2 v fa
’(/J(Il) ]{32 /d md’l}s/dv v||—(w+z'wd)/k

_Amo? Q/dZZ_2 2 /du ) fa(Z, u)
uj

2w mg uZv? — (z+1izq) /0

1 4me’ngg 2 1 _(ZZp)? oo upe vl
== dZ VAT / duy ———
2 wimy TZgudw ) e u — (24 izq) /¢

i 21 (f Zg+\rzd)(1+¢d2<<d>)=ZPSW(1+@Z<@)>a

- w2 Cui T2\ 2 Z3 2 ?u?
(A.17)
onde
ArZ2e’*n z+1z
wf)d = - @ ) Cd - d
my Eud

Continuando,

4m qa

_ Jo
x00) = g3 0, /dv v — (W +iws) /K

wh, 1 fs w e Ui/
= /du - = — duH -
w2 (2ngg u— (24 i2,) /0 w2 Cug /T ) u — (2 +1i2,) /0

w2 1
- 2 Pu. Z((,) (A.18)
_ _4_7Te_ q — Qo) fa
dn(n) = o / dq q / e

Amo? ¢ 2 1 A
L /dZ 2(7 — ZO)/d falZ,u)
u|

w2 mg * Z22w, 0 —(z+1izq) /0

1wl 2 1 1 /°° =) /OO eu’ /g
=K az Z(Z — Z, z d
0?2 w2 Z272 \/TZg\/Tug ( oe o 4 uy — (24 izq) /¢

1wl 2 1 1 (7, ) )
N L e —— . A 772 _ 7.7 7
2 wz ZCQlZg \/7_TZd ud( 2 d \/E 40 \/E 420 (Cd)

1wy 1

=77t P, Z((y) (A.19)

Para o calculo de py, pas, (1o € (oo utilizamos € na aproximagao (A.3). De (4.20) e

(A.3), temos

47T m IOo / a
pgl)(n) =12 q—"—d— /dvdq fd/dv Qp(v—v ,a)(gn . k)fa (A.20)

€2 my ng

78



uv qt my 3. MUk 1
= d ?m—?,(&T i W;%g n_d/dqu fd(v,q)/dv'

vﬁ) dfe(v')/Ov]
v — (w+iwg) /K

,U/

(27r)3(1 - o', exp <i/<;a

a? 2 my Y| dfs(v')/0v
=1—=vk Y —o— /dv’v’l exp <ik:a—/) - ,
- o v ) )= (Wt wo) [k

!/
= —’i&g—Qv—zv ﬁﬂ—Q v /du’u/ exp Z'Egﬂ U fo (W)
we w2 — €* Mg upv? : + u ) ul = (24 12) /¢

[

2,3 2 / /
NG 2 o U fo(w)
= 3 /du u, exp (zfgul Uﬂ By

[o¢] o0
= —j——= -2 — 27 dulul/ du
3 3 2 2 / l

U w? —~ /r u € my u; 0 .

-4 Ul (z+iz,)/0 \ -4
us ﬁ —_— 1 ug
XU e exp(zgu)< +u||—(z+iza)/€ e

Se o produto ka = {g é suficientemente pequeno, podemos considerar a aproximacao

2 2 9 2

U Loup gy . u| g? Yy
lg— | ~1+ilg— — —— =1+ — A.21
exp(zgu) THe 2 u? +Zg(uiJruﬁ)l/Q 2 ul +uf’ ( )

de modo que
2,3 2 0o [e%)
(1) . g~ v, Ng 45 Mq 2 3

P1 (n) = —ij—f : \/7_r3u§?m—o—u—227ruo/0 dUJ_UJ_ /_OO dU“ <A22)

2
—u ~ Y| Ly Y G\
XU, e L<1+z€g — 1+ e |
(ui + uﬁ)l/Q 2 ui + uﬁ u) — G
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g* v N qima 2 4
—i7 R R AL
w3 VUl €2 My u
[e's) 00 o, CU i
X duu dujuy e "L 1+ e
0 —eo u = G

0 e’} u2 e—ui U” C 9
+i£g/ dul/ du L ( ? )e “I
0 B (1hL1&/7vLﬁ>1/2 Juy \wj — G
£2 2/ / ui ( Co ) B 2)
du du 1+ e Yl

. ” 1+ u? Juf u| = Go

- gv Ny 5 mq 2

<(vr+ Ve z(c)

1 0 0o 81/2€fsuﬁ , Co’ 2
+l€g§/0 ds/oodu” <1+8)1/2u” e Yl

u| = Go
gz 2 gl/2suf ; B
/ ds/ duy, | ||3(1+ ¢ )e u2)
— (o
g_Q'U_i’ Ng qz mq 2

3

1 2mu
3 3 2 2 o

l w? — /T ud €% Mg ug

T s1/2¢=5u
X (Z (1+¢2(¢)) +ilg= / ds/ duy i )1/2 (u” + Couy + e
+2€g— / ds/ du” )P = Ca

62 2 1/2 —su
/ ds/ du” |u|||3e
62 2 gl/2e7 54 2
_—ga/ dS/ du” %Ou”(m +CJ) +sgn(u|‘)C <1+ o ))e |I)

U = Go

2,3
_ g Ne 5 ma 2

f w3 \/_3u3 e my u?
g

. G (VT e VT
><<Z(1+CJZ(CJ))+Z£9 /0 ds (1+s)1/2(2(s+1)3/2+C”(s+1)”2>

3

— 21U
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su —u

+’L€g—/ ds/ duy 1+s e

g d s1/2 1
A L+ s(1+s)?

_6292 /oods 81/2 CO'
4 7 J, 1+s\1+s

62 2 00 o] 1/2 fsuﬁ —uj
——gcgl ds du| Lsgn(u”) ¢ )
4 0 o 1+s u) — Gy
_ PN Mo GoMa 2, s

w3 \/_ ud e my u? 7

il T VT f 5'/2
X(Z(1+CUZ(CO)) Py - CPCT +wgcaz7+ it 5 | s T

(1—1—5)uH
+’L€g—/ ds/ duy 1+s R

22 5172 g~ (Fs)u
——Cs d d
4 /0 S/_oo “ Ty T uj = Go )

Com relacao as trés tltimas integrais em (A.22) devemos fazer algumas consideragoes.

A primeira integral é dada por 2(y/s — arctan /s) e diverge no infinito, que é o limite
superior. Mas podemos tentar regulariza-la com um limite superior finito. Se fizermos o
limite superior s, = 1, onde n > 0, estamos considerando, dado que a variavel s é definida
por s = ui/uﬁ, que u, como funcao de u| varre a regiao entre areta u; =0eu; = n\u”\,

excluindo o cone em que u; > n|uy|. Nessa aproximacao, obtemos

n 81/2
/ ds = 2(\/7_) — arctan \/7_)) .
0

1+s

E possivel que o crescimento da integral com 7 esteja relacionado com alguma instabilidade
associada a direcao do vetor velocidade das particulas incidentes num grao de poeira em
relacao ao eixo de propagacao das ondas. Matematicamente vemos isto como consequéncia
da equagao (A.3).

A integral em s para as duas outras integrais, também dependerd da integragao em
u), e depois podemos utilizar o mesmo procedimento de regularizacao para as integrais

em s que resultarem divergentes.
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Para a integracao em wu) dos ultimos dois termos em (A.22), fazemos a substituicao

up — uy/(1+ s)¥2, de modo que

%) —(1+s)u? 0 —uj e —ui
/ ; e i 1 / p e / d e 'l
U = u - Y
o =G )2 T /) P =G s ey = G

=VrZ(()

onde Z(({) é a fungao de dispersao e
=01+ 3)1/2§0 .

Para a tultima integral em (A.22) temos

2

/oo J ( )e(lJrS) I 1 /oo p ( U” ) e (i
uy sgnlu = Uy Sgn
e =G () TN )2 Sy [T+ ) = G

o) efuﬁ
= / duy sgn ()

.- uy — ¢
0 —uf 0o —uf

= —/ du” ¢ . —|—/ du” ¢ "

—o0 U — 6o 0 U — 6o

0 —ut oo —u2

e

:—2/ du +ﬁZC§ :2/ du +ﬁZC§
I B (G)=2] e (&

= 2lim VT Z(v, —C) + VT Z(CE)

onde Z(v,() é a fungao de dispersao incompleta [35], definida por

Z(v,¢) = % / dt :: ;- (A.23)

A funcao de dispersao Z(() corresponde ao limite lim,_, ., Z(v,().

Substituindo as integrais em (A.22),

2.3 2
v Ne G5 Mg 2 3

W) = ;L Y% 9o Td 2
py (n) = P S g i 2mu;, (A.24)

. (ga +G2(G) — Potes — g z’ﬂg@%? +ilgC3v/ (/i — arctan /)
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1/2 1/2

+ilg ”\F/ ds 1+8)1/ZZ(§) g;,fhm " ds 13

v—0
242 o0 1/2
——g(,\/%/ ds =
0

1+s

Z<<;>) .
A integracao em velocidade de po, é similar a de p;, diferindo (A.20) pelo operador

hO’

n’

e
a? V- ey vy f-(v))
1— v ’ 1 _|| o
X2 e (2 %/) v — (W + iwe) /K
a’ gz mg Y fo(v')
_ L pde [ gy -l o
Zk}Q GQmJ/ VU, eXp (Z avl)vf|_(w+iwa)/k3

4

2

A’ v, ¢t mg ng > i _4 uy o w2
=j——Z— 27 duju, dujuy e w3 exp | ilg—
* o 0 - uj|

o u — (2 41z,) /¢

2 2 00 o]
A% V. @5 Mg Ny 2
= j——Z— 2 u du ug duju, e "t
* 0 —

o0

2 2 oo o0 —uf
a Vs G5 Mg Ny 2 oe
— 2 — 2 du ug duju e "L
Ew*e My /T o U — G

2 —u
u? e Ui U e |
+1i 9/ UJ_/ uj| (1+u2 /u”)1/2 |y | ) —

g / / e e )
du du
= I 1+u2l/uﬁu||—g,

av. @Zmg 2 (7 _ﬁ
Tw eQmU\/_< Z(%) + 2€g4 2

=1

1/2

+ilg(2/m(\/n — arctan /i) + ilg "\/_/ ds )

1/2 Z<C8>

T 0202 o0 §1/2 7202
"y QCU___g\/_hm d81_|_8 (v, —C5) — g\/—/

0

() - (a2

83



4 «
(io(n) = k—gz—a<8w3 s )/dv fo/dv’dq (v — V', a)hlk f,

1 .
S A sw%”"” / v f, / dv'dg'
k? n, 2,

a® v e, o df1/0q
1— ka—
e p oL exp (’ %)v; — (w + iwg) [k
,a 4me? q, | (q,—%)fd
= ) d o d /d k —
ka mdqd/ vf/ v'dg'( JuL exp(z av)vf—(w+iwd)/k

=0,

que é zero pela integracao sobre a carga da poeira.

De (4.27),

Z .
W) = I; o (87‘(‘3 i )/dv fa/dv'dq'Qk v—v.,a)(gl k)f,

4 ,
T (g3 ""” / v f, / av'dg’
k2 Ne my

2 V’-ev) 2ol q 8fd/8v|/|
" V] exp ZCLU vl/‘_(w+in)/k

47T qs 3 MUy /
= —— d dv'dq
k% n, <8 w2 )md/ Vfa/ veq

a’® U|/‘ ( U”) q 8ch/8v|,|
— ka— ) — ,
v — (W + iwa) /K

4T qy 3; nevk\ a®> 1 2 / / o
=———| 87 — « [ du f, [ du'dZ
k% n, ( w2, ) (27)3 mg uZv? v uf "

x(1— 1;” Ju, cos <€gu”) ” Z(/ uhf.d
l

— (2 +izq) /L

24T gy ny 1 2 1
=W ST, YA/ 2
ia* k ng w2, mqu3 \/_Zd( )3/2 3V 20 d( )3/2 5 ( )

2 7,2
I o—u'? fuZ

2 .2,,2
X/dui “L/dun 6“2/“3/du1 ul/du’(l _ u_h)m(l 1 By )t
O S =
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2

. ZCL VU 4o wpd 8

0 L W2 53
lw, 7 eZywl, ujuim

/ 2 2.2 e
X /dUL U/J‘/du” 6_u2/ug'/du/l ul/du, (1 J— ﬂ)U/L(l _1 g g u” ) II
I u 2uf +uf up — (2 +iza) /0

2 2

_ 'ia U*n 4o pd 8 2
— Tt o
0w, eZow2 ud7r

_u/2

/ 2 2,92 ! —u?
i w ;o o ug U 1 Lgouy e e
faurun faneted fas o fai B S . v

2 2
o ’la Uy 4o wpd 8
2 T oo
0w, eZowpUudﬂ

, s o , 1 €2g2uﬁ uhe‘“ﬂf”ii2
X [ du, u duy e "Le Ml [ du', u dulu, (1 —=

/2

20, . 8 1 Y
:—za—v—n o pd <7T /duh( i + Ca ? )

lw, eZyw?, udﬂ 42 — (4

1,1 [ s i
2 2 S (s+1)u ! e
_§€ g 5/0 d81+s/du” |u|||e —/du”( ” i / Cd))

a? v, o id 8 w1
= Us
42

_152921 /OOO ds(l fs)?’ %\/%(1 + CdZ(Cd)))

SVl +GaZ(Ca))

2 2.2
0, e e (1 . %) VAL + GZ(G) -
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Apendice B

Termos das expansées de N e NY

Os trés primeiros termos da série (3.39) sao
k
Ng(l) = l((gﬁ : E)En + thg)fa 5
k k
NP = "/dk NI B, — (NGO LB,
n 7/g11 1 n—mnmj kl 1 n—mnmjp kl 1

vt [ iy (52,850, - (B2,870,))

k k
— igﬁ/dnl /dn2 o(n—mny — n2)<Ng2(1) . k_iEnl — <N32(1) . k_iEn1>)

i [t ) (52,050~ )

=~ [y [anastn =i no)( (g7 2 ) (g8, ) (B B — (i)

k
(ot 2 )0 (5 7, — (B E2Y) )

ko

- [ [ anaam - o) (15 (5, ) (52, B~ (B2, )
2

Thghg, (ES BS, — (B, EK2>))fa :

oy o k/ o kl <10 o o o o
N =i f (N (N2 ) ) (2 (ET)
= —igg/dn’/dnl /dl’lg d(n—n' —n; —ny)
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(5 (1 (2, 2) (B2, B — (B2, )+ 5, (B3, 7, — (B B2 ) o

k [ea [ea loa loa loa g kl
n—n’ (ggu ’ k_j) (Equnz - <E311En2>) + hnfn’hrm (EmEnz - <E E >)>f0 : E n’

ki\ /., k K
(w32 ) (822 ) (B s = (B B ) -
k k'
(80w 2 (B 7, — (B B2 1) - e
ki ko k'’
- a—n’ T oy T n; &ny, — n; En o |- _En’
(e ) (88 2) (B — (BB ) 3
k k’
+( gg—n’ ’ k_i)th (En1Egg - <En1Egg>)fa) : ?En’) >)
fih‘r’l/dn'/dnl/dng d(n—n' —n; —ny)
k k
X (Eg’ ((gﬁ—n’ : k_i) (ggg . k_j) (En1 En2 - <En1En2>)fa)
+Eg’ ((gn—n’ : k_l) th (En1 Eng - <En1En2>)f0))
k k
_<EK’ ((ggn’ : k_I) (ggz : k_j) (El‘llEnz - <En1En2>)fU)
+En’ 8n-—n’" k_l hn2 (En1 E“2 - <En1 Eﬂ2>)f‘7
figfl/dn’/dnl /dng d(n—n' —n; —ny)

n;—nz

n;—na

fihfl/dn’/dnl/dng d(n—n' —n; —ny)

ko

k o o [ nled o o k'
n—n’ (ggz : k_j) (E:L En2 - <E1<:1 En2>) + hnfn’hnz (En1 Eb2 - <E E >))f‘7 ’ ?En,

)

k o o o o [oa
<Eg, <hﬁn/ <gg2 . k_j) (EJ En, — (EZ En,)) +hG_nwhl, (ES ES, — <En1En2>)>fg>)

= —igﬁ/dn3/dn1 /dl’l2 d(n—nz —n; —ny)
o K (gr ke En,En,E
X gn—n3 ! k_l Zn, ° k_g (EﬂlEanna - <En1En2>Eﬂ3 - < n; ~ng n3>)

Kk i k
+ (gz_ng : k—i)hzz (Eny EZ, Eng — (En, B, ) Eng + <EmEn2En3>)> =,

e
—ihﬁ/dn3/dn1/dn2 0(n—mnz —n; —ny)

ki\/ ., k
X ((En1 El’l2Egg - <E1'11E1'12>Eg3 - <En1 En2E33>) <gg—n3 ! k_i) (gng ' k_i)

ky

ni~ny

o o o k o o
+EI('713 <gz—l‘13 ’ k/,_1>hfl2 (Enl Egz - <En1 En2>) + <En3 <gl‘l—l‘13 ’ _1>hn2E E >)f‘7

k1
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—igg/dn3/dn1 /dl’l2 0(n—mnz —n; —ny)
X hnfns 8n, - k;_2 (EnlE“2 o <En1E“2>) + hn*nshnz (EnlEm B <En1En2>) fo -7~ Eny
k k
(e (8 2 ) (B2, ) 4 1 (B2, ) fo - ) )
—ihﬁ/dn3/dn1 /dl’l2 0(n—mnz —n; —ny)
g [ea g k g g g g g g g g
X <En3 (hnng (grm ’ k_j) (EnlE“2 - <EH1E“2>) + hn*nshnz (EﬂlEnz - <Eﬂ1En2>)>f‘7

o o o k o o o o o
<En3 (hnns <gnz ’ k/’_z> (EnlEm) + hnfnshm (EmEnz)) f0>) :

Para N¢ temos
- k
N = i B fa + z’(gﬁ : E)Enfd,

N§<2> = ihﬁ/dnl /dngé(n —n; — ng)(Enlefgl) — (EnlNg§1)>)

k k
gl / dny / dnod(n — ny — ) (Nggw LN <Ng§1> . k_lEn>)
1 1

= —nd / dn; / dnsd(n —ny — 12) (En, he, Bu, fa — (Bn, he, Eu, f4))

. k . k
fgﬁ/dnl /dngé(n —1n; —ny) (hqunzfd . k—iEnl - <hﬁ2En2fd . —1En1>)

k1
d - . ko - . ko
7hn dn1 dn25(n —1n; — IIQ) En1 gn2 . /{3_2 Eand — <En1 gn2 . /{3_2 Eand>
k k k k
7gﬁ/dn1 /dIIQ(S(Il - n2) g:llz — Engfd ’ _1Eﬂ1 - gﬁg =2 Enzfd : _1En1
ko k1 ko k1

= f/dnl /dngé(n —n; — ng)hﬁhfl12 (En1En2 — <E‘n1E'n2>)fd
d ki d N N
— [ dny [ dnyd(n —n; —ny)|( g5 - o ha, (EnZEnl — <En2En1>)fd
1
~ ~ d d k2
— [ dny [ dn2d(n—ny —ns)(En, En, — (B, Bny)) by ( 84, - 7 ) fa

,/dnl/dngé(nfnl nz)(gg.%) (ggz . l]:—j)(En Eny — (BayEny)) fa ;

N — jpd / dn' (B Ny = (B Na©)))

. k'’ k'
+igh [ an <N;f<2,1, L <Ng<2,z, X >)
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= —ihﬁ/dng/dnl/dngé(n—n3 —n; —no)

(E hﬁ nshzg (EﬂlEnz - <EH1EH2>) <Eﬂ3hi nghiQ (EnlEnz - <EH1EH2>)>)fd

—ihﬁ/dng/dnl/dngé(n—ng—n1 —1ny)

“ k . . k . .
X (Ens (ging ’ ki)hd ( E ny <En1En2>) - <En3 (gins ’ kl)hd ( En2 - <En1En2>)>)fd
fzgn/dng/dnl/dngé n—ns—n;—ng)
. . PO k
X (hﬁ e, (Boy Bny — (En Eyy)) - kiE <hg e, (BnyBny — (En, En,)) - k_ZEn>) fa
figfi/dng/dnl /dngé(nf ng —nj; —no)
k . . k k . . k
X ((gﬁng'k_l)hfu (En1En2_<En1En2>)'k_3En3_< (gi ns kl)hd ( n; En2_<En1En2>)'k_3En3>)fd
1 3 3
fihﬁ/dng/dnl/dngé(nfng —1n; —ny)
. k . k
(Bl (B (s, 2 ) B — (B (s, 22 ) )
2 2
. . k . k
_<En3hin3 (El‘ll (g;ilQ : k_2)En2 - <En1 (g;ilQ : k_Q)En2>)>)fd
2
fihﬁ/dng/dnl/dngé(nfng —1n; —ny)
. k k
X (Ens (gz—ng : k_l) (gﬁZ . k_Q) (Ern En2 - <En1 En2>)
1 2
. k k
_<En3 (ging ’ k_l) (giQ ’ k_2) (ErnEnz - <En1En2>)>)fd
1 2
figﬁ/dng/dnl/dngé(nf ng —nj — no)
(hn ns( (gnz k ) <En1 (gn2 k2)En2>) kg En3
> k k
(8B (8, 32 ) B = (o (8,32 ) ) 2B ) )
figﬁ/dng/ / dnsd(n —ng —ny; — ny)
(e B

d .
k k k
_<(gin3 : k_I) (giz : k_j) (En1En2 - <En1En2>) ) k_iEn3>)fd

) ng - El‘llEl‘l2>) : _El‘ls
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. (hﬁEnS (

X (gi : l]:_z) (hznshfu (EnlEl‘l2El‘13 - <EH1EH2>EHS) - <hin3hi2EA1

X (Eny En, En,

k . .
X <gg . /?2) (En, EnyEny — (En, En, )Eny — (En, Eny Eny ) he

K
x<gﬁ._3

k3

he By, hd

gnfl’lg : k_l

d ky

gnfl’lg : k_l

) (e

= —i/dn3/dn1/dn26(n—n3 —1n; —ny)

—i/dn3/dn1/dn26(n—n3 —1n; —ny)

d ky 3

)hiQ (El‘llEl‘l2 - <EH1EH2>) - <hiEn3 (gins

7i/dn3/dn1/dn25(n7n3 —n; —ny)

7i/dn3/dn1/dn25(n7n3 —n; —ny)

)hﬁ2 (En, Eny Eny — (En, En

2)Eng) — <(gﬁn3 -

7i/dn3/dn1/dn25(n7n3 —1n; —ny)

n—ns

X (En, Bny Eng — (Eny Eny ) Eny — (En, By Eng ))heRE (gd

7i/dn3/dn1/dn25(n7n3 —n; —ny)

—i/dn3/dn1/dn26(n—n3 —1n; —ny)

n—ng

—i/dn3/dn1/dn26(n—n3 —n; —ny)

k k
: k_i) (gldlg : k_i) (En1En2En3 - <En1 En2>En3 - <En1En2En3>)fd .
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1
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nlEngEn3>)fd

k .
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k1
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Apendice C

Calculo da correlacao
(EnyEngE_ (1 4ny)) € do termo nao

linear NL1

Primeiramente consideramos as expansoes de Ng e N¢ até segunda ordem,

N7 = (gn I;)E fg—i—zh”Ede /dnl/dng d(n—mn; —ny)
<(gn l,j) (g;‘u : f)(EmEm = (Bu, Bn,)) + <gn-l,: >h” (En, By, — (Bn, Ep, )

+hg( g2~l;2)(EdE — (B2 En,)) + hihg, (BL EL — <E§1Eﬁ2>)>fo (C.1)

'Lh Enfd + 'Lgnfd /dn1 /dn26 1’1 —n; — 1’12)
X ky . .
(hihiZ( nlEn2 N <En1En2>) + <gn. k1 )hd ( nyLn, — <En2En1>)
+ (EnlEnZ - <En1En2>)hn (gldlg ’ %)

b (et ) (2 ) (B~ (Bna) ) (C2)

Inserindo estas solugoes de segunda ordem (C.1) e (C.2) em (3.30), obtemos

En” ( ( /// “r’l/) /// le /// Ea ’L/J(l( ///) " (C3)

b5 (D BB~ (B Br)) + NS (BB~ (B )

n’+n’’ =n’"
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+Z X<2> B, B — (EZ Enr) +Z X<2> ES,EZ, — (ES, E;;N>)>

b Y (U B — (B B) + 0§ (B B — (B )

n’+n’” =n’"
+05” (B Bwr = B B)) + 07 (B B — <E“”E“’>)) '

Fazendo sucessivamente n” = nj, na e —(n; + ny), e multiplicando o resultado pela direita pelos

outros campos e fazendo a média, obtemos os termos apropriados para construir a correlacao tripla,
<El‘11 EH2E*(H1+H2)> (6(1’11) + ’lb(l’ll))

1 ~
= ZX 1’11 EnlEl‘IZE*(nlJrru > + 1/1§ )(n1)<En1En2E*(ﬂ1+n2)>

=+ Z <X§2) (<EU/EU//EUZE—(D1+H2)> - <EUIEU//><EUZE—(D1+D2)>)

n’+n’ =n;

4 ZX(Q) En/Eg//Enz E_(n1+n2)> <En’En”><En2 E_(n1+n2)>)

=+ ZX(Q) n//EngE—(n1+n2)> - <EK’EU//><EUZE—(H1+HQ)>)
+ Zxéff) EU En”Ean*(rqunz)) <E En”><En2E(n1+n2)>))

+ Y (i”(<En/En~En2E_<m+n2>><En/En~><En2E_<m+n2>>>

n’+n’"=n;
+7/)£2) (<En”En’En2E—(n1+n2)> - <En”En’><Enz E—(n1+n2)>)

9 . .
Jﬂ/}é )(<En/En”En2E—(n1+nz)> - <En’En”><En2E—(n1+n2)>)

+w1(12)((En”En'En2E*(n1+n2)> - <E1‘1”El‘l/><En2E(n1+n2)>)) 5 (04)
(Bny Bny B_(n,4n,)) (e(n2) + ¥(n2)) (C.5)
= Z X5y (02)(BS, Ba, B_(ny+n)) + 93 (02) (B, By B—(ny 1 ny))

=+ Z <X§2) (<En’En”EnlE—(n1+n2)> - <EU'EU”><EUIE—(D1+D2)>)
n’+n’ =ns

=+ Z Xg2a') (<EU’E3”EUIE—(D1+H2)> <E En”><En1E—(n1+n2)>)

+ 3 X8 (B B Bny B—(ny 02)) — (B Bor ) (B, B—(ny 02)))

+ZX4(120) Eg Eg”E E_ (n1+n2)> <E En”><En1E(n1+n2)>))
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+ Y (i”(<En/En~EmE_<m+n2>><En/En~><EmE_<m+n2>>>

n’+n’ =ns
+1/)52) (<Eﬂ’/Eﬂ/Eﬂ1E—(n1+n2)> - <En”Eﬂ’><En1 E—(l‘l1+n2)>)

7/}(2) (<En/En”En1 E_ (ny +l‘l2)> <En’ Enr > <En1 E—(m +n2) >)

+wz(12) ((En” En’ En1 Ef(n1+n2)> - <En”En/><En1 E(n1+n2)>)) 5

<E—(n1+n2)En1 En2>(€(7(n1 + n2)) + 'l/)(*(nl + ng)))

o 1 7
= Z X (— (01 +12) (B o By Eny) + 08 (0)(E_ (1, 415) By By

S ( D (B B Ey Eng) — (Bt Eu )y Eny))

n’+n’’=—(n;+ns)

+ZX(2) En/En//E E > <En/En//><En1En2>)

+ Z X ((ES) Eny B,y Bny) — (B3 Bqrr ) (Eny Bn,))
+sz(l?7) (<EK’EK”EH1EH2> <Ea Eg”><En1En2>))

+ Z ( i (<En’ En” En, En,) — <En’ En”><En1Enz>)

n’+n’=—(n;+ns)

JF?/)(Q) (< n”En/Em En2> - <En//En’ > <En1 Enz >)

+7/)§2) (<En/En//En1 Enz> - <En’ Enr > <En1 En2 >)

1/}(2) (< n”En/Enl En2> - <En”En/><En1 En2>)) .

De (C.4), (C.5) e (C.6),

3<En1Ean—(n1+n2)>

(1) @
_y et g )
=2 a5 ot B B Eoinn) + s (B B By )
1
) m<x§2>(<En/En~En2E_(nl+n2)><En/En,,><En2E_(nl )

n’+n’"=n;

+ Z X(Q) En/ Eg// Enz E_ (n1+nz) > <E“/ El‘l” > <En2 E_ (n1+n2) >)

=+ Z X(Q) n//EngE—(n1+n2)> - <Eg’En//><En2E—(n1+n2)>)

+ZX4(120) EU En”Eﬂ2E (n1+n2)> <E En”><Eﬂ2E (n1+nz)>))
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1 (2) o
+ s En/En”En E ni+no En/En” En E_ ni+nso >
n/+nZ:n1 e(ny) +¢¥(ny) ( (< Bt = e )

+1/)£2) (<En” En’ En2 E—(rn +n2)> o <En”En/ > <En2 E—(n1+n2)>)
1/}(2) (<En/ En”Erm E_ (ny +n2)> <Eﬂ/ Enr > <Eﬂ2 E—(nl +n2) >)

+1/J£(12) (<En//En/En2 E,(n1+n2)> - <En“ En/><En2 E(n1+“2)>))

(1) (1)
Xlo’(nQ) o 1 (nQ) ”
—+ 7En En E_ ni+ns, +7En En E_ ni+ns
2 Tag) 7w e o Bmtmem) & 3y B B B )
1 (2)
En’En”EnlE— ni+n - En’En” En1 E_ n;+n
+ E e(n2) + ¥ (n) (X1 (< (n1+ 2)> < >< (n1+ 2)>)

n’+n’ =ns

+ Z Xgi) (<EanguEn1 E*(n1+n2)> <En'En”><E“1 E*(“1+“2)>)

+ > X5 (B Bar Bn, B—(ny+n0)) = (B Bnr ){ By B_(n, 4n0)))
+ Z X (B By Bay B— (ny 1)) — (B3 En”><E“1E(“1+“2)>))

1 ) LB
+ - - En/En//En E_ ni+no, En B ) (En, B ni n2>
B/E_me(m)w(m)( ! 2 B )

+w£2) (<En” En’ En1 E*(n1+n2)> - <EA1n” En/ > <En1 Ei(nl+n2)>)
—|—1/]§2) (<En’ En” En1 Ef(n1+n2)> — <En’ En//> <En1 Ef(nl +nsy) >)

+1/}§2) (<En//En/En1 E—(n1+n2)> - <En//En/><En1 E—(n1+n2)>))

X5 (— (01 + ny)) -
JFZ —(n1 +ny)) +Y(—(n; +ny)) <E*(“1+ﬂ2)EnlEn2>

1 (m)
Jre(—(n1 +1n3)) +¥(—(n; +ng))

<E_(n1+n2)En1 En2>

1
+ Z e(—(nl +1’12)) +’¢J(_(n1 —i—l’lg))

n’4+n’=—(n;+ns)
X ( 2 (<En’En”En1 En2> <En,En”><En1 En2>)

+ ZX(2) En’Eg”En1En2> <E“/El‘l”><En1En2>)

+ZX(2) n”En1En2> <Eg/En//><En1En2>)

+ZX n’ n”EnlEn2> <E En”><Eﬂ1Eﬂ2>))
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1
+ Z e(—(n1 +1n2)) +9(—(n; +n2))

n/4n’=—(n;+ns)

><(w¥>«ﬁaféa~ﬂhlEn»-—<Enzaf»<EnlEnﬁ)
+ 0 ((Enr Bas Eny Eny) — (Enr B ) (Eny Ba,))
+US2 (B Ex Bny Bny) = (Bot B ) (B, En,))

+00$? ((Enr Bxs Eny Eny) — <En~En/><En1En2>)) .

Eliminando as correlages quiadruplas em termos de (4.6),

3<En1En2E—(l‘l1+n2)> (08)

(1) (1)
= )(107(1,11) a 1#17(1’11) ~
— Z g(nl) + ’l/)(nl) <En1En2E7(n1+n2)> + e(nl) T ’l/)(nl) <En1En2E7(n1+n2)>

1 (2)
+ B Bay ) Bar By ima)) + (Bt B (ny 4n) ) (B B
n’+nZ:n1 6(n1)+¢(n1) ( (< 2>< ( )> < ( )>< 2>)

2 o
+ZWEwwmamm<mmmm%%m

E 2 o
+ X( ) n <En”E—(n1+l‘l2)> + <En’E—(n1+n2)><En”En2>)
+ E X nz <E nE_ (n1+n2)> <E1<:’E—(l‘l1+n2)><EK”EU2>))
1 @)/ f . . .
Y B En) B B orims)) + (Bt B o o) (B B,
! e(n1>+w(n1)( © (B By ) (B By na)) + (B B (1)) )

n’+n’"=n;
9 N
+7/’( ) (< n’ Enz > <En’ E—(m +n2)> =+ <En”E—(n1 +ns) > <En/Enz >)

2/, A .
+7/{£, )(<E“/E“2><E“”E—(n1+n2)> + <EH/E—(n1+n2)><En”Enz>)

+04” (B Bng){ o B— (ny ) + <En~E<m+nz>><E“’E“2>))

+ZM(E"E E_ >+M<EA BB >
o e(n2) +¢(nz) "~ " m e (nan) €(n2) + ¥ (nz) nz &n; H—(ni+nz)
I S Gc)
+ Z 6(1’12) —|— ’(p(n2) ( (<En/En1><En//E—(n1+n2)> + <En/E_(n1+n2)><En//Enl>)

n’4+n’’=ny

2 o
+Z%>m&ﬂwawm>mwmmmmﬂm

2 o
+ZX( ) n <En”E—(n1+l‘l2)> + <En’E—(n1+n2)><En”En1>)

+ZX l‘11 <E nE_ (n1+n2)>+<EK’E(n1+n2)><Eg”En1>))
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1 (2) ~
+ N 7~ En/En En”E— n;+ns En/E n;+ns n”En
2 vt (A B B+ Bt ) B o)

9 N N

+7/’£ )(<<En”En1><En’E—(n1+n2)> =+ <En”E—(n1+n2)><En’ En1>)
9 N .

+95” ((Ew En, B B—(ny 1)) + (Bnr E—(ny 1n)) (En By )

057 (o Eny B/ By 1ng)) + (Bar E<m+n2>><En/Em>))

X5 (— (01 + ny)) g
JFZ —(n1 +ny)) +Y(—(n; +ny)) <E_(n1+n2)E“1En2>

Y (n)
e ) + o (—(m +m2)

<E—(n1+n2)En1 En2>

1
+ Z e(—(nl +1’12)) +’¢J(_(n1 —i—l’lg))

n’+n’=—(ni+nz)

X < (2) ((BEw En, ){(En Eny) + (Ex Eny ) (Enr Ex,))

+ZX (B Bny Y(ES Bny) + (B Eny (B Fn, )

+ Z X306 <En”En2> + <E3’En2><El‘l”En1>)

+ Z X ((ES Bay)(EZ Buy) + (B Eny ) (B3 En, >))

1
+ Z e(—(nl +1’12)) +’¢J(_(n1 —i—l’lg))

n/+4n”=—(n;+nz)

x < B (B Bay){(Enr Eny) + (Ens Eny ) (Enr Eny )
+ 08 (B By ) (B Eny) + (Buo Eny ) (Bx B, )
+ 082 (B By ) (Bar Eny) + (Ens Eny ) (Eni Eny )

+1/14(12) (<En”El‘11><El‘l’En2> + <En”Enz><En’En1>)) :

O lado esquerdo de (C.8) é o que queremos. Se considerarmos que as correlagoes triplas de dife-
rentes campos, como por exemplo (EZE,Fy) e <E‘nEaEb>, sao devidas somente a efeitos de absorcao
de particulas, e que a interagao nao linear onda-onda devida a esses termos é desprezavel em relagao
a correlagdes triplas de campos iguais, como (EaEbEc), (EaEbnEe) ¢ (ESE EZ"), podemos desprezar
aquelas no lado direito de (C.8), visto que elas nao contribuem para a intensidade das ondas. Mesmo
com esta aproximagcao, a equagao (C.8) ainda contém o efeito de absorc¢ao de particulas do plasma pelas

particulas de poeira.
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Da discussao feita no Capitulo 5,

(EaBp) = (E3)0(a+b) =) > T7'6(wa + jiwik,)0(a+b)

a ji=*%
(EaBy) = (E2)5(a+b) Z Z IB”(S (wa +32w2k )é(a+b)
B je==£
(EES) = (ESE7)6(a+b) =Y > L", 6(wa + jswy,, )d(a+b)
v Js=%

P14 >, P20C20
1 - Za p2a§10

XY T 6(wa + 1w, )d(a+ b)

a ji==+

<EaEb> = <EaE—a>6(a + b)

a

(Crep1 + C2e) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepai
(1 - Clepze)(l - Clipzi) - CupzeClepm

XY TS (wa + 1w, )d(a+ b)

a ji==+

(ESEw) = (ESE_q)6(a+b) =

a

(CGrip1 + C2i) (1 = Crepae) + (Crepr + Coe)Crip2e
(1 - Clipzi)(l - Clepze) - C1epzz‘§1ip2e

XY T 6(wa + 1w, )d(a+ b)

a ji==+

(ELEw) = (ELE_a)é(a+b) =

a

Entao, considerando um plasma empoeirado elétron-fon, (C.8) se torna

1
3(Bny Eny E_(myn)) = D e(ny) +9(ny)

n’+n’’=n;

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)

(C.14)

(C.15)

( (Z Z T, ,j16 (W' + fhwd) §(n' + ny) Z Z Ia,,,,jilé(w” —|—ji’wﬁ:”)6(n” — (n1 + ny))

o gi= ir=

+Z Z T 315 (w +j{wf‘1;,)5(n — (n1 + ny) Z Z 72 J15 w’+ji’wf‘l:~)5(n”+n2)>

o’ ] = O(”

(2) o' jy B / (Crepr + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(Z Z oo+ Jietie)O (0 4 m2) (1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

(63 ] =

XD TS 4 i) (0 — (1 +ny))

o’ ]i/::‘:

+Z Z 72 J15 (w —i—j{wf‘l;,)&(n’ — (n1 +ny))

[e% _] =

(Grep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Cripr + C2i)Crep2i
(1 - Clepze)(l - Cupzi) - CupzeClepm

1"
n a// H =+

+x ((Qem + C2e) (1 — C1ip2i) 4 (Crip1 + Coi)Ciepai
(1 - Clep?e)(l - §11p2z) §11p2e<1ep21

n’

X Z Z 7o S(w” +j{’wf‘lz,,)5(n” — (n1 + ny))

o’ H =4
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(Crep1 + Cae) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i

(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

n’

Z Z 7. 315 (w +j{wf‘1;,)5(n’ —(ng + ng))

XZ Z T ,,]15 w’+j{/wf‘l://)5(n”+n2)>

o’ H =+

Z Z T ,]16 (w —|—jlw1k,)6(n’ +n,)

n’ o/ ] —

+x ((Qem + Cae)(1 = Grip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Clep?e)(l - §11p2z) §11p2e<1ep21

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - Clipzeﬁepm'

"

n

X Z Z 729 5w + jiws)d(n” — (01 +ny))

o’ H =+

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i

(1 - §16p2e)(1 - §11p2z) Clzp?eglep% Z, Z I /]16 W +le1k/)6( (nl + n2))

n’

(Grep1 + C2e) (X = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Clepze)(l - Cupzi) - CupzeClepm

Z Z Ia ]15 wl‘i‘j{/WﬁZ,,)é(n”‘i‘nQ))

1"
n al’ ] —

+( esi ))

1 (2)(/)1 + >, p20Co0 o' Lo /
* T oms = 0 5w + flw )50’ +n
Z e(ny) + (n1) ( ! 1—=>", p20Cio Z (W' + J1wiie )3 ( 2)

’ ;
n’+n’’=n; n' o =

P1 + Za pQUCQU
1- Zo’ p20C1U

SN 1w + Wi )8 (0 — (n1 +ms))

1"
n Ot// // =+

p1+ Z P2<7C2<7 o’ j) .l 1
A L ., 0 (W + jiwde )d(n” — (ng +n

1_20/)20@0 n,; Z Jiwik) ( (n; 2))

P1 +Z P20§20 o 51 " -1/ " "

— = Lt O(W" + jlwiir)d(n” 4 ny

Bl ISP L AL TR SLCERN

@) [ P1+ D P20C20 o "

+ — e o, 6 (w” 4 jlw)6(n” +n
1/12 (120/)20(10 n" o jgi ( .71 lk ) ( 2)
X Z Z 7 J15 (w +j{wf‘l;/)5(n’ — (01 + ny))

o’ _] =
P1 +Z p20’C20' o’ §! ’ Q! "
= L., 15w+ wh)o(n” — (n; +n
1_20 p20Clo | - ]Z Jy W) ( (ng 2))
- Z 726 +hwlk,>5(nf+n2))
(2) p1+zgp2a§2a o' j1 Al /
+ AL T 0 (W' + jlwhie )d (n +n
(22 (1Zap2(7§10 n;g J1w e )3 ( 2)

X Z Z 7o S(w” +j{’wf‘lz,,)5(n” — (n1 + ny))

o’ H =+
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p1+ >, P20C20

+
1- Zg pQUChT

Z Z T, 315 (w +j{wf‘1;,)5(n’ — (n1 + ny))

ol

XZ Z T ,,]15 w’+j{/wf‘l://)5(n”+n2)>

ol H =4

n’

(Z Z 7o s (W + j w8 (n” + ny Z Z T ,]16 (w +31w1k,)5( — (n1 +ny))

" H =4

+Z Z 72,75 w'—l—j{’wﬁ:”)é(n — (n1 +ny) Z Z 7o j16 (w +j{wf‘1;,)6(n’+n2)))

!’ ] o i

1

- c(n2) T ¥(n2)

n’4+n’ =ns

(e (2 D B0 i) ) 303 B e — (m v

o ji= =

+Z Z T 315 (w +j1wf‘1;,)5(n — (n; + ny) Z Z Ia,,]lé w’+j{’wf‘l:~)5(n”+n1)>
a/

o’ H =4

(2) a'jy T / (Crepr + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1r + C2i)Ciep2i
(Z Z T O+ Jietie )0 (0 4 ma) (1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

1
[e3 ]— n

X Z Z 7o S(w” +ji’wf‘1:,,)5(n” — (01 + ny))

+Z Z 72 ]15 (w —i—j{w?l;,)&(n’ — (n1 + ny))

[e% _] =

" (Grep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Cripr + C2i)Crep2i
(1 - Clepze)(l - Cupzi) - CupzeClepm

Z Z o9 S(w” +31w1k,,)6(n” +n1))

"
n "o
a'l gl =4

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C24)Crepai 1 ,
+Xx ( (1 = Crepae) (1 — Cripai) — Crip2eCiepai iy azjg iy O(w +31w1k')5(n + Ill)

X Z Z 7o S(w” —|—jfwf‘1:,,)6(n” — (n1 +ny))

ol H =4

(Crepr + C2e) (1 — Cripai) + (Crip1r + C2i)Ciepai

+ (1 - §16p2e)(1 - §11p2z) Clzp?eglep%

> Z I §(w "t jiwii)d(n’ — (ng + ny))

n’

X Z Z Ia jl 6 W " + ji’wﬁ:n)é(n” + nl))

Z Z T, ,jlé (w +]1w1k,)5(n'+n1)

’
n
o ji=%

n (2)<(§1ep1 + C2e) (1 — C1ip2i) 4 (Crip1 + Coi)Ciepai
(1 - Cleer)(l - Clszz) §11p26C1ep21

. (Crep1 + C2e) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2:)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

n’’

XD TS 4 i) (0 — (1 + ny))

al’ ji/:i

99



(Crep1 + Cae) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i

* (1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

n’

Z Z 7. 315 (w +j{wf‘1;,)5(n’ —(ng + ng))

« (Crepr + Coe) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

Z Z 7o S(w” + j{’wf‘{(’/,)é(n” + nl))

7
n a// H =+

Z Z 7 ]15 (w —i—j{w?l;,)&(n’ +n)

’
n o’

1 (2) (m + 4 P20620
+ Z 6(112) + 7/)(112) ( ! 1- ZU p20C1o

n’+n’’=ns

p1+ 2, P20C20

x o o 727 >70 Ia h&w'—l—"’wo‘//,,én"— n; +n
1*20/)20(10 Z 1%k ) ( ( ! 2))

| =
Pt 2 P20620 2 g P20C20 > T2 6(w + jiwiie)(n' — (n1 + o))
1- Zo’ p?agla n’ Jr—
1=
p1+ Za P20 G20 ' 51 1" g1 o "
—_—= - T 15w + j Wi )0 (n” + ny
e S5 S5 (al” + )

2 (P1L+ Zo’ P20 G20 a5 Y/ "

+1y <— LoV 6w + i wde )0 (n” +n

1 _Zo' p2UC10 n” Z 1k ) ( 1)

/]7

30T IS+ i) (0 — (0 + o))

i
+% o S j;i Ia/l/ljy‘s(w” +j{’wf‘1:,,)6(n” — (n1 +n2))
<3 3 B+ et m))

e
+5D (—pffg: - 252 . ZZ Te 7 0( + jwie)d (0 +m)
N ST TS+ i) (n” — (4 ny))
ot =+
*pszz—ppfff 2 Z L6 + fiwiie)d (0’ — (m1 +ma)

[e3 ] =

X Z Z 7o S(w” +jfwf‘l://)5(n” + n1)>
a//

(2)<Z Z 7o 5 w’+j{/wfk// "+ ny Z Z T ,J15 (w +j1w1k,)5( — (n1 +ny))

" H =+

+Z Z Ui w’—l—ji’wﬁzﬁ)é(n — (n1 +ny) Z Z Iajlé (w +j{wf‘1;/)6(n’+n1)>)

Oc”]— al

100



1
+ Z e(—(n1 +1n2)) +9(—(n; +n2))

n’+n”=—(n1+nz)

X <X§2) <Z Z T, 315 (W' + jlwl )8 (n' + 1y Z Z 7o 5w +j{’wf‘l://)5(n” +ny)

o’ H =+

+Z Z T ,315 (W + jiw ) (n + ny Z Z Ia,,]lé w’+j{’wf‘l://)5(n”+n1)>
a/

// ,, :t
(Z Z T, ]16 (w —i—j{wf‘l;,)é(n’ +n;)

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - ClipzeClePQi

Z Z Ia”ji (S(w + _71 wlk//)é(nll + 1’12)
" =

n Oé// 'i/_
+> Z T 5(w’ + jlwse )5 (n + ny)
% _] =

(Crep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

Z Z Ia,/,/ji/é(w” + j{’wﬁ://)é(n” + nl))

7"
n "o
« Jq =4

Z Z o j16 (w —|—j{wﬁ;,)6(n' +ny)

n’ o/ ] —

+x ((Qem + Coe) (1 — C1ip2i) 4 (Crip1 + Coi)Ciepoi
(1 - Clep?e)(l - §11p2z) §11p2e<1ep21

X Z Z Ia 9y 5(w” +jfwf‘1:,,)5(n” + ng)

o’ H =+

(Crepr + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

> Z T2 5(w' + jlwse )5 (n’ + ny)

n’ o’

+

X Z Z I //jl 6 W " +j¥w%l(///)6(n” + nl))

o’ H =+

+x ((Qem + C2e) (1 — C1ip2i) 4 (Crip1 + Coi)Ciepai
(1 - Clep?e)(l - §11p2z) §11p2e<1ep21

Z Z 7 j16 (w —|—jiwﬁ;,)6(n' +ny)

n’ o’ .

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C24i)Crep2i
(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - ClipzeClePQi

Z Z 72,7 S(w” +31w1k,,)5(n” +ny)
frm

" .
n !’ i/ —

Z Z T ,jlé (w +j1w1k/)5(n’ +ny)

’
n
o’ ]1_

> 729 5( w’+j{’wf‘1:,,)5(n”+n1))

1
n Ot” H =+

(Crepr + Cae) (1 = Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

+

« (Crepr + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

1
+ Z e(—(nl +1’12)) +’¢J(_(n1 —i—l’lg))

n’4+n’=—(n;+ns)

101



> Z T8 5(w' + jlws)d(n +n)

’
n o’

« ( (2) </)1 + >, p20C20
! 1- Za p20C1U

P14 >y P20C20

1-04 Jl 5 CL) " + j//wa”// 5 n” + n
1-— Za p20€10' Z 1ok ) ( 2)

n’ _
a'l gy

! + >, p20C20
1 - Za p20<10

Z Z T, ]16 (w —i—j{wf‘l;,)é(n’ +ny)

’
n o’

Z Iaujifé(w i w1k”)6(nn + nl))

"
n "o
« J1 =+

i + >, p20Cao
1 - ZU p20<10

p1+ D, P20C20

2) j : o'’ j] 1 1, o 1z
+ — I 1 (S w + W )0 (n +n
1/12 ( 1— ZU /720410 J1 Wik ) ( 1)

"
n al’ —
]

X Z Z 7 J15 (w —l—j{wf‘l;/)é(n’—i—ng)

% _] =

P14 Dy P20C20

+ Ia;;ji’(g W+ -//wa”” §(n” +n
1-— ZU p2a<10' Z ( 10k ) ( 2)

" .
n o’ ]ilzi

X Z Z T2 §(w "t jlwiie)d (n’ —|—n1))

P14+ >, P20C20

(2) o' j1 g ,
L G o T (0 + 1wt )3(n +
wg (IZUPQUQJ Z N 1k) ( 1)

’ .
l'la/jf

X Z Z 7o S(w” +j{’wf‘1:u)6(n” +ny)

o’ H =4

+P1 + >, p20Cao
1 - Za p20<10

Z Z e j16 (w —i—j{wﬁ;,)é(n’ + ny)

’ .
n a/]f

X Z Z Ia jl 6 W " + ji’wﬁ:n)é(n” + nl))

al’ ]

"+ Z Z 7, /]15 (w +j1w1k/)5(n’+n2)

(23 S ot + i
o ]1_

a// ] —
+>0) T (W + 1w )5 (n” + no )y Z T2 §(w +j{wf‘l;/)5(n’+n1)>> :
Ot,

o’ H =4

Integrando em n’ e n”,

> (C.16)

3En En E—n1 ns
(EnyEny E_(n4n,)) = e(ny +¢n1 O(Z‘, "=+

2 1! 1" -1
X <<X§ )(*n2§ n; + n2)If13215(W — j1ws —kQ)Igliiq‘s(wl + wa + i wi k1+k2)

2 (01 4 09 —n2) T8 (w1 4w + e i) T 6w — ji’w;ﬁ”_kg)

102



+ <X§2€)(nz; ny 4 ny)Z 16 (wy — j{wﬁ'_kz)

1" -1 7"
LCAVEY /')
Ik1+k25(w1 =+ wo +]1 w17k1+k2)
n;+ng

(Crepr + Cae) (1 — Crip2i) + (Cripr + C2:)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Crip2i) — Crip2eCiep2i

2 1 ) ’
+X§e)(n1 + 1o; *nz)zglﬁk25(w1 + w2 + j{wfikl+k2)

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - ClipzeClep2i

1 11 7
a7y /BaNe'
Isz (w2 — 1 w1,—k2))

—nsy

(Grep1 + Cae)(1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Clepze)(l - Clipzi) - Clipzeﬁepm'

+ (Xng)(_HQ; n; + ny) T80 0(ws = fef i)

.
a//]—{/ -
XDy, e, O (w1 + wa + §1 Wk, 1k,

(Crep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

+X§>2€) (n; +ny; —ny)

ni+ns
o' j; o o'’ 57 1ol
XDy e, 0 (w1 + wa + 10Tk 1, )T, 0 (w2 — Jiwf i)

(Grep1 + Cae)(1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Clepze)(l - Clipzi) - Clipzeﬁepm'

(2)

+ (x4e (—n2;m; + ny) I 5(wa — Jlwd_y,)

—ns

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Cripr + C2:)Crepai
(1 = Ciepae)(1 = Crip2i) — Crip2eCiep2i

a//]—{/ o
Ty i, 0 (w1 + wa + J1 w0l yi,)
ni+ng

+x{2 (1 + na; —mo)

y (Grep1 + C2e) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Clepze)(l - Clipzz') - CupzeClepm

/s 7
@ 71 YN
T e, 0 (w1 + w2 + J1wf k)
ni+ns

(Grep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Cripr + C2i)Crep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

T 5w — jilwi/'k2)> +( esi ))

—no

1
o & 2 2

’ o 1" 1
« jl_:l:a Jji=

+ ol20 o’ 51 oo
X(( §2)(—n2;n1 +n2)plz:+p2§2 I—l‘(jzlé(w2 _jiwl,sz)

1 - ZU p20<10

—no

P + >, p20Co0
1- Za pQUChT

p1+ 2, P20C20

1" -1 7"
- Jq /')
Ik1+k25(w1 —+ wo + Vi w17k1+k2)
ni+ng

+P (01 + ny; —ny) T, 1 8(w1 + w2 + 10, 1)

k/
1- Za p20<10 ni+n-
p1+ Za P20C20 a1 N >
_—= - T, 6(we — jlwi _
1-— Za p20€10 —ns ke ( ? 1 kz)
Pl _|_ p2 C2 " . 7" 37 i ’
+ 52)(fn2; n; + HQ)M Ifkh O(wa — ji’wf_kz)Is J+1k O(wr + we +]iw?k1+k2)
1- Eg pQGChT —ns 2 ’ 2 ’
—+ C 101 . ’ ’ ) ,
+¢§2)(n1 + no; —Hz)w Tt 8(wr + wa + 370k, 4, )Ifkjgé(wg - jiw?kz))
1- Za p2a§10 ni4+ns ’ ’

103



11 .01

P14+ >, P2oCe 5t 0o o
Tt Ihg0(we = et )T, i O + w2 + 1wl )

+ <¢§2)(n2; n; + ny)

1- Zo’ p2UC1U —ns
+ 1 3 ’
+u§7 (1 + ma; —m)@ﬂ T2 5w + wa + 71985 11e)
ZU p20<10 ni+n-

191

LCVEY o
X1y, §(wa ]1‘*’1,k2))

1" .01

2 . " /45t 3 ’
+( P (—nasmy +12) T8 6(ws — jwf )T e 8w + we 4 J16fe i)

1" .01

2 . 1" rat i 7
+1/14(1 )(Ill + no; 7112)15//]1 5(&)1 —+ wo + ji’wikﬁ_kZ )Ifkalé(wg — ]{wf‘,_kz)>>

1
)+ o) 2 2 2 2

Y A 1" Ny
o' ji=+£ o ji'=
1" -1

2 7 . ’ X "
. <<x§ M(—n15my 4 02) T (w1 — 1wt )T, L 0(wn + wa + 51wk, s

’
@ ]

2 4 ) 7 111 X 7
+x§%nl+1u;nnz;ﬁm;xw1+aa+.ﬁwih+kgzsﬂlaw1Jywﬁ_h>>

+<x§2€)(—n1; n; + HQ)Iinil(S(wl — jiwf‘,,_kl)

a3y g1 Q!
T, 1,0 (w1 + w2 + J1wi, 4ic,)
ni+ns

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1r + C2:)Crepai
(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - Clipzeﬁepm'

2 1.t ) ’
xS (0 + ng; —m1) T Py (wn + wa + w0 )

1911

1 - 3 3 ) ) ; o . "
(Crepr + CGae) (1 = Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i 1711](11 5wt — jilw?,kl))

(1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - ClipzeClep2i

—n;

(Crep1 + Cae)(1 — Crip2i) + (Crap1 + C2i)Ciep2i
(1 = Ciep2e)(1 — Crip2i) — Crip2eCiep2i

s ’
@ Jq YN
-y S(wr — J1w _x,)

—n;

+ (xé?(nl; n; + ny)

101

a’jy ol
XD e, 0 (W1 + wa + 51 Wik, 1k,)

erg?(nl +ny; —ny)

(Crep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Crip2i) — Crip2eCiep2i

s ’
@ Jq Y NG
Ty e, 0 (w1 + wa + 10T e,
n;+ng

1 11 "
(S IRWEY /N
XTIyt 0w _J1W1,—k1))

(Grep1 + Coe)(1 — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciepai
(1 - Clepze)(l - Clipzi) - Clipzeﬁepm'

+ (Xfe)(—nl; n; + no)

/s ’
@ 1 Yo
17y, (w1 — J1W1,—k1)
ny

a//]—{/ o
Ty i, 0 (w1 + wa + J1 w0l i, )
ni+ng

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Cripr + C2:)Crepai
(1 = Ciepae)(1 — Crip2i) — Crip2eCiep2i

x(2 (1 + ng; —my)

(Grep1 + C2e) (X — Crip2i) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Clepze)(l - Clipzz') - CupzeClepm

/s 7
@ 71 o
T e, 0 (w1 + w2 + J1wf )
ni+ns

104



(Crep1 + C2e) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2:)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

" 1’
@ Jq /N
I, 0(wr =y W1,—k1)>

—n;

o’ j

1
=%

1
* o)+ o) 2

=+

(2) p1+ >, P20C20
X —ni;ng +ny)—=2 7
((1/]1 ( ' ! 2) 1- Zo’ p20<10

1t ,
CAVEE YN
Ifkl §(wr — J1W1,—k1)
—n

P14 >, P20C20
1 - ZU p2a§10

p1+ >, pP20Co0

o §yf g1, ol
T, B, 0(wr + w2 + i wf i ,)
n;+ns

+08 (11 + ng; —y) T Vi (w0 + w2+ f1wf c,)

L= %0 P20GCio Ly my
+ (wé2><n1; ni + n)pljzz—ppf IOl = B 0+ + Tt )
n
1+n2
(080 i ma) Y gl O e e )
-
o P20C10 ni+nj

1 ’
@ Jq /N
XTIyt 0(wr — jf W1,—k1)>
(2) o’ g1l a'j1 T
+{ ¥y (=n;m +n2)Z7, 7 d(wr — Jiwl k) Y, 0 (W + w2 + el k)

1

5P (4 na; )Ty B S(wn +we 5w 1) T 0w — j{wﬁ/kl)))

1
+€(,(n1 +1n3)) +¥(—(n; + ny)) IDIDIDD

o jl=+ o’ j/=+
(2) . o' 5y o a5y g1 o
X ((X1 (—ny; _n2)Ifk1 d(wr — J1W1,—k, )Ika d(wa — Jy W1,7k2)

x4 (—ma; —np) 16 (wa — jiwf e, )T 6w — jfwikl))

2 A . /
+ (Xée)(nl; —n2)Z% 10wy — jlwd )

e )1 = Ciip2i i i)CleP2i o’ -
o (Grep1 4 Goe) (1 = Gipai) + (Gip1 + Cai)Crepa I §(wn — w4,
(1 = Crep2e) (1 = Cripai) — CripaeCiepai .

105



+X52e)(—n2; —m)Ifkjﬁ(w - jiwﬁ;k?)

(Crep1 + C2e) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2:)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 — Cripai) — Crip2eCiep2i

11 11 7
(S IRWEY /N
I—k1 6(w1 — Jq W1,—k1)>
—ny

(Crepr + C2e) (1 = Cripai) + (Crip1r + C2i)Ciepai
(1 - Clepze)(l - Clipzi) - Cupzeﬁepm

a’ji ol
Ifkl §(wr — J1W1,—k1)
—n

+ (Xéi)(_nl; —ny)

1" .01

o'’ jy g1 ol
XI7) ot 6(we — Jiw i)

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C24i)Ciepai
(1 - C1ep2e)(1 - Clipzi) - Clipzeﬁepm'

+X§Qe)(—n2; —n)

/s 7
@ Jq YN
Isz O(wa — lel,ka)

Cno
XIszl 5(&]1 — ji/wi”kl)>
(2) ) (Crepr + Gae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crepai o' ! o
+ . —n;;—n I_ (S w1 — Wy _
<X4 (7n1; ) (1 = Crep2e) (1 = Cripai) — Crip2eCiepai I (1 =31 )

" -1 "
a7y /B
17, (w2 — j7 wl,—kz)
1y

(Crepr + C2e) (1 = Crip2i) + (Cripr + C2:)Crepai
(1 - C1eP2e)(1 - Clipzi) - Clipzeﬁepm'

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C24)Crepai
(1 = Ciep2e)(1 = Crip2i) — Crip2eCiep2i

Xk (—nz; —m)

! 7
CAVET o
I—k2 d(wa — ]1‘*’1,7k2)

—no

(Crep1 + C2e) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2:)Ciep2i
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

11 11 7
(SN /N
-\ O(wr — 44 wl,_k1)>

—n;

1
+€(,(n1 +1n3)) +¥(—(n; + ny)) )IDIDIDD

o jl=+ o =+

/s 7
@ Jq YN
Ifkl d(wr — J1w1,7k1)

+ o (e
X(( @) (—ny; —ng) LT L 20520 2o P20tz

1= 5 r20Cio |_pn,
e o B RN
+408 (—ny; nl)% 7H2If;(j215(w2 — W)
% ﬂnzf;{i'(s(wl - jfwﬁ”kl))
+< §2) (—ny; nz)% _nllf;zilcs(m - ji/wi”—kl )If;(ji‘s(‘”? - jiwi;kz)

+¢52)(—n2; —n)

1-04 .716 wWo — -//wa”_ Ia/ji(s Wi — ~/wa’_ )
1=, p20Cio —ko (w2 — j7 1, k) X, (w1 —Jj1 1, k)

—ns
a’ji o a”jil g1 o
Ifkl d(wr — J1W1,—k, )Ifk2 d(wa — Jy W1,7k2)
—ny

(2) p1+ Zg’ p20§2a
+ —_ng; ) ————
(wg ( ' 2) 1- Zo’ p20<10

p1+ >, pP20C20
1- Za’ pQUChT

1" .01

+9§7 (—my; —my) T2 0(ws = Jiwf i) 00 0w — ji’wii”_m))

—no

106



1 201

2 o gy 1 . o’
+< 4(1)( nl,*nz)z_k 5(&11*]1&11 kl) _1325( — 1wt k)

5P (—n2; 1) TN S (wa — ety —13115( jiwil_kl))> '

De (4.17) segue que

NL1= > X (13 m0) (B, By E—ny ) )

n;+ns=n

+ Z X§3)(n1;n2;n3) <<En1Ens><Ean—(n1+n2+ns)> + <EH1E—(n1+nz+n3)><En2Ens>>

n;+nz+ns=n

+ Z Z <X2a' nl’n2 EnlEHQE (n1+l‘l2)>+ng)(nl;n2)<ElzlEn2E—(n1+l‘l2)>

ni+ns=n o

2 o
+X4(la) (1’11; n2)<En1En2E (n1+n2)>)

+ Z Z (Xzo ng;ng; n3)(<En1Ens><E32E—(n1+nz+ns)> + <EH1E—(n1+n2+n3)><E32Ens>)

ni+ns+nz=n o

+X36 np;;ng;ng EnlE (n1+n2+n3)>< ns ns

E_ (n1+n2+n3)En1>< g no

na )¢ )+ )
( )+ fe))

) { By E—(ny4na4n3)) + (B2, E—(ny4ny+ns) ) (Ens Eny ))
( )+ (Eq )
) )+ (Eq )
)

Enz E_ (n14n2+n3)

(
+X4g (n1;n2;n3 E_(n,4n24n3)En,
+xéi)(n ny;n3
(
(

+X6<7 n|iNng;ns ><En1E (n1+nz2+ng)
><E (n1+nz+n3) E n;

E31E33> EU2E—(n1+n2+n3)> + <El<:1E—(n1+n2+nd)><Enggz> )

leg
n2 (n1+n2+n3)

—_—  — ~—  ~—

+X7<7 ;12,13 E_ (n1+n2+n3)E no

(3)

+Xgo (013 N2; 113)(

=+ Z ( §2)(n1;n2)<Eﬂ1EU2E—(n1+n2> +1/}52)(111;n2)<En1En2E—(n1+n2)>

ni+ns=n

2 - 2
+’¢}§ )(nl; n2)<En1 EngE—(n1+n2)> + 1/}4(1 )(nl; n2)<En1 EHQE—(n1+n2)>)

=+ Z < 53)(n1; na; n3)(<EnsEn1><E—(n1+n2+n3)En2> + <EHSEH2><E—(H1+HQ+H3)EH1>)

ni;+tnz+nz=n

+08) (01025 1) (( By By ) (B (ny +10405) Bz ) + (B By ){(E— () 400-4m) Py )
+0% (01025 18) (B, Bag ) (B B— (0, 4m04m5)) + (B B— (0, +n0-415) ) By Py )
-Hﬁz(;g) (n1;n2; n3)(<En1Ens><Ean7(n1+n2+ns)> + < B “1+“2+“3>><E"2En3>)
+87 (01512 13) (( By B ) (Brny By msmy)) + (s By ms-rmy) ) (B B )

+wé3) (n1;n2;n3) (<En1Ens ><Enz E—(n1+n2+n3)> + <EH1E—(n1+nz+n3)><En3 En2>)
< 1En3><En2E—(l‘l1+n2+n3)> + <EH1E—(n1+n2+n3)><En3En2>)

+7/’é3)(n1; ns; n3)(<En1En3><En2E—(n1+nz+n3)> + <En1E—(n1+n2+n3)><EnsEn2>)) . (C.17)

Com os mesmos argumentos que utilizamos na derivagao de (C.16), desprezaremos correlagoes triplas

de campos diferentes, de modo que, por substituicao direta das equagdes (C.9)-(C.14), obtemos

107



NL1= Y X (015109) By Bay E— 5y 1m)) (C.18)

ni+ns=n

+ Z X (01023 m3)

ni;+ns+ns=n

X <Z Z Iﬁ‘fﬁ(wl +j1wf‘k1)5(n1 + ng) Z Z Iﬁ‘;jig(wg +j{wf‘l;2)5(n2 —(ny +ng + ng))

o ji==* o' jl=+

+ Z Z Iahé wl +j1w(11k1)5(n1 — (1’11 +no + n3)) Z Z Iﬁijié‘(wg +j{wf‘1;2)5(n2 + 1’13))

a ji=% o' gi==%
+ (Xf;)(nl;nmns)(z S TN (wr + j1wfie, )3 (s + n)
ni+nz+nz=n a ji==%

« (Crep1 + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

Z Z T, 315 (w2 +]1w1k2)5(n2 — (n1 +n3 + ng))

+D 0 T L 5(wr + 1wy, )3 (n1 — (n1 +ny + ng))
a j1==%

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) gherglesz

Z Z I J15 (w2 +]1w1k2)5(n2 +n3))

n2 o =i

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciepai
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

Z Z Iaﬁ §(ws + j1wik, )8 (n3 +ny)

n3 o ji==+

+X( )(nl;nz;ns)(

X Z Z Ia J15 (wo +j1w1k2)5(n2 — (ny +n3 + ng))

o ]1
+3 0N T S(wr + 1w, )0 (1 — (n1 + 1y + 1))

a j1==%

« (Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) gherglesz

Z Z I J15 CLJ3 +j1w1k3)5(n3 +n2))

n3 o =it

Y (misng;n

)((erl + Coe)(1 = Cripai) + (Grip1 + C2i)Ciep2i

o7 6(ws + §(n3 +
(1 - Clep?e)(l - Clzp?z) Clzp?eglep% Z Z W3 lelkd) (HS nl)

ns a ji=+

« (Crep1 + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

Z Z Ia j15 (wa +]1w1k2)5(n2 —(n1 +n2 + ng))

nZOtj_

+ Z Z 15515(w1 +j1wf‘k1)5(111 —(n; +n2+ n3 Z Z I;Zfee w3 +j3wgk3)5(ﬂs + nz))

@ ji=* Y Js==%

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciepai
(1 = Ciepae)(1 = Cripai) — Crip2eCiep2i

Z Z I‘”lé (wy +j1w1k1)5(n1 +n3)

n1a ji==+

+X( )(nl;nz;ns)(

XZ Z 7. ]15 (wo +j1w1k2)5(n2 — (m +n2+n3))

ol \71_

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciepai

* (1 - Cleer)(l - Clszz) §11p26C1ep21

Z Z I, Jlé (w1 + j1wf, )8 (n1 — (n1 4 ny + n3))

o ji==+

108



X Z Z Ik2j16 w2 +]1w1k2)6(1’12 + 1’13))

o jl_
(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C24)Ciepai
(1 = Crep2e) (1 = Cripai) — Crip2eCiepai |y,

XYY I s(w + 1w, )3 (g + ng)

a j1==%

+X§0

(n1;n2;n3)(

(Crep1 + Cae) (1 — Cripai) + (Crip1 + C2i)Crep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) ClszeClesz

Z Z T, 315 (w2 +]1w1k2)5(n2 — (ny +n3 + ng))

n2 of ji=

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciepai
(1 - Cleer)(l - Clszz) §11p26C1ep21

+ Z Z Iahé CLJQ +]1w1k )5(112 =+ Ilg)

n2 o ji==+

(Crepr 4 Coe) (1 — Crip2:) 4 (Crip1 + Co2i)Ciep2i
(1 - Clep?e)(l - Clzp?z) §11p2e§16p2z

Z Z T, ]15 (w1 +31w1k1)6( — (n; 4+ ny —|—n3)))

nloz]_

+x% (15125 13) OO0 > T d(wstiswdh, ) (ma+n1) Y 0 > TR §(wat 1w, )6 (na— (m1 +n2+n3))
v js==% a ji=+
(Crep1 + Cae) (X = Cripai) + (Crip1 + C2i)Ciepai

* (1 - C1eP2e)(1 - Cupzi) - Clipzeﬁepm'

>3 Tl olws + i, )0 (s + ma)

n3 o ji==+

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) gherglesz

Z Z 7, J15 (wy Jrjlwlkl)é(nl — (ny + n2 + ny)))

ni o =it

+x§;e (n1;n9;n3) Z Z Iﬂf‘le w1 +j3wgk1)5(n1 + n3)

v Js==%

(Crep1 + C2e) (1 = Crip2i) + (Crip1 + C2i)Ciep2i
(1 - Cleer)(l - Clszz) §11p26C1ep21

Z Z IO‘]1 0 (w2 +]1w1k2)5(n1 — (ng +no + ng))

n2 o ji==+

(Grep1 + Cae) (1 — Crip2i) + (Crip1 + C2:i)Crep2i

+ (1 - Clep?e)(l - Clzp?z) §11p2e<1ep21

Z Z Iajl(s w1 —l—jlw?kl)é(l’ll — (1’11 +ns + 1’13))

m o ji==%

XD D Tiedlws + fawh, )3 (nz + g))

v Jjs=%

+ Z 1/14(12) (nl;n2)<En1En2E*(n1+nz)>

ni;+ns=n

+ Z (¢§3)(n1; ng; ns)(z Z fﬁgzé(wg + j2w§k3)6(n3 + nl)

ni;+nz+ns=n B jo=%

P14 Dy P20C20

I (wa + j1whie,)d(n2 — (01 + 0z + 1
1=, p20Cio Z ey (w2 + j1wik,) ( 2 — (ng 2 3))

n2 o ji==4

LY S B + et oo + )
B ja=%
P1 + Za P20§20

1=3, p20Cia DD BS(wrn + 1w, )6 (1 — (1 + nz +n3)))

n o j=+

109



PL g P20C20
1- Zo’ p2<7C1<7

SN T o(ws + jrwi,)d(ns + ma)

n3 a ji=+

+9087) (n1; 12 mg)

(P D g P20C0

a’j' oo
1 =% p20C10 Z Z L, 0(wo + j1wik, )8 (n2 — (n1 + 12 +n3))

nz o/ ji:i

I Z Z Iﬁgza (w3 +]2w2k ) (ns + ny) Z Z Iﬁflé(m + j1wfy, )8 (n1 — (1 + n2 +n3)))

Jo=% o ji—it

Lt D g P20G20

T | 22 2 TS+ i )8+ ma)

1 o =%

+w§3) (n1;n2; n3)(

(Pt 2g p20Cas

70 w2 Jrj/wa/ d(n2 — (n; +nz + n3)
1_ng2<7<la k2 ( 1 1k2) ( ( )

nz o jr—i

Pt Do P20C20

4
1—- Zo’ p20€1o’

Z Z Il(jljl(S(wl +j1wf‘k1)5(n1 — (111 +no + ng))

nia ji=%

(Lt D P20C20

1=, p2oCio Z Z Iliji(s(wQ +jiw?1/<2)5(112 + 1'13))

nz o/ ]i::‘:

+1/)4(13)(n1; ny; HB)(Z Z Il(jljl(s(wl + j1wfi, )d (n1 + ng)
(0% j1::|:
P12 P20C20

1=2325P20C10 PIPIE T 6(wa + Jwiie, ) (02 — (11 + 12 + 13))

nz o/ jlf

PLt Do P20C20

+20 30 T S+t )3 —(n-ba-ng)) e

a ji==+

Z Z Ia s (w27} wik, )8 (n2+n3))

nzaj,

+¢é3)(n1;n2;n3)(z Z jﬁf?é(u1 +j2w§k1)5(111 +n3) Z Z Iﬁgl(s(wz—l-ﬁwf‘h)&(ng—(nl +n,+n3))
B je==% o ji=t

PLE D g P20C20

+
1- Zo’ p2a<10'

Z Il(jljl(S(wl +j1wf‘k1)5(n1 — (111 + ns + ng))

n o ji=+

XM Z Z Ikshé Wi + j1wi, )8 (03 + 1))

1=3 202010 |n, % =
+ o020 i -
+¢é3)(n1; np;n )(% Z Ikg 5(ws +31w1k3)6(n3 + nl)

n3 o ji=+%

X Z Z I ]15 w2 +J1w1k2)5(n2 — (n1 +ny + n3))

o ji=

PLF D g P20C20

+ Z Z Iﬁ‘flé(W1+J’1W?k1)5(n1_(n1+n2+n3)) L—>, p20Cio

a j1==%

ST TS (ws i )3 (03 )
n3g o/ j*

(3)
+ ng;no;n
w7 ( n 3)( 1- Za p2a§10

Z Z Ia]l(s (w1 + j1wf,)d (01 + n3)

n o ji=%

X Z Z Ik2J15 w2 +le1k2)5(n2 — (n1 +ns + n3))

;s
« ‘71_

110



Pt Dy P20C20

4
1—- Ea p2<7C1U

Z Il(jljl(S(wl +j1wf‘k1)5(n1 — (111 +no + ng))

Moo 1=+

<337 T 6(ws + fiwhie, )8 (ns + na))

o ji=+

Wég)(“““??n@(z Z Isflé(wl+j1w?k1)6(n1+n3) Z Z Il?;jié((d2+jiwlallcz)6(n2_(nl+n2+n3))

o ji==% o jl==%

+Z Z Iﬁflé(m + 10, )8 (n1 — (01 + ny + ny)) Z Z Is;jié(wg —|—jiwﬁ;3)6(n3 + 1'12))) )

v of ji=+

111



Referéncias Bibliograficas

Shukla, P. K. Low-frequency modes in dusty plasmas. Phys. Scr., 45, 504, 1992.

Mendis, D. A., Rosenberg, M. Cosmic dusty plasma. Ann. Rev. Astron. Astrophys.,
32, 419, 1994.

Juli, M. C. de, Schneider, R. S. The dielectric tensor for dusty magnetized plasmas
with variable charge on dust particles. J. Plasma Phys., 60, 243, 1998.

Angelis, U. Dusty plasmas in fusion devices. Phys. Plasmas, 13, 012514, 2006.

Gaelzer, R., De Juli, M. C., Schneider, R. S., Ziebell, L. F. Obliquely propaga-
ting Alfvén waves in a Maxwellian dusty plasma. Plasma Phys. Control. Fusion, 51,

015011, 2009.

Galvao, R. A., Ziebell, L. F. Kinetic theory of magnetized dusty plasmas with dust
particles charged by collisional processes and by photoionization. Phys. Plasmas, 19,

093702, 2012.

Shukla, P. K. Dust ion-acoustic shocks and holes. Phys. Plasmas, 7, 1044, 2000.

Rao, N. N., Shukla, P. K., Yu, M. Y. Dust-acoustic waves in dusty plasmas. Planet.

Space Sci., 38, 543, 1990.

Shukla, P. K., Silin, V. P. Dust-ion acoustic wave. Phys. Scr., 45, 508, 1992.

B. B. Kadomtsev, Plasma Turbulence (Academic Press, New York, 1965).

Sagdeev, R. Z., Galeev, A. A. Nonlinear Plasma Theory. W. A. Benjamin, Inc., 1969.

Davidson, R. C. Methods in nonlinear plasma theory. Academic Press Inc. Ltd.,

London, 1972.

112



[13] Tsytovich, V. N. Theory of turbulent plasma. Consultants Bureau, New York, 1977.

[14] Sitenko, A. G. Fluctuations and Nonlinear Wave Interaction in Plasmas. Pergamon,

New York, 1982.

[15] Yoon, P. H. Generalized weak turbulence theory. Phys. Plasmas, 7, 12, 2000.

[16] Yoon, P. H. Statistical theory of electromagnetic weak turbulence. Phys. Plasmas,

13, 022302, 2006.

[17] Yoon, P. H. Spontaneous thermal magnetic field fluctuation. Phys. Plasmas, 14,
064504, 2007.

[18] Muschietti, L., Dum, C. T. Nonlinear-wave scattering and electron-beam relaxation.

Phys. Fluids B, 3, 1968, 1991.

[19] Ziebell, L. F., Gaelzer, R., Yoon, P. H. Nonlinear development of weak beam-plasma
instability. Phys. Plasmas, 8, 3982, 2001.

[20] Ziebell, L. F., Gaelzer, R., Yoon, P. H. Dynamics of Langmuir wave decay in two
dimensions. Phys. Plasmas, 15, 032303, 2008.

[21] Gaelzer, R., Ziebell, L. F., Vinas, A. F., Yoon, P. H. Asymmetric solar wind electron
superthermal distributions. Astrophys. J., 677, 676, 2008.

[22] Ziebell, L. F., Yoon, P. H., Gaelzer, R., Pavan, J. Langmuir condensation by sponta-
neous scattering off electrons in two dimensions. Plasma Phys. Control. Fusion, 54,

055012, 2012.

[23] Ziebell, L. F., Yoon, P. H., Gaelzer, R., Pavan, J. Transition from thermal to tur-
bulent equilibrium with a resulting electromagnetic spectrum. Phys. Plasmas, 21,

012306, 2014.

[24] Yi, S., Ryu, C.-Mo, Yoon, P. H. Nonlinear frequency shift of a coherent dust-acoustic

wave in the presence of dust-acoustic turbulence. Phys. Plasmas, 10, 4278, 2003.

[25] Yi, S., Ryu, C.-Mo, Yoon, P. H. Nonlinear frequency shift of the dust ion-acoustic
wave. Phys. Plasmas, 11, 3191, 2004.

113



[26]

[29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

Tsytovich, V. N., Havnes, O. Charging processes, dispersion properties and anoma-
lous transport in dusty plasma. Comm. Plasma Phys. Cont, Fusion, 15(5):267-280,
1993.

Galvao, R. A., Ziebell, L. F. Weak turbulence in dusty plasmas with collisional dust
charging: Quasilinear wave-particle interaction. Phys. Rev. E; 92, 023102, 2015.

Schram, P. P. J. M., Sitenko, A. G., Trigger, S. A., Zagorodny, A. G. Statistical the-
ory of dusty plasmas: Microscopic equations and Bogolyubov-Born-Green-Kirkwood-

Yvon hierarchy. Phys. Rev. E, 63, 016403, 2000.
Angelis, U. de. The physics of dusty plasmas. Phys. Scripta, 45, 465, 1992.

Matsoukas, T., Russel, M. Particle charging in low-pressure plasmas. J. Appl. Phys.,
77, 4285, 1995.

Akhiezer, A. 1., Akhiezer, I. A., Polovin, R. V., Sitenko, A. G., Stepanov, K. N.

Plasma electrodynamics, v.2: non-linear theory and fluctuations. Pergamon Press

Ltd., 1975.

Vladimirov, S. V. Propagation of waves in dusty plasmas with variable charges on

dust particles. Phys. Plasmas, 1, 2762, 1994.

Tsytovich, V. N., Angelis, U. de. Kinetic theory of dusty plasmas. I. General appro-
ach. Phys. Plasmas, 6, 1093, 1999.

De Juli, M. C., Schneider, R. S., Ziebell, L. F, Jatenco-Pereira, V. Effects of dust-
charge fluctuation on the damping of Alfvén waves in dusty plasmas. Phys. Plasmas,

12, 052109, 2005.

Baalrud, S. D. The incomplete plasma dispersion function: Properties and applica-

tion to waves in bounded plasmas. Phys. Plasmas, 20, 012118, 2013.

114



