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2 Introducao

Cavidades Ressonantes sao guias de ondas perfeitamente fechadas por paredes
metalicas. Sua tecnologia confina a energia eletromagnética em um padrao de on-
das eletromagnéticas estacionarias com frequéncias bem definidas e, em geral, altas.
Dentre algumas, uma das vantagens sobre o circuito LC ( o qual também armazena
energia eletromagnética) vale ressaltar que o mesmo nao é capaz de suportar altas
frequéncias como as cavidades ressonantes. Além disso, as possiveis dissipagoes que
ocorrem na cavidade sao sempre menores que no circuito LC e com as mesmas é
possivel gerar e filtrar ondas em equipamentos de radar, fornos de micro-ondas e
aceleradores de particulas. Ainda, dadas sucessivas reflexdes nas paredes conduto-
ras, as cavidades ressonantes podem ser aplicadas (em especial para a Otica) na
tecnologia de laser a fim de intensificar a radiacao. Neste projeto serao estudadas
cavidades ressonantes retangulares cujo interior é,a principio, vacuo e de principal
interesse em pulsos elétricos. Em sequéncia, serao estudados os pulsos na presenca
de plasmas rarefeitos.



3 Abstract

Resonant cavities are waveguides perfectly closed by metallic walls. Its techno-
logy confines the electromagnetic energy in a pattern of stationary electromagnetic
waves with well defined frequencies and usually also high frequencies. Among some,
one of the benefits about the LC circuit (which also stores electromagnetic energy)
is worth mentioning that it is not capable of withstanding high frequencies as reso-
nant cavities. Furthermore, the possible dissipations which occur in the cavity are
always lower than the LC circuit, and with them is possible to generate and filter
waves in radar equipment, microwave ovens and particle accelerators. Yet, given
the successive reflections on the conductive walls, resonant cavities can be applied
(in particular for optics) in laser technology to itensify radiation. This project will
study rectangular resonant cavities in which the interior is, at first, vacuum and
main interest into electrical pulses. In sequence, the pulses will be studied in the
presence of rarefied plasmas.



4 Apresentacao Teorica

4.1 A Equacao de Onda Unidimensional do Eletromagne-
tismo Classico no Vacuo

4.1.1 Consideragoes Historicas

Nascemos inseridos em um mistério. Clara e evidente, a constante evolugao do
Mundo nos traz a mais simples pergunta ja feita: como o mundo evolui? A todos
seres humanos dotados de espirito cientifico, a Natureza exerce fascinio. Seu mistério
é sedutor. Mais do que o simples prazer de entender e conhecer(e porque nao
dizer a si mesmo), seu desvendo é a forma que nés -enquanto seres inteligentes,
raciocinantes- temos para enriquecer nossos conhecimentos, ampliar nossa percepc¢ao
de realidade e , por fim, desenvolver nossa tecnologia.

Dentre numeraveis fendmenos fascinantes que acarretaram o desenvolvimento de
uma mobilidade cientifica estd o Eletromagnetismo. A fusao entre Eletricidade e
Magnetismo nem sempre existiu. Os primeiros homens que se tem relato de explo-
rar e manipular as evidéncias da existéncia da eletricidade sao, para surpresa de
ninguém, os antigos gregos. Uma for¢a misteriosa surgia quando Tales de Mileto
(primeiro filésofo grego que se tem noticia de envolver-se com eletricidade, nascido
no final do século VII a.C) esfregava uma pedra de ambar em 1la de ovelha. A
pedra passava a ser capaz de atrair e grudar em seu corpo pedacos de palha. De
fato, o vocabulo grego que designava a pedra ambar era "elektron"de onde nasceu
a palavra Eletricidade. H& textos gregos também datados dessa época que sugerem
o conhecimento das propriedades magnéticas de um mineral originario da regiao
da Magnésia(dai o nome magnetismo) e alguns textos chineses relatando o uso de
buissolas como técnica de navegacao. Muitos séculos a frente, a eletricidade e mag-
netismo ficaram na obscuridade e presentes ao desinteresse da humanidade(Era das
Trevas). Somente no inicio do século XV d.C, no auge do Renascimento europeu,
que os fendmenos elétricos e magnéticos sofreram a atencao de estudiosos visando
a compreensao dos mesmos, ja que as técnicas de navegacao com bussola, agora
conhecidas na Europa, tinham tido, nessa época, grande impacto.

Do século XV d.C até o século XIX d.C foram feitos avangos significativos no
entendimento da eletricidade e magnetismo. Porém, nenhum destes se compara ao
descobrimento mais importante da carreira de Humphry Dave(quimico britanico nas-
cido em 1778 famoso por descobrir o Sédio e o Célcio): Michael Faraday. Em 1791
nasce, em um subtrbio de Londres, Michael Faraday que trabalhou desde cedo(aos
13 anos) com encadernacao de livros. Gragas a isto que conheceu a Eletricidade,
citada nos livros que encadernava e lia. Fenomeno este que, na época, era espe-
tacular, no sentido teatral, de "espetaculo"da palavra. Um tipo de entreterimento
famoso nesta época se fazia presente na Royal Institute de Londres onde Humprhy
exibia & seu piblico, sempre fascinado e satisfeito, os efeitos da forca misteriosa do
fluido elétrico. Desde Volta, ja se tinham pilhas para gerar energia elétrica que eram
muito bem manipuladas pelos conhecimentos quimicos de Humphry. Nao tardando
a ansiar por carreira cientifica, Michael Faraday se torna assistente de Dave onde,
em seus experimentos pessoais, planta a semente do motor elétrico. Este ¢ um dos
grandes momentos da histéria da Ciéncia. Até entao, a eletricidade e magnetismo
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estavam separadas e eram usadas como um passatempo que intrigava os cientistas
da época. Agora, gracas as descobertas de Faraday e outros cientistas seus contem-
poraneos(como Ampére e Lenz), sabemos que eletricidade e magnetismo sdo mani-
festacoes distintas de um mesmo fendmeno: o Eletromagnetismo. Faraday observou
e mostrou a comunidade cientifica que tinha contato na época que (os ainda nao
definidos assim) campos magnéticos dinamicos(nao-estaticos) produziam correntes
elétricas em fios condutores quando aproximados. Este fendmeno veio mais tarde a
ser descrito pela Lei da Inducao de Faraday. Gracas a sua pouca educacao mate-
mética, Faraday nao possuia o conhecimento necessario para satisfazer e convencer
o mundo cientifico, em sua propria linguagem,a existéncia das, assim chamadas por
Faraday, linhas de forca invisiveis que constituiam os campos magnéticos. Esta ta-
refa deu-se a James Clerk Maxwell( o fisico escocés consideradado o maior teorico do
século XIX, nascido em 1831 de uma familia rica) que interessou-se pelos trabalhos
de Faraday e acreditou nele dando uma formulagao matematica precisa aos campos
elétrico e magnético. Esta formulacao foi publicada em 1855 por Maxwell no artigo
Sobre Linhas de Forca de Faraday e ficou mundialmente conhecida como, até os dias
de hoje, as "‘Equagoes de Maxwell". [1]
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4.1.2 As Equacgoes de Maxwell do Eletromagnetismo Classico

Todos os fendmenos eletromagnéticos classicos conhecidos até a atualidade sao
significativamente muito bem descritos pelas Equacoes de Maxwell, munidas, natu-
ralmente, pela Lei da Forca de Lorentz. Esse conjunto de quatro equacoes diferenci-
ais parciais dita, na formulacao original, a evolucao em tempo e espaco dos campos
elétrico e magnético e mostra claramente a relacao intima que um tem para com o
outro. Gragas a peculiaridade desta formulacao(que sera logo explorada), aplica-se
diretamente o teorema da Decomposicao de Helmholtz e os campos elétrico e mag-
nético sao totalmente conhecidos em toda regiao pertinente do espaco. Em especial,
cada uma das quatro equacoes tem um nome. A primeira, mas nao mais impor-
tante, é a Lei de Gauss da eletricidade, que é assim chamada em homenagem ao
matematico alemao Carl Friedrich Gauss. Esta equacgao relaciona a evolucao espa-
cial de campos elétricos dada uma certa configuracao de cargas estaticas. E com
esta que podemos facilmente calcular a intensidade de campos elétricos gerados por
cargas elétricas uma vez conhecida a direcao e sentido deste campo em todo ponto
pertinente do espago. Em termos de linhas de campos, como gostaria que fizésse-
mos Faraday, esta Lei afirma que, na possibilidade de calcular o fluxo de linhas de
campo elétrico em uma superficie fechada, seremos capazes, também, de dizer qual
a quantidade de carga elétrica que se faz presente no interior desta superficie. As
linhas de campo elétrico na descricao de Maxwell sao nascidas e mortas nas cargas
elétricas. Cada carga é um sorvedouro ou sumidouro de linhas de campo elétrico.
A segunda equacao, que também leva o nome de Gauss, é a Lei de Gauss para o
magnetismo. Esta, afirma fortemente a inexisténcia de monopolos magnéticos, que
seriam andalogos as cargas elétricas. Isto é, campos magnéticos estaticos nao sao
gerados da mesma forma que campos elétricos estaticos. Em termos de linhas de
campo, o fluxo de linhas de campo magnético em uma superficie fechada é sempre
nulo. Isto sugere que estas linhas sao sempre fechadas em si mesmas nao sendo
possivel a existéncia de, como na eletricidade, sorvedouros ou sumidouros de linhas
de campo. A terceira equacao que aparece na lista de Maxwell é a Lei da Inducao
de Faraday. Esta, como ja mencionado anteriormente neste texto, mostra como
campos magnéticos nao-estaticos influenciam o aparecimento de campos elétricos.
Este é o principio fundamental de muitos geradores elétricos ja produzidos pela hu-
manidade. Por fim e nao ,decididamente, menos importante, a quarta equacao é
conhecida como Lei de Ampére corrigida, assim chamada em homenagem ao fisico
André-Marie Ampére. O fato de que correntes elétricas produziam campos magnéti-
cos era conhecido pela comunidade cientifica. Esta é a Lei de Ampére original. Até
o olhar atento de eximio matematico de Maxwell, a possibilidade de campos elétri-
cos dinamicos também serem capazes de produzir este fenémenos era desconhecida.
Em seu artigo, analisando a "simetria"das equacoes produzidas, Maxwell acrescenta
um termo a Lei de Ampére e é esse termo que muda toda a nossa Historia. E este
termo que torna os campos, antes estaticos, elétrico e magnético agora dinamicos,
propagantes. Campos elétricos dindmicos geram campos magnéticos também dina-
micos que, por sua vez, geram campos elétricos dinamicos e assim sucessivamente.
Gragas a este termo que as equagoes de Maxwell preveem ( e esta aqui o imaculado
poder cientifico) a existéncia de um fendémeno ondulatério relacionado aos campos
elétrico e magnético. Tanto quanto uma onda sonora pode se propagar no ar ou uma
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perturbacao pode se propagar na superficie de um lago, o campo eletromagnético
pode se propagar no espago e, curiosamente, sem um meio material necessario para
isto, ja que a natureza destes campos é autossustentavel.

Eis as Equacoes de Maxwell na sua forma diferencial, na sua versao microscopica
e na ordem sugerida acima: [2]

V.E = é (4.1)

V-B=0 (4.2)
VxE = 8§ (4.3)
OF

V X ﬁ M07+M0€0 BN

(4.4)

Aqui, B ¢ o campo elétrico, § ¢ o campo de indugcao magnética, ou, também
comumente chamado simplesmente de campo magnético, p é a densidade de cargas,

a densidade de corrente elétrica, €y a permissividade elétrica do vacuo e pg é
a permeabilidade magnética do vacuo. E claro que a época do velho Maxwell as
notagoes compactas apresentadas atualmente nao existiam e esse conjunto aparen-
temente simples de equacoes era, na verdade, um conjunto bastante complexo de
manipular. Felizmente, a notagao sugere uma facil compreensao do fenomeno que

cada equacao descreve. Note que o termo corrigido na Lei de Ampére é /LOGO%—t eé
ele que faz toda diferenca. Naturalmente, na auséncia de cargas e correntes, isto

é, no regime de vacuo em que p =0e J =0, temos as Equacoes de Maxwell dadas
por

V-E=0 (4.5)
V-B=0 (4.6)

VxE= ‘ﬁ (4.7)
aﬁ

ot

Uma vez que as coordenadas espaciais e temporal sao independentes, podemos
aplicar o operador rotacional em ambos membros da equacao 4.7 e reescrevé-la como

V x ? Lo€0—— (4.8)

Vx (VxE)= —%(v x B) (4.9)

de onde, pela identidade vetorial V x (V x @) = V(V - @) — V¥4, @ um campo
vetorial arbitrario, a equagao (4.9) fica

V(V-E)-VE = uoeoaj ) (4.10)
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Agora, substituindo a equagao (4.5) temos, finalmente, rearranjando os termos

O*E
VQE — Moﬁom =0 (411)

E o mesmo pode ser feito para o campo magnético. Basta aplicar o operador
rotacional em ambos membros de (4.8) e proseguir analogamente. Obteremos, entao,

V2§ — Ho€o

5 =0 (4.12)

Estas equacoes sio velhas conhecidas das equacoes diferenciais parciais. E pos-
sivel mostrar (como faremos adiante) que as fungdes que as solucionam sao ondas.
Neste caso, ondas eletromagnéticas cuja velocidade de propagagao no vacuo deve ser
\/;%' Este valor calculado de velocidade se assemelha com muitos algarismos signi-
ficativos do valor calculado para a velocidade da luz no vacuo e, por este fato (nao
somente, obviamente), que investigou-se a possibilidade de a luz ser um fenémeno
ondulatorio eletromagnético. Abaixo segue uma possivel estratégia de procura do
conjunto de solugoes das equacgoes para os campos. Podemos reescrever as equagoes
(4.11) ou (4.12) em fungao das componentes de cada vetor. Ja que sdo anélogas,
vamos compacta-las em

— ~ -~ o
¢ (x,y,2,t) = da(x,y, 2, 1)1 + (2, Y, 2, )] + Ou(x,y, 2, 1)k

que descreve um campo vetorial em um espaco tridimensional euclidiano em coorde-
nadas retangulares z,y e z cujas diregoes fixas sao representadas pelos vetores uni-
tarios i, j e k e as respectivas componentes ¢,(x,y, 2,t), ¢, (x,y, 2,t) e ¢,(z,y, 2, 1).
Ou entao, de forma mais econdémica, podemos indexar cada dire¢ao do espacgo por
1 =1,2,3, onde s =1 é associado a x, i =2 ay et =3 a z, ereescrever o campo
como

S} = ol{zd.0 @ (413)

Dai, qualquer que seja a componente do campo elétrico ou magnético que estu-
demos, a mesma apresentar-se-a na equagao

2

V() 1) ~ s iz} ) = 0 (414

Vamos simplificar a situacdo (apenas para nao exaurir o leitor com muito rigor
desnecessario ja que a discussdo subsequente pode ser facilmente estendida) para o
%

caso em que o campo ¢ seja unidimensional e dependa apenas de uma coordenada

~

do espago. Isto é, ¢ = ¢(x,t)i. Neste caso, o operador laplaciano se resume a
derivada parcial segunda com respeito a x e a equacao (4.14) reescreve-se como
0? 1 02

onde ¢ é a velocidade de propagagao da onda eletromagnética dada por, como an-

teriormente dito, ¢ = \/;% Vamos, agora, mostrar que, de fato, a equagao (4.15)
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tem como solugao um fendémeno ondulatorio, propagante. Para isto, vamos, pri-
meiramente, reescrever a equagao (4.15) sugerindo a nogao de que ha um operador
diferencial parcial agindo sobre a fungao ¢(x,t) da forma

0? 1 02
ou entao, igualmente,
0 10 o 10
<8_I — E&) <8_$ + Ea) ¢(x,t) =0 (4.17)

Em seguida, vamos efetuar a transformagao de coordenadas (z,t) — (u,v) indicada
explicitamente por:

(4.18)

u(z,t) =x+ct
v(z,t) =x —ct

Percebe-se facilmente que a transformacao correspondente para as derivagoes de
um espaco para outro é dada por

9 _wo wo 0 0
or Oxdu Ordv Ou v
0 Oud ovo 0 0

o otou atov “ou “ow

de onde podemos transformar a equagao (4.17) para

00 10 ON[O L0 10, 0N 5
ou Ov ¢ C@u C(?v ou Ov ¢ C@u C@v W)=

onde indicamos g(u, v) como a fungao ¢(z,t) representada no espago transformado.
Simplificando os operadores, temos

(26%) <2%) d(u,v) =0 =

0%\ ~
= o(u,v) =0
(&@u) (v, v)
ja que as derivadas com respeito a u e v sao comutativas. A equacao obtida para
a funcao transformada tem como solucao a soma de duas funcoes arbitrarias onde
uma dependa exclusivamente de u e a outra exclusivamente de v. Podemos entao

escrever

d(u,v) = F(u) + G(v)
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ou, efetuando a transformacao inversa,
o(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct) (4.19)

que mostra claramente o carater ondulatério do conjunto de solugcoes da equacao
original. De fato, o conjunto de solugoes é representado por formas funcionais que
se propagam no sentido positivo do eixo x e que se propagam no sentido negativo
do mesmo eixo com velocidade constante c. Dai o batismo Equacgao de Onda. 3]

Uma vez que estamos na presenca de uma equacao diferencial parcial, o conjunto
de solucoes pertinentes é diretamente influenciado pelas condi¢oes de contorno e con-
digoes iniciats do problema que é modelado pela mesma. No caso particular desta
dissertacao, estamos interessados nas Condicoes de Contorno de Dirichlet apresen-
tados no subcapitulo seguinte.
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4.2 As Séries de Fourier e a Funcao Transformada de Fourier

Em 1822 o matematico e fisico francés Jean Joseph Baptiste Fourier publicou em
um livro intitulado A Teoria Analitica do Calor a hoje chamada Andlise de Fourier.
Nesta obra, estudou a transmissao de calor através de uma barra metalica usando um
método novo desenvolvido por ele mesmo. Tal método consistia em tratar fungoes
periddicas de forma funcional complicada como uma combinacao linear de formas
funcionais periddicas analiticas "bem comportadas": senoides. Em outras palavras,
Fourier sugeriu que uma dada funcao periédica poderia ser representada como uma
soma sucessiva de sendides, mesmo que para isso a soma devesse estender-se a infini-
tas parcelas. Também desta semente, nasceram as chamadas funcoes transformadas
de Fourier que tratam de func¢oes com uma melhor aceitacao de comportamento. O
matematico Dirichilet provou apés a morte de Fourier que seu teorema era verda-
deiro anunciando um teorema chamada de Condicoes de Dirichilet, as quais exibiam
condigbes suficientes (mas nao necessarias) para uma dada funcao ser representada
pelo método de Fourier. E claro que, na época, Fourier nio tinha nocio da grande
engenhosidade que havia criado, mas desde entao a sua Anélise auxiliou inclusive a
propria evolucao do conceito de fungao. Também chamada de Teoria das Comunica-
coes, Sinais e Sistemas, o método de Expansao em Séries e Transformadas de Fourier
é aplicado em diversas areas da Fisica, Matematica e Engenharia. O processamento
e transmissao de dados usados atualmente se baseiam no método de Fourier, sem
os quais nao teriamos desenvolvido a tal ponto nossa tecnologia. Fourier foi um dos
poucos fisicos-mateméticos que tiveram seu nome permanente em todas as linguas
e nao ha, certamente, um estudioso de Ciéncia que nao conheca seu nome. [4]

4.2.1 As Séries de Fourier

Diz-se que uma funcdo é seccionalmente continua em um intervalo se (i) o in-
tervalo pode ser subdividido em um numero finito de subintervalos em cada um
dos quais f(x) é continua, e (ii) os limites laterais de f(x), quando x tende para os
pontos extremos desses subintervalos, sao finitos. Mais brevemente, uma funcao é
seccionalmente continua em um intervalo se tem neste no maximo um niimero finito
de descontinuidades finitas. O limite de f(x) & direita do ponto x denotar-se-a por
li_{%f(x +¢€) = f(x 4+ 0) onde € > 0. Analogamente, o limite de f(x) & esquerda do

ponto x denotar-se-a por liI%f(ZB —¢€) = f(x—0).[4]
€—>

Definicdo de Séries de Fourier Seja f(x) definida no intervalo (0, L) e determi-
nada fora deste intervalo por f(z+L) = f(x), isto é, suponhamos f(x) periodica
de periodo L. Define-se a série de Fourier, ou desenvolvimento de Fourier, de

f(x), como:
> 2 2
% + ; (an CoS (n—zx) + b, sin (n—zx)>

onde os coeficientes de Fourier a, e b, sao
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Ay, = %/OLf(x) cos (n%TI) dx e b, = %/OLf(x) sin (n%Tx> dx

comn=20,1,2, ...

Salienta-se que a série apenas corresponde a f(x). Nao sabemos, por enquanto,
se tal série converge ou se, em caso afirmativo, converge para f(x). Este pro-
blema, como ja dito, foi estudado por Dirichilet, que formulou as condicoes de
convergéncia das séries de Fourier, que passamos a considerar.

Condigoes de Dirichilet Suponhamos que:

(i) f(x) seja definida, exceto possivelmente em um ntumero finito de pontos
de (0, L);

(i) f(x) seja periodica com periodo L;

(iii) f(x) e f’(x) sejam seccionalmente continuas em (0, L). Entao a série de
Fourier converge para

(a) f(x)se z & ponto de continuidade
0 —0 . o

(b) % se x é ponto de descontinuidade.

Estas condi¢oes impostas a f(x) sdo suficientes, mas ndao sao necessdrias, isto

é, se elas sao satisfeitas a convergéncia estd garantida. Todavia, nao sendo elas

satisfeitas, a série poderd, ou nao, convergir. As condi¢oes em questao sao, em

geral, satisfeitas nos problemas que surgem na Ciéncia.|4]

4.2.2 As Transformadas Continuas e Discretas de Fourier

A analise de Fourier se mostrou tao poderosa que podemos aplica-la para representar
também func¢oes que nao sao periodicas. O processo envolve a abstracao de que o
periodo da funcao periddica representada pelas séries de Fourier tende a ser um ni-
mero muito grande, de modo que a func¢ao se torna, gradativamente nao-periddica.
Disto, nasce a Integral de Fourier. Definiremos as Funcoes Transformadas Continuas
e Discretas de Fourier. Por continuas diremos que as variaveis independentes das
funcoes que serao transformadas pertencem a um subconjunto D dos niimeros reais
R. Nesta dissertacao, as variaveis espacial e temporal serao sempre tomadas conti-
nuas de modo que as respectivas transformagoes nestas variaveis serao as definidas
continuas. As transformadas inversas das fun¢oes definidas nesta secao apresentar-
se-a0 ja na suposicao do dominio discreto, uma vez que este serd nosso dominio
de interesse acerca das solugoes buscadas neste trabalho. Ou seja, a variavel real
continua x € D C R far& correspondéncia com uma variavel real pertencente a um
subconjunto real discreto de numeros reais k,, € {ki, ko, k3,...} € D' C R, n € Z.
Ja a variavel real continua t € D C R fard correspondéncia com uma variavel real
discreta ao mesmo subconjunto de ntimeros reais w, € {wy,wq,ws,...} € D' C R,
n' € Z. As fungoes definidas nestes dominios terao como imagem subconjuntos I e
I’ do conjunto dos nimeros complexos.|5|
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Definicao 1. Dada uma funcio f(x) : x € D C R — T C R seccionalmente
continua, bem como sua derivada % e assequrada a convergéncia absoluta da integral
2 1 f(@)] do < oo, definimos a fungdo

Fk)=3{f(x)} k€D CR—-ICC

tal que f(x) 3 F(k), chamada de Transformada Continua de Fourier como a inte-

gral
1 > —ikx

1
e a respectiva transformacao inversa F (k) LN f(z) pela soma

e}

> Flky)e*n (4.21)

n=—0oo

fx) =

5~
)

De fato (e esta demonstragao poderd sequir para as demais generalizagées) temos

n=—oo

:/_oo f(iE/) (% i ezk x— x’)) dz’

B (4.22)
Jd que a fungao Delta de Dirac 6(x a) tem como uma de suas representagoes
1 00 1n( z')

a expressio 0(r —x') = 5= " , entao, continuando, supondo conveni-

entemente comportamento linear de k com relacao a n,

> 1 — :
:/ f(ﬂf/) % Z elkn(zx)> dr’ =

(4.23)
- [ #erta -z - 00
e mostramos a veracidade da transformacao inversa.

Definigao 2. Dada uma funcio f(z,t) : (z,t) € D* C R* — I* C R? seccio-
nalmente continua, bem como suas derivadas % e % e assequrada a convergéncia
absoluta das integrais [~ _|f(x,t)| dx < oo e [*_|f(z,t)| dt < oo , definimos as
funcoes

Folk,t) =% {f(x,t)} : (k,t) e D' xD = T' x T C C?
Fi(z,w) =8 {f(z,)}: (z,w) eDxD - TxT C(C?

Flk,w)=F{f(z,t)}: (k,w) e D?* - 17 C C?

tal que f(z,t) 3% Fu(k,t) , f(z,t) 3 Fz,w) e f(z,t) > F(k,w), chamadas de,
respectivamente, Transformada Continua de Fourier Espacial, Transformada Con-

tinua de Fourier Temporal e Transformada Continua de Fourier Espaco-Temporal
como as integrais

Pk t) = \/% / T et dy (4.24)
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Fi(z,w) = \/% /_ T et dt (4.25)

1 N .
F(hw) = 5 / / Fa e Geen gy gy (4.26)

Deﬁmmos as respectivas fungoes de tmnsformagoes inversas pelos somatorios
Folkt) 355 flant) ) Fi(m,w) S F(a,1) e F(k,w) S F(2,t) como

o0

Flat) = \/% S Fylhn t)et (4.27)

n=—oo

flz,t) = \/_ Z Fy(z,w,)e™n! (4.28)

fla,t) = > ) Flkw)eltnrtent (4.29)

4.2.3 Teoremas e Propriedades das Transformadas de Fourier

Teorema 1. Se lim, ,1. f(x,t) = 0, que concorda muito bem com condigoes de
existéncia da transformacgao, entao o efeito de transformacao de Fourier espacial
na deriwada de ordem n com respeito ao espaco € amplificar a fungao transformada
de um fator (ik)". Isto €, se existe a transformada da n-ésima derivada parcial da
funcao, entao

50 { g0} = " 5, 1701

Demonstracao. De fato, transformando a derivada com respeito ao espaco, temos,
da definicao

8 71':)3
m{axf(xt} m/ 5 dx

de onde, fazendo uma integragao por partes, temos

5o { et | = | [ p ), = i) [ plee ™ a

Supondo a hipotese de convergéncia, segue facilmente que

5:{ el f =

Por indugao, temos

1 . - —ikx _
m(zkz) /oo f(z,t)e ™ de =ik F, {(z,t)}
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5:{ o (5t @) f = s [ s e do = 75, 11(01)

de onde, finalmente,

5. {aﬁaﬁ ( 2 fa. t>)} == )lit) [ fle0e do = (05, (f.0)

e estd demonstrado o teorema.
O]

Teorema 2. Se limy .., f(z,t) = 0, entao o efeito de transformacgao de Fourier
espacial na deriwada de ordem n com respeito ao espaco € amplificar a func¢ao trans-
formada de um fator (iw)". Isto é,

5i{ g (@)} = ()" Tl w0}

Demonstracao. A demonstracao segue idéntica a do Teorema 1 trocando as deriva-
das espaciais por temporais e apenas k por w.
O

Teorema 3. A transformada de Fourier de uma funcao deslocada em seu dominio
na forma f(x — a), onde a € R, é modulada pela exponencial e=*¢. Isto ¢,

§{f(x—a)} = 7§ {f(x)}

Demonstracao. Decorre diretamente da definicao que

—CL —ikx T
3{f( m/ f(a d

de onde fazendo a mudanca de varidveis x — a = 2/, temos

£L’—CL —zka: a) T —zka —zkx '— e —ika
Sl —a) == [ et — et [ e i = ety ()

e estd demonstrado o teorema. |5]
O]
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5 A Cavidade Ressonante a Vacuo

Campos eletromagnéticos na presenca de fronteiras metalicas formam, em aspecto
pratico, um assunto de importancia considerdvel. Em altas frequéncias onde os com-
primentos de onda sao de ordens menores que metros ou até menos, a tnica forma
pratica de gerar e transmitir radiacao eletromagnética envolve estruturas metalicas
com dimensoes comparaveis aos comprimentos de onda envolvidos. A cavidade res-
sonante pode ser construida a partir de um guia de ondas fazendo com que o mesmo
seja perfeitamente fechado. Ou seja, a cavidade ressonante é uma estrutura (ndo
restringindo a forma geométrica da mesma) fechada por paredes metélicas que, de
modo usual, tem uma condutividade elétrica muito elevada. Assim, como esperado
e contrario aos guias de onda, as cavidades ressonantes trabalharao com ondas es-
tacionarias. Por este motivo, estes dispositivos quando hd em seu interior apenas
vacuo sao excelentes para armazenar grandes quantidades de energia na forma de
ondas eletromagnéticas de alta frequéncia, o que nao é possivel em circuitos RLC.
As frequéncias de possivel armazenamento sao funcoes das dimensoes da cavidade
e, dai, o nome ressonante. As varias reflexoes sofridas no interior da cavidade dimi-
nuem muito os fatores de perda de energia e tornam consideravel o fator de qualidade
destes dispositivos. As geometrias mais usuais das cavidades sao a retangular e cilin-
drica. Nesta dissertagao estaremos interessados na geometria retangular onde apenas
uma das dimensoes da cavidade serd de importancia para as frequéncias permitidas.
Faremos isso para atermo-nos, basicamente, no aspecto perturbativo da ondulatoria
envolvida colocando em contraste as cavidades ressonantes a vacuo e na presenca
de plasmas rarefeitos. Nesta secao trataremos do caso da cavidade a vacuo cuja
relacao entre as suas dimensoes possibilitara a clausura de ondas eletromagnéticas
unidimensionais facilitadamente.|6]

Tratemos do interior de uma cavidade ressoante retangular fechada por paredes
metdlicas. Dada geometria, mapearemos todo o espaco do problema por pontos
(2,4, z) localizados pelo vetor 7 = 2 Z+y §+ 2 2 onde Z, § e 2 sdo vetores uni-
tarios ligados as direcoes de crescimento das coordenadas x , y e z. A dimensao
fisicamente consideravel serd, arbitrariamente escolhida, o comprimento Ay = L.
Os comprimentos nas demais direcoes serao tomados como nao-comparaveis ao da
dire¢ao de propagacao y. Desta maneira, iremos implantar ad hoc que a direcao de
propacao da onda enclausurada sera ¥ e o vetor campo elétrico da onda eletromag-
nética sera representado por £ = E(y,t) T para 0 < y < L. Isto é, o campo elétrico
terd sua amplitude dependente apenas da coordenada espacial y e, obviamente, da
temporal t e desenvolveré sua ondulatoria na direcao . O campo elétrico no exterior
da cavidade é nulo. Uma vez que consideramos vacuo no interior da cavidade, as
Equacoes de Maxwell para o problema sao idénticas as equacgoes 4.5,4.6,4.7 e 4.8 da
secao 4.1 e delas obtemos a equagao de onda para o campo elétrico da forma

V2E - 1PE 0 (5.30)

2 Ot?
Como a direcao efetiva de propagacao ¢ y o operador V? pode ser apenas substi-
2
tuido por g—yQ de modo que a equacao de evolucao espago-temporal para a amplitude
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do campo elétrico no interior da cavidade é
2 E( t) 1 2
Jy? v 2 ot?
a muito bem conhecida equacao de onda eletromagnética no viacuo. Uma vez co-

nhecida a sua solucao podemos, entao, aplicar a Lei de Faraday e obter a respectiva
componente magnética da onda.

T L [T 5.32)

E(y,t)=0 (5.31)

Isto é, ja que

0 . 0 ~
Vxﬁ—ya—yxE(y,t)x——a—yE(y,t)z

entao

B=2 /(%E(y,t) dt (5.33)

que é perpendicular & componente de campo elétrico.

5.1 A Relacao de Dispersao

Para extrair a relacao de dispersao muito bem conhecida das ondas eletromagné-
ticas no vacuo no interior da cavidade vamos levar a equagao (5.31) para o espago
reciproco de nimero de onda k e frequéncia angular w. Para isto, vamos utilizar
da tecnologia das fungoes Transformadas de Fourier em, respectivamente, posicao e
tempo.

Uma vez observadas as propriedades das transformadas, temos

5{ B0 -~ 5 5B0 b =50} =

0? 1 02 ,
-~ ~—~F —i(ky+wt) _
/ / [8 y,t) — 29p (y,t)} e dy dt =0 =
:>/ N 82 E(y t)e *dy emdt—/oo R — E(y,t)e ™dt| e ™dr =0
o ’ o o Ot2

A manipulagao das integrais é coerente ja que a coordenada de espago é indepen-
dente da coordenada de tempo e a transformacao é linear. Prosseguindo, observamos
que estamos, respectivamente, na presenca das transformadas das derivadas segun-
das com relacao a espago e tempo. Portanto, de acordo com o Teorema 2, temos

/ (i) B (s, et dt — / (iw)2 By (i, w)e " dz = 0
onde indicamos por E,(k,t) e Ey(z,w) ,respectivamente, a transformada espacial

e temporal de Fourier da fungao E(y,t). A ultima equagdo nada mais é do que a

transformada espago-temporal manifestada de duas formas diferentes. Assim,
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g [ B + 5 | o [ B tar] <o

e, finalmente,

{‘;’_j - k:Q} Ek,w) = 0 (5.34)

que nos da a conhecida Relagdao de Dispersao w(k)? = ¢?k?, ja que a fungao trans—
formada nao deve ser identicamente nula. Portanto para altas frequéncias f = 5=
é preciso pequenos comprimentos de onda A = k ja que o mediador da relagao
Af = ¢ é a velocidade da luz no vicuo com ordem de grandeza 10® m/s. Percebe-

. DIV TIE .
mos que neste caso a velocidade de fase v, = % é idéntica a velocidade de grupo

Vg = a“ggf), que é £c. Desta maneira, nao s6 todos os modos normais do pacote de
ondas se movem exatamente a mesma velocidade da luz no viacuo como o proprio
pacote também. Ou seja, o vacuo é um meio nao dispersivo e devemos esperar que
as ondas nesta situagao mantenham suas caracteristicas de forma a medida que se

propagam.|2]

5.2 Discretizacao das Frequéncias

As Condigoes de Contorno de Dirichilet, assim chamadas em homenagem ao ma-
tematico Dirichilet, caracterizam a situacao de que uma dada funcao definida em um
dominio deve, além de satisfazer a uma equacao diferencial dada neste dominio, as-
sumir certos valores em certas regioes pré-estabelecidas. No contexto das cavidades
ressonantes, ji que as paredes sao metdlicas, essas condicoes sao particularmente
interessantes ja que nos limites da cavidade o campo elétrico deve ser nulo. Isto
deve-se ao fato de que consideramos a continuidade do campo elétrico na fronteira
da cavidade. Claro, o campo elétrico na regiao externa da cavidade deve ser nulo e,
portanto, exatamente sobre a fronteira também o deve ser ja que supomos a ampli-
tude do campo elétrico uma fungao diferenciavel (se nao fosse ndo haveria equagao
diferencial envolvida). Entao, consideramos o campo elétrico identicamente nulo,
isto é, com amplitude zero para todo instante ¢ nos pontos y =0 e y = L . Ou seja,
o contorno do problema é representado por

Ely=0,t) =0
{E(;/: Li)—0 (5.35)

Vamos agora estudar a equagdo (4.15) mais uma vez na sua representa¢ao no
espaco de frequéncia w e imprimir sobre ela as condigoes de contorno dadas. De
fato,

T Bty -~ pyn) - *E(y,t
5i{ e B0 — 3B | =5 {0®E.0} =

L2 (—1 / N E(y, t)e —wtdt) L ( L[t E(y,t) —wdt) 2Ey(y, w)
- , ,t)e =« , W
8y2 /_271' . ) /—27_‘_ at2 Yy t\Y
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que nos dé, uma vez que estaremos diferenciando com relagao ao espaco a funcao
transformada, a seguinte equagao:

62 - w2 5\ =

9% ~ ~
a_yQEt(ya w) + kQEt(,%W) =0

Para resolvé-la, iremos introduzir o seguinte ansatz: Ey(y,w) = a(w)e?@9. Aqui,
a(w) e b(w) sdo supostas fungoes da variavel w. Pois bem, aplicando tal ansatz na
equacao (5.36) obtemos

a(w)et™) {bz(w) + t’—j] =0

cuja solugdo clara é b(w) = £i%. Isto é, a solugao mais geral possivel ¢ dada pela
combinacao

Eily,w) = )2 + a_(w)e 5 (5.37)

Ei(y, k) = ay(k)e™ + a_(k)e ™

onde a_(w) (que amplifica a exponecial de argumento positivo) e a, (w) (que ampli-
fica a exponecial de argumento negativo) sao fungoes de w a ser determinadas. Para
aplicar as condigoes de contorno (5.35) a esta solu¢ao devemos também transforma-
las com respeito ao tempo. Assim, fazendo isso, temos

{@(y =0,w)=0 (5.38)
L,w 0

Ou seja, as fungoes a_(w) e ay(w) devem ser tais que

E(y=0,w)=0=a,; +a_ =0
_ M o (5.39)
E(y=Lw)=0=arec"+a_e’'c"=0
Combinando essas equagoes obtemos a(w) = —a_(w) de onde
ay [eel —e ] =0 = aysin <EL) =0 (5.40)
c

Para que as solu¢oes nao sejam triviais (a4 (w) = a—(w) = 0) é preciso que a
quantidade %L assuma apenas valores multiplos inteiros de 7, de modo a assegurar
a nulidade da fungao seno (sin(y) = 0 = x = nm,n € Z). Portanto, se faz presente
a Discretizacao das Frequéncias possiveis para o intervalo 0 <y < L :

cm

w
. T = Wy =Ny (5.41)

sin(kL) =0= kL =nr =
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T 2
kn=n—= w, =cy\/n?’— + a?
L L2+

Gera-se, portanto, um conjunto infinito contavel de possiveis valores de frequén-
cias associadas a solugao (5.37). Consideramos, evidentemente, apenas inteiros posi-
tivos, ja que as frequéncias devem ser niimeros reais positivos. A solu¢ao mais geral
possivel seré a sobreposicao de cada uma das solugoes. Aqui esta o fato importante
sobre as cavidades ressonantes. Nao é qualquer frequéncia f de onda que podera ser
armazenada na cavidade. A relacao entre a frequéncia fisica f e o numero de onda
k com as correspondentes frequéncia e nimero de onda no espaco reciproco w e k
sa0

2
w:27rfek:77T (5.42)
de onde relacionamos, dada relacao de dispersao, Af = ¢

Portanto, temos a relacao
W, c
o 2L
Somente as ondas eletromagnéticas com frequéncia representada por um multiplo

inteiro da quantidade fundamental (menor de todas e chamada de frequéncia de
ressonancia e/ou frequéncia de corte) f,—1 = 5% = 57 que serao enclausuradas com

I

2w
sucesso. Os comprimentos de onda caracteristicos sao
c 2L
)\n = — = —
In n

e, entao, o maior comprimento de onda das ondas enclausuradas serd Ay = 2L. Ou
seja, para cavidades ressonantes da ordem de alguns centimetros, isto é, L ~ 1072 m
a frequéncia de ressonancia fundamental é f; ~ 10 57! que sdo perfeitas para o
armazenamento de micro-ondas. Eis um dos principais fatos dos revolucionarios
fornos de micro-ondas. Uma caixa metélica simples com comprimentos da ordem
de (até) dezenas de centimetros pode conter ondas que excitam energias de mo-
dos rotacionais de moléculas como a da adgua (por exemplo) e, por fim, elevar sua
temperatura. |6

5.3 Uma Solucao Analitica

Jé& estabelecido o conhecimento da discretizacao das frequéncias e, portanto, esta-
belecido o conhecimento que devemos tratar as transformacoes inversas das fungoes
observando este fato, vamos definir as Condic¢oes Iniciais. Vamos supor que inici-
almente a cavidade ressonante esteja inabitada de radiagao eletromagnética. Porém,
repentinamente, esta condi¢do tende a mudar e dar uma forma funcional f(y) para
a intensidade do campo elétrico. Isto é, abruptamente tende a surgir um campo
elétrico com uma amplitude bem definida na direcao x. O par de condicdes iniciais
que bem simulara esta realidade é

Elyt=0=07

%ﬁ(y,t =0)=f(y) = (5.43)
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N&o nos é mais pertinente trabalhar com a equacao (5.31) no espago reciproco de
frequéncias, como em (5.36). Para exprimir um resultado relacionado a soluc¢ao do
problema das condigoes iniciais supracitadas precisamos trabalhar com a equacgao
(5.31) no espaco reciproco de nameros de onda. Ou seja, precisamos aplicar a
transformagao espacial na equagao (5.31) . Segue que

0? 1 02
50 { B0 = Bl | =8, 0) =

= /OO a—zE( t)e *vd 1o /Oo E(y,t)e ™dy ) =0
- ayQ y? € y CQ atg - y’ € y -

que nos da, uma vez que estaremos diferenciando com relagao ao tempo a funcao
transformada, a seguinte equacao:

2

0" ~ 270 —
5 Bulk,t) + (k) Ey(k, £) = 0 (5.44)

Transformando, também, as condigoes iniciais, obtemos, preocupando-nos apenas
com o moddulo do vetor campo elétrico pertinente a equacao acima

Eyt=0=07 E,(k.t=0)=0
= ~ (5.45)
{%ﬁwizmszhf S, (k,t = 0) = F(k)
onde F(k) =§, {f(y)} B
O procedimento é semelhante: sugeriremos um ansatz E,(k,t) = h(k)e?®? como
solugao de (5.44). Aplicando tal fungao na equagao, obtemos
h(k)e“ ™ [q(k)* + (ck)*] =0 (5.46)
de onde solucionamos ¢, (k) = ick e q_(k) = —ick. Assim, a solugao mais geral
possivel para um numero de onda dado £ é
E,(k,t) = hy(k)e™™ 4+ h_(k)e i (5.47)
Impondo sobre esta solucao as condicoes de contorno obtemos as equacoes
ick hy (k) —ick h_(k)

e, facilmente, concluimos que

0
g (5.48)

hi(k) = —h_(k)
L P® (5.49)
{h—(k) — T 2¢ ik

Dai, a solugao para o campo transformado no espaco reciproco de niimero de
onda é

- 1 (k) ickt 1 (k) —ickt
E (ki t) = — - gickt _ ~ 2 W) —ie 5.50
vk ) =5 = € 2% ik (5-50)

Multiplicando ambos lados por ik e aplicando a transformacao inversa obtemos
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5! {zkﬁy(k,t)} - 2%3;1 {F(k)eH} — Zlcgy—l {F(k)e~ k) (5.51)

Dos Teoremas acerca das transformadas de Fourier da secao 4 reconhecemos do
lado esquerdo a transformada inversa da derivada da amplitude do campo elétrico e
do lado direito as transformadas inversas das translacoes de dominio da identidade
funcional da amplitude de campo elétrico na derivada temporal inicial.[5] Portanto,

0 1 1
a—yE(i% t) = %f(y +ct) — %f(y —ct) (5.52)

Uma vez conhecida a fungao f(y) basta translada-la de dct e integrar com relagao
a y para obter solucao de campo elétrico.

5.4 O Pulso Elétrico

Caracterizaremos como um pulso elétrico muito bem localizado em um ponto
xr = xo um campo elétrico da forma F(z) = Eyd(x — x0), onde Ey é um nimero real
que da a intensidade deste pulso. Estamos particularmente interessados neste tipo
de comportamento para a condicao inicial da derivada do campo elétrico no interior
da cavidade ressonante. Queremos obter solucoes para o caso de que, no instante
inicial, a cavidade esteja isenta de radiagdo eletromagnética e abruptamente(muito
abruptamente) esta realidade é tensionada a mudar para uma intensidade multipla
de uma quantidade definida Ay que tem unidades de campo elétrico por unidades
de velocidade em um ponto especifico y = yo. Isto é, tomaremos f(y) = Aod(y — yo)
de modo que as condicoes iniciais de nosso interesse serao

E(y,t=0=07 (5.5
SE(y,t=0)=Ab(y —yo) T .

Portanto, da solugao (5.52) identificamos

0 Ao

—FE(y,t)=—29
de onde, observando a relacao da Delta de Dirac com a funcao Step de Heaviside,
temos a solucao da amplitude de campo elétrico dada por

ly — (yo — ct)] — % oy — (yo + ct)] (5.54)

E(y.t) = "2 [H(y ~ (v — ) — H(y — (y0 + ct)) (5:59)

De fato, a constante de integracdo deve ser nula para satisfazer F(y,0) = 0. Expli-
citamente,

0 ,y€(0,y0—ct)U(yo+ct,L)
E(y,t) = 42 Y =yoEct (5.56)
52 Y € (yo — ct,yo +ct)

Uma vez seccionalmente continua, a fim de explorar graficamente esta solucao,
vamos obter a representacao desta funcao em Série de Fourier. Suponhamos que a
coordenada inicial g seja o centro da cavidade. Isto é, yg = % Dai, da segao 4.1,
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Ey.t) = ian(t) cos (?) + by (t) sin (?)

n=1
Para n = 0 temos k = 0, que nao faz sentido. Portanto, nao contabilizaremos na
representacao. Os Coeficientes de Fourier sao

’ L ny
L
1 5 +ct AO nmy AO ‘ — . e (L
L /é—ct 2 o8 (T) dy = 2cnm [Sm (f <§ + Ct)) — sin (T (5 —ct
= ﬂ sin nmct COS (T)
oenrw L 9

nm

Mas, cos ( 5 ) =0, Vn € Z. Assim, o primeiro coeficiente de Fourier é identi-
camente nulo: a, =0V n € Z*. Ja o segundo,

Portanto, a representagao da onda-solugao é [4]

Ap=1 t
E(y,t) = 0_73 ; - sin (mlr;c ) sin <n2—W> sin <%) (5.57)
Tomando as varidveis adimensionais {7' = % =4 Ay = %}} a fim de visu-

alizar os graficos da solugao, temos, a solucao aproximada somando de n = 1 a
n=N
nm

E(y,t)= Ay Z % sin (n77) sin (7> sin (nt) (5.58)

Naturalmente, o periodo da onda é P = % de modo que exploraremos a solugao
quadro-a-quadro para 0 < 7 < 2 para intervalos A7 = 0.1.
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’ ©=0.00 | | =0.1 ‘ : =02 |1 =03

i : ‘ ....... L I

_ =04 |1 120754:-5 - __ | -

| =0.8 | =0.9 Y —

; =12 =13 =14 =15

[ =1.6 ’ 1=1.7 i t=1.8 —19
| |

S . s
i |

Figura 1: Solugao quadro-a-quadro da onda para intervalos de tempo de 7 = 0 a
T=2com Ay = 1 e N = 700.

A figura mostra a evolugao espaco-temporal da onda na cavidade a vacuo. Ini-
cialmente, como previmos, a cavidade é inabitada de radiagdo. As duas frentes
de onda que viajam uma para a esquerda e outra para a direita com velocidade
c surgem imediatamente o inicio da propagacao e, cada uma, encontra as paredes
da cavidade em 7 = 0.5 como podemos ver, onde sao refletidas de volta ao centro
da cavidade. As frentes continuam sua propagacao invertendo os sentidos de suas
velocidades e vao de encontro ao centro da cavidade. Uma vez chegando 14, se in-
terferem e o campo é nulo novamente. Imediatamente apoés, as frentes continuam
sua propagacao e vao de encontro as paredes da cavidade. Novamente sao refletidas
e, fechando um periodo, em 7 = 2, o campo volta a ser nulo. Esta configuracao se
repetird para instantes de tempo maiores que 7 = 2 devido a periodicidade da onda.
Notamos que a amplitude da mesma é preservada. Isto é, durante a propagacao do
pacote de ondas a amplitude do mesmo assume apenas um dos dois valores 0 ou a
fracao de Aj.
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6 A Cavidade Ressonante Plasmonica

Neste capitulo estudaremos o comportamento ondulatorio das ondas enclausuradas
na cavidade ressonante nao mais no regime de vicuo. Acrescentaremos uma densi-
dade de cargas livres em seu interior. Isto é, agora a cavidade sera preenchida por
um géas ionizado (um plasma). O nome plasma se da, realmente, a um gas ionizado
com uma densidade de particulas carregadas considerédvel. No caso deste trabalho
consideraremos que o plasma interior tem uma densidade muito baixa, i.e, bastante
rarefeito, de modo que desprezaremos uma série de fendmenos que poderiam ocorrer
no processo. |6]

6.1 A Equacao de Onda Plasmoénica

Para chegarmos a equacao que rege a evolucao espago-temporal das ondas ele-
tromagnéticas no interiror da cavidade na presenca do plasma rarefeito temos de
reescrever as Equacoes de Maxwell pertinentes a este sistema. Agora ha uma certa
densidade factivel de cargas na cavidade bem como densidades de corrente elétrica
que surgirao. Assim, as equacoes completas sao:

V.E = 2 (6.59)
V-B=0 (6.60)

VxE= ﬁ (6.61)
VxB= ,u07 18@ (6.62)

2 ot
Tomando a derivada com respeito ao tempo na tltima equacao obtemos, devido
a independéncia das coordenadas espaciais e temporais

0B  0J 10°FE

VX g =g T a e

e, em seguida substituindo a lei de Faraday, obtemos

o] 10°F

—VXVXE M08t+28t2

ﬁ Ry 87 1 °F

2 8752

Imprimindo novamente a un1d1men81onahdade de nosso estudo, a equagao se
resume a

— V(Y (6.63)

P 87 L1 92F (y,1)

825



6.1 A Equacao de Onda Plasmoénica 29

Temos de abordar uma forma mais convidativa a densidade de corrente 7 Su-
ponhamos que a populacao de cargas elétricas sejam constituida de elétrons livres
nao-interagentes de carga de modulo e e massa m sujeitos a um nimero médio n
muito pequeno de particulas por unidade de volume 0V. Dai, nesta condicao de
plasma rarefeito, podemos calcular a densidade de corrente por

1
7:WZ%71

onde ¢; = —e é a carga de cada elétron e 71 suas velocidades relativas a um
referencial inercial em repouso com relacao a cavidade. Como as cargas sao idénticas,
basicamente temos
7 = —n067

onde ng é a densidade média de elétrons na cavidade e U é a velocidade de deriva dos
elétrons. Estamos supondo aqui que o sistema esta em equilibrio e esta velocidade
¢ uma medida global do movimento do sistema.

Desprezaremos o efeito magnético da forca de Lorentz, ja que a densidade destes
elétrons é baixa e as velocidades relativas ao referencial inercial em repouso em
relacao a cavidade sao baixas o suficiente para justificar o desprezo. Aplicando a 2°
Lei de Newton ao sistema observamos facilmente que 8]

m%7 _ _F

de onde calculamos a relacao entre a derivada temporal da densidade de corrente
e 0 campo elétrico como

0 noe>
57 _ g (6.65)

m
Dai, substituindo na equagao (6.64) obtemos
0? 1 02 Jo€?
Identificando )
2 Ho€
o =Ny
m

podemos estimar sua ordem de grandeza substituindo os valores das grandezas

fisicas fundamentais. Esta constante é proporcional a conhecida "‘frequéncia de

plasma'definida por w, = ngj De fato,

_3]47r x 1077 [kg m/C?.2,56 x 10738 [C?]

=3.53 x 10714, -2
9,1 % 10-51 [kg 09 fo 1

o valor obtido é muito pequeno mesmo nao considerando a possivel ordem de
grandeza da densidade de elétrons que é suposta muito baixa. Assim, o valor de «
é, de fato, um valor de carater perturbativo a equacao de onda que, no vacuo teria
o seu lado direito igual a zero.
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A equacao que, portanto, devemos nos ater a solucionar é
aa—;ﬁ<y, f— ég—;ﬁ(g/, 1=’ (6.67)
ou, ja inferindo ﬁ(y, t) = E(y,t)T, obtemos a versao final
B t) ~ Pl t) = 0Bl (6.68

Neste caso, estaremos interessados em prever os efeitos dispersivos do meio
plasmoénico nas ondas no interior da cavidade. Dai, vamos tomar as mesmas condi-
¢oes de contorno do problema anterior, porém, com as condic¢oes iniciais modificadas.

Vamos lancar uma onda na cavidade com derivada nula:

{E(y,t=0) =fy), 5E.t=0)=0
E(y=0,t)=0 E(y=L,t)=0

(6.69)
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6.2 A Relacao de Dispersao, Discretizacao do Nitimero de
Onda e Frequéncia de Corte
Para determinar a relacao de dispersao destas ondas vamos, como no outro ca-

pitulo que buscava a mesma solugao, transformar em tempo e espaco a equagao
obtida. Assim,

S{aa—ZE(y,t) — C—lgg—tE(y, } =3 {’E(y.t)} =

a 1 82 —i(kytwt) 271
/ / 8_ yt) — gﬁE(y,t) e dy dt = " E(k,w) =

*Tr1 [> 9 ” , 1 [>*[1 [~ 0 ot ” =
= — 5By, t)e™ ydy} e_wtdt——/ {— —FE(y,t)e"'dt| e "™dy = o°F
/OO {27? o 0Y? 2 J_ o |27 J_o OF?
Prosseguindo, observamos que estamos, respectivamente, na presenca das trans-
formadas das derivadas segundas com relacao a espaco e tempo. Portanto, de acordo
com o Teorema 2, temos

1 o 1 >
— ik)*E,(k
\/ﬁ/_w( VEy(k = \/_
onde indicamos por Ey(k:,t) e F,(y,w), respectivamente, a transformada espacial

e temporal de fourier da fungao F(y,t). A tltima equac¢ao nada mais é do que a
transformada espago-temporal manifestada de duas formas diferentes. Assim,

t)e “tdt — (zw)QEt(y,w)e”'kydy = o’E

L/%/ "“tdt]+—[\/_/ Ey(y,w)e ™dy| = o*E

e, finalmente, [w? — (¢2k% + 2a?)] E(k,w) = 0. J& que a funcdo transformada iden-
ticamente nula nao nos interessa, a Equacao de Dispersao é

w? — (Pk* + a®) =0 (6.70)
de onde temos a Relacao de Dispersao dada por, inferindo frequéncia positiva,

w(k) = cVEk? + a? (6.71)

wO (k) = ck

Como vemos, a frequéncia caracteristica de cada modo normal k cresce com o
mesmo e modos normais viajando em sentidos exatamente opostos, isto é, com o
mesmo valor em mddulo do nimero de onda k, apresentam uma mesma frequéncia.
A velocidade de cada um dos modos normais, isto é, a velocidade de fase do modo
de namero de onda k ¢ dada por|[9]

wk) oVE2+a?
ok k
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A funcao que representa a velocidade de fase é decrescente com relacao a k. Assim,
as ondas que constituem o pacote com maior nimero de onda tendem a ser mais
lentas do que as de menor ntimero de onda, que sao mais rapidas. Note que fatorando
k na expressao obtemos
an 2
Up =cy/1 + (E)

O modulo da velocidade limite de um modo cujo nimero de onda é muito grande
¢ v, = c. Portanto, os modos mais lentos tendem a se mover exatamente com
a velocidade da luz no vacuo. J& os modos mais rapidos viajam com velocidade
superior a velocidade da luz! Este fato, como sabido, ndo é motivo para maiores
alardes porque a velocidade de fase é apenas a rapidez com que o modo se move.
Nao representa a transmissao de nenhum tipo de informacao e, portanto, nao viola
o principio de que informagao alguma pode viajar mais rapido que a luz no vacuo
da Relatividade Especial.|7| Reparamos também que & medida que o parametro «
cresce, isto é, a medida que o plasma contido na cavidade se torna mais denso, os
modos se tornam mais rapidos. A tendéncia de se mover com a menor velocidade
possivel v, = ¢ é retardada pelo plasma mais denso. No limite de plasma algum,
isto é, @ — 0, recuperamos o resultado esperado de que todos os modos se movem a
uma mesma velocidade de fase. A figura abaixo ilustra nossa anélise. Suponhamos
puramente por ilustracao que o nimero de onda k seja continuo. O eixo vertical
representa os valores da velocidade de fase e o horizontal os valores do niimero de
onda k. Cada uma das curvas é respectiva a uma densidade de plasma. Ou seja,
cada curva se refere a um valor diferente de . A curva mais de baixo em azul
claro representa a menor das densidades de plasma «; e decresce muito rapidamente
ao valor limite. A intermediaria em vermelho representa uma densidade maior as
e decresce menos rapidamente. A mais de cima em roxo representa a maior das
densidades a3 e decresce muito mais lentamente.

e

-

Figura 2: No eixo horizontal representam-se os valores de k e no vertical as veloci-
dades de fase. A ordenacao das densidades de plasma é a; < ag < as.
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A velocidade de grupo do pacote de ondas, que é dada por|9|
0 ck c

v k =

g = 7rw(k) = 5 5
W VR iy

é, como esperado, uma funcao limitada inferior e superiormente pela velocidade de
propagacao da luz no vacuo: Im[w'(k)] = (—¢,¢). Percebemos que a medida que o
parametro « cresce, isto é, a medida que o plasma contido na cavidade se torna mais
denso, para uma mesma diferenca de valor de ntimeros de onda k sucessivos os pulsos
de interferéncia sao mais lentos. Portanto, em situagoes de plasma mais denso, o
pacote de onda deve precisar de mais tempo para propagar-se a mesma distancia
que em plasmas menos densos. Em outras palavras, o plasma mais denso contém
a propagacao da onda. Em contra-partida, esses plasmas mais densos apresentam
maior frequéncia. A onda oscila muito mais rapidamente em um dado ponto do que
neste mesmo ponto para plasmas menos densos. A figura abaixo ilustra o grafico
da velocidade de grupo para os mesmos trés valores diferentes do parametro o da
figura anterior. Como vemos, as assintotas verticais w'(k) = +c sdo evidentes e a
medida que a densidade de plasma cresce os pulsos se tornam mais lentos. A curva
mais de cima em azul claro representa a menor das densidades de plasma «; e cresce
rapidamente. A intermediaria em vermelho representa uma densidade maior as e
cresce menos rapidamente que a primeira. A mais de baixo em roxo representa a
maior das densidades a3 e cresce muito mais lentamente.

w(K)

Figura 3: No eixo horizontal sao representados os valores do niimero de onda k e no
vertical as curvas w'(k). A ordenacao das densidades de plasma é oy < ag < ag.

Da mesma maneira que na cavidade a vacuo, a plasmonica deve atender a con-
di¢ao de contorno de Dirichilet empregada anteriormente. Com o mesmo raciocinio
feito antes obtemos que a discrigao dos nimeros de onda é da forma k, = nT e,

portanto
/ 2
™
_ 2 2
Wp =CA\I N Iz +
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Desta maneira, observamos que h& uma frequéncia minima representada pelos
modos correspondentes a n = £1. Esta chamamos de frequéncia de corte e tem

valor
2 22
Wpin = € ﬁ+a2: ?—l—wg
Ou seja, nem todo modo normal pode se propagar no meio plasmonico. Propagar-
se-d0 com sucesso apenas aqueles modos para os quais w(k) > wyin- Note que
este valor minimo cresce com a densidade de plasma. Plasmas mais densos tem
um limite inferior de modo normal possivel maior. Note também que a frequéncia

minima esta acima da frequéncia de plasma
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6.3 Uma Solucao Numérica

Nesta secao solucionaremos a equacao da onda plasmonica com uma abordagem
diferente do capitulo anterior. Consideremos a equagao
2 1 82 N

—Fy,t) — w=—=FE(y,t) = a”E(y,t 6.72

oy R e e A ) () (6.72)

Para esta, buscaremos solugoes separaveis do tipo E(y,t) = Y (y)T'(t) onde Y =
Y (y) é uma fungao real unicamente da variavel real y e T'= T'(t) é uma fungao real
unicamente da varidvel real t. Assim, substituindo na equacao dada e, em seguida,
dividindo pelo proprio produto obtemos

1 d? 1 1 d2 9
de onde, claramente, podemos prever que as trés parcelas presentes devem repre-
sentar valores reais contantes. Isto é, uma vez que uma funcao real so de y somada
a uma funcao real so de t resulta, para todos os valores possiveis permitidos de y e
t, um certo nimero independete destes, i.e, uma funcao constante, entao é verdade
que cada uma destas fungoes é também uma fun¢ao constante. Dai, tomemos, por
exemplo, ai,as € R

1 d? 1 1 d2
Y(y) dy2 (y> a; € 2 T(t) d¢2 ( ) az (6 7 )

de modo que a; + as = o?. Dai, podemos substituir as = o® — a; e, finalmente,
obtemos um sistema de equacoes diferenciais ordinérias desacoplado

2

1 d2 Viu) — 1 1 a2

vpae VT T ETgae

Agora, temos de decidir se a fun¢ao constante a; é um nimero negativo, nulo

ou positivo. Ja que a condicao de contorno implica que, para todo tempo ¢, isto é,

para todo valor de T'(t), a fun¢ao Y (y) deve satisfazer Y(y =0) =Y (y=L) =0

podemos descartar as hipoteses de a; > 0 e a; = 0. Dai, facamos a; = —m?, onde
m € R. Assim,

T(t) = a® — a; (6.75)

1 d? 1 1 d2
— — Y(y) = —m? - T() = a? 2 .
Y ) 42 (y) m- e 2T a2 (t)=a"+m (6.76)

A solucao da parte espacial é imediatamente obtida como sendo

Y(y) = ersin(my) + cacos(my)  5¢1,c0 € R

de onde, aplicando as condicoes de contorno, observamos que co = 0, para sa-
tisfazer Y(y = 0) = 0, e, de Y(y = L) = 0, temos a seguinte equacao para m:
sin(mL) = 0. Esta equacao é satisfeita para todo valor de m tal que m = n%, onde
n é um inteiro positivo(vamos toma-lo positivo pela sua semelhanga com valores de
frequéncia). De fato, identificamos este como sendo exatamente o nimero de onda
k, das ondas na cavidade ressonante. Agora, olhando para a equacao da funcao

temporal identificamos que, dado m = k,,,
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s d 72
e T(t) = TS 2o+ 02 ) T@t) =
2T P (t)y=a"+n 73 = I (t)+c (a +n L2> (t)=0

. 2 ~
e, portanto, resumindo w? = ¢? (a2 + n2%>, temos a solucao, para um dado n

T'(t) = cgsin(wt) + ¢4 cos(wt) (6.77)

onde c3 = 0 para satisfazer a condicao inicial %T(t = 0) = 0. Dai, de forma geral,
a solugao mais geral possivel para o problema é

E(y,t) = Z Yo (y)T,(t) = Z ¢y Sin (n%) cos (wnt) (6.78)

n=-—o00 n=1

onde a amplitude ¢, serd calculada pela segunda condicao inicial.
Ja que E(y,t =0) = f.(y), entdo, calculando em ¢ = 0, obtemos

fely) = i Cp SiN (n%)

n=1

Se multiplicarmos em ambos membros da equacao por, por exemplo, sin (p’T—Ly),
onde p é um inteiro positivo, e integrarmos em y em todo espaco permitido, a

expressao fica

/OL fe(y) sin (p%) dy = g Cn /OL sin <n%> sin <p7r—liy> dy

que devido a ortogonalidade da Funcao Seno simplificamos para

/ fe(y sm ) dy = icn (gén@)

onde ¢, , é a Delta de Kronecker de n,p. Finalmente, pela propriedade da mesma,

2 /0 " ) sin (") ay (6.79)

Para estudar melhor os efeitos na onda vamos substituir a condicao inicial de
funcao delta para uma funcao Gaussiana centrada no centro da cavidade cuja largura
¢ muito fina. Vamos lancar a onda com forma funcional inicialmente dada por

Byt = 0) = f(y) = 20ea(mb)

€
onde Ejy é uma amplitude conhecida medida em unidades de campo elétrico vezes
unidade de comprimento e € é a largura que vamos associar a esta configuracao
medida em unidades de comprimento. De fato, esta funcao se comporta de maneira
assemelhada & funcao Delta de Dirac no limite em que ¢ — 0. Note que o valor
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méaximo desta funcao ocorre para, exatamente, o centro da Gaussiana. Suponha
que 0 maximo ocorre para um dado y = yo de maneira que - (yo) = 0. Ou seja,

2
d 2E, (L (%) L
af(yo)—()ie—g)<§—yo>€ € —0:>y0—§

e o valor méximo é f"* = % Ao mesmo tempo, para que caracterizemos correta-
mente como largura genuina da curva o valor € devemos medi-la na altura da funcao
fe (% + g) = 41/%1 A figura abaixo mostra a curva para trés diferentes valores e,
€2 € €3 na ordenacao €; < € < €3. Como percebemos, a medida que o valor de €

£

e

Figura 4: No eixo horizontal sao representados os valores y e no vertical as curvas
gaussianas. A ordenacao dos valores de largura é €; < €3 < €3.

decresce a curva se torna mais estreita e mais alta. De fato, no limite de ¢ muito
pequeno a curva vai, gradativamente, se aproximando cada vez melhor da funcao

Delta. Ou seja,
E 2 L
lim e~z (v-8) = Ey o < — E)

Portanto, uma vez que nos interessamos no limite € — 0, isto é, na tendéncia
da gaussiana de comportar-se tal qual a funcao Delta de Dirac, podemos tomar,
aproximadamente, que o intervalo limitado de integracao para calcularmos a ampli-
tude ¢, é substituivel por um intervalo ilimitado, ja que a Gaussiana varia muito
rapido para pequenos acréscimos e decréscimos de y — L/2 neste regime. Assim,
substituindo a condigao inicial, entao[10]

2 (L g, (%) 2B, [+ _(+5)
o _/ 20" &in <n7r_y> dy ~ 270 e sin (nﬂ—y> dy (6.80)
0 el L

—00

Reescrevendo a fungao Seno como combinacao de exponenciais imaginarias obtemos,
integrando

2F,
Cp = 0\/_ ~gan? sin <n72r>
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Este resultado nos fornece uma aproximacao do valor real do coeficiente c,.
Abaixo mostra-se uma tabela que calcula o n-ésimo coeficiente variando o parametro
e usando a integral aproximada com intervalo de integragao ilimitado (indexada na
lista com titulo "Aprox.") e a forma original da integral limitada (indexada na lista
com titulo "Exact") no intervalo limitado de (0, L). Este ultimo envolve combinagoes
da funcgao erf(x) e o célculo foi feito através do Software Mathematica tomando

LX Ey por simplicidade.

e = 0.001 e =0.01 e=0.1
Exact Aprox. Exact Aprox. Exact Aprox.

n=1 3.5449  3.54491  3.54403  3.54482 3.45851 3.53606
n=>5  3.54469 3.54469  3.52311  3.54269 1.91298 3.33013
n—15 -3.54294 -3.54471 -3.35347 -3.52502 -0.0137579 -2.01983

n—25 3.53945 3.54435 3.0383 3.48995 0. 0.7430533
n—35 -3.53421 -3.54382 -2.62021 -3.43799 0 -0.165798
n=>55 -3.51855 -3.54223 -1.68055 -3.28671 0. -0.00184
n=75 -3.49605 -3.53993 -0.884793 -3.07987 0 0.
n—95 -3.46684 -3.53692 -0.382389 -2.8289 0 0.

Tabela 1: Valor do n-ésimo coeficiente para um n e um e dado.

Para e = 0.001 o valor aproximado e o valor exato dos coeficientes ¢, sao satisfa-
toriamente proximos. Portanto, é seguro usar a aproximacao feita para, ao menos,
o intervalo de n = 1 até n = 100 com ¢ = 0.001. Para ¢ = 0.01 percebemos que
a partir de n = 25 os valores da aproximacao diferem significativamente dos valo-
res exatos. Portanto, se usarmos ¢ = 0.01 podemos apenas confiar nos coeficientes
aproximados até ordem n = 25. A partir desta, a aproximac¢ao nao é mais confiavel.
Tomando € = 0.1 a aproximacao comparada a exata é absolutamente invalida de
modo que este valor de € serd negligenciado em nosso estudo.
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Figura 5: No eixo horizontal sao representados os valores de n. No vertical, a curva
em roxo representa os valores aproximados dos coeficientes ¢, enquanto a curva em
azul representa os valores exatos destes coeficientes para € = 0.001.

Na figura acima observamos que no gréafico superior, gerado para € = 0.001, ha
uma seguranca de usar a forma aproximada dos coeficientes para todo um intervalo
de n =1 an = 100 porque as curvas que representam a aproximacao e a forma
exata sobrepoe-se amigavelmente. Ja para e = 0.01, representado no gréfico inferior,
percebemos que ja nas imediagoes de n = 20 os valores dos coeficientes variam
significativamente de modo que para esse valor de € somente é segura considerar
amplitudes ¢, na faixa até n = 20

Uma vez estabelecido o intervalo de seguranca de nossa aproximacao para a
determinacao dos coeficientes c¢,,, podemos apresentar a solu¢ao completa como

2E € 7l'2
E(y,t) 0\/_ ~ T sin (%T) sin (n%y) cos (wnt) (6.81)

A fim de explorar o Comportamento desta solucao graficamente tomaremos as
seguintes grandezas adimensionais

{e=4 p="Lo; 7=l g=2

i L’ 2L

de modo que usaremos os coeficientes aproximados no regime de ¢ = 0.001 para
n=1atén=N. Assim,

E(l,T)= QEO\/_ Z —07* sin (%) sin (n7l) cos (ﬂT\/W) (6.82)
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6.4 Uma Solucao Analitica

A fim de solucionar a equagao (6.68) empregando as condic¢oes iniciais vamos
transformé-la em espago. Obtemos

2
or?

onde w(k) = ev/a? + k2. Com as condigoes iniciais dadas por E(y,0) = f.(y) e
5L (y,0) = 0, a solugao no espago reciproco se apresenta como

E,(k,t) + w?(k)E,(k,t) =

E,(k,t) = (k) cos[w(k)t] (6.83)

onde ¢(k) é uma func¢ao do niimero de onda a ser determinada.

Como ja mencionado, interessamo-nos pelo limite em que € é uma largura muito
fina. Em decorréncia disto, o niimero de onda k pode ser encarado como continuo no
processo de inversao da equagao (6.83). Por essa razdo, a solu¢ao deve apresentar-se
como a transformada inversa de Fourier

E(y,t) = ) cos [w(k)t] e* dk (6.84)

7o ]t

1 o )
B)=— | E(y,0e™d
) 2W/_OO (3, 0)c ™ dy
2

L

Substituindo E(y,t =0) = %efe%(yff) na expressao de c¢(k) obtemos

onde

(k‘) = L &efﬁ(y 2)2671’% dy @L efe%(yfé)inky =

V2T J_ s € € V2T J_ 6.85

Ey 1 0L 2k2 Ey 0. L &2k? ( ’ )

= — |: TE e_Zkg_ 4 :| = — e_lkf_ 4

€ 2T \/§

Portanto,
1 >~ E QL 22 .
E(y,t) = — 20 ik cos [w(k)t] e* dk (6.86)

V21 ) V2

ou, escrevendo o cosseno como uma combinacao de exponenciais imagindarias, temos

B oo 212 . 252 .
E(y.t) = 4\/‘% [e_ el ke o= eﬂy—%)’f—w(k)ﬂ] dk  (6.87)

ou, ainda, ja que a relagao de dispersao ¢ w(k) = cva? + k?

Blyt) = = i A G M o (Bl P

-1
(6.88)
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A solugio envolve integrais do tipo I = [ f (z)e™®) dx que podem ser aproxima-
damente calculadas com a ajuda do método de fase estacionaria.[11] Este método
consiste em calcular a integral citada considerando que a real contribuicao do inte-
grando para a integral encontra-se numa vizinhanca proxima dos pontos de equili-
brio da funcao ¥ (z) cuja rapida variagao nas imediagoes deste intervalo justifica o
método. Este aproxima a integral para, aproximando até 2* ordem :[12]

[ V2 (o) e
[0 ()|

onde z( é o ponto tal que ©'(zg) = 0 (aspostrofe representa derivada com relagdo ao
argumento) e 0 = +1 de acordo com , respectivamente, " (x¢) > 0 ou " (z) < 0 .
Identificamos, portanto, duas integrais do tipo

W= [ fenot dk e L= [ e a (6.89)

onde f(k) = et ¢ as fases sdo, para Iy, Y1 (y, t,k) = (y — &) k + ctv/a® + k2
e, para Iy, Yoy, t, k) = (y — %) k — ctva? + k2. Assim,

E(y,t) = I+ I) (6.90)

Ey (
4 /7
De acordo com o método que vamos empregar, é preciso conhecer os pontos de ex-
tremos dessas fungoes ¥ (y,t, k) e ¥o(y, t, k) bem como identifica-los como minimos
ou maximos. Ambas equac¢oes derivadas

O gm0 (y-E) s _ge Qypmos (yo L) AE g
okt Y 2 VaZ+ k2o eak; T y 2 N R
(6.91)

A2 -
ko =+a | ——5 -1 (6.92)
((y - 5) )

para ambas fases. A fim de estudar o regime de existéncia das duas solugoes e

em que circustancias cada uma é valida, criemos a variavel © = y — £. Nota-se,

2
facilmente, que as solucoes existem se, e somente se, (%)2 —1>0. A solugao desta
inequacao é {% > 1} U {% < —1}. Ja que vale sempre ct > 0, entao a condicao de
existéncia de kg resume-se apenas a x < ct. Este é o intervalo de validade, inclusive,
da aproximagao da integral que estamos efetuando. No limite que x — 0 a solucao
tende a ky = 0, ja que o denominador de kg diverge. Portanto neste ponto nossa
aproximacao perde confianca absoluta, corroborando com o intervalo de validade
supraprevisto.

Notamos que a funcao ¢y (z,t, k) = xk + ctv/a? + k% no regime = < ct admite
como ponto extremo a solucao ky < 0 se x > 0 e admite como extremo a solucao
ko > 0 se x < 0. Para demostrar este fato observemos primeiramente que a segunda
derivada de 1 (z,t, k) com relagdo a k é

0? cta?

w%(k) = m

acusam as solucoes

NI

(6.93)
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de modo que, independentemente do sinal de kg, o ponto extremo é sempre um
minimo! A segunda derivada é sempre positiva. Assim, como ja entendemos que
ko é nao nulo no regime = < ct, se calcularmos a funcao em £ = 0 devemos ter
W(x,t,0) > Yy (x,t, ko). De fato, ¥1(x,t,0) = ct|a| = cta ja que a > 0. Existe uma
outra solugao k = k* para 1;(x,t, kx) = 0. Esta é

2 2
Uy(x,t, k) = cta = ok + ctVa? + k2 = cta = k* (1— <I> >+—fk:O
c

ct

que nos recupera a solucao £ = 0 e nos da outra k* = % Uma vez que
(e

k = ko € um minimo e, portanto, ¥ (x,t,0) = ¥y (z,t,k*) > ¥1(x,t, ko), entdo é fato

que

ko € (0,k"), se k* >0 e ko€ (k,0), se k* <0
Observando mais atentamente k£ = k* notamos que o seu sinal é ditado pelo sinal de

ct
entao k* < 0 e, do contrario, x < 0 entao k* > 0. Portanto estd demonstrado. Se
x < 0 entao ko € (0,k"), implicando que a contribuigao desse ponto para integral I;
se incorpora em ko > 0. Se z > 0 entao ko € (k*,0), implicando que a contribuic¢ao
desse ponto para integral [; se incorpora em ky < 0. Em resumo, podemos admitir
que o ponto de equilibrio que deve ser empregado na integral I; é a solucao kg > 0
se x < 0 e a solugdo kg < 0 se z > 0. Ou seja, facamos a troca kg — —|ko|S(z) na
integral. A fungao S(x) calcula o sinal de z. Se x < 0, entdao S(z) = —1 e se x > 0,
entao S(z) = 1.
Portanto,

x. Ja que estamos preservando x < ct, entao (1 — (£)2> > 0 de modo que, se x > 0,

V21 f (=S(z) |ko|) eV (=S@lkoDgic
VIO (=S () ko)

Ja para Yo(z,t,k) = vk — ctv/a? + k? a situagdo se inverte. A sua segunda
derivada com respeito a k é

11:

0? cta?
— (k) = ——— 6.94
) =~ (694

de modo que, independentemente do sinal de ky, o ponto extremo é sempre
um maximo! A segunda derivada é sempre negativa. Como para x < ct sempre
vale 1o(x,t, k) < 0, podemos fazer o mesmo raciocinio anterior mas garantido por
lbg(.ﬁl?,t,()) = 1?2(%@ k*) < ¢2(x>t, kO) tomando ¢2(1’ata 0) = 7?2(35775, k*) = —cta.
Isto é,

/ 3 2 2
¢2(1’>tak) = —cta = zk — ctvVa? + k? = —CtOé:>k2 (1— (2) ) ——xk:

que nos da a mesma solucao k£ = 0 e, porém agora, k* = % O sinal de £*
(e

é o mesmo de x. Portanto, se z < 0, entao k* < 0 e , do contrario, se x > 0 entao

k*0 > 0. A contribuicao desse ponto para integral I se incorpora em kg > 0 se
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x > 0. Se x < 0 a contribuicao desse ponto para integral /5 se incorpora em ko < 0.
Ou seja, fagamos a troca kg — |ko|S(x) na integral I5.
Portanto,

= Varf (S )|k50|) i2(S(@)lko|) pio §
VI (S(z) [kol)]

O grafico abaixo ilustra perfeitamente a sﬂuagao que prevemos. O eixo horizontal
representa os valores de k. A curva verde é a derivada a—w(k). Lembrando que
U1 (k) = zk + ctw(k) entdo Zup (k) =0 = Zw(k) = —z/ct e Yo(k) = vk — ctw(k)
entao %@/}g( )=0= —w(k:) = x/ct. As retas azul e laranja sdo, respectivamente,
valores tomados de :L'/ct > 0ex/ct <0. Como vemos, a intersec¢ao entre a reta azul
e a curva verde, que representa o ponto estacionario de Iy, acontece no semi eixo
k > 0. Ja a interseccao entre a reta laranja e a curva verde, que representa o outro
ponto estacionario, acontece no semi eixo £ < 0. Invertendo o grafico da derivada de
w(k) por —w(k) representamos as intersecgoes como os pontos estacionérios da [; e
invertem-se os pontos de intersecgéo A curva vermelha representa uma aproximacao
w(k) ~ ck + & no regime em que o? << k%, Estudamos esta aproximacio em vista
de que a den81dade de plasma é muito rarefeita. Porém, como vemos no gréfico, a
mesma nao é confiavel para averiguarmos as intersec¢oes da curva com as retas azul
e laranja. As intersec¢oes da curva original comparadas com a da curva aproximada
diferem significativamente e , por isso, abandonamos a aproximacao e lidamos com
a curva original.

|
)

|
&

Figura 6: Grafico representativo dos pontos estacionarios.

Agora, aplicando nas derivadas os pontos de equilibrio

2 2 _LN3 2
P it i) = ——<2 () ( CtL> -1
2

5 o c2t?
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0? cto? —% ’ ct ’
wa(yvtv ‘ko‘S(LE)) == E] - (‘ a C2t2‘) |:<y _ %) o 1]
(O&Q‘i‘ 62;.;2 1)
(v-%)°
e, assim,
1 B 1 _ Yac ( ct >2 1] ’
" - 7 - 3 T - (696)
VIYT ko)l /145 (o) (|y—§|)2 [ Yy—3
como também
b1 (-l () = = (- 5 ) S {( o 1] +
Yy—3
r ] -
+ct |a?+ a? [( i£> -1 =
-~ (v-3) st {(Lﬁ%) 1] . (697
ac’t? ct ’ o
-1 _
T4 Ky) ]
= a —S(.?Z) <y — £> + C2t2L CtL 1
2) lw-3l)|\v-%
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Portanto, finalmente

[V
N|—=

= exp exp |7 ,

— Ly 2 .
I, —e2a?/4 'a ( S(z) (y 2) + |y_§|) i ot ( ot
Yy

= exp exp |

. £ - 02t2 .
I, —e2a?/4 »oz (S(x) ( 2) |y_g|> =% ot < ot
2 L5
G

temos
] s (@D )] e 1, e
I, =exp exp |inf F 1
(@ R L
1 | I 1) -
; i (w9 )] e [( . > ]
Iy=exp | /————| exp [inf 5 -] —1
) - -\’ je— 32 [\~ 2
(=) 1‘- - () -1 2
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Como o campo elétrico é dado basicamente pela soma dos resultados das inte-
grais, temos, no fim, apos fazer uma certa ginéstica algébrica envolvendo as propri-
edades das exponenciais imaginéarias com as fungoes harmonicas, a expressao final:
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7 Consideracoes Finais

7.1 Grafico de Solucoes e Comparacao de Resultados

A evolucgao temporal da onda-pulso eletromagnética no ambiente plasmonico tanto
na solucao aproximada (6.97) quando na solugao exata (6.81) se caracteriza por am-
plitudes que tendem a diminuir globalmente ao passo que a largura do pulso, carac-
terizada pelo argumento da fung¢ao harmonica associada, tende a aumentar. Este
comportamento é esperado, uma vez que a onda deve dispersar no meio plasmonico.
Cada uma das ondas de vetor de onda k que constituem a onda-solucao propaga-se
com velocidades diferentes de modo que a largura do pulso deve, como previsto,
alargar-se. De fato, ha modos muito mais lentos do que outros. E vital lembrar que
a solucao obtida é uma aproximacao.z Como tal, existe um intervalo de validade
para a mesma. Este se da no intervalo z < ¢t = y < L/2 + ct. Ou seja, os resulta-
dos da expressao obtida devem ser considerados pertinentes a solu¢ao do problema
somente para este intervalo e desconsiderando os pontos de divergéncia que ocorrem
na expressao para a solucao analitica. Além disso, no caracter continuo de k que
esta aproximagcao foi tomada, os resultados validos para a comparacao da solucao
sem aproximagoes tao drasticas quanto esta (k discreto) s6 sao, de fato, pertinentes
para 0 < 7 < 0.5. Para 7 > 0.5 a solucao aproximada perde validade. Isto porque a
evolucao da onda na cavidade caracterizada pela discretizacao do ntimero de onda
proveniente da condicao de contorno implica na reflexao das ondas nas paredes da
cavidade, de modo que a mesma deve passar sucessivas vezes pelo mesmo ponto no
interior da cavidade sofrendo deformacoes. Este efeito de ida-e-volta nao se observa
na solugao aproximada. Esta nao vé paredes. Dai, é logico apenas compararmos
os resultados desta com a mais exata apenas em um intervalo de tempo que ambas
solugoes coexistam. Como o periodo da onda-solugao original ¢ T = 2L /c entao o
pulso que evolui no intervalo y < L/2 + ct encontra, pela primeira vez, a parede
da cavidade em t = T'/4 = L/2c. Ou seja, o intervalo de tempo que faremos a
comparagao dever ser 0 <t < L/2c = 0 < ct/L <1/2 =0 < 7 < 0.5 como dito.
Em contraste com a solucao obtida para a cavidade a vacuo, onde preservamos am-
plitudes, percebemos que uma vez poluida a cavidade com ions as amplitudes nao
sao mais preservadas.
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| 1=0.001 «f 1=0.01 « 1=0.015
-!Il b a a i 48
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Figura 7: Simulacao numérica quadro-a-quadro com # = 0.001, 8 = 0.1,N = 50 e

Ey X L. O eixo vertical ¢ a amplitude do campo elétrico que varia de -10 a 100 e o
eixo vertical representamos a dimensao da cavidade de £ = 0.3 a £ = 0.7.

A Figura 7 mostra a evolugao espago-temporal quadro-a-quadro da onda elétrica
(6.82). No inicio da evolucao, como esperado, a onda apresenta uma grande am-
plitude. Logo nos primordios da propagacao sua amplitude diminui e surgem duas
frentes de onda que viajam em dire¢oes opostas. A medida que o pacote de on-
das evolui, a largura do mesmo aumenta. Como previsto, a onda se dispersa no
meio plasmonico. Possiveis erros numéricos acarretam flutuagoes de amplitude na
simulacao concentrados principalmente na extremidades do intervalo considerado.
Na proxima figura estaremos interessados em investigar o comportamento da onda
para uma densidade de plasma maior. Isto é, vamos acrescentar algumas ordens de
grandeza no numero 5 (que se relaciona com a frequéncia de plasma/densidade de
plasma por § = %)
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Figura 8: Simulagdo numérica quadro-a-quadro com ¢ = 0.001, 8 = 100 e N = 50.
O eixo vertical é a amplitude do campo elétrico que varia de -100 a 100 e o eixo
vertical representamos a dimensao da cavidade de ¢ = 0.3 a £ = 0.7. Tempos até
7 = 0.085.

A Figura 8 mostra a evolugao espago-temporal da onda elétrica (6.82) para 3
com 3 ordens de grandeza a mais que a da Figura 7. Percebemos que até o tempo
7 = 0.07 a onda apenas oscila no centro da cavidade tendo sua amplitude atenuada
gradativamente. A separacao em duas frentes de onda, que na situacao anterior
para um plasma menos denso acontecia logo nas imediacoes de 7 = 0.015, comeca a
se manifestar somente nas imediacoes de 7 = 0.08! O efeito de separacao em duas
frentes de onda é drasticamente atrasado.
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Figura 9: Simulacao numérica quadro-a-quadro com 6 = 0.001, 5 = 100 e N = 50.
O eixo vertical é a amplitude do campo elétrico que varia de -100 a 100 e o eixo
vertical representamos a dimensao da cavidade de ¢ = 0.3 a ¢ = 0.7. Tempos de
7=0.09a7=0.5.

A sequéncia de evolugao é mostrada na Figura 9. Percebemos que mesmo o
processo de separagao das frentes de onda ter iniciado, a sua propagacao em sentidos
opostos é retardada: a onda continua ainda oscilando rapidamente nas imediacoes
do centro da cavidade mesmo durante o processo de separacao. A viagem de cada
frente para sentidos contrarios comeca a ser observada a partir da imediacoes de
7 =0.1. A partir deste tempo, a amplitude da onda é fortemente atenuada valendo
uma pequena fracao das amplitude de tempos passados.
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A tabela abaixo compara suscessivos valores da amplitude da onda para diferen-
tes tempos em posi¢oes muito proximas. Em virtude das fontes de erro presentes
neste trabalho( que sao o calculo aproximado de coeficientes de Fourier, aproxima-
¢ao de namero de onda continuo e larguras iniciais minusculas) a tabela compara
amplitudes em um dado instante da solucao numérica e analitica nao para erata-
mente a mesma posi¢cao e , sim, para posicoes muito proximas. Embora algumas
destas sejam tao proximas qunato a largura inicial que usamos para a seguranca da
aproximacao dos coeficientes ¢,, em virtude das aproximacoes feitas as amplitudes
podem diferir significativamente para a mesma exata posicao.

Numeérico Analitico | Numeérico | Analitico | Numérico Analitico
- 0.95 ¢ =0.30079 | / =10.300 | £=0.3402 | £ =0.35 | £ =0.40 ¢ =0.409
0.5729 0.5739 0.3644 0.3662 0.2634 0.2880
03 ¢ =0.4033 | /=04 ¢ =0.45 (=045 | £=0.29909 | ¢ = 0.2905
0.2594 0.2535 0.2449 0.2359 0.2926 0.3093
04 (=0.22197 | £ =0.2 ¢{=0.608 | ¢=0.6 ¢=0.8014 |/=0.8
0.3849 0.3762 0.2003 0.0226 0.3763 0.3762

Tabela 2: Tabela comparativa da solu¢ao numeérica e analitica para 5 = 0.01 e
0 = 0.001. Os numeros sem identificacao sao as respectivas amplitudes da onda
para dados 7 e /.

Os erros subentendidos poderiam, quase certamente, ser atenuados por uma
melhor aproximagcao no calculo do método de fase estacionaria. Consideramos apro-
ximacao de até 2° ordem. Uma aproximacao de até 3° ordem curaria possiveis
diferencas significativas que apareceram.
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