Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Fisica

A Fisica de Particulas e o Universo
Primordial: um estudo sobre a obtencao da
densidade de reliquia de particulas estaveis

Rodrigo Mér Malossi

Trabalho de Conclusédo de Curso rea-
lizado sob a orientacdo do Prof. Dr.
Magno Machado.

Porto Alegre, 21 de dezembro de 2015.



Resumo

Neste trabalho de revisao, discutimos primeiro alguns aspectos ba-
sicos de Cosmologia, ou seja, as equacgdes de Friedmann, equacoes de
estado e a evolucéo da densidade de energia do Universo. Entéao solu-
cionamos essas equacoes para alguns modelos cosmolégicos classicos,
de modo a dar o contexto para o nosso estudo sobre abundincias de
reliquia.

Em seguida discutimos a histéria termal do Universo, com enfoque
no Universo primordial. Assim, primeiro revisamos aspectos importan-
tes da termodinamica de equilibrio, como a obtencdo de propriedades
fisicas do banho térmico primordial, solucionando para regimes extre-
mos.

Por fim aplicamos a equacdo de Boltzmann para a obtencéo das den-
sidades de reliquia para particulas massivas estaveis pouco interagen-
tes (WIMPs). Iniciamos com uma estimativa e em seguida reproduzi-
mos o calculo padrio ou "canénico". Entdo expomos algumas das limi-
tacdes dos métodos discutidos e apresentamos um procedimento para
tratar o caso envolvendo coaniquilacdes, o qual é necessario para o cal-
culo de abundéancias de reliquia em modelos supersimétricos.



Abstract

In this review we first discuss some basic aspects of Cosmology,
namely the Friedmann equations, equations of state and the evolution
of the energy density of the Universe. We then solve this equations for
some basic cosmological models, in order to provide the context for our
discussion about relic densities.

After that we discuss the thermal history of the Universe, focusing
on the early Universe. Therefore, we first review some important as-
pects of equilibrium thermodynamics, like the calculation of physical
properties of the thermal bath, solving for extreme regimes.

We finally apply the Boltzmann equation for the calculation of the
relic densities of weakly interacting massive particles (WIMPs). We
begin by an estimation and then reproduce the standard or "canoni-
cal" calculation. After that we expose some limitations of the methods
discussed and present a procedure to treat the case involving coanni-
hilations, which is necessary for the calculation of relic abundances on
supersymmetric models.
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1 Introducao

Ainda nao se sabe do que a matéria escura € constituida, porém sua abun-
dancia é conhecida com precisao de 1-2%, Qcpyr = 0.232 +0.013 [15] (CDM
indica matéria escura fria e {2 é o parametro de densidade, que sera intro-
duzido no préximo capitulo) e sabemos que néo é barionica [14]. Também
sabemos que a matéria escura nio pode ser explicada pelo Modelo Padréo
de particulas elementares. Assim, a maior contribuicdo para a matéria es-
cura deve ser Fria (CDM) ou Quente (WDM), ou seja, respectivamente, nao-
relativistica ou se tornando néo-relativistica no momento em que as galaxias
comec¢am a se formar no Universo primordial. Embora néo haja candidatos
para CDM ou WDM no Modelo Padrao, ha muitas possibilidades em todas
as suas extensées. Por exemplo, gravitinos podem ser WDM e particulas
massivas pouco interagentes (WIMPs) podem ser CDM.

Em 1965, percebeu-se que se uma nova particula estavel y existisse, ela
poderia ter uma abundéancia cosmolégica significativa atualmente [4]]. Basi-
camente, essa particula existiria em abundancia e em equilibrio térmico no
Universo primordial, quando a temperatura do Universo era maior do que a
massa m, da particula.

A abundancia de equilibrio é mantida pela aniquilacao da particula com
sua anti-particula ¥ em particulas mais leves [ e vice-versa:

xi <11, (1.1

onde em muitos casos a particula é uma Majorana (§ = y). Na medida em
que o Universo se esfria para uma temperatura abaixo de m,, a abundan-
cia de equilibrio diminui exponencialmente até que a taxa para a reacéo de
aniquilacdo (yy — /) fica abaixo da taxa de expansido H e uma abundancia
cosmolégica de reliquia é estabelecida.

Essa ideia foi revivida nos anos 1970 e utilizada para limitar a massa
de neutrinos pesados e depois para sugerir que a matéria escura poderia ser
composta de WIMPs. Desde entao, calculos da abundéancia cosmolégica se
tornaram padronizados e tem sido aplicados para varios candidatos.

Neste trabalho focaremos nas WIMPs por motivos que ficarao mais claros
nos proximos capitulos. O argumento parte do fato de que a densidade por
volume comédvel de particulas nao-relativisticas em equilibrio no Universo
primordial diminui exponencialmente com a temperatura até que as reacoes
que alteram o nimero de particulas deixam de ser efetivas. Nesse momento
de desacoplamento quimico (ou "congelamento"), o nimero de WIMPs por
volume comoével se torna constante. A densidade de reliquia atual é Q =
0.2 x [(3 x 10726 cm®/s)/(ov)] (2010, [14]), a qual gera a densidade correta de
matéria escura para secdes de choque da escala fraca (o = 3 x 10726 cm?/s) e
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temperatura Tr ~ m,/20 para o congelamento de uma WIMP de massa m,.
Esse fato é as vezes chamado de "milagre das WIMPs".

Contudo, a densidade de reliquia de WIMPS depende n&o somente do
modelo para as particulas, mas também da histéria do Universo antes da
Nucleossintese do Big Bang (BBN), uma época para a qual falta informacéo.
BBN é o episédio mas antigo do qual possuimos tracos (a abundancia de
elementos leves). Como o nimero de WIMPs se fixa em T's, uma particula
com massa my > 100 MeV seria um vestigio ainda mais antigo e forneceria
informacoes novas sobre a época pré-BBN do Universo.

Como veremos, o calculo padrao da densidade de reliquia supoe que na
época pré-BBN a entropia da matéria e da radiacio era conservada, as parti-
culas eram produzidas termalmente (através de interagées com particulas do
plasma) e estavam em equilibrio cinético e quimico antes do seu desacopla-
mento em Tr. WIMPs produzidas dessa maneira sdo chamadas de "termais".
Em alguns modelos cosmolégicos viaveis da época pré-BBN essas suposicoes
néo valem e em alguns desses as densidades de reliquia das WIMPs podem
ser muito diferentes. Por exemplo, em quase todos os modelos supersimétri-
cos os neutralinos podem fornecer a densidade de matéria escura [[10].

No Capitulo seguinte iniciamos nossa discussio revisando alguns aspec-
tos basicos de Cosmologia.



2 Cosmologia

Neste capitulo fazemos uma reviséo basica de Cosmologia, na qual discu-
timos as equacoes de Friedmann, equacoes de estado e a evolucdo da densi-
dade de energia do Universo e entao solucionamos as equacoes para alguns
modelos cosmolégicos classicos. Para isso, seguimos as exposi¢oes de Roos
[21]], Elgaroy [[12] e Ryden [7].

2.1 Equacodes de Friedmann

Um modelo cosmoldgico é constituido pelas equacoes de Einstein, que re-
lacionam a geometria do Universo com o seu conteddo de matéria e energia,
pela métrica, que descreve as simetrias do problema e por equacédes de es-
tado, que especificam as propriedades fisicas da matéria e energia.

Equacoes de campo de Einstein

As equacdes de campo de Einstein podem ser escritas na forma [21]:

811G
Gu=———"7FTw, (2.1)

c4
onde G é a constante gravitacional de Newton, 7', é o tensor energia-momentum
e Gy é o tensor de Einstein:

1
Guw =R, - ERnga (2.2)

onde R, é o tensor de curvatura de Ricci, R é a curvatura escalar e g, é
o tensor de métrica. Vemos na Equacao (2.1) que tensor energia-momentum
(lado direito) determina a geometria do Universo (lado esquerdo).

Métrica FLRW

Incluindo a coordenada de tempo ¢, o fator de escala a(t) e o parametro de
curvatura k, temos a métrica FLRW (Friedmann—Lemaitre—Robertson—Walker)
[21]]:

2

ds?=c%dt? —a(t)? | ——
5 =¢ a(?) 1-ko?

+02d0? +o%sin0d¢?|. (2.3)
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Equacoes de Friedmann

Para um Universo isotréopico e homogéneo com a métrica de Robertson-
Walker é possivel resolver as Equacoes de Einstein, obtendo duas relagoes
dinamicas independentes para a(t) (Equacédes de Friedmann):

a2 ke? 881G

= t’ 24

a2 a2 3 p(e) @4
2i 42 ke® 881G
2.8 [k _ _Lp(t), (2.5)
a a2 a2 c?

onde P é a pressdo de matéria. Essas equacoes foram derivadas em 1922
por Alexander Friedmann e s6 foram confirmadas apds a sua morte por uma
derivaciao independente por Georges Lemaitre em 1927.

A expansao (ou contracao) do Universo é inerente as equacoes de Fried-
mann. A Equacao (2.4) mostra que a taxa de expansdo ¢ aumenta com a
densidade de massa p do Universo e a Equacéo mostra que ela pode ser
acelerada. Subtraindo de (2.5), temos a equacdo de Raychauduri:

2d 8nG

o 302'(/002 +3P). (2.6)

Universo de Einstein

Considere agora o Universo estatico proposto por Einstein. Nesse caso
definimos a(t) constante e a(tg) = 1, de modo que @¢ =0 e d =0 e a idade do
Universo é infinita. Entao as Equacdes (2.4) e (2.5) se reduzem para

8n 8n
ke? = —Gpo=—-—GPy. (2.7)
3 c

Para que a densidade pg seja positiva atualmente, precisamos %2 = +1.
Mas isso faz com que a pressido Py da matéria seja negativa.

Para corrigir esse problema, Einstein introduziu em 1917 um termo cons-
tante invariante de Lorentz Ag,, na Equacéo (2.2), onde a constante cosmo-

logica A corresponde a uma pequena correcdo na geometria do Universo.
Entéo a Equacéo (2.2) fica

1
Gy =R, - §g,uvR —Aguv, (2.8)

No limite do espaco-tempo plano o termo Ag,, néo desaparece, ao contra-
rio dos outros dois termos no lado direito. Assim, as equacoes de Friedmann
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(2.4) e (2.5) ficam
a2  kc? é B 811G

a”  ke” 2.9
a2 a2 3 3 P> 29

2¢ d? kc? 871G

_a+a_+L_A:—L . (210)

a a? a2 c?

Um valor positivo para A curva o espaco-tempo de modo compensar o
efeito gravitacional atrativo da matéria. Einstein ajustou A para conseguir
uma solucéo estatica, que ficou conhecida como Universo de Einstein.

Conservacao de Energia-Momentum

Para examinar algumas solucées das equacoes de Friedmann, derivamos
a Equacéo (2.4):
87nG d

d
a(d2+k02): Ta(pcﬂ), (211)

obtendo uma equacédo de segunda ordem:
8
244 = gnG(p'a2 +2pad). (2.12)

Utilizando a Equacéo (2.6) para cancelar a derivada de segunda ordem
e multiplicando por ¢%/a?, obtemos uma equacéo contendo apenas derivadas
de primeira ordem:

pc? +3H(pc® +P) =0, (2.13)
onde utilizamos o parametro de Hubble, dado por
a(t)
H(it)=—. 2.14
2 a(t) @14

A Equacéao (2.13) ndo contém k£ e A, mas isso néo é resultado de termos
comecado com as Equacoes e (2.5). As Equacoes e geram o
mesmo resultado.

Note que todos os termos possuem dimensido de energia por densidade
por tempo. Ou seja, a Equacao afirma que a mudanca da densidade de
energia por tempo é nula, o que podemos interpretar como a lei de conserva-
¢do da energia local.

Essa equacao segue das equacoes de Friedmann sem precisarmos fazer
outras suposigoes. Contudo, ela pode ser derivada de outra maneira. Supo-
nha que toda a energia num volume comével a? seja

E =(pc® +P)a’. (2.15)
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Se a expansio é adiabatica, ndo ha entrada ou saida de energia, de modo
que
dE d 9 3
— = —[(pc“+P)a”]=0. 2.16
77 - d t[(p )a”] (2.16)
Se a pressdo é constante, as mudancas em p e a se compensam e obtemos
a Equacao (2.13).

2.2 Equacoes de Estado

As equacgoes de Friedmann envolvem variaveis desconhecidas: o fator de
escala a, o parametro de curvatura k, a densidade de matéria/energia p e
a pressdao P. Como vimos, apenas duas das equacées sdo independentes, de
modo que temos duas equacoes para quatro variaveis desconhecidas.

Podemos reescrever a Equacéo como

ke? = ?p(t)a(t)z —a(t)?. (2.17)

O valor atual do parametro de Hubble é Hy = H(ty) = da(t¢)a(tg). Com
isso e definindo pg = p(t(), temos

k2 871G
= - - HE. (2.18)

a(z) 3

Assim, a curvatura espacial é determinada para qualquer tempo e fi-
camos com apenas trés funcoes desconhecidas, a(¢), p(¢) e P(t), para duas
equacoes independentes. Podemos resolver isso especificando uma equacgdo
de estado, ou seja, uma relacio entre a presséo P e a densidade de maté-
ria/energia p. Os casos mais importantes em cosmologia podem ser descritos

pela equacéao
P=wpc?, (2.19)

onde w é uma constante adimensional. Trés casos importantes merecem
antecao.

A) Matéria nao-relativistica (poeira)

A matéria do Universo (e.g. em galaxias) geralmente esta se movendo
em velocidades nao-relativisticas e no contexto da cosmologia costuma ser
chamada de poeira. Sabemos da Termodindmica que para um géas ideal de
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N particulas nao-relativisticas de massa m a temperatura 7' em um volume
V e em baixas densidades a equacgao de estado é

_ NkgT
v

p

) (2.20)

onde kp é a constante de Boltzmann. Utilizando para a densidade de massa
do gas p = mN/V, podemos reescrever a equacio acima:

Nmc? kT
= D T = TB o2, (2.21)

P =
Vmc? mc2

Lembrando que para um gas ideal a velocidade quadratica média da parti-
cula esta relacionada a temperatura por

m@?) =3kpT, (2.22)
temos
%

Entéo para esse gds vemos que w = (v?)/3¢2. Contudo, como as parti-
culas sdo néo-relativisticas, temos v << ¢ e nesse caso utilizar w = 0 é uma
excelente aproximacgao. Entdo em um Universo preenchido por poeira vamos
utilizar a partir daqui a equacao de estado

P=0, (2.24)

ou seja, a pressao da poeira é nula.
B) Matéria relativistica (radiacao)

Para um gas de particulas sem massa (e.g. fotons), a equacéo de estado é

1
P =pc?

3 (2.25)

Ou seja, nesse caso w = 1/3. O Universo esta preenchido por uma ra-
diacao remanescente da sua epéca primordial, a radiacdo cosmica de fundo
(CMB). Embora sua contribuicao para a densidade de energia do Universo
atual seja desprezivel, ela era uma componente dominante no Universo pri-
mordial, como discutiremos adiante.
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Além disso, ha uma radiacdo de fundo de neutrinos. Como os neutrinos
possuem massas muito pequenas, iremos aproxima-los como particulas de
massa nula no Universo primordial, de modo que também obedecem a equa-

cdo de estado (2.25).

C) Constante cosmolégica

As equacoes de Friedmann (2.9) e (2.10) podem ser expressas, para ma-
téria com pressio nula,

.2
+k — + — R 2.26
a c g Pat+ga ( )
4nG A
i=———pa+—a. 2.27
a 3 pa 3a ( )

Einstein originalmente introduziu a constante cosmolégica como uma
contribuicédo para a curvatura do espaco-tempo. Atualmente ela é conside-
rada uma contribuicdo para a densidade de energia e a pressao do Universo,
ja que esta relacionada com a energia do vacuo. O principio da incerteza
de Heisenberg implica que o espaco vazio possui uma densidade de energia
associada a processos quanticos. Assim, podemos reformular as equacées de
Friedmann, incluindo poeira e a constante cosmolégica:

871G
62+ ke? = ﬂTa2(p N (2.28)
4nG 3P
d:—L(pa+pA+—A)a. (2.29)
3 c2

Comparando com as Equacdes (2.26) e (2.28), vemos que p+pp = p +
N/8nG. Logo:

A

= —. 2.30
811G ( )

PA

Inserindo na segunda equacéo e comparando com a Equacéo (2.27), te-
mos

4nG( A +3PA)_A @.31)
3 \81G 2 ) 3’ '
Logo
A
Pp= —%& = —pac?. (2.32)
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Ou seja, P = —ppc?, de modo que w = —1. Assim, se A >0, a presséo é
negativa.

Numa interpretacdo Newtoniana (em termos de forcas gravitacionais),
ao invés da geometria do espago-tempo, a constante cosmolégica gera uma
contribuicéo repulsiva a forca gravitacional. Isso era necessario para se ob-
ter um Universo estatico (Universo de Einstein), ja que uma distribuicéo
homogénea de matéria partindo do repouso colapsaria.

Quando Hubble descobriu a expansdo do Universo em 1929, solucdes
para a expansio se tornaram possiveis sem a constante cosmolégica. Atual-
mente a constante cosmolégica é mantida por simplicidade e beleza, ja que
pode ser associada a energia do vacuo. Além disso, evidéncias recentes tem
mostrado que a constante cosmolégica é o fator mais importante na dindmica
do Universo.

2.3 Evolucao da Densidade de Energia

Agora vamos obter p como funcéo do fator de escala a. Comecamos com
a equacéo de estado P = wpc?. Substituindo na Equacéo (2.13), temos

. 9 .
p=-32 (p P ) - 321+ w)p. (2.33)
a C a

Como p =dp/dt e d = da/dt, podemos reescrever como a equacéo diferen-
cial:

dp
P

Escolhendo as condi¢oes do tempo atual ¢g, temos p(tg) = po e a(ty) = ap.
Entéo temos a integral

=-3(1+ )— (2.34)

Pdp'
ap _3(1+w)f = (2.35)
Po p
logo
In (ﬁ) = —3(1+w)zn(i), (2.36)
Po ao
de modo que
ao\31+w)
0= po (—0) . (2.37)

Vamos analisar o caso das trés principais componentes.
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A) Matéria nao-relativistica (poeira)

Como w =0, temos

“0)3 (2.38)

pP=p0 (—
a

Assim, como a densidade de energia é proporcional a densidade de maté-
ria e a matéria ndo desaparece, a densidade diminui de forma inversamente

proporcional ao volume, que é proporcional a a3.
B) Radiacao
Como w = 1/3, temos

a°)4 (2.39)

P =po (—

a

Ou seja, além do fator 1/a® devido a diminuicéo da energia com o volume,

ha um fator adicional de 1/a porque a energia de particulas relativisticas é

inversamente proporcional aos seus comprimentos de onda, os quais aumen-
tam com a.

C) Constante cosmolégica
Como w = —1, inserindo na Equacéo (2.13), temos:
. a
PA = —3;(PA_PA):O, (2.40)

de modo que pp = constante = A/871G (ver Equacao (2.30)). Ou seja, a den-
sidade de energia do vacuo permanece constante, apesar da expanséao (ver
Figura[2.1).

2.4 Modelos Cosmolégicos Classicos

Para revisar alguns modelos cosmolégicos simples, colocamos a equacao
de Friedmann (2.4) na forma

== (2.41)

4+ — =
a a? 3

(a)2 ke?2 871G
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Como essa equacéo é valida para qualquer tempo, utilizamos o tempo
presente tg, para o qual Hy = d(tg)/a(tg) é o valor atual do parametro de
Hubble. Entao temos

kc? 811G

tem 3t 242

Vemos que a quantidade 3H(2)/8nG possui unidades de densidade. Ela
corresponde ao valor atual da densidade critica p.. Com Hy = 1004, ela vale:

Pc,0= 1.879h2 x 10729 gcm_3. (2.43)

Vemos que para um Universo plano (k£ = 0), temos

_8nG 00

1=—=po= .
3H§ po Pec,0

(2.44)

De fato, ela é definida como a densidade de energia para a qual o Uni-
verso € plano:

3
pe(t) = %H(t)z. (2.45)

E comum expressar a abundancia das componentes (matéria, radiacao,
energia do vacuo) em termos de p. definindo parametros de densidade adi-
mensionas (). Assim, para uma substéancia i com densidade p; temos o pa-
rametro de densidade

o= (2.46)

Pe

Também temos

o=y Q. (2.47)

Entao a equacao de Friedmann (2.4) pode ser reescrita como

kc?
 H2q2°

1-Q = (2.48)
Como o sinal do termo no lado direito é constante, a curvatura do Universo
depende de o valor de QQ ser maior, igual ou menor do que 1 (ver a classifica-

¢do na Tabela [2.1).
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p<p. Q<1 k=-1 Aberto
p=pc. Q=1 k=0 Plano
p>p. 2>1 k=+1 Fechado

Tabela 2.1: Classificacao de modelos cosmolégicos.

Varios modelos cosmoldgicos podem ser elaborados dependendo dos valo-
res de k£ e das componentes incluidas (matéria, radiacédo, constante cosmo-
légica). A seguir apresentaremos os exemplos mais relevantes para a nossa
discusséo.

2.4.1 Modelos planos com uma componente

Esta parte da discussdo estd resumida na Tabela Aqui vamos consi-
derar Universos planos (k£ = 0) e sem constante cosmolégica (A = 0). Entao
as equacoes de Friedmann ficam

. 871G -3(1+w)
(;_‘):__3 po(ai) , (2.49)
0
471G 3(1+w)
a_ 4nG (1+3w)p0( a ) , (2.50)
a

O termo ao quadrado na primeira equacgao permite que d seja positivo ou
negativo, mas vamos assumir d/a > 0 porque sabemos que o Universo esta
em expansdo. A segunda equacdo implica que d < 0 para w > —1/3, o que
vamos assumir nessa discussao. Ou seja, fator de escala estava diminuindo.
E util sabermos quando ele desaparece para podermos normalizar a solugéo.

Entéo primeiro reescrevemos a primeira equacao:

<\ 2 -3(1+w) -3(1+w)
a 811G a 1 a
(a) 3H2p0 PCO'OO ag

(2.51)
a

K

) 3(1+w)

I
ao

onde usamos o fato de que po/pc0 =1, ja que k£ = 0. Extraindo a raiz qua-
drada, temos

-3(1+w)/2

¢ _p2 ( ) _ (2.52)
a ao

Rearranjando,
a 30T w2,A+3w2 g0 — B0 dy. (2.53)

0
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Entéo a integral fica

a63(1+w)/2 fa ' At3wV2 g7 tHOdt’, (2.54)
ago to
logo
9 q \3(1+w)r2
_ ——— =Hy(t—tg). 2.55
3(1+w) (ao) 3(1+w) olt =to) ( )

Como comentamos antes, o fator de escala deve ter sido zero em algum
momento ¢ < ¢y e a solucdo para a vai depender apenas de ¢ —ty. Entéo
podemos escolher a = 0 quando ¢ = 0. Com essas condicoes, temos

2
——— = Hyto. 2.56
3(1+w) 00 (2.56)
Entao podemos escrever
q \31+w)2
Hyty (—) =Ht. (2.57)
ao
Assim, temos
2/3(1+w)
a(t) =aop (—) , (2.58)
o
e logo
2
to=—"7. 2.59
°7 3(1+w)H, (2:59)

Como comecamos com ¢ = 0, ¢¢ corresponde ao tempo de expansédo (ou
idade do Universo). Mas para ¢t = 0, quando a = 0, a densidade é infinita
e o tamanho é zero. Ou seja, 0 modelo ndo é um descri¢do razoavel nesse
momento, de modo que ¢ = 0 é apenas uma extensio matematica. Na medida
em que a densidade aumenta novos efeitos fisicos precisam ser incluidos,
como talvez a gravitacdo quéantica.

A) Somente matéria

Nesse caso temos o modelo de Einstein-de Sitter. Como w =0,

£ \2/3
a(t) =aop (5) , (2.60)
2

=—. 2.61
3H, (2.61)

to
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Se utilizarmos Hy = 100k kms *Mpc ™, onde % aqui é o "parametro de
Hubble"(cujo valor atual é A = 0.7), temos

to=9.3 x 10° anos. (2.62)

No entanto, a idade das estrelas em aglomerados globulares velhos in-
dicam que o Universo tem pelo menos 12 bilhdées de anos. Por outro lado,
parece que o Universo foi dominado por poeira até recentemente’, de modo
que o modelo é uma descricao util de boa parte da histéria do Universo, além
de sua simplicidade permitir o calculo de varias quantidades analiticamente.

B) Somente radiacao

Sabemos que atualmente o Universo nédo é dominado pela radiagdo, mas
esse foi 0 caso nas suas primeiras épocas (Figura|2.1), de modo que o modelo
é util. Como nesse caso w = 1/3, temos

1/2
a(t) =aop (—) , (2.63)
o
1
to = Z_I‘I() (2.64)

Utilizando H( e A como antes, temos:

to="7.0x 10° anos. (2.65)
w pla) al(t)
Radiacao % at {12
Matéria 0 a3 23
A -1 a% efft

Tabela 2.2: Solucoes para Universos planos com uma componente.

2.4.2 Modelos com mais de uma componente

Na situacdo geral em que temos varias contribuicées para a densidade
de energia p; e para a pressao P; = P;(p;), a primeira equacéo de Friedmann
fica

811G 811G
szTp:TZpi. (2.66)
l
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A evolucéo de p é dada pela Equacéo (2.13), que reescrevemos:
P
p=-3H (p + —2) , (2.67)
c

a qual nesse caso pode ser escrita como

)3

12

pi +3H

pi+ %)] =0. (2.68)
C

Se P; = Pi(p;) e ndo depende de outras contribuicoes para a densidade de
energia, os termos do somatoério serdo geralmente independentes, de modo
que a soma sera zero somente se os termos individuais forem nulos:

. P;
p;+ 3H (pi + C_2 =0. (2.69)

Assim, em modelos com mais de uma componente podemos solucionar a
evolucao da densidade de energia para cada componente separadamente e
depois utilizaar o resultado nas equacoes de Friedmann.

Matéria e radiacao

Matéria e radiacédo sdo duas componentes que sabemos que existem no
nosso Universo. Respectivamente, os parametros de densidade atuais para
essas componentes valem [7] (,,0 = 0.3 e 2, o = 8.4 x 107® e suas densidades,
como visto, variam como:

Pm = Pc,002mo (%)3, (2.70)
Pr= pc,OQr’O (%)4 (2.71)

Vemos que ha um valor de a para o qual as densidades de energia sao
iguais, como se pode ver na Figura[2.1). Temos:

ap)3 ap\4
pc,OQmO (_) = pc,OQr,O (_) . (2.72)
a a
Logo temos o valor a.q:
Q'r 0
_ ay 2.73
Geq = Q0 Qo (2.73)
ou, em termos do redshift,
Q
1+2eg = —2 =20 1 3570, (2.74)

Aeq Q'r,O
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que define o momento da igualdade matéria-radiacdo.

Vemos que a.; < ag, ou seja, corresponde a uma época muito jovem do
Universo. Para a < a., a radiacdo dominava a densidade de energia, en-
quando para a > a.q, a matéria dominou. Assim, o Universo primordial era
dominado pela radiac¢do (Figura |2.1).

log & 5 _ matter

radiation

0=

I cosmological constant \
-||||||| [EREE Th| p 1l Lol L |||\|_

10—t 1073 1072 1071 1
a(t)

Figura 2.1: Evolucdo das densidades de energia no Universo.

Assim, esses modelos simplificados fornecem descricées razoaveis de épo-
cas especificas do Universo. No Capitulo seguinte revisaremos alguns aspec-
tos basicos da histéria termal do Universo, com foco no Universo Primordial.



3 Historia Termal do Universo

Neste capitulo descreveremos as partes relevantes dos primeiros minutos
da histéria do Universo, quando ele estava num estado muito denso e quente,
apos a inflacéo, seguindo a exposicéo feita por Kolb e Turner [1], Dodelson [6]
e Bauman [[17]]. As propriedades termodindmicas nessas épocas eram deter-
minadas por equilibrio local, porém nem sempre. Veremos que a dinadmica
de néo-equilibrio permite que particulas massivas adquiram abundancias
cosmolodgicas. A partir daqui utilizaremos as unidades i=kp =c=1.

3.1 Revisao de Termodinamica e Mecanica Estatistica

Para um gas de particulas fracamente interagentes, é conveniente des-
crever o sistema no espaco de fase, onde o gas é descrito pelas posigoes e
momentos de todas as particulas. Em mecanica quantica, os autoestados de
momentum de uma particula num volume V = L2 possuem espectro discreto:

Pz
F 3
o > py
-
h
Pz L

Figura 3.1: Autoestados de momentum de uma particula (ilustracgao) [17].

A densidade de estados no espaco de momentum {p} é entéo L3/h3 = V/h3
e a densidade de estados no espaco de fase {x, p} é 1/h3. Se a particula possui
g graus internos de liberdade (e.g. spin), a densidade de estados fica:

&_ 8

h3  (2m)3’

Para obter propriedades do gas (como as densidades numérica e de ener-
gia) precisamos saber como as particulas estao distribuidas nos autoestados

(3.1)
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de momentum, ou seja, precisamos da funcéo de distribuicao f(x,p,t). A
homogeneidade implica que f nfdo depende de x e a isotropia exige p = |p|,
enquanto deixaremos o tempo implicito. Entao a densidade de particulas no
espaco de fase é:

g
(2m)3

A densidade numérica de particulas no espaco real é encontrada inte-
grando (3.2) sobre o momentum:

n= £
(2m)3

No Universo primordial a energia de uma particula de massa m e mo-
mentum p pode ser escrita como:

E(p)=1\/p?%+m?2. (3.4)

Integrando o produto de (3.2) e (3.4) sobre o momentum obtemos a den-
sidade de energia:

__&
(27)3

e analogamente para a pressao:

x f(p). (3.2)

f f(p)d®p. (3.3)

0 f E(p)f(p)d®p, 3.5)

2
8 p 3

Um sistema de particulas esta em equilibrio cinético se as particulas tro-
cam energia e momentum de forma eficiente [17]]. Isso leva a um estado de
maxima entropia em que as funcoes de distribuicdo sdo dadas pelas distri-
buic¢oes de Fermi-Dirac e Bose-Einstein:

1

f(p)= JE@ T 11’ (3.7

onde o sinal positivo (negativo) se refere a férmions (bésons) e u; € o potencial
quimico. Para baixas temperaturas, T' < (E — u) e as duas distribuigoes se
reduzem para a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann:

f(p)= e E@-WIT (3.8)

E 1til reescrever as integrais acima com a energia E; no lugar do mo-
mentum p. Da Equacéo (3.4) obtemos
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Nos tempos primordias os potenciais quimicos de todas as particulas
eram muito pequenos e podem ser desprezados. Entdo a partir de agora as-
sumiremos i = 0, de modo que as Equacoes (3.3) e (3.5) podem ser reescritas
como:

g (™ p*
n= dp, (3.10)
2]’[2 0 e\/p2+m2/Ti]_
o= 2 zp —"dp. (3.11)
212 Jo  oVp2+m IT 41

(3.12)
Definindo x = m/T e { = p/T, isso pode ser reescrito como:
2
g 3 _ foo ¢

=—==T°I 1 = —d 3.13

n 2]_[2 i(x) i(x) 0 e\/mi 1 67 ( )
p= =T () Juw= [ LV ”fzdg. (3.14)

27 0 e\/f 41

Geralmente as funcgoes I.(x) e J.(x) precisam ser calculadas numeri-
camente. Contudo, estamos interessados nos limites relativistico e néo-
relativistico, de modo que podemos obter resultados analiticos utilizando as
integrais padronizadas [18]:

o0 én
f dé={n+1)I'(n+1), (3.15)
0 es—1
o 1. (1
f e de =T (—(n +1)], (3.16)
0 2 \2
onde ((z) é a funcao zeta de Riemann.
Limite Relativistico (7' > m)
No limite x — 0 (T > m), a integral em (3.13) se reduz para:
oo 62
I1.(0 =f ——d¢. 3.17
+(0) , otal ¢ (3.17)
Para bésons, temos n = 2 na integral (3.15):
I_(0)=2¢(3), (3.18)
onde ((3) = 1.202. Para férmions, primeiro lembramos que:
1 1 2
(3.19)

e+l -1 e%_1’
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de modo que:

1\3 3
1.(0)=1_(0)—2 x (5) 1_(0)= ZI‘(O)' (3.20)

Entao temos:

3 1 bésons,
n="® s { . osons (3.21)
/1 7 férmions.
Analogamente, a densidade de energia fica:
2 2
/2 1 bésons
=—gT* ’ (3.22)
P=350% {g férmions.

Finalmente, é facil recuperar da Equacéo (3.6) a relacdo pressdo-densidade
para um gas relativistico:
1

P =—p. 3.23
3p ( )

Limite Nao-Relativistico (T < m)

No limite x > 1 (T < m), a integral (3.13) é a mesma para bdsons e
férmions:

[ &de
Ii(x)~f0 e\/m. (3.24)

A maior parte da contribuicdo para a integral vem de { < x. Podemos
entao expandir em série de Taylor a raiz quadrada para a menor ordem em

¢

oo 2 oo
Ii(X) :f 6 dé_ _ e—xf fze—fz/(zx)df
0 0

pX+E2/(2x)

0o (3.25)
2
— (2x)3/2e—xf 628—5 dé-
0
A dltima integral é da forma de (3.16) com n = 2. Utilizando I'(3/2) =
V7/2, temos:

mT)S/Ze_m/T

on (3.26)

ni:g(
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Assim, particulas massivas sdo expoencialmente raras para temperatu-
ras baixas (T' << m). Na menor ordem nesse limite, temos E(p) = m, de modo
que a densidade de energia fica igual a densidade de massa:

p=mn. (3.27)

Finalmente, vemos a partir de (3.6) que um gas de particulas relativisti-
cas age como poeira (matéria) sem presséo:

P=nT < p=mn. (3.28)

Comparando os dois limites vemos que n, p e P para uma espécie de par-
ticula diminui exponencialmente (pelo fator de Boltzmann e ™) na medida
em que a temperatura fica abaixo da massa da particula. Podemos inter-
pretar isso como a aniquilacdo de particulas e antiparticulas. Para altas
energias essas aniquilacées ocorrem, mas sdo balanceadas pela producao de
pares, enquanto que para baixas temperaturas as energias das particulas
nao sdo suficientes para que isso ocorra.

Numero Efetivo de Espécies Relativisticas

Se T é a temperatura de um gas de fétons, entdo a densidade de radi-
acao total é a soma sobre as densidades de energia de todas as particulas
relativisticas [16]:

2
T
PR=) Pi= —30g*(T)T4, (3.29)
1

onde g.(T) é o niimero efetivo de graus de liberdade relativisticos a tempera-
tura T'. Temos dois tipos de contribuic¢des para a soma:

* Espécies relativisticas em equilibrio térmico com os fétons, 7; > T':
7
g«(T)=) gi+2) & (3.30)
B 8F

onde utilizamos, respectivamente, B para bésons e F' para férmions.
Quando a temperatura da particula fica abaixo da massa m; de uma
espécie de particula, ela se torna nao-relativistica e deixa de contribuir
para a soma.

* Espécies relativisticas que néo estdo em equilibrio térmico com os f6-
tons, T; ZT > m;:

g*(T):%‘,gi(%)4+%;gi(%)4. (3.31)



3.1 Revisao de Termodinamica e Mecanica Estatistica 26

Vemos que para a presséo (3.23), temos:

1 2
Prp==pp=—g,T* 3.32
R 3PR 903 ( )

Na Figura temos a massa, o spin e os graus de liberdade g para o
conteido de particulas do Modelo Padréao, enquanto que a Figura|3.2/mostra
a evolucao de g.(T).

100

-—
1
‘ [
1

..(fr(T}
10
QCD

i ERTEATE!

| | __ | | \I | | | | | | | | |
10° 10* 108 102 10 1 0.1

T [MeV]

Figura 3.2: Evolucao dos graus de liberdade relativisticos g.(7T') para o con-
teudo de particulas do Modelo Padrao. A linha pontilhada representa o nu-
mero de graus efetivos de liberdade na entropia A .(T) [[17].
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type mass  spin g
quarks i 173 GeV 5 2-2-3=12
b, b 4 GeV
s 1 GeV
5,08 100 MeV
i, 5 i MeV
TIT 2 MeV
gluons n 0 1 ®-2=10
leptons T+ 1777 MeV 5 2.2=4
i 106 MeV
e 511 keV
v, i <06eV - 2-1=2
Vi By < (L6 eV
A < .6 eV
gange bosons W 80 GeV 1 3
W= 80 GeV
z4 a1 GeV
o i 2
Higgs boson  HY 125 GeV 0 1

Figura 3.3: Conteudo de particulas do Modelo Padrao [17].

3.2 Entropia

Quando a escala de tempo da expansao do Universo é longa comparada
com as escalas de tempo para reacdes que mantém equilibrio térmico, pode-
mos considerar que o gas cosmolégico esta em equilibrio, mas sofrendo mu-
dancas adiabaticas com a expansao lenta. Nessas condigdes, veremos que a
entropia por volume comoével sera constante.



3.2 Entropia 28

Pela Segunda Lei da Termodinamica, temos:
dS = ! [d(pV)+PdV]| = ! ( +P)dV+VdpdT (3.33)
S leP T ar®’ | '

A entropia S é uma funcdo do volume V e da temperatura T, com dife-
rencial total

oS oS
=— —dT. .34
dS 6VdV+6Td (3.34)

Comparando ambas, vemos que

oS 1
e P .
Fi% T(P +P), (3.35)
oS Vdp
Mas sabemos, pela igualdade das derivadas parciais mistas, que
028 %S
= . 3.37
ovoT 0ToV ( )
Logo
01 0 Vdp
— = P)|=——=£ .
o7 7P| = v Tar (3.38)
da qual obtemos
P
ap="""qr. (3.39)
T
Assim, podemos reescrever a Segunda Lei como:
p+P
TdS =dl(p+P)V]1-VdP =dl(p+P)V]-V T dT (3.40)
e entao
1 (p+P)
=— P)V]- T. 41
dsS Td[(p+ Wwil-v T2 d (3.41)

onde C é uma constante. Assim, temos, a menos de uma constante aditiva e
utilizando V = a?:

3 a(p+P)

S T

(3.42)
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Mas se a expanséo € adiabatica, d@ = 0 na Primeira Lei, e como E = pV,
temos

dl(p+P)V]=VdP, (3.43)

logo dS = 0. Entédo a densidade de entropia é dada por:

S p+P
— = 44
v T (3.44)

S

desde que o equilibrio termodinamico local seja mantido.

Assim como anteriormente para a densidade de energia e a presséo, se a
densidade de entropia é dominada pela radiacéo (s < a~2) e utilizando
e (3.28), temos:

=Y B2 (TR, 3.45
s=L =k (3.45)

14
onde A, é um niimero efetivo de graus de liberdade na entropia,
h(T)=h.1(T)+ h,o(T). (3.46)

Para todas as espécies em equilibrio térmico, temos A, 1(T) = h, o(T).
Mas como s; x T2, para espécies desacopladas temos:

7 T;

h*,zzggi(%)3+§;gi(?)3 # 81,2, (3.47)

onde B e F correspondem a bésons e férmions, respectivamente. Como antes,
a soma é realizada somente sobre as espécies relativisticas (T > m;). Vemos
que A, é quase sempre igual a g, e difere apenas se alguma espécie se torna
desacoplada termicamente do resto do plasma (ver Figura [3.2).

Assim na época dominada da pela radiacéo utilizamos p =~ pr e P = pgr/3
e, pelo capitulo anterior, o fator de escala é a(t) x /2 (2.63). Entéo podemos
reescrever a equacao de Friedmann (2.4) na forma:

871G 871G 72 a2 T*

H? = = e —Tl=g, ——— 3.48
3 PR3 8300 “fro0mz, 349
7 T2

H=—g,—, (3.49)
V90 £ Mp,

onde Mp; = 1/vV87G ~ 2.4 x 1018 GeV é a massa de Planck reduzida.
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3.3 Interacoes

O equilibrio térmico de espécies de particula no Universo primordial
é mantido por espalhamento, ou seja, ele é mantido desde que a taxa de
interacdo I' seja maior do que a taxa de expansido H, onde, como vimos,
H~T%*Mp.

A taxa de reacdo por particula I' é dada por

I'=nov, (3.50)

onde n é a densidade numérica das outras particulas com as quais a par-
ticula em questao pode espalhar, o é a se¢ao de choque para o processo de
espalhamento em questéo e v é a velocidade relativa entre as particulas re-
agentes.

Por exemplo, suponha que uma taxa de interacéo I' ocorre de modo que
I'oc T". Entao o numero de interagoes que a particula ira participar depois
de um tempo ¢ é

T nn !/
I'(T) (T) dT TZ_(F) 1 3.51)

o0
Ning=| T()dt = — e .
t ft ) OH(T)Jo \T) T3 n—2

H

Assim, para n > 2 as particulas interagem menos do que uma vez depois
do tempo em que I' = H. Isso ocorre porque na época da radiacdo H x T2,
entao se n > 2, entéo a taxa [ diminui para um valor inferior a H depois que
I' = H e as interacoes das particulas aproximadamente param (congelam).

3.4 Fora do Equilibrio

A evolucao fora do equilibrio é formalmente descrita pela equacéo de
Boltzmann. Ela é aplicada, entre outros, na producdo de matéria escura,
na formacédo de elementos simples durante a Nucleossintese do Big Bang,
entre outros. Neste trabalho focaremos no primeiro caso.

3.4.1 Equacao de Boltzmann

Na ausencia de interacoes, a densidade numérica de uma particula de
espécie i evolui como

dni

dt

+32n;,=0. (3.52)
a

Como vimos no capitulo anterior, isso é um reflexo do fato de que o nu-
mero de particulas num volume fixo (V « a?) é conservado, de modo que
a densidade se dilui com a expanséo do volume, n; x a~3. Para incluir os
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efeitos de interagoes adicionamos um termo no lado direto para as colisoes.
Fazendo isso e rearranjando, temos a equacdo de Boltzmann:

1 d(n;a®)

5 ;- Clinil, (3.53)

onde a forma do termo da colisdo depende das interacoes especificas em con-
sideracao. Como interacoes entre trés ou mais particulas sdo muito impro-
vaveis, vamos nos limitar a decaimentos, para uma particula, e aniquilacoes
e espalhamentos para duas particulas.

Exemplo

Considere o processo 1+ 2 — 3+4, onde as particulas 1 e 2 podem se ani-
quilar para produzir as particulas 3 e 4 e vice-versa. Suponha que estamos
interessados na densidade numérica n; da espécie 1. A taxa de mudanca na
abundancia da espécie 1 é dada pela diferenca entre as taxas de producéao e
eliminacéo da espécie. Em termos da equacédo de Boltzmann, isso fica:

1 d(n1a®)

a3T = —an1n2+,6n3n4. (3.54)

onde os termos —aning e Bngny descrevem, respectivamente, a eliminacéo e
a producéo de particulas 1. O parametro a = (ov) é a média termal da se¢cdo
de choque (os brackets denotam uma média sobre v). No equilibrio quimico
o termo envolvendo a colisdo precisa desaparecer, entiao o parametro § pode
ser relacionado a a por

ﬁ=(n1n2) a, (3.55)
ngngjeq

onde n;., sdo as densidades numéricas de equilibrio calculadas anterior-
mente. Entao temos

id(n1a3)

_ 3.56
ad dt ( )

=—(ov)

ninz
ning — nsny4|.

E 1til reescrevermos em termos do nimero de particulas num volume
comoével, Y; =n;/s. Entédo temos

(3.57)

dlnYl_ F1 1 (YlYg) Y3Y4]
dlna  H Y3Ys),q V1Yo’
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onde I'; = no(ov). O fator I';//H descreve a eficiéncia da interacio e o outro
fator descreve o desvio do equilibro. Para I’ > H, o sistema esta em equilibrio
quimico.

Suponha que comecamos com Y1 > Y., eY; ~Y, ., parai =2,3,4. Entéo
o lado direito é negativo, as particulas do tipo 1 sdo eliminadas e Y; se reduz
para o valor de equilibrio Y7 .,. Por outro lado, se comecarmos com Y; <«
Y14, 0 lado direito é positivo e Y1 aumenta para o valor de equilibrio Y7 ..

O mesmo comportamento é valido se temos varias particulas desviadas
dos seus valores de equilibrio. Enquanto as taxas de interacao forem gran-
des, o sistema ira rapidamente relaxar para um estado estavel no qual o lado
direito desaparece e as particulas assumem suas abundancias de equilibrio.

Quando a taxa de reacdo diminui ao ponto de ficar abaixo da escala de
Hubble (I';1 < H), o lado direito é suprimido e a densidade comoével de particu-
las se aproxima de uma densidade de reliquia constante, Y7 = cte (ver Figura
[3.4). Veremos que para o congelamento de particulas de matéria escura no
Universo primordial a evolucéo é similar.

relativistic non-relativistic

freeze-out
r~H

Tl
L v relic density _|
~ equilibrium -

e m/T

1 10 100

m
T

Figura 3.4: Ilustragao do congelamento de particulas [17]. Para tempera-
turas altas (7' > m), as abundancias acompanham os valores de equilibrio.
Para temperaturas baixas (T < m), as particulas congelam e mantém uma
densidade muito maior do que a abundéancia de equilibrio.



4 WIMPs

Neste capitulo revisaremos o calculo padrao da densidade de reliquia de
WIMPs, utilizando como base os trabalhos de Jungman et al. [4], Bertone
et al. [9]] e Yimingniyazi [11]. Primeiro realizaremos uma aproximacéo sim-
ples, para o caso em que a secdo de choque ndo depende da energia e em
seguida apresentaremos o calculo mais geral, assim como algumas de suas
limitacoes.

4.1 Estimativa Simples

Suponha que além das particulas conhecidas do modelo padriao ha uma
nova, y, com massa m, e estavel. No equilibrio térmico a densidade numé-
rica ny ., é dada pela Equacéo (3.3).

Para temperaturas altas (T > m, ), temos ny .4 T372 (3.21), ou seja, ha
tantos fotons quanto particulas y. As particulas y sdo abundantes e a reacéo
da Equacéo (I.1), yy < I/, ocorre rapidamente.

Para temperaturas baixas (T <« m ), temos ny 4 T32¢-md/T (3.26), ou
seja, a densidade é suprimida exponencialmente. Se a expansdo do Uni-
verso fosse tdo lenta de modo que equilibrio quimico fosse sempre mantido,
o namero atual de WIMPs seria essencialmente nulo devido a diminuicao
exponencial.

Lembramos que a taxa de aniquilacao de y é dada por:

I'=(ov)n,, (4.1)

onde (ov) é a média termal da secdo de choque total para a aniquilacao de
xX¥ em particulas mais leves vezes a velocidade relativa v. Nessa fase T
diminui para baixo da taxa de expansdo, I' S H. Como mencionamos antes,
as aniquilacdes de y param, saem do equilibrio e uma abundéancia de reliquia
permanece. Obs.: utilizaremos n, = n daqui para frente.

A equacédo de Boltzmann para esse cenario, que descreve a evolucao de
n(t) com o tempo, pode ser escrita na forma ([11, [2]):

% +3Hn = —(ov)(n® —n2), (4.2)
onde H = d/a é a taxa de expanséao e a € o fator de escala. O segundo termo
do lado esquerdo descreve a expansido do Universo. Na auséncia de inte-
racdes com ndimero variavel, o lado direito seria zero, e teriamos n x a2,
como esperado. O primeiro termo entre parénteses no lado direito descreve
a perda de particulas por aniquilacédo e o segundo termo descreve a criagéo
pela reacéo inversa.
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Embora nao haja solucéo analitica para a equacgao de Boltzmann, ha uma
aproximacdo analitica simples, que sera revisada na secdo seguinte. Como
ilustragao, vamos tratar nesta secédo caso em que (ov) ndo depende da ener-
gia.

No Universo primordial, H o< T? (3.49), equanto n < T3, ou seja, a taxa
de expansao diminui mais lentamente do que a densidade numérica de par-
ticulas. Logo, nessa época o termo da expansdao 3Hn em é desprezivel
quando comparado ao lado direito e a n acompanha o valor de equilibrio. Em
tempos posteriores, o lado direito se torna desprezivel comparado a taxa de
expansio, e a abundancia comoével de y se estabiliza.

A temperatura Tr na qual as particulas congelam é dada por I'(Ty) =
H(Ty). Utilizando nimeros da escala fraca, verifica-se que a temperatura de
congelamento é Ty ~ m/22, como veremos na secdo sequinte. Supondo que
nao ha fendmenos quer produzam entropia, a entropia por volume comével
no Universo permanece constante, de modo que n/s permanece constante.
Assim, com (3.49) e a condicéo de congelamento I' = n{ov) = H, temos:

_ 100 10® 102"cm?3s ™!

(%)0 B (g)f - gYV2Mp;m(ov) " miGeV (ov)

; (4.3)

onde utilizamos os subscritos f e 0 para denotar, respectivamente o valor
no congelamento e o atual. Utilizando sg = 4000cm~2 para a densidade de
entropia [4] e p. = 107°h2GeV cm ™2 para a densidade critica, onde A é a
constante de Hubble em unidades de 100 km s 'Mpc~!, a atual densidade
de massa em unidades de p. fica:

Qp2 = M 3 x 10‘27cm3s‘1. (4.4)
Pec (ov)

A Figura mostra solu¢des numéricas para a equacido de Boltzmann.
As abundéancias de equilibrio (curva soélida) e real (curvas tracejadas) por
volume comoével foram representadas como funcao de x = m/T, que aumenta
com o tempo. Na medida em que a se¢ao de choque de aniquilacido aumenta
as WIMPS permanecem em equilibrio por mais tempo e sua abundancia de
reliquia é menor.
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Figura 4.1: Densidade numérica comoével de uma WIMP no Universo pri-
mordial. As curvas tracejadas correspondem a abundancia real, enquanto a
curva sélida a abundéancia de equilibrio [1]].

4.2 Calculo Padrao

Nesta secdo vamos supor que as particulas y sao produzidas termal-
mente e que y é auto-conjugada, ou seja, y = ¥ (o caso em que y # y difere de
forma néo-trivial apenas quando ha assimetria y — }, ou seja, ny # ny) e que
alguma simetria (e.g. paridade R) proibe o decaimento de y em particulas
do Modelo Padrao. A mesma assimetria também proibe a producido tnica
de y pelo fundo térmico, mas a criacdo e a aniquilacdo de pares y continua
permitida.

A evolucdo temporal da densidade numérica n é descrita pela ja mencio-
nada equacao de Boltzman (4.2):

dn
—; +3Hn =—(ov)(n® = n3)), (4.5)

onde n., é a densidade numeérica de equilibrio. A equacdo de Boltzmann
assume que y esta em equilibrio cinético com as particulas do modelo padréo.
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A densidade numérica de equilibrio n., em (4.5) para baixas temperaturas

(T < m) (3.3) é dada pela (3.26):

3/2
mT) -m/T

Neg :g(g e ) (4.6)

para a qual lembramos que f., é dada pela aproximacéio de Maxwell-Boltzmann
foq = e—EIT

E util reescrevermos em termos de x = m/T, assim como das quan-
tidades adimensionais Y = n/s e Y; = neq/s. A densidade de entropia é dada
por (3.45), onde o ntimero efetivo de graus de liberdade A, é (4.7):

h*:%:gi(%)3+g;gi(%)3, 4.7)

onde T'; é a temperatura da espécie i. Assumindo que o Universo se expande
adiabaticamente, sa® é constante, o que implica que ds/d¢t+3Hs =0, de modo
que podemos escrever a dependéncia temporal da temperatura como:

dx Hx
3h. dx
Assim, a equacdo de Bolzmann (4.5) pode ser reescrita como:
dY (ov)s x dh*) 2 9
—_— == - Y“-Y.). 4.9
dx Hx ( 3h. dx ( eq) (4.9)

Para T' < m a secéo de choque de aniquilacdo pode ser aproximada pela
expansio néo-relativistica em termos de v? [3] e sua média termal é:

(ov) = a + b2+ 0(Wwh) = a +6b/x + O(1/x>). (4.10)

Aqui a € o limite v — 0 da contribuicdo para ov onde as duas particulas
X que se aniquilam estdo numa onda S. Se aniquilag¢ao por onda S é supri-
mida, entdo b descreve a contribuicdo da onda P para ov. Os parametros
a e b sdo em principio calculaveis quando especificamos o modelo. Neste
trabalho trataremos a e b como parametro livres, independentes de modelo.

Como nio ha solucio analitica para a Equacéo (4.9), precisamos resolvé-
la numericamente. Essa equacéo diferencial pode ser solucionada aproxima-
damente com boa precisdo (< 5%) [3]]. Introduzindo a variavel A=Y -Y,,, a
equacédo de Boltzmann pode ser reescrita como:

dA  dY,,
e el FR)AQRY,q + D), (4.11)
fx)= 4—anPl SAEICL, 4.12)

V90 x%
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onde G(x) é:

h x dh
G(x)= ——|[1- * |~ g2, 4.13
) \/g—( 3%, dx) & (4.13)

A solucéo pode ser determinada em dois regimes extremos. Muito antes
do congelamento (x < x7) Y acompanha o seu valor de equilibrio Y,,, de
modo que A e dA/dx sdo pequenos. Desprezando A2 e dA/dx, obtemos:

1 V90 x?
2f(x) 87 gl2mMp;(ov)’

(4.14)

onde utilizamos dY,,/dx = ~Y,, para x > 1. Muito depois do congelamento
(x > x¢) o termo de producdo de particulas na equacio de Boltzmann pode
ser ignorado e temos:

dA 4n mMplgl/z(av)

dx V90 x2

Entéo integramos essa equacéo entre xr e infinito. Assumindo A(xr) >
A(c0), temos:

AZ, (4.15)

—8, mMp——
Yoo V90 xf
onde utilizamos a expansio néao-relativistica para (ov) (4.10) e assumimos
g«=h.,edh./dx=0.
A densidade de energia é normalmente expressa como Q = p/p. (2.46). A
densidade atual de uma particula de reliquia entéo fica:

(4.16)

onde sg = 2900cm 2 é a densidade atual de entropia. Assim, obtemos a apro-
ximacao padréo para a densidade de reliquia:

mysoYy oo
Oc 3MPZ(100 km s™"Mpc™) (4.18)
m
=2.7x 107, oo [ ].
8 X (1OOGeV)

Utilizando a Equacéo (4.16)), temos:

8.5 x 10_11foeV_2

/2. Gep)a+3blxs) @19
a+3b/xs -1 xpy (&« (xr) -12
02| ) Go)Es")
1x1079GeV~2) 22/ 90

2
Qh
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Como na estimativa da secdo anterior, a densidade de reliquia da parti-
cula é inversamente proporcional a se¢do de choque de aniquilacédo e ndo ha
dependéncia explicita na massa da particula. Assim, calcular as secoes de
choque e a temperatura de congelamento é suficiente para prever a densi-
dade de reliquia.

O congelamento ocorre quando o desvito A é da mesma ordem que o valor
de equilibrio:

AGxp) = CYy oq(xf), (4.20)

onde C é uma constante numérica. Substituindo a solucdo para x < xf
(4.14), xr é obtido resolvendo iterativamente a expressao:

0.382CmMpng(a + 6b/xf)
Vxrg«(xr) '

Sabe-se que se escolhermos C = v2—1 [11]], a férmula padréo for-
nece uma boa aproximacdo de resultados numéricos exatos para a densi-
dade de reliquia. A temperatura de desacomplamento depende logaritmi-
camente da secdo de choque e normalmente xy ~ 22. A Figura mos-
tra uma solu¢do numérica para m = 100 GeV, g, = 2, g. = 90 (constante),
a=1x10"8GeV~2 e b =0. Vemos que o congelamento ocorreu em torno de
xfr =22 e ap6s esse ponto a abundancia de reliquia permanece aproximada-
mente constante, como discutido anteriormente.

(4.21)

xr=Iln
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Figura 4.2: Evolucéo de Y, (curva sélida vermelha) e Y, .4 (curva pontilhada
azul) como funcéo de x para m = 100 GeV, g, = 2, g. = 90 (constante), a =
1x1078GeV~2e b =0 [11].

Como normalmente a escala de massa das WIMPs esta em torno da
escala fraca (my ~ 100 GeV), a secdo de choque de aniquilacdo é (ov) =
naz/mx ~107"1°GeV~2. Pela Equacéo vemos que a densidade de re-
liquia prevista QA2 é consistente com a densidade de energia observada da
matéria escura fria QpyrA2[19]

Qpurh? =0.1188 +0.0010. (4.22)

4.2.1 Discussao

A solucdo aproximada dada pela Equaciao (4.19) nédo se aplica em pelo
menos trés casos [3].

O primeiro caso ocorre quando a aniquilacdo acontece perto de um pélo
na secao de choque. Nesse caso a expansao nao-relativistica nao é
valida.

O segundo caso ocorre quando a particula esta perto de um limiar de
massa. A aniquilagdo em particulas mais pesadas do que as particulas de
reliquia foi considerada proibida cinematicamente, mas se a diferenca é ~5—
15%, esses canais "proibidos"podem dominar a secédo de choque e determinar
a abundancia de reliquia.
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O terceiro caso, chamado de coaniquilacdo, ocorre quando outra particula
é levemente mais pesada do que a WIMP e compartilha um nimero quan-
tico com ela. Nesse caso, a conversdo da WIMP na particula mais pesada
pode ocorrer através de espalhamento de particulas do modelo padrao. Se
a secdo de choque para aniquilacdo da particula mais pesada for maior do
que a da WIMP, entdo a abundéancia de ambas as espécies vai ser controlada
pela aniquilacdo da particula mais pesada e mais fortemente interagente e
a abundéancia de reliquia pode ser reduzida.

Outros fatores também merecem atencéo. Por exemplo, a WIMP poderia
aniquilar com a particula mais pesada, caso em que essa reacao poderia de-
terminar a abundancia de reliquia. Em modelos supersimétricos, por exem-
plo, se a WIMP é um neutralino e ha um squark com uma massa que excede
apenas ligeiramente a massa do neutralino, entéo ira ocorrer coaniquilacéo.
A abundancia vai ser controlada pela aniquilacao de squarks e vai ser menor
do que o sugerido nesta secdao. Geralmente, se ha particulas adicionais com
massas dentro de 10% da massa da WIMP ocorrera coaniquilacédo e outro
célculo precisa ser feito, o qual apresentamos no Apéndice [A]

Esses efeitos ocasionados por coaniquilagoes, ressonancias e massas pro-
ximas de limiares sdo dependentes do modelo, de modo que ndo ha maneira
simples de generalizar os nossos resultados. Uma andlise numérica mais
detalhada para modelos especificos é necessaria nesses cenarios [16]. Além
disso, no caso de uma expansio cosmolégica diferente da padrao ou uma
reliquia ndo-termal é necessario um tratamento separado [|13].

Além disso, upomos na nossa analise que a WIMP é um férmion de Majo-
rana, de modo que y e y sdo indistinguiveis. Contudo, se y é um férmion
de Dirac, y # ¥ e g, € duplicado. Nesse caso e com simetria particula-
antiparticula, a abundancia de reliquia é a metade da anterior. Isso apenas
aumenta por um fator de 2 o valor exigido de (ov) [steigSteigman:2012nb].

Outra suposicdo importante da nossa andlise é a de que a entropia é
conservada no periodo relevante da evolugcao do Universo. Para isso, preci-
samos supor que a transicéo eletrofaca é no maximo uma transicédo de fase
de segunda ordem, ou seja, nao gera entropia. Contudo, se ela for de pri-
meira ordem e acompanhada por um periodo inflacionario, entao o calculo
da abundéncia ira depender da temperatura de "reaquecimento"(Tr) e as
reliquias termais serédo ausentes ou suprimidas se Tg < m, [16].



5 Conclusoes

A presenca de uma grande proporcao de matéria escura atualmente pode
ser explicada pela existéncia de uma nova particula, estavel em escalas cos-
molégicas e que interage fracamente com particulas do modelo padrao. A
termodinamica nos permite modelar condi¢ées no Universo primordial e fa-
zer previsoes sobre abundancias de reliquia de particulas de matéria escura.
Os modelos para essas particulas sdo interessantes porque, apesar da sua
simplicidade, produzem abundancias de matéria escura consistentes com o
intervalo fornecido por medidas cosmolégicas.

Com mais dados, como aqueles provenientes de raios gama de Via Lactea,
galaxias anis e aglomerados, além dos resultados do Fermi-LAT, podemos
esperar restricoes maiores nos modelos para matéria escura, assim como
mais informacoes sobre a regido de pequenas massas.

Nas ultimas décadas a Cosmologia teve um periodo de grande cresci-
mento, gerando uma rede de testes que estabelecem persuasivamente a ma-
téria escura no canone da Fisica [20]. Esses avancos nos deixaram muitas
oportunidades para explorar o setor escuro, de modo que outros periodos
de grande crescimento ocorrerido, assim como um cendrio mais claro para a
matéria escura.



A Equacao de Boltzmann com Coaniquilacoes

Revisaremos aqui a derivacao de Griest e Seckel [3]] para o caso em que
ha coaniquilagoes. Nesse caso, que vale para particulas supersimétricas (e.g.
neutralino), quatro processos precisam ser incluidos na formulacéo da equa-
cao de Boltzmann: 1) a expansdo do Universo; 2) coaniquilacées (quando
duas particulas supersimétricas se aniquilam para criar particulas do mo-
delo padréao); 3) decaimento da particula em questao; 4) espalhamento com
o fundo térmico.

Considere a aniquilacdo de N particulas supersimétricas y; (i = 1,...,N)
com massas m; e graus internos de liberdade (pesos estatisticos) g;. As-
sumimos que mi <mg<mg<..<mpy-1<my e que a particula mais leve
esta protegida contra decaimentos devido a alguma simetria (como conserva-
céo da paridade-R ou paridade-KK para neutralinos). Utilizando m, para a
massa do neutralino mais leve e n; para a densidade numérica da particula
i, a equacdo de Boltzmann fica:

dn; N
- =—3Hn; - Y (0iviy(inj =N eqnjeq)
j=1
= 2 0%;0ij)(ninx —nieqnx eq) = (O ;Vij) (M jnx = NjeqnX eq)]
J#i
- Z[Fij(ni - ni,eq) - 1—‘ji(nj - nj,eq)]-
J#i

(A1)

O primeiro termo no lado direito corresponde a dilui¢ao devido a expan-
sdo do Universo e H é o parametro de Hubble. O segundo termo descreve
aniquilacdes y;y;, cuja secdo de choque total de aniquilacéo é

O'ijZZU()(i)(jﬁX). (A.Z)
X

O terceiro termo descreve as conversdes y; — x; pelo espalhamento com
o fundo térmico:

UXij:ZU(XiX_’XjY)- (A.3)
Y

O quarto termo descreve decaimentos y;, com taxas de decaimento:

Fij:;F()(i —>)(J'X). (A4)
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Nas expressoes anteriores X e Y denotam grupos de particulas do modelo
padrao envolvidas nas interacgdes. A velocidade relativa é definida por:

\/(pi'pj)z—m?mf
o=
Y E.E;

(A.5)

onde p; é o quadrimomento e E; é a energia. Lembrando a densidade numé-
rica no equilibrio (3.3),

g
Nieq = @fﬁd?’pi, (A.6)

onde p; é o trimomento e f; é a jA mencionada funcao de distribuicéo, que
pode ser aproximada por f; = e Zi/T (Maxwell-Boltzmann).
A média termal {(o;;v;;) é definida com as distribui¢des de equilibrio:

[ fifjoijvijd®p;d3p;
[fifid3pid3®p;

A taxa de decaimento das particulas supersimétricas y; (com excecédo da
mais leve, que é estavel) é muito mais rapida que a idade do Universo. Como
supomos conservacdo de paridade-R, todas essas particulas decaem para a
mais leve (neutralino). Entdo a abundéancia final é descrita pela soma das
densidades de todas as particulas supersimétricas:

(A.7)

(Oijvij) =

N
n= Zni, (A.8)
i=1

de modo que a equacio de Boltzmann fica:

dn N
i —8Hn— Y (0;0i)(Ninj—NjeqN;eq)s (A.9)
i,j=1

onde o terceiro e o quarto termos em (A.1) sdo anulados. Isso faz sentido por-
que as conversoes e decaimentos de particulas supersimétricas nao afetam
a abundéancia geral de particulas e portanto néo contribuem para dn/dt.

A taxa de espalhamento de particulas supersimétricas com as particu-
las do fundo térmico é muito mais rapida do que a sua taxa de aniquilacao
porque as secoes de choque de espalhamento U;(ij sdo da mesma ordem de
magnitude que as se¢des de choque de aniquilacéo o;;. Mas a densidade nx
das particulas de fundo é muito maior do que cada uma das densidades n;
das particulas supersimétricas quando aquelas sdo relativisticas e estas séo
néo-relativisticas e logo sao suprimidas pelo fator de Boltzmann. Nesse caso,
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as distribuicoes de y; permanecem em equilibrio térmico e as razdes entre
elas sdo iguais aos valores no equilibrio:

ni Tieq

~ (A.10)

n Negq
Entao temos:
dn
— =-3Hn- (Gepv¥(n®—n2)), (A.11)
onde (o.rv) é média termal da secdo de choque efetiva de aniquilacéo:
Nieg N

(Oepv) =Y o0y —2 L4 (A.12)

ij Neq Neg

A Equacéio esta agora na forma da equacio padrao e pode
ser resolvida utilizando técnicas similares. A solucdo completa depende da
definicdo de um modelo supersimétrico e do calculo da média termal efetiva
(Oefv), 0 que estd além do escopo deste trabalho. Um tratamento detalhado
é dado em [5] e [8].
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