UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE MATEMATICA

PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA APLICADA

Inclusao entre nuvem de pontos e
digitalizacao 3D: estratégias e
implementacao

por

Vinicius Fernandes Moretti

Dissertacao submetida como requisito parcial
para a obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Prof. Dr. Jodao Batista Da Paz Carvalho
Orientador

Porto Alegre, 4 de setembro de 2015.



CIP - CATALOGACAO NA PUBLICACAO

Moretti, Vinicius Fernandes

Inclusao entre nuvem de pontos e digitalizacao 3D: es-
tratégias e implementagdo / Vinicius Fernandes Moretti.—
Porto Alegre: PPGMAp da UFRGS, 2015.

88 p.: il.

Dissertagao (mestrado) —Universidade Federal do Rio
Grande do Sul, Programa de Pés-Graduagao em Matematica
Aplicada, Porto Alegre, 2015.

Orientador: Carvalho, Joao Batista Da Paz

Dissertacao: Matemaética Aplicada,
Dissertacao, Tese, Mestrado, Doutorado

i




Inclusao entre nuvem de pontos e
digitalizacao 3D: estratégias e

implementacao

por

Vinicius Fernandes Moretti

Dissertacao submetida ao Programa de Pés-Graduacao em
Matematica Aplicada do Instituto de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, como requisito parcial para a

obtencao do grau de

Mestre em Matematica Aplicada

Linha de Pesquisa: Analise Numérica e Computacao Cientifica
Orientador: Prof. Dr. Joao Batista Da Paz Carvalho

Banca examinadora:

Prof. Dr. Carlos Amaral Holbig
PPGCA-UPF

Prof. Dr. Marcus Rolf Peter Ritt
PPGC-UFRGS

Prof. Dr. Rudnei Dias da Cunha
DMPA-UFRGS

Dissertagao apresentada e aprovada em
4 de setembro de 2015.

Prof. Dr. Carlos Hoppen
Coordenador

1l



It’s the oldest story in the world.

One day you’re 17 and planning for someday
and then quietly and without you even noticing,
someday is today.

And then, someday is yesterday.

And this is your life.

(One Tree Hill - SO9E13)
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RESUMO

Neste trabalho sao investigadas solugoes eficientes para o problema de
determinar se uma nuvem de pontos estd contida (ou, alternativamente, invade)
a digitalizacao tridimensional da superficie de um sélido nao necessariamente con-
vexo. Estratégias baseadas no Teorema da Curva de Jordan, generalizadas para
o caso tridimensional, bem como estratégias baseadas no estudo de volumes com
sinal de tetraedros, foram testadas e comparadas segundo sua eficacia e eficiéncia
computacional. Os experimentos computacionais foram feitos com digitalizagoes de
pedras brutas disponibilizadas pelo Centro Tecnologico de Pedras de Soledade, RS.
Este trabalho estabelece importante contribuicao para a solugao de relevante e mais
complexo problema em Geometria Computacional: determinar se ha inclusao (ou,
alternativamente, invasao) espacial entre dois sélidos com superficies digitalizadas,

e que conseqlientemente tem variadas aplicagoes.
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ABSTRACT

This work investigates efficient solutions to the problem of determining
whether or not a cloud of points is contained (or alternatively, invades) the spatial
digitization of the surface of a not-necessarily convex solid. Strategies based on the
well-known Jordan Curve Theorem, once generalized to the 3D case, as well as those
based on the analysis of signed volumes of tetrahedra, were tested and compared
according to their robustness and efficiency. The numerical experiments used di-
gitization of raw stones made available by the the Technological Center of Stones,
Gems and Jewelry of the city of Soledade, in this state. The present work makes
an important contribution to the solution to a relevant further complex problem in
Computational Geometry: to determine whether or not there is spatial inclusion
(or, alternatively, invasion) between two solids with digitized surfaces, which have

several further applications.
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1 INTRODUCAO

Estratégias para otimizacao do aproveitamento de gemas coradas digi-
talizadas tridimensionalmente [4] visam estabelecer, matematicamente, os melhores
valores para os planos de lapidacao dessas gemas, segundo variados objetivos, mas
dentre os quais o mais comum ¢é obter o maior volume possivel para cada pedra bruta
e modelo de lapidacao escolhidos. O modelo de lapidacao, que algumas vezes tem
uma representacao matematica conhecida, mesmo que apenas aproximada, trata-se
de um volume sélido que pode ser posicionado no espago através de seis parametros:
trés coordenadas de centro geométrico e trés angulos de giro. Um sétimo e impor-
tante parametro do modelo de lapidacao é sua escala em relacao a um prototipo de

tamanho padronizado.

Dessa forma, uma metodologia matematicamente simples para resolver
o problema de otimizar o aproveitamento do corte (lapidagao) de pedras consiste
em definir um problema de otimizagao naqueles seis parametros, com o objetivo
de maximizar a escala obedecendo a restricao de que o modelo reposicionado e

reescalado deve permanecer sempre interior a pedra bruta a ser trabalhada.

Por outro lado, existem peculiaridades que trazem alguma complexi-
dade a solugao desse problema. Primeiramente, deve ser considerado que a pedra
a ser trabalhada, aqui referida como pedra bruta, é conhecida somente através da
digitalizacao tridimensional da sua superficie externa. Em segundo lugar, deve ser
considerado que o préprio modelo de lapidacao padronizado (protétipo) também
pode ser conhecido somente através da digitalizacao tridimensional da sua superficie
externa. Isso acontece, sobretudo, em situagoes onde modelos matematicos nao con-
seguem aproximar satisfatoriamente a geometria pretendida. Assim sendo, podemos

considerar duas situagoes:



(i) A restrigdo de que o modelo em escala deve ser interior a pedra bruta
implica que é necessario que uma nuvem de pontos do espago, obtidos
a partir da digitalizacao do modelo, mas conforme posicionamento e

escala pretendidos, deve ser interior a digitalizacao da pedra bruta;

(ii) Uma vez que sobre o modelo de lapida¢do temos mais hipéteses de
regularidade do que a pedra bruta, do ponto de vista geométrico, ¢é
natural estabelecer o teste dual que valida se algum dos vértices da
digitalizacao da pedra bruta invade o sélido obtido pelo posicionamento

e escala do modelo de lapidacao digitalizado.

Devemos observar, ainda, que a presenca da hipdtese de convexidade
normalmente guia as metodologias de solucao de problemas geométricos, e sobretudo
pode garantir a existéncia e mesmo a unicidade de solugoes do respectivo problema

matematico.

O presente trabalho tem por objetivo investigar solucoes eficientes para
o problema de determinar se uma nuvem de pontos estd inclusa (ou, alternativa-
mente, invade) a digitalizagao tridimensional da superficie de um sélido nao ne-
cessariamente convexo. Conforme a descricao do paragrafo anterior, esse problema
bésico é parte essencial para a validacao sobre inclusao ou invasao espacial entre dois
solidos com superficies digitalizadas, e aqui nao é feita a hipdtese de convexidade

para permitir atender a qualquer das duas situacoes mencionadas.

O problema de determinar se um ponto P ¢ interior a um solido es-
pacial é bastante conhecido na literatura de geometria computacional. Por causa
das tarefas cada vez mais complexas em muitas aplicagoes (planejamento urbano,
cadastro 3D de objetos, controle de trajetérias de veiculos teleguiados, realidade
virtual, entre outras) aplicativos computacionais vém sendo cada vez mais usados
para modelar, analisar e visualizar dados tridimensionais de uma maneira eficiente.

Uma das tarefas mais desafiadoras é a analise em 3D do posicionamento de objetos



de diferentes tipos, isto é, geometrias [6]; nesse contexto, o teste de inclusao, que
objetiva determinar se um ponto é interior a um poliedro dado, é uma das operagoes
mais basicas que areas como Geometria Computacional e Computacao Grafica ne-
cessitam. O teste de inclusao nao é um problema complexo, mas o maior desafio é
obter solucoes que sejam robustas e eficientes, uma vez que tais testes sao aplicados

repetidamente um ndmero muito grande de vezes [6, 17].

A estratégia mais conhecida é o Método do Raio (Ray Crossing method),
que emprega o conhecido Teorema da Curva de Jordan ao contabilizar a paridade
do nimero de intersec¢oes de uma semirreta (raio) qualquer, originada no ponto P,
com a fronteira do sélido em questao. No caso particular de um sélido cuja fron-
teira é uma estrutura (malha) de faces poligonais adjacentes, oriunda do processo de
digitalizagao, encontros singulares do raio com arestas ou vértices da discretizagao
geram interseccoes simultaneas com um nimero muitas vezes incerto de faces adja-
centes, o que normalmente dificulta tal contagem. Além disso, situagdes onde o raio
é paralelo ou coplanar ao plano de algumaf(s) face(s), ou ainda quando existem faces
quasedegeneradas, podem acarretar sérias dificuldades numéricas [17]. Para aumen-
tar a eficiencia, o método do Raio pode ser aplicado repetidamente, ou com direcao
aleatéria [21]. Normalmente, melhor performance é obtida com uma combinagao do
Método do Raio com estruturas de dados hierarquicas do tipo octree ou do tipo grid
[20], mas a possivelmente grandes custos de armazenamento em meméria [17]. Um
outro método muito conhecido é o baseado em estruturas espaciais chamadas de
BSP (Binary Space Partitioning), que tém como desvantagem um custo de proces-
samento muito grande quando a geometria/topologia dos modelos é irregular. Para
a versao bidimensional do problema de inclusao, quando é necessario determinar se
um ponto ¢ interior a uma curva plana, inimeras solugoes tém sido propostas para

o caso de poligonos com nimero qualquer de arestas, convexos ou nao [2, 7, 11, 19].

Alternativamente ao método do Raio, tem sido proposto em varios ar-

tigos [7, 8, 15, 20], contabilizar sinais volume de tetraedros formados por faces do



poliedro e pelo ponto a ser testado, o que tem se mostrado simples e seguro, mas que
¢ ineficiente para discretizagoes com nimero muito grande de faces [17]. Em [17], é
proposto um novo método de solucao que usa pré-processamento e determinacao de
triangulos espaciais no interior de um poliedro, e que generaliza o método de Horn
[14]. Existem também as estratégias que resolvem o problema de inclusao bidimen-
sional calculando o nimero de voltas (winding number ou indice do ponto) de cada
triangulo em relagao a interseccgao entre o raio e o plano desse triangulo, conforme
[11, 21]; essas estratégias tém sido preteridas por requererem avaliagoes de fungoes
trigonométricas, que sabidamente trazem ineficiéncia por implicarem em um maior
nimero de operacoes basicas de aritmética de maquina e por trazerem embutidos

erros de ponto flutuante, que podem se acumular catastroficamente.

No capitulo 2 descrevemos os métodos a serem utilizados nesse traba-
lho, bem como as principais definicoes mateméticas que os suportam. No capitulo
3 descrevemos nossas estratégias computacionais e de comparagao envolvendo um
pequeno conjunto de métodos de solugao e apresentamos nogoes sobre tipos de ar-
quivos de discretizagoes de malhas. O capitulo 4 expoe os resultados dos testes
realizados com um conjunto seleto de sélidos e também discute conclusoes diante

dos resultados obtidos.



2 DESCRICAO DOS METODOS

Aqui sdo dadas algumas definigoes fundamentais sobre geometria (grande
parte delas pode ser encontrada em [3, 7, 8, 9, 13, 21]) bem como sao descritos os

métodos e algoritmos utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Definicoes e teoremas fundamentais

Diversas aplicagoes graficas trabalham com figuras planares e muitos
dos algoritmos que realizam operagoes com poligonos necessitam de certas propri-
edades que garantem que uma seqiiéncia de segmentos forma de fato um poligono.

Tais propriedades sao [13]:

1. Fechamento: Cada segmento deve ser delimitado por exatamente dois
vértices, e cada vértice deve estar na interseccao de exatamente dois

segmentos.

2. Auto-intersecgoes: Quaisquer dois segmentos podem se interceptar
somente se eles sao adjacentes. Neste caso, o ponto de interseccao é o

vértice comum aos segmentos.

3. Orientagao: Cada segmento deve possuir uma direcao e as diregoes de

todos os segmentos devem ser coerentes entre si.

Na literatura, uma variedade de algoritmos foi proposta para testar es-
sas condicoes, sendo que a maioria deles emprega a resolucao de sistemas de equagoes
lineares algébricas ou entao utiliza fungoes trigonométricas em seus testes. Isso im-
plica em problemas de estabilidade como, por exemplo, o crescimento de erros de

ponto flutuante, o que tem como conseqiiéncia uma perda de eficiéncia [7, 22].
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(a) Nao é fechado. (b) Auto-intersecgoes. (¢) Orientagao incoerente.

Figura 2.1: Exemplos de poligonos que nao estao bem definidos.

Definigao 2.1 (Segmento orientado). Um segmento orientado é um segmento de
reta ao qual foi imposta uma escolha para os seus pontos inicial e final, chamados
de extremidades. Tal segmento orientado pode ser designado pela notagao AB, onde

A € o seu ponto inicial e B o seu ponto final.

Defini¢ao 2.2 (Medida de um segmento orientado). A medida ou comprimento de
um segmento orientado AB, denotada com abuso de motacdo também por AB, é

dada por:

+|AB|, se AB tem a mesma orienta¢ao da reta r
AB — (2.1)
—|AB|, caso contrario,

onde A e B sao dois pontos de uma reta orientada r e |AB| representa a medida no

sentido euclidiano do segmento de reta com extremidades A e B.

Sejam a e b as coordenadas de dois pontos A e B marcados sobre uma

reta orientada r, tal como na figura 2.2.

A B
a b r

Figura 2.2: Segmento orientado.



A medida no sentido euclidiano do segmento AB ¢ dada pelo médulo, ou

seja, AB = |b—a|. A medida do segmento orientado é idéntica a medida euclidiana.

Se r e AB tém a mesma orientagao, temos

AB =+|AB|=1|b—al =b—a. (2.2)

Se r e AB tém a orientacoes opostas, temos

AB =—|AB|=—|b—al]=—(a—b) =b—a. (2.3)

Assim, a medida de um segmento orientado é funcao das coordenadas

dos pontos e independe da sua orientagao.

Proposigao 2.1. Sejam A, B e C trés pontos colineares. Entao:

(1) AB+ BA =0. Em particular, AB = —BA.
(2) AB =0 se, e somente se, A= B.

(3) AC +CB = AB.

Demonstracao. Sejam a, b e ¢ as coordenadas dos pontos A, B e C, respectivamente.

(1) AB+BA=(b—a)+ (a—0b)=0. Assim, AB = —BA.
(2) AB=0&b—a=0&b=a< A=B.

(3) AC+CB=(c—a)+(b—c)=b—a=AB.

Notemos que o item (3) da proposigao 2.1 é vélido independentemente
da posicao do ponto C' (na reta) em relagdo aos pontos A e B, diferentemente de
quando se considera a medida no sentido euclidiano, onde seria necessario tomar os

casos onde C estd a esquerda de A, a direita de B ou entao entre A e B.
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Defini¢ao 2.3 (Poligonal). Uma poligonal é uma seqiiéncia de pontos A, B, C,
D, ..., L, M, ou ainda, uma sequéncia de segmentos orientados AB, BC, CD,
.., LM, MA. A poligonal pode ser identificada pela sua seqiéncia de pontos
ABCD...LM. Os pontos A e M sdo chamados de extremidades da poligonal.

Definigao 2.4 (Poligono). Um poligono € uma poligonal onde as duas extremidades
coincidem. O poligono pode ser denotado pela sua seqiiéncia de pontos ABCD ... LM.
Os segmentos AB, BC, CD, ..., LM, MA sao chamados de arestas ou lados do

poligono e os pontos A, B, C, D, ..., M sao chamados de vértices do poligono.

Definigao 2.5 (Poligono simples). Um poligono PyP;...P,_1 € dito simples se

cumpre as sequintes propriedades:

(1) Todos os seus vértices sao diferentes: Vi # j, P; # P;.
(2) Todo vértice € incidente a uma aresta.

(3) Nao existem intersec¢oes entre duas arestas.

Definigao 2.6 (Divisao do plano). Um segmento AB divide o plano em duas regioes,

uma a sua esquerda e outra a sua direita.

Definigao 2.7 (Orientacdo de um triangulo). Um triangulo ABC' tem orienta¢do
positiva se 0s seus pontos interiores estao todos a esquerda de suas arestas, caso

contrdrio o triangulo possui orientacao negativa.

Definicao 2.8 (Area de um triangulo). A drea de qualquer triangulo ABC, denotada
por [ABC], é metade do produto da distancia entre qualquer aresta e o seu vértice

oposto.

Definigao 2.9 (Fungao sinal). Seja x um nidmero real, a fun¢do sinal € definida

como
1, sex >0
sign (x) = 0, sex=0 (2.4)
-1, sex <0



Definicao 2.10 (Area com sinal de um triangulo). Sejam A, B e C trés pontos do

R2. A drea com sinal do triangulo que tem A, B e C' como vértices, denotada por

[ABC|, € dada por

) ra ya 1
o yo 1

onde A= (xa,ya), B=(xp,yp) e C = (z¢c,yc). A drea com sinal de um triangulo
também pode ser tomada como sua propria drea [ABC| se ele tiver orientagdo po-

sitiva ou entdo como —[ABC)| se ele for negativamente orientado.

Um triangulo tem orientagao positiva se o sinal da sua area é positivo
e isso significa que seus vértices estao listados no sentido anti-horario. Quando os
seus vértices estiverem listados no sentido horario, o sinal da sua area sera negativo,

assim como sua orientacao.

Para qualquer triangulo ABC' e qualquer ponto @) vale

[ABC] = [QAB] + [QBC] + [QCA]. (2.6)

Ainda, ¢é claro que [ACB] = —[ABC].

Alternativamente, a orientacao de um poligono pode ser matematica-
mente determinada pelo indice de algum ponto interior. O indice de um ponto @)
interior a um poligono P com respeito a esse poligono é definido usando o angulo en-
tre os segmentos de reta formados pelo ponto () e cada par de vértices consecutivos

de P, detonados por PZ-Q\PiH.

Definicao 2.11 (fndice de um ponto). Para qualquer poligono P = PyPy... P, e

qualquer ponto @), o indice de () com respeito ao poligono P é dado por

n—1
UJ(P, Q) = Z PZQP(H-l mod n)- (27)
=0



Teorema 2.1. Todo poligono P esta orientado no sentido hordrio ou negativo se,
para qualquer ponto interior Q, w(P, Q) = —27; o poligono estd orientado no sentido
anti-hordrio ou positivo se w(P, Q) = 27, para qualquer ponto Q) interior. Além do

mais, para todo ponto exterior Q) vale que w(P,Q) = 0.

Q
s
Figura 2.3: Indice de um ponto interior: soma dos angulos é 27.

O teste de inclusao de um ponto em um poligono calculando o seu
indice, se implementado somente com o somatério dos angulos, ¢ o mais lento de
todos [11]. Nesse teste, o indice é dado pelo miltiplo de 27 mais préximo. O
principal problema com esse procedimento é que ele envolve fungoes trigonométricas
e muitas divisoes para cada angulo testado, operacoes onerosas que carregam muitos

erros de arredondamento [7].

Teorema 2.2 (Teorema da Curva de Jordan). Uma curva fechada simples em um
plano o separa em duas regioes, uma limitada e outra ilimitada, sendo a curva a

fronteira comum das duas regioes.

Varias demonstragoes ja foram dadas para este teorema e elas fogem
ao escopo desse trabalho. Para maiores detalhes, veja [5, 30]. A generalizacao
para o caso multi-dimensional é conhecida como Teorema de Separacao de Jordan-
Brouwer, e a sua demonstracao é também omitida. Entretanto, a generalizacao para
trés dimensoes foi usada nos testes realizados nesse trabalho, conforme descrito na

secao 3.2.
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Esse teorema permite determinar se um ponto esta dentro ou fora de
um poligono. O processo consiste em definir um raio a partir do ponto a ser testado
e contar o nimero de interseccoes entre este raio e o poligono: se o nimero de

cruzamentos for impar o ponto ¢é interior; se for par, o ponto é exterior [10].

O » 1 interseccao = dentro
o Q O » 2 intersecgoes = fora
® O » 2 intersecgoes = fora

—0—= O » 3 interseccoes = dentro
—0O-0 OO0 » 4 interseccoes = fora

Figura 2.4: Teorema da Curva de Jordan.

Definicao 2.12 (Area de um poligono). A drea de qualquer poligono simples P,
denotada por [P], € a soma das dreas de qualquer conjunto de tridngulos nos quais

ele pode ser decomposto.

Definicao 2.13 (Area com sinal de um poligono). A drea com sinal de um poligono
P, denotada por [P], € definida como sua prépria drea se ele for positivamente

orientado ou entao como o simétrico da sua drea se ele tiwer orientacao negativa.

Como demonstrado em [7], para testar se um ponto é interior a um
poligono é suficiente verificar se ele é interior aos triangulos pela origem (a origem
é um dos seus vértices) determinados por cada uma das arestas e a origem e somar

os sinais da area de cada triangulo.

E possivel testar se um ponto é interior a um triangulo pela origem

utilizando o seguinte lema:
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Lema 2.1. Seja OAB um triangulo pela origem com orientacao positiva e Q um

ponto arbitrdrio do R?. Entdo Q € interior ao triangulo OAB se

sign ([QOA]) = 0, sign ([QAB]) = 0 e sign ([QBO]) = 0.

(2.8)

Demonstragcao. @) ¢é interior ao triangulo se, e somente se, ele estda a esquerda dos

segmentos orientados AB, BO e OA, o que implica que as dreas com sinal [QAB],

[QOA] e [QBO] sao positivas. Além disso, se alguma dessas dreas é zero entao o

ponto esta na aresta correspondente do triangulo.

Se o triangulo OAB tem orientacao negativa é suficiente estudar o

triangulo OBA.

Figura 2.5: Inclusao de um ponto em um triangulo pela origem.

Para testar a inclusao de um ponto em um triangulo calculamos os

determinantes através dos seus menores associados:

rg yo 1
TA Ya o Yaq
Ta ya 1|= -
B YB B YB
g yp 1
rg yo 1
TQ Yq
g yp 1| =
B YB
0 0 1

12

+

TQ Yo

TA Ya

(2.9)

(2.10)



ZEQle oy
Q JQ

0 0 1|=- (2.11)
TA YA
Ta ya 1

A seguir as generalizacoes desses conceitos para trés dimensoes.

Defini¢ao 2.14 (Volume com sinal de um tetraedro). Sejam A, B, C' e D quatro
pontos do R®. O volume com sinal do tetraedro que tem os pontos A, B, C e D

como vértices, denotado por [ABCD], é definido como

Ta Yya za 1
. ] . TA—Tp YA — YD <A — ZD

B YB ZB

o Yo o 1

Tc —2Zp Yo — YD ZCc — <D

Tp Yp zp 1

onde A = (xa,ya,24), B=(zB,ys,28), C = (2c,yc,2c) e D = (zp,yp, 2p).

Um tetraedro tem orientagao positiva (do lado oposto a um dos vértices
os demais vértices estao em sentido anti-horério) se o seu volume com sinal é positivo
[21]. Se um dos vértices do tetraedro for a origem o chamamos de tetraedro pela

origem.

Assim como em duas dimensoes, a definicao do volume com sinal per-
mite determinar facilmente se um ponto é interior a um tetraedro ou nao. Ademais,
dependendo de possiveis valores nulos é possivel também determinar se o ponto

pertence a fronteira deste tetraedro. Esse resultado é expresso pelo lema seguinte.

Lema 2.2. Seja ABCO um tetraedro pela origem com orientacdo positiva e Q) um

ponto arbitrdrio do R3. Q € interior ao tetraedro se, e somente se,

sign ([ABCQ)]) > 0, sign ([ACOQ)]) > 0, sign ([AOBQ)) > 0 e sign ([BOCQ)]) >0
(2.13)
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Demonstracao. () é interior ao tetraedro se, e somente se, ele “enxerga” os trés

vértices de cada uma das faces com a mesma orientacao que a origem “enxerga”

os vértices A, B e C, o que implica que os volumes com sinal [ABCQ], [ACOQ)],

[AOBQ)] e [BOCQ)] sao positivos.

Assim como no caso 2D, nao é necessario calcular todos os determi-

nantes para o teste da inclusao de um ponto, é possivel obté-los a partir dos seus

menores associados.

TA

TB

e}

TD

ya za 1
yp zp 1
yo zo 1
Yyp zp 1

0

TA
0
TB
LQ
TB
0

ro

LQ

Yya
0

YB
YaQ

YB
0

Yo
Yo

TA YA ZzaA
= | B YB ZB

Tcoc Yo =zZc

TA Ya zA
Tc Yo =c

0 0

TQ Yo *Q

ZA

0
ZB
“Q
ZB

0
zZc

“Q

—_ = =
—_ = =

—_ = =

Ta Ya zA
TR
TQ Y@ <@

Ta Ya zA

yp 2B |T| ¢ Yo zc

1@ Yo *Q

TA YA ZA

= Tc Yo cc

1Q Yo *Q

LA

e

B

e

Yya
YyB

YQ

YB
Yo
Yo

ZA
ZB

~Q

ZB
zc

~Q

Ip YB <B
o Yo zc
TQ Y@ <@

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

A extensao da defini¢ao para piramides segue. Considera-se que quando

a face da piramide oposta ao vértice é dada em sentido anti-horério ela tem ori-

entacao positiva.
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Definicao 2.15 (Volume com sinal de uma piramide). O volume com sinal de uma
piramide P, com vértice V' e base S, denotado por [P], € igual ao seu prdprio
volume se a piramide tem orientacao positiva e € igual ao simétrico do seu volume
se a piramide tem orientacdo negativa. Se o vértice da piramide € a origem dizemos

que P é uma piramide pela origem.

Definigao 2.16 (Sinal de uma face). O sinal de uma face F' de um poliedro qualquer
P € o sinal do volume com sinal da piramide pela origem determinada pela origem

e a face F.

E possivel determinar o sinal de uma face de um poliedro através do

seguinte lema.

Lema 2.3. Seja P = OF uma piramide pela origem e Ax+ By+Cz+ D =0 a
equagdo do plano que contém a base (face), onde N = (A, B,C) € o vetor normal a
esse plano com sentido apontando para fora do poliedro. Entao, o sinal da piramide

(da face), sign ([P]), € +1 se D € negativo, —1 se D € positivo e 0 se D € zero.

Demonstracao. Seja Q = (z,y,z) um ponto qualquer no plano que contém a base
da piramide. O vetor OQ) tem coordenadas (x,y, z). O sinal do cosseno do angulo
formado por esse vetor com o normal do plano (A, B, C') pode ser calculado através

do sinal do produto escalar

(A,B,C) - (2,y,2) = Ar + By + Cz (2.18)

e essa expressao é igual a —D (porque @ estd no plano). Se o angulo é obtuso o
sinal do seu cosseno ¢ negativo e entao D > 0. Se o angulo é agudo, entao o sinal
do seu cosseno é positivo e D < 0. Se o plano contém a origem o valor de D é zero,

sendo esta piramide degenerada. [
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Figura 2.6: Lema 2.3.

Definigao 2.17 (Conjunto convexo). Um conjunto S C R™ € dito convezo se o
segmento linear que une quaisquer dois de seus elementos estd integralmente contido
em S. Em outras palavras, dados dois elementos distintos X1,Xs € S, 0 segmento

que une Xi € Xg, descrito (parametrizado) por
{xeR" | Ax1 + (1 — N)x2, A € [0,1]}, (2.19)

também pertence ao conjunto S.

X3

X9

(a) Conjunto convexo. (b) Conjunto nao-convexo.

Figura 2.7: Conjuntos convexos e nao-convexos.

Definigao 2.18 (Combinagao convexa, afim e linear). Sejam dados os k vetores

X1,...,Xp € R™, 0 conjunto definido e descrito por
k k
{XER”|X—Z)\jxj,2)\j—1,)\jZO,j—l,...,k} (2.20)
j=1 j=1
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¢ chamado de conjunto das combinacdes convexas de Xi,...,X,. Se as condicoes
para os multiplicadores \j, j = 1,..., k, permitirem também nimeros negativos cha-
mamos os elementos do conjunto de combinagoes afins de Xy, ...,X;. Caso as com-
binagoes exijam simplesmente que os A\j,j = 1,...,k, sejam reais quaisquer, 0s

chamamos de combinagoes lineares de Xy, ..., Xg.

Deste modo, um conjunto convexo pode ser visto como o conjunto de

todas as combinacoes convexas de X; € Xs.

Defini¢ao 2.19 (Hiperplano). Um hiperplano H C R™ é um conjunto da forma
H={xcR"|p'x=a} (2.21)

onde p € R™ é um vetor nao-nulo chamado de normal (ou gradiente) ao hiperplano

H e o um escalar.

Notemos que se X € H, temos p’ % = «, de modo que podemos escrever
H={xcR"|p’(x—x) =0} (2.22)
Deste modo, o vetor p é ortogonal a todos os vetores (x — X),Vx € H,

sendo perpendicular a superficie do hiperplano H.

Todo hiperplano define dois semiespacos abertos

H'={xeR"|p’x>a} ¢ H ={xeR"|p'x<a} (2.23)

e dois semiespacos fechados
ﬁJr:{XER"]pTxZ&} e H ={xeR"|p'x<a}. (2.24)

Definig¢ao 2.20 (Conjunto poliédrico). Um conjunto S C R™ é chamado de poliédrico

ou poliedral se é a interseccao de um numero finito de semiespagos fechados, isto ¢€,
S={xeR"|px<a;i=12,...,n}, (2.25)
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onde cada p; € um vetor nao-nulo (do R") e cada o; € um escalar. Em geral, um

congunto poliédrico é descrito por
S={xeR"| Ax < b}, (2.26)
onde A é uma matrizm X n e b é um vetor de dimensao m.
Hiperplanos, semiespacos e conjuntos poliédricos sao exemplos de con-
juntos convexos.

Lema 2.4. Sejam S e Sy conjuntos convexos do R™. Entao:

(1) 81 NSy € um congunto convezo.
(2) S &Sy = {x1+ X2 | X1 € S1,%x2 € S} € um conjunto convexo.

(3) 8168 = {x1 — X2 | x1 € S1,%x3 € So} € um conjunto convezxo.

Demonstracdao. Sejam &7 e Sy conjuntos convexos do R™.

(1) Consideremos x,y € S NSz, A € [0,1]. Assim, x,y € S1, e como S; é convexo
temos que Ax + (1 — A\)y € &;. Além disso, também é verdade que x,y € Ss, e
como Sy é convexo vale que Ax+(1—\)y € Sy. Portanto, Ax+(1—X\)y € $1NS,

e §; NSy é convexo.

(2) Tomemos x1,x3 € 8§ & Sy, A € [0,1], com x; € §; e x5 € S;. Como S; é
um conjunto convexo, temos que x; = Aaj; + (1 — )by, para a;,b; € &, e
como Sy também é um conjunto convexo, temos que x3 = Aag + (1 — A)by, para

ag, b2 € 82.

Deste modo,
X1 + X9 = )\(al—{—ag)—i—(l—)\) (b1+b2) 681@82,

ou seja, 81 B S é convexo.
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(3) Demonstragao é andloga ao item 2.

Definigao 2.21 (Envelope convexo). Seja S € R™ um conjunto arbitrdrio. O enve-
lope convexo de S (também chamado de fecho convexo de S), denotado por H(S), é
o conjunto de todas as combinagoes converas de S. Em outras palavras, x € H(S)

se e somente se X pode ser representado como

k
j=1

k
onde Y \j=1,X;>0,j=1,...,k, k é um inteiro positivo e X1,Xa,...,X; € S.
j=1

S S I
H(S
(5) H(S) H(S)
(a) (b) (c)

Figura 2.8: Envelope convexo.

Lema 2.5.

(1) Uma interseccao qualquer de conjuntos convexos é também um conjunto

convezo.
(2) SeUd O S entao HU) O H(S).
(3) SelU é convexo entao H(U) =U.
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Demonstracao.

(1)

Sejam x1,Xg € () U, onde U, p € X, é convexo, e seja A € [0, 1].
peEY

Como cada U, é convexo, temos que x1,Xy € U, Vp € X e, entao,
x=Xx1+ (1= \)xz € [ | U, (2.28)
peEX

Portanto, () U, é convexo.
peEY

Sejald O S ex € H(S). Entao, Ik € Zy,X1,Xa, ..., Xp, A1, Aa, .. ., A tais que

k k
x=> A\x;, com » N=1\>0ex;€8,j=1,...k (2.29)
j=1 j=1
Como U O S, entao xy,Xa, ..., X € U. Portanto, x € H(U) (com os mesmos k

e ) e HU)DH(S).

Seja U convexo.

(HU) <U)

k
)‘j -
Jj=1

k
Seja x € H(U). Por definicao, existe k € Z, tal que x = ) \;x;, com
j=1
I, \j>0ex; €U, paraj=1,... k.

Como U é convexo, toda combinagao convexa de elementos de U também per-

tence ao conjunto. Logo, x € U.
(H(U) 2U)

Seja x € U. Tomemos k£ =1, Ay =1 e x = \ixp, onde x; = X € U. Deste

modo, x € H(U).

Portanto, concluimos que H(U) = U.
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Lema 2.6. O envelope convexo de um conjunto S €

(1) o menor conjunto convexo que contém S.

(2) a intersecgao de todos os conjuntos convexos que contém S.

Demonstracao.

(1) Seja d O S. Pelo lema 2.5, temos que H(U) O H(S). Ademais, como U é
convexo, temos também pelo lema 2.5 que H(U) = U. Portanto, U O H(S).
(2) Seja W = (U |U D S,U é convexo}.
(W C H(S))
Seja x € W. Entao, x pertence a todo U convexo que contém S, em particular,
tal é valido para U = H(S), ou seja, x € H(S).
(W2 H(S))
Seja x € H(S). Pela parte (1), x pertence a qualquer conjunto convexo U que

contenha §. Entao, x € W, que ¢é a interseccao de todos os U.

Portanto, temos que W = H(S) [3].

Definigao 2.22 (Coordenadas baricéntricas). Sejam A, B e C' os vértices de um
triangulo ABC' e Q um ponto qualquer do plano (R?). Dizemos que a, 8 €~y sao as
coordenadas baricéntricas de Q) em relagao ao triangulo ABC' se

aA+ B +~C
a+ B+

Q= : (2.30)

onde a+ [+ # 0. Assim, o ponto Q fica definido como uma média ponderada entre
os vértices do triangulo ABC', com pesos o, 3 e 7y, e o ponto Q) pode ser identificado

através da terna Q = (a : B : 7).
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De fato, qualquer ponto do plano pode ser identificado através de coor-
denadas baricéntricas. Tomemos os vértices A, B e C do triangulo ABC' e os seus
lados AB e AC. Eles formam uma base para o plano, ou seja, dado qualquer ponto

() pertencente ao plano, o segmento A(Q) pode ser escrito através de uma combinacao

linear de AB e AC', de modo que

AQ = uAB +vAC, com u,v € R. (2.31)

Sendo O = (0,0,0) a origem do sistema coordenado, temos
AO + 0Q = u(AO + OB) + v(AO + OC), (2.32)

ou seja,

0Q = (1 —u —v)OA + uOB + vOC, (2.33)

e fazendoa=1—u—wv,  =u ey =wv ficamos com o + 4+ v =1 e, portanto,

Q =aA+pB+~C. (2.34)

As coordenadas baricéntricas de um ponto nao sao tnicas. Se um dado
ponto @ do plano é tal que Q = (a: §: ) e outro ponto P do plano é tal que
P = (ka: kB : kv), com k # 0, entdo temos que Q = P. Isso fica ficil de se ver
tomando como exemplo @ = (2:3:5) e P = (4:6: 10). Com respeito a um
triangulo ABC', temos

4A+6B +10C 2A+4 3B +5C
446+ 10 2+3+5 @ (2.35)

Proposicao 2.2. Sejam Py = (o : f1 - 1) € Py = (g : B2 : 72) as coordenadas
baricéntricas dos pontos Py e Py com relacao a um triangulo ABC. Temos que

P = P, se, e somente se, existe um numero real nao-nulo k tal que as = kay,

Bo = kB ey = k.

Demonstragao. Sejam Py = (ag : 81 : 7)), Po = (ag: Ba: ) e P = (a: [:7)
as coordenadas baricéntricas dos pontos Py, P, e P com relacao a um triangulo

referéncia ABC.
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Sendo assim, temos

(a+B+v)P=aA+p3B+~C (2.36)
(a1 + B +7)PL = a1A+ 1B+ C (2.37)
(a2 + B2 +72) P2 = A + B2 B + 3C, (2.38)

onde a++7#0, a1+ 01 +71 #0eas+ Po+ 72 #0.

(=) Suponhamos P, = P.

Sejam os pontos do plano Pi = (z1,41), P> = (22,42), P = (zp,yp),
A= (za,ya), B=(xp,yp) e C = (z¢,yc). Temos [PP,P,] = 0, de modo que
axa+ Prp+yre  aya+ Bys +vyc

a+ B+ a+ B+
zp yp 1
oo 1= aza+ i +nre  oaya+ Bys + ye 1=0 (239
ar + B+ o+ B+
Tg Y2 1

T + Poxp + YVaxc  oya + By + Y2yc
ag + B2 + 72 ag + fa + 72

1

Multiplicando a primeira linha por a+ 5+, a segunda por a; + 81+

e a terceira por ag + P2 + 72, chegamos em

ara+ Prp+yre  aya+Bys+yye  a+B+7
ara+ firp +nre aya+ fiys+nye o+ pi+mn | =0, (2.40)
QT A + Porp + VoTc Qoya + Poys + Yy o+ [a+ 1o
isto é,
a [ v rg Yo 1
ar B || w4 ya 1|=0 (2.41)
ay P2 72 rp yp 1

Isso é equivalente a

a [y
ar f om |-2[ABCT=0 (2.42)

as B2 7o
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Logo, temos que

a B v
ar 1 om =0 (243)

ay B2 7

Como o ponto P é qualquer, o determinante se anula para quaisquer
valores de «, B e v, o que nos leva a concluir que a segunda e terceira linhas sao

multiplas uma da outra, ou seja, existe um ntimero real nao-nulo £ tal que oy = kay,

Ba =kpy e Yo = k.

(<) Suponhamos agora que exista um nimero real ndo-nulo k tal que
oy = kay, Po = kP e y9 = k1. Temos entao que

A+ B +7%C  katA+ kBB +knC  aiA+ BB+ 71C _p

P, — _ —
? as + B2 + 72 ko + kB + kv o+ B +m

(2.44)
n

Proposicao 2.3. Sejam A, B e C os vértices do triangulo ABC e ) um ponto
qualquer no plano. As coordenadas baricéntricas de () com relagdo ao triangulo

ABC podem ser dadas por

Q = ([@BC] : [QCA] : [QAB]), (2.45)

ou seja, as coordenadas baricéntricas sao proporcionais as dreas com sinal dos sub-

triangulos determinados por QQ e pelos vértices do triangulo ABC'.

Demonstragao. Sejam A = (za,ya), B = (zp,ys) ¢ C = (z¢,yc) as coordenadas

cartesianas dos vértices do triangulo ABC e ) = (2, yg) as de um ponto qualquer

do plano. Assim,

rQ rQ Yo 1

Ta T 4 1
Ay =0 (2.46)

rp xp Yp 1

e ro Yo 1
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Desenvolvendo este determinante pela primeira coluna, obtemos

Ta ya 1 g Yo 1 g Yo 1 g Yo 1
@ |xp yp 1 |=%a|wp yp 1 |+Tp | x4 ya 1 |=Tc| x4 ya 1|=0
ro Yol ro Yo 1l ro Yo 1 rp yp 1

(2.47)
ou ainda
Ty ya 1 g Yo 1 g Yo 1 g Yo 1
Q- |z yp 1 |=%a'|wp yp 1| =T |20 yo 1 |~Tc| w4 ya 1|=0
rc Yo 1 re yo 1 ra ya 1 rp yp 1
2.48)
&g 2[ABC) — x4 - 2[QBC| —xp - 2[QCA] —x¢ - 2[QAB] =0 (2.49)
& [ABC) -z = [QBC| - x4+ [QCA] - x5 + [QAB] - z¢ (2.50)

Analogamente, se considerarmos

Yo @ Yo 1

Yya T4 ya 1

=0 (2.51)
yp g Yp 1
Yo xc Yo 1l
obteremos a relagao
[ABC] - yg = [QBC| - ya + [QCA] - yg + [QAB] - yc. (2.52)
Deste modo, podemos escrever
[ABC]Q = [QBC|A + [QCA]|B + [QAB|C (2.53)

Como [ABC] = [QBC] + [QCA] + [QAB], obtemos

[QBCIA + [QCA]B + [QAB]C
[QBC] + [QCA] +[QAB]

ou seja, @ = ([QBC] : [QCA] : [QAB]) [9, 16]. |

Q=

(2.54)

25



2.2 Teste de inclusao em poligonos de Feito-Torres

Como demonstrado em [7], para determinar se um ponto @) é interior a
um poligono P planar qualquer ¢ suficiente calcular a soma dos sinais das areas com
sinal de todos os triangulos pela origem que contém (), determinados pela origem
O e cada uma das arestas do poligono P. Para determinar se este ponto estd na
fronteira é previamente testado se ele pertence a aresta ou nao. O algoritmo segue,

maiores detalhes em [7, 8.

Sejam P = E,E,...E, um poligono em R?, E; suas arestas e T; os

triangulos pela origem determinados pela origem O e a aresta Ej;.

ALGORITMO DE FEITO-TORRES (VERSAO 2D)

ENTRADA: poligono P, ponto )
SAIDA: 1: Q ponto interior; 0: @ ponto exterior
1. INCLUSAO =0
2: parat = 1 até n faga
3: se (Q € E;) entao
4: retorna 1
5: fim se

6: se (@ € int (T})) entao

7: INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([T3])

8: fim se

9: se (Q € 0(T;)) entao

10: INCLUSAO = INCLUSAO + 0.5 x sign ([T}])
11: fim se

12: fim para

13: se INCLUSAO == 1) entao

14: retorna 1
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15: senao
16: retorna 0

17: fim se

Notemos que um ponto que pertenca a uma aresta pela origem comum
a dois triangulos, contabiliza o valor 0.5  sign ([7}]) para cada um dos triangulos,

evitando assim uma contagem dupla de inclusao.

Na figura 2.9 pode-se ver um exemplo de aplicagao deste algoritmo.
Os valores sucessivos de INC'LUSAO sao mostrados na tabela 2.1. O poligono do

exemplo possui orientacao positiva.

A

f L «
/ 4 y
/ ’
/ ’
Es ) CN
5 ! / / E

! / 7/

! /7 1/3 2

! Q? g 7 E1

o /
i 1/ ’
/
Va4
T ;7 7 < =7
] ; 7 - -
] 7, P

I /// AT Q ES -
m /// w 2 -
1 7 - - Y E -
" ‘s e 7-

’y - - =~

I , ) - 6 _ -

Y

@)

Figura 2.9: Exemplos de aplicagao do algoritmo de Feito-Torres versao 2D.

Para o ponto (), tem-se:

1. Q2 € Ty, portanto INCLUSAO =0 +sign ([OE,]) =0+1=1,;

2. Qs ¢ T;,i = 2,...,6, portanto o valor de INCLUSAO permanece
sendo 1, pois sign ([OFE;]) = 0 parai=2,...,6;

3. Q2 € Ty, portanto INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OFE7]) =
1+ (+1) =2

27



4. Q2 € Tg, portanto INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OFEs]) =
2+ (1) =1.

Como o valor final de INCLUSAO é 1, conclui-se que o ponto Qo é

interior ao poligono.

Ponto sign ([T;]) INCLUSAO
Q. 0,0,1/2,1/2,0,0,0,0  0,0,1/2,1,1,1,1,1
QZ 17070707070717_1 171717171717271

Q?) 17_171a0707_17070 1a0717171a07070

Tabela 2.1: Valores do sinal dos triangulos pela origem e de INCLUSAO.

2.3 Teste de inclusao em poliedros de Feito-Torres

Aqui é descrita a generalizagao do algoritmo de Feito-Torres, especifi-
cado na sec¢ao 2.2, para o caso 3D [8]. O teste segue a mesma linha da versdo planar,
mas apresenta uma variedade maior de detalhes. A idéia principal continua sendo a
decomposicao da figura em figuras menores, mas neste caso serao usados tetraedros

com vértice na origem.

Sao considerados tetraedros pela origem determinados pela origem, um
vértice fixo de cada face e cada uma das demais arestas da mesma face que nao

sejam incidentes a esse vértice fixado. A seguinte terminacao é utilizada:

e V,(Q): conjunto dos vértices que determinam arestas pela origem que
contém () e ou que pertencam a tetraedros positivos ou que sao pontos
iniciais ou finais de faces positivas, de acordo com a ordem em que
aparecem na descri¢ao da face. #V, (Q) denota a cardinalidade deste

conjunto.
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e V_(Q): conjunto dos vértices que determinam arestas pela origem que
contém () e ou que pertencam a tetraedros negativos ou que sao pontos
iniciais ou finais de faces negativas, de acordo com a ordem em que
aparecem na descri¢ao da face. #V_(Q) denota a cardinalidade deste

conjunto.

o T,.(OVuV1V3): conjunto de faces (triangulos) de tetraedros pela origem

determinados pela origem O e os pontos Vg, V; e V5.

O teorema a seguir é empregado para pontos que nao estao na fronteira
do poliedro. Pode-se determinar se um ponto coplanar a uma face do poliedro é

interior a face aplicando-se a versao 2D do algoritmo em uma projecao da face [8].

Teorema 2.3. Seja P = FiF5 ... F, um poliedro qualquer com faces Fy, Fs, ..., F,,
onde F; =V;1Via ... Vi¢,. Entao um ponto () € R3 ndo contido na fronteira de P ¢é

interior ao poliedro se, e somente se,

Z Z Aij + #Ve(Q) — #V_(Q) = 1, (2.55)
i=1 j=1
ondel < j<e;e
sign (OV;1Vi;Vij+1), se Q € int (OV;1Vi;Vij1)

Aij = 0.5 * sign (OVz‘,lvi,jVi,jﬂ) , se @ e int(Ty), com Ty, € Tor<0‘/;,1‘/:i,j‘/7j,j+1)

0, caso contrdrio
(2.56)

Demonstracao. E sabido que um ponto () é interior a P se, e somente se, um raio
com origem em () tem um numero impar de interseccoes com a fronteira do poligono
P, pelo teorema da Curva de Jordan (teorema 2.2). Demonstraremos que a equagao

(2.55) computa o nimero correto de intersecgoes.

Cada interseccao implica em uma transigao entre o interior e o exterior
da figura, e vice-versa. Se considerarmos um raio que contém () a partir da origem,

cada interseccao entre o raio e o poliedro se encaixa em um dos seguintes casos:
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A interseccao é um segmento de reta que é coplanar com uma face
(observe que o ponto ) nao estd na face, mas sim no plano determinado
pela face). O sinal é considerado como sendo zero e nao é computada

uma transigao.

O raio cruza uma face e existe um ponto de interseccao que é interior a
face. Cada interseccao com uma face ¢ implica em um nimero impar de
cruzamentos com o tetraedro associado a esta face e, neste caso, cada
uma contribui com sign ([F;]) para a contagem, de modo que o ntiimero

total é +1. Esta ocorréncia é equivalente ao primeiro valor de \;;.

O ponto de interseccao é interior a uma face mas ele pertence a uma
aresta comum a dois tetraedros, que nao é pela origem. Sendo assim, o
ponto () pertence a face pela origem comum a esses dois tetraedros, e
a contribuicao para a férmula é 1/2 4+ 1/2 = 1 se ambos os tetraedros
sao positivos, 1/2 — 1/2 = 0 se um é positivo e o outro negativo ou
—1/2 —1/2 = —1 se ambos forem negativos. Este caso é tratado pelo
segundo valor de \;; e é similar ao caso bidimensional exemplificado

pelo ponto ()1 da figura 2.9.

O ponto de interseccao pertence a uma aresta comum a varias faces.
Esse ntimero serda 2 para poliedros geometricamente regulares ou um
multiplo de 2 para poliedros geometricamente nao-regulares. Duas pos-
sibilidades podem ocorrer: haver uma transi¢ao, de modo que +1 inter-
secgao deve ser contada (figura 2.10(b)); ou ndo haver uma transicao,
de modo que nenhuma intersecc¢ao é contada (figura 2.10(a)). Para po-
liedros nao-regulares o raciocinio é andlogo (figura 2.10(c) e 2.10(d)).

Este caso ¢ tratado pelo segundo valor de \;;.

O ponto de interseccao coincide com um vértice do poliedro e pode-

mos contar uma transigdo ou nao. Se uma transigao é considerada,
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significa que o vértice pertence ao conjunto V. (Q)) e ndo pertence ao
conjunto V_(Q), ou vice-versa (figura 2.10(e)). Em qualquer uma das
duas situagoes, para este vértice #V, (Q) — #V_(Q) é +1 ou —1, o que
¢ necessdrio para termos uma transicao, de modo que \;; é zero. Se
nao hé transicao alguma, entao o vértice pertence a V,(Q) ea V_(Q) e

#V,(Q)—#V_(Q) = 0, de modo que \;; também ¢é zero (figura 2.10(f)).

Se () nao ¢ interior ele é exterior, e ja é assumido que ele nao pertence
a fronteira do poliedro. Entao, cada raio que tem origem em () intercepta o poliedro

um numero impar de vezes. [

T —

(a) (b) ()

'

Q Q

(d) () (f)

Figura 2.10: Demonstracao do teorema 2.3.

Este teorema permite decidir se um ponto pertence a um poliedro qual-

quer e é usado na implementacao do algoritmo, que avalia a equacao (2.55). O
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esquema deste algoritmo é mostrado a seguir e maiores detalhes podem ser encon-

trados em [8].

ALGORITMO DE FEITO-TORRES (VERSAO 3D)

ENTRADA: poliedro P, ponto @)
SAIDA: 1: (2 ponto interior; 0: ) ponto exterior

1. INCLUSAO =0

2: Vi (Q) = vazio

3: V_(Q) = vazio

4: para: = 1 até n faga

5: se (Q € F;) entao

6: retorna 1

7: fim se

8: se ((Q €int (OV;,)) E

o ((sign (IOF) > 0 E Vi ¢ V2(Q)) OU
10: (sign ([OF)]) <0E V1 ¢ V_(Q)))) entao

11 INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OF}))
12: se (sign ([OF;]) < 0) entao

13 VA(Q) = V(@) + Vi

14: senao

15 Vi(Q) = Vi(Q) + Vi

16: fim se

17: senao se ((Q € int (OVj,,)) E

18: ((sign ([OF]) > 0 E Vi, ¢ V4(Q)) OU
19 (sign ([OF]) < 0 E V,,, ¢ V-(Q)))) entio
20: INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OF)))
21: se (sign ([OF;]) < 0) entao

2, VA(Q) = V-(Q) + Vi,

23: senao
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21 Vi(Q) = Vi(Q) + Ve,

25: fim se

26: senao

27: para j = 2 até ¢; — 1 faga

28: se ((Q €int (OV;;V;;)) OU (Q € int (OV;;V; j11)) OU
29: (Q € int (OV; j11V;1))) entao

30: INCLUSAO = INCLUSAO + 0.5 xsign ([OV;1V; ;Vi j+1])
31: senao se ((Q €int (OV;;)) E

32: ((sign ([OViaVi;Vijn]) > 0EV;; ¢ Vi(Q)) OU
3 (sign ([OViaViyViger)) < 0 B Vi & V-(Q)))) entdo
34: INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OV;1V;;Vij+1])
35: se (sign ([OV;1Vi;V; +1]) <0) entao

36; Vo(Q) = Vo(Q) + Vi,

37 senao

35 V(@) = V(@) + Vi,

39: fim se

40: senao se (@ € int (OV;;V;;Vi j+1)) entao

41: INCLUSAO = INCLUSAO + sign ([OV;1V;; Vi j11])
42: fim se

43: fim para

44: fim se

45: fim para

46: retorna INCLUSAO

suposto que ()1 pertenga aos tetraedros OVs Vs Vis e OV Vs Vg (onde Vio = Vi)
e a mais nenhum tetraedro. Para o ponto ()3 é suposto que ele seja interior ao

tetraedro OV31V32V34 e a mais nenhum outro. A tabela 2.2 mostra os sucessivos

Na figura 2.11 ¢ mostrado um exemplo de aplicacdo do algoritmo [8]. E
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valores de INC'LUSAQ para esses dois pontos. Note que o algoritmo é eficaz com

poliedros nao-regulares, como pressuposto no teorema 2.3.

A

F: q9
< 5
0 i
Fg
Ql. F
P oQ, I3
{3y o8
(a)
V-
36 ‘/*35
Of==— v —
- 31 .-
Ql\.\ |2
\\ ////. 2 : N
V33 S
V34
(b)

Figura 2.11: Exemplos de aplicacao do algoritmo de Feito-Torres versao 3D.

Ponto INCLUSAO
O 0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0,0
Q2 0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1,1

Tabela 2.2: Valores de INCLUSAO.
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2.4 Algoritmo de Badouel

Esse algoritmo determina primeiramente se a intersecgao do segmento
com o triangulo ocorre e, posteriormente, as coordenadas desse ponto de intersecgao
com respeito aos vértices do triangulo. Para tal, essa interseccao e o triangulo sao
projetados nos planos xy, yz ou xz, com o objetivo de resolver o problema em duas
dimensdes usando as suas coordenadas baricéntricas (figura 2.12). Esses parametros
podem ser usados também para o calculo do vetor normal que tem como origem o

ponto de interseccao, caso ele seja 1util.

O vetor normal ao plano que contém o triangulo pode ser calculado

N = VWi x Vls (2.57)

Para cada ponto P do plano, a quantidade P - N é constante. O valor
dessa constante é dado por d = —V - N. Assim, temos a representagao implicita do

plano que contém o triangulo:
N-P+d=0 (2.58)
Seja a representacao paramétrica de um segmento dada por
R(t)=0+1tD, (2.59)
onde O é o seu ponto de origem e D a sua dire¢ao (nao necessariamente normalizada).

O parametro t correspondente a interseccao entre o triangulo e o seg-

mento pode ser obtido através das equagoes (2.58) e (2.59), e é dado por:

d+ N -0
= 2.60
N D (2.60)

Sendo assim, os seguintes testes sao feitos:

e Se o triangulo e o segmento sao paralelos (N - D = 0), a intersecgao é

rejeitada.
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e Se a intersecgao estd atrds da origem do segmento (¢ < 0), a intersecgao

é rejeitada.
e Se uma interseccao mais proxima de O, correspondente a um tg < t, ja

foi encontrada, a interseccao também é rejeitada.

Seja VoV Vo um triangulo. A posi¢ao de um ponto P no plano desse

triangulo pode ser expressa da seguinte forma:

VoP = aVoVi + BV,Vs (2.61)

Vo

VoV
P
BVoVs

Va

|4

Figura 2.12: Representagao paramétrica do ponto P.

Sea>0,8>0ea+ <1, entao o ponto P pertence ao interior do

triangulo. A equacao (2.61) pode ser reescrita como

rp —xo = a(x; — x9) + B(xe — x0) (2.62)
yp — Yo = (Y1 — Yo) + B(y2 — vo) (2.63)
Zp — 20 — O[(Zl - Zo) + 6(22 - 20) (264)

onde P = (zp,yp, zp) € Vi = (xi,Yi, %).

O triangulo é projetado em um dos planos primdarios zy, xz ou yz
dependendo do maior valor absoluto dos coeficientes na equacao do plano que o
contém. Entretanto, se o triangulo for perpendicular a um desses planos sua projecao

serd um segmento de reta. A fim de evitar esse problema e garantir que a projegao
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seja a maior possivel, é determinado o eixo dominante do vetor normal do triangulo,
e o plano perpendicular a esse eixo é usado. Seja ¢ a coordenada rejeitada quando
o triangulo ¢é projetado e sejam j e k as demais coordenadas, escolhidas através do

seguinte processo, onde N = (zn,yn, z2y) ¢ vetor normal calculado em (2.57):

0, se|zn|=max{|zn|, [yn], |2n|}
=9 1, se|yy| = max{|zn|,[ynl, |25} (2.65)

2, se |zn| = max{|zn|, [y~ |2n]}

As coordenadas nao rejeitadas j e k representam o plano usado para
a projecao do triangulo. Definimos as coordenadas (u,v) dos vetores Vo P, VoV e

—
VoVa nesse plano bidimensional como segue:

uo = Py — Vo),  w =Vig) — Vo), u2 = Vagy) — Vo)

vo = Py — Vo),  v1 = Vi) — Vo),  v2 = Vamy — Vow) (2.66)

As equagdes (2.66) se reduzem a
ug = auy + Bua, vy = avy + Bug (2.67)

e as solugoes sao dadas por

Uy U2 Uy Ug
(I U1 Yo
a=+—— e f=— (2.68)
Uy U2 Uy U2
U1 U9 U1 U2

Maiores detalhes podem ser encontrados em |2, 15].

Este algoritmo fornece as coordenadas baricéntricas do ponto P com

relagao ao triangulo VoV, V5. Reescrevendo (2.61)
P—Vy=aVi —Vy)+ B(Va— V)
=aV; —aVy + BVy — BV (2.69)
& P=(1-a-B)Vy+aVi+pV; (2.70)
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Assim, P = (1—a—pf : a: f3), e é possivel decidir se um ponto pertence
a alguma das arestas do triangulo ou ainda se ele coincide com algum dos seus

vértices. Isso fica resumido na tabela a seguir.

Condicgoes Localizagao
a#0 e B=0 P e VW
a=0 e [S#0 P e W,
a,B#£0 e a+p= P eV,
a=0 e =0 P =1V
a=1 e 5=0 P=V
a=0 e g=1 pP=1V

Tabela 2.3: Ponto em vértice ou aresta no algoritmo de Badouel.

Segue o algoritmo, adaptado a notagao do texto.

ALGORITMO DE BADOUEL
ENTRADA: triangulo V5V1 V5, origem O, direcao D, tolerancia e

SAIDA: 1: O ponto interior; 0: O ponto exterior

1 Ei=Vi—-V
2: [ = Vo =V
33 N=F x Ey
4: Den=N-D

5. se ((Den > —¢) E (Den < ¢)) entao

6: retorna ( > Rejeicao 1
7. fim se
8 T'=Vy—0

9: t =N -T/Den
10: se (t < 0) entao

11: retorna 0 > Rejeicao 2
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12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24:

25:

26:

27:

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

fim se
se (|zn| > |yn|) entao
se (|zn| > |zn]|) entao
j=y
k==z

senao

k=y
fim se
senao
se (lyn| > |zn]|) entao
j=x
k=y

senao

w1 = Vi) = Vog)

uz = Vag) = Vog)

v1 = Vigy — Vow)

vo = Vo) — Vo

se ((u1 > —¢) E (u; < ¢)) entao
B = uo/uy

se f <0ouf >1entao
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41: retorna ( > Rejeicao 3
42: fim se

43: a=(vyg— B *v9) /01

44: senao

45: B = (vo * up — ug * v1)/(va * Uy — ug *vy)

46: se ((8<0)OU (B >1)) entao

4T: retorna 0 > Rejeicao 3
48: fim se

49: a = (ug — B xug)/uy

50: fim se

51: se ((a < 0) OU (a+ f > 1)) entao

52: retorna (0 > Rejeicao 4
53: fim se
54: retorna 1 > Interseccao ocorre e ponto € interior ao triangulo

2.5 Algoritmo de Moller

Esse algoritmo ¢é baseado numa transformacao da face triangular e da
origem do raio R(t) = O +tD. Essa transformagao produz a distancia ¢ da origem
O até o ponto de interseccao com a face e as coordenadas baricéntricas deste ponto.
Para fazer isso, o método translada o triangulo até a origem do sistema de coorde-
nadas e o reescalona a fim de obter um triangulo unitario no plano yz e que o raio

esteja alinhado com eixo x.

Um ponto 7" em um triangulo V4 V5 pode ser representado por
T(u,v) = (1 —u—v)Vy+uVy +0Vy, (2.71)

onde u e v determinam as suas coordenadas baricéntricas, isto é, T = (1 — u —

v:wu:wv),comu>0v>0eu+wv <1 Encontrar a interseccgao T'(u,v) entre o
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raio R(t) e o triangulo é equivalente a fazer R(t) = T'(u,v), ou seja,

O+tD=(1—u—v)Vp+uV;+vVa. (2.72)

Reescrevendo esta equagao obtemos o sistema:

t
D V-V Vo | |u|=0-V (2.73)

()

Assim, u, v e t podem ser encontrados simplesmente resolvendo esse
sistema linear. As transformacgoes aplicadas ao triangulo e ao raio ao transladar o
primeiro para a origem e ao transforma-lo em um triangulo unitario nas coordenadas
y e z e ao segundo ao alinhé-lo com o eixo x sao ilustradas na figura 2.13, onde

M=|-D V-V %m-% |

Vs v

0 -V M0 — V)
/ Va—VWo
1
X i—W

Vi
Vo ‘\

Y

' \

Figura 2.13: Translagao e mudanga de base do raio no algoritmo de Moller.

l — U
1

Observamos que esse algoritmo nao utiliza o vetor normal do triangulo,
mas somente os seus vértices Vy, Vi e V5 e a direcao D do raio parametrizado.

Denotando Fy = V) — Vy, By = Vo — Ve R =0 — Vj, podemos escrever a solugao
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da equagao (2.73) utilizando a regra de Cramer:

t ’ R E, FE, ‘
1
u ’ D R E (2.74)
-D FE; Ey
v ’ -D E, R ‘
Podemos reescrever o determinante ) A B C ‘ = —(AxC)-B =
—(C x B) - A. Assim, a equagao (2.74) é equivalente a:
t (RXE1>’E2 QEQ
1 1
_ . = . 2.75
u D < B B (D x Ey)-R B, P-R |, (2.75)
v (Rx Ey)-D Q-D

onde P = D x Ey e Q = R x E;. Esses fatores sao calculados e armazenados

previamente na implementagao para evitar redundancias. Em [1] é descrito um

algoritmo similar, porém utilizando o vetor normal a face. Maiores detalhes podem

ser encontrados em [19].

Desse modo ficam determinados o parametro ¢t e as coordenadas ba-

ricéntricas u e v do ponto T' com relacao ao triangulo V)V, V5, a saber

,_QE,
P B
P-R

YT PR
Q-D

T PR

(2.76)
(2.77)

(2.78)

Como as coordenadas baricéntricas do ponto sao conhecidas, é facil

decidir se o ponto de interseccao pertence a alguma das arestas ou ainda se ele

¢ algum dos vértices. O caso ¢ idéntico ao algoritmo de Badouel (se¢ao 2.4), e é

mostrado na tabela a seguir.
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Condicoes

Localizagao

ut0 e v=20
u=0 e v#0
uv#0 e ut+v=1

T(u,v) € VoW1
T(u,v) € VoV2
T(u,v) € V1V4

u=0 e v=2>0
u=1 e v=20

u=0 e v=1

T(u,v) =V
T(u,v) = Vi
T(uv U) =V

Tabela 2.4: Ponto em vértice ou aresta no algoritmo de Moller.

O algoritmo segue.

ALGORITMO DE MOLLER

ENTRADA: triangulo V5V1 Vs, origem O, direcao D, tolerancia e

SAIDA: 1: O ponto interior; 0: O ponto exterior

By =Vi—-V
2 B =V, -V
3: P=D x E,
4: det = P - E,

5. se (det > ¢) entao

6:

7

8:

9:

10:

11:

12:

13:

14:

R=0-V,

u=P-R

se ((u < 0) OU (u > det)) entao
retorna 0

fim se

Q@ =RXxE

v=Q- D

se ((v < 0) OU (u+ v > det)) entao

retorna 0
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15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24:

25:

26:

27:

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

fim se
senao se (det < —¢) entao
R=0-V,
u=PFP-R
se ((u>0) OU (u < det)) entao
retorna (0

fim se

se ((v>0) OU (u+ v < det)) entao
retorna (
fim se
senao
retorna (
fim se
inv_det = 1/det
t =(Q - Es) *inv_det
se ((t <0) OU (¢t > 1)) entao
retorna 0
fim se
a = u * inv_det

8 = v *inv_det

> Rejeicao 2

> Rejeicao 3

> Rejeicao 1

> Rejeicao 4

retorna 1 > Interseccao ocorre e ponto é interior ao triangulo

2.6 Algoritmo de Segura

Esse algoritmo é baseado no estudo do volume com sinal de diferentes

tetraedros formados com os vértices do triangulo e dois pontos pertencentes ao raio
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teste R(t) = O +tD. Sejam Vy, V; e V; os vértices de um triangulo VoV, Vs em R3 e
()1 e Q2 as extremidades do segmento Q1Q)2 € R(t), os quais estao em lados opostos
em relacdo ao plano que contém o triangulo VoV;V5. A orientacao dos vértices é
feita de tal forma que o tetraedro @;V,V; Vs tenha orientacao positiva (isto ¢é, o seu
volume com sinal [Q1VpV; V5] seja positivo). Assim, o segmento @Q1Q2 intercepta o

triangulo VoV1 V5, se, e somente se,
sign ([Q2VoV1Q1]) >0 e
sign ([Q2V2V1Q1]) > 0 e (2.79)
sign ([Q2VoVaQu]) > 0.

Q2 Q2
|4 %)
Vo Vo
Vo Vo
Q1 Q1
(a) Problema a ser resolvido. (b) Tetraedro Q2VoV1Q.
Q2 Q2
Vo Vo
Vo Vo

1

(¢) Tetraedro Q2V2V1Q;.

Q1

(d) Tetraedro Q2VV2Q1.

Figura 2.14: Interpretacao do algoritmo de Segura.

O algoritmo indica se a interseccao de um segmento com um triangulo

existe ou nao, mas originalmente nao calcula as coordenadas baricéntricas do ponto
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de interseccao. Para tal, é necessario aplicar algum outro algoritmo cléssico de
intersecgao de reta/plano. Os cédlculos usados para a determinagao da intersecgao
booleana entre o segmento e o plano sao também necessarios para o calculo do sinal
da expressao sign ([Q1VoV1V2]) > 0, o que é equivalente a determinar se o tetraedro
associado tem orientacao positiva. Se o tetraedro QQ1VyV;V5 nao tem orientagao

positiva, entao o segmento 1), intercepta o triangulo VyV;V; se, e somente se:

sign ([Q2VoV1@Q1]) <0 e
sign ([Q2V2V1@Q1]) <0e (2.80)

sign ([Q2VoV2@4]) <0

Mais detalhes podem ser encontrados em [15, 29].

Apesar do algortimo nao produzir as coordenadas baricéntricas do ponto
de interseccao em relacao ao triangulo VoViVs, é possivel mesmo assim saber se o

ponto se localiza na fronteira do tridngulo [29]. A tabela a seguir resume os casos

possiveis.

Condigoes Localizagao
sign ([Q2VoViQ1]) = 0 e sign ([Q2VoV2@1]) = sign ([Q2V2V1Q:]) P e VoW
sign ([Q2V0V2@1]) = 0 e sign ([Q2V0V1Q1]) = sign ([Q2V2V1Q2]) P e ViV,
sign ([Q2V2ViQ1]) = 0 e sign ([Q2VoV1@Q1]) = sign ([Q2V012Q2]) P eV,

sign ([Q2V0V1@1]) = 0 e sign ([Q2V0V2Q1]) =0 P=1
sign ([Q2VoVi@1]) = 0 e sign ([Q2V2V1Q1]) =0 P=v
sign ([Q2V0V2@1]) = 0 e sign ([Q2V2V1Q1]) =0 P =1V,

Tabela 2.5: Ponto em vértice ou aresta no algoritmo de Segura.

O pseudo-cédigo do algoritmo segue.
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ALGORITMO DE SEGURA

ENTRADA: triangulo V(V; V5, segmento ()1()2, tolerancia e
SAIDA: 1: ()1 ponto interior; 0: ()1 ponto exterior
1:

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:

25:

Ey=Vi—-V
Ey=V2 =V
N =FE; X By
D=Q1—Q
det =—N-D

se ((det > —¢) E (det < ¢)) entao
retorna 0

fim se

T=Vo—h

t_param = (N - T')/det

se ((t_param < 0) OU (t_param > 1) entao

retorna (
fim se
A=V —Q,
B=Vy—Q
Wy =AxD
s=—B-W;

se (det > 0) entao
se (s < 0) entao
retorna 0
fim se
C=V,—Q
t=C-W,
se (t < 0) entao

retorna 0
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> Rejeicao 1

> Rejeicao 2

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4



26:

27:

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

41:

42:

43:

44:

45:

46:

47:

fim se

We=CxD

u=B- W,

se (u < 0) entao
retorna 0

fim se

senao

se (s > 0) entao
retorna 0

fim se

C=Vy—Qs

t=C W,

se (t > 0) entao
retorna (

fim se

We=CxD

u=B- W,

se (u > 0) entao
retorna 0

fim se

fim se

retorna 1

> Rejeicao 5

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4

> Rejeicao 5

> Interseccao ocorre e ponto é interior ao triangulo

2.7 Novo Algoritmo de Segura

Um novo algoritmo foi proposto por Segura [15] para determinar a inter-

seccao de um segmento com um triangulo. Sua estratégia é encontrar as coordenadas
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baricéntricas de um extremo do segmento (J1()2, por exemplo ()5, com respeito ao

tetraedro Q1VpV1 V5 e verificar os seus sinais.

Seja Q2 = a@Q + Vo + Vi +0Vs, a, 5,7,0 € R a equacao da posicao
de @2 com relagao ao tetraedro T = Q1V,V1 Vs, de modo que Qs = (v : B : v : ).
Assim, podemos escrever 6 = 1 — a — [ — 7. Para o calculo dessas coordenadas,
usamos o volume com sinal do tetraedro T = @Q1VyViVa. O sinal deste volume
depende da ordem em que os pontos sao listados: se os triangulos do tetraedro
tém orientacao positiva (sentido anti-horario), o sinal do volume é positivo; caso

contrario é negativo, ou ainda é zero caso os quatro pontos sejam coplanares.

Qi
14 i
Vo Vo Vo
Q1
(a) Positivo. (b) Negativo. (¢) Nulo.

Figura 2.15: Volume com sinal do tetraedro Q1 VoViVs.

Dado um tetraedro T' = @1V V1 Vs, o ponto ()1 fica definido como vértice
de origem. Um tetraedro T' = QVyV1V, tem orientacao positiva se o triangulo
VoV1Vy tem orientacao positiva em relagao ao vértice de origem e os triangulos

Q1V1 Vo, Q1VoV) e Q1VV5 orientagao positiva com relagao aos demais vértices.

De posse desta definicao de volume com sinal, as coordenadas ba-

ricéntricas de (o em relagao ao tetraedro T' = 1V V1 V5 sao calculadas como:
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ANAA

A NARA (2.81)
b= % (2.82)
5= % (2.84)

Sendo assim, a posicao de um ponto com relacao a esse tetraedro pode
ser determinada através desses valores. Um ponto (o é interior ao tetraedro T =

QiVoViVasea, B, 7,6 €0, 1] ea+S+y+d=1

Ademais, essas coordenadas podem ser usadas para determinar de qual
lado o ponto estéa localizado com relagao aos planos-suporte dos triangulos das faces

do tetraedro, fornecendo uma interpretacao geométrica do valor de cada coordenada

obtida.

Proposicao 2.4. Seja T'= ABCD um tetraedro e P = (a : 5 : 7 : 0) um ponto
descrito através das coordenadas baricéntricas com relacao a T. Trés casos sao

poSsiveis:

1. a=0: o ponto estd no plano-suporte do triangulo BC'D.

2. a > 0: o ponto estd no mesmo lado que o ponto A em relacdo ao

plano-suporte do triangulo BC'D.
3. a < 0: o ponto estd no lado oposto ao ponto A em relagao ao plano-

suporte do triangulo BC'D.

Essa mesma interpretacdo pode ser dada para os sinais de 3, v e 6 com

respeito aos planos-suportes dos triangulos ADC', ADB e ACB, respectivamente.
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Demonstra¢ao. Podemos mostrar este fato usando a interpretagao geométrica das
coordenadas baricéntricas de um ponto com respeito a um tetraedro. Seja o ponto
P=(a: f:~: ) descrito em coordenadas baricéntricas com respeito ao tetraedro
ABCD. A coordenada « representa o volume com sinal normalizado do tetraedro
PBCD (figura 2.16). Um tetraedro tem volume com sinal nulo se os quatro pontos
pertencem ao mesmo plano. Se o tetraedro ABCD tem volume positivo, o volume
de PBCD também serd positivo se os triangulos de PBCD tiverem orientagao
positiva. Isso acontece se o ponto P estd no mesmo lado que o ponto A em relacao
ao plano suporte de BC'D. Se o ponto estd no lado oposto, os triangulos que
formam o tetraedro PBC'D terao orientacao negativa, e assim o volume de PBCD

sera negativo. Para um tetraedro com volume negativo, o raciocinio é o mesmo.

Analogamente, para as coordenadas (3, v e § pode ser feita uma analise

similar para os planos-suportes dos triangulos ADC, ADB e AC B, respectivamente.

sign (a) <0

Figura 2.16: Interpretacao geométrica do sinal de a.

Para determinar se ha intersecgao entre o segmento ()1()2 e o triangulo

VoV1 Vs, necessitamos do seguinte teorema:

Teorema 2.4. Seja VoViVo um triangulo e Q1Q2 um segmento tal que ()1 ndo €

coplanar com o plano definido por VoViVs. Entdao, o segmento Q1Q)2 intercepta o
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triangulo VoV Vs se, e somente se
sign (o) <0 e sign (5) >0 e sign (7) >0 e sign (J) > 0, (2.85)

onde Qs = (a = B : v : 0) em relagao ao tetraedro Q1VoViVs.

Mais além, o segmento ()1()2 nao intercecpta o triangulo VyViV; se, e

somente se

sign () > 0 ou sign (5) <0 ou sign () <0 ou sign (4) <0 (2.86)

Podemos escrever

a0 = [QUAVVal = —VaQiVoVil = = | Qi — Ve Vo-Vh Vi-Ta|  (287)

@ = QVoViVi| = —[aQaVoVil = = | Qo Ve Vo-Va Vi-Th|  (288)

az = [Q2Q1VaVi| = —[Va@QoViQi| = — | Qa — Vo Vi—Vy Q1 —Vh (2.89)

az = |Q2@Q1VoVa| = —|[VaQo@QiVol = — | Qo= Va2 Q1 —Va Vo— Vs (2.90)

as = Qi ViVo| = —[VoQaQi Vil = — | Qu = Vo Q1 —Vy Vi—V, (2.91)
Definindo

A=Qi1—=Vo, B=Vo—Va, C=Vi=Vo, D=Q>—V;
E=Qs—Vo, F=Qi1—V, G=Vi-V (2.92)

é possivel obter os valores através do sistema

o | -|p B C [ D.(BxO) |
Bl 1 -\ D C A|| 1 —C - (D x A)
v _—‘ABO‘ |IpaBl|l| ABxO| B.(DxAa
) - E F G G- (ExF)
o ) ] ] (2.93)
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Como )1 nao é coplanar com V,V; Vs, sabemos que ag # 0 e, portanto,

s@n(%)-Sﬁ%%%-&@n@ﬂﬂgnmw,i—lﬂﬁA (2.94)
Assim,

sign (j), sesign (i) >0
sign (7) - sign (j) = 0, se sign (i) =0 (2.95)
—sign (j), sesign (i) <0

e, portanto,
[ sign (o) ] | sign (D - (B x C)) ] [ sign (s)
ign (—C'-(Dx A t
e () | L ey | SR CC @A) [ i (o
sign () sign (B - (D x A)) sign (u)
sign (0) sign (G- (E x F)) sign (v)
) i ) ) (2.96)
onde
s=D-(BxC(C), t=—-C-(DxA), u=B-(DxA)
v=G-(EXF), w=A-(BxC) (2.97)
Além do mais, a + 8+ v+ 0 = 1, ou seja,
A (2.98)
woow w w
e
v=w-—s5—1t—u. (2.99)

O parametro tt da distancia entre a origem do segmento (); e a inter-

seccao é calculado como segue, onde N é o vetor normal de VyV;Va:

N (@Qi—-Vy)  —A-(BxCO) A-(BxC w

= N @=0) —(BxC) (D=4 (BxC) D—(BxC)-4) s—w
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Tendo o valor desse parametro, o algoritmo é capaz de determinar as co-
ordenadas baricéntricas do ponto de intersec¢ao P com respeito ao triangulo Vo Vi V5.
Sendo P = (ap : Bp : vp : dp) descrito em coordenadas baricéntricas com respeito

ao tetraedro Q1VpV1 V5, quando v = 0 o ponto estara no triangulo V4V, V5.

Dadoque Q1 =(1:0:0:0)eQy=(a: f:vy:0d), temos

P=Q+1tt-(Qy— Q) (2.101)
ap=1+tt-(a—1)=0 (2.102)
Bp=0+1tt-(8—0)=tt-5 (2.103)
vp=0—4tt(y—0)=tt-~ (2.104)
Sp=0+tt-(6—0)=tt-0=1—5—10 (2.105)

Assim, P = (Bp: vp : dp) é a descrigao de P em coordenadas ba-
ricéntricas com respeito ao triangulo VyV;V,. Para calcular os seus valores, efetua-

110S

t
Bp=tt-f = C— = (2.106)
S—w w  S§S—w
w u U
S—w w  S§S—w
, L. C 1
Desse modo, somente ¢é necessario calcular uma divisao e uma

multiplicagao para obtermos cada uma dessas coordenadas, reutilizando os calculos

jé feitos. Maiores detalhes sdo encontrados em [15].

A seguir apresentamos o algoritmo do método.
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Novo ALGORITMO DE SEGURA

ENTRADA: triangulo V(V, V5, segmento ()1()2, tolerancie
SAIDA: 1: ()1 ponto interior; 0: ()1 ponto exterior

LA=0Q -V,
2 B=VW—-V
3:C=V1—-V,
4: Wy =B x(C
5 w=A-W;

6: D=Qs— Vs
7.s=D-W;

8: se (w > ¢) entao

9: se (s > ¢) entao
10: retorna 0
11: fim se

12: WQZAXD
13: t=W,-C

14: se (t < —¢) entao
15: retorna 0
16: fim se

17: UZ—WQB

18: se (u < —¢) entao

19: retorna (

20: fim se

21: se (w < s+t + u) entao
22: retorna (

23: fim se

24: senao se (w < —¢) entao

25: se (s < —¢) entao
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> Rejeicao 2

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4

> Rejeicao 5



26:

27:

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

41:

42:

43:

44:

45:

46:

47:

48:

49:

50:

51:

52:

53:

54:

retorna 0
fim se
We=AxD
t=Wy-C
se (t > ¢) entao
retorna 0
fim se
u=-Wy-B
se (u > ¢) entao
retorna 0
fim se
se (w > s+t +u) entao
retorna 0
fim se
senao
se (s > ¢) entao
Weo=Dx A
t=Wy-C
se (t < —¢) entao
retorna 0
fim se
u=-Wy-B
se (u < —¢) entao
retorna 0
fim se
se (—s < t+u) entao
retorna 0
fim se

senao se (s < —¢) entao
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> Rejeicao 2

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4

> Rejeicao 5

> w = 0, troca Q1 e Qo

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4

> Rejeicao 5



55:

56:

57:

58&:

59:

60:

61:

62:

63:

64:

65:

66:

67:

68:

69:

70:

71:

72:

73:

74:

Wo=Dx A

t=Wy-C

se (t > ¢) entao
retorna 0

fim se

u=-Wy-B

se (u > ¢) entao
retorna 0

fim se

se (—s >t + u) entao

> Rejeicao 3

> Rejeicao 4

retorna 0 > Rejeicao 5
fim se
senao
retorna ( > Rejeicao 1
fim se
fim se
tt=1/(s —w) > t_param = w/(s — w)
a=1t*t
b =tt*xu
retorna 1 > Interseccao ocorre e ponto é interior ao triangulo

o7



3 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo sao expostos detalhes das implementacoes dos algorit-
mos e da geragao de pontos aleatérios em torno de um sélido, assim como sao
apresentados brevemente alguns tipos arquivos usados para representacao de ma-

lhas discretizadas.

3.1 Discretizacoes e testes aleatorios

Em Geometria Computacional e aplicagoes, freqlientemente um soélido é
representado usando estruturas de dados que sao construidas a partir de informagao
da digitalizacao em 3D de sua superficie, construindo-se assim uma lista de vértices e
uma lista de faces poligonais. Adicionalmente, pode ser considerada uma lista de ve-
tores unitarios normais de face, que pode ser obtida por pds-processamento a partir
das duas listas basicas, ou ainda obtida diretamente durante a aquisicao de dados,
dependendo do hardware/software digitalizador. Por essa razao, também é objetivo
deste trabalho investigar a implementagao computacional usando estruturas de da-
dos que sejam de simples gerenciamento e cujo acesso (enderegamento) seja répido
e eficaz. Todas as informacoes das discretizagoes dos solidos utilizados durante este
trabalho foram carregadas a partir de arquivos no formato STL (STereoLithography)

e OFF (Object File Format).

O formato de arquivo STL tem originem em aplicativos de estereolito-
grafia em ambientes CAD (uma documentagao completa pode ser encontrada em
[24]). Esse formato é amplamente utilizado em inimerAs conseqiientes aplicagoes
de manufatura auxiliada pelo computador (CAM), como, por exemplo projetos e
impressoes 3D. A superficie geométrica em trés dimensoes é descrita usando fa-

ces triangulares juntamente com vetores que representam diregoes normais as faces,
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usando coordenadas cartesianas. Dois tipos de representacao sao permitidos: ASCII
e binario. O tipo binario é mais comum sobretudo porque resulta em arquivos de
tamanho menor. Neste trabalho foram construidas rotinas em linguagem C para a
leitura de arquivos no formato STL, tanto em suas versoes ASCII quanto binaria,

porém em todos os testes foram usados STLs binarios.

As faces definem a superfice de um objeto 3D. Sendo assim, cada face
é parte da fronteira entre o interior e o exterior do objeto. A orientacao das faces
caracteriza qual lado é qual de duas maneiras reduntantes, as quais devem ser con-
sistentes: a dire¢ao do vetor normal a cada face aponta para o exterior e os vértices
sao listados no sentido anti-horario quando vistos sob um ponto de referéncia de

fora do objeto (regra da mao direita).

Vo /N
’ ,A ‘/2

\
~

Vi

Figura 3.1: Orientacao de uma face, regra da mao direita.

Além disso, cada triangulo deve ter dois vértices em comum (isto é,
uma aresta) com seus adjacentes. Isso significa que um vértice de um triangulo nao

pode pertencer a aresta de um outro.

(a) Invélida. (b) Vilida.

Figura 3.2: Configuragoes de triangulos adjacentes em arquivo STL.
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Todo arquivo STL do tipo ASCII comecga com a linha solid nome
onde nome é uma string opcional. No entanto, se esse parametro for omitido, ainda
¢ necessario haver um espacgo depois de solid. O arquivo continua com um nimero
arbitrario de faces, sendo listados os seus vértices junto com o vetor normal a cada

uma delas. A indicacao de final de arquivo é a linha endsolid nome.

A estrutura padrao de um arquivo STL ASCII é a seguinte:

solid nome - Cabegalho
facet normal Nx Ny Nz - Vetor normal
outer loop
vertex VOx VOy VOz - Vértice O
vertex Vix Viy Viz - Vértice 1
vertex V2x V2y V2z - Vértice 2
endloop
endfacet
facet normal
outer loop
endloop
endfacet
endsolid nome - Final de arquivo
Temos que V; = (Vi,,V;,,Vi.), i = 0,1,2, sao os vértices da face e

N = (N, Ny, N.) é o vetor normal a face triangular (que deve apontar para fora do
sélido e ser unitario). Os nimeros sao representados em ponto flutuante no formato

mantissa-exponente e sao todos nao-negativos.

Embora a estrutura do arquivo permita o uso de outras possibilidades

de discretizacao, como faces com mais de um Jloop ou entao loops com mais de
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trés vértices, na pratica a discretizacao com faces triangulares é utilizada na grande

maioria das aplicagoes.

Como arquivos STL ASCII podem se tornar grandes demais conforme
o numero de vértices e de faces crescem na discretizacao do objeto, um tipo binario
de STL foi criado. STLs binarios tém um cabecalho composto por uma string de 80
caracteres, ignorada na maioria dos casos, mas que nunca deve iniciar com “solid”,
o que pode fazer com que os softwares de leitura o considere como sendo um arquivo
do tipo ASCII. Apds o cabecalho, ha um inteiro sem sinal de 4 bytes que indica o
numero de faces do arquivo. Em seguida, vem a descricao de cada face, uma apos a

outra, e o arquivo acaba ap6s a ultima face (triangulo).

A estrutura padrao de um STL bindrio é a seguinte:

UINT8[80] - Cabegalho

UINT32 - Nimero de tridngulos

(para cada tridngulo)

REAL32[3] - Vetor Normal

REAL32[3] - Vértice 0

REAL32[3] - Vértice 1

REAL32[3] - Vértice 2

UINT16 - Atributo de contagem de bytes
(fim)

Cada triangulo é especificado por 12 niimeros em aritmética de ponto
flutuante segundo o padrao IEEE754, cada um com precisao simples (32 bits): 3
nimeros sao para o vetor normal da face e os demais para as coordenadas de cada
um dos trés vértices da face triangular. Ainda, apds isso, ha um inteiro sem sinal
que ocupa 2 bytes, que no formato padrao é igual a zero e é desconsiderado pela

maioria dos softwares de leitura.
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Arquivos no formato OFF sao também usados para representar mode-
los geométricos em 3D. Todo arquivo OFF é do tipo ASCII e contém colegoes de
poligonos planares com possiveis vértices comuns, e comega sempre com a string
OFF. Na proxima linha, ha trés inteiros que indicam o nimero de vértices, o niimero
de faces e o nimero de arestas, respectivamente. Os softwares de leitura ignoram o
atributo de niimero de arestas, mas sua presenca € necessaria. Em geral, é iniciali-

zado como zero.

A estrutura padrao de um arquivo OFF utilizado é a seguinte:

OFF - Cabecgalho

Nv Nf Na - Nimero de vértices, faces e arestas
X[0] Y[0] Z[0] - Vértice 0

X[1] Y[1] Z[1] - Vértice 1

X[2] Y[2] Z[2] - Vértice 2

X[Nv-1] Y[Nv-1] Z[Nv-1] - Vértice Nv-1

3 V[0] V[1] V[2] - Face 0O

3 V[0] V[1] V[2] - Face 1

3 V[0] Vv[1] V[2] - Face Nf-1

Os vértices de cada face poligonal sao listados em suas coordenadas =,
y e z com numeros em ponto flutuante, uma face por linha. Apds a listagem dos
vértices segue a lista de faces, também uma por linha. Cada face é descrita por
nimeros inteiros: o primeiro indica o nimero de vértices que a compoe e os demais
sao os indices dos seus vértices, conforme aparecem na listagem anterior. As faces
podem ter um nuimero arbitrario de vértices, mas foram utilizadas somente discre-
tizacoes com faces triangulares neste trabalho. Importante notar que os vértices sao

indexados a partir do zero (0-based addressing, que é compativel com implementagoes
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nas linguagens que derivam do ANSI-C). Existem também atributos opcionais de
cores para as faces e os vértices, que podem ter varios formatos, mas que nao sao re-
levantes para o presente trabalho. O arquivo simplesmente termina apds a descrigao

da ultima face.

Para a visualizacao das discretizacoes dos soélidos foi utilizado o soft-
ware MESHLAB, um programa de cédigo aberto e portavel para o processamento
de malhas 3D. Ele se destina a ajudar no processamento de modelos estruturados
tipicos que surgem de digitalizacoes 3D, fornecendo um conjunto de ferramentas para
edigao, criacao, limpeza, inspecao, renderizacao e conversao entre diversos tipos de

arquivos e malhas, entre eles STL ASCII, STL binério e OFF.

As informacéGes sobre a discretizacao dos sélidos foram carregadas nas
rotinas utilizando estruturas do tipo array. A partir do arquivo OFF foram extraidas
as coordenadas dos vértices, com variaveis double, e a disposi¢ao das faces, com
variaveis int. Ja os arquivos STL binarios foram utilizados para obter as informacoes

dos vetores normais, armazenadas em variaveis double.

Para estabelecer o tamanho dos arrays, foi declarada no programa prin-
cipal uma constante TAM _F' para indicar o numero maximo de faces e uma outra
constante TAM 'V = 3-TAM _F para indicar o niumero maximo de vértices. Sendo
assim, o array de vértices vx foi declarado como sendo um vetor TAM_V x 3 de
double, o array de faces £x foi declarado como um vetor TAM _F x 3 de inteiros
e o array de normais nx foi declarado como um vetor de tamanho TAM _F x 3 de
double. Em C, uma variavel do tipo int ocupa 4 bytes e uma variavel do tipo double

ocupa 8 bytes, entao as estruturas principais ocupam um total de

3.8 TAM.V +3-8-TAM_F+3-4-TAM_F =
24.3-TAM_F +24 - TAM_F +12-TAM_F =
(72 +24+12) - TAM_F =

108 - TAM _F bytes (3.1)
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Deste modo, o tamanho em memoria dos programas nao é um problema
relevante. Por exemplo, considerando a constante TAM _F' setada inicialmente como
5000 na execucao, temos que as estruturas principais ocuparao um tamanho de

540.000 bytes, ou ainda, aproximadamente 528 kb.

Para os testes dos algoritmos, e as subseqiientes comparagoes entre eles,
foram gerados lotes de pontos aleatérios em localizagoes especificas em relagao ao
solido testado: dentro, fora ou ambos. Para os trés casos, primeiro sorteia-se uma
face f;, com ¢ = 0,...,nF — 1, sendo nF o numero total de faces triangulares da

malha.

Apos isso, sao gerados trés nimeros aleatérios 0 < a; < 1,0 <ay <1
e 0 < az <1, sendo todos depois normalizados, produzindo os nimeros «, 3 e 7,
onde
ay as as

a=—1  B=—"" & y=—"3 3.2
CL1+G2+CL3 B a1+a2+a3 i CL1+G2+CL3 ()

Assim, o ponto P = aVy+5V,+~V; é um ponto interior a face triangular

sorteada f;, cujos vértices sao Vj, V1 e V5.

E também calculado para o solido a menor distancia R entre todos os

seus vértices e um ponto Cg, chamado de centro geométrico do sélido, donde

h= o | d(Vi, Ca), (3.3)
d(Vi, Ca) = \/(xi —2cy)’ + Wi — yeo)t + (2 — 2c0)’, (3.4)
Co=\ v vy | = (Foe o 7oc). (3.5)

Vi = (mi,y:,2;) sao os vértices na discretizagdo do sélido, nV o numero total de

vérticese 1 =10,...,nV — 1.

Ainda, é tomado um numero i < ¢ < [s, onde os limites inferiores e

superiores dependem da localizagao desejada do ponto a ser gerado. Seja N; o vetor
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normal da face sorteada f;, temos entao um ponto aleatorio para teste

P; = aVy + Vi + Vo + o N;. (3.6)

A fim de garantir a geracao de pontos interiores ao sélido a ser testado,
é produzida com o auxilio do MESHLAB uma malha semelhante a testada, s6 que
em escala menor, com 90% do tamanho original. Suas informacoes sdo carregadas
de maneira semelhante a descrita anteriormente para o sélido original, utilizando
estruturas do tipo array para os seus vértices, faces e normais, o que ocupa em
memoria o mesmo tamanho indicado em (3.1). Desta maneira, tomando um nimero
—0.01 - R < o < 0 produzimos um ponto P; tal qual descrito em (3.6) que esta

seguramente dentro da malha.

Para gerar pontos que estao localizados no exterior da malha a ser tes-
tada, consideramos o seu envelope convexo, obtido também com auxilio do software
MESHLAB, e carregado em meméria de maneira equivalente a ja descrita em es-
truturas do tipo array. Sendo assim, tomamos 0.01 < o < 0.01 - R, e geramos um

ponto P; como em (3.6), que estd localizado fora do sélido em questao.

Para os métodos que utilizam o Teorema da Curva de Jordan nos seus

testes escolhemos a direcao D = [ 00 1 ]

3.2 Estratégias algoritmicas

O cédigo para o método de Badouel foi construido a partir de [2, 15].
Nos testes, foram utilizadas duas versoes desse algoritmo, a primeira delas se valendo
de pré-processamento do vetor normal, extraido do arquivo STL, e a segunda sem
esta informacao pré-calculada, portanto, compativel com um arquivo de entrada de
dados do tipo OFF. Uma outra opcao para acelerar os calculos é o armazenamento do
plano de projecao de cada face, o que nao foi testado neste trabalho. Este algoritmo

tem algumas desvantagens, entre elas a quantidade de calculos a serem feitos para
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os testes de rejeicao e o grande niimero de divisdes necessdrias, segundo [15], o que

afeta a sua robustez (eficicia).

A implementacao do algoritmo de Moller foi baseada no cédigo presente
em [15, 19]. Todas as computagoes sao atrasadas o maximo possivel até o momento
em que elas sejam realmente necessarias. Por exemplo, no calculo das coordenadas
baricéntricas u e v, o valor de v somente é calculado quando se tem certeza que
o valor de u é valido para um ponto interior ao triangulo. H& possibilidade de
melhoramentos, como o pré-processamento dos vetores E; e F,. Na tentativa de
eliminar instabilidade numérica, os testes que descartam raios paralelos comparam o
determinante com um pequeno intervalo em torno de zero, utilizando uma tolerancia
que pode ser modificada de acordo com os propoésitos, e que foi usada em todos os
algoritmos testados. Nos testes realizados foi utilizado um limiar de precisao simples

(e=1077).

Para os algoritmos de Segura, os cédigos foram baseados em [15]. Am-
bos os algoritmos se utilizam de calculos de volumes com sinal de tetraedros for-
mados com o ponto testado e uma face. Ha possibilidade de melhoramentos, como
o aproveitamento de informagoes ja calculadas para tetraedros adjacentes, o que
requer uma mudanca nas estruturas de armazenamento das informacoes das faces
triangulares e nao foi feito neste trabalho. Os dois métodos testam se um segmento
de reta limitado intercepta ou nao uma face triangular, e para isto é necessario que
se obtenha um ponto exterior a malha para a determinacao de tal segmento. Este
ponto foi obtido a partir do seguinte procedimento: um numero .S, que indica a
maior distancia a partir do centro geométrico Cg (3.5) aos vértices do sélido foi
calculado, sendo

S = max 1d(%,0g). (3.7)

1=0,...,nV —

Apoés, uma diregao Dy = [ 0 0 108 ] foi calculada, de modo que o
ponto

Q2= Cg+ D, (3.8)
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estara localizado fora do sélido.

Todos esses métodos tém uma caracteristica em comum: para executar
o teste de inclusao é necessério considerar o Teorema da Curva de Jordan (gene-
ralizado). Isso é feito pela grande maioria dos métodos que testam inclusao [21].
Esta técnica é extemamente popular por causa da sua simplicidade e do seu amplo
campo de aplicacao. Assim, em todos esses métodos utilizados no trabalho as faces
do sélido sao percorridas de forma seqiiencial, uma a uma, e o ntimero de inter-
secgoes do raio (ou segmento) com as faces é contado: se ele for impar, o ponto esté
localizado no interior do sélido; se for par, o ponto esta localizado no exterior do

solido.

H&4 um problema com esse tipo de teste quando casos especiais sao
detectados, que ocorrem quando o raio (ou segmento) intercepta uma face em uma
de suas arestas ou em um de seus vértices [20]. Para contornar esse empecilho, foi
estabelecida uma flag na implementagao dos algoritmos para indicar a ocorréncia de
cruzamentos na fronteira, e caso ela seja identificada, perturba-se a direcao testada e
o teste é refeito. Caso ainda haja detecgao de casos especiais, uma nova perturbagao
é aplicada e a partir daf aceita-se o resultado obtido. Como observado em [20], testes
baseados na Curva de Jordan podem ser otimizados ao se utilizar de estruturas pré-
processadas de segmentacao espacial, tais como BSP ou octrees, no entanto esse tipo

de estrutura nao foi usada para os testes realizados.

A implementacao do algoritmo de Feito-Torres foi bastante trabalhosa,
apesar de [8] relatar que ela seja simples. Como dito em [8] as fungbes necessarias
ao funcionamento do algoritmo sao de facil implementacao, todavia elas sao muito
numerosas, varias delas realizando calculos redundantes. O algoritmo foi seguido
tal qual exposto em [8, 25| e algumas simplificagoes foram implementadas, mas com

certeza o codigo gerado nao é étimo.
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No inicio do algoritmo ¢ testado se o ponto em questao é coplanar e
interior a face considerada. Para isso, uma projecao da face foi feita em 2D e o
algoritmo em sua versao 2D foi empregado. Rotinas que testam colinearidade, co-
planaridade e que calculam sinais de face e volumes de tetraedros pela origem foram
também implementadas. Foram necessarios também algoritmos para o tratamento
de listas ordenadas, como rotinas de inserc¢ao e de busca bindria [26] implementadas

utilizando estruturas array.
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4 EXPERIMENTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo sao mostrados os resultados obtidos através dos testes
realizados, comparando cada um dos métodos pela sua eficiéncia computacional
(tempo de execugao) e sua eficdcia (nimero acertos). As malhas utilizadas foram
obtidas através de digitalizacoes de pedras brutas feitas pelo Centro Tecnolégico de

Pedras de Soledade, RS.

4.1 Testes de eficiéncia e eficacia

Trés lotes de pontos foram gerados (como descrito na se¢ao 3.1) e tes-

tados com cada um dos métodos:

1. Pontos interiores ao sélido, sendo o tempo de execucao, bem como o

numero de acertos, contabilizado.

2. Pontos exteriores ao soélido, sendo o tempo de execugao, e também o

numero de acertos, contabilizado.

3. Pontos interiores e exteriores ao solido, onde o tempo de execucao e o

numero de pontos dentro e fora foram computados.

Um conjunto de 18 malhas de digitalizacao de pedras brutas foi consi-
derado para a geracao das tabelas apresentadas e entao ordenado segundo o niimero
de vértices e faces presentes nas suas representacoes. Ao total, seis métodos diferen-
tes foram testados, dois deles variagoes do algoritmo de Badouel (um utilizando o
vetor normal pré-calculado e outro nao) e dois deles variagdes do método de Segura
baseado em volumes com sinais de tetraedros. O tnico dos algoritmos que nao é

baseado no Teorema da Curva de Jordan é o método de Feito-Torres.

As figuras 4.1, 4.2 e 4.3 exibem as malhas testadas durante o trabalho.
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(a) Sélido 1.

(d) Sélido 4.

(g) Sélido 7. (h) Slido 8.

(j) Sélido 10. (k) Sélido 11. (1) Sélido 12.

Figura 4.1: Sélidos testados.
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(d) Sélido 16. . (f) Solido 18.

(g) Sélido regular I. (h) Sélido regular II. (i) Sdlido regular IIT.

(j) Solido regular IV. (k) Sélido regular V. (1) Sélido regular VI.

Figura 4.2: Sélidos testados.
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(a) Sélido regular VII.

Figura 4.3: Sélidos testados.

Os tempos exibidos nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 a seguir sao todos relativos,
obtidos de uma média de 10 baterias para cada um dos testes e sao normalizados
a partir do tempo de execugao do algoritmo de Badouel (versdo que nao utiliza o
vetor normal pré-calculado). Os testes foram realizados utilizando um processador
Intel Core i3, 2.5 GHz, 3 GB RAM, implementados em linguagem C através do
compilador DevC++ (com o uso de diretivas padrao de compilagao) e rodados em

Windows 7, versao 64 bits. Esses tempos foram medidos utilizando a fun¢ao clock ()

da biblioteca ANSI-C time.h.

A tabela 4.1 mostra o tempo relativo de execugao dos métodos quando
foram gerados aleatoriamente um total de 5000 pontos interiores ao sélido. S indica

o solido testado; V/F faz referéncia ao nimero de vértices/arestas da malha.

Na tabela 4.2 sao apresentados o tempo relativo para a execucgao dos

métodos quando gerados 5000 pontos aleatérios exteriores ao solido.

Na tabela 4.3 estao indicados os tempos relativos de execugao quando
foram gerados 5000 pontos aleatérios tanto dento quanto fora do sélido em questao
(teste 3). A segunda coluna da tabela designa o nimero de pontos dentro e fora

(D/F) do sélido considerados na geracao aleatéria.
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METODO

Badouel Segura
S V/F s/n c¢/n  Mboller I IT  Feito-Torres
1 86/168  1.0000 0.8260 0.6776 0.9498 0.7584 3.1054
2 573/1142 1.0000 0.7153 0.7777 0.9502 0.8046 3.2482
3 580/1156 1.0000 0.7368 0.7964 1.0000 0.8630 3.4561
4 628/1252 1.0000 0.7001 0.7168 0.9231 0.7945 3.1534
5 741/1478 1.0000 0.7479 0.7248 0.9218 0.8109 3.1452
6  774/1544 1.0000 0.7248 0.7659 0.9627 0.8325 3.3522
7 838/1672 1.0000 0.7269 0.7850 0.9632 0.8388 3.3978
8 990/1976 1.0000 0.7282 0.7736 0.9566 0.8276 3.3527
9 1086/2168 1.0000 0.7536 0.7979 1.0096 0.8761 3.5355
10 1142/2280 1.0000 0.7183 0.7882 0.9704 0.8497 3.4049
11 1192/2380 1.0000 0.7378 0.7613 0.9749 0.8388 3.3154
12 1199/2394 1.0000 0.7461 0.7586 0.9145 0.8046 3.2163
13 1205/2406 1.0000 0.7366 0.7634 0.9797 0.8406 3.3066
14 1213/2422 1.0000 0.7238 0.7323 0.9431 0.8190 3.2097
15 1243/2482 1.0000 0.7313 0.7614 0.9708 0.8405 3.3108
16 1273/2542 1.0000 0.7230 0.7682 0.9625 0.8383 3.3395
17 1414/2824 1.0000 0.7288 0.7464 0.9577 0.8332 3.2606
18 1438/2872 1.0000 0.7213 0.7987 0.9863 0.8625 3.4826

Tabela 4.1: Teste 1: tempo relativo, 5000 pontos gerados dentro.
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METODO

Badouel Segura
S V/F s/n c¢/n  Mboller I IT  Feito-Torres
1 86/168  1.0000 0.9011 0.7773 0.9771 0.8637 3.3049
2 573/1142 1.0000 0.7147 0.7599 0.9311 0.8015 3.2235
3 580/1156 1.0000 0.7675 0.8015 1.0093 0.8715 3.5179
4 628/1252 1.0000 0.7167 0.7171 0.9067 0.7860 3.0910
5 741/1478 1.0000 0.7404 0.7398 0.9394 0.8156 3.2406
6  774/1544 1.0000 0.7143 0.7659 0.9443 0.8238 3.2998
7 838/1672 1.0000 0.7449 0.7796 0.9674 0.8413 3.3839
8 990/1976 1.0000 0.7437 0.7689 0.9575 0.8345 3.3716
9 1086/2168 1.0000 0.7333 0.7497 0.9457 0.8188 3.2462
10 1142/2280 1.0000 0.7353 0.7807 0.9597 0.8488 3.3820
11 1192/2380 1.0000 0.7267 0.7530 0.9595 0.8287 3.2881
12 1199/2394 1.0000 0.7280 0.7730 0.9537 0.8399 3.3538
13 1205/2406 1.0000 0.7278 0.7481 0.9535 0.8259 3.2619
14 1213/2422 1.0000 0.7358 0.7649 0.9858 0.8489 3.3227
15 1243/2482 1.0000 0.6664 0.6914 0.8742 0.7598 2.9930
16 1273/2542 1.0000 0.7172 0.7559 0.9467 0.8251 3.2703
17 1414/2824 1.0000 0.7266 0.7419 0.9445 0.8230 3.2244
18 1438/2872 1.0000 0.7082 0.7735 0.9490 0.8314 3.3464

Tabela 4.2: Teste 2: tempo relativo, 5000 pontos gerados fora.

74



METODO

Badouel Segura
S D/F s/n c¢/n Mboller I IT  Feito-Torres
1 2497/2503 1.0000 0.8265 0.7433 0.9333 0.8552 2.8973
2 2536/2464 1.0000 0.6823 0.6990 0.8842 0.7641 3.0357
3 2505/2495 1.0000 0.7239 0.7720 1.0021 0.8632 3.4243
4 2449/2551 1.0000 0.7142 0.7116 0.9259 0.7957 3.1375
5 2507/2493 1.0000 0.7271 0.7493 0.9342 0.8114 3.2360
6 2536/2464 1.0000 0.7157 0.7676 0.9536 0.8348 3.3268
7 2441/2559 1.0000 0.7260 0.7716 0.9552 0.8330 3.3605
8 2497/2503 1.0000 0.7439 0.7661 0.9550 0.8397 3.3868
9 2486/2514 1.0000 0.7335 0.7660 0.9683 0.8447 3.3360
10 2424/2576 1.0000 0.7247 0.7808 0.9632 0.8486 3.3816
11 2423/2577 1.0000 0.7301 0.7307 0.9273 0.8021 3.1884
12 2489/2511 1.0000 0.7330 0.7713 0.9531 0.8357 3.3593
13 2507/2493 1.0000 0.7332 0.7534 0.9684 0.8428 3.2865
14 2480/2520 1.0000 0.7383 0.7578 0.9715 0.8442 3.3099
15 2537/2463 1.0000 0.7323 0.7584 0.9674 0.8376 3.2923
16 2516/2484 1.0000 0.7232 0.7658 0.9578 0.8358 3.3198
17 2483/2517 1.0000 0.7326 0.7577 0.9662 0.8385 3.3021
18 2522/2478 1.0000 0.7313 0.7987 0.9748 0.8607 3.4599

Tabela 4.3: Teste 3: tempo relativo, 5000 pontos gerados dentro/fora.

delo de lapidac¢ao (na sua forma calibrada, isto é, ainda nao facetada) para uma
pedra. A geometria do modelo é a mesma em todos os sélidos considerados, vari-
ando apenas e numero de vértices e faces utilizados para a sua representacao. Os

resultados para os tempos relativos nos testes 1, 2 e 3 sao mostrados nas tabelas 4.4,

Também foram feitos testes em uma malha regular, que simula um mo-
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4.5 e 4.6, respectivamente. A segunda coluna da tabela 4.6 faz referéncia ao niimero

de pontos gerados em cada localizagao (dentro ou fora).

METODO

Badouel Segura
S V/F s/n c¢/n Mboller I II  Feito-Torres
I 102/200  1.0000 0.9011 0.7868 1.0177 0.8963 3.6761
IT 182/360  1.0000 0.7159 0.7871 1.0048 0.8700 3.6934
I  332/660 1.0000 0.7105 0.7688 0.9495 0.8455 3.5097
IV 562/1120 1.0000 0.6988 0.7872 0.9888 0.8524 3.5493
V. 842/1680 1.0000 0.7387 0.8131 1.0356 0.9165 3.8067
VI 1362/2720 1.0000 0.7387 0.7725 0.9939 0.8957 3.7007
VII 2202/4400 1.0000 0.7384 0.8165 1.0390 0.9346 3.8322

Tabela 4.4: Teste 1 (modelo regular): tempo relativo, 5000 pontos dentro.

METODO

Badouel Segura
S V/F s/n c¢/n  Mboller I II  Feito-Torres
I 102/200  1.0000 0.7277 0.7379 1.0567 0.8603 3.1943
IT 182/360  1.0000 0.6850 0.7086 0.8755 0.7723 3.1976
I 332/660 1.0000 0.6827 0.7681 0.9386 0.8480 3.4884
IV 562/1120 1.0000 0.6966 0.7339 0.9590 0.8193 3.4019
V. 842/1680 1.0000 0.7069 0.7817 0.9715 0.8584 3.5771
VI 1362/2720 1.0000 0.7232 0.7872 0.9990 0.9012 3.6964
VII 2202/4400 1.0000 0.7316 0.8096 1.0635 0.9626 3.7869

Tabela 4.5: Teste 2 (modelo regular): tempo relativo, 5000 pontos fora.
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METODO

Badouel Segura
S D/F s/n c¢/n Mboller I IT  Feito-Torres
I 2495/2505 1.0000 0.9078 0.8289 1.0206 0.8653 3.8483
I 2414/2586 1.0000 0.7314 0.7799 0.9528 0.8272 3.5243
[T 2518/2482 1.0000 0.7452 0.7653 0.9727 0.8454 3.6010
IV 2543/2457 1.0000 0.7323 0.7662 0.9709 0.8500 3.5120
V  2565/2435 1.0000 0.6992 0.7605 0.9609 0.8576 3.5708
VI 2493/2507 1.0000 0.7195 0.7903 1.0091 0.8990 3.7287
VII  2521/2479 1.0000 0.7800 0.8389 1.0337 0.9337 3.8252

Tabela 4.6: Teste 3 (modelo regular): tempo relativo, 5000 pontos dentro/fora.

A seguir, sao apresentadas tabelas que mostram os tempos absolutos,
em segundos, para o algoritmo de Badouel sem normal nos testes com pedras brutas

(tabela 4.8) e nos testes com modelos regulares (tabela 4.7).

S V/F Teste 1 Teste 2 Teste 3
I 102/200 0.8490 0.9880 0.8240
IT 182/360 1.4610 1.6950 1.5450
I 332/660 2.8290 2.8810 2.7870
IV 562/1120  4.6620 4.8820 4.6800
V. 842/1680  6.4650 6.9090 6.9240
VI 1362/2720 10.7420 10.7560  10.6320
VII 2202/4400 14.7890 14.9910  14.8200

Tabela 4.7: Tempo absoluto (em segundos), algoritmo de Badouel (regulares).
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S V/F Teste 1 Teste 2 Teste 3
1 86/168 0.9770 0.9610 0.9740
2 573/1142  5.3390 5.3690 5.7350
3 580/1156  4.4460  4.5090  4.4460
4 628/1252  6.0490 6.1180 6.0290
5 741/1478  7.0500 6.8440 6.8560
6  774/1544  6.9360 6.9970 6.9370
7 838/1672  7.3630 7.4220 7.4390
8 990/1976  8.8510 8.8450 8.8210
9 1086/2168  9.3290 9.9800 9.7110
10 1142/2280 9.8860  9.9680  9.9590
11 1192/2380 10.6480 10.7860  11.1910
12 1199/2394 11.0930 10.6210 10.6420
13 1205/2406 10.8100 10.9950  10.9240
14 1213/2422 11.2530 10.8510  10.9220
15 1243/2482 11.1030 12.3020 11.1450
16 1273/2542 11.3050 11.5390 11.3410
17 1414/2824 12.8780 13.0010  12.7280
18 1438/2872 12.2380 12.7840  12.2880

4.2 Discussao dos resultados
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Tabela 4.8: Tempo absoluto (em segundos), algoritmo de Badouel (pedras brutas).

Como mencionado em [15, 18], ¢ dificil desenvolver um conjunto de
testes que certifiquem que um dado método é mais rapido que outros, porque a per-
formance depende de muitos fatores distintos, tais como compilador, especificagoes

de hardware, do tipo de aplicacao e de dados disponiveis e até mesmo de detalhes na



construcgao dos programas. Observando as tabelas obtidas nos testes, e apresentadas

na sessao anterior, podemos chegar a algumas conclusoes.

Para o teste 1, analisando a tabela 4.1, observamos que o algoritmo de
Moller (coluna 5) é a mais eficiente das estratégias implementadas que nao usam
informagoes obtidas por pré-processamento, isto é, desconsiderando as colunas 4 e 8
na tabela. Este algoritmo obteve resultados que sao 20% a 32% superiores, aproxi-
madamente, quando comparados ao algoritmo de Badouel (sem normais, coluna 3).
A performance do método de Segura (Segura I, coluna 6) é muito semelhante a de
Badouel, sendo em alguns casos 8% superior e em outros ligeiramente inferior. Em
[28, 29] é atestada uma superioridade desse algoritmo perante o método de Méller,
o que nao foi observado em nenhum momento nos testes realizados neste traba-
lho. Segundo [15], essa melhor performance foi obtida nos trabalhos citados porque
nos seus estudos comparativos foram utilizadas informagoes pré-calculadas, como
por exemplo, o volume dos tetraedros e, naquele contexto, nenhuma informacao

pré-processada foi utilizada para o método de Moller.

O novo método proposto por Segura (Segura II, coluna 7) tem resulta-
dos mais satisfatérios comparados ao método de Badouel, variando de 16% a 24%,
aproximadamente, a sua melhoria para o conjunto de malhas testadas. No entanto,
quando a sua performance é comparada com a do algoritmo de Moller ela é infe-
rior. Em [15], onde este algoritmo é apresentado, foram feitos testes em que ele
obtém resultados melhores que o método de Moller, no contexto de simulacao de
interferéncia entre objetos numa mesma cena, que é o principal objetivo do artigo.
E dito também em [15], porém, que o método de Moller é mais rapido quando sao
aplicados testes de ray tracing e ray casting, similares aos feitos neste trabalho.
Isso sugere investigagoes adicionais futuras de possiveis melhorias no método, como
pré-processamento de algumas informagoes que possam ser armazenadas na propria
estrutura dos triangulos e compartilhada entre eles, mas que nao foram levadas em

conta nem em [15] nem neste trabalho.
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A implementacao do método proposto por Feito-Torres em [8] obteve
os piores resultados para o conjunto de malhas testadas neste trabalho. Em [27] foi
evidenciado que esse método seria mais eficiente que qualquer método baseado no
Teorema da Curva de Jordan, porém foi utilizada uma versao modificada do algo-
ritmo, a qual nao foi totalmente especificada, apenas sendo dito que estruturas de
divisao espacial (octrees, BSP e vozels [23]) foram usadas. No nosso teste 1, a per-
formance deste algoritmo ficou muito aquém de todos os outros métodos utilizados,
o tempo de execucao variando, aproximadamente, de 3 a 3.5 vezes mais do que o de
Badouel. De acordo com [12], os testes baseados na Curva de Jordan sdo os mais
rapidos para se testar a inclusao, sem pré-processamento, de pontos em malhas, o

que foi de fato verificado no presente trabalho.

Quando o algoritmo de Badouel foi melhorado com o uso dos vetores
normais as faces (obtidos por pré-processamento), os seus resultados foram na grande
maioria das vezes superiores, inclusive ao método de Moller, principalmente quando
o nimero de faces do sélido testado foi aumentando. Segundo [15], isso realmente se
verifica quando hé informacoes adicionais pré-calculadas, como os vetores normais
ou entao os planos de projecao das faces. Comparando sua performance a do caso
sem pré-processamento, os resultados variaram de 10% a 33% de ganho de tempo,

aproximadamente.

Todos os métodos sao eficazes para os testes realizados, sendo a sua con-
fiabilidade comprovada, pois nenhum ponto interno foi perdido no teste 1, realizado

com o conjunto de malhas apresentado.

Nos testes 2 e 3 aplicados a pedras brutas, assim como nos testes apli-
cados ao modelo de lapidagao usado, sob diferentes graus de detalhamento (ntimero
de faces, vértices, etc), conclusoes similares foram obtidas, reforgando as ja expos-
tas. Observando as tabelas 4.2 e 4.3, percebemos que o percentual de melhoria do
método de Badouel (com normal, coluna 4) variou de 10% a 33% no teste 2 e de 13%

a 31% no teste 3, aproximadamente; para o método de Moller (coluna 5), a melhoria
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foi de cerca de 20% a 30% para ambos os testes; o método de Segura (coluna 6)
obteve desempenhos semelhantes, sendo aproximadamente até 13% mais eficiente no
teste 2 e até 11% mais eficiente no teste 3, e em certos casos ligeiramente mais lento;
a comparacao com o outro método de Segura (coluna 7) mostra que este foi por
volta de 13% a 24% mais rapido nos testes; ja o algoritmo de Feito-Torres atingiu
resultados que foram cerca de 3 a 3.5 vezes mais lentos para o teste 2 e de 2.9 a 3.5
vezes mais lentos no teste 3. A eficdcia observada também foi de 100% para todos

os métodos testados nessas baterias.

Nos modelos regulares (tabelas 4.4, 4.5 e 4.6), observamos uma dife-
renga para melhor no método de Badouel com normal (coluna 4) que varia em torno
de 10% a 30% no teste 1, de 27% a 32% no teste 2 e de 9% a 30% no teste 3; o método
de Moller (coluna 5) conseguiu melhorias de aproximadamente 18% a 33% para o
teste 1, de 19% a 29% para o teste 2 e de 18% a 24% para o teste 3; nos testes feitos
com o algoritmo de Segura (coluna 6), o desempenho girou em torno de 4% inferior
a 5% superior no primeiro teste, de 6% inferior a 12% superior no segundo teste e
de 3% inferior a 5% superir no terceiro teste; o novo algoritmo de Segura (coluna 7)
obteve resultados que variaram para melhor de 6% a 15% no teste 1, de 4% a 22%
no teste 2 e de 7% a 15% no teste 3, aproximadamente; o algoritmo de Feito-Torres
(coluna 8) obteve desempenhos piores, na ordem de 2.5 a 2.8 vezes no teste 1, de
2.2 a 2.8 vezes no teste 2 e de 2.5 a 2.85 vezes no teste 3. A eficdcia observada nos

testes foi de 100% em todos os casos, assim como nos testes anteriores.

Nas figuras 4.4 e 4.5 sao mostrados os percentuais médios de com-
paracao entre os métodos que utilizam o Teorema da Curva de Jordan, tendo como

referéncia o algoritmo de Badouel na sua versao que nao utiliza pré-processamento.
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Figura 4.4: Melhora no desempenho, pedras brutas (sélidos 1 a 18).
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Figura 4.5: Melhora no desempenho, modelos regulares (sélidos I a VII).

Podemos verificar que as tabelas e os resultados obtidos durante a rea-
lizacao deste estudo confirmam que o esfor¢o computacional é linear no niimero de
vértices. Isso fica evidenciado nas figuras 4.6 e 4.7, que mostram graficos do niimero

de vértices versus o tempo decorrido, em segundos, para o teste 1.
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Figura 4.6: Vértices vs. tempo para o teste 1 (modelos regulares).
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5 CONCLUSOES

Com base nos resultados obtidos por este trabalho, contextualizados
para inclusdo/invasao entre pedras brutas e modelos regulares, fica evidente que
métodos conceitualmente muito simples como os de Badouel e Moéller, baseados no
Teorema da Curva de Jordan, sao competitivos frente a estratégias mais comple-
xas encontradas na literatura, dentre as estratégias que nao usam estruturas pré-
processadas além de normais de face. Mais especificamente, se 0os normais exteriores
das faces da digitalizagao nao sao conhecidos, por exemplo, quando somente um ar-
quivo OFF esta disponivel, nosso estudo recomenda o método de Moller. Por outro
lado, quando os normais exteriores das faces sao conhecidos, por exemplo, quando
também um arquivo STL esta disponivel, nosso estudo recomenda o método de Ba-
douel melhorado. Todos os métodos implementados mostraram-se 100% eficazes
nos testes realizados, que usaram estruturas de dados do tipo array com alocacao
estatica de memoria. Portanto, o presente trabalho fornece importante contribuicao
para estudos futuros envolvendo otimizacao do processo de lapidagao de pedras bru-
tas - preciosas, semi-preciosas ou nao - como as encontradas em certas regioes de

nosso estado.

O aprendizado deste trabalho sugere para estudos futuros investigagao
de melhorias na implementacao no algoritmo de Feito-Torres, utilizacao de outros
tipos de pré-processamento, como envelopes convexos, nos algoritmos e também o

uso de estruturas de hierarquizagao espacial.
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