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RESUMO

O trabalho proposto apresenta uma nova abordagem para a resolucdo das
equacBes de Navier-Stokes bidimensionais em regime estacionario para escoamentos
incompressiveis. O método é baseado em um processo de reducdo de ordem que se
assemelha as Transformacdes de Backlund em sua forma classica. Esse esquema é
indiretamente empregado para transformar as equacdes de Navier-Stokes em uma nova
equacao diferencial parcial ndo-linear, expressa em termos da fungcdo corrente. Embora a
solucdo correspondente ndo seja capaz de reproduzir o0 comportamento tipico de uma esteira
de vortices, constitui um ponto de partida adequado para produzir solugbes mais realistas,
utilizando as simetrias de Lie que estéo disponiveis na literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Escoamentos Transversal; Equacdo de Navier-Stokes Bidimensionais
Transientes; Simetrias de Lie; Transformagdes de Backlund.
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ABSTRACT

This work presents a new analytical approach for solving the unsteady two
dimensional Navier-Stokes equations for uncompressible flows. The method is based on a
process involving reduction of order which resembles the classical Backlund transformations.
This procedure is indirectly employed to map the Navier-Stokes equations into a second order
nonlinear partial differential one for the stream function. Although the corresponding solution do
not reproduces the behavior of a typical turbulent wake, it constitutes a suitable starting point to
generate more realistic solutions by means of the Lie symmetries yet available in literature.

KEYWORDS: Cross Flows; Two Dimensional unsteady Navier-Stokes Equations; Lie
Symmetries; Backlund Transformations.
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1.INTRODUCAO

O estudo de escoamentos sobre corpos submersos tem grande aplicabilidade
na area da engenharia mecéanica, desde eficiéncia em trocadores de calor até o estudo
aerodinamico de um veiculo terrestre ou aeroespacial, contudo, a natureza complexa
do comportamento fisico que explica estes fendmenos dificulta a resolucdo analitica
direta. Com surgimento de softwares de processamento simbdlico, tornou-se viavel a
implementacdo de alguns métodos analiticos e hibridos para a resolucdo de
problemas fisicos. Este progresso no ambito computacional permitiu utilizar métodos
baseados em simetrias de Lie para a resolucdo de problemas de contorno contendo
equac0es diferenciais parciais ndo lineares [Olver, 2000; Bluman e Kumei, 1989].

As simetrias de Lie consistem em mudancas de variaveis sobre uma solucéo
exata de uma equacédo diferencial para gerar novas solucdes, adicionando também
elementos arbitrarios em sua composicdo. Tais elementos arbitrarios e troca de
variaveis permitem a solucdo satisfazer uma classe mais ampla de condi¢cdes de
contorno, resultando em um conjunto mais amplo de aplica¢des. Contudo este método
parte do pressuposto de haver uma solucdo inicial na qual pode ser aplicada as
simetrias, sendo necessario entdo ja haver uma solugdo exata desenvolvida
préviamente.

O presente trabalho contribui para este tema buscando uma solugdo exata
preliminar para as equacOes de Navier-Stokes bidimensionais transientes para
escoamentos Vviscosos incompressiveis sobre um corpo submerso de geometria
especifica. Esse processo utiliza as transformacfes de Backlund para fatorar as
equacOes de Navier-Stokes em um sistema de equacgOes diferenciais parciais de
primeira ordem, levando & obtencdo de uma unica equacéo diferencial parcial
expressa em termos da funcéo corrente.

2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

A teoria de grupos elucida varios métodos e resultados de integrages de
equacdes que sdo amplamente utilizados na pratica. Isto permite compreender as
conexdes entre diferentes métodos e unifica-los. Métodos de integragdo mais gerais
de teorias de grupos de equacdes diferenciais parciais podem ser encontrados em Lie,
1881, disponivel também em anexo em Ibragimov, 1995. O trabalho de Lie era focado
em métodos gerais de integracdo atraves de teoria de grupos, a partir do método de
Monge e do método das caracteristicas. Essa é a razdo pela qual muitos de seus
trabalhos lidavam com equacdes diferenciais ordinarias ou equacdes diferenciais
parciais de primeira ordem.

Com o falecimento prematuro de Sophus Lie, em 1899, o método caiu em
desuso, sendo resgatado no final da década de 1940 e no inicio da década de 1950
por Lev Ovssianikov. Duas décadas mais tarde seu seguidor Nail Ibragimov
popularizou 0 método na escola russa através da publicagdo de uma série de artigos e
livros originais com aplicagbes em engenharia. Com o surgimento de sistemas de
computacao simbdlica os métodos baseados em simetrias passaram a ser facilmente
implementéveis em computadores pessoais, a partir de entdo o método comecgou a ser
difundido de forma mais ampla com os trabalhos de Olver, 2000, Bluman e Kumei,
1989, e Polyanin, 2004.

Como resultado de um esforgco conjunto de muitos pesquisadores, essas
solugdes especiais sdo hoje identificadas como solugdes invariantes no sentido de Lie.
Em particular, a aplicagdo do método de Lie na mecanica dos fluidos resultou na
obtencdo de dois extensos grupos de simetrias para as equacdes de Navier-Stokes
[Ibragimov, 1995].



Beck, 2005, desenvolveu solucdes para escoamentos bidimensionais sobre
corpos submersos utilizando estas simetrias de Lie junto do método de Split,
encontrando os componentes da velocidade e linhas de corrente, podendo também
simular os efeitos da turbuléncia e gerar a esteira de vértices do escoamento. Em uma
publicacdo mais recente do mesmo autor [Beck, 2009], a metodologia foi expandida
para casos tridimensionais.

Hopf, 1950, e Cole, 1951, utilizaram uma metodologia analitica diferente para a
resolucdo da equacdo de Burgers, relacionando a equacao advectivo-difusiva com a
equacgédo de conducéao do calor. Tal metodologia ficou conhecida como transformagdes
de Cole-Hopf, sendo posteriormente generalizada para mais casos unidimensionais
em Miskinis, 2013.

Zabadal et alli, 2014, descrevem um método analitico para resolver equacdes
diferenciais advectivo-difusivas bidimensionais. Aplicando as transformacdes de
Backlund na equacdo de Helmholtz, que consiste em um método de split junto de
reducdes de ordem, conseguem obter uma relacdo entre modelos de difuséo pura e
equacdes hidrodinamicas. O trabalho também ressalta a utilizacdo de uma hipotese
simplificativa especifica: do campo de pressao ser um campo de pressao de Bernoulli,
tendo a presséo produzida proxima a parede do sélido e transferida para o resto do
escoamento apenas por difusdo. A condi¢do de contorno utilizada neste método foi de
nado penetracdo na superficie do solido.

3.0BJETIVOS

Este trabalho apresenta um estudo exploratorio que visa a obtengdo de uma
solucéo preliminar capaz de dar inicio a um processo de generalizacdo, empregando
simetrias de Lie, afim de gerar novas solu¢bes que reproduzam cenarios fisicos
realistas. A solugdo preliminar, por sua vez, € obtida através de processos de redugéo
de ordem denominados transformacdes de Backlund. As equagfes auxiliares obtidas
através desta técnica podem ser resolvidas utilizando métodos convencionais de
resolucdo de equacdes diferenciais parciais, tais como método das caracteristicas e
separacao de variaveis.

4. FUNDAMENTACAO TEORICA
4.1 Equacao de Helmholtz bidimensional
O escoamento incompressivel de um fluido pode ser descrito a partir das

equacdes de Navier-Stokes bidimensionais transinentes, que sdo apresentadas abaixo
(4.2) e (4.2):

du ou du 10p (azu azu)
at+ 6x+v6y_ pax+v 6x2+ " (4.2)
av av ov 10p (azv azv)
at + ox + dy  pay M x> t ay? (4'2)

sendo u(x,y,t) e v(x,y,t) as componentes da velocidade na direcdo x e y em
coordenadas cartesianas, v a viscosidade cinemética do fluido, p o campo de presséo
e p a densidade do fluido.
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Derivando a equacdo (4.1) em y e a equacdo (4.2) em x e subtraindo a
segunda pela primeira, o que seria 0 mesmo que aplicar o operador rotacional sobre
as equacdes de Navier-Stokes bidimensionais, obtem-se (4.3):

0 (v Odu d (0v Jdu d (0v Odu ov  ou\ (dv | du\ _ _1 ap
at (ax 6y) tug, (6x ay) tv dy (6x 6y) + (6x 6y) (ax + 6y) T poxdy +
1 0p [6_2(3_”_3_1*) a_z(a_v_a_u)]
p 9x0y TV 0x*\ox dy + dy*\ox oy (4'3)
. a [7] ~
tendo como a vorticidade w = (i - ﬁ) encontra-se a equagéo de Helmholtz :

ow ow dw _ v (62(u 62w) (4.4)

x> = 0y?

Ressalta-se a vantagem de trabalhar com a equacéo de Helmholtz por ser nao
apresentar explicitamente o termo do campo de pressao.

4.2 Transformag6es de Backlund

O principio das transforma¢fes de Backlund consiste na fatoracdo de uma
equacdo diferencial em um sistema de mais equacdes de ordem reduzida. Segundo
Polyanin e Zaitsev, 2004, busca-se encontrar duas equagles, que combinadas
possam gerar a original via derivagdo. Pressupdem-se entdo que existem equagdes
diferenciais dadas por a(u,v,us, v, @, Wy, wy) =0€ b(U, v, Us, V, w, Wy, w,) = 0. OS
subindices representam as derivadas parciais dos termos pela variavel indicada.

Procura-se entdo a estrutura das funcdes a e b para a funcdo F de tal modo
que:

F(u,v,u;, vy, 0, 0y, w,) —Dya—Dy,b =0 (4.5)

sendo D, e D, os operadores de derivadas materiais em relagdo a variavel referente
ao subindice e F(u, v, us, v, w, w,, 0,) Uma fungéo a determinar, neste caso, a equagéo
de Helmholtz.

Aplicando separadamente a derivacdo material em x e y sobre as funcdes a e
b respectivamente, resultaram nas equacoes (4.6) e (4.7) apresentadas a seguir:

9adu | 9adv , 9a du; , 0a v 9adw  0a dwy  Oa Juy _ 4.6)
dudx Ovox Odu; Ox vy O0x 0w 0x  Ow, Ox dwy 0x - '
Obou | 9bdv | 0b du | Ob v | 0bdw | 9b dwy | 0b dwy _ @
dudy o0Ovdy Ou; dy dvy 0y dw 0y  Owy 0y 0wy 9y - )

De tal forma que a equacao (4.5) s6 pode ser satisfeita caso os termos de
—(Dxa + Dyb) se cancelem com os da equagdo alvo, resultando num sistema de
equacgOes diferenciais de baixa ordem, que definem a estrutura das equactes a e b. A
resolucdo deste sistema € apresentada no Apéndice A, conferindo os seguintes
resultados as equacdes a € b:

_ dw , ov dq
a=uw-—vo_+— 3y (4.8)



— oy — 2@ _Ou | 04
b =vw Vay at+ax (4.9

onde g é uma fonte arbitraria adicionada para recuperar qualquer funcao que esteja no
espaco nulo do operador divergente, o que inclui o campo de pressao. Pode-se
verificar que a equacao alvo é imediatamente obtida ao derivar a em x e b em y e
somando as duas equacdes, obtém-se a equacéao alvo.

4.3 Interpretacéo fisica das transformacdes de Backlund

Toda equacéo diferencial de segunda ordem, seja ela linear ou ndo, pode ser
reduzida a um sistema de equacgOes auxiliares de primeira ordem que possuem
estruturas analogas as da lei de Fick, como por exemplo a equacao:

ac ac 9%c |, 9%c
ugitvii=D(55+55)

v (4.10)

onde C corresponde a concentracdo de uma substancia dissolvida em um fluido e D o
coeficiente de difusdo desta substancia. A equacao (4.10) pode sofrer reducdo de
ordem, produzindo as seguintes equacdes auxiliares:

_pl

uc =D (4.11)
c=p%L (4.12)
v =Dy .

Estas equacdes auxiliares definem o fluxo de massa na lei de Fick. De forma
analoga a equacao de energia em regime estacionario, dada por :

ax2 = 0y?

P 7 = (4.13)

onde T é a temperatura e « a difusividade térmica. A equacédo (4.13) também admite
uma forma fatorada idéntica:

oT
oT
vT = a (415)

Analogamente a equacgéo de Helmholtz, modelo hidrodindmico que descreve a
propagacdao de vorticidade, dada por:

w

ow ow ’w | 9w
E+ua+v$—v(ﬁ a—yz) (416)
também admite uma forma fatorada, cuja estrutura é idéntica as anteriores.
uw = v (4.17)

ox



VW =V (4.18)

Assim qualquer equacdo diferencial advectivo-difusiva admite reducdes de
ordem que produzem estruturas analogas a lei de Fick. Isto significa que existem leis
de conservacdo associadas as equacgfes dinamicas e que, além disso, essas
equaclBes sao correlacionadas através de um balanco em volume de controle
infinitesimal.

De fato derivando a equacéo (4.17) em relacdo a x e a equacdo (4.18) em
relacdo a y e somando os resultados, obtém-se:

ow ow ou  dv 0w | d*w
uma vez que a terceira parcela do membro esquerdo na equacéo (4.19) é nula devido
a equacdo da continuidade para escoamentos incompressiveis, 0 modelo se reduz a
equacdo de transporte em sua forma original. Como essa operagdo equivale a
aplicacdo do operador divergente sobre o sistema de equacgdes auxiliares, esse
procedimento é totalmente equivalente a um balan¢co em um volume de controle. Em
suma, toda a equacao valida para macro escala pode ser decomposta em um sistema
auxiliar de equacdes de menor ordem que podem ser interpretadas com leis de Fick
generalizadas.



5. METODOLOGIA
5.1 Introducéo

Neste capitulo serd abordado a metodologia utilizada no trabalho, exposta
inicialmente através do fluxograma disponivel na Figura 5.1:

Necessita integracao
de fungbes complexas
para se obter a funcéo

corrente.
Metodologia

Equacéo de Transformagdes roS;:lugc;es d(i'i'ar
Helmholtz de Bécklund pronicTia Sl
difusivo

Aplicando a mesma metodologia em Navier-Stokes

EquacgGes de Transformagdes difergggiifa:rcial
Navier-Stokes de Backlund e p
auténoma

Resultados

Andlise do

Aplicacao das
simetrias de Lie

Calibragéo da
comportamento J solugéo

da equacao.

Comparagao com
método numérico ou
dados experimentais

Geragao de
uma solucao
exata preliminar

Sugestoes para
trabalhos futuros

Figura 5.1 — Fluxograma das etapas do trabalho.

Como pode-se ver no fluxograma disposto no Figura (5.1), o trabalho consiste
inicialmente na aplicagdo da metodologia apresentada por Zabadal et alli, 2014, para a
equacgdo de Helmholtz, gerando uma solucéo inicial para a equacdo, mas ndo em
termos da funcéo corrente. Tais resultados comprovam a capacidade do método de
fornecer solugbes, contudo pouco praticas quando aplicadas na equacdo de
Helmholtz. Segue-se a metodologia aplicando as transformacdes de Backlund nas
equacdes de Navier-Stokes, resultando por fim em uma equacao diferencial parcial
autbnoma em termos da fung&o corrente.

A analise do comportamento da funcdo autbnoma é exposta nos resultados
assim como a geracdo de uma solucdo exata inicial. Ao final da Figura (5.1) tém-se as
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sugestdes para trabalhos futuros, as quais consistem na aplicacdo das simetrias de
Lie dispostas na literatura [Ibragimov, 1995 e 1996], a calibracdo desta solucao final e
um teste de validacdo comparando os escoamentos gerados pelo método apresentado
e ensaios experimentais ou modelos numéricos.

5.2 Modelo difusivo para a pressao

Seguindo a metodologia apresentada por Zabadal et alli, 2014, demonstrou-se
uma relacdo entre as equacgdes fatoradas e um modelo puramente difusivo. Derivando
a (4.8) e (4.9) por y e x respectivamente e subtraindo a primeira pela segunda obtém-
se uma restricao diferencial:

i} (6u av) (av au) dw dw _ 9%q 9%q
dx 0y

—a a @ w—ua+vax——ax2 a—yz (51)

escrevendo os termos desta restricdo diferencial em forma da fungcdo corrente,
encontra-se a equagéo (5.2):

1
q=-5V¢ Vo +h(xy,1t) (5.2)
onde ¢ corresponde as linhas de corrente do escoamento, por consequéncia u = Z—z e
v = —Z—z, e h(x,y,t) € qualquer fungdo harmdnica arbitraria, solugdo da equacao de

Laplace bidimensional, que pode ser interpretada como o efeito do corpo submerso
sobre a pressdo desde que ela possua uma singularidade. Na equacéo (5.2) pode-se
também interpretar o primeiro termo do lado direito como a energia cinética por
unidade de massa.

Para uma funcédo solucdo da equacgédo de Laplace, a equagdo generalizada
para h(x,y,t) corresponde a (5.3):

h(x,y,t) = n(x +iy,t) + m(x — iy, t) (5.3)

onde n e m sado fungbes arbitrarias. Caso a fungcdo harménica (5.3) seja
desconsiderada, a equacéo (5.2) pode ser interpretada como um modelo de difuséo de
energia cinética por unidade de massa.

Realizando uma troca de variaveis de modo que cria-se uma variavel
independente f, sendo esta:

f==3V Vo =—u?+v?) (5.4)
também conhecida como campo de pressdo de Bernoulli. Seguindo a mesma

metodologia apresentada, encontra-se um sistema puramente difusivo escrito na
forma:

2 9(f) = vWg(f) (5.5)

3
onde g é uma funcdo de f da forma g =cy,+c,fz e solucdo de um problema
puramente difusivo, onde c0 e c1 sdo constantes arbitrarias. Os componentes da
velocidade foram também deduzidos em funcéo da variavel f :



of

u=——=2— (5.6)
’§7Vﬁvf
_of
v=——=_ (5.7)

/%Vf-vf
5.3 Solucdes da equacao difusiva associada

Existe atualmente disponiveis na literatura algumas solucBes exatas para
equacles puramente difusivas. Em Polyanin, 2002, é tabelado diversas solucbes nas
quais podem ser utilizadas para resolver o modelo difusivo encontrado. Neste caso,
optou-se por uma fungcdo com comportamento exponencial de forma:

() (5.8)

9(f) =gy t) =

4mvt

resultando na fungéo f ser:

2
_x2+y2> 3
1 4vt
c0

f(x, Y t) = 4-11\/1:6—_ (59)

cl

5.4 Obtencado de uma equacdo dindmica para a funcéo corrente

Segundo as definicbes das linhas de corrente [Fox 1985], pode-se obté-las a
partir da integracdo de uma das componentes da velocidade, contudo muitas vezes
este processo torna-se muito complexo dependendo de que tipo de fungdo que se
deve integrar. Entretanto é evidente que a metodologia utilizada para resolver a
equacao de Helmholtz também deve valer para as equacdes de Navier-Stokes, visto
gue as solucdes de Navier-Stokes estdo no conjunto de solu¢des de Helmholtz, sendo
possivel fatorar suas equacdes, utilizando as transformacgfes de Bécklund, e obtendo:

u® = v(:—xu+%v)—§+% (5.10)
%(p+uv:v(%u—;—xv)—% (5.11)
—%(p+uv:v(—%u+%v)+g—; (5.12)
v = v(%u+%v)—£—g—; (5.13)

onde, neste caso, ¢ e t sdo fungcbes que pertencem ao espac¢o nulo do divergente.
Somando as equacgbes (5.11) e (5.12), obtém-se:

2vu = ——— (5.14)

e realizando também a subtracéo da equagéo (5.11) pela equacéo (5.12), obtém-se:



a a d s ot
Za(p—ZV(@u—aU)—a—E (515)

Substituindo-se entdo o resultado obtido pela equagédo (5.14) na equacédo
(5.15), resulta a equacéo (5.16):

a a ]
ZEq)—ZV(@u——xv)+2vu (5.16)

gue pode ser escrita somente em termos da linha de corrente ¢:

% _ 0920 , oo
3t = 9x 3y + v (5.17)
Dessa forma, foi obtida uma equacéo de ordem reduzida para a determinacéo
da linha de corrente em regime transiente, cuja solucdo pode ser obtida usando
exponenciais de operadores, sem a necessidade de integrar fungdes complexas.

5.5 Exponenciais de operadores

Segundo Dattoli et alli, 1998, a equacéo resultante (5.17) pode ser resolvida
para a funcdo corrente utilizando solugbes formais baseadas em exponenciais de
operadores de forma:

a —
9= Ap (5.18)

A fim de obter a solugéo formal da equagéo (5.18), considerou-se inicialmente
que A é uma constante. Separando a variavel e integrando, obtém-se:

@ =ep, (5.19)

Esta estrutura permanece valida quando A é um operador diferencial que
contém apenas derivadas em relacdo as variaveis espaciais. Nesta caso, a
exponencial de At é também um operador cuja acdo sobre a funcdo ¢, pode ser
avaliado ao expandir em série de Taylor a solugéo formal obtida:

0 =370 (52) 9o (5.20)

Desta forma a solucdo explicita é obtida ao aplicar recursivamente o operador
A sobre a funcdo ¢,, que descreve o estado inicial do campo de escoamento.
Considerou-se neste trabalho séries de quatro termos. Observa-se também que a
utilizacdo de uma série de Taylor truncada gera solugbes ndo exatas, entretanto
permitem uma avaliacdo do comportamento da equacdo diferencial. Tal
comportamento sera analisado para avaliar se esta equacdo diferencial apresente um
comportamento semelhante aos efeitos esperados das equacdes de Navier-Stokes,
como efeito da geracdo de micro vortices a partir de vortices maiores.
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5.6 Singularidade e corpos submersos

Um corpo submerso em um escoamento transversal pode ser considerado uma
singularidade no campo, desviando as linhas de corrente para fora da regido onde
deve haver um sdlido, visto a impossibilidade de penetracdo do campo através da
superficie sélida. Pode-se gerar esta singularidade com séries de Laurent [Pires,
1998]:

e=Yt2 oa, (5.21)

onde cada a,, é geralmente, um niumero complexo. Neste trabalho utilizou-se a série
na forma:

£=— (5.22)

- x+iy

onde i =vV—1 e ¢ é a série de Laurent com apenas um termo.

6. RESULTADOS E DISCUSSAO

6.1 Mapa das linhas de fluxo

Afim de estudar a configuragdo das linhas de corrente de um escoamento
sobre um corpo submerso, foram utilizadas solugbes geradas através da aplicacéo de
exponenciais de operadores sobre um campo de escoamento inicial descrito como
segue. Tomando-se um escoamento transversal sobre um cilindro de raio 2,8m,
correspondente ao numero de Reynolds 3500 e escolhendo uma condigéo inicial de

duplo vortice predominantemente laminar da forma ¢, = —ye(‘xz‘yz), obteve-se a
Figura (6.1) e (6.2).

Figura 6.1. - Linhas de corrente do escoamento em t = 2 s com Re = 3500.
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Figura 6.2. - Linhas de corrente do escoamento em t = 5 s com Re = 3500.

Nas Figuras (6.1) e (6.2) tem-se os quadros de uma animagado gerada em
Maple 13 em 2,55 e 5s a partir do método de exponenciais de operadores. Tal
animacéo mostra um estudo preliminar da evolug&o das linhas de corrente ao longo do
tempo sobre um corpo submerso, demonstrando o0 comportamento da equagéo
diferencial (5.17). Nesta animagédo, apesar de ndo representar um caso fisico realista,
percebe-se um efeito caracteristico das equagdo de Navier-Stokes, que consiste na
geracdo de oscilagbes de frequéncia superior da perturbagéo introduzida no t = 0s.
Embora este resultado constitui uma aproximagao grosseira para a respectiva solugao
exata, o fato de terem sido produzidas oscilagbes de maior frequéncia encoraja a
obtencao de solucdes exatas para a equacao (5.17).

6.2 Solucao da equacéo (5.17) para a fungéo corrente

Tendo a equacgdo diferencial (5.17) apresentado um comportamento
gualitativamente semelhante ao das equacbes de Navier-Stokes, pode-se também
gerar uma solucdo relativamente simples, contudo exata, para a equagdo (5.17).
Sendo esta uma equacao autbnoma, pode ser convertida em uma equacéo diferencial
ordinaria através da definicdo de uma nova variavel independente na forma:

0=cy+c1x+cy+c3t (6.1)

nesta equacao, c,, ¢;, ¢, € c3 Sao constantes arbitrarias. Redefinindo a equacao (5.17)
em termos de argumento g, resulta:
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oY ads _ dpado 9P da %y ((do\2 = (802
%E‘%&'E@“’W((E) +(5) (6.2)

Substituindo as expressdes correspondentes as derivadas de o em relagcdo aos
argumentos originais, obtém-se:

o op)? 9%y
e3 22 = (c102) (52) +v(e? + ) 5% (6.3)
a qual pode ser resolvida por métodos analiticos conhecidos. Neste caso, a equagéo
diferencial resultante pode ser resolvida por sucessivas reducbes de ordens,
resultando:

(G v e Tatia)
2+c,2 2+c,2
cico| ggve\v(er?+ea?)) o 2y e ye\v(er?+e2?)/ ¢ 24 e, o
V(C12+C22)
vez(c12+c2%) €16z

@ =In (6.4)

onde ¢; e €, sdo fungdes arbitrarias.

A equacao (6.4) é entdo uma solugcdo exata admitida pela equacéo (5.17) e
portanto pelas equacdes de Navier-Stokes (4.1) e (4.2). Ainda que esta solugdo nao
consiga representar situacdes realisticas, € possivel aplicar sobre esta solugdo as
simetrias de Lie, disponiveis em lbragimov, 1995. Uma vez que esta etapa foge ao
escopo do trabalho por demandarem um tempo relativamente longo para um trabalho
de conclusao de curso, deixa-se como recomendacdes para trabalhos futuros a médio
e longo prazo.

7.CONCLUSAO

A partir do estudo exploratério que resultou em uma solucéo preliminar para a
forma fatorada das equacdes de Navier-Stokes bidimensionais em regime transiente,
duas conclusdes fundamentais foram obtidas no que diz respeito ao desempenho
computacional da aproximacdo em série truncada e da possibilidade de expanséo do
respectivo espaco de solugoes.

i) Embora a série truncada ndo reproduza de forma realista o
comportamento de uma esteira de vértices, € possivel utilizar a solugcéo
exata por (6.4) para dar inicio a um processo de generalizagdo que
eventualmente podera, a longo prazo, produzir novas solugdes capazes
de emular cenarios progressivamente mais realistas.

ii) O desempenho computacional da solu¢do truncada permite
obter uma estimativa da ordem de grandeza do tempo de
processamento requerido pela solugdo mencionada no item “”, o que
permite inferir que o tempo de processamento demandado para a
obtencédo da solucdo final seja da ordem de poucos minutos.

Isso ocorre porque existem aproximadamente dez mudancas de varidveis a
implementar sobre a solucdo definida pela equacéo (6.4) acompanhadas da incluséo
de oito parametros arbitrarios. Apés a inclusdo dos novos termos estima-se que o
namero total de caracteres da solucao final triplique em relagdo a expressao em sua
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forma original. A inclusdo destes novos termos é deixada como recomendacdo para o
desenvolvimento de futuras dissertac6es de mestrado e teses de doutorado.
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APENDICE A

RESOLUGCAO DO SISTEMA DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS GERADOS PELAS
TRANSFORMACOES DE BACKLUND.

Retomando-se as equacbes (4.4), (4.5), (4.6) e (4.7), agora identificadas como
(A1), (A.2), (A.3), (A.4), respectivamente:

ow ow ow 0w | 9w
Eﬁ'uaﬁ' g—v(axz 6y2) (Al)
F(u, U, Us, Vt, W, Wy, a)y) —Dya—Dy,b=0 (A.2)
dadu  dadv | dadu, | 0adv  dadw | da duy  da dvy _ A3
dudx Ovox Odu; Ox vy O0x 0w 0x  Ow, Ox dwy 0x - ’
obou  dbdv | 9b duy | 9Ob dvy | b dw 0b dwy db Bwy_o (A4)

dudy ' vy  du dy ' v, dy 0w dy | 0wy dy  dwy 0y

Para a equacao (A.2) ser satisfeita, o resultado das subtra¢gdes da equacéo (A.1) pelas
equacdes (A.3) e (A.4) deve ser zero, logo seus termos se cancelam. Gerou-se entdo
um sistema de equacdes diferenciais de ordens reduzidas para serem resolvidas,
podendo identificar a estrutura das equacdes a e b. Obtém-se inicialmente:

dadw _  Ow

a0 _y 30 (A.5)
Bt ar
o w0

n " . a
Pelas equacgbes apresentadas, obtém-se facilmente os resultados ﬁzu,
pe

ab ab da o ~ .
=v, — = —v € — = —Vv. Resolvendo primeiramente a equacdo a, integrando-a
Owy dwy Jwy

em funcéo de w, obtem-se:

a =uw + h(u, v, us, Vg, Wy, 0y) (A.9)

Nesta equacdo, h é uma fungcdo, que depende das outras variaveis diferentes da
integrada, a ser determinada pelo resto do sistema de equacdes diferenciais. Integra-
se entdo em funcéo de w,., resultando:
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a=uw—VvVay+gu,vu, v, wy) (A.10)

sendo g uma fungao que dependa de (u,v,u;, vy, wy). O mesmo procedimento para
obter a estrutura de b foi utilizado, resultando em :

b=vw — vw,+pW,v,u, Vv, wy) (A.12)

onde p é uma funcdo que dependa de (u, v, u;, vg, wy).

Percebe-se que certos termos até entdo aparecem nas equagdes (A.3) e (A.4),
contudo ndo em (A.1). Aponta-se ao fato de que varios destes termos anulam-se entre
si ou sao nulos individualmente, como:

da 0b _

2_2=o (A.12)
2= (A.13)
2=0 (A.14)
;_:i =0 (A.15)
j—ft =0 (A.16)

A equacgédo (A.12) é oriunda da equagdo da continuidade, as demais s&o
resultantes da auséncia dos termos na equacgdo (A.1l). Para a equacdo (A.12) ser
b
v
ha tais termos em evidencia em (A.1), pode-se concluir que essa constante deve ser

igual a zero. Resultando entdo em:

. . Jda . . ~
satisfeita, tanto 5, como devem ser iguais a uma constante, entretando como néo

a=uw - vg—i) + g(ve) (A.17)

b=vw—v ";—‘;+ p(u,) (A.18)

Os ultimos termos a serem considerados, v; e u;, sao relacionados a partir da

o - w 9 : . .
definicdo da vorticidade w = (é - ﬁ) Como as derivadas temporais e espaciais sao

. ow .
comutativas, pode-se escrever T da seguinte forma:

o= ale5) =a) -5 G) (A19)
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Logo se pode concluir que :7a= 1 e — = —1. Resultando finalmente nas
t

6ut

equacdes (A.20) e (A.21):

a=uw — vaw+ ov
- ax ot
dw ou
b=vw—-v —— —
ay at

(A.20)

(A.21)

Por fim, adiciona-se um termo fonte arbitrario g para recuperar qualquer fungéo
que esteja no espaco nulo do operador divergente. Obtém-se por fim as equacdes

(A.22) e (A.23):

dw  Ov dq

= — V — — — —
A=UO =Vt T oy
_ dw du , dq
b=vw-—v 3y ot + Py

(A.22)

(A.23)

Pode-se entdo comprovar que este sistema gera a equacgdo de Helmholtz

aplicando as equacdes (A.22) e (A.23) na equacgédo (A.2).



